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Resumo

O Lema Local de Lovész (LLL) apresentado por Lészlo Lovasz e Paul Erdés é uma ferramenta
muito util para aplicagbes em métodos probabilisticos. Apresentaremos uma extensdo desse
lema, enfraquecendo a hipdtese de dependéncia de eventos. Como aplicagdo consideramos dois
tipos de problemas de Programacao Inteira: Problemas Minimax e problemas de Cobertura,
desenvolvendo uma técnica fundamental, o arredondamento aleatorio de relaxagoes lineares, para

obter bons algoritmos de aproximagao para esses problemas.

Palavras-chave: lema local de Lovasz; algoritmos de aproximagao; programagao inteira;

relaxacgoes lineares.



Abstract

The Lovasz Local Lemma (LLL) presented by Lészlé Lovasz and Paul Erdés is a very useful
tool for applications of probabilistic methods. We will present an extension of the lemma,
weakening the hypothesis of event dependence. As an application we consider two types of Integer
Programming problems: Minimax Problems and Covering Problems, developing a fundamental
technique, the random rounding of linear relaxations, to obtain good approximation algorithms

for these problems.

Key words: Lovéasz local lemma; approximation algorithms; integer programming; linear

relaxation.
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Introducao

O Método Probabilistico € um método para provar a existéncia de estruturas com certas pro-
priedades. Ele consiste em construir um espaco de probabilidade apropriado e mostrar que, com
probabilidade positiva, sortearemos uma estrutura com as propriedades desejadas. Em [1], Paul
Erdss e Laszlé Lovasz provaram um lema muito til para aplicacoes do método probabilistico,
hoje conhecido como Lema Local de Lovasz.

Essa dissertagao estuda o uso do Lema Local de Lovasz para mostrar que certos problemas
de programagao inteira admitem solugoes de valor proximo aos de suas relaxagoes lineares (isto
¢, do programa linear obtido removendo-se as restrigdes de integralidade das variaveis). Além
disso, tais técnicas sao usadas para obter resultados de aproximacgao para problemas computaci-
onalmente dificeis.

Na parte preliminar introduzimos conceitos que serao fundamentais para o trabalho, como
grafos, hipergrafos, probabilidade condicional, independéncia de eventos e esperanca condicional,
e rudimentos de complexidade computacional e algoritmos de aproximacao.

No Capitulo 2 vamos estabelecer lemas sobre o comportamento de niimeros binomiais que
nos levarao a um teorema que é simultaneamente uma desigualdade de concentracao e um teo-
rema de decomposi¢ao (Teorema 2.8). Definiremos fungoes titeis para o uso de tal desigualdade
de concentragdo no contexto de algoritmos de aproximacao. Além disso, definiremos eventos
monoétonos e provaremos a desigualdade FKG.

No Capitulo 3 vamos desenvolver o Lema Local de Lovasz no caso geral e no caso simétrico.
Vamos entao estender tal lema, enfraquecendo a dependéncia em d, um pardmetro crucial na
aplicagao do Lema Local (Lema 3.5).

Vamos desenvolver no Capitulo 4 a Programagao Minimax Inteira (MIP); utilizaremos a
extensao do Lema Local de Lovasz para demonstrar o Teorema 4.6 que garante que, dado um
MIP, o arrendondamento aleatério produz uma solugao que aproxima a solucao da relaxacao
linear com probabilidade positiva. Tal aproximacao depende de certos pardmetros do MIP; no
Teorema 4.9, cuja prova usa o Teorema 4.6, encontramos outra aproximacdo que depende de
um pardmetro que é frequentemente muito menor que o que aparece no enunciado da primeira
aproximacao.

Na tltima parte abordaremos os problemas de cobertura (CIP). Provamos que o esquema de
arredondamento aleatorio também fornece boas solugoes inteiras no Teorema 5.16. Definimos
entdo CIPs com varias fungoes-custo, os chamados CIP multicritério, e provamos um teorema
anélogo nesse caso (Teorema 5.19). Finalmente, desenvolvemos uma versdo computacionalmente

eficiente do resultado de aproximacao para CIPs no Teorema 5.26.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos béasicos que serao necessarios nos proximos ca-
pitulos. Na primeira secao, definimos grafos e hipergrafos. Na segunda secao definimos conceitos
basicos de teoria de probabilidade, tais como probabilidade condicional, independéncia de even-
tos e esperanca condicional. Na ultima parte, fazemos uma rapida introducdo aos conceitos de
complexidade computacional que usaremos nessa dissertacao.

As referéncias principais para esse Capitulo sao os livros An Introduction to the Theory of
Probability de Mukhopadhyay [10], Combinatorial Optimization de Schrijver [13], Introduction
to the Theory of Computation de Sipser [11] e Uma Introdugao Sucinta a Algoritmos de Aproxi-

magao [2].

1.1 Teoria de grafos

Definigao 1.1 (Grafos nao-direcionados). Um grafo ou grafo nao direcionado ¢ um par G =
(V,E) onde V & um conjunto finito e £ é uma familia de pares ndo-ordenados de elementos de
V. Os elementos de V sao chamados de vértices, e os elementos de E sao chamados de arestas.
Usaremos a notagao uv para denotar a aresta {u,v}.

Denotamos o conjunto de vértices de G por V(G) e a familia de arestas de G por E(G). Nas

estimativas de tempo de execucao dos algoritmos, denotamos n := |[V(G)| e m := |E(G)|.

Definigao 1.2 (Grafo direcionado). Um digrafo ou grafo direcionado é um par D = (V, E)
em que V é um conjunto finito e £ é uma familia de pares ordenados de elementos de V. Os
elementos de V' sao chamados de vértices, e os elementos de F sao chamados de arestas ou arcos.

Denotamos por V(D) o conjunto de vértices de D e E(D) o conjunto de arestas de D.

Definigao 1.3 (Hipergrafo). Um hipergrafo H = (V, ) é um par onde V é um conjunto finito
e £ é uma familia de subconjuntos de V. Os elementos de V' e £ sao chamados de vértices e

arestas, respectivamente. Se |F'| = k para todo F' € £ entao o hipergrafo é chamado k-uniforme.
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1.2 Conceitos basicos de teoria de probabilidade

Definigao 1.4 (Probabilidade condicional). Seja A um evento com P (A) > 0. A fragao

P(ANB)
P (4)

¢ chamada probabilidade condicional de B dado A (ou simplesmente probabilidade de B dado
A) e é denotada por P (B | A).

Definigao 1.5 (Independéncia de eventos). Dizemos que os eventos A e B sao independentes se
P(AANB)=P(A)P(B).

Definigao 1.6 (Esperanga). Seja X uma variavel aleatoria definida em um espago de probabi-

lidade (S,.A,P). A esperanga de X ¢é definida por

E[X]:/SXdP

onde a integral é a integral de Lebesgue com relagao & medida P.

Se X & uma variavel aleatoria discreta (assumindo um conjunto enumeravel de valores

{z1,29,...}, entao

E[X]=) a-P(X =u).
k=1

Teorema 1.7. Tem-se as sequintes propriedades da esperanca:

1. Se a varidvel aleatoria X € tal que P (X = c¢) = 1, entao

E[X]=c
2. Se E[X] existe, entdo
E[aX + b = aE[X] + b,
onde a,b sao constantes arbitrdrias.

3. Se g(X) é uma fungao Borel de X, entdo
E [g(X)]| < E [lg(x)]]

4. Se g(X) = g1(X) +g2(X), onde g1(X) e go(X) sao fungoes Borel da varidvel aleatoria X,
entao

E [9(X)] = E [1(X)] + E [92(X)] ,
desde que as esperancas existam.

5. Se g1(X) < g2(X) para todo valor possivel de X, entao

E [g1(X)] < E [g2(X)] .
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Uma demonstragao para este teorema pode ser encontrada em [10] na subsecao 6.2.1.

Definigao 1.8 (Esperanca condicional). Seja X uma variavel aleatoria definida em (5, A, P) tal

que E [X] exista, e A um subconjunto mensuravel com P (A) > 0. Definimos
Emwm:/xmwwm
S

como esperancga condicional de X dado A. Para A € A tal que P (A) > 0, vale que

P(Bn4)

PBIA) =55

para todo B € A. Assim, denotando a fun¢ao indicadora de um conjunto A por x(A4), podemos

escrever

1 E [X - x(4)]
=P s P4
desde que E [X - x(A)] exista; como |X - x(A)| < |X], entao temos que E [X - x(A4)] existe se
E [X] existe. Em particular, se X = x(B) com B € A entao

P (AN B)

E[X(B)}A}: P (A)

=P(B|A).
Teorema 1.9. Sejam X, Y wvaridveis aleatorias independentes e E[X], E[Y] < co. Entao
EX |Y]|=E[X].

Para nossas estimativas probabilisticas, usaremos varias vezes a seguinte proposigao.

Proposicao 1.10 (Desigualdade de Bernoulli). Seja y > —1. Entao, se B > 1,
(1+9)7 > 1+ By.

Por outro lado, se 0 < g <1,
(1+y)” <1+ 8y

1.3 Algoritmos e complexidade

Nessa secao apresentaremos uma versao intuitiva dos principais conceitos de complexidade
relevantes para o assunto que estudaremos. Uma formalizagao de tais conceitos dependeria de
um significado preciso do conceito de “algoritmo”, formalizado através do conceito de Maquina
de Turing, e esta fora do escopo da nossa dissertagao. Mais detalhes podem ser encontrados
em [11].

No contexto de algoritmos e complexidade, dizemos que um problema L é um problema de
decisdo se sua resposta é “sim” ou “nao”; para uma entrada x, escrevemos x € L se a resposta
para tal entrada é “sim” e x ¢ L caso contréario.

Os problemas de decisao podem ser classificados de acordo com sua complexidade dos algo-

ritmos para resolvé-los. Abaixo listamos trés importantes classes de complexidade.
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Definigao 1.11 (P). A classe de complexidade P é a classe dos problemas de decisao L que

admitem algoritmos que determinam se z € L em tempo polinomial no tamanho da entrada x.

O tamanho da entrada é frequentemente medido pelo namero de digitos binérios (bits) ne-

cessarios para representé-la.

Definigao 1.12 (Verificador). Um algoritmo verificador para um problema L é um algoritmo M
cujas entradas sao da forma (x,u), onde = é entrada do problema L e u é uma entrada adicional
denominada certificado. M deve satisfazer a seguinte propriedade: Dado um =z, existe u tal que

x tal que M aceita a entrada (x,u) se e somente se x € L.

Definigao 1.13 (NP). A classe de complexidade NP é a classe dos problemas L de decisao que
admitem um verificador que executa em tempo polinomial com a seguinte propriedade: dado

x € L, existe certificado 4 com tamanho polinomial.

Exemplo 1.14. Determinar se um dado grafo tem um ciclo Hamiltoniano é um problema que
estd em NP. De fato, é facil fazer um algoritmo polinomial para verificar se um dado conjunto de
n vértices forma um ciclo Hamiltoniano. Se um grafo possui um ciclo Hamiltoniano, os vértices
de um tal ciclo (em ordem) formam um certificado aceito por tal algoritmo. Por outro lado, se
um grafo nao possui ciclo Hamiltoniano, nao existe nenhum certificado que “engana” o algoritmo

verificador.

Frequentemente, diz-se que os problemas em P admitem algoritmos “eficientes”. Um jeito de
tornar essa afirmacao concreta é o seguinte: Seja um problema em P e uma entrada de tamanho
n. Ao dobrarmos o tamanho da entrada, nossa estimativa de tempo de execucgao é multiplicada
por uma constante (que depende do grau do polinémio correspondente ao tempo de execugao
do algoritmo, mas nao de n). Tal propriedade nao é satisfeita por algoritmos cujo tempo de
execucao é exponencial no tamanho da entrada.

Um dos principais problemas em aberto da teoria da computacao é o problema P versus NP.
Expandindo as definigoes acima, tal questdao consiste em determinar se existe algum problema
que nao pode ser resolvido em tempo polinomial, mas cuja solugao pode ser verificada em tempo
polinomial. Um avanco importante na questdao P versus NP ocorreu no inicio dos anos 70 com
os trabalhos de Stephen Cook [3] e Leonid Levin [3].

Definigao 1.15 (NP-dificil). Um problema L é NP-dificil se, dado qualquer problema L’ em NP
e qualquer entrada z’ para L/, existe um modo de converté-la em tempo polinomial para uma

entrada z de L com a propriedade de que x’ € L’ se e somente se x € L.
Definigao 1.16 (NP-completo). Um problema ¢ NP-completo se é NP-dificil e estd em NP.

Num certo sentido, os problemas NP-completos sao “os mais dificeis” da classe NP. Cook e
Levin mostram que tais problemas existem. Mais especificamente, eles mostraram que o problema
SAT & NP-completo. Posteriormente, Karp mostrou redugoes entre 21 problemas importantes,
provando que todos eles eram NP-completos desenvolvido em |7]; hoje em dia existem milhares de
problemas que sabemos ser NP-completos. Por defini¢ao, resolver qualquer um desses problemas

implicaria numa solugao polinomial para todos os problemas em NP.
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1.3.1 Algoritmos de aproximagao

Além dos problemas de decisdo, uma outra categoria importante de problemas para essa
dissertagao é a dos problemas de otimizag¢do, para os quais a resposta é uma estrutura que
minimiza ou maximiza o valor de uma func¢ao objetivo. Dado um problema de otimizacao, o
problema de determinar se existe uma solu¢ao de valor no minimo/no maximo x ¢ um problema
de decisao; se soubermos resolver esse problema de decisao para todo z em tempo polinomial,
podemos procurar (através de busca binéria) o valor 6timo com qualquer precisao que desejarmos.

Infelizmente, muitos problemas de otimizagdo de grande importancia tedrica (e econémica)
sao tais que a versao de decisao é NP-completa. Como exemplos, podemos citar o Problema
do Caixeiro-Viajante, o Problema da Mochila, o problema da Cobertura Minima por Conjun-
tos, o Empacotamento de Objetos em Contéineres, entre outros. Os problemas estudados nos
Capitulos 4 e 5 também tém essa propriedade.

Encontrar a solugao 6tima para tais problemas nao é computacionalmente vidvel a menos que
P = NP. Por isso, é interessante buscar algoritmos que rodem em tempo polinomial e encontrem
solugoes que sao garantidamente nao muito piores que a solugao 6tima; esses sao os chamados
algoritmos de aproximagao. No projeto de algoritmos de aproximagao, h4 um balango delicado
entre tempo de execucao e qualidade da aproximacao retornada.

Um exemplo ilustrativo, extraido de [2], é o problema de escalonamento, enunciado abaixo.
Informalmente, temos n tarefas (cada uma com um tempo de execugao) e m processadores igual-
mente rapidos, e queremos distribui-las de modo que o conjunto total de tarefas seja concluido

o mais rapido possivel.

Problema 1.17. ESCALONAMENTO(m,n,t): Dados inteiros positivos m,n e tempos t; €
Q4+, 1 <i < n, encontrar uma parti¢cdo {Mi,..., My} de {1,...,n} que minimize

Determinar a solucdo 6tima para tal problema é computacionalmente dificil. E possivel
provar, no entanto, que hd um algoritmo eficiente que retorna uma resposta que é no maximo
duas vezes pior que a resposta Otima. Tal algoritmo, obtido por Graham [5], é um simples

algoritmo guloso e deu inicio & area de algoritmos de aproximacao.
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Capitulo 2

Ferramentas tteis

O objetivo principal desse capitulo é demonstrar o Teorema 2.8, uma desigualdade do tipo
Chernoff originalmente obtida por Hoeffding [6]. O teorema afirma que se Xi,...,X, € [0,1]
sao variaveis aleatorias independentes e X = Y ' | X;, a probabilidade de X ser maior que a
média decai exponencialmente.

A prova que faremos segue [12] e fornece uma decomposigao que seré util para aplicar uma
modificagdo do Lema Local de Lovasz (Lema 3.5 no Capitulo 4). Uma ideia similar também
servird como base para a prova dos teoremas principais do Capitulo 5. A demonstracao aqui dada

também tem a vantagem de ser adaptével para variaveis aleatorias com dependéncia limitada.

2.1 Funcgoes simétricas e convexidade

Definigao 2.1. Seja Sj: R" — R dado por

Si(#1,...,2n) = Z Ziy 2

para j > 0e So(z1,...,2,) = 1.

Definicao 2.2. Para cada real z e um inteiro nao-negativo r definimos

Em particular, (3) = 1.

Definigcao 2.3. Seja x um namero real e r um inteiro nao-negativo. Definimos
[z], =2(z —1)(z —2)---(x —r +1).

Em particular, [z]p = 1.

Lema 2.4. Para cada i = 1,...,n, seja z; um nimero satisfazendo 0 < z; < 1. Sea € R e
J €Z sao tais que a > j >0 e " |z > a, entdao Sj(z1,...,2,) > (?)
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Demonstragao. Seja K = {z € [0,1]™ : Y | z; > a}, e defina a fungao

SjiK—)R
(21, vy 2n) — Z Ziy * e Zige

1<ip<--<i;<n

Como K ¢é compacto e S; ¢ uma funcao continua, ela admite um minimo z* em K. Além
disso, como S; é crescente em cada uma das variaveis, podemos diminuir alguns dos 2z} (se
necessario) para que valha ) ; zf = a. Iremos mostrar agora que podemos supor que z* tem
no méaximo uma coordenada nao-inteira. Para isso, seja (z1, ..., z,) um vetor e p e ¢ indices com

0 <z, <24 <1. Entao

Sj(21,. -y 20) = Z Zn = Aszpzg + A1(2p + 24) + Ao,
|Al=j

onde Ay = > ¢ [],cq2s, com S percorrendo os subconjuntos de tamanho j — £ de {1,...,n} \
{p,q}. Definindo ¢ = min{z,,1 — z,} > 0, podemos calcular

Si(z1,. o v2p— €, 2q+ 6,0, ) = Aa(zp —€) (2 +€) + Ai(2p + 24) + Ao,
(21, .., 2n) —€Aa(2qg — 2p + €)

< Sj(zl, ceeyZn)-

Assim, existe um minimo da fun¢ao S; com no maximo uma coordenada inteira. Iremos
supor que z* tem no méximo uma coordenada nao-inteira.
_ n * ~ . . . . * .
Sea =) ",z €Z,entdo a propriedade acima implica que 2} € {0,1} para todo i. Para

provar o resultado nesse caso, note que a é o namero de coordenadas do vetor z que nao sao

Siz = Y = (j)

1< << <n

iguais a zero. Assim,

Agora suponhamos que a ¢ Z. Defina a; = |a], aa = a —a; > 0 e seja p o unico indice tal

. .
que z¥ = ay. Assim,

P
*\ * * * * * *
Si(2") = g R g Ziy %, +ag E LARRRY
1<) < <i;<n 1<) < <i<n 1<i1 < <i1<n
#p #p

- @1) +“2<ja—11>'
() w2 )= (") = () o

Primeiro vamos demostrar por indugao em j que

Vamos mostrar que

la1]; + azjlar]j—1 < [a1 + as]; = [al;,
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onde [z], =x(x —1)---(x —r+1) e [z]p=1. Para j =1,

laa]s + asfarlo = a1 +a - 1 = <a1 le “2> — G)

Suponhamos valido para j — 1. Agora vamos mostrar que vale para j. Temos,
[a1]j + azjlar]j—1 = ar]ar — 1]—1 + jazlar — 1]j—2a1 — agar[ar — 1]j-2 + azaifar — 1] -2
e tem-se que as < 1, asla1]j—1 > aslar + ag — 1];-1. Logo,

[a1]j + azjla1]j—1 > a1([ar — 1]j-1 + (§ — Dazlar — 1]j-2) + az[a1]j-1
> ai([a1 — 1]j—1 + ( — Dazfar — 1];-2) + azlar + a2 — 1];-1.

Por hipotese indutiva,

[al]j + agj[al]j_l > aq [a1 -1+ ag]j_l + a2[a1 + as — 1]j—1
= [a1 + a2 — 1]j-1(a1 + a2)
= a[a — 1]j_1

= [a];.

Agora aplicando em (2.1) tem-se,
* * ai a 1 . 1 a
Sj(zl,...,zn): j + as . :ﬁ([al]j—i—ag][al]j_l) > ﬁ[a]j: R

Como z* era minimo, provamos que

Si(21- ) > Si(25, . 20) > <a>

como queriamos. O

Lema 2.5. Sejam z1,...,z, numeros reais ndo-negativos. Se a = Z:.L:l zi, entao

Si(ens. o) < (j) ()

Demonstragao. Primeiro vamos a demostrar que S; (21, , zp,) alcanga sua valor méaximo quando
a .

21 = -+ = zp = —. Suponha que para algum vetor z € R} com ) ;_; 2z, = aexistem 1 <p,g <n
n

tais que z, < z4. Definimos 2z’ de modo que 2z, = z, + ¢ e 2, =

» ¢ = %q — € para qualquer € < z; — zp,

e zj = z; para todo j € [n] — {p, q}. Assim,

Si(#1,...,2n) = Z zn = Agzpzg + A1(2p + 24) + Ao,
|Al=j

onde Ay = > ¢ [[,cg2s, com S percorrendo os subconjuntos de tamanho j — £ de {1,...,n}\
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{p,q}. Podemos calcular

Si(21see 2y e 2y — &, 2,) = Aalz, +€) (2, — ) + Ai(z, + 2,) + Ao,
= 8i(21,. .-, 2,) +eAa(z, — 2, — €)
> Si(z1,. .., 2n).

Com isso mostramos o que queremos. Agora vamos a mostrar a desigualdade do lema. Pelo que
J
. a ) . a
j& mostramos, podemos supor que z;; = — para todo 1 < j < n. Assim, z;, -+ z;; < () para
n n

todo 1 <4y < --- < <n, e portanto temos que

o m T wens Z () -6

Assim obtemos o desejado. O

2.2 Desigualdades de concentracao

Nessa secdo, estudaremos cotas para probabilidades do tipo P (X > E[X]+ k), onde X é
soma de variaveis aleatorias independentes definidas no intervalo [0, 1]. Nosso objetivo sera cotar

tal probabilidade em termos da fungao G abaixo, e faremos isso no Teorema 2.8.

Definigao 2.6. Para u > 0 e § > 0, definimos a fungdo G por

66 g
G(u,9d) = (W) :

Antes de enunciar e provar o resultado principal dessa sec¢do, precisaremos de um lema técnico

sobre nimeros binomiais.

Lema 2.7. Seja k e NU{0} en,g € R comn > q > k. Entao

00 (=) (5

Demonstrac¢ao. Observe que a afirmacao a ser provada é equivalente a

(o) (n — k)" *
“k

nn

< .
=

Faremos uma prova por inducéo sobre k. O caso k = 0 é trivial, pois (g) = 1 pela Defini¢ao 2.2.

Para o passo indutivo, iremos mostrar que

()=t )k
(ef2)(q — k= 1)r=F=1 = (f) (g — k)r+
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Usando que (k;j—l) = % (z) e simplificando termos, isso é equivalente a mostrar que

1 n—k—1 1 qg—k—1
(=) =)
n—k q—k

x—1
o que é verdade se n > q > k + 1 pois a funcgao (1 — %) é decrescente para x > 1. O

Teorema 2.8. Dadas varidveis aleatorias Xi,..., X, € [0,1], seja X =>"7" | X; e
w=E[X]. Entao:

(a) Para qualquer ¢ > 0, qualquer evento Z com P (Z) > 0 e qualquer inteiro k < q,

P(X>q|2)<E AR

Se(X1, ... ,X@/(i)

(b) Seja k inteiro positivo e § = u/k. Se os X; sao independentes, entao

P(X=zptk)<E Sk(Xh--.,Xn)/(M—]:k) < G(p,0),

onde G € como na Definicao 2.6.
Demonstracao. Pelo Lema 2.4 temos que
=1
Assim, pela desigualdade de Markov,
i=1
0 que prova o item (a). Para provar o item (b), note que pela independéncia de X;, tem-se que
E| Y X, -X,|=E[X,]—E[X,].
i1 <<

Tome g = (14 §)u = p + k. Pela definigao da fungao Sy e pelo Lema 2.5, obtemos que

E Sk(Xl,...,Xn)/(Z) —Sk(E[Xl],...,E[Xn})/(Z) < (Z)k (Z)/(Z)
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Aplicando o Lema 2.7 e lembrando que k = du, obtemos

GG/ W= () G ()

S
|
oy

Usando que 1+ z < e*, temos que

5H n—ou 1 (14+6)p 5 1 (14+0)p
< M S = .
<1+n—(5u> <1+5> = (1—!—5) G, 0)

Combinando os resultados obtidos, provamos a parte (b) e concluimos a prova do Teorema 2.8. [

2.3 Estimativas para G

No Teorema 2.8, obtemos estimativas para o desvio de uma soma de varidveis aleatorias
independentes em termos da fungao G da Defini¢ao 2.6. Para uso futuro, coletamos aqui vérias

desigualdades tteis envolvendo tal fungao.

Lema 2.9. Seja G como na Definicao 2.6. Entao,

e 0 < G(p,9) < e 0n/3 se 0 < <1, (2.2)

6—(1+5)1n(1+5)H < G(M’ 5) < e—w,&t < 6—5#/3 sed > 1. (2.3)

. o . . 52
Demonstragio. Vamos provar primeiro as cotas inferiores. Para demonstrar que e % # < G (1,0),

usamos que 1+ x < e” para calcular

€0

(100 = D) =

= e s

0 que mostra a cota inferior de (2.2). Similarmente, para mostrar que e~ (1) WA+ < G (4, §)

para § > 1, observamos que

e’ S 1 _ (10 In(149)
(1+5)(1+5) - (1+5)(1+5) ’

o que implica a cota interior de 2.3. Passemos as cotas superiores. Vamos provar que G(u,0) <

e~9’1/3_ Para isso notemos que 1+ x > 2% para 0 < z < 1. Assim, nesse intervalo,

221n 2 /
((1+x)ln(1+:v)m)’:ln(1+x)2xln2:< 5 )
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Integrando de 0 a §, obtemos que, para 0 < 6 <1,

52In2

52
(1+0)In(1+0)—0d> 23.
Com isso, podemos calcular

)
e 2
0= (1+0) In(1+6) < ,—6%/3

(1+6)0+0) —

o que nos da a cota inferior de (2.2). Para a cota superior de (2.3), observemos que, por

convexidade, x < (14 z)log(1l + x), o que implica /(1 4+ z) < log(1 + x). Assim, vale que

() +2) — o) =t +0) 2 3 ({5 4 +a) = (W) .

Integrando de 0 a J, obtemos que

dIn(1+9)

(1+8)In(140) -5 >

Assim, obtemos

5
e _ S48 In(148) o —HCED

(T+o)a+ ~ ° =

0 que mostra a primeira cota superior de (2.3). Como § > 1, vale que In(1+0)/2 > 1/3, o que

implica a ultima cota superior de (2.3) e conclui a prova do lema. O

Os proximos dois resultados sao propriedades simples da fungao G que serao tteis posterior-

mente.
Lema 2.10. G é uma funcdo decrescente na sequnda varidvel.

Demonstracao. Aplicando a derivada na segunda variavel, obtemos

0G!(z, e ’
(((9yy)> =z ((1—1—y)(1+y)> (log(1+y)) <0

para todo x,y > 0. O

Proposigao 2.11. Se 0 < p1 < ps, entdo para qualquer k > 0,

G, k/pa) < G(uz, k/ p2).

Demonstracao. Observemos que a funcao x — xInx é convexa para x > 0, ja que

1
(rlnz)" = (nz+1) == >0.
T

Transladando, a fungao f(x) := (1 4+ z)In(1 + ) também é convexa para x > —1, e portanto
f((A=t)x+ty) < (1—t)f(z)+tf(y) paraz,y > 0e 0 <t <1. Aplicando tal desigualdade para
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x=0,y=Fk/p1 et=pi/uz e usando que f(0) = 0, obtemos

<1+:;>ln(1+52)Zf(ty)ﬁtf(y):iz<1+Z>ln<1+£>.

Multiplicando a desigualdade acima por —pus,

—H1 <1+k> ln<1~|—k> < —p2 <1+k> ln<1—|—k>
H1 H1 H2 H2

Como exponencial é uma fungéo crescente, podemos aplici-la acima para obter

p1 H2
1 1

<
(1 + k/'ul)l-i-k‘/ul - (1 + k/M2)1+k/M2

Multiplicando ambos os lados por ¥, obtemos a desigualdade desejada. O

2.4 A funcao H

Frequentemente, aplicamos as estimativas obtidas no Teorema 2.8 com o objetivo de provar
que uma unidao de varios eventos ocorre com probabilidade no maximo p, para um valor apro-
priado de p. A funcdo H definida abaixo e as estimativas que obteremos ajudam tal processo e

serao usadas nos enunciados e provas dos Teoremas 4.6 e 4.9.

Lema 2.12. Para p>0e0<p <1, a funcao definida por

n -1 n -1 —
8-1(Z)/ln (%) se u <lIn(p 1)/e,

6=H(u,p) =143 se pp>1In(p~1)/e e gln(u +p 1) >1 (2.4)
SIn(p+ph) sep>In(p~) /e e pln(u+p") <1,

satisfaz [dp] - G(w,0) < p, onde G(u,0) € a fungao da Definigcao 2.6.

Note que, sob as condigdes do segundo caso de (2.4),

6 6
1< \/Mln(,u +p71) < \/Mln(,u—kee“) < /6(1+e),

pois a funcdo = — %ln(x + e°*) & decrescente e tende a 1 + e quando z tende a 0. Assim, nos
ultimos dois casos de (2.4), H(u,p) = O <\/(1/,u) In(u —i—p—l)).

Demonstragao. O maximo da fun¢do (Inx)/z no dominio x > 0 é atingido quando = = e. Por

isso, no caso 1 < In(p~!) /e, vale que § > 8e > 1. Além disso,

In (mxx) — In(z) - (1 _ hif;‘”) > In(z) - <1 _ i) > ln;“").
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Em particular, tomando x = In(p~!)/u,

In(d) > In8 + %m <ln(p_l)> > 24 %m <1n(p_1)> .

Iz p

Assim, pelo Lema 2.9,

G(p,6) < exp (Wﬂ) < e %M. exp (—2ln(p_1)) = e M. p2.

Usando que [z]e™™ < (z+ 1)e™® < 1, temos que

[0p] - G(u,8) < [dule™®" - p? < p* < p.

Suponha agora que g > In(p~1)/2. Para o segundo caso, onde § = 8, uma verificagio numérica

mostra que
G(8, p) = (=146 n(14+8) )  ,—(6+e)n

Assim, usando novamente que [z]e”™™ < (z+ 1)e™* <1 (pois 1 + z < %), temos
(101G, 6) < [pdle” O < emer < p,
como desejado. Finalmente, se u > In(p~1)/2 e %ln(,u +p~1) <1, temos por (2.2) que
G .8y < e = (g )

Assim, como [pu] <p+lept>1,

-2
_ p+1 1 p+1 1
31 G (1,0) < (+1)§ : < R,
(0] G (p,6) < [p] (p+p ptp ! ptpt S ut1 pt P

como queriamos. ]

2.5 Eventos moné6tonos

No Capitulo 5, lidaremos com a dependéncia entre os eventos através de uma desigualdade
de concentragao conhecida como desigualdade FKG. Nessa se¢ao, os espagos de probabilidade
serdo espacos-produto, isto é, espagos de probabilidade (€2, F,P) onde Q = {0,1}¢. Dados os
vetores binarios @ = (a1, a9, - ,q;) e b= (b1,ba,- -+ ,bp) de ©, a relagdo @ =< b vale se a; < b,
para todo 1 <i < /.

Definigao 2.13. Um evento A é crescente se, para quaisquer @ € A e b € Q tais que @ =< l;, vale
que b e A

Definicao 2.14. Um evento A é decrescente se, para quaisquer @ € A e b € Q tais que b < a,
vale que be A

Defini¢ao 2.15. Uma funcdo pu: L — R, onde L é um reticulado finito, é chamada log-
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supermodular se

(@) p(y) < pleVy)ue Ay),

para todo xz,y € L

Teorema 2.16. Seja L um reticulado finito, e seja p: L — RT uma fungdo log-supermodular.

Entao, para qualquer par de funcoes crescentes f,g: L — RT temos que

dou@)f@) | | Dom@g(@) | < | D @) f@)gl@) | [ D u@)

€L €L zeL zeL
Demonstragao. Uma prova para este teorema pode ser encontrada em [!, Teorema 6.2.1]. O

Observagao 2.17. No caso que f é crescente e g é decrescente (ou vice-versa), vale a desigual-

dade oposta:

dou@)f) | | Dom@g@) | = [ Y @) f(x)glz) | | D n@)

z€eL zeL xz€L z€L

Observagao 2.18. A intersecdo de eventos crescentes é crescente e a intersegdo de eventos

decrescentes é decrescente.

Teorema 2.19. (Desigualdade FKG) Seja (2, F,P) um espago-produto.

(a) Sejam A e B eventos ambos crescentes ou ambos decrescentes. Entao P (A | B) > P (A).

(b) Seja I um evento crescente e D um evento decrescente.

Entao P(I|D)<P() eP(D|I)<P(D).
Demonstragao. Dada f: Q — R, definimos (f) por

>went (@) p(x)
Daeatt(z)

> zead (@) p(2)
erAN(x) 7

> sent (@) g (x)
erA'“(x) .

Se f, g sao ambos nao decrescente ou nao crescente temos que, pelo Teorema 2.16,

(f) =

(9) =

(fg)=

(fg) = (Na),

e se f é nao decrescente e g é nao crescente ou vice versa pela Observagao 2.17, entao

(fg) < (F)9)-

Por hipotese temos que I; é ndo decrescente para todo ¢ € [t]. Entao se I; é ndo decrescente para
aded= l;, por definicdo, I; é ndo decrescente para b. Logo A jes I; & nao decrescente para d. Se

d =< bentao A\ jes I; é nao decrescente para b.
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Analogamente para D; que é nao crescente para todo ¢ € [t], por definicdo, se D; é nao

crescente para d@ e b < @ entdo D; é nao crescente para b. Logo A ..g Dj é ndo crescente para d,

jes
e dai se b < @ entao /\jeS D; é nao crescente para b, ou seja, /\jeS D; é nao crescente.
Agora seja p = 1 e f uma fungao caracteristica de I; e g uma fungao caracteristica de /\jeS I;

entao,

2ver, f(2) p(2)
2 ver, 1 (2)

 Teer 9@ ()
ZJUGI«L 12 (1’)

2reninp,es | (@) 9 (@) p(2)
Zmeli/\/\jes H (IL’) .

() =P (1) =

(9)="P /\Ii

jeES

(fgy="P Ii/\/\fj =

jeS

Agora de forma anéaloga, seja fi uma funcao caracteristica de D; e g1 uma funcao caracteristica
de A\ jcg Dj entdo,

ZxED fi(z ) ()

P (D;) = )
. ) zw%esm 01 (2) 1 (2)
jES ZIE/\jes‘u(I)

(fig1) =P | D; A /\D- - ZIEDiA/\jesDj 91 (z) f1 (@M(QU)
jes erDi/\/\jes D; M (z)

Além disso temos que

erDi/\/\. . h () g (z) p(z)
P Dz I = jES I
( ' J/G\S ’ ZmeDi/\/\jES[j w(x)

(f19)

oy =P [1n N\ Dy | = oo fes T @)

g1) i _ ‘ |
jes 2elinAes D M (@)

jes 1) = P (1)

1. Queremos demostrar: P (Ii

Temos
LANL | =) > (e =PUI)P| AL,
JjES JjeS
entao
P (Iz A /\jGS [j)

P (/\jES Ij) Jé\SJé\S

Asim como queriamos.
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2. Queremos demostrar: P (Di

Njes Ds) = P (Dy).

P (Di A /\ Dj) = (fig1) = (fiXg1) =P (Di) P (

JjES

entao

P (Di A Ases Ds)
P (/\jeS Dj)

Obtendo o desejado, os casos 3 e 4 sao de forma analoga.

A\ Di

jes

)
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Capitulo 3

Lema Local de Lovasz e Extensoes

3.1 Visao geral

O Lema Local de Lovasz é um resultado para provar que, sob certas condigoes, intersecoes de
eventos “pouco dependentes”’ entre si ocorrem com probabilidade positiva. Ele foi originalmente
provado em 1973 por Laszlo Lovasz e Paul Erdés em [1], e frequentemente da as melhores cotas
conhecidas para varios resultados de existéncia em Combinatoria (por exemplo, para nimeros
de Ramsey e Van der Waerden).

Nesse capitulo, veremos o caso geral e o caso simétrico do lema, com provas baseando-se
em [I, Capitulo 5|. Além disso, veremos uma variagao do lema provada em [15] que enfraquece

as hipoteses de dependéncia dos eventos.

3.2 Lema Local de Lovasz

Definigao 3.1 (Digrafo de dependéncia). Um grafo direcionado D = (V, E) no conjunto de
vértices V = {1,2,3,...,n} é chamado digrafo de dependéncia para os eventos Ay, As, ..., A, se
para cada i, 1 <1i < n, o evento A; é mutuamente independente da colegdo {A; : j # 1, (i,7) ¢

Lema 3.2 (Lema Local de Lovasz, caso geral). Suponha que D = (V, E) é um digrafo de depen-
déncia para os eventos acima e suponha que existem niumeros Teais Ti,...,Ty tal que 0 < x; < 1
e P(Ai) < 2 [[; jyep(l — 2:) para todo 1 < i < n. Entio

n

=1 =1

Em particular, com probabilidade positiva nenhum evento A; ocorre.

Demonstracao. Faremos a demonstracao por passos. Note primeiro que

P /H\Zi :(173(A1))<17)(A2‘A1>>"' L-P A | \4 (3.1)
i=1 =
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Assim, para provar o lema, iremos mostrar que, para todo S C {1,...,n},
jeSs

A prova dessa afirmagao seré por indugao em s = |\S|. Para s = 0, a afirmagao vale por vacuidade,
pois nao ha ¢ ¢ S. Para o passo indutivo, suponha que a afirmagao é valida para conjuntos de

tamanho menor que s. Tome um S de tamanho s, fixe um ¢ € S e defina
S1={jeS:(i,j) € E} e Sy =5\ 5.
Entao, podemos calcular

Pl A7) - P (Az‘ A Njes, Ai A Nees, Iﬁ) _ P (Az‘ A Njes, Aj ’ Nees, Zﬁ) 33)

jes P (/\jeSl Aj A Nges, f‘TE) P (/\J‘eSl 4 ‘ Aees, Zé)

Para cotar o numerador do lado direito, observemos que como A; é mutuamente independente
da cole¢ao {Ay : £ € Sz}, entdo

(4 /\ Zj /\ A P <Ai /\/\jeslAj/\/\zeser> . P <Ai/\/\ges2AZ)
jes (€S, P (/\zesg AIZ) P (/\eesQ Aé)

=P (4).
Assim, pela hipotese do lema,
P Az/\/\E /\I@ <z H (1—$j). (3.4)

jESH (€S, (i.j)€E

O denominador de (3.3), por outro lado, pode ser limitado por hipdtese indutiva. Se |[Si| = 0

entdao o denominador é 1 e segue-se o solicitado. Se S; = {ji,...,Jr}, entdo

T r i—1
P /\ Zji /\ Zg = HP ij‘ /\ ij AN /\ Zg (3.5)
i=1 =1 k=1

LeSs LeS2

r i—1
:H 1-P Aji /\ij/\/\Zg
=1 k=1

LeSs

Como todos os termos do produtorio estao condicionados a menos de | S| eventos, podemos aplicar

a hipotese indutiva para concluir que

KESQ (i,j)EE
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Substituindo (3.4) e (3.6) em (3.3) temos que

mZH(l—wj)
MAME Ty T

JES

Combinando as equagoes (3.1) e (3.2), obtemos

/n\Z Zﬁl_l‘z 7

o que conclui a prova do lema. O

Corolario 3.3 (Lema local de Lovész, caso simétrico). Sejam E, ..., E, eventos em um espago
de probabilidade. Suponhamos que cada evento E; é mutuamente independente a todos os Ej,

exceto em d eventos, e que P (E;) < p para todo 1 <i<mn. Seep(d+ 1) <1, entao

n
/\ El > 0.
=1

Demonstragio. Se d = 0 entdo os eventos sdo independentes por hipotese. Assim,
n n 1 n
AEi ]IP():JIQ—PQM)Z@—M”Z(Ln) > 0.
1=

=1

Se d > 1, entao existe um digrafo de dependéncia D = (V| F) para os eventos E1, Eo, ..., E,
tal que [{j : (i,7) € E}| < d. Tome x; = 1/(d + 1) < 1 para todo 7. Usando o fato que para

L)t
d+1 e’

a[0-m— (1o ) Lol Ly
1l d+1) d+1= ¢ d+1=P="""0

qualquer d > 1 vale

temos que

\Y]

Assim, podemos aplicar o Lema 3.2 entao

no n d \"
P ,L»:/\lEZ > 11 (1 —x5) <d+1> >0,

como desejado. O

O exemplo a seguir foi extraido de [10] e € uma aplicagao elementar do Lema Local de Lovasz.

Exemplo 3.4. Suponha que Q1,...,Q11, sejam 11n pontos ao redor de um circulo coloridos

com n cores diferentes, de forma que cada cor seja aplicada a exatamente 11 pontos. Entao ha
como escolher um ponto de cada cor de modo que nao selecionemos dois pontos adjacentes.
Para ver isso, escolha, para cada uma das n cores, um ponto dessa cor ao acaso (com proba-

bilidade 1/11). Os 11n eventos diferentes E; que queremos evitar correspondem aos 11n pares
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de pontos adjacentes (Q;, Qi+1) no circulo, onde @11, ¢ adjacente a Q1. Para cada evento,

1 . .
=7 se @; e Q41 tém cores diferentes
P (El) — 121 (] K3 )

0 caso contrario.

Assim, tomando p; = 1/121 para i =1,...,11n, temos que P (E;) < p;.

Dado um par (Q;, Qi+1) de pontos adjacentes, existem no maximo outros 21 pares de pontos
que usam a cor de ); e 21 pares que usam a cor de Q;11. Um evento E; é mutuamente indepen-
dente de uma familia £ se as cores correspondentes aos pares de pontos em £ nao intersectarem
as cores dos pontos de E;. Pelo raciocinio anterior, F; é mutuamente independente de todos
exceto no maximo 42 outros eventos.

Tomando d = 42, e usando que ep(d + 1) = 0,966 < 1, h4 uma probabilidade positiva (pelo
Corolario 3.3) de que nenhum dos eventos ruins ocorra, o que significa que, em particular, existem

n pontos nao-adjacentes de cores diferentes.

Um importante fortalecimento do Lema Local de Lovész baseado em “cluster expansion” foi
desenvolvido na UFMG, como parte da tese de doutorado de Rodrigo Bissacot Proenga [!1].
Aplicada ao exemplo acima, tal versao melhorada do Lema Local de Lovasz permite melhorar a
constante 11 para 8 no exemplo acima: Em qualquer coloracao de 8n pontos num circulo que
use cada uma das n cores exatamente 8 vezes, é possivel escolher um ponto de cada cor sem

selecionar dois pontos adjacentes.

3.3 Modificagao do Lema Local de Lovasz

Para aplicarmos o caso simétrico do Lema Local de Lovasz, precisamos que cada evento seja
mutuamente independente de todos exceto d outros. Assim, se houver muita dependéncia entre
os eventos e a probabilidade de cada evento for razoavelmente grande, torna-se impossivel usar
o caso simétrico do Lema Local de Lovasz. Apresentaremos uma solugdo parcial através de uma
extensao do Lema Local de Lovasz que permite diminuir o valor de d utilizado. Vamos decompor
(ou codificar) cada evento em termo de um conjunto de variaveis aleatorias que toma valores reais
nao negativos de tal modo que cada variavel associada a um evento dependa somente de poucos
outros eventos. Majora-se a probabilidade de cada evento pela soma dos valores esperados das
variaveis aleatorias associadas ao evento. Se cada C;; depender de poucos Ej (os C; js podem
ser altamente dependentes entre si, bem como os E;s), veremos no Teorema 3.5 que ainda é
possivel obter a mesma conclusao do Lema Local de Lovasz. A demonstragao de tal versao do

Lema Local de Lovész foi feita em [15].

Teorema 3.5. Dados os eventos Ex, ..., Ey, e denote, para I C [m], Z(I) = \;c; E;. Suponha-
mos que para algum inteiro positivo d podemos definir para cada i € [m] um nimero finito de

varidveis aleatorias C;1,Cj 2, ... nao-negativas satisfazendo:

(i) Qualquer C;; € mutuamente independente a todos exceto no mdzimo d eventos Ey, k # i,

(i1) Para todo I C [m]\{i}, P (E; | Z(I)) <Y ,E[Ci; | Z(I)],
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(ii) Para todo i € [m], epi(d+1) <1, ondep; =3 ; E (Ci;].
Entao

/\E > <d+1>m > 0.

Demonstracao. Primeiramente vamos demonstrar, por inducao em I, que
P (Ez ‘ Z(I)) < ep; para todo i ¢ I. (3.7)

Se |I] = 0 entéo se tem pela hipotese (ii) que P (E; } Z(I)) =P (E) < pi < ep;.
Para o passo indutivo, seja S; ;7 C I um conjunto, garantido pela hipétese (i), de tamanho

no maximo d tal que C; ; é independente de {Ej, : k € I'\ S, jr}. Se S;jr =0 entao
E[Ci;j | Z(I)] =E[Cy;]

visto que C;; sdo independentes dos Ej, para k # i. Denotando S. ., = I\ S;;, temos pela

0,5,
defini¢ao do esperanga (no caso discreto, por simplicidade) que

E[Ci;| 2 Z$7’< i =% ‘ Z(Sij1) NZ(Si; 1))

( ij =T N Z(Sij1) Z(Sz{,j,I)>
P (2(Siga) | 2(S,,.0))
P (G =] 250)
*2 7 (s | 25L0)
E[Cy | 2( s'.,j,)}
P (2(Si50) | 2(81,0)

_Zx

Vamos limitar o denominador da ultima igualdade. Para isso, seja S; ;1 = {/1,...,{s}. Entao,

analogamente a (3.5), o denominador acima é

12(8100) =P | N\ Be | 2(8050)

Z ({el, e} usm)>

Z ({el,...,zk_l}usg,m)) .

Por hipétese indutiva,

f[ (1 —P (Egk

k=1

Z ({51,---,&1}U51/-,j71>)> > f[ (1—epg,) -

k=1
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Pela hipotese (ii), temos que

> 1 \* 1\ 1
1-— >1-—) > (11— —— —.

kHl( epfk)—< d~|—1> —< d+1> ~ e

X
onde a tltima igualdade ocorre pois <1 — %—l—l) decresce a 1/e quando  — co. Assim, usando

que C; j é independente de Z(SZ(’]-’I) por definicao,

B[Cus | 2(5%,]
P(2(50) | 205:,0)

Combinando os resultados e usando as hipoteses (i7) e (iii), obtemos que

(B | z(1) ZE Cij | Z(D)] <ed E[Cij] =epi,

J

<eE [Ci,j ’ Z(*%,j,[)} = ¢B|Ci,].

provando (3.7) por indugao. Para concluir a prova do lema, note que

m—1

Pl A Ei|=P(B)P(B:| B2)P (B | B AEe) P | B | N\ E

&
m
el
-
I
A

- 11 <1—7>(E1-

1€[m]

2(i-1)) 2 0-a" = (1- 717) o

onde a primeira desigualdade segue de (3.7). Isso conclui a prova do lema. O
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Capitulo 4

Problemas Minimax

Neste capitulo vamos abordar a problemas inteiros minimax (MIP), dados na Defini¢ao 4.3.
Para isso vamos garantir pelo Teorema 4.6 que dado um MIP, arredondar aleatoriamente uma
solucdo da relaxagao linear produz uma solugao viavel (sem aumentar muito o valor da fungao ob-
jetivo) com probabilidade positiva. Para fazer a demonstragao, vamos precisar dos Teoremas 3.5
e 2.8.

A qualidade da aproximagdo no Teorema do Teorema 4.6 dependerd do maximo nimero
de linhas ndo nulas num “bloco de colunas” da matriz A, denotado por t. No Teorema 4.9,
substituiremos tal dependéncia por um outro paradmetro, o maximo nimero de linhas nao nulas
numa coluna da matriz A, fornecendo um fator de aproximacdo muito melhor.

Ambos os teoremas usam a funcdo H definida em 2.12 para quantificar a qualidade da

aproximagcao.

4.1 Definicao de problemas minimax (MIP)

Comecemos com um exemplo de um problema de otimizagao.

Exemplo 4.1. Seja um grafo nao direcionado G = (V, E), dois conjuntos V;,Vo C V, uma
funcao p: Vi — Vs e, para cada ¢ € Vi, um conjunto P; de caminhos em G, cada um ligando ¢
a p(i). Para todo 7, queremos escolher um caminho p; € P; tal que o nimero méximo de vezes

que qualquer aresta de G é usada seja minimizado.

Para modelar o problema acima, podemos criar variaveis x; ; indicadoras correspondentes a
escolher o j-ésimo caminho de P;. A defini¢do abaixo fornece um jeito de se referir as colunas
de uma matriz A de um jeito compativel com os dois indices dos z; ;. Informalmente, as colunas
da matriz serao divididas em n blocos, onde o primeiro bloco consiste das primeiras #; colunas,

o segundo bloco das proximas £s colunas, e assim por diante.

Definicao 4.2. Dados n € N e inteiros positivos f1,...,¥, inteiros positivos, denote N =
Yo, ¢;. Para uma matriz A € R™*N " a notacio A (r,s) (“linha i e s-ésima coluna do r-ésimo
bloco”) refere-se ao elemento na posigdo com coordenadas (i, 5+ ey Er/>. Além disso, dados

valores (x;; : 1 € [n],j € [4;]), denotamos por = o vetor N-dimensional dado por

xr = <x171,...,$1741, .%271,...,:13212, ey xml,...,xn’gn) .
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A notagdo Az, portanto, representa um vetor-coluna com m entradas dado por
N n 4l
(Az)i =D Aijwj =D > Ai(ro)rs:
j=1 r=1s=1

Com essa notagao, podemos definir os problemas inteiros minimax (MIP).

Definigao 4.3 (MIP). Seja (£;);; uma sequéncia de inteiros positivos e N =3, 1 {;. Dadas

as varidveis {z;; : i € [n],j € [¢;]}, uma varidvel extra W e uma matriz A € [0,1]™", um
programa inteiro minimax (MIP) é da forma
minimizar w
sujeito a Z?i:l zij =1, 1<i<n
Ax S W )
no dominio zi; €4{0,1}, 1<i<n, 1<j5<Y;
W e RZO
onde W denota o vetor m-dimensional (W,...,W)T e Ax < W denota que cada componente do

vetor Az é menor ou igual a W.

Observe que, apesar do lado direito da desigualdade Az < W conter uma variavel, esse ainda
é um programa linear. Para converté-lo para uma forma mais tradicional, basta colocar uma

coluna a mais na matriz A (com entradas iguais a —1) correspondente & variavel W.

Definigao 4.4. Denotamos por g = g(A) como a maior soma de uma coluna de A, e a = a(A)

como o nimero méaximo de entradas nao nulas de uma coluna de A. Além disso, definimos

)

t, = ‘{1 <i<n: Ay # 0 paraalgum 1 < s < gr}

o niimero de linhas que possuem alguma entrada nao-nula em alguma das colunas correspondentes

ao r-ésimo bloco de variaveis, e

t=1t(A) = max. ty. (4.1)

Como as entradas de A estao entre 0 e 1, vale que

g <a<t<min{m,a - max¥t;}. (4.2)
i€[n]

Observagao 4.5. Podemos formular o problema do exemplo 4.1 como um MIP. Seja m = |E]|,

n = |Vi|, e {; = |P;|, para 1 < i < n. A varidvel x;; serd a variavel indicadora correspondente

a escolher o j-ésimo caminho de P;. Se E = {e1,...,ex}, a matriz A sera dada por a(; j) = 1

se 0 j-ésimo caminho de P; contém a aresta ey e ay, (; ;) = 0 caso contrario. Assim, a condigao

Ax < W é equivalente a dizer que nenhuma aresta do grafo é usada mais de W vezes.

4.2 Arredondamento aleatério para MIPs

O resultado abaixo fornece boas solugoes inteiras se o parametro ¢t do MIP satisfaz ¢t < m.

Além disso, ele sera utilizado na prova do Teorema 4.9. Sua prova se baseia na decomposicao
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fornecida pelo Lema 2.8 parte (b) e na variagdo do Lema Local de Lovész provada no Teorema 3.5.
A relaxacao linear de um MIP é o programa linear obtido trocando-se as restrigoes z; ; € {0,1}
por restrigoes x; ; > 0 (a restricdo z;; < 1 ndo é necessaria porque Zj x;; = 1 para todo 7).

Existem algoritmos eficientes para resolver programas lineares como esse (ver, por exemplo, [9]).

Teorema 4.6 (Teorema 4.2 de[15]). Dado um MIP em conformidade com a Defini¢ao 4.3, seja
y* € o valor dtimo da func¢do objetivo para a relaxagao linear. Entao existe solucao inteira com

valor no mdximo
v+ |min{y*,m} - H (minfy",m}, 1/(et)) |

onde H € como definida no Lema 2.12.

Demonstrac¢ao. Seja x* uma solugdo 6tima da relaxacao linear do MIP, e y* o valor correspon-

dente da func¢éo objetivo. Por definicdo de MIP, vale que

Az* <y, (4.3)
onde y_;* = y*(1,...,1)T & um vetor m-dimensional. No nosso caso, é possivel provar que a
relaxagao linear
minimizar w
sujeito a Zf;l zi; =1, 1<i<n
Az < W

zi; 20, 1<i<n, 1<j5<Y

admite uma 6timo bdsico, isto é, uma solucao em que um conjunto de N restri¢coes linearmente
independentes (dentre todas as N + m + n restrigoes) vale com igualdade (ver Definicao 4.4.2
de [9]). Deduz-se que no maximo m + n das coordenadas sdo nao-nulas numa solucdo bésica.

Iremos supor que z* tem essa propriedade. Defina

Y

n1:‘{1§i§n:0<xf’j<1paraalgum1§j§€i}

o nimero de “blocos” de coordenadas que possuem entradas fracionarias. Como as coordenadas
de cada bloco somam a 1, cada bloco possui pelo menos uma coordenada nao-nula, e os blocos
contados por ny possuem pelo menos duas coordenadas nao-nulas. Como no méaximo m + n
coordenadas sao nao-nulas, n; + n < m 4+ n, e portanto ny < m.

A seguir, iremos descrever um procedimento de arredondamento aleatério. Como os blocos
de z* sem entradas fracionarias nao precisarao ser arredondados, daqui em diante iremos supor,
sem perda de generalidade, que tais blocos nao existem. Como as entradas de A estdo entre 0
e 1 e restam n; < m blocos, tal suposi¢ao implica em Ax* < m, e portanto em y* < m. Isso
explica o termo min{y*, m} na féormula do enunciado.

Nosso objetivo é mostrar que podemos arredondar a solucao x* de modo a obter uma solugao
inteira com a propriedade enunciada. Para fazer o arredondamento, lembre-se que Zj :c;" i=1
definimos variaveis aleatorias auxiliares independentes Y; (i = 1,...,n) por P(Y; =j) = xz‘,j,

para 1 < j < {;. Nossa solugao arredondada z sera entao dada por

zij = x(Yi = j).
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Em palavras, isso significa que, para cada ¢, arredondamos zjy, para l e as demais z; ; para 0,

onde Y; é uma coluna do i-ésimo grupo escolhida ao acaso. Com esse arredondamento, temos
que

J— L — ) — *

E [Zi,j] =P Y =J) ==,

Seja y o valor da fungao objetivo para o arredondamento aleatério acima. Definindo
b=y # (1 en) |
queremos mostrar que P (y < y* + k) > 0. Para isso, definindo para i =1,...,m,
E; = [(A2); > (Az*); + k],

temos que
N Ei=ly<y +#k].

1€[m)|

Nosso objetivo é aplicar o Teorema 3.5 para mostrar que P (/\?;1Ez’) > (0. Por (4.3), temos que

n

ej N N
pi =E[(A2);] =E Z Z i (r,5)%(rs) | = Zam—E (2] = Zaiij;j = (Az"); <y*. (4.4)
j=1 k=1 j=1 j=1
Definimos as variaveis aleatorias

Zi,r = Z Ai,(r,s)z?",s = Z Ai,(r,s)X(}/T = S)?
sEr]

Se[fr]

e observemos que, para cada i, as variaveis aleatorias {Z;, : r € [n]} em [0, 1] sdo independentes

pois Z;, depende apenas da variavel aleatéria Y,. Assim temos que

FE;, = Z Zi,,ﬂ > (A.%*)z +k

ren]

n

Seja u = (}) e & = {X1,...,X,} a familia de todos os subconjuntos de tamanho k de [n].
Motivados pela prova do Teorema 2.8, definimos as variaveis aleatorias {C;; : i € [m],j € [u]}
por

1
Cij = W I1 Ziw:

’UEXj

de modo que C; j € [0,1] e

1
Z Ci,j = Wsk(zi717 ceey Zz,n)

; (%)
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Assim, pelo Teorema 2.8 com 6; = k/pu;,

7%&\@§§5Emm\ﬂ e P(E)
j=1

IN

ZE (Cij] < G(ui, &)
j=1
Pelas definigao de §; e usando que p; < y* por (4.4),

G 1.5) =G () <6 (7.2 ). (45)

7

Como G(z,y) é decrescente na segunda variavel pelo Lema 2.10, temos que

* k: * *
G(y ,*) §G<y ,H(y 71/et)). (4.6)
Yy
Finalmente, usando a defini¢ao de H,
1 1 1

G (v 1 (4, 1/et)) < ] - —. (4.7)

Combinando (4.5), (4.6) e (4.7), temos que

E)< — =
Pl )_etk

* Pi,

Um dado Z;, pode depender apenas dos eventos Ej tais que A; () # 0 para algum 1 < s < £,
pois do contrario a variavel Y, sera multiplicada por zero. Lembrando de (4.1) e excluindo o caso
i # j, vemos que cada Z;, ¢ independente de todos exceto t — 1 eventos F;. Assim, cada C; ;,
sendo produto de k fatores da forma Z;,, ¢ independente de todos exceto k(t — 1) eventos E;.
Podemos entao tomar d = k(t — 1) + 1 e calcular

(k(t—1)+1) 1

1
=1--+4—<1,

epi(d+1) = ep;(k(t —1)+1) = ™ PR

pois k > 1. Pelo Teorema 3.5 temos que

como desejado. O

Nosso préoximo objetivo é substituir o pardmetro ¢ no teorema acima pelo parametro a da
Defini¢ao 4.4. Para isso, vamos primeiro investigar no lema abaixo como a fun¢ao H, definida

no Lema 2.12; se comporta com relagdo a esses pardmetros.

Lema 4.7. Para todo Ko > 2 existe C > 0 com a sequinte propriedade. Sejam a, t, p com
1<a<t Set<max {,LL7,K0,a4}, entao

H(p,1/et) < C-H(u,1/a).
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Demonstragao. Lembre que a funcao H (1, p) foi definida em (2.4) em casos. Ela satisfaz H > 8e
no primeiro caso, H = 8 no segundo e H < 6 no terceiro. Para u fixo, passamos do primeiro
para o segundo para o terceiro caso a medida que aumentamos p. Dividimos em trés casos de
acordo com a magnitude relativa dos parametros.

Caso 1: e < a < et. Seja ¢(x) = 8x/Inz. Lembre que p(z) > 8e para todo x > e. Além

disso, como Inz é crescente, vale que p(kz) < kp(z) para todo k > 1. Queremos mostrar que

- (ln(et)) < 0y <1n(a)> '
[ [
Se t < a*, entdo

(et (0 (g m@) g (na)
wo) - I T wo)

Se t < u”, podemos usar que ¢(z) é funcio crescente para x > e, e que In(eu”)/u < 3, para

concluir que, se C' > 3/e,

go(hl(m) <p(3)<8-3<C-(8) < Cy (111(“)).

I I

Se t < Ky, entdo, como ¢ é crescente e a > 2,

In(et) In(eKy) In(eKy) In(a)
so( . )w( #°>§ - -<p< r )

Caso 2: a < e < et. Nesse caso, observemos que 2 < a < e implica que p > In(2)/e > 1/4.

. ln(et)/ln (m(a)) co/Smtita)
u 7 u

Se t < a*, entdo das hipoteses do caso concluimos que t < e*** e a > e(¢#~1/4 Assim, é possivel

Queremos mostrar que

mostrar que o lado esquerdo é no méaximo uma constante e o lado direito é no minimo uma
constante.

Se t < u’, entdo o lado esquerdo é no méaximo uma constante. Além disso, como e < eu”,
o que s6 pode ocorrer se i < 4, o lado direito é no minimo uma constante.

Se t < Ky, temos que

In(et) n In(et) 81n(eKyp) 1
8 u/l<u>§ . SC\/;,

pois p é limitado inferiormente.

Caso 3: a < et < €. Para o terceiro caso de (2.4), queremos mostrar que

\/i In(u + et) < c\/; In(g + a).
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Se t < a*, entdo como 3a* < af, temos
In(p + et) < In(p + 3a*) < In(u+a®) <In ((u + a)G) =6In(u+a)
Se t < u7, entdo, como C' > /8 e a > 2, o resultado desejado segue de
In(p+et) <In(p+ep’) <ln <(,u + 2)8) =8In(u +2).

Se t < K, podemos cotar

In(p + eKp) = In(eKp/2) + In (e?(o + 2) < <1 + ln(ean;)/Q)> ‘In(p+2) < Cln(p+ a).

O

Antes de provarmos o resultado principal dessa se¢do usando o Teorema 4.6 e o Lema 4.7,

fagcamos uma rapida observagao.

Observagao 4.8. Se 0 <z <1e0<y<1/2 entao

1+=x
i (1+x) <1—|—13y> <(142)(142y)=14+z+2y+2(2y) <1+ 4max(z,y).
Teorema 4.9 (Teorema 2.5 de [15]). Para qualquer MIP existe uma solu¢dao inteira de valor no

mdzimo y* + O(1) + O(min{y*, m} - H(min{y*, m},1/a)), onde m e a estao na Defini¢do 4.3 e
t € definido em (4.1).

Demonstracao. Seja Ko uma constante suficientemente grande, e y* o valor da solugao 6tima da
relaxacao linear. Podemos assumir, como no teorema anterior, que y* < m. Seja Ko > 4 uma
constante a ser escolhida posteriormente; o Teorema 4.6 garante uma solucao inteira de valor no
maximo

Y+ [y H(y" 1/et)].

Podemos supor que
t > max <(y*)7, Ko,a4> , (4.8)

pois do contrario o Lema 4.7 mostra que a conclusao do Teorema 4.6 é mais forte que o que
procuramos. Além disso, note que se y* < t~/7 entdo vale que y* < t~/7 < In(et)/e para

t > Ko > 4. Assim, a solucao dada pelo Teorema 4.6 satisfaz os requisitos, pois

y* - H(y" 1 et) < 8ln(et)/ln (1“;?)) g e e mO+L_ 0

In(tY/7In(et)) — Int

Iremos dividir em dois casos, de acordo com a magnitude de y*.
Caso 1: t /7 < y* < 1. Na prova que iremos expor, vamos definir eventos ruins F; e usar o
Teorema 2.8 para associar a cada evento ruim um ntmero finito de variaveis aleatérias C; j nao

negativas que verifiquem as hipéteses do Teorema 3.5. Seja
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Definimos « ; = ax;; e geramos o vetor z arredondando cada coordenada de 2/. Formalmente, 2z
I I

¢ dado por z; j = |2} ;]+X; j, onde X j € {0,1} e P (X;; = 1) = 2 ;— |} ;|. O arredondamento

aleatoério satisfaz
pi =E [(Az),] = Zam-E [2i5] = (ASU*)Z < ay”. (4.9)
j=1

Denote também
o= i — (Ala']); = B [(AX)y]. (4.10)

Iremos agora mostrar que as variaveis aleatorias (Az); e ), z; j sdo concentradas. Para tal, seja

K1 > 0 suficientemente grande, e defina

k= {Kl 1og3t] - |Vay* K w .

log? ¢
Os eventos ruins serao definidos por

Ei = [(Az); > pi + k] i=1,...,m, (4.11)

Eiim= sz—a > K1 -+/alogt i=1,...,n. (4.12)
J

Ha forte dependéncia entre os eventos. Para lidar com tal situacao, iremos decompor os FE;

(1 < i <m). Para isso, defina as variaveis aleatorias

Zi,(r,s) = Ai,(r,s) XT,S .

Para um ¢ fixo, as variaveis acima definidas sao independentes, pois estamos arredondando cada

coordenada independentemente (ao contrario do Teorema 4.6). Relembrando (4.10), temos que

E; = Z Zi,(r,s) > Mg + k
(r,s)

Seja u = (JZ) eS ={Xi,...,X,} a familia de todos os subconjuntos de tamanho k de {(r,s) :
1<r<n,1<s</{} Definimos as variaveis aleatorias {C;; : ¢ € [m],j € [u]} por

1
k ’UGX]'
Como antes, cada C;; ¢ um produto de k parcelas do tipo Z;,. Temos que:

e Para 1 < j < m, um dado Z;, pode depender apenas dos eventos E; tais que A;, # 0.

Lembrando da Defini¢ao 4.4 e excluindo o caso i = j, temos a — 1 eventos nessa categoria.

e Para 1 < j <n, um dado Z;, pode depender apenas dos eventos E,,;; tais que (i,a) € X,

para algum a. Como |X,| = k, temos k eventos nessa categoria.

Assim, C; ; depende de no méaximo k(a + k — 1) eventos ruins. Além disso, para 1 < i < m,



44

definimos Cp,441 = X(Em+i). Um raciocinio analogo mostra que cada C, i1, depende de no
méximo ¢ dos E;s pois, para r fixo, as variaveis z(,,s) sao independentes dos E; correspondentes
a linhas que s6 tem zeros no r-ésimo grupo.

*

Pelo Teorema 2.8 com 0; = k/p; e pela Proposigao 2.11 (lembrando que p < p; < ay
por (4.9) e (4.10)), temos que

P<Ez) <G M;7£/ <G <ay*7k*> ’
w; ay

Pelo Lema 2.9 com pu = ay* e § = k/ay*,

2 1
G <ay*, aky*> < exp | —min {5;, 63'“} < exp <—3 min {Kl log® ¢, (K1)2logt}> .

Assim, temos que P (E;) < t—K1/3, Segue-se que, se K for maior que uma constante absoluta,
epi(d+1)=et KBE(t+k-1)<1.

Pelo Teorema 3.5 temos que P (/\Z}:1 EZ> > 0. Podemos entao fixar uma realizacao de z tal
que nenhum dos E; ocorra. Como as desigualdades em (4.12) ndo valem e z tem coordenadas
inteiras, para cada i existem no maximo a+ Ki+v/alogt valores de j tal que z; ; ¢ nao-nulo. Além

disso, se definirmos z”” por
1
"o

:L', L= — Z .
,J 4,7
>k Bk

temos que, usando que (4.11) e (4.12) nao valem,

K 1
" 1 Wi + k y* <1 + log%t + ay*)
>k Fik a—Kivalogt = 1 - K;\/(logt)/a

Pela Observagao 4.8 e usando que 1/(log?t) > +/(logt)/a),

* K 1
Yy <1 - log%t T ay*)

< 1_|_67Iﬁ
1—Ki/(logt)/a =Y log?t |

Resumindo: Come¢ando com um vetor z* com valor objetivo y*, obtemos um novo vetor z” com

valor objetivo (y")* que satisfaz

W) <y (1 4 Bk ) (4.13)

log?t

tal que no maximo
a+ Kiv/alogt = O(a)

coordenadas de z” sdao nao nulas. Portanto, se eliminarmos da matriz A as colunas correspon-
dentes as entradas nulas de 2, teremos um novo MIP em que ¢; = O(«) para todo i. Podemos

tomar o vetor ”/ sem as entradas nao-nulas como uma solucao da relaxacao linear do novo pro-
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blema, lembrando que o valor objetivo de tal solucao satisfaz 4.13. Qualquer solugao inteira do
novo problema pode ser transformada numa solugao inteira do MIP original colocando zeros nas
posigoes apropriadas. Além disso, lembrando de (4.2), vemos que o novo MIP satisfaz t = O(a«).
Assim, por (4.8), tnovo = O(tY/4F1/T1og’ t), e portanto tal procedimento reduziu o valor de t.
Para resolver o novo MIP, iteraremos o procedimento até que (4.8) seja falsa (ou seja, até
podermos aplicar o Teorema 4.6 para obter uma solugao inteira diretamente). Para entender como
as varias alteram o valor da funcio objetivo, seja A a matriz da i-ésima iteracao (A(O) = A);

definiremos a sequéncia

to =t,
1/441/7

tit1 = ti/ +1/ log5 t;.

Pelas consideragoes anteriores, t(A(i)) < t;. Seja L o primeiro indice tal que t;, < Kj; por causa

de (4.8), iremos fazer no maximo L iteragdes. Se K ¢ grande o suficiente, entao para i < L,

11 log t;
logt;y1 = — logt; + 5log(logt;)) < &

28 2
Assim, L < logslogt. Podemos reescrever a equagao acima e obter

1
log? t;

1 1
4 log? tiv1

IN

Combinando tal decaimento com (4.13), o valor objetivo final é no maximo

L—1 L—1 L
. 6K . 6K . 6K 1 . 6K
14+ <y ex <y ex — | <y ex .
Y g < log? ti> =Y e ZZ:% log?t; | — v log?tr, ; g | =Y &P log? Ko

(4.14)
Logo, o vetor obtido depois das iteragoes tem valor objetivo no maximo y* + O(1), e ndo satis-

faz (4.8); assim, uma aplicacao do Teorema 4.6 fornece uma solugao de valor

pelo Lema 4.7. Para concluir a prova, observamos que H é decrescente na primeira variavel.
Caso 2: 1 < y* < t!/7. Tomamos

a= (y*)2 (log5 t)

e para um K suficientemente grande definimos

K
_ *\3/2 3 _ * 1
k= | Ki(y)*?10g* ] |704y TEEaTET logQJ .

Definindo os eventos F; como anteriormente, obtemos pelo mesmo argumento que

P(E;) <G <ay*, k*> .
ay
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Pelo Lema 2.9 com p = ay* e § = k/ay”*,

2
G <ay* k) < exp mm{é,u, O } < exp (—lmin{Kl(y*)3/2 log®t, K? logt}>
Tayt ) © 37 3 = 3 L '

Pelo Teorema 3.5 temos que P (/\i:1 El) > (. Podemos entao tomar um z para o qual nenhum

dos eventos ruins vale e normalizé-lo, como antes, para obter um vetor 2” que satisfaz

* K 1
" pi+k Y (1 i (y*)*/log™ ¢ " ay*)
(Az"); < < :
a— Kiyalogt 1—Ki+v/(logt)/a

Pela Observacao 4.8 e usando que 1/((y*)3/?log?t) < \/(logt)/a = 1/(y*log? t) (o contrario do

caso anterior!), temos que

* K 1
Yy (1 + (y*)S/Ql‘loth + oay*) " (1 6K1 )

< +
1—Kiy/(logt)/a Y y*log? t

Deletando colunas de A correspondentes a zeros de z”, como antes, obtemos um novo MIP
que satisfaz tpoe = Ofac) = O(tY/*+2/Tlog®t). Como 1/4 4 2/7 < 1, o mesmo decaimento
exponencial de logt; do caso anterior continua ocorrendo. Assim, depois de todas as iteragoes,

o anélogo de (4.14) é que o valor final da fungao objetivo é no maximo

6K . 6K
v H el EURE O Byl B
y log? t; y*log” Ko

Como e* <1+ 2xse0 <z <1, vemos que

6K,
*e —— | =y" + 0(1).
Y exp (y* 10g2K0> Yy ( )

Assim, as iteragdes ndo mudam o valor da fungdo objetivo por mais que uma constante. Uma

aplicacao do Teorema 4.6, como antes, completa a prova.
O
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Capitulo 5

Problemas de cobertura

Vamos fazer com essas ideias as definigoes multicritérios de forma geral CIP dada pela Defini-
¢ao 5.1. Os principais resultados sao os Teoremas 5.16, sobre boas aproximagoes para CIPs e um
teorema analogo (Teorema 5.19). Para isso, usaremos o Lema 5.8. Além disso, desenvolveremos

uma versao algoritmica do resultado.

Definigao 5.1 (Programa inteiro de cobertura (CIP)). Dado A € [0,1]™*™ b € [1,00)™ e

¢ € [0,1]™ com max; ¢; = 1, um programa inteiro de cobertura (CIP) é um programa da forma

minimizar ¢T-x
sujeitoa  Ax >b
CCZ'EZZ(), 1 <1< n.

Se A € {0,1}"*" suporemos também que b é um vetor de inteiros assume valores inteiros.
Definimos B = min; b; ¢ a como o maximo nimero de entradas nao-nulas em qualquer coluna de

A. Um CIP é chamado sem peso se ¢; = 1 para todo j, e ponderado caso contrario.

Exemplo 5.2 (Cobertura de um hipergrafo por arestas). Seja H = (V,E ={e1,..., em}) um
hipergrafo. O problema de cobertura por arestas consiste em encontrar o menor nimero de
arestas cuja uniao ¢ V. O CIP que o modela tem uma variavel para cada aresta e uma inequacao

para cada vértice, e é dado por:

m

minimizar sz
sujeito a ;1::11; > (1,...,1)T
v €{0,1}, 1<i<m,
onde
= (ai’j) _ 1 sewv;€ej

)
0 se (% §é €j
¢ a transposta da matriz de incidéncia de . Para esse problema, o pardmetro a é o maior
nimero de vértices numa aresta de H.

Definigao 5.3 (Arredondamento aleatério generalizado). Dado um vetor p = (p1,...,pn) €

[0,1]™ e um pardmetro o > 1, o arredondamento aleatério generalizado do vetor-solugao z* é o
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vetor z dado por z; = |ax}|+X;, onde X1, ..., X, € {0, 1} sdo varidveis aleatorias independentes
com P (Xj = 1) =p;.

Definigao 5.4 (Arredondamento aleatério padrao). O arredondamento aleatério padrao é defi-
* —

nido tomando-se p; = o]

Law;ﬂ no arredondamento aleatério generalizado.

Para o arredondamento aleatério padrao, vale que

E (2] = laz}]| + pj = ax].

Definigao 5.5. A fungao g é dada por

9(B,a) = (a . e_(a_1)>B :

Frequentemente, a fungao g sera aplicada com parametro B da Defini¢do 5.1 e o « corres-

pondente a um arredondamento aleatorio (ver Defini¢ao 5.3).

Observagao 5.6. Por convexidade da fungao y +— ¥, temos que 1 +y < e¥ e portanto e™¥ <

1/(1+y). Tomando y = z/(1 + z) e aplicando logaritmo, concluimos que
x T
In({1- < - .
" ( 1+ x) 1+2

—1n(1+x):1n(1— ° >§ i

1+z Cl+a

Assim,

Tal desigualdade seré ttil na demonstragao do Lema 5.7.

Lema 5.7. Sejam X; (1 < j < n) varidveis aleatdrias correspondentes ao arredondamento
randomizado padrao com pardmetro a.. Seja s o vetor dado por s; = La:n;'fj e X = (X1, -, X,).
Para 1 <1 < m, defina

bi — AZ' - S

1223

onde A; denota a i-ésima linha da matriz A. Entao

E [(1 - 52-)“@")(]

P(E;) < (1 6,00 <g(

B7 a) 9
onde B é como na Definicao 5.1.
Demonstracao. Note primeiro que § > 0, pois
ui—l—Ai-S:E[AZ"X]—FAZ'-S:E[AZ‘(X—FS)] =ad; -x" > ab;. (5.2)

Além disso, podemos supor que §; < 1, pois do contrario o vetor s ja é solugao inteira do CIP, o

evento F; ndo ocorre e a desigualdade é trivialmente satisfeita. Assim, iremos assumir que

b; — A; - s> 0.
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Pela desigualdade de Markov,

E [(1— )%
P(E) =P ((1=0)%% = (1 6)0700m) < | |
(1 —5;)(=0)m
Denotep( = 1) por p;. Como A;j,d; € [0, 1], temos que (1—6;)% <1—4; ;0; pela desigual-

dade de Bernoulli (Lema 1.10). Assim,
(1=pj) +pi(1 =)%Y = 14 pj((1 = 6:)%5 = 1) <1+ pj(—Ayd;) < e Pitis®,

Podemos entao calcular
N N
E{(l_é AX} H [ AUX] H(l—p] +pj(L—a)h )36_6””-

Para terminar a prova do teorema, portanto, basta mostrar que

6_51' Hi
(HM) < Q(B, a) = (a . e*(afl))B ) <53)

Defina

e observe que
bi—A-s

e’ " M bi—pi—A
— i eliTHi—Ais ;). 54
(1—0, )1 5 (bi — A4, - S)bi_Ai's o(pi) (5.4)

Note que a fungao ¢(z) é decrescente para x > b; — A; - s, pois

b;—A;-s

(bi — A - s)li e

C,D/(l') _ ebi—x—Ai.s (b’L — A5 — IE) <0.

Assim, lembrando de (5.2), temos que

e(pi) < plab; — Aj - s). (5.5)

Defina entéao a fungao
b;
b(y) = (gD ee)

e observe que

ab; — A; - s bi—Ai-s (o —1)b;
A e = [ T 7 AL e~ (a= 1)b; A T
(,O(Oébl A; 5) < by A; 5) =9 (b —A; s .

O proximo passo serd mostrar que ¥ é decrescente para y > 0, o que implicara

" (W) <Pla—1)= (ae*“’”f ‘ >0
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Para isso, podemos calcular

Ine(y) = (1 - a) b + (o — 1)@“1(1;”,

e portanto, usando a Observagao 5.6,

Ly —In(1
CZ(lnwy)):(a—l)bi Lry? ;21( Ml I

provando (5.6). Finalmente, seja z = a — 1. Usando que 1+ z < e* e que B = min b;, obtemos
b; B
(ae*(a*1)> < <a . e*(“*1)> . (5.7)

Combinando as equagoes (5.4), (5.5), (5.6) e (5.7), demonstramos (5.3) e concluimos a prova. [

5.1 Aproximagao nao construtiva

Vamos trabalhar com as aproximagoes vinculadas a CIPs multicritério desenvolvidas no Te-
orema 5.19, onde vamos observar formas mais concretas no Coroléario 5.21. No desenvolvimento
do Teorema 5.19 encontramos argumentos dados pelo Teorema 5.16 nas quais as ideias sao ge-
neralizadas no Teorema 5.19.

Voltamos com nossas variaveis aleatorias X; e eventos F; com a ajuda da desigualdade FKG
cada vez que os eventos da forma “F;” ou [X; = 1] sdo nao decrescentes como uma fungao do
vetor (X1,...,X,).

Lema 5.8. Sejam E; eventos decrescentes para i = 1,...,m. Para todo By, By C [m] tal que

By N By =10 e para qualquer Bs C [n],
1€EBy JEBy keBs 1€EB1

Demonstrag¢ao. Como E; e [X} = 1] sdo eventos crescentes, entao ambos os eventos Nies, Ei

(Ajen, £5) N (Akep,(Xk = 1)) sdo eventos crescentes. Assim,

i€B; jEB3 keB3 i€B
pelo Teorema 2.19. Seja h € B; qualquer; entdo, também pelo Teorema 2.19,

Pl \NE|=P| A E|E -P(Eh)zp A E P(Eh). (5.8)
€8, i€B1—{h} i€B1—{h}
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Assim, procedendo indutivamente, obtemos

PIAE)=TIP(E). (5.9)

1€B1 i€B,
Por (5.8) e (5.9) temos a desigualdade. O
Definigao 5.9. Para qualquer s e quaisquer ji,...,Js, 0 conjunto R (j1,...,js) € 0 conjunto de
indices 4 tal que pelo menos um dos a; j,, ..., a;;, ¢ nao-nulo, isto é,

R (1, ds) = |J {i+ aigy # 0}
h=1
Observacao 5.10. Observe que
IR (j1s---2ds)| = U {i:a;;, #0} <a-s,
h=1

j& que a é o nimero méaximo de entradas nao nulos de qualquer coluna de A.

Exemplo 5.11. Seja A uma matriz 5 x 5 definida por

1 0001
01 010
A=10 01 0 0
00100
00 0O0O O
Alguns exemplos para s = 2 s&o
R(1,2) ={1,2}

R(1,3) = {1,3,4}
R(1,4) = {1,2,3,4}.

O lema abaixo fornece uma cota superior numa probabilidade relacionada ao CIP, e sera
usado para obter boas solugoes inteiras para CIPs (Teorema 5.16) e CIPs multicritério (Teo-
rema 5.19); os eventos em questao sdo ambos crescentes, mas a desigualdade tem sentido oposto

a da desigualdade FKG. Sua prova é similar & do Lema Local de Lovéasz.

Lema 5.12. Seja z um vetor obtido através de arredondamento aleatorio gemeralizado com
pardmetro p, e sejam Xq,...,X, as varidveis subjacentes ao arredondamento. Suponha que
P (/\?:1 Fl> > 0, onde

E;, = [(Az)l < bi} .
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Para qualquer q e quaisquer ji < --- < jq, vale que
m o q
PlXy=X,==X;,=1 /\El < Hpjt H (1—7’(E¢))-
i=1 =1

i€R(41,--dq)
Além disso, se p corresponde ao arredondamento aleatorio padrao, temos que
H (1-P(E;)) > (l—g(B,a))aq,
i€ER(J1,-:dq)

onde g € a funcdo da Defini¢do 5.5.

Demonstra¢ao. Sejam QQ = R (jl,...,jq), Q =[ml\Q, Z = </\i€QEi> e Zy = </\i€Q’ Ez>
Definamos
Y =[],

Por definigao de R, a;j, = 0 para todo i € Q" e todo t € {1,...,q}. Assim, os {Xj;}{_, sao
independentes dos eventos E; quando i € @', e portanto Y = [[{_, X, e Zy = /\z’EQ’ E; sao
independentes. Com isso, podemos cotar

P((Y=1)A(Z1NZ)) PY=1)AZ|Z) P =1]2)

PV =1|2Z1AZ) = =
( | Z1 2) P(Zy A Zy) P (21| Z2) - P4 Z)

Como Y e Zs sao independentes, e Y é produto de varidveis independentes,

PY=1|2) Px¥=1 I[[LPX=1
P(Zi| Z2) — P(Zi|Za)  P(Z1]|2Z)

Além disso, pela desigualdade de correlagao do Lema 5.8, temos que

ngl P (th = 1) < ngl P (th — 1)
P(Z11Z2) 7 Il 0 =P (E:)

Combinando as desigualdades obtidas, provamos a primeira parte. Para a segunda parte, temos

pelo Lema 5.7 que, para todo i € Q,

P(E;) <g(B,a).

Entao
[I -P@)=0-9B.0)>0-0B.a)"
€R(j1,01dq)
usando a Observacao 5.10 e o fato de que 0 < g (B, o) < 1. O

Lema 5.13. A funcio g da Definigcdo 5.5 satisfaz
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Demonstracio. Para provar o lema, precisamos estimar e (=Y. Para fazé-lo, note que

/
2—1
(xlnz) =1+hz<z= <a: 5 :

onde a desigualdade decorre da concavidade da funcao logaritmo, pois x — 1 é a reta tangente a

In(z) em = = 1. Podemos entao integrar no intervalo [1, a] para obter

a? -1

alna <

Assim, podemos calcular

a? — a—1)2
ae” @D = exp (Ine) — (a—1)) <exp ( L (v — 1)) = exp <—(1)> ,

e portanto
g(B,a) = (ae™@")B < e~ Bla-1/(0) para B > 0,

como queriamos. O

Proposigao 5.14. Sejam « e B definidos por

a:%75:2 se In(a+1)> B,

(5.10)
a=8=1+6\/"0B) s In(a+1)<B.

Entio vale que 8 (1 — g(B,oz))a > 1.

61n(a+1)
B

Demonstrag¢ao. Se In(a+ 1) > B, se tem por hipotese que o = > 6. Iremos verificar

primeiro que

a < et/ (5.11)

Para isso, seja f a funcio dada por f(z) = x — e%/271. Se z > 4, entdo f é decrescente, pois
' L 221 €
f(x)zl—ie <1—§<0.

Assim, se x > 6, f(x) < f(6) = 6 — e? < 0, de onde concluimos (5.11). Assim, relembrando a
definicao de g,

B B
g (B,Oé) _ (aef(afl)) < <€a/2717(a71)> _ efBa/2 _ 673ln(a+1) _ (CL + 1)—3 )

Consequentemente, usando a desigualdade de Bernoulli (Proposi¢ao 1.10),

(1-g(B,a)" > (1 —(a+ 1)*3>a >1—a(a+1)73 (5.12)
Vemos entao que
a 1 1 1
)3 < = 1— < -,
ala+1) ~ (a+1)? a—i—l( a—|—1>_4
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Substituindo em (5.12), temos que

B(1-9(B,0)"> 26> 1,

o que prova que a escolha de « e  no primeiro caso de (5.10) satisfaz a conclusao desejada.

Passemos ao caso em que In (a + 1) < B; pelo Lema 5.13 e usando que v < 7 nesse caso,

2 2
g(B,a) < exp <_B(;a_1)) < exp (_B(o;;l)) .

Substituindo o valor de a de (5.10), obtemos que

B(a—17°\ B 36ln(a+B)\ _ [ n@+n)) ¥/7 _ —18/7
exp (—14> = exp <_14.B = (e ) = (a+ B) :

Assim, multiplicando por 3, temos que

B(1-g(B.a)" = (1+6VIn(a+B)/B) (1-g(B,a)"
(1—1—6\/ (a + B) /B) (1— (a+ B)~ 18/7>a
(1+6\/TB/B) (l—a (a+B)” 18/7). (5.13)

Queremos mostrar que o lado direito é maior que 1. Expandindo, isso é equivalente a mostrar

que
6y/In(a+ B)/B>a(a+B) " +6yIn(a+ B)/B-a(a+ B)". (5.14)

Para simplificar as contas, note que, como In(a + B) < 1, temos que

12a(a+ B)™"™" > a(a+ B)™"™" +6y/In(a + B)/B - a(a + B)"*/".

Assim, para mostrar (5.14), é suficiente verificar que

In(a + B)

6 B

> 12a(a + B)718/7. (5.15)
Para isso, seja x = a + B > 2. Assim,

23/ In g > 242> 2% 2In2 > 3d’B - 21In2 > 4a2B,

que é equivalente a (5.15) reordenando termos e tirando raiz quadrada. Assim, provamos (5.14)

e portanto o lado direito de (5.13) é maior que 1. Em outras palavras,

/8(1 _g(Bva))a > ]-7
como queriamos. ]

Lema 5.15. Seja z* uma solucdo da relazacdo linear de um CIP, e z seu arredondamento

aleatdrio padrao com pardmetro . Entao, com probabilidade positiva z; > :B;“ ocorre para todo j.
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Demonstra¢ao. Suponha primeiro que ax; nao é inteiro. Entao pela Definicao 5.4 o arredonda-

mento aleatorio satisfaz

P <zj = [amﬂ) =1~ (azj - |ax}]) > 0.

Se o evento acima ocorre, entao z; > aa:;‘» > x;, como querfamos. Por outro lado, se ax; é

inteiro, vale deterministicamente que z; = ozx;f > x;f, como afirmado. O
Teorema 5.16 (Teorema 2.6 de [15]). Para cada CIP, existe uma solugdo vidvel de valor no
mAazimo

y* <1+O <max (ln(a+1)/Ba\/m>>> )

onde y* € o valor dtimo da funcdo objetivo para a relaxacdo linear.

Demonstracao. Sejam « e 3 dadas pela Proposicao 5.14. Seja z* uma solucao 6tima da relaxacao
linear, e z obtido de x* por arredondamento aleatorio padrao com paradmetro . Vamos demostrar

que, com probabilidade positiva,

1 1 1 B
<y |140 max{n(aB+ ), n(al;— )} ,

onde z* = ¢Tz é o valor da funcao objetivo para z. Para tal arredondamento aleatorio, sejam FE;

e p; como no Lema 5.7. Por (5.1), temos E [2,] = ay} para v = 1,...,n. Definamos

= A

p=E[cTz] =E Z iy | =) GElz] = chozyi =ay”. (5.16)

v v v

Vamos verificar que P (Z) > 0 quando o > 1. Pelo Lema 5.15 temos que, com probabilidade
positiva vale que A;z > A;z* > b; para todo i, e portanto P (Z) > 0 como queriamos. Podemos

entao calcular, pela desigualdade de Markov,

Z
P(cTz>y*ozB‘Z) [;Zg] M15 Zc] zj‘Z Zc] —1‘Z)

Para estimar o lado direito, usaremos o Lema 5.12 com ¢ = 1 e j; = j. Obtemos, usando (5.16),
que
TP (=112 SheP(G=1) _ 1
u T uwB(1-g(B,)" T B(1-g(B.a))"

onde a ultima desigualdade segue da Proposicao 5.14. Assim,

<1,

P (CTZ <y ap ‘ Z) > 0,

como queriamos. ]
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5.2 CIPs multicritério

Definigao 5.17 (CIP multicritério). Informalmente, um CIP multicritério é uma varia¢ao do
CIP em que, ao invés de buscarmos minimizar um tnico valor ¢z, temos varios vetores dados
nao negativos ci, ..., ¢, e queremos minimizar alguma fungao dos ¢ - x; por exemplo, podemos

ter como objetivo minimizar max; c] z.

Como na Definigao 5.1, um CIP multicritério é definido por parametros A € [0, 1]™*"

e
b€ [1,00)™. Além disso, para todo 1 < i </, seja ¢; € [0,1]" um vetor com max; ¢; ; = 1, onde

¢ij denota a j-ésima coordenada do vetor c;.
Definigao 5.18 (As fungoes ch e ch’). Considere o arrendondamento aleatério generalizado com
algum pardmetro p, e X1, ..., X, varidveis aleatorias subjacentes ao arredondamento. Para cada

i € [m], sejam s e ¢; definidos como no Lema 5.7 (em particular ¢; é definido em termos de p;,

que depende das variaveis do arredondamento aleatorio padrao). Definimos

E [(1 - 5i)Ai'X] ILem E [ (1 - 5i)Ai*ij}

ch; (p) = = —
(1 _ 5i)bl A;-s (1 _ 5i)bl A;-s
e
ch; (p) = min{ch; (p) , 1}.
Teorema 5.19. Suponhamos um CIP multicritério, bem como pardmetros Ay, ..., ¢ > 0. Seja
z o arredondamento aleatdrio generalizado com pardmetro p = (p1,...,pn), € A dado por
)4
A= [[Az =0 A | N[z < A
i=1
Entao para qualquer sequéncia de inteiros positivos (ki,...,ke) tais que ki < X\; vale que
P (A) > @(p),

onde ® € dado por

ki
o) =| II (1) | =X Al > (Tl - pie [T (-
refm] =1 () 5 t=1 rg¢R (1)
(5.17)

Demonstracao. Note primeiro que

-1

M-

o) = | [T (1-awm) | [1-

re[m] i

1 i ,
0o > tl_[l Ci,jiDi,ji 1T (1 — ch, (p)>

1) <<, \t= reR (ji,edi; )

7

Defina, para 1 <i<meparal <j </,

E; = [(Az); < b e &= [c}z > )\]} :
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Pelo Lema 5.7 e pela defini¢ao de ch’ (Defini¢ao 5.18) temos que
P (Ei) < chi (p).

Observemos que se ch!. (p) = 1 para algum r entdo ®(p) = 0, e portanto o resultado desejado ¢
imediato. Assim, podemos supor que ch’, (p) < 1 para todo 7.
Seja Z = /\re[m} E,. Note que

P(A)P(Z)P(/\EZ— Z)P(Z) 173(\/52- Z) > P (Z) (1279(52-2)).

(5.18)
Iremos cotar P(Z) e P (&; | Z). Pela desigualdade FKG temos

Pz)=P| N B | <IIP(B) =TI -PE).
relm] r=1 re[m]

Além disso, pelo Teorema 2.8 parte(a),

Ski (Cz‘,th e aci,an) /<21> Z]
i=1 !

1< <diy

. Zj1<...<jki [(Ci,jl,...ci,jki Hfz_lp]t>/(22):| :
HieR(jh...,jki) (1-P(E))

P(&|Z)<E

pelo Lema 5.12 parte 1)

ki

-5, (o) | T v
k; ieR(

) oii<i<in \ = . .
‘71< <Jk:7‘ Jl]“"]kz)
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Substituindo as duas desigualdades em em (5.18),
PA=|J] O-P@E) | [1-D PE|2)

ki

!
1 _
> EN1-D 5 D Ci,jePijo [I a-PE)"
r€[m] i (&) Ju<e <y \t=1 IER (15wk, )
Lo ki -1
> 1 —ch. (p )> 1-— Z x Z Cij¢ Di jy H (1 — ch;, (P))
r€[m] it (&) Ju<e <y \I=1 1ER (G0, )
=2 (p),
onde a ultima desigualdade vale por (5.18). O

Corolario 5.20. Suponha que valem as hipéteses do Teorema 5.19 e que p corresponde ao arre-

dondamento aleatdrio padrao. Seja \; = v; (1 + ;) para cadai € [(] onde v; = E [c] - 2] = ] -az*

e v; > 0 € algum pardametro. Entdao
V4 (n) <1j>kZ
m ki ’ ﬁ —ak;
@(p)Z(l—g(B,a)) -1 E yi%-(l—g(B,a)) Ml (5.19)

Em particular, se o lado direito de (5.19) € positivo, entio P (A) > 0 para o arrendondamento

aleatdrio padrao.
Demonstragao. Temos, pela defini¢do de ch (Definigao 5.18) e pelo Lema 5.7

E [(1 - 5T)AT'X}
(1 —§,)br—Ars =

Ch; (p) < ch, (p) - g (B7 a) :

Assim 1 — ch!.(p) > 1 — g (B, a), e portanto

D (p) = H (1 — ch! (p)) 1-— Ze: (/\11> Z ﬁci,jtpi,jt H (1 — k!, (p)) -t
=

i/ 1<-<jk; \1=1 ieR(jL...,jki)

ki
> (1 ) (Ba a))m 11— Z 1. Z ' H Ci,j:Dijs (1 -9 (B’ O‘))_aki ’ (5'20)

jaque |R(j1,- .., Jjk)| < ak; pela Observacao 5.10. Como Z Ci,jDi,j = Vi, temos pelo Teorema 2.5
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que

IN

5 (fon) < () ()"

J1<<gr; \t=1

Logo, de (5.20) se tem que

como afirmado. O

Corolario 5.21. Eziste uma constante K' > 0 tal que o sequinte € vdlido. Suponha que dado

um CIP multicritério com a notagao como na parte 2 do Teorema 5.19. Defina

a:K,maX{ln(a) +;n1n(2£)71}'

Se v; > log? (20) parai=1,...,L, entao o arrendondamento aleatorio padrao produz uma solu¢ao

vidvel z tal que ¢ - 2 < 3v;, V i, com probabilidade positiva.

Demonstragao. Para aplicar o Teorema 5.19, definimos 7; = 2 e k; = [In2¢]. Obtemos entéao

que

®(p)> (1-g(B,a)" 1—i3}/)<;> <VZ>'“ (1= g (B,a)) "

i=1 (kZ n

Basta entao mostrar que o lado direito é positivo, isto é, que

i=1 \k;

Iremos mostrar que cada parcela do somatoério é menor que 1/¢. Usando que (,? ) < nki kil

basta mostrarmos que
k: 3
v k!

(%)

onde k; = [In2¢]. Assim, vamos verificar duas observagdes para aproveitar a demostracao da

(1—g(B,a)) " <

: (5.21)

|

equagao (5.21).
a. Como k; ~ In(f) e v; > log?(2() entao

kil ki—1 .
() = 25 T == o) o ()
7 it 5% 5]

(l'ki

b. Vamos demostrar que (1 —g(B,a)) " ~ 1.

—a-k; ks

(1 —9(B, a))ia.ki = (1 - (oce_(o‘_l)>B> - (1 _ aBe—(a—l)B>

Para um K’ suficientemente grande temos o procurado.



60

Entao com as observagoes a e b temos que para cada %

(%)

I/Z/kz' .1<1

-(1-g(B,« —aki _ ,
(1-9(B,a)) @((1/kz~!) (gw)ki) ]

assim temos a equagao (5.21). Agora temos que

¢ n . Vz/n)k

Z 31/2)

=1 k;

“1
ST AR SRS
logo P (A) > 0 como queriamos. O

5.3 Versao construtiva

Podemos mostrar, para muitos problemas, que o arredondamento aleatorio produz as solugoes
garantidas pelos Teoremas 5.16 e 5.19 com probabilidade exponencialmente baixa. Portanto,
é interessante considerar o problema de obter algoritmos randomizados que rodem em tempo
polinomial (ou proximo disso) e que encontrem as solugoes dadas pelos teoremas da se¢ao anterior.

Nossa estratégia sera a seguinte: Dado um vetor de probabilidades p = (p1,p2,...,pn) tal
que ®(p) > 0, iremos considerar os vetores p’ = (p1,p2,---,0n-1,0) € p” = (p1,p2,- -, Pn—1,1).
Se conseguirmos determinar que ®(p’) > 0 ou ®(p”) > 0, entdao podemos alterar o valor de p, e
repetir o processo com as demais variaveis. Quando todos os p;s estiverem em {0, 1}, temos uma

solugao para o problema dada por x; = p;.

Defini¢ao 5.22. Dado um vetor p € [0, 1]™, denotaremos por p’ e p” os vetores

p, = (plap27 s 7pn7170) € p” = (plap27 <oy Pn—1, 1)

Além disso, definimos vetores ¢, ¢’ e ¢” de modo que, para cada 1 <1 < m,
¢ =ch'(p),  g=chi(y)), ¢ =chi®").
Apresentamos agora um lema 1til sobre esses vetores.

Lema 5.23. Para todo p € [0,1]", os vetores q, ¢’ e ¢ da Defini¢io 5.22 satisfazem as sequintes
propriedades para todo i € [m]:

(a) 0< ¢/ <q, <1
(b) G4 > angl + (1 _pn) qg}
(¢) ¢; =q] = qi sei ¢ R(n).

Demonstracao. Sejam X1,..., X, as variaveis aleatorias subjacentes ao arredondamento aleato-
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rio generalizado com parametro p (isto é, P (X; = 1) = p;). Temos pela Definigao 5.18 que

(1—8;) ! e 1 E [(1 - 5i)Ai’ij}
(1 _ 5i)bi—Ai~8
(1 - 6@')147;7”.0 HjG[n_l] E |:(1 — (52-)141',ij:|

ch;(p”) =

< = chi(p'),

assim ch;(p”) < ch;(p’). Pela defini¢ao de ¢’ e ¢”, tomando minimos temos que 0 < ¢/ < ¢} <1,

provando (a). Para demonstrar (b), dividiremos em casos. Se ¢; = 1, entéo

¢ =1=pn+(1—pn) ZPRQ£I+(1_pn)q§'

Por outro lado, se ¢; < 1, entao

(e B (1 - 5%
(1 o 5i)bi—Ai~s

¢ = chi(p) =

Hje[n—l} E |:(1 - 6i)Ai,ij

= (Pal1 = )M+ (L= pa)(1 = 8) ) -

= pn ch; (") + (1 — pp) ch;(p))
> pnchi(p”) + (1 — pp) chi(p')
= pn‘]z/'/ + (1 - pn)‘]gv

provando (b). Para provar (c), note que, como p, p’ e p” sdo todos iguais nas primeiras n — 1
coordenadas, entao apenas o fator j = n do produtério muda quando trocamos p por p’ ou p”
em
B0
(1 — &;)bi—Ais .

chi(p) =

Se i € R(n), entao A;, = 0 e portanto os expoentes de tal fator em ch;(p), ch;(p’) e ch;(p”) sao

todos iguais a zero, provando o item (c). O

Uma manipulacao algébrica permite reescrever a condi¢ao (b) do Lema 5.23 dos seguintes

dois modos equivalentes:

4 — a4 < puld; — q) (5.22)
¢ — ¢ > (1—pn)(g; — q))- (5.23)
Definigao 5.24. Dados um vetor r = (71,79, ..., 7y) e um conjunto U C [m], definimos a fungao

fOry =T =r).

icU

Em particular, f(U,r) =1 se U = 0.
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Lema 5.25. Dado p € [0,1]", sejam q, ¢' e ¢"" como na Defini¢ao 5.22. Defina

AU) =1 =pn) f(Ud) +pu f(U,¢") = f(U,q) (5.24)
SeU CV C [m], entdo
(a) A(U) > 0.
(b) AU)/f(U,q) < AV)/f(V,q).

Para melhor motivar a definicdo e o lema acima, iremos primeiro usar o Lema 5.25 para
provar o teorema principal dessa se¢ao, enunciado abaixo. Ele implica que se ®(p) > 0, entao ou

®(p’) > 0 ou ®(p”) > 0, como querfamos.

Teorema 5.26. Seja p € [0,1]" um vetor de probabilidades, ® dado por (5.17) e p',p” dados
por (5.22). Se ®(p) > 0, entao

O(p) <(1—pn)® (p’) +pn® (p”) : (5.25)

Demonstragao. Considerando que py, ..., p,—1 sdo constantes, podemos agrupar termos em (5.17)
para afirmar que existem constantes nao-negativas uq, ..., us € v1, ..., vy e subconjuntos Uy, ..., U;

e Vi,...,Vy de [m] tais que

®(p)=f(Imla) = [ D wi-fUia) | = [pu- D v (Vi) |, (5.26)

i J
P (ﬂ) =f ([m],q/) - Zuz f (Ui,ql> ; (5.27)
P (p") =f ([m],q”) - Zul - f (Ui,q") — Zvj - f <Vj,q”> ) (5.28)

J
com a propriedade de que

V; N R(n) = 0. (5.29)

Queremos provar que
(1=pa) @ () + a2 (") - @(p) 2 0. (5.30)

Substituindo (5.26), (5.27) e (5.28) em (5.30), os termos multiplicados por v; se cancelam porque
¢ = ¢/ seieV; (por (5.29) e item (c) do Lema 5.23). Assim, lembrando da definicdo de A no

Lema 5.25, concluimos que podemos reescrever (5.30) como

A ([m]) - Zu A (U;) > 0. (5.31)
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Pelo Lema 5.25, temos que, para todo U;, A(U;)/ f(Ui,q) < A([m])/ f([m], q). Assim,

Am]) = Y- A @) = o) f([m]aQ)—Z<ui- A0 'f(Uz-,q)>

e " )
A([m]) . - B " ‘
Zif([m],q) £ (Iml,q) zl: i f (Ui, q)

O lado direito é produto de dois fatores. Para estimar o primeiro fator, tomamos U = () e

V = [m] no Lema 5.25 para obter

A(m]) _ A®)
Fmla) = Fbg)

Para o segundo fator, notamos que por (5.26) e por hipotese, temos que
£ (Iml,q) = ui- f(Ui,q) = @(p) > 0.
i

Assim, mostramos (5.31), o que conclui a prova do teorema. O
Resta entao provar o Lema 5.25.

Prova do Lema 5.25. Faremos uma prova de (a) por indugao na cardinalidade de U. Se |[U| =0

temos
A(U) =1 —=pn) +po—1=0.

Suponhamos que, para algum s < m, o item (a) valha para todos os conjuntos de cardinalidade

s. Seja w ¢ U. Iremos provar que
A (UU{w}) > (1 — qu)AU). (5.32)

Para isso, usamos as desigualdades (5.22) e (5.23) para calcular

AU U{w}) = (1= quw) - AU) = (1 = pn)(quw — 4u) (U, ¢) + pnlqw — 44) F (U, ")
—(1 = )Pl — 40) F (U, ') + pu(1 = pn) (@ — ¢00) f (U, ¢")

= pn(1 = pn)(d — 4) (f(U,¢") — f(U,¢)) >0,

\Y]

onde a ultima desigualdade vem do Lema 5.23(a) e da defini¢ao de f. Como A(U) > 0 por
hipotese de indugao, entdo A(U U {w}) > 0, provando que (a) vale para todo conjunto de

tamanho s + 1. Para provar (b), note que se w ¢ U, entao

f(UU{w},q)

G
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Substituindo em (5.32), concluimos que para todo U e todo w ¢ U,

AlU.q) _ AU U{w})
fWU,q) = fUU{w},q)

Se V\U = {ws,...,w;}, podemos iterar o procedimento e obter que

AU,g) _ AUU{w}) _ AU U{ws,... w))

AV)

fUq) = fUU{wi}t,q) = = fUU{w,...,wx},q)

provando o item (b).

- f(V.g)’
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Conclusao

Estimamos a aplicacao do Lema Local de Lovasz e suas extensoes em problemas de Pro-
gramacao Inteira, desde a teoria até a implementagdo algoritmica. Resultados significativos
relacionados aos Problemas Minimax e de Cobertura sao destacados, ilustrando a utilidade de
abordagens nao construtivas e multifatoriais no campo da otimizagdo combinatoéria. A anélise
detalhada de casos especificos, como a cobertura de um hipergrafo por arestas, sublinha a ver-
satilidade e aplicabilidade dos métodos estudados. Além disso, fica evidente a importancia dos
conceitos de eventos monotdnicos e estimativas para uma compreensao profunda das técnicas dis-
cutidas nos capitulos, consolidando assim a relevancia das estratégias probabilisticas na resolucao

eficiente de problemas complexos de Programagao Inteira.
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