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Resumo

O Lema Local de Lovász (LLL) apresentado por László Lovász e Paul Erdős é uma ferramenta

muito útil para aplicações em métodos probabilísticos. Apresentaremos uma extensão desse

lema, enfraquecendo a hipótese de dependência de eventos. Como aplicação consideramos dois

tipos de problemas de Programação Inteira: Problemas Minimax e problemas de Cobertura,

desenvolvendo uma técnica fundamental, o arredondamento aleatório de relaxações lineares, para

obter bons algoritmos de aproximação para esses problemas.

Palavras-chave: lema local de Lovász; algoritmos de aproximação; programação inteira;

relaxações lineares.



Abstract

The Lovász Local Lemma (LLL) presented by László Lovász and Paul Erdős is a very useful

tool for applications of probabilistic methods. We will present an extension of the lemma,

weakening the hypothesis of event dependence. As an application we consider two types of Integer

Programming problems: Minimax Problems and Covering Problems, developing a fundamental

technique, the random rounding of linear relaxations, to obtain good approximation algorithms

for these problems.

Key words: Lovász local lemma; approximation algorithms; integer programming; linear

relaxation.
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Introdução

O Método Probabilístico é um método para provar a existência de estruturas com certas pro-
priedades. Ele consiste em construir um espaço de probabilidade apropriado e mostrar que, com
probabilidade positiva, sortearemos uma estrutura com as propriedades desejadas. Em [4], Paul
Erdős e László Lovász provaram um lema muito útil para aplicações do método probabilístico,
hoje conhecido como Lema Local de Lovász.

Essa dissertação estuda o uso do Lema Local de Lovász para mostrar que certos problemas
de programação inteira admitem soluções de valor próximo aos de suas relaxações lineares (isto
é, do programa linear obtido removendo-se as restrições de integralidade das variáveis). Além
disso, tais técnicas são usadas para obter resultados de aproximação para problemas computaci-
onalmente difíceis.

Na parte preliminar introduzimos conceitos que serão fundamentais para o trabalho, como
grafos, hipergrafos, probabilidade condicional, independência de eventos e esperança condicional,
e rudimentos de complexidade computacional e algoritmos de aproximação.

No Capítulo 2 vamos estabelecer lemas sobre o comportamento de números binomiais que
nos levarão a um teorema que é simultaneamente uma desigualdade de concentração e um teo-
rema de decomposição (Teorema 2.8). Definiremos funções úteis para o uso de tal desigualdade
de concentração no contexto de algoritmos de aproximação. Além disso, definiremos eventos
monótonos e provaremos a desigualdade FKG.

No Capítulo 3 vamos desenvolver o Lema Local de Lovász no caso geral e no caso simétrico.
Vamos então estender tal lema, enfraquecendo a dependência em d, um parâmetro crucial na
aplicação do Lema Local (Lema 3.5).

Vamos desenvolver no Capítulo 4 a Programação Minimax Inteira (MIP); utilizaremos a
extensão do Lema Local de Lovász para demonstrar o Teorema 4.6 que garante que, dado um
MIP, o arrendondamento aleatório produz uma solução que aproxima a solução da relaxação
linear com probabilidade positiva. Tal aproximação depende de certos parâmetros do MIP; no
Teorema 4.9, cuja prova usa o Teorema 4.6, encontramos outra aproximação que depende de
um parâmetro que é frequentemente muito menor que o que aparece no enunciado da primeira
aproximação.

Na última parte abordaremos os problemas de cobertura (CIP). Provamos que o esquema de
arredondamento aleatório também fornece boas soluções inteiras no Teorema 5.16. Definimos
então CIPs com várias funções-custo, os chamados CIP multicritério, e provamos um teorema
análogo nesse caso (Teorema 5.19). Finalmente, desenvolvemos uma versão computacionalmente
eficiente do resultado de aproximação para CIPs no Teorema 5.26.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo introduzimos alguns conceitos básicos que serão necessários nos próximos ca-
pítulos. Na primeira seção, definimos grafos e hipergrafos. Na segunda seção definimos conceitos
básicos de teoria de probabilidade, tais como probabilidade condicional, independência de even-
tos e esperança condicional. Na última parte, fazemos uma rápida introdução aos conceitos de
complexidade computacional que usaremos nessa dissertação.

As referências principais para esse Capítulo são os livros An Introduction to the Theory of
Probability de Mukhopadhyay [10], Combinatorial Optimization de Schrijver [13], Introduction
to the Theory of Computation de Sipser [14] e Uma Introdução Sucinta a Algoritmos de Aproxi-
mação [2].

1.1 Teoria de grafos

Definição 1.1 (Grafos não-direcionados). Um grafo ou grafo não direcionado é um par G =

(V,E) onde V é um conjunto finito e E é uma família de pares não-ordenados de elementos de
V . Os elementos de V são chamados de vértices, e os elementos de E são chamados de arestas.
Usaremos a notação uv para denotar a aresta {u, v}.

Denotamos o conjunto de vértices de G por V (G) e a família de arestas de G por E(G). Nas
estimativas de tempo de execução dos algoritmos, denotamos n := |V (G)| e m := |E(G)|.

Definição 1.2 (Grafo direcionado). Um digrafo ou grafo direcionado é um par D = (V,E)

em que V é um conjunto finito e E é uma família de pares ordenados de elementos de V . Os
elementos de V são chamados de vértices, e os elementos de E são chamados de arestas ou arcos.

Denotamos por V (D) o conjunto de vértices de D e E(D) o conjunto de arestas de D.

Definição 1.3 (Hipergrafo). Um hipergrafo H = (V, E) é um par onde V é um conjunto finito
e E é uma família de subconjuntos de V . Os elementos de V e E são chamados de vértices e
arestas, respectivamente. Se |F | = k para todo F ∈ E então o hipergrafo é chamado k-uniforme.
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1.2 Conceitos básicos de teoria de probabilidade

Definição 1.4 (Probabilidade condicional). Seja A um evento com P (A) > 0. A fração

P (A ∧B)

P (A)

é chamada probabilidade condicional de B dado A (ou simplesmente probabilidade de B dado
A) e é denotada por P (B | A).

Definição 1.5 (Independência de eventos). Dizemos que os eventos A e B são independentes se

P (A ∧B) = P (A)P (B) .

Definição 1.6 (Esperança). Seja X uma variável aleatória definida em um espaço de probabi-
lidade (S,A,P). A esperança de X é definida por

E [X] =

∫
S
X dP

onde a integral é a integral de Lebesgue com relação à medida P.

Se X é uma variável aleatória discreta (assumindo um conjunto enumerável de valores
{x1, x2, . . .}, então

E [X] =
∞∑
k=1

xk · P (X = xk) .

Teorema 1.7. Tem-se as seguintes propriedades da esperança:

1. Se a variável aleatória X é tal que P (X = c) = 1, então

E [X] = c.

2. Se E [X] existe, então
E [aX + b] = aE [X] + b,

onde a, b são constantes arbitrárias.

3. Se g(X) é uma função Borel de X, então∣∣∣E [g(X)
]∣∣∣ ≤ E

[
|g(X)|

]
.

4. Se g(X) = g1(X) + g2(X), onde g1(X) e g2(X) são funções Borel da variável aleatória X,
então

E
[
g(X)

]
= E

[
g1(X)

]
+ E

[
g2(X)

]
,

desde que as esperanças existam.

5. Se g1(X) ≤ g2(X) para todo valor possível de X, então

E
[
g1(X)

]
≤ E

[
g2(X)

]
.
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Uma demonstração para este teorema pode ser encontrada em [10] na subseção 6.2.1.

Definição 1.8 (Esperança condicional). Seja X uma variável aleatória definida em (S,A,P) tal
que E [X] exista, e A um subconjunto mensurável com P (A) > 0. Definimos

E [X | A] =

∫
S
X dP ( · | A)

como esperança condicional de X dado A. Para A ∈ A tal que P (A) > 0, vale que

P (B | A) =
P (B ∩A)

P (A)
.

para todo B ∈ A. Assim, denotando a função indicadora de um conjunto A por χ(A), podemos
escrever

E [X | A] =
1

P (A)

∫
S
X dP =

E
[
X · χ(A)

]
P (A)

desde que E
[
X · χ(A)

]
exista; como |X · χ(A)| ≤ |X|, então temos que E

[
X · χ(A)

]
existe se

E [X] existe. Em particular, se X = χ(B) com B ∈ A então

E
[
χ(B)

∣∣ A] =
P (A ∩B)

P (A)
= P (B | A) .

Teorema 1.9. Sejam X, Y variáveis aleatórias independentes e E [X] ,E [Y ] <∞. Então

E [X | Y ] = E [X] .

Para nossas estimativas probabilísticas, usaremos várias vezes a seguinte proposição.

Proposição 1.10 (Desigualdade de Bernoulli). Seja y ≥ −1. Então, se β ≥ 1,

(1 + y)β ≥ 1 + βy.

Por outro lado, se 0 ≤ β ≤ 1,
(1 + y)β ≤ 1 + βy

1.3 Algoritmos e complexidade

Nessa seção apresentaremos uma versão intuitiva dos principais conceitos de complexidade
relevantes para o assunto que estudaremos. Uma formalização de tais conceitos dependeria de
um significado preciso do conceito de “algoritmo”, formalizado através do conceito de Máquina
de Turing, e está fora do escopo da nossa dissertação. Mais detalhes podem ser encontrados
em [14].

No contexto de algoritmos e complexidade, dizemos que um problema L é um problema de
decisão se sua resposta é “sim” ou “não”; para uma entrada x, escrevemos x ∈ L se a resposta
para tal entrada é “sim” e x 6∈ L caso contrário.

Os problemas de decisão podem ser classificados de acordo com sua complexidade dos algo-
ritmos para resolvê-los. Abaixo listamos três importantes classes de complexidade.
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Definição 1.11 (P). A classe de complexidade P é a classe dos problemas de decisão L que
admitem algoritmos que determinam se x ∈ L em tempo polinomial no tamanho da entrada x.

O tamanho da entrada é frequentemente medido pelo número de dígitos binários (bits) ne-
cessários para representá-la.

Definição 1.12 (Verificador). Um algoritmo verificador para um problema L é um algoritmoM
cujas entradas são da forma (x, u), onde x é entrada do problema L e u é uma entrada adicional
denominada certificado. M deve satisfazer a seguinte propriedade: Dado um x, existe u tal que
x tal que M aceita a entrada (x, u) se e somente se x ∈ L.

Definição 1.13 (NP). A classe de complexidade NP é a classe dos problemas L de decisão que
admitem um verificador que executa em tempo polinomial com a seguinte propriedade: dado
x ∈ L, existe certificado u com tamanho polinomial.

Exemplo 1.14. Determinar se um dado grafo tem um ciclo Hamiltoniano é um problema que
está em NP. De fato, é fácil fazer um algoritmo polinomial para verificar se um dado conjunto de
n vértices forma um ciclo Hamiltoniano. Se um grafo possui um ciclo Hamiltoniano, os vértices
de um tal ciclo (em ordem) formam um certificado aceito por tal algoritmo. Por outro lado, se
um grafo não possui ciclo Hamiltoniano, não existe nenhum certificado que “engana” o algoritmo
verificador.

Frequentemente, diz-se que os problemas em P admitem algoritmos “eficientes”. Um jeito de
tornar essa afirmação concreta é o seguinte: Seja um problema em P e uma entrada de tamanho
n. Ao dobrarmos o tamanho da entrada, nossa estimativa de tempo de execução é multiplicada
por uma constante (que depende do grau do polinômio correspondente ao tempo de execução
do algoritmo, mas não de n). Tal propriedade não é satisfeita por algoritmos cujo tempo de
execução é exponencial no tamanho da entrada.

Um dos principais problemas em aberto da teoria da computação é o problema P versus NP.
Expandindo as definições acima, tal questão consiste em determinar se existe algum problema
que não pode ser resolvido em tempo polinomial, mas cuja solução pode ser verificada em tempo
polinomial. Um avanço importante na questão P versus NP ocorreu no início dos anos 70 com
os trabalhos de Stephen Cook [3] e Leonid Levin [8].

Definição 1.15 (NP-difícil). Um problema L é NP-difícil se, dado qualquer problema L′ em NP

e qualquer entrada x′ para L′, existe um modo de convertê-la em tempo polinomial para uma
entrada x de L com a propriedade de que x′ ∈ L′ se e somente se x ∈ L.

Definição 1.16 (NP-completo). Um problema é NP-completo se é NP-difícil e está em NP.

Num certo sentido, os problemas NP-completos são “os mais difíceis” da classe NP. Cook e
Levin mostram que tais problemas existem. Mais especificamente, eles mostraram que o problema
SAT é NP-completo. Posteriormente, Karp mostrou reduções entre 21 problemas importantes,
provando que todos eles eram NP-completos desenvolvido em [7]; hoje em dia existem milhares de
problemas que sabemos ser NP-completos. Por definição, resolver qualquer um desses problemas
implicaria numa solução polinomial para todos os problemas em NP.
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1.3.1 Algoritmos de aproximação

Além dos problemas de decisão, uma outra categoria importante de problemas para essa
dissertação é a dos problemas de otimização, para os quais a resposta é uma estrutura que
minimiza ou maximiza o valor de uma função objetivo. Dado um problema de otimização, o
problema de determinar se existe uma solução de valor no mínimo/no máximo x é um problema
de decisão; se soubermos resolver esse problema de decisão para todo x em tempo polinomial,
podemos procurar (através de busca binária) o valor ótimo com qualquer precisão que desejarmos.

Infelizmente, muitos problemas de otimização de grande importância teórica (e econômica)
são tais que a versão de decisão é NP-completa. Como exemplos, podemos citar o Problema
do Caixeiro-Viajante, o Problema da Mochila, o problema da Cobertura Miníma por Conjun-
tos, o Empacotamento de Objetos em Contêineres, entre outros. Os problemas estudados nos
Capítulos 4 e 5 também têm essa propriedade.

Encontrar a solução ótima para tais problemas não é computacionalmente viável a menos que
P = NP. Por isso, é interessante buscar algoritmos que rodem em tempo polinomial e encontrem
soluções que são garantidamente não muito piores que a solução ótima; esses são os chamados
algoritmos de aproximação. No projeto de algoritmos de aproximação, há um balanço delicado
entre tempo de execução e qualidade da aproximação retornada.

Um exemplo ilustrativo, extraído de [2], é o problema de escalonamento, enunciado abaixo.
Informalmente, temos n tarefas (cada uma com um tempo de execução) e m processadores igual-
mente rápidos, e queremos distribuí-las de modo que o conjunto total de tarefas seja concluído
o mais rápido possível.

Problema 1.17. ESCALONAMENTO(m,n, t): Dados inteiros positivos m,n e tempos ti ∈
Q+, 1 ≤ i ≤ n, encontrar uma partição {M1, . . . ,Mm} de {1, . . . , n} que minimize

max
1≤j≤m

∑
i∈Mj

tj .

Determinar a solução ótima para tal problema é computacionalmente difícil. É possível
provar, no entanto, que há um algoritmo eficiente que retorna uma resposta que é no máximo
duas vezes pior que a resposta ótima. Tal algoritmo, obtido por Graham [5], é um simples
algoritmo guloso e deu início à área de algoritmos de aproximação.
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Capítulo 2

Ferramentas úteis

O objetivo principal desse capítulo é demonstrar o Teorema 2.8, uma desigualdade do tipo
Chernoff originalmente obtida por Hoeffding [6]. O teorema afirma que se X1, . . . , Xn ∈ [0, 1]

são variáveis aleatórias independentes e X =
∑n

i=1Xi, a probabilidade de X ser maior que a
média decai exponencialmente.

A prova que faremos segue [12] e fornece uma decomposição que será útil para aplicar uma
modificação do Lema Local de Lovász (Lema 3.5 no Capítulo 4). Uma ideia similar também
servirá como base para a prova dos teoremas principais do Capítulo 5. A demonstração aqui dada
também tem a vantagem de ser adaptável para variáveis aleatórias com dependência limitada.

2.1 Funções simétricas e convexidade

Definição 2.1. Seja Sj : Rn → R dado por

Sj(z1, . . . , zn) =
∑

i1<···<ij

zi1 · · · zij

para j > 0 e S0(z1, . . . , zn) ≡ 1.

Definição 2.2. Para cada real x e um inteiro não-negativo r definimos

(
x

r

)
=

1

r!

r−1∏
i=0

(x− i).

Em particular,
(
x
0

)
= 1.

Definição 2.3. Seja x um número real e r um inteiro não-negativo. Definimos

[x]r = x(x− 1)(x− 2) · · · (x− r + 1).

Em particular, [x]0 = 1.

Lema 2.4. Para cada i = 1, . . . , n, seja zi um número satisfazendo 0 ≤ zi ≤ 1. Se a ∈ R e
j ∈ Z são tais que a ≥ j ≥ 0 e

∑n
i=1 zi ≥ a, então Sj(z1, . . . , zn) ≥

(
a
j

)
.
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Demonstração. Seja K = {z ∈ [0, 1]n :
∑n

i=1 zi ≥ a}, e defina a função

Sj : K → R

(z1, . . . , zn) 7→
∑

1≤i1<···<ij≤n
zi1 · · · zij .

Como K é compacto e Sj é uma função continua, ela admite um mínimo z∗ em K. Além
disso, como Sj é crescente em cada uma das variáveis, podemos diminuir alguns dos z∗i (se
necessário) para que valha

∑n
i=1 z

∗
i = a. Iremos mostrar agora que podemos supor que z∗ tem

no máximo uma coordenada não-inteira. Para isso, seja (z1, . . . , zn) um vetor e p e q índices com
0 < zp ≤ zq < 1. Então

Sj(z1, . . . , zn) =
∑
|Λ|=j

zΛ = A2zpzq +A1(zp + zq) +A0,

onde A` =
∑

S

∏
s∈S zs, com S percorrendo os subconjuntos de tamanho j − ` de {1, . . . , n} \

{p, q}. Definindo ε = min{zp, 1− zq} > 0, podemos calcular

Sj(z1, . . . , zp − ε, . . . , zq + ε, . . . , zn) = A2(zp − ε)(zq + ε) +A1(zp + zq) +A0,

= Sj(z1, . . . , zn)− εA2(zq − zp + ε)

≤ Sj(z1, . . . , zn).

Assim, existe um mínimo da função Sj com no máximo uma coordenada inteira. Iremos
supor que z∗ tem no máximo uma coordenada não-inteira.

Se a =
∑n

i=1 z
∗
i ∈ Z, então a propriedade acima implica que z∗i ∈ {0, 1} para todo i. Para

provar o resultado nesse caso, note que a é o número de coordenadas do vetor z que não são
iguais a zero. Assim,

Sj(z
∗) =

∑
1≤i1<···<ij≤n

z∗i1 · · · z
∗
ij =

(
a

j

)
.

Agora suponhamos que a 6∈ Z. Defina a1 = bac, a2 = a − a1 > 0 e seja p o único índice tal
que z∗p = a2. Assim,

Sj(z
∗) =

∑
1≤i1<···<ij≤n

z∗i1 · · · z
∗
ij =

∑
1≤i1<···<ij≤n

6=p

z∗i1 · · · z
∗
ij + a2

∑
1≤i1<···<ij−1≤n

6=p

z∗i1 · · · z
∗
ij

=

(
a1

j

)
+ a2

(
a1

j − 1

)
.

Vamos mostrar que (
a1

j

)
+ a2

(
a1

j − 1

)
≥
(
a1 + a2

j

)
=

(
a

j

)
. (2.1)

Primeiro vamos demostrar por indução em j que

[a1]j + a2j[a1]j−1 ≤ [a1 + a2]j = [a]j ,
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onde [x]r = x(x− 1) · · · (x− r + 1) e [x]0 = 1. Para j = 1,

[a1]1 + a2[a1]0 = a1 + a2 · 1 =

(
a1 + a2

1

)
=

(
a

1

)
.

Suponhamos válido para j − 1. Agora vamos mostrar que vale para j. Temos,

[a1]j + a2j[a1]j−1 = a1[a1 − 1]j−1 + ja2[a1 − 1]j−2a1 − a2a1[a1 − 1]j−2 + a2a1[a1 − 1]j−2

e tem-se que a2 < 1, a2[a1]j−1 ≥ a2[a1 + a2 − 1]j−1. Logo,

[a1]j + a2j[a1]j−1 ≥ a1([a1 − 1]j−1 + (j − 1)a2[a1 − 1]j−2) + a2[a1]j−1

≥ a1([a1 − 1]j−1 + (j − 1)a2[a1 − 1]j−2) + a2[a1 + a2 − 1]j−1.

Por hipótese indutiva,

[a1]j + a2j[a1]j−1 ≥ a1[a1 − 1 + a2]j−1 + a2[a1 + a2 − 1]j−1

= [a1 + a2 − 1]j−1(a1 + a2)

= a[a− 1]j−1

= [a]j .

Agora aplicando em (2.1) tem-se,

Sj(z
∗
1 , . . . , z

∗
n) =

(
a1

j

)
+ a2

(
a1

j − 1

)
=

1

j!
([a1]j + a2j[a1]j−1) ≥ 1

j!
[a]j =

(
a

j

)
.

Como z∗ era mínimo, provamos que

Sj(z1, . . . , zn) ≥ Sj(z∗1 , . . . , z∗n) ≥
(
a

j

)
,

como queríamos.

Lema 2.5. Sejam z1, . . . , zn números reais não-negativos. Se a =
∑n

i=1 zi, então

Sj(z1, . . . , zn) ≤
(
n

j

)(
a

n

)j
.

Demonstração. Primeiro vamos a demostrar que Sj (z1, · · · , zn) alcança sua valor máximo quando
z1 = · · · = zn =

a

n
. Suponha que para algum vetor z ∈ Rn+ com

∑n
h=1 zh = a existem 1 ≤ p, q ≤ n

tais que zp < zq. Definimos z′ de modo que z′p = zp + ε e z′q = zq − ε para qualquer ε < zq − zp,
e z′j = zj para todo j ∈ [n]− {p, q}. Assim,

Sj(z1, . . . , zn) =
∑
|Λ|=j

zΛ = A2zpzq +A1(zp + zq) +A0,

onde A` =
∑

S

∏
s∈S zs, com S percorrendo os subconjuntos de tamanho j − ` de {1, . . . , n} \
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{p, q}. Podemos calcular

Sj(z
′
1, . . . , z

′
p + ε, . . . , z′q − ε, . . . , z′n) = A2(z′p + ε)(z′q − ε) +A1(z′p + z′q) +A0,

= Sj(z
′
1, . . . , z

′
n) + εA2(z′q − z′p − ε)

≥ Sj(z1, . . . , zn).

Com isso mostramos o que queremos. Agora vamos a mostrar a desigualdade do lema. Pelo que

já mostramos, podemos supor que zij =
a

n
para todo 1 ≤ j ≤ n. Assim, zi1 · · · zij ≤

(
a

n

)j
para

todo 1 ≤ i1 < · · · < ij ≤ n, e portanto temos que

Sj (z1, · · · , zn) =
∑

i1<···<ij

zi1 · · · zij ≤
∑

i1<···<ij

(
a

n

)j
=

(
n

j

)(
a

n

)j
.

Assim obtemos o desejado.

2.2 Desigualdades de concentração

Nessa seção, estudaremos cotas para probabilidades do tipo P
(
X ≥ E [X] + k

)
, onde X é

soma de variáveis aleatórias independentes definidas no intervalo [0, 1]. Nosso objetivo será cotar
tal probabilidade em termos da função G abaixo, e faremos isso no Teorema 2.8.

Definição 2.6. Para µ > 0 e δ ≥ 0, definimos a função G por

G(µ, δ) =

(
eδ

(1 + δ)1+δ

)µ
.

Antes de enunciar e provar o resultado principal dessa seção, precisaremos de um lema técnico
sobre números binomiais.

Lema 2.7. Seja k ∈ N ∪ {0} e n, q ∈ R com n ≥ q ≥ k. Então

(
n

k

)/(
q

k

)
≤
(
n

q

)k ( n

n− k

)n−k (q − k
q

)q−k
.

Demonstração. Observe que a afirmação a ser provada é equivalente a(
n
k

)
(n− k)n−k(

q
k

)
(q − k)q−k

≤ nn

qq
.

Faremos uma prova por indução sobre k. O caso k = 0 é trivial, pois
(
x
0

)
= 1 pela Definição 2.2.

Para o passo indutivo, iremos mostrar que(
n
k+1

)
(n− k − 1)n−k−1(

q
k+1

)
(q − k − 1)q−k−1

≤
(
n
k

)
(n− k)n−k(

q
k

)
(q − k)q−k

.
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Usando que
(
x
k+1

)
= x−k

k+1

(
x
k

)
e simplificando termos, isso é equivalente a mostrar que

(
1− 1

n− k

)n−k−1

≤
(

1− 1

q − k

)q−k−1

,

o que é verdade se n ≥ q ≥ k + 1 pois a função
(

1− 1
x

)x−1
é decrescente para x ≥ 1.

Teorema 2.8. Dadas variáveis aleatórias X1, . . . , Xn ∈ [0, 1], seja X =
∑n

i=1Xi e
µ = E [X]. Então:

(a) Para qualquer q ≥ 0, qualquer evento Z com P (Z) > 0 e qualquer inteiro k ≤ q,

P (X ≥ q | Z) ≤ E

[
Sk(X1, . . . , Xn)/

(
q

k

) ∣∣∣∣∣ Z
]
.

(b) Seja k inteiro positivo e δ = µ/k. Se os Xi são independentes, então

P (X ≥ µ+ k) ≤ E

Sk(X1, . . . , Xn)

/(
µ+ k

k

) ≤ G(µ, δ),

onde G é como na Definição 2.6.

Demonstração. Pelo Lema 2.4 temos que n∑
i=1

Xi ≥ q

 ⊂
Sk(X1, . . . , Xn)

/(
q

k

)
≥ 1

 .
Assim, pela desigualdade de Markov,

P

 n∑
i=1

Xi ≥ q

∣∣∣∣∣∣ Z
 ≤ P

Sk(X1, . . . , Xn)

/(
q

k

)
≥ 1

∣∣∣∣∣∣ Z
 ≤ E

Sk(X1, . . . , Xn)

/(
q

k

) ∣∣∣∣∣∣ Z
 ,

o que prova o item (a). Para provar o item (b), note que pela independência de Xi, tem-se que

E

 ∑
i1<···<ik

Xi1 · · ·Xik

 = E
[
Xi1

]
· · ·E

[
Xik

]
.

Tome q = (1 + δ)µ = µ+ k. Pela definição da função Sk e pelo Lema 2.5, obtemos que

E

Sk(X1, . . . , Xn)

/(
q

k

) = Sk(E [X1] , . . . ,E [Xn])

/(
q

k

)
≤
(
µ

n

)k (n
k

)/(
q

k

)
,
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Aplicando o Lema 2.7 e lembrando que k = δµ, obtemos(
µ

n

)k (n
k

)/(
q

k

)
≤
(
µ

q

)k ( n

n− k

)n−k (q − k
q

)q−k
=

(
1

1 + δ

)δµ( n

n− δµ

)n−δµ( 1

1 + δ

)µ
=

(
1 +

δµ

n− δµ

)n−δµ( 1

1 + δ

)(1+δ)µ

.

Usando que 1 + x ≤ ex, temos que(
1 +

δµ

n− δµ

)n−δµ( 1

1 + δ

)(1+δ)µ

≤ eδµ
(

1

1 + δ

)(1+δ)µ

= G(µ, δ).

Combinando os resultados obtidos, provamos a parte (b) e concluímos a prova do Teorema 2.8.

2.3 Estimativas para G

No Teorema 2.8, obtemos estimativas para o desvio de uma soma de variáveis aleatórias
independentes em termos da função G da Definição 2.6. Para uso futuro, coletamos aqui várias
desigualdades úteis envolvendo tal função.

Lema 2.9. Seja G como na Definição 2.6. Então,

e−δ
2µ ≤ G(µ, δ) ≤ e−δ2µ/3 se 0 ≤ δ ≤ 1, (2.2)

e−(1+δ) ln(1+δ)µ ≤ G(µ, δ) ≤ e−
δ ln(1+δ)

2
µ ≤ e−δµ/3 se δ ≥ 1. (2.3)

Demonstração. Vamos provar primeiro as cotas inferiores. Para demonstrar que e−δ2µ ≤ G(µ, δ),
usamos que 1 + x ≤ ex para calcular

eδ

(1 + δ)(1+δ)
≥ eδ−δ(1+δ) = e−δ

2
,

o que mostra a cota inferior de (2.2). Similarmente, para mostrar que e−(1+δ) ln(1+δ)µ ≤ G(µ, δ)

para δ ≥ 1, observamos que

eδ

(1 + δ)(1+δ)
≥ 1

(1 + δ)(1+δ)
= e−(1+δ) ln(1+δ),

o que implica a cota interior de 2.3. Passemos às cotas superiores. Vamos provar que G(µ, δ) ≤
e−δ

2µ/3. Para isso notemos que 1 + x ≥ 2x para 0 ≤ x ≤ 1. Assim, nesse intervalo,

((1 + x) ln(1 + x)− x)′ = ln(1 + x) ≥ x ln 2 =

(
x2 ln 2

2

)′
.
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Integrando de 0 a δ, obtemos que, para 0 ≤ δ ≤ 1,

(1 + δ) ln(1 + δ)− δ ≥ δ2 ln 2

2
≥ δ2

3
.

Com isso, podemos calcular

eδ

(1 + δ)(1+δ)
= eδ−(1+δ) ln(1+δ) ≤ e−δ2/3,

o que nos dá a cota inferior de (2.2). Para a cota superior de (2.3), observemos que, por
convexidade, x ≤ (1 + x) log(1 + x), o que implica x/(1 + x) ≤ log(1 + x). Assim, vale que

((1 + x) ln(1 + x)− x)′ = ln(1 + x) ≥ 1

2

(
x

1 + x
+ ln(1 + x)

)
=

(
x ln(1 + x)

2

)′
.

Integrando de 0 a δ, obtemos que

(1 + δ) ln(1 + δ)− δ ≥ δ ln(1 + δ)

2
.

Assim, obtemos
eδ

(1 + δ)(1+δ)
= eδ−(1+δ) ln(1+δ) ≤ e−

δ ln(1+δ)
2 .

o que mostra a primeira cota superior de (2.3). Como δ ≥ 1, vale que ln(1 + δ)/2 ≥ 1/3, o que
implica a última cota superior de (2.3) e conclui a prova do lema.

Os próximos dois resultados são propriedades simples da função G que serão úteis posterior-
mente.

Lema 2.10. G é uma função decrescente na segunda variável.

Demonstração. Aplicando a derivada na segunda variável, obtemos(
∂G(x, y)

∂y

)
= −x

(
ey

(1 + y)(1+y)

)x (
log (1 + y)

)
< 0

para todo x, y > 0.

Proposição 2.11. Se 0 < µ1 ≤ µ2, então para qualquer k > 0,

G(µ1, k/µ1) ≤ G(µ2, k/µ2).

Demonstração. Observemos que a função x 7→ x lnx é convexa para x > 0, já que

(x lnx)′′ = (lnx+ 1)′ =
1

x
> 0.

Transladando, a função f(x) := (1 + x) ln(1 + x) também é convexa para x > −1, e portanto
f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y) para x, y ≥ 0 e 0 ≤ t ≤ 1. Aplicando tal desigualdade para
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x = 0, y = k/µ1 e t = µ1/µ2 e usando que f(0) = 0, obtemos(
1 +

k

µ2

)
ln

(
1 +

k

µ2

)
= f(ty) ≤ tf(y) =

µ1

µ2

(
1 +

k

µ1

)
ln

(
1 +

k

µ1

)
.

Multiplicando a desigualdade acima por −µ2,

−µ1

(
1 +

k

µ1

)
ln

(
1 +

k

µ1

)
≤ −µ2

(
1 +

k

µ2

)
ln

(
1 +

k

µ2

)
Como exponencial é uma função crescente, podemos aplicá-la acima para obter 1(

1 + k/µ1

)1+k/µ1

µ1

≤

 1(
1 + k/µ2

)1+k/µ2

µ2

.

Multiplicando ambos os lados por ek, obtemos a desigualdade desejada.

2.4 A função H

Frequentemente, aplicamos as estimativas obtidas no Teorema 2.8 com o objetivo de provar
que uma união de vários eventos ocorre com probabilidade no máximo p, para um valor apro-
priado de p. A função H definida abaixo e as estimativas que obteremos ajudam tal processo e
serão usadas nos enunciados e provas dos Teoremas 4.6 e 4.9.

Lema 2.12. Para µ > 0 e 0 < p < 1, a função definida por

δ = H(µ, p) =


8 · ln(p−1)

µ

/
ln
(

ln(p−1)
µ

)
se µ ≤ ln(p−1)/e,

8 se µ > ln(p−1)/e e 6
µ ln(µ+ p−1) > 1√

6
µ ln(µ+ p−1) se µ > ln(p−1)/e e 6

µ ln(µ+ p−1) ≤ 1,

(2.4)

satisfaz dδµe ·G(µ, δ) ≤ p, onde G(µ, δ) é a função da Definição 2.6.

Note que, sob as condições do segundo caso de (2.4),

1 ≤
√

6

µ
ln(µ+ p−1) <

√
6

µ
ln(µ+ eeµ) ≤

√
6(1 + e),

pois a função x 7→ 1
x ln(x + eex) é decrescente e tende a 1 + e quando x tende a 0. Assim, nos

últimos dois casos de (2.4), H(µ, p) = O
(√

(1/µ) ln(µ+ p−1)
)
.

Demonstração. O máximo da função (lnx)/x no domínio x > 0 é atingido quando x = e. Por
isso, no caso µ ≤ ln(p−1)/e, vale que δ ≥ 8e ≥ 1. Além disso,

ln

(
x

lnx

)
= ln(x) ·

(
1− ln lnx

lnx

)
≥ ln(x) ·

(
1− 1

e

)
≥ ln(x)

2
.
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Em particular, tomando x = ln(p−1)/µ,

ln(δ) ≥ ln 8 +
1

2
ln

(
ln(p−1)

µ

)
≥ 2 +

1

2
ln

(
ln(p−1)

µ

)
.

Assim, pelo Lema 2.9,

G(µ, δ) ≤ exp

(
−δ ln(δ)

2
µ

)
≤ e−δµ · exp

(
−2 ln(p−1)

)
= e−δµ · p2.

Usando que dxee−x ≤ (x+ 1)e−x ≤ 1, temos que

dδµe ·G(µ, δ) ≤ dδµee−δµ · p2 ≤ p2 ≤ p.

Suponha agora que µ > ln(p−1)/2. Para o segundo caso, onde δ = 8, uma verificação numérica
mostra que

G(δ, µ) = e(δ−(1+δ) ln(1+δ))µ ≤ e−(δ+e)µ.

Assim, usando novamente que dxee−x ≤ (x+ 1)e−x ≤ 1 (pois 1 + x ≤ ex), temos

dµδeG(µ, δ) ≤ dµδee−(δ+e)µ ≤ e−eµ ≤ p,

como desejado. Finalmente, se µ > ln(p−1)/2 e 6
µ ln(µ+ p−1) ≤ 1, temos por (2.2) que

G (µ, δ) ≤ e−δ2µ/3 =
(
µ+ p−1

)−2
.

Assim, como dµe ≤ µ+ 1 e p−1 > 1,

dµδeG (µ, δ) ≤ dµe
(
µ+ p−1

)−2
≤ µ+ 1

µ+ p−1
· 1

µ+ p−1
<
µ+ 1

µ+ 1
· 1

p−1
= p,

como queríamos.

2.5 Eventos monótonos

No Capítulo 5, lidaremos com a dependência entre os eventos através de uma desigualdade
de concentração conhecida como desigualdade FKG. Nessa seção, os espaços de probabilidade
serão espaços-produto, isto é, espaços de probabilidade (Ω,F ,P) onde Ω = {0, 1}`. Dados os
vetores binários ~a = (a1, a2, · · · , al) e ~b = (b1, b2, · · · , b`) de Ω, a relação ~a � ~b vale se ai ≤ bi

para todo 1 ≤ i ≤ `.

Definição 2.13. Um evento A é crescente se, para quaisquer ~a ∈ A e ~b ∈ Ω tais que ~a � ~b, vale
que ~b ∈ A.

Definição 2.14. Um evento A é decrescente se, para quaisquer ~a ∈ A e ~b ∈ Ω tais que ~b � ~a,
vale que ~b ∈ A.

Definição 2.15. Uma função µ : L → R+, onde L é um reticulado finito, é chamada log-
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supermodular se
µ(x)µ(y) ≤ µ(x ∨ y)µ(x ∧ y),

para todo x, y ∈ L

Teorema 2.16. Seja L um reticulado finito, e seja µ : L → R+ uma função log-supermodular.
Então, para qualquer par de funções crescentes f, g : L→ R+ temos que∑

x∈L
µ(x)f(x)

∑
x∈L

µ(x)g(x)

 ≤
∑
x∈L

µ(x)f(x)g(x)

∑
x∈L

µ(x)

 .

Demonstração. Uma prova para este teorema pode ser encontrada em [1, Teorema 6.2.1].

Observação 2.17. No caso que f é crescente e g é decrescente (ou vice-versa), vale a desigual-
dade oposta:∑

x∈L
µ(x)f(x)

∑
x∈L

µ(x)g(x)

 ≥
∑
x∈L

µ(x)f(x)g(x)

∑
x∈L

µ(x)

 .

Observação 2.18. A interseção de eventos crescentes é crescente e a interseção de eventos
decrescentes é decrescente.

Teorema 2.19. (Desigualdade FKG) Seja (Ω,F ,P) um espaço-produto.

(a) Sejam A e B eventos ambos crescentes ou ambos decrescentes. Então P (A | B) ≥ P (A).

(b) Seja I um evento crescente e D um evento decrescente.

Então P (I | D) ≤ P (I) e P (D | I) ≤ P (D).

Demonstração. Dada f : Ω→ R+, definimos 〈f〉 por

〈f〉 =

∑
x∈A f (x)µ (x)∑

x∈A µ (x)
,

〈g〉 =

∑
x∈A g (x)µ (x)∑

x∈A µ (x)
,

〈fg〉 =

∑
x∈A f (x) g (x)∑

x∈A µ (x)
.

Se f , g são ambos não decrescente ou não crescente temos que, pelo Teorema 2.16,

〈fg〉 ≥ 〈f〉〈g〉,

e se f é não decrescente e g é não crescente ou vice versa pela Observação 2.17, então

〈fg〉 ≤ 〈f〉〈g〉.

Por hipótese temos que Ii é não decrescente para todo i ∈ [t]. Então se Ii é não decrescente para
~a e ~a � ~b, por definição, Ii é não decrescente para ~b. Logo

∧
j∈S Ij é não decrescente para ~a. Se

~a � ~b então
∧
j∈S Ij é não decrescente para b.
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Analogamente para Dj que é não crescente para todo i ∈ [t], por definição, se Di é não
crescente para ~a e ~b � ~a então Di é não crescente para ~b. Logo

∧
j∈S Dj é não crescente para ~a,

e daí se ~b � ~a então
∧
j∈S Dj é não crescente para ~b, ou seja,

∧
j∈S Dj é não crescente.

Agora seja µ ≡ 1 e f uma função característica de Ii e g uma função característica de
∧
j∈S Ij

então,

〈f〉 = P (Ii) =

∑
x∈Ii f (x)µ (x)∑

x∈Ii µ (x)

〈g〉 = P

∧
j∈S

Ii

 =

∑
x∈Ii g (x)µ (x)∑

x∈Ii µ (x)

〈fg〉 = P

Ii ∧ ∧
j∈S

Ij

 =

∑
x∈Ii∧

∧
j∈S

f (x) g (x)µ (x)∑
x∈Ii∧

∧
j∈S

µ (x)
.

Agora de forma análoga, seja f1 uma função característica de Di e g1 uma função característica
de
∧
j∈S Dj então,

〈f1〉 = P (Di) =

∑
x∈Di f1 (x)µ (x)∑

x∈Di µ (x)
,

〈g1〉 = P

∧
j∈S

Dj

 =

∑
x∈
∧
j∈S Dj

g1 (x)µ (x)∑
x∈
∧
j∈S

µ (x)
,

〈f1g1〉 = P

Di ∧
∧
j∈S

Dj

 =

∑
x∈Di∧

∧
j∈S Dj

g1 (x) f1 (x)µ (x)∑
x∈Di∧

∧
j∈S Dj

µ (x)
.

Além disso temos que

〈f1g〉 = P

Di ∧
∧
j∈S

Ij

 =

∑
x∈Di∧

∧
j∈S Ij

f1 (x) g (x)µ (x)∑
x∈Di∧

∧
j∈S Ij

µ (x)

〈fg1〉 = P

Ii ∧ ∧
j∈S

Dj

 =

∑
x∈Ii∧

∧
j∈S Dj

f (x) g1 (x)µ (x)∑
x∈Ii∧

∧
j∈S Dj

µ (x)
.

1. Queremos demostrar: P
(
Ii

∣∣∣ ∧j∈S Ij

)
≥ P (Ii)

Temos

P

Ii ∧ ∧
j∈S

Ij

 = 〈fg〉 ≥ 〈f〉〈g〉 = P (Ii)P

∧
j∈S

Ij

 ,

então
P
(
Ii ∧

∧
j∈S Ij

)
P
(∧

j∈S Ij

) ≥ P (Ii)⇒ P

Ii
∣∣∣∣∣∣
∧
j∈S

∧
j∈S

Ij

 ≥ P (Ii) .

Asim como queríamos.
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2. Queremos demostrar: P
(
Di

∣∣∣ ∧j∈S Dj

)
≥ P (Di).

P

Di ∧
∧
j∈S

Dj

 = 〈f1g1〉 ≥ 〈f1〉〈g1〉 = P (Di)P

∧
j∈S

Dj

 ,

então
P
(
Di ∧

∧
j∈S Dj

)
P
(∧

j∈S Dj

) ≥ P (Di)⇒ P

Di

∣∣∣∣∣∣
∧
j∈S

Dj

 ≥ P (Di) .

Obtendo o desejado, os casos 3 e 4 são de forma análoga.
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Capítulo 3

Lema Local de Lovász e Extensões

3.1 Visão geral

O Lema Local de Lovász é um resultado para provar que, sob certas condições, interseções de
eventos “pouco dependentes” entre si ocorrem com probabilidade positiva. Ele foi originalmente
provado em 1973 por László Lovász e Paul Erdős em [4], e frequentemente dá as melhores cotas
conhecidas para vários resultados de existência em Combinatória (por exemplo, para números
de Ramsey e Van der Waerden).

Nesse capítulo, veremos o caso geral e o caso simétrico do lema, com provas baseando-se
em [1, Capítulo 5]. Além disso, veremos uma variação do lema provada em [15] que enfraquece
as hipóteses de dependência dos eventos.

3.2 Lema Local de Lovász

Definição 3.1 (Digrafo de dependência). Um grafo direcionado D = (V,E) no conjunto de
vértices V = {1, 2, 3, . . . , n} é chamado digrafo de dependência para os eventos A1, A2, . . . , An se
para cada i, 1 ≤ i ≤ n, o evento Ai é mutuamente independente da coleção {Aj : j 6= i, (i, j) /∈
E}.

Lema 3.2 (Lema Local de Lovász, caso geral). Suponha que D = (V,E) é um digrafo de depen-
dência para os eventos acima e suponha que existem números reais x1, . . . , xn tal que 0 ≤ xi < 1

e P (Ai) ≤ xi
∏

(i,j)∈E(1− xi) para todo 1 ≤ i ≤ n. Então

P

 n∧
i=1

Ai

 ≥ n∏
i=1

(1− xi) .

Em particular, com probabilidade positiva nenhum evento Ai ocorre.

Demonstração. Faremos a demonstração por passos. Note primeiro que

P

 n∧
i=1

Ai

 =
(
1− P (A1)

)(
1− P

(
A2

∣∣∣ A1

))
· · ·

1− P

An
∣∣∣∣∣∣
n−1∧
i=1

Ai


 (3.1)



31

Assim, para provar o lema, iremos mostrar que, para todo S ⊂ {1, . . . , n},

P

Ai
∣∣∣∣∣∣
∧
j∈S

Aj

 ≤ xi. (3.2)

A prova dessa afirmação será por indução em s = |S|. Para s = 0, a afirmação vale por vacuidade,
pois não há i 6∈ S. Para o passo indutivo, suponha que a afirmação é válida para conjuntos de
tamanho menor que s. Tome um S de tamanho s, fixe um i 6∈ S e defina

S1 = {j ∈ S : (i, j) ∈ E} e S2 = S \ S1.

Então, podemos calcular

P

Ai
∣∣∣∣∣∣
∧
j∈S

Aj

 =
P
(
Ai ∧

∧
j∈S1

Aj ∧
∧
`∈S2

A`

)
P
(∧

j∈S1
Aj ∧

∧
`∈S2

A`

) =
P
(
Ai ∧

∧
j∈S1

Aj

∣∣∣ ∧`∈S2
A`

)
P
(∧

j∈S1
Aj

∣∣∣ ∧`∈S2
A`

) . (3.3)

Para cotar o numerador do lado direito, observemos que como Ai é mutuamente independente
da coleção {A` : ` ∈ S2}, então

P

Ai ∧ ∧
j∈S1

Aj

∣∣∣∣∣∣
∧
`∈S2

A`

 =
P
(
Ai ∧

∧
j∈S1

Aj ∧
∧
`∈S2

A`

)
P
(∧

`∈S2
A`

) ≤
P
(
Ai ∧

∧
`∈S2

A`

)
P
(∧

`∈S2
A`

) = P (Ai) .

Assim, pela hipótese do lema,

P

Ai ∧ ∧
j∈S1

Aj

∣∣∣∣∣∣
∧
`∈S2

A`

 ≤ xi ∏
(i,j)∈E

(
1− xj

)
. (3.4)

O denominador de (3.3), por outro lado, pode ser limitado por hipótese indutiva. Se |S1| = 0

então o denominador é 1 e segue-se o solicitado. Se S1 = {j1, . . . , jr}, então

P

 r∧
i=1

Aji

∣∣∣∣∣∣
∧
`∈S2

A`

 =

r∏
i=1

P

Aji
∣∣∣∣∣∣
i−1∧
k=1

Ajk ∧
∧
`∈S2

A`

 (3.5)

=
r∏
i=1

1− P

Aji
∣∣∣∣∣∣
i−1∧
k=1

Ajk ∧
∧
`∈S2

A`


 .

Como todos os termos do produtório estão condicionados a menos de |S| eventos, podemos aplicar
a hipótese indutiva para concluir que

P

Aj1 ∧Aj2 ∧ · · · ∧Ajr
∣∣∣∣∣∣
∧
`∈S2

A`

 ≥ (1− xj1) · · · (1− xjr) =
∏

(i,j)∈E

(
1− xj

)
. (3.6)
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Substituindo (3.4) e (3.6) em (3.3) temos que

P

Ai
∣∣∣∣∣∣
∧
j∈S

Aj

 ≤ xi
∏(

1− xj
)∏(

1− xj
) = xi.

Combinando as equações (3.1) e (3.2), obtemos

P

 n∧
i=1

Ai

 ≥ n∏
i=1

(1− xi) > 0,

o que conclui a prova do lema.

Corolário 3.3 (Lema local de Lovász, caso simétrico). Sejam E1, . . . , En eventos em um espaço
de probabilidade. Suponhamos que cada evento Ei é mutuamente independente a todos os Ej,
exceto em d eventos, e que P (Ei) ≤ p para todo 1 ≤ i ≤ n. Se ep (d+ 1) ≤ 1, então

P

 n∧
i=1

Ei

 > 0.

Demonstração. Se d = 0 então os eventos são independentes por hipótese. Assim,

P

 n∧
i=1

Ei

 =

n∏
i=1

P
(
Ei

)
=

n∏
i=1

(
1− P (Ei)

)
≥ (1− p)n ≥

(
1− 1

e

)n
> 0.

Se d ≥ 1, então existe um digrafo de dependência D = (V,E) para os eventos E1, E2, . . . , En

tal que |{j : (i, j) ∈ E}| ≤ d. Tome xi = 1/(d + 1) < 1 para todo i. Usando o fato que para
qualquer d ≥ 1 vale (

1− 1

d+ 1

)d
>

1

e
,

temos que

xi

d∏
i=1

(1− xi) =

(
1− 1

d+ 1

)d 1

d+ 1
≥ 1

e
· 1

d+ 1
≥ p ≥ P (Ei) .

Assim, podemos aplicar o Lema 3.2 então

P

 n∧
i=1

Ei

 ≥ n∏
i=1

(1− xi) =

(
d

d+ 1

)n
> 0,

como desejado.

O exemplo a seguir foi extraído de [16] e é uma aplicação elementar do Lema Local de Lovász.

Exemplo 3.4. Suponha que Q1, . . . , Q11n sejam 11n pontos ao redor de um círculo coloridos
com n cores diferentes, de forma que cada cor seja aplicada a exatamente 11 pontos. Então há
como escolher um ponto de cada cor de modo que não selecionemos dois pontos adjacentes.

Para ver isso, escolha, para cada uma das n cores, um ponto dessa cor ao acaso (com proba-
bilidade 1/11). Os 11n eventos diferentes Ei que queremos evitar correspondem aos 11n pares
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de pontos adjacentes (Qi, Qi+1) no círculo, onde Q11n é adjacente a Q1. Para cada evento,

P (Ei) =


1

121 se Qi e Qi+1 têm cores diferentes,

0 caso contrário.
.

Assim, tomando pi = 1/121 para i = 1, . . . , 11n, temos que P (Ei) ≤ pi.
Dado um par (Qi, Qi+1) de pontos adjacentes, existem no máximo outros 21 pares de pontos

que usam a cor de Qi e 21 pares que usam a cor de Qi+1. Um evento Ei é mutuamente indepen-
dente de uma família E se as cores correspondentes aos pares de pontos em E não intersectarem
as cores dos pontos de Ei. Pelo raciocínio anterior, Ei é mutuamente independente de todos
exceto no máximo 42 outros eventos.

Tomando d = 42, e usando que ep(d+ 1) ≈ 0, 966 < 1, há uma probabilidade positiva (pelo
Corolário 3.3) de que nenhum dos eventos ruins ocorra, o que significa que, em particular, existem
n pontos não-adjacentes de cores diferentes.

Um importante fortalecimento do Lema Local de Lovász baseado em “cluster expansion” foi
desenvolvido na UFMG, como parte da tese de doutorado de Rodrigo Bissacot Proença [11].
Aplicada ao exemplo acima, tal versão melhorada do Lema Local de Lovász permite melhorar a
constante 11 para 8 no exemplo acima: Em qualquer coloração de 8n pontos num círculo que
use cada uma das n cores exatamente 8 vezes, é possível escolher um ponto de cada cor sem
selecionar dois pontos adjacentes.

3.3 Modificação do Lema Local de Lovász

Para aplicarmos o caso simétrico do Lema Local de Lovasz, precisamos que cada evento seja
mutuamente independente de todos exceto d outros. Assim, se houver muita dependência entre
os eventos e a probabilidade de cada evento for razoavelmente grande, torna-se impossível usar
o caso simétrico do Lema Local de Lovász. Apresentaremos uma solução parcial através de uma
extensão do Lema Local de Lovász que permite diminuir o valor de d utilizado. Vamos decompor
(ou codificar) cada evento em termo de um conjunto de variáveis aleatórias que toma valores reais
não negativos de tal modo que cada variável associada a um evento dependa somente de poucos
outros eventos. Majora-se a probabilidade de cada evento pela soma dos valores esperados das
variáveis aleatórias associadas ao evento. Se cada Ci,j depender de poucos Ek (os Ci,js podem
ser altamente dependentes entre si, bem como os Eis), veremos no Teorema 3.5 que ainda é
possível obter a mesma conclusão do Lema Local de Lovász. A demonstração de tal versão do
Lema Local de Lovász foi feita em [15].

Teorema 3.5. Dados os eventos E1, . . . , Em e denote, para I ⊂ [m], Z(I) =
∧
i∈I Ei. Suponha-

mos que para algum inteiro positivo d podemos definir para cada i ∈ [m] um número finito de
variáveis aleatórias Ci,1, Ci,2, . . . não-negativas satisfazendo:

(i) Qualquer Ci,j é mutuamente independente a todos exceto no máximo d eventos Ek, k 6= i,

(ii) Para todo I ⊂ [m] \ {i}, P
(
Ei
∣∣ Z(I)

)
≤
∑

j E
[
Ci,j

∣∣ Z(I)
]
,
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(iii) Para todo i ∈ [m], epi(d+ 1) ≤ 1, onde pi =
∑

j E
[
Ci,j

]
.

Então

P

∧
i

Ei

 ≥ ( d

d+ 1

)m
> 0.

Demonstração. Primeiramente vamos demonstrar, por indução em I, que

P
(
Ei
∣∣ Z(I)

)
≤ epi para todo i /∈ I. (3.7)

Se |I| = 0 então se tem pela hipótese (ii) que P
(
Ei
∣∣ Z(I)

)
= P (Ei) ≤ pi ≤ epi.

Para o passo indutivo, seja Si,j,I ⊂ I um conjunto, garantido pela hipótese (i), de tamanho
no máximo d tal que Ci,j é independente de {Ek : k ∈ I \ Si,j,I}. Se Si,j,I = ∅ então

E
[
Ci,j

∣∣ Z(I)
]

= E
[
Ci,j

]
visto que Ci,j são independentes dos Ek para k 6= i. Denotando S′i,j,I = I \ Si,j,I , temos pela
definição do esperança (no caso discreto, por simplicidade) que

E
[
Ci,j

∣∣ Z(I)
]

=
∑
x

xP
(
Ci,j = x

∣∣∣ Z(Si,j,I) ∧ Z(S′i,j,I)
)

=
∑
x

x
P
(
Ci,j = x ∧ Z(Si,j,I)

∣∣∣ Z(S′i,j,I)
)

P
(
Z(Si,j,I)

∣∣∣ Z(S′i,j,I)
)

≤
∑
x

x
P
(
Ci,j = x

∣∣∣ Z(S′i,j,I)
)

P
(
Z(Si,j,I)

∣∣∣ Z(S′i,j,I)
)

=
E
[
Ci,j

∣∣∣ Z(S′i,j,I)
]

P
(
Z(Si,j,I)

∣∣∣ Z(S′i,j,I)
) .

Vamos limitar o denominador da última igualdade. Para isso, seja Si,j,I = {`1, . . . , `s}. Então,
analogamente a (3.5), o denominador acima é

P
(
Z(Si,j,I)

∣∣∣ Z(S′i,j,I)
)

= P

 s∧
k=1

E`k

∣∣∣∣∣∣ Z(S′i,j,I)


=

s∏
k=1

P
(
E`k

∣∣∣∣ Z ({`1, . . . , `k−1} ∪ S′i,j,I
))

=
s∏

k=1

(
1− P

(
E`k

∣∣∣∣ Z ({`1, . . . , `k−1} ∪ S′i,j,I
)))

.

Por hipótese indutiva,

s∏
k=1

(
1− P

(
E`k

∣∣∣∣ Z ({`1, . . . , `k−1} ∪ S′i,j,I
)))

≥
s∏

k=1

(
1− ep`k

)
.
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Pela hipótese (iii), temos que

s∏
k=1

(
1− ep`k

)
≥
(

1− 1

d+ 1

)s
≥
(

1− 1

d+ 1

)d
>

1

e
.

onde a última igualdade ocorre pois
(

1− 1
x+1

)x
decresce a 1/e quando x→∞. Assim, usando

que Ci,j é independente de Z(S′i,j,I) por definição,

E
[
Ci,j

∣∣∣ Z(S′i,j,I)
]

P
(
Z(Si,j)

∣∣∣ Z(S′i,j,I)
) ≤ eE [Ci,j ∣∣∣ Z(S′i,j,I)

]
= eE

[
Ci,j

]
.

Combinando os resultados e usando as hipóteses (ii) e (iii), obtemos que

P
(
Ei
∣∣ Z(I)

)
≤
∑
j

E
[
Ci,j

∣∣ Z(I)
]
≤ e

∑
j

E
[
Ci,j

]
= epi,

provando (3.7) por indução. Para concluir a prova do lema, note que

P

 ∧
i∈[m]

Ei

 = P
(
E1

)
P
(
E2

∣∣∣ E1

)
P
(
E3

∣∣∣ E1 ∧ E2

)
· · · P

Em
∣∣∣∣∣∣
m−1∧
i=1

Ei


=
∏
i∈[m]

(
1− P

(
Ei

∣∣∣ Z ([i− 1]
)))

≥ (1− epi)m ≥
(

1− 1

d+ 1

)m
> 0,

onde a primeira desigualdade segue de (3.7). Isso conclui a prova do lema.
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Capítulo 4

Problemas Minimax

Neste capítulo vamos abordar a problemas inteiros minimax (MIP), dados na Definição 4.3.
Para isso vamos garantir pelo Teorema 4.6 que dado um MIP, arredondar aleatoriamente uma
solução da relaxação linear produz uma solução viável (sem aumentar muito o valor da função ob-
jetivo) com probabilidade positiva. Para fazer a demonstração, vamos precisar dos Teoremas 3.5
e 2.8.

A qualidade da aproximação no Teorema do Teorema 4.6 dependerá do máximo número
de linhas não nulas num “bloco de colunas” da matriz A, denotado por t. No Teorema 4.9,
substituiremos tal dependência por um outro parâmetro, o máximo número de linhas não nulas
numa coluna da matriz A, fornecendo um fator de aproximação muito melhor.

Ambos os teoremas usam a função H definida em 2.12 para quantificar a qualidade da
aproximação.

4.1 Definição de problemas minimax (MIP)

Comecemos com um exemplo de um problema de otimização.

Exemplo 4.1. Seja um grafo não direcionado G = (V,E), dois conjuntos V1, V2 ⊂ V , uma
função ρ : V1 → V2 e, para cada i ∈ V1, um conjunto Pi de caminhos em G, cada um ligando i
a ρ(i). Para todo i, queremos escolher um caminho pi ∈ Pi tal que o número máximo de vezes
que qualquer aresta de G é usada seja minimizado.

Para modelar o problema acima, podemos criar variáveis xi,j indicadoras correspondentes a
escolher o j-ésimo caminho de Pi. A definição abaixo fornece um jeito de se referir às colunas
de uma matriz A de um jeito compatível com os dois índices dos xi,j . Informalmente, as colunas
da matriz serão divididas em n blocos, onde o primeiro bloco consiste das primeiras `1 colunas,
o segundo bloco das próximas `2 colunas, e assim por diante.

Definição 4.2. Dados n ∈ N e inteiros positivos `1, . . . , `n inteiros positivos, denote N =∑n
i=1 `i. Para uma matriz A ∈ Rm×N , a notação Ai,(r,s) (“linha i e s-ésima coluna do r-ésimo

bloco”) refere-se ao elemento na posição com coordenadas
(
i, s+

∑
r′<r `r′

)
. Além disso, dados

valores (xi,j : i ∈ [n], j ∈ [`i]), denotamos por x o vetor N -dimensional dado por

x =
(
x1,1, . . . , x1,`1 , x2,1, . . . , x2,`2 , . . . , xn,1, . . . , xn,`n

)
.
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A notação Ax, portanto, representa um vetor-coluna com m entradas dado por

(Ax)i =

N∑
j=1

Ai,jxj =

n∑
r=1

`r∑
s=1

Ai,(r,s)xr,s.

Com essa notação, podemos definir os problemas inteiros minimax (MIP).

Definição 4.3 (MIP). Seja (`i)
n
i=1 uma sequência de inteiros positivos e N =

∑
i∈[n] `i. Dadas

as variáveis {xi,j : i ∈ [n], j ∈ [`i]}, uma variável extra W e uma matriz A ∈ [0, 1]m×N , um
programa inteiro minimax (MIP) é da forma

minimizar W

sujeito a
∑`i

j=1 xi,j = 1, 1 ≤ i ≤ n
Ax ≤ ~W

no domínio xi,j ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ `i
W ∈ R≥0

,

onde ~W denota o vetor m-dimensional (W, . . . ,W )ᵀ e Ax ≤ ~W denota que cada componente do
vetor Ax é menor ou igual a W .

Observe que, apesar do lado direito da desigualdade Ax ≤ ~W conter uma variável, esse ainda
é um programa linear. Para convertê-lo para uma forma mais tradicional, basta colocar uma
coluna a mais na matriz A (com entradas iguais a −1) correspondente à variável W .

Definição 4.4. Denotamos por g = g(A) como a maior soma de uma coluna de A, e a = a(A)

como o número máximo de entradas não nulas de uma coluna de A. Além disso, definimos

tr =

∣∣∣∣{1 ≤ i ≤ n : Ai,(r,s) 6= 0 para algum 1 ≤ s ≤ `r
}∣∣∣∣ ,

o número de linhas que possuem alguma entrada não-nula em alguma das colunas correspondentes
ao r-ésimo bloco de variáveis, e

t = t(A) = max
1≤r≤n

tr. (4.1)

Como as entradas de A estão entre 0 e 1, vale que

g ≤ a ≤ t ≤ min{m, a ·max
i∈[n]

`i}. (4.2)

Observação 4.5. Podemos formular o problema do exemplo 4.1 como um MIP. Seja m = |E|,
n = |V1|, e `i = |Pi|, para 1 ≤ i ≤ n. A variável xi,j será a variável indicadora correspondente
a escolher o j-ésimo caminho de Pi. Se E = {e1, . . . , ek}, a matriz A será dada por ak,(i,j) = 1

se o j-ésimo caminho de Pi contém a aresta ek e ak,(i,j) = 0 caso contrário. Assim, a condição
Ax ≤ ~W é equivalente a dizer que nenhuma aresta do grafo é usada mais de W vezes.

4.2 Arredondamento aleatório para MIPs

O resultado abaixo fornece boas soluções inteiras se o parâmetro t do MIP satisfaz t � m.
Além disso, ele será utilizado na prova do Teorema 4.9. Sua prova se baseia na decomposição
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fornecida pelo Lema 2.8 parte (b) e na variação do Lema Local de Lovász provada no Teorema 3.5.
A relaxação linear de umMIP é o programa linear obtido trocando-se as restrições xi,j ∈ {0, 1}

por restrições xi,j ≥ 0 (a restrição xi,j ≤ 1 não é necessária porque
∑

j xi,j = 1 para todo i).
Existem algoritmos eficientes para resolver programas lineares como esse (ver, por exemplo, [9]).

Teorema 4.6 (Teorema 4.2 de[15]). Dado um MIP em conformidade com a Definição 4.3, seja
y∗ é o valor ótimo da função objetivo para a relaxação linear. Então existe solução inteira com
valor no máximo

y∗ +
⌈
min{y∗,m} ·H

(
min{y∗,m}, 1/(et)

)⌉
,

onde H é como definida no Lema 2.12.

Demonstração. Seja x∗ uma solução ótima da relaxação linear do MIP, e y∗ o valor correspon-
dente da função objetivo. Por definição de MIP, vale que

Ax∗ ≤ ~y∗, (4.3)

onde ~y∗ = y∗(1, . . . , 1)ᵀ é um vetor m-dimensional. No nosso caso, é possível provar que a
relaxação linear

minimizar W

sujeito a
∑`i

j=1 xi,j = 1, 1 ≤ i ≤ n
Ax ≤ ~W

xi,j ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ `i

admite uma ótimo básico, isto é, uma solução em que um conjunto de N restrições linearmente
independentes (dentre todas as N + m + n restrições) vale com igualdade (ver Definição 4.4.2
de [9]). Deduz-se que no máximo m + n das coordenadas são não-nulas numa solução básica.
Iremos supor que x∗ tem essa propriedade. Defina

n1 =

∣∣∣∣{1 ≤ i ≤ n : 0 < x∗i,j < 1 para algum 1 ≤ j ≤ `i
}∣∣∣∣ ,

o número de “blocos” de coordenadas que possuem entradas fracionárias. Como as coordenadas
de cada bloco somam a 1, cada bloco possui pelo menos uma coordenada não-nula, e os blocos
contados por n1 possuem pelo menos duas coordenadas não-nulas. Como no máximo m + n

coordenadas são não-nulas, n1 + n ≤ m+ n, e portanto n1 ≤ m.
A seguir, iremos descrever um procedimento de arredondamento aleatório. Como os blocos

de x∗ sem entradas fracionárias não precisarão ser arredondados, daqui em diante iremos supor,
sem perda de generalidade, que tais blocos não existem. Como as entradas de A estão entre 0

e 1 e restam n1 ≤ m blocos, tal suposição implica em Ax∗ ≤ m, e portanto em y∗ ≤ m. Isso
explica o termo min{y∗,m} na fórmula do enunciado.

Nosso objetivo é mostrar que podemos arredondar a solução x∗ de modo a obter uma solução
inteira com a propriedade enunciada. Para fazer o arredondamento, lembre-se que

∑
j x
∗
i,j = 1;

definimos variáveis aleatórias auxiliares independentes Yi (i = 1, . . . , n) por P (Yi = j) = x∗i,j ,
para 1 ≤ j ≤ `i. Nossa solução arredondada z será então dada por

zi,j = χ(Yi = j).
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Em palavras, isso significa que, para cada i, arredondamos x∗i,Yi para 1 e as demais x∗i,j para 0,
onde Yi é uma coluna do i-ésimo grupo escolhida ao acaso. Com esse arredondamento, temos
que

E
[
zi,j
]

= P (Yi = j) = x∗i,j .

Seja y o valor da função objetivo para o arredondamento aleatório acima. Definindo

k =
⌈
y∗ ·H

(
y∗, 1/et

)⌉
,

queremos mostrar que P (y ≤ y∗ + k) > 0. Para isso, definindo para i = 1, . . . ,m,

Ei ≡
[
(Az)i > (Ax∗)i + k

]
,

temos que ∧
i∈[m]

Ei ≡
[
y ≤ y∗ + k

]
.

Nosso objetivo é aplicar o Teorema 3.5 para mostrar que P
(
∧mi=1Ei

)
> 0. Por (4.3), temos que

µi := E
[
(Az)i

]
= E

 n∑
j=1

`j∑
k=1

ai,(r,s)z(r,s)

 =

N∑
j=1

ai,jE
[
zj
]

=

N∑
j=1

ai,jx
∗
i,j = (Ax∗)i ≤ y∗. (4.4)

Definimos as variáveis aleatórias

Zi,r =
∑
s∈[`r]

Ai,(r,s)zr,s =
∑
s∈[`r]

Ai,(r,s)χ(Yr = s),

e observemos que, para cada i, as variáveis aleatórias {Zi,r : r ∈ [n]} em [0, 1] são independentes
pois Zi,r depende apenas da variável aleatória Yr. Assim temos que

Ei ≡

∑
r∈[n]

Zi,r ≥ (Ax∗)i + k

 .
Seja u =

(
n
k

)
e S = {X1, . . . , Xu} a família de todos os subconjuntos de tamanho k de [n].

Motivados pela prova do Teorema 2.8, definimos as variáveis aleatórias {Ci,j : i ∈ [m], j ∈ [u]}
por

Ci,j =
1(

µi+k
k

) ∏
v∈Xj

Zi,v,

de modo que Ci,j ∈ [0, 1] e

∑
j

Ci,j =
1(

µi+k
k

)Sk(Zi,1, . . . , Zi,n).
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Assim, pelo Teorema 2.8 com δi = k/µi,

P (Ei | Z) ≤
n∑
j=1

E
[
Ci,j

∣∣ Z] e P (Ei) ≤
n∑
j=1

E
[
Ci,j

]
≤ G(µi, δi).

Pelas definição de δi e usando que µi ≤ y∗ por (4.4),

G (µi, δi) = G

(
µi,

k

µi

)
≤ G

(
y∗,

k

y∗

)
. (4.5)

Como G(x, y) é decrescente na segunda variável pelo Lema 2.10, temos que

G

(
y∗,

k

y∗

)
≤ G

(
y∗, H

(
y∗, 1/et

))
. (4.6)

Finalmente, usando a definição de H,

G
(
y∗, H

(
y∗, 1/et

))
≤ 1⌈

y∗H
(
y∗, 1/et

)⌉ · 1

et
=

1

etk
. (4.7)

Combinando (4.5), (4.6) e (4.7), temos que

P (Ei) ≤
1

etk
=: pi,

Um dado Zi,r pode depender apenas dos eventos Ej tais que Aj,(r,s) 6= 0 para algum 1 ≤ s ≤ `r,
pois do contrário a variável Yr será multiplicada por zero. Lembrando de (4.1) e excluindo o caso
i 6= j, vemos que cada Zi,r é independente de todos exceto t − 1 eventos Ej . Assim, cada Ci,j ,
sendo produto de k fatores da forma Zi,r, é independente de todos exceto k(t − 1) eventos Ej .
Podemos então tomar d = k(t− 1) + 1 e calcular

epi(d+ 1) = epi(k(t− 1) + 1) =
(k(t− 1) + 1)

kt
= 1− 1

t
+

1

kt
≤ 1,

pois k ≥ 1. Pelo Teorema 3.5 temos que

P

 ∧
i∈[m]

Ei

 > 0.

como desejado.

Nosso próximo objetivo é substituir o parâmetro t no teorema acima pelo parâmetro a da
Definição 4.4. Para isso, vamos primeiro investigar no lema abaixo como a função H, definida
no Lema 2.12, se comporta com relação a esses parâmetros.

Lema 4.7. Para todo K0 ≥ 2 existe C > 0 com a seguinte propriedade. Sejam a, t, µ com
1 < a ≤ t. Se t ≤ max

{
µ7,K0, a

4
}
, então

H(µ, 1/et) ≤ C ·H(µ, 1/a).
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Demonstração. Lembre que a função H(µ, p) foi definida em (2.4) em casos. Ela satisfaz H ≥ 8e

no primeiro caso, H = 8 no segundo e H ≤ 6 no terceiro. Para µ fixo, passamos do primeiro
para o segundo para o terceiro caso a medida que aumentamos p. Dividimos em três casos de
acordo com a magnitude relativa dos parâmetros.
Caso 1: eeµ ≤ a ≤ et. Seja ϕ(x) = 8x/ lnx. Lembre que ϕ(x) ≥ 8e para todo x ≥ e. Além
disso, como lnx é crescente, vale que ϕ(kx) ≤ kϕ(x) para todo k ≥ 1. Queremos mostrar que

ϕ

(
ln(et)

µ

)
≤ Cϕ

(
ln(a)

µ

)
.

Se t ≤ a4, então

ϕ

(
ln(et)

µ

)
≤ ϕ

(
ln(a6)

µ

)
= ϕ

(
6 · ln(a)

µ

)
≤ 6 · ϕ

(
ln(a)

µ

)
.

Se t ≤ µ7, podemos usar que ϕ(x) é função crescente para x ≥ e, e que ln(eµ7)/µ ≤ 3, para
concluir que, se C ≥ 3/e,

ϕ

(
ln(et)

µ

)
≤ ϕ(3) < 8 · 3 ≤ C · (8e) ≤ Cϕ

(
ln(a)

µ

)
.

Se t ≤ K0, então, como ϕ é crescente e a ≥ 2,

ϕ

(
ln(et)

µ

)
≤ ϕ

(
ln(eK0)

µ

)
≤ ln(eK0)

ln 2
· ϕ

(
ln(a)

µ

)
.

Caso 2: a ≤ eeµ ≤ et. Nesse caso, observemos que 2 ≤ a ≤ eeµ implica que µ ≥ ln(2)/e ≥ 1/4.
Queremos mostrar que

8 · ln(et)

µ

/
ln

(
ln(et)

µ

)
≤ C

√
6

µ
ln(µ+ a).

Se t ≤ a4, então das hipóteses do caso concluímos que t ≤ e4eµ e a ≥ e(eµ−1)/4. Assim, é possível
mostrar que o lado esquerdo é no máximo uma constante e o lado direito é no mínimo uma
constante.

Se t ≤ µ7, então o lado esquerdo é no máximo uma constante. Além disso, como eeµ ≤ eµ7,
o que só pode ocorrer se µ ≤ 4, o lado direito é no mínimo uma constante.

Se t ≤ K0, temos que

8 · ln(et)

µ

/
ln

(
ln(et)

µ

)
≤ 8 ln(eK0)

µ
≤ C

√
1

µ
,

pois µ é limitado inferiormente.
Caso 3: a ≤ et ≤ eeµ. Para o terceiro caso de (2.4), queremos mostrar que√

1

µ
ln(µ+ et) ≤ C

√
1

µ
ln(µ+ a).
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Se t ≤ a4, então como 3a4 ≤ a6, temos

ln(µ+ et) ≤ ln(µ+ 3a4) ≤ ln(µ+ a6) ≤ ln
(

(µ+ a)6
)

= 6 ln (µ+ a)

Se t ≤ µ7, então, como C ≥
√

8 e a ≥ 2, o resultado desejado segue de

ln(µ+ et) ≤ ln(µ+ eµ7) ≤ ln
(

(µ+ 2)8
)

= 8 ln(µ+ 2).

Se t < K0, podemos cotar

ln(µ+ eK0) = ln(eK0/2) + ln

(
µ

eK0
+ 2

)
≤

(
1 +

ln(eK0/2)

ln 2

)
· ln(µ+ 2) ≤ C ln(µ+ a).

Antes de provarmos o resultado principal dessa seção usando o Teorema 4.6 e o Lema 4.7,
façamos uma rápida observação.

Observação 4.8. Se 0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ y ≤ 1/2, então

1 + x

1− y
= (1 + x)

(
1 +

y

1− y

)
≤ (1 + x)(1 + 2y) = 1 + x+ 2y + x(2y) ≤ 1 + 4 max(x, y).

Teorema 4.9 (Teorema 2.5 de [15]). Para qualquer MIP existe uma solução inteira de valor no
máximo y∗ +O(1) +O(min{y∗,m} ·H(min{y∗,m}, 1/a)), onde m e a estão na Definição 4.3 e
t é definido em (4.1).

Demonstração. Seja K0 uma constante suficientemente grande, e y∗ o valor da solução ótima da
relaxação linear. Podemos assumir, como no teorema anterior, que y∗ ≤ m. Seja K0 > 4 uma
constante a ser escolhida posteriormente; o Teorema 4.6 garante uma solução inteira de valor no
máximo

y∗ + dy∗ ·H(y∗, 1/et)e.

Podemos supor que
t > max

(
(y∗)7,K0, a

4
)
, (4.8)

pois do contrário o Lema 4.7 mostra que a conclusão do Teorema 4.6 é mais forte que o que
procuramos. Além disso, note que se y∗ < t−1/7, então vale que y∗ ≤ t−1/7 ≤ ln(et)/e para
t ≥ K0 > 4. Assim, a solução dada pelo Teorema 4.6 satisfaz os requisitos, pois

y∗ ·H(y∗, 1/et) ≤ 8 ln(et)

/
ln

(
ln(et)

y∗

)
≤ 8 · ln(et)

ln(t1/7 ln(et))
≤ 56 · ln(t) + 1

ln t
= O(1).

Iremos dividir em dois casos, de acordo com a magnitude de y∗.
Caso 1: t−1/7 < y∗ < 1. Na prova que iremos expor, vamos definir eventos ruins Ei e usar o
Teorema 2.8 para associar a cada evento ruim um número finito de variáveis aleatórias Ci,j não
negativas que verifiquem as hipóteses do Teorema 3.5. Seja

α =
log5 t

y∗
.
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Definimos x′i,j = αx∗i,j e geramos o vetor z arredondando cada coordenada de x′. Formalmente, z
é dado por zi,j = bx′i,jc+Xi,j , ondeXi,j ∈ {0, 1} e P

(
Xi,j = 1

)
= x′i,j−bx′i,jc. O arredondamento

aleatório satisfaz
µi := E

[
(Az)i

]
=
∑
j=1

ai,jE
[
zi,j
]

= α
(
Ax∗

)
i
≤ αy∗. (4.9)

Denote também
µ′i := µi − (Abx′c)i = E

[
(AX)i

]
. (4.10)

Iremos agora mostrar que as variáveis aleatórias (Az)i e
∑

i zi,j são concentradas. Para tal, seja
K1 > 0 suficientemente grande, e defina

k =
⌈
K1 log3 t

⌉
=

⌈
αy∗ · K1

log2 t

⌉
.

Os eventos ruins serão definidos por

Ei ≡
[
(Az)i > µi + k

]
i = 1, . . . ,m, (4.11)

Ei+m ≡


∣∣∣∣∣∣
∑
j

zi,j − α

∣∣∣∣∣∣ > K1 ·
√
α log t

 i = 1, . . . , n. (4.12)

Há forte dependência entre os eventos. Para lidar com tal situação, iremos decompor os Ei
(1 ≤ i ≤ m). Para isso, defina as variáveis aleatórias

Zi,(r,s) = Ai,(r,s)Xr,s.

Para um i fixo, as variáveis acima definidas são independentes, pois estamos arredondando cada
coordenada independentemente (ao contrário do Teorema 4.6). Relembrando (4.10), temos que

Ei ≡

∑
(r,s)

Zi,(r,s) > µ′i + k

 .
Seja u =

(
N
k

)
e S = {X1, . . . , Xu} a família de todos os subconjuntos de tamanho k de {(r, s) :

1 ≤ r ≤ n, 1 ≤ s ≤ `r}. Definimos as variáveis aleatórias {Ci,j : i ∈ [m], j ∈ [u]} por

Ci,j =
1(µ′i+k
k

) ∏
v∈Xj

Zi,v.

Como antes, cada Ci,j é um produto de k parcelas do tipo Zi,v. Temos que:

• Para 1 ≤ j ≤ m, um dado Zi,v pode depender apenas dos eventos Ej tais que Aj,v 6= 0.
Lembrando da Definição 4.4 e excluindo o caso i = j, temos a− 1 eventos nessa categoria.

• Para 1 ≤ j ≤ n, um dado Zi,v pode depender apenas dos eventos Em+i tais que (i, a) ∈ Xv

para algum a. Como |Xv| = k, temos k eventos nessa categoria.

Assim, Ci,j depende de no máximo k(a + k − 1) eventos ruins. Além disso, para 1 ≤ i ≤ m,
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definimos Cm+i,1 = χ(Em+i). Um raciocínio análogo mostra que cada Cm+i,1, depende de no
máximo t dos Eis pois, para r fixo, as variáveis z(r,s) são independentes dos Ei correspondentes
a linhas que só tem zeros no r-ésimo grupo.

Pelo Teorema 2.8 com δi = k/µi e pela Proposição 2.11 (lembrando que µ′i ≤ µi ≤ αy∗

por (4.9) e (4.10)), temos que

P (Ei) ≤ G

(
µ′i,

k

µ′i

)
≤ G

(
αy∗,

k

αy∗

)
.

Pelo Lema 2.9 com µ = αy∗ e δ = k/αy∗,

G

(
αy∗,

k

αy∗

)
≤ exp

−min

{
δµ

3
,
δ2µ

3

} ≤ exp

(
−1

3
min

{
K1 log3 t, (K1)2 log t

})
.

Assim, temos que P (Ei) < t−K1/3. Segue-se que, se K1 for maior que uma constante absoluta,

epi (d+ 1) = et−K1/3k (t+ k − 1) ≤ 1.

Pelo Teorema 3.5 temos que P
(∧

i=1Ei

)
> 0. Podemos então fixar uma realização de z tal

que nenhum dos Ei ocorra. Como as desigualdades em (4.12) não valem e z tem coordenadas
inteiras, para cada i existem no máximo α+K1

√
α log t valores de j tal que zi,j é não-nulo. Além

disso, se definirmos x′′ por

x′′i,j =
1∑
k zi,k

· zi,j ,

temos que, usando que (4.11) e (4.12) não valem,

(Ax′′)i =
1∑
k zi,k

(Az)i ≤
µi + k

α−K1
√
α log t

≤
y∗
(

1 + K1

log2 t
+ 1

αy∗

)
1−K1

√
(log t)/α

Pela Observação 4.8 e usando que 1/(log2 t) ≥
√

(log t)/α),

y∗
(

1 + K1

log2 t
+ 1

αy∗

)
1−K1

√
(log t)/α

≤ y∗
(

1 +
6K1

log2 t

)
.

Resumindo: Começando com um vetor x∗ com valor objetivo y∗, obtemos um novo vetor x′′ com
valor objetivo (y′′)∗ que satisfaz

(y′′)∗ ≤ y∗
(

1 +
6K1

log2 t

)
(4.13)

tal que no máximo
α+K1

√
α log t = O(α)

coordenadas de x′′ são não nulas. Portanto, se eliminarmos da matriz A as colunas correspon-
dentes às entradas nulas de x′′, teremos um novo MIP em que `i = O(α) para todo i. Podemos
tomar o vetor x′′ sem as entradas não-nulas como uma solução da relaxação linear do novo pro-
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blema, lembrando que o valor objetivo de tal solução satisfaz 4.13. Qualquer solução inteira do
novo problema pode ser transformada numa solução inteira do MIP original colocando zeros nas
posições apropriadas. Além disso, lembrando de (4.2), vemos que o novo MIP satisfaz t = O(aα).
Assim, por (4.8), tnovo = O(t1/4+1/7 log5 t), e portanto tal procedimento reduziu o valor de t.

Para resolver o novo MIP, iteraremos o procedimento até que (4.8) seja falsa (ou seja, até
podermos aplicar o Teorema 4.6 para obter uma solução inteira diretamente). Para entender como
as várias alteram o valor da função objetivo, seja A(i) a matriz da i-ésima iteração (A(0) = A);
definiremos a sequência

t0 = t,

ti+1 = t
1/4+1/7
i log5 ti.

Pelas considerações anteriores, t(A(i)) ≤ ti. Seja L o primeiro índice tal que tL ≤ K0; por causa
de (4.8), iremos fazer no máximo L iterações. Se K0 é grande o suficiente, então para i < L,

log ti+1 =
11

28
log ti + 5 log(log ti)) ≤

log ti
2

.

Assim, L ≤ log2 log t. Podemos reescrever a equação acima e obter

1

log2 ti
≤ 1

4
· 1

log2 ti+1

.

Combinando tal decaimento com (4.13), o valor objetivo final é no máximo

y∗
L−1∏
i=0

(
1 +

6K1

log2 ti

)
≤ y∗ exp

L−1∑
i=0

6K1

log2 ti

 ≤ y∗ exp

 6K1

log2 tL

L∑
i=1

1

4i

 ≤ y∗ exp

(
6K1

log2K0

)
.

(4.14)
Logo, o vetor obtido depois das iterações tem valor objetivo no máximo y∗ + O(1), e não satis-
faz (4.8); assim, uma aplicação do Teorema 4.6 fornece uma solução de valor

y∗ +O(1) + C ·H(y∗ +O(1), 1/a),

pelo Lema 4.7. Para concluir a prova, observamos que H é decrescente na primeira variável.
Caso 2: 1 ≤ y∗ < t1/7. Tomamos

α =
(
y∗
)2

(log5 t)

e para um K1 suficientemente grande definimos

k =
⌈
K1(y∗)3/2 log3 t

⌉
=

⌈
αy∗ · K1

(y∗)3/2 log2 t

⌉
.

Definindo os eventos Ei como anteriormente, obtemos pelo mesmo argumento que

P (Ei) ≤ G
(
αy∗,

k

αy∗

)
.
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Pelo Lema 2.9 com µ = αy∗ e δ = k/αy∗,

G

(
αy∗,

k

αy∗

)
≤ exp

−min

{
δµ

3
,
δ2µ

3

} ≤ exp

(
−1

3
min

{
K1(y∗)3/2 log3 t,K2

1 log t
})

.

Pelo Teorema 3.5 temos que P
(∧

i=1Ei

)
> 0. Podemos então tomar um z para o qual nenhum

dos eventos ruins vale e normalizá-lo, como antes, para obter um vetor x′′ que satisfaz

(Ax′′)i ≤
µi + k

α−K1
√
α log t

≤
y∗
(

1 + K1

(y∗)3/2 log2 t
+ 1

αy∗

)
1−K1

√
(log t)/α

.

Pela Observação 4.8 e usando que 1/((y∗)3/2 log2 t) ≤
√

(log t)/α = 1/(y∗ log2 t) (o contrário do
caso anterior!), temos que

y∗
(

1 + K1

(y∗)3/2 log2 t
+ 1

αy∗

)
1−K1

√
(log t)/α

≤ y∗
(

1 +
6K1

y∗ log2 t

)
.

Deletando colunas de A correspondentes a zeros de x′′, como antes, obtemos um novo MIP
que satisfaz tnovo = O(aα) = O(t1/4+2/7 log5 t). Como 1/4 + 2/7 < 1, o mesmo decaimento
exponencial de log ti do caso anterior continua ocorrendo. Assim, depois de todas as iterações,
o análogo de (4.14) é que o valor final da função objetivo é no máximo

y∗
L−1∏
i=0

(
1 +

6K1

y∗ log2 ti

)
≤ y∗ exp

(
6K1

y∗ log2K0

)
.

Como ex ≤ 1 + 2x se 0 ≤ x ≤ 1, vemos que

y∗ exp

(
6K1

y∗ log2K0

)
= y∗ +O(1).

Assim, as iterações não mudam o valor da função objetivo por mais que uma constante. Uma
aplicação do Teorema 4.6, como antes, completa a prova.
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Capítulo 5

Problemas de cobertura

Vamos fazer com essas ideias as definições multicritérios de forma geral CIP dada pela Defini-
ção 5.1. Os principais resultados são os Teoremas 5.16, sobre boas aproximações para CIPs e um
teorema análogo (Teorema 5.19). Para isso, usaremos o Lema 5.8. Além disso, desenvolveremos
uma versão algorítmica do resultado.

Definição 5.1 (Programa inteiro de cobertura (CIP)). Dado A ∈ [0, 1]m×n, b ∈ [1,∞)m e
c ∈ [0, 1]n com maxj cj = 1, um programa inteiro de cobertura (CIP) é um programa da forma

minimizar cᵀ · x
sujeito a Ax ≥ b

xi ∈ Z≥0, 1 ≤ i ≤ n.

Se A ∈ {0, 1}m×n, suporemos também que b é um vetor de inteiros assume valores inteiros.
Definimos B = mini bi e a como o máximo número de entradas não-nulas em qualquer coluna de
A. Um CIP é chamado sem peso se cj = 1 para todo j, e ponderado caso contrário.

Exemplo 5.2 (Cobertura de um hipergrafo por arestas). Seja H =
(
V, E = {e1, . . . , em}

)
um

hipergrafo. O problema de cobertura por arestas consiste em encontrar o menor número de
arestas cuja união é V . O CIP que o modela tem uma variável para cada aresta e uma inequação
para cada vértice, e é dado por:

minimizar
m∑
i=1

xi

sujeito a Ax ≥ (1, . . . , 1)ᵀ

xi ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ m,

onde

A =
(
ai,j
)

=

1 se vi ∈ ej
0 se vi /∈ ej

,

é a transposta da matriz de incidência de H. Para esse problema, o parâmetro a é o maior
número de vértices numa aresta de H.

Definição 5.3 (Arredondamento aleatório generalizado). Dado um vetor p = (p1, . . . , pn) ∈
[0, 1]n e um parâmetro α > 1, o arredondamento aleatório generalizado do vetor-solução x∗ é o
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vetor z dado por zj = bαx∗jc+Xj , ondeX1, . . . , Xn ∈ {0, 1} são variáveis aleatórias independentes
com P

(
Xj = 1

)
= pj .

Definição 5.4 (Arredondamento aleatório padrão). O arredondamento aleatório padrão é defi-
nido tomando-se pj = αx∗j − bαx∗jc no arredondamento aleatório generalizado.

Para o arredondamento aleatório padrão, vale que

E
[
zj
]

= bαx∗jc+ pj = αx∗j . (5.1)

Definição 5.5. A função g é dada por

g(B,α) =
(
α · e−(α−1)

)B
.

Frequentemente, a função g será aplicada com parâmetro B da Definição 5.1 e o α corres-
pondente a um arredondamento aleatório (ver Definição 5.3).

Observação 5.6. Por convexidade da função y 7→ ey, temos que 1 + y ≤ ey e portanto e−y ≤
1/(1 + y). Tomando y = x/(1 + x) e aplicando logaritmo, concluímos que

ln

(
1− x

1 + x

)
< − x

1 + x
.

Assim,

− ln(1 + x) = ln

(
1− x

1 + x

)
≤ − x

1 + x
.

Tal desigualdade será útil na demonstração do Lema 5.7.

Lema 5.7. Sejam Xj (1 ≤ j ≤ n) variáveis aleatórias correspondentes ao arredondamento
randomizado padrão com parâmetro α. Seja s o vetor dado por sj = bαx∗jc e X = (X1, · · · , Xn).
Para 1 ≤ i ≤ m, defina

µi = E [Ai ·X] , δi = 1− bi −Ai · s
µi

, Ei ≡ [Ai ·X < (1− δi)µi],

onde Ai denota a i-ésima linha da matriz A. Então

P (Ei) ≤
E
[
(1− δi)Ai·X

]
(1− δi)(1−δi)µi

≤ g (B,α) ,

onde B é como na Definição 5.1.

Demonstração. Note primeiro que δ ≥ 0, pois

µi +Ai · s = E [Ai ·X] +Ai · s = E
[
Ai(X + s)

]
= αAi · x∗ ≥ αbi. (5.2)

Além disso, podemos supor que δi < 1, pois do contrário o vetor s já é solução inteira do CIP, o
evento Ei não ocorre e a desigualdade é trivialmente satisfeita. Assim, iremos assumir que

bi −Ai · s > 0.
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Pela desigualdade de Markov,

P (Ei) = P
(

(1− δi)Ai·X ≥ (1− δi)(1−δi)µ
)
≤

E
[
(1− δi)Ai·X

]
(1− δi)(1−δi)µi

.

Denote P
(
Xj = 1

)
por pj . Como Aij , δi ∈ [0, 1], temos que (1− δi)Aij ≤ 1−Aijδi pela desigual-

dade de Bernoulli (Lema 1.10). Assim,

(1− pj) + pj(1− δi)Aij = 1 + pj((1− δi)Aij − 1) ≤ 1 + pj(−Aijδi) ≤ e−pjAijδi .

Podemos então calcular

E
[
(1− δi)Ai·X

]
=

N∏
j=1

E
[
(1− δi)AijXj

]
=

N∏
j=1

(
(1− pj) + pj(1− δi)Aij

)
≤ e−δiµi .

Para terminar a prova do teorema, portanto, basta mostrar que(
e−δi

(1− δi)(1−δi)

)µi
≤ g(B,α) =

(
α · e−(α−1)

)B
. (5.3)

Defina

ϕ(x) =
xbi−Ai·s

(bi −Ai · s)bi−Ai·s
ebi−x−Ai·s,

e observe que (
e−δi

(1− δi)1−δi

)µi
=

µbi−A·si

(bi −Ai · s)bi−Ai·s
ebi−µi−Ai·s = ϕ(µi). (5.4)

Note que a função ϕ(x) é decrescente para x > bi −Ai · s, pois

ϕ′(x) =
xbi−Ai·s

(bi −Ai · s)bi−Ai·s
ebi−x−Ai·s (bi −Ai · s− x) < 0.

Assim, lembrando de (5.2), temos que

ϕ(µi) ≤ ϕ(αbi −Ai · s). (5.5)

Defina então a função

ψ(y) =
(

(1 + y)(α−1)/y e−(α−1)
)bi

e observe que

ϕ(αbi −Ai · s) =

(
αbi −Ai · s

bi
−Ai · s

)bi−Ai·s
e−(α−1)bi = ψ

(
(α− 1)bi
bi −Ai · s

)
.

O próximo passo será mostrar que ψ é decrescente para y > 0, o que implicará

ψ

(
(α− 1)bi
bi −Ai · s

)
≤ ψ(α− 1) =

(
αe−(α−1)

)bi
. (5.6)
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Para isso, podemos calcular

lnψ(y) = (1− α) bi + (α− 1) bi
ln (1 + y)

y
,

e portanto, usando a Observação 5.6,

d

dy

(
lnψ(y)

)
= (α− 1) bi

 1
1+yy − ln (1 + y)

y2

 < 0,

provando (5.6). Finalmente, seja z = α− 1. Usando que 1 + z ≤ ez e que B = min bi, obtemos(
αe−(α−1)

)bi
≤
(
α · e−(α−1)

)B
. (5.7)

Combinando as equações (5.4), (5.5), (5.6) e (5.7), demonstramos (5.3) e concluímos a prova.

5.1 Aproximação não construtiva

Vamos trabalhar com as aproximações vinculadas a CIPs multicritério desenvolvidas no Te-
orema 5.19, onde vamos observar formas mais concretas no Corolário 5.21. No desenvolvimento
do Teorema 5.19 encontramos argumentos dados pelo Teorema 5.16 nas quais as ideias são ge-
neralizadas no Teorema 5.19.

Voltamos com nossas variáveis aleatórias Xj e eventos Ei com a ajuda da desigualdade FKG
cada vez que os eventos da forma “Ei” ou [Xj = 1] são não decrescentes como uma função do
vetor (X1, . . . , Xn).

Lema 5.8. Sejam Ei eventos decrescentes para i = 1, . . . ,m. Para todo B1, B2 ⊂ [m] tal que
B1 ∩B2 = ∅ e para qualquer B3 ⊂ [n],

P

 ∧
i∈B1

Ei

∣∣∣∣∣∣∣
 ∧
j∈B2

Ej

 ∧
 ∧
k∈B3

(Xk = 1)


 ≥ ∏

i∈B1

P
(
Ei

)
.

Demonstração. Como Ei e [Xk = 1] são eventos crescentes, então ambos os eventos
∧
i∈B1

Ej ,
(
∧
j∈B2

Ej) ∧ (
∧
k∈B3

(Xk = 1)) são eventos crescentes. Assim,

P

 ∧
i∈B1

Ei

∣∣∣∣∣∣∣
 ∧
j∈B2

Ej

 ∧
 ∧
k∈B3

(Xk = 1)


 ≥ P

 ∧
i∈B1

Ei

 ,

pelo Teorema 2.19. Seja h ∈ B1 qualquer; então, também pelo Teorema 2.19,

P

 ∧
i∈B1

Ei

 = P

 ∧
i∈B1−{h}

Ei

∣∣∣∣∣∣∣ Eh
 · P (Eh) ≥ P

 ∧
i∈B1−{h}

Ei

P (Eh) . (5.8)



51

Assim, procedendo indutivamente, obtemos

P

 ∧
i∈B1

Ei

 ≥ ∏
i∈B1

P
(
Ei

)
. (5.9)

Por (5.8) e (5.9) temos a desigualdade.

Definição 5.9. Para qualquer s e quaisquer j1, . . . , js, o conjunto R (j1, . . . , js) é o conjunto de
índices i tal que pelo menos um dos ai,j1 , . . . , ai,js é não-nulo, isto é,

R (j1, . . . , js) =
s⋃

h=1

{
i : ai,jh 6= 0

}
Observação 5.10. Observe que

∣∣R (j1, . . . , js)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
s⋃

h=1

{
i : ai,jh 6= 0

}∣∣∣∣∣∣ ≤ a · s,
já que a é o número máximo de entradas não nulos de qualquer coluna de A.

Exemplo 5.11. Seja A uma matriz 5× 5 definida por

A =



1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0


.

Alguns exemplos para s = 2 são

R(1, 2) = {1, 2}

R(1, 3) = {1, 3, 4}

R(1, 4) = {1, 2, 3, 4}.

O lema abaixo fornece uma cota superior numa probabilidade relacionada ao CIP, e será
usado para obter boas soluções inteiras para CIPs (Teorema 5.16) e CIPs multicritério (Teo-
rema 5.19); os eventos em questão são ambos crescentes, mas a desigualdade tem sentido oposto
à da desigualdade FKG. Sua prova é similar à do Lema Local de Lovász.

Lema 5.12. Seja z um vetor obtido através de arredondamento aleatório generalizado com
parâmetro p, e sejam X1, . . . , Xn as variáveis subjacentes ao arredondamento. Suponha que
P
(∧n

i=1Ei

)
> 0, onde

Ei =
[
(Az)i < bi

]
.
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Para qualquer q e quaisquer j1 < · · · < jq, vale que

P

Xj1 = Xj2 = · · · = Xjq = 1

∣∣∣∣∣∣
m∧
i=1

Ei

 ≤
 q∏
t=1

pjt

/ ∏
i∈R(j1,...,jq)

(
1− P (Ei)

)
.

Além disso, se p corresponde ao arredondamento aleatório padrão, temos que∏
i∈R(j1,...,jq)

(
1− P (Ei)

)
≥
(
1− g (B,α)

)aq
,

onde g é a função da Definição 5.5.

Demonstração. Sejam Q = R
(
j1, . . . , jq

)
, Q′ = [m] \ Q, Z1 ≡

(∧
i∈QEi

)
e Z2 ≡

(∧
i∈Q′ Ei

)
.

Definamos

Y =

q∏
t=1

Xjt .

Por definição de R, ai,jt = 0 para todo i ∈ Q′ e todo t ∈ {1, . . . , q}. Assim, os {Xjt}qt=1 são
independentes dos eventos Ei quando i ∈ Q′, e portanto Y =

∏q
t=1Xjt e Z2 ≡

∧
i∈Q′ Ei são

independentes. Com isso, podemos cotar

P (Y = 1 | Z1 ∧ Z2) =
P
(
(Y = 1) ∧ (Z1 ∧ Z2)

)
P (Z1 ∧ Z2)

=
P
(
(Y = 1) ∧ Z1

∣∣ Z2

)
P (Z1 | Z2)

≤ P (Y = 1 | Z2)

P (Z1 | Z2)
.

Como Y e Z2 são independentes, e Y é produto de variáveis independentes,

P (Y = 1 | Z2)

P (Z1 | Z2)
=
P (Y = 1)

P (Z1 | Z2)
=

∏q
t=1 P

(
Xjt = 1

)
P (Z1 | Z2)

.

Além disso, pela desigualdade de correlação do Lema 5.8, temos que∏q
t=1 P

(
Xjt = 1

)
P (Z1 | Z2)

≤
∏q
t=1 P

(
Xjt = 1

)∏
i∈Q

(
1− P (Ei)

) .
Combinando as desigualdades obtidas, provamos a primeira parte. Para a segunda parte, temos
pelo Lema 5.7 que, para todo i ∈ Q,

P (Ei) ≤ g (B,α) .

Então ∏
i∈R(j1,...,jq)

(
1− P (Ei)

)
≥
(
1− g (B,α)

)|Q| ≥ (1− g (B,α)
)aq

,

usando a Observação 5.10 e o fato de que 0 < g (B,α) < 1.

Lema 5.13. A função g da Definição 5.5 satisfaz

g(B,α) ≤ e−B(α−1)2/(2α).
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Demonstração. Para provar o lema, precisamos estimar αe−(α−1). Para fazê-lo, note que

(x lnx)′ = 1 + lnx ≤ x =

(
x2 − 1

2

)′
,

onde a desigualdade decorre da concavidade da função logaritmo, pois x− 1 é a reta tangente a
ln(x) em x = 1. Podemos então integrar no intervalo [1, α] para obter

α lnα ≤ α2 − 1

2
.

Assim, podemos calcular

αe−(α−1) = exp
(
(lnα)− (α− 1)

)
≤ exp

(
α2 − 1

2α
− (α− 1)

)
= exp

(
−(α− 1)2

2α

)
,

e portanto
g (B,α) = (αe−(α−1))B ≤ e−B(α−1)2/(2α) para B ≥ 0,

como queríamos.

Proposição 5.14. Sejam α e β definidos porα = 6 ln(a+1)
B , β = 2 se ln (a+ 1) ≥ B,

α = β = 1 + 6

√
ln(a+B)

B se ln (a+ 1) < B.
(5.10)

Então vale que β
(
1− g (B,α)

)α
> 1.

Demonstração. Se ln (a+ 1) ≥ B, se tem por hipótese que α = 6 ln(a+1)
B ≥ 6. Iremos verificar

primeiro que
α ≤ eα/2−1. (5.11)

Para isso, seja f a função dada por f(x) = x− ex/2−1. Se x ≥ 4, então f é decrescente, pois

f ′(x) = 1− 1

2
ex/2−1 < 1− e

2
< 0.

Assim, se x ≥ 6, f(x) < f(6) = 6 − e2 < 0, de onde concluímos (5.11). Assim, relembrando a
definição de g,

g (B,α) =
(
αe−(α−1)

)B
≤
(
eα/2−1−(α−1)

)B
= e−Bα/2 = e−3 ln(a+1) = (a+ 1)−3 .

Consequentemente, usando a desigualdade de Bernoulli (Proposição 1.10),

(
1− g (B,α)

)a ≥ (1− (a+ 1)−3
)a
≥ 1− a(a+ 1)−3. (5.12)

Vemos então que

a(a+ 1)−3 ≤ a

(a+ 1)2
=

1

a+ 1

(
1− 1

a+ 1

)
≤ 1

4
.
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Substituindo em (5.12), temos que

β
(
1− g (B,α)

)a
>

3

4
β > 1,

o que prova que a escolha de α e β no primeiro caso de (5.10) satisfaz a conclusão desejada.
Passemos ao caso em que ln (a+ 1) < B; pelo Lema 5.13 e usando que α < 7 nesse caso,

g (B,α) ≤ exp

(
−B (α− 1)2

2α

)
< exp

(
−B (α− 1)2

14

)
.

Substituindo o valor de α de (5.10), obtemos que

exp

(
−B (α− 1)2

14

)
= exp

(
−B

14
· 36 ln (a+B)

B

)
=
(
eln(a+B)

)−18/7
= (a+B)−18/7 .

Assim, multiplicando por β, temos que

β
(
1− g (B,α)

)a
=
(

1 + 6
√

ln (a+B) /B
) (

1− g (B,α)
)a

>
(

1 + 6
√

ln (a+B) /B
)(

1− (a+B)−18/7
)a

≥
(

1 + 6
√

ln (a+B) /B
)(

1− a (a+B)−18/7
)
. (5.13)

Queremos mostrar que o lado direito é maior que 1. Expandindo, isso é equivalente a mostrar
que

6
√

ln (a+B) /B ≥ a (a+B)−18/7 + 6
√

ln (a+B) /B · a (a+B)−18/7 . (5.14)

Para simplificar as contas, note que, como ln(a+B) < 1, temos que

12a(a+B)−18/7 ≥ a(a+B)−18/7 + 6
√

ln(a+B)/B · a(a+B)−18/7.

Assim, para mostrar (5.14), é suficiente verificar que

6

√
ln(a+B)

B
> 12a(a+B)−18/7. (5.15)

Para isso, seja x = a+B ≥ 2. Assim,

x36/7 lnx ≥ x4 ln 2 ≥ x3 · 2 ln 2 ≥ 3a2B · 2 ln 2 ≥ 4a2B,

que é equivalente a (5.15) reordenando termos e tirando raiz quadrada. Assim, provamos (5.14)
e portanto o lado direito de (5.13) é maior que 1. Em outras palavras,

β
(
1− g (B,α)

)a
> 1,

como queríamos.

Lema 5.15. Seja x∗ uma solução da relaxação linear de um CIP, e z seu arredondamento
aleatório padrão com parâmetro α. Então, com probabilidade positiva zj > x∗j ocorre para todo j.
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Demonstração. Suponha primeiro que αx∗j não é inteiro. Então pela Definição 5.4 o arredonda-
mento aleatório satisfaz

P
(
zj = dαx∗je

)
= 1− (αx∗j − bαx∗jc) > 0.

Se o evento acima ocorre, então zj ≥ αx∗j > x∗j , como queríamos. Por outro lado, se αx∗j é
inteiro, vale deterministicamente que zj = αx∗j > x∗j , como afirmado.

Teorema 5.16 (Teorema 2.6 de [15]). Para cada CIP, existe uma solução viável de valor no
máximo

y∗

(
1 +O

(
max

(
ln (a+ 1)/B,

√
ln (a+B)/B

)))
,

onde y∗ é o valor ótimo da função objetivo para a relaxação linear.

Demonstração. Sejam α e β dadas pela Proposição 5.14. Seja x∗ uma solução ótima da relaxação
linear, e z obtido de x∗ por arredondamento aleatório padrão com parâmetro α. Vamos demostrar
que, com probabilidade positiva,

z∗ ≤ y∗

1 +O

max

{
ln (a+ 1)

B
,

√
ln (a+B)

B

}
 ,

onde z∗ = cᵀz é o valor da função objetivo para z. Para tal arredondamento aleatório, sejam Ei

e µi como no Lema 5.7. Por (5.1), temos E [zv] = αy∗v para v = 1, . . . , n. Definamos

Z ≡
m∧
i=1

Ei e

µ := E
[
cᵀz
]

= E

∑
v

cvzv

 =
∑
v

cvE [zv] =
∑
v

cvαy
∗
v = αy∗. (5.16)

Vamos verificar que P (Z) > 0 quando α > 1. Pelo Lema 5.15 temos que, com probabilidade
positiva vale que Aiz > Aix

∗ > bi para todo i, e portanto P (Z) > 0 como queríamos. Podemos
então calcular, pela desigualdade de Markov,

P
(
cᵀz > y∗αβ

∣∣ Z) ≤ E [cᵀz | Z]

y∗αβ
=

1

µβ
·
n∑
j=1

cjE
[
zj
∣∣ Z] =

1

µβ
·
n∑
j=1

cjP
(
Xj = 1

∣∣ Z) .
Para estimar o lado direito, usaremos o Lema 5.12 com q = 1 e j1 = j. Obtemos, usando (5.16),
que ∑n

j=1 cjP
(
Xj = 1

∣∣ Z)
µβ

≤
∑n

j=1 cjP
(
Xj = 1

)
µβ
(
1− g (B,α)

)a ≤ 1

β
(
1− g (B,α)

)a < 1,

onde a última desigualdade segue da Proposição 5.14. Assim,

P
(
cᵀz ≤ y∗αβ

∣∣ Z) > 0,

como queríamos.
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5.2 CIPs multicritério

Definição 5.17 (CIP multicritério). Informalmente, um CIP multicritério é uma variação do
CIP em que, ao invés de buscarmos minimizar um único valor cᵀz, temos vários vetores dados
não negativos c1, . . . , c` e queremos minimizar alguma função dos cᵀi · x; por exemplo, podemos
ter como objetivo minimizar maxi c

ᵀ
i z.

Como na Definição 5.1, um CIP multicritério é definido por parâmetros A ∈ [0, 1]m×n e
b ∈ [1,∞)m. Além disso, para todo 1 ≤ i ≤ `, seja ci ∈ [0, 1]n um vetor com maxj ci,j = 1, onde
ci,j denota a j-ésima coordenada do vetor ci.

Definição 5.18 (As funções ch e ch′). Considere o arrendondamento aleatório generalizado com
algum parâmetro p, e X1, . . . , Xn variáveis aleatórias subjacentes ao arredondamento. Para cada
i ∈ [m], sejam s e δi definidos como no Lema 5.7 (em particular δi é definido em termos de µi,
que depende das variáveis do arredondamento aleatório padrão). Definimos

chi (p) =
E
[
(1− δi)Ai·X

]
(1− δi)bi−Ai·s

=

∏
j∈[n] E

[
(1− δi)Ai,jXj

]
(1− δi)bi−Ai·s

e
ch′i (p) = min{chi (p) , 1}.

Teorema 5.19. Suponhamos um CIP multicritério, bem como parâmetros λ1, . . . , λ` > 0. Seja
z o arredondamento aleatório generalizado com parâmetro p = (p1, . . . , pn), e A dado por

A ≡

[Az ≥ b] ∧

∧̀
i=1

[cᵀi z ≤ λi]


 .

Então para qualquer sequência de inteiros positivos (k1, . . . , k`) tais que ki ≤ λi vale que

P (A) ≥ Φ(p),

onde Φ é dado por

Φ (p) =

 ∏
r∈[m]

(
1− ch′r (p)

)− ∑̀
i=1

1(
λi
ki

) ∑
j1<···<jki

 ki∏
t=1

ci,jt · pjt

 ∏
r/∈R

(
j1,...,jki

)
(

1− ch′r (p)
)
.

(5.17)

Demonstração. Note primeiro que

Φ(p) =

 ∏
r∈[m]

(
1− ch′r (p)

)
1−

∑̀
i=1

1(
λi
ki

) ∑
j1<···<jki

 ki∏
t=1

ci,jtpi,jt

 ∏
r∈R

(
j1,...,jki

)
(

1− ch′r (p)
)−1

 .

Defina, para 1 ≤ i ≤ m e para 1 ≤ j ≤ `,

Ei ≡
[
(Az)i < bi

]
e Ej ≡

[
cᵀjz > λj

]
.
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Pelo Lema 5.7 e pela definição de ch′ (Definição 5.18) temos que

P (Ei) ≤ ch′i (p) .

Observemos que se ch′r (p) = 1 para algum r então Φ(p) = 0, e portanto o resultado desejado é
imediato. Assim, podemos supor que ch′r (p) < 1 para todo r.

Seja Z ≡
∧
r∈[m]Er. Note que

P (A) = P (Z)P

∧
i

E i

∣∣∣∣∣∣ Z
 = P (Z)

1− P

∨
i

Ei

∣∣∣∣∣∣ Z

 ≥ P (Z)

1−
∑
i

P (Ei | Z)

 .

(5.18)
Iremos cotar P (Z) e P (Ei | Z). Pela desigualdade FKG temos

P (Z) = P

 ∧
r∈[m]

Er

 ≤ m∏
r=1

P
(
Er

)
=
∏
r∈[m]

(
1− P (Er)

)
.

Além disso, pelo Teorema 2.8 parte(a),

P (Ei | Z) ≤ E

Ski (ci,1X1, . . . , ci,nXn

)/(
λi
ki

) ∣∣∣∣∣∣ Z


=
∑

j1<···<jki

ci,j1 · · · ci,jkiP
Xj1 = Xj2 = · · ·Xjki

= 1

∣∣∣∣∣∣
m∧
i=1

Ei

/(
λi
ki

)

≤

∑
j1<···<jki

[(
ci,j1 , · · · ci,jki

∏ki
t=1 pjt

)/(
λi
ki

)]
∏
i∈R

(
j1,...,jki

) (1− P (Ei)
) (pelo Lema 5.12 parte 1)

=
1(
λi
ki

) ∑
j1<···<jki

 ki∏
t=1

ci,jtpi,jt


 ∏
i∈R

(
j1,...,jki

)
(
1− P (Ei)

)−1

 .
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Substituindo as duas desigualdades em em (5.18),

P (A) ≥

 ∏
r∈[m]

(
1− P (Er)

)
1−

∑
i

P (Ei | Z)



≥

 ∏
r∈[m]

(
1− P (Er)

)
1−

l∑
i=1

1(
λi
ki

) ∑
j1<···<jki

 ki∏
t=1

ci,jtpi,jt


 ∏
i∈R

(
j1,...,jki

)
(
1− P (Ei)

)−1




≥

 ∏
r∈[m]

(
1− ch′r (p)

)
1−

l∑
i=1

1(
λi
ki

) ∑
j1<···<jki

 ki∏
t=1

ci,jtpi,jt


 ∏
i∈R

(
j1,...,jki

)
(

1− ch′r (p)
)−1




= Φ (p) ,

onde a última desigualdade vale por (5.18).

Corolário 5.20. Suponha que valem as hipóteses do Teorema 5.19 e que p corresponde ao arre-
dondamento aleatório padrão. Seja λi = νi (1 + γi) para cada i ∈ [`] onde νi = E

[
cᵀi · z

]
= cᵀi ·αx∗

e γi > 0 é algum parâmetro. Então

Φ (p) ≥
(
1− g (B,α)

)m ·
1−

∑̀
i=1

(
n
ki

)
·
(
νi
n

)ki
(νi(1+γi)

ki

) · (1− g (B,α)
)−aki

 . (5.19)

Em particular, se o lado direito de (5.19) é positivo, então P (A) > 0 para o arrendondamento
aleatório padrão.

Demonstração. Temos, pela definição de ch (Definição 5.18) e pelo Lema 5.7

ch′r (p) ≤ chr (p) =
E
[
(1− δr)Ar·X

]
(1− δr)br−Ar·s

≤ g (B,α) .

Assim 1− ch′r(p) ≥ 1− g (B,α), e portanto

Φ (p) =

 ∏
r∈[m]

(
1− ch′r (p)

)
1−

∑̀
i=1

1(
λi
ki

) ∑
j1<···<jki

 ki∏
t=1

ci,jtpi,jt


 ∏
i∈R

(
j1,...,jki

)
(

1− ch′r (p)
)−1




≥
(
1− g (B,α)

)m1−
∑̀
i=1

1(
λi
ki

) ∑
j1<···<jki

 ki∏
t=1

ci,jtpi,jt

(1− g (B,α)
)−aki , (5.20)

já que |R(j1, . . . , jki)| ≤ aki pela Observação 5.10. Como
∑

j ci,jpi,j = νi, temos pelo Teorema 2.5
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que ∑
j1<···<jki

 ki∏
t=1

ci,jtpi,jt

 ≤ (n
ki

)(
νi
n

)ki
.

Logo, de (5.20) se tem que

Φ (p) ≥
(
1− g (B,α)

)m1−
∑̀
i=1

1(
λi
ki

)(n
ki

)(
νi
n

)ki (
1− g (B,α)

)−aki ,

como afirmado.

Corolário 5.21. Existe uma constante K ′ > 0 tal que o seguinte é válido. Suponha que dado
um CIP multicritério com a notação como na parte 2 do Teorema 5.19. Defina

α = K ′max

{
ln (α) + ln ln (2`)

B
, 1

}
.

Se νi ≥ log2 (2`) para i = 1, . . . , `, então o arrendondamento aleatório padrão produz uma solução
viável z tal que cᵀi · z ≤ 3νi, ∀ i, com probabilidade positiva.

Demonstração. Para aplicar o Teorema 5.19, definimos γi = 2 e ki = dln 2`e. Obtemos então
que

Φ (p) ≥
(
1− g (B,α)

)m1−
∑̀
i=1

1(
3νi
ki

)(n
ki

)(
νi
n

)ki (
1− g (B,α)

)−aki .

Basta então mostrar que o lado direito é positivo, isto é, que

∑̀
i=1

1(
3νi
ki

)(n
ki

)(
νi
n

)ki (
1− g (B,α)

)−aki < 1.

Iremos mostrar que cada parcela do somatório é menor que 1/`. Usando que
(
n
ki

)
≤ nki/ki!,

basta mostrarmos que
νkii /ki!(

3νi
ki

) · (1− g(B,α)
)−a·ki < 1

`
, (5.21)

onde ki = dln 2`e. Assim, vamos verificar duas observações para aproveitar a demostração da
equação (5.21).
a. Como ki ∼ ln(`) e νi ≥ log2(2`) então

(
3νi
ki

)
=

1

ki!

ki−1∏
j=0

(3νi − j) =
1

ki!
(3νi)

ki · e
Θ

(∑ki−1
j=0 j/3νi

)
= Θ

((
1/ki!

)
(3νi)

ki
)

b. Vamos demostrar que
(
1− g (B,α)

)−a·ki ∼ 1.

(
1− g (B,α)

)−a·ki =

(
1−

(
αe−(α−1)

)B)−a·ki
=
(

1− αBe−(α−1)B
)−a·ki

.

Para um K ′ suficientemente grande temos o procurado.
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Então com as observações a e b temos que para cada i

νi/ki!(
3νi
ki

) · (1− g(B,α)
)−a·ki =

νi/ki!

Θ
((

1/ki!
)

(3νi)
ki
) · 1 < 1

`
,

assim temos a equação (5.21). Agora temos que

∑̀
i=1

(
n
ki

)
·
(
νi/n

)ki(
3νi
ki

) ·
(
1− g (B,α)

)−a·ki < ∑̀
i=1

1

`
= 1,

logo P (A) > 0 como queríamos.

5.3 Versão construtiva

Podemos mostrar, para muitos problemas, que o arredondamento aleatório produz as soluções
garantidas pelos Teoremas 5.16 e 5.19 com probabilidade exponencialmente baixa. Portanto,
é interessante considerar o problema de obter algoritmos randomizados que rodem em tempo
polinomial (ou próximo disso) e que encontrem as soluções dadas pelos teoremas da seção anterior.

Nossa estratégia será a seguinte: Dado um vetor de probabilidades p = (p1, p2, . . . , pn) tal
que Φ(p) > 0, iremos considerar os vetores p′ = (p1, p2, . . . , pn−1, 0) e p′′ = (p1, p2, . . . , pn−1, 1).
Se conseguirmos determinar que Φ(p′) > 0 ou Φ(p′′) > 0, então podemos alterar o valor de pn e
repetir o processo com as demais variáveis. Quando todos os pis estiverem em {0, 1}, temos uma
solução para o problema dada por xi = pi.

Definição 5.22. Dado um vetor p ∈ [0, 1]n, denotaremos por p′ e p′′ os vetores

p′ = (p1, p2, . . . , pn−1, 0) e p′′ = (p1, p2, . . . , pn−1, 1).

Além disso, definimos vetores q, q′ e q′′ de modo que, para cada 1 ≤ i ≤ m,

qi = ch′(p), q′i = ch′i(p
′), q′′i = ch′i(p

′′).

Apresentamos agora um lema útil sobre esses vetores.

Lema 5.23. Para todo p ∈ [0, 1]n, os vetores q, q′ e q′′ da Definição 5.22 satisfazem as seguintes
propriedades para todo i ∈ [m]:

(a) 0 ≤ q′′i ≤ q′i ≤ 1.

(b) qi ≥ pnq′′i + (1− pn) q′i,

(c) q′i = q′′i = qi se i /∈ R(n).

Demonstração. Sejam X1, . . . , Xn as variáveis aleatórias subjacentes ao arredondamento aleató-
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rio generalizado com parâmetro p (isto é, P (Xi = 1) = pi). Temos pela Definição 5.18 que

chi(p
′′) =

(1− δi)Ai,n·1
∏
j∈[n−1] E

[
(1− δi)Ai,jXj

]
(1− δi)bi−Ai·s

≤
(1− δi)Ai,n·0

∏
j∈[n−1] E

[
(1− δi)Ai,jXj

]
(1− δi)bi−Ai·s

= chi(p
′),

assim chi(p
′′) ≤ chi(p

′). Pela definição de q′ e q′′, tomando mínimos temos que 0 ≤ q′′i ≤ q′i ≤ 1,
provando (a). Para demonstrar (b), dividiremos em casos. Se qi = 1, então

qi = 1 = pn + (1− pn) ≥ pnq′′i + (1− pn) q′i.

Por outro lado, se qi < 1, então

qi = chi(p) =

∏
j∈[n] E

[
(1− δi)Ai,jXj

]
(1− δi)bi−Ai·s

=
(
pn(1− δi)Ai,n·1 + (1− pn)(1− δi)Ai,n·0

)
·

∏
j∈[n−1] E

[
(1− δi)Ai,jXj

]
(1− δi)bi−Ai·s

= pn chi(p
′′) + (1− pn) chi(p

′)

≥ pn ch′i(p
′′) + (1− pn) ch′i(p

′)

= pnq
′′
i + (1− pn)q′i,

provando (b). Para provar (c), note que, como p, p′ e p′′ são todos iguais nas primeiras n − 1

coordenadas, então apenas o fator j = n do produtório muda quando trocamos p por p′ ou p′′

em

chi(p) =

∏
j∈[n] E

[
(1− δi)Ai,j ·Xj

]
(1− δi)bi−Ai·s

.

Se i 6∈ R(n), então Ai,n = 0 e portanto os expoentes de tal fator em chi(p), chi(p
′) e chi(p

′′) são
todos iguais a zero, provando o item (c).

Uma manipulação algébrica permite reescrever a condição (b) do Lema 5.23 dos seguintes
dois modos equivalentes:

q′i − qi ≤ pn(q′i − q′′i ) (5.22)

qi − q′′i ≥ (1− pn)(q′i − q′′i ). (5.23)

Definição 5.24. Dados um vetor r = (r1, r2, . . . , rm) e um conjunto U ⊂ [m], definimos a função

f(U, r) =
∏
i∈U

(1− ri) .

Em particular, f(U, r) = 1 se U = ∅.
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Lema 5.25. Dado p ∈ [0, 1]n, sejam q, q′ e q′′ como na Definição 5.22. Defina

∆(U) = (1− pn) · f(U, q′) + pn · f(U, q′′)− f(U, q) (5.24)

Se U ⊂ V ⊂ [m], então

(a) ∆(U) ≥ 0.

(b) ∆(U)/f(U, q) ≤ ∆(V )/f(V, q).

Para melhor motivar a definição e o lema acima, iremos primeiro usar o Lema 5.25 para
provar o teorema principal dessa seção, enunciado abaixo. Ele implica que se Φ(p) > 0, então ou
Φ(p′) > 0 ou Φ(p′′) > 0, como queríamos.

Teorema 5.26. Seja p ∈ [0, 1]n um vetor de probabilidades, Φ dado por (5.17) e p′, p′′ dados
por (5.22). Se Φ(p) > 0, então

Φ(p) ≤ (1− pn) Φ
(
p′
)

+ pnΦ
(
p′′
)
. (5.25)

Demonstração. Considerando que p1, . . . , pn−1 são constantes, podemos agrupar termos em (5.17)
para afirmar que existem constantes não-negativas u1, . . . , ut e v1, . . . , vt′ e subconjuntos U1, . . . , Ut

e V1, . . . , Vt′ de [m] tais que

Φ (p) = f
(
[m], q

)
−

∑
i

ui · f(Ui, q)

−
pn ·∑

j

vj · f(Vj , q)

 , (5.26)

Φ
(
p′
)

= f
(

[m], q′
)
−
∑
i

ui · f
(
Ui, q

′
)
, (5.27)

Φ
(
p′′
)

= f
(

[m], q′′
)
−

∑
i

ui · f
(
Ui, q

′′
)−

∑
j

vj · f
(
Vj , q

′′
) . (5.28)

com a propriedade de que
Vj ∩R(n) = ∅. (5.29)

Queremos provar que
(1− pn) Φ

(
p′
)

+ pnΦ
(
p′′
)
− Φ(p) ≥ 0. (5.30)

Substituindo (5.26), (5.27) e (5.28) em (5.30), os termos multiplicados por vj se cancelam porque
qi = q′′i se i ∈ Vj (por (5.29) e item (c) do Lema 5.23). Assim, lembrando da definição de ∆ no
Lema 5.25, concluímos que podemos reescrever (5.30) como

∆
(
[m]
)
−
∑
i

ui ·∆ (Ui) ≥ 0. (5.31)
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Pelo Lema 5.25, temos que, para todo Ui, ∆(Ui)/f(Ui, q) ≤ ∆([m])/f([m], q). Assim,

∆
(
[m]
)
−
∑
i

ui ·∆ (Ui) =
∆
(
[m]
)

f([m], q)
· f
(
[m] , q

)
−
∑
i

(
ui ·

∆(Ui)

f(Ui, q)
· f (Ui, q)

)

≥
∆
(
[m]
)

f
(
[m], q

) ·
f ([m], q

)
−
∑
i

ui · f (Ui, q)

 .
O lado direito é produto de dois fatores. Para estimar o primeiro fator, tomamos U = ∅ e
V = [m] no Lema 5.25 para obter

∆([m])

f([m], q)
≥ ∆(∅)
f(∅, q)

= 0.

Para o segundo fator, notamos que por (5.26) e por hipótese, temos que

f
(
[m], q

)
−
∑
i

ui · f (Ui, q) ≥ Φ(p) > 0.

Assim, mostramos (5.31), o que conclui a prova do teorema.

Resta então provar o Lema 5.25.

Prova do Lema 5.25. Faremos uma prova de (a) por indução na cardinalidade de U . Se |U | = 0

temos

∆(U) = (1− pn) + pn − 1 = 0.

Suponhamos que, para algum s < m, o item (a) valha para todos os conjuntos de cardinalidade
s. Seja w 6∈ U . Iremos provar que

∆
(
U ∪ {w}

)
≥ (1− qw)∆(U). (5.32)

Para isso, usamos as desigualdades (5.22) e (5.23) para calcular

∆
(
U ∪ {w}

)
− (1− qw) ·∆(U) = (1− pn)(qw − q′w)f(U, q′) + pn(qw − q′′w)f(U, q′′)

≥ −(1− pn)pn(q′w − q′′w)f(U, q′) + pn(1− pn)(q′w − q′′w)f(U, q′′)

= pn(1− pn)(q′w − q′′w)(f(U, q′′)− f(U, q′)) ≥ 0,

onde a última desigualdade vem do Lema 5.23(a) e da definição de f . Como ∆(U) ≥ 0 por
hipótese de indução, então ∆(U ∪ {w}) ≥ 0, provando que (a) vale para todo conjunto de
tamanho s+ 1. Para provar (b), note que se w 6∈ U , então

f(U ∪ {w}, q)
f(U, q)

= 1− qw.
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Substituindo em (5.32), concluímos que para todo U e todo w 6∈ U ,

∆(U, q)

f(U, q)
≤ ∆(U ∪ {w})
f(U ∪ {w}, q)

.

Se V \ U = {w1, . . . , wk}, podemos iterar o procedimento e obter que

∆(U, q)

f(U, q)
≤ ∆(U ∪ {w1})
f(U ∪ {w1}, q)

≤ · · · ≤ ∆(U ∪ {w1, . . . , wk})
f(U ∪ {w1, . . . , wk}, q)

=
∆(V )

f(V, q)
,

provando o item (b).
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Conclusão

Estimamos a aplicação do Lema Local de Lovász e suas extensões em problemas de Pro-
gramação Inteira, desde a teoria até a implementação algorítmica. Resultados significativos
relacionados aos Problemas Minimax e de Cobertura são destacados, ilustrando a utilidade de
abordagens não construtivas e multifatoriais no campo da otimização combinatória. A análise
detalhada de casos específicos, como a cobertura de um hipergrafo por arestas, sublinha a ver-
satilidade e aplicabilidade dos métodos estudados. Além disso, fica evidente a importância dos
conceitos de eventos monotônicos e estimativas para uma compreensão profunda das técnicas dis-
cutidas nos capítulos, consolidando assim a relevância das estratégias probabilísticas na resolução
eficiente de problemas complexos de Programação Inteira.
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