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RESUMO

Para superficies fechadas em R3, o teorema de Gauss-Bonnet nos fornece uma relaciao
entre a curvatura gaussiana e a topologia desta superficie. Tendo isto, existindo a busca
para resultados em dimensao 3, assim como em outras dimensoes, Schoen-Yau [22] traz
uma relagdo entre curvatura escalar de variedades de dimensao 3 e superficies minimas
estéaveis. Apresentaremos uma relacao integral entre curvatura escalar da variedade am-
biente e a topologia de conjuntos de nivel de aplicacoes harmonicas u : M? — S'. Este
resultado foi provado por D. Stern [26]. Para isto, apresentaremos algumas relagoes entre
1-formas harmonicas, no contexto da teoria de Hodge, e aplicagcoes harmonicas, sendo
estas ponto critico do funcional energia de Dirichet. Dado este resultado, apresentaremos
como aplicacao a prova da conjectura de Geroch, de que o toro T? nao admite métrica de
curvatura escalar positiva.

Palavras-chave: curvatura escalar; aplicacoes harmonicas; 1-formas harmonicas.



ABSTRACT

For closed surfaces in R3, the Gauss-Bonnet theorem gives us a relation between the
Gaussian curvature and the topology of this surface. Given this, there is a search for
results in dimension 3, as well as in other dimensions, Schoen-Yau [22] brings a relationship
between scalar curvature of 3-dimensional manifolds and minimal stable surfaces. We will
present an integral relationship between scalar curvature of the environment manifold and
the topology of level sets of harmonic maps u : M3 — S*. This one result was proved by
D. Stern [26]. To do this, we will present some relationships between 1-harmonic forms, in
the context of Hodge theory, and harmonic maps, being these critical point of the Dirichet
energy functional. Given this result, we will present as application of the proof of Geroch’s
conjecture, that the torus T? does not admit metric of positive scalar curvature.

Key words: scalar curvature; harmonic maps; 1-harmonic forms.
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INTRODUCAO

O Teorema de Gauss-Bonnet tem em seu contexto superficies regulares fechadas de
dimensao dois, e nos da a equacao

/ KsdS = 27X(5),
by

onde Ky é a curvatura escalar e X(3) é a caracteristica de Euler da superficie ¥. Assim,
temos como uma aplicagao direta deste teorema que se uma superficie tem curvatura
gaussiana positiva, entao sua caracteristica de Euler é positiva. Em particular, o toro
T? nao admite métrica de curvatura escalar positiva, pois sua caracteristica de Euler ¢
zero. O Teorema de Gauss-Bonnet ¢ valido somente para dimensoes 2 e 4, nao existindo
generalizacoes para dimensao 3, por exemplo. Desta forma, surge a busca de resultados
para esta dimensao.

Motivados a encontrar provas alternativas com potencial de generalizacao da dimen-
sao, apresentamos um argumento variacional bem conhecido. Como o primeiro grupo de
cohomologia H'(S' xS') = Z x Z nao é trivial, é possivel deduzir a existéncia de um objeto
geométrico natural que detecta uma certa topologia. Este objeto é uma geodésica simples
fechada de comprimento minimo possivel entre todas as curvas homotopicas a esta geo-
désica. Ao perturbar esta geodésica o na diregao de um campo paralelo X € X (S! x S')
ortogonal a o e de comprimento um, temos que o comprimento nao pode decrescer, uma
vez que a geodésica é minimizante. Além disso, temos por um calculo bem conhecido, ver
[6], a seguinte formula para primeira e segunda variagdo do comprimento [(«) para este
tipo de variacao

d2
() (X, X) = Tl(a)(X.X) = = [ Kovor()ds
6
Segue como aplicacao desta formula que a curvatura de Gauss ao longo da geodésica mini-
mizante « precisa ser necessariamente negativa em algum ponto. Com isto, recuperamos
o resultado de que o toro S! x S! nao admite métrica de curvatura gaussiana positiva.

Geodésicas sao objetos variacionais dados ponto critico do funcional comprimento.
Analogamente, definimos superficies minimas como pontos criticos do funcional area. As-
sim como as geodésicas minimizam localmente a distancia entre dois pontos, as superficies
minimas minimizam localmente a area entre todas as superficies com um dado contorno
de fronteira fixada. Uma superficie minima é estdvel quando a segunda variacao de area
¢ maior ou igual a zero. Como na equacao acima relacionamos geodésicas com curvatura
gaussiana, vamos agora relacionar as superficies minimas com o que vamos definir como
curvatura escalar. KEsta curvatura é a curvatura gaussiana das superficies de dimensao
dois, sendo generalizada em dimensao maior. A curvatura escalar mede o quanto o volume
de uma bola geodésica na variedade, de raio suficientemente pequeno, se desvia do volume
de uma bola também pequena do Espago Euclidiano. Em particular, bolas geodésicas de
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raio pequeno tem volume menor que as respectivas euclidianas quando a curvatura escalar
¢é positiva.

Vamos considerar estes objetos e a busca de resultados para dimensao 3, como foi dito
no inicio do texto. Assim, apresentaremos o seguinte teorema em que sao relacionados
superficies minimas estaveis e um novo conceito de curvatura, que é a curvatura de Ricci
que sera denotada por Ricy,. Esta curvatura foi, em certo sentido, descoberta antes da
curvatura escalar.

Teorema 0.1 (J.Simons). Seja X"~ C M™ uma hipersuperficie minima, estdvel e fe-
chada com fibrado normal trivial. Se Ricy;y > 0, entdo "' € totalmente geodésica e
Ricy/(N,N) =0 em X", para N vetor normal unitdrio a X" .

Com isto, podemos apresentar o Teorema de Schoen-Yau [22], que nos mostra a relagao
entre superficies minimas estéveis e curvatura escalar positiva em M3, e a influéncia de
tal relagdo com a topologia desta variedade. A saber:

Teorema 0.2 (Schoen-Yau). Seja X2 C M3 uma hipersuperficie minima, estdvel e fe-
chada com fibrado normal trivial. Se Ry, > 0, entao

/(RM +|A]?) < 47X (%) = 8.

Em particular % é difeomorfa a S* ou um RP?.

Entre as demais aplicagoes obtidas deste teorema, podemos destacar a seguinte gene-
ralizacao do resultado mencionado acima:

Conjectura de Geroch: S! x S! x S! nao admite métrica de curvatura escalar positiva.

Este resultado foi provado por Schoen-Yau [22]|. Com generaliza¢ao da dimensao, podemos
destacar que a Conjectura de Geroch foi provada para dimensao 3 < n < 7 por Schoen-
Yau [24], utilizando regularidades de superficies minimizantes, e mais tarde por Gromov-
Lawson [9], para dimensao n > 3 utilizando o operador Dirac.

Neste trabalho, revisitaremos este teorema para dimensao 3 e apresentaremos uma
prova desta afirmagdao. A prova da conjectura de Geroch sera feita usando uma inter-
pretacao do argumento de Schoen-Yau [22| feita recentemente por D. Stern [26]. Um
dos passos mais técnicos da prova de Schoen-Yau [22]| é a existéncia e regularidade das
superficies minimas estaveis nas variedades ambientes. Em vez disto, na interpretagao de
D. Stern [26], trabalha-se com a relagao entre conjuntos de nivel de aplicagoes harmonicas
u: M3 — S' e curvatura escalar de M?. E sabido que aplicacdes harménicas u : M — S!
sao sempre pontos criticos estaveis. Estes objetos possuem uma relagao direta com outro
elemento apresentado neste trabalho, que sao as 1-formas harmonicas, que definiremos no
terceiro capitulo.

O teorema principal deste trabalho é

Teorema 0.3 (Stern [26]). Seja (M3, g) uma S-variedade fechada e orientada, e seja
u: M — S' uma aplicagao harmonica. Entdo os conjuntos de nivel Xy = u= {0} de u
satisfazem

1
27 X (3g) > —/ / (Jdu|~?|Hess(u)|* + Rap).
fest 2 0eSt JXy
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Nesta inequagao, Hess(u) é a Hessiana de u e Ry ¢ a curvatura escalar da variedade
M. A importancia desta desigualdade vem do fato que o sinal da curvatura escalar impoe
restricoes topoldgicas nas superficies de nivel de uma aplicagao harménica. Em certo
sentido, isto nos traz uma analogia ao Teorema 0.2, ao qual traz a relacao entre o sinal
da curvatura escalar e a topologia das superficies minimas estéaveis.

Na prova do Teorema 0.3 usaremos algumas equacoes bem conhecidas, como a identi-
dade de Bochner para funcoes u em valores reais. Sendo ela

1
§A|Vu|2 = |Hess(u)|> + (Vu, VA(u)) + Ricy (Vu, Vu),

onde Au é o Laplaciano de fungoes reais e Ricy (Vu, Vu) é a curvatura de Ricci na diregao
Vu. Podemos citar também que usaremos algumas outras equagoes, como a Equacao de
Gauss (Schoen-Yau), que provaremos no capitulo 2, dada por

1
Ricyr(N,N) = 5 [Rar — R + H3 — | Axl’),

onde Ricy/ (N, N) é a curvatura de Ricci da variedade M na dire¢ao do vetor N normal a
Y., Ry € a curvatura escalar de M, Ry, é a curvatura escalar de Y2, Hy, é o vetor curvatura
média de ¥ e Ay, é a segunda forma fundamental, que sera definida no Capitulo 1. Como
podemos ver, a equagao de Bochner envolve Hess(u) e a curvatura de Ricci de M na
direcao do vetor normal a >, que é relacionada com a curvatura escalar de M na Equacao
de Gauss (Shoen-Yau). Estas equagoes sao utilizadas por apresentarem termos que sao
escritos na inequacao integral dada no Teorema 0.3.

A organizacao da dissertacao é feita da seguinte maneira. No primeiro capitulo, serao
definidos os conceitos bésicos de geometria Riemanniana. Introduziremos as nogoes de
métrica e conexao em variedades, e em seguida, o tensor curvatura. A partir disto,
apresentaremos as curvaturas seccional, de Ricci e escalar.

Em seguida discutiremos brevemente imersoes isométricas f : M — M, que é um dos
conceitos mais importantes neste trabalho. Apresentamos a sequnda forma fundamental
de f, como sendo a aplicagao

B,(X,)Y)=(AX,Y),n), X, YeTl,M,
sendo
A(X, X) = (VxX)*,

en € (T,M)*, e seu operador forma S, que ¢ a transformagao linear auto-adjunta S, :
oM — T,M

<S77(X)7 Y> = <A(Xa Y)a 77>a
caracterizada por
Sy(X) = (VxN),

onde N é a extensao local de n em M. O teorema principal do Capitulo 1 serd o Teorema
de Gauss, que relaciona as curvaturas seccionais do ambiente e da subvariedade por meio
da segunda forma fundamental. Este teorema nos fornece a seguinte equacao

K(u,v) — K(u,v) = (A(u,u), A(v,v)) — |A(u,v)|?,
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onde u,v € T,M, K(u,v) é a curvatura seccional de M e K (u,v) é a curvatura seccional
de M quanto aos vetores u, v. Assim, usaremos este teorema para calcularmos a curvatura
seccional de algumas variedades.

Ainda no Capitulo 1, definiremos também o vetor curvatura média H e o conceito de
imersao minima, como sendo aquela cujo vetor curvatura média é nulo. Finalizaremos o
primeiro capitulo com os operadores diferencidveis, que sao relevantes para este trabalho.
A saber, o gradiente de uma fungao f : M — R, o divergente de um campo X € X' (M) e
o laplaciano de f. Apresentaremos estes operadores escritos tanto em bases ortonormais
de X (M), quanto em coordenadas. Podemos destacar o laplaciano de f, isto é A, f, em

coordenadas -2~ como sendo
\/ d@t Z ax] ( i )

81'1'
No Capitulo 2, serao apresentadas a interpretacao variacional das superficies minimas e
sua relagdo com a curvatura ambiente. Associando a uma variagao com suporte compacto
F ¥ x (—€,€) — M, apresentaremos a primeira formula de variagao de drea

iVol( F(%, )):/ FtN, /Dng},
dt g

onde Divs F; é o divergente do campo variacional F; = %—I;. Neste contexto, teremos que
uma superficie minima é aquela que é ponto critico do funcional area.

Também no Capitulo 2, descreveremos a segunda férmula de variacao de area para
uma superficie minima

Af = det(g

d2
GVAFED) = [ HACL I+ [ IVERP = [ Trs(R(.F)- B,
2

onde Trs(R(-, F;)) € o trago de R(-, F;). Em especial, destacaremos a segunda varia¢ao
de area de uma hipersuperficie minima X"~! ¢ M™ sendo dada por

2
GVAFED) = [ [Fsnl? = P (AR + Ricw(N, V)
onde 7 é uma funcao tal que FY = nN, e N é o vetor normal unitario a ¥. Seguindo neste
contexto, definiremos uma superficie minima estdvel como sendo aquela cuja segunda
variagao de area é maior ou igual a zero. Por fim, discutiremos os Teoremas de Simons e
Schoen-Yau descritos acima.

No terceiro capitulo, apresentaremos as p-formas harmonicas e as aplicagoes harmo-
nicas, que sao objetos que tém uma relacao direta, como comentamos. Esta relagao sera
mostrada ao fim deste mesmo capitulo e na prova do teorema principal. A teoria de Hodge
sera utilizada para definirmos as p-formas harménicas. Apresentaremos os conceitos de
p-formas w, derivada exterior d, adjunta d* e o laplaciano de Hodge Apy. Assim, uma
p-forma harmoénica w sera aquela que satisfaz

AN HW = 0.
Para a p—forma W, teremos o seguinte resultado que nos serd util

d*w = —Div(w?),
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onde w# é o vetor que satisfaz w(v) = (w#, v). Também no terceiro capitulo, apresen-
taremos o p-grupo de cohomologia de de-Rham e o Teorema de Hodge para nos garantir
a existéncia de p-formas harmonicas na variedade sobre a qual aplicaremos o teorema
principal.

Também no terceiro capitulo, apresentaremos o objeto central da dissertagao, que
sao as aplicagoes harmonicas, que como dissemos anteriormente, sao pontos criticos do
funcional energia de Dirichlet. O objetivo desta secao sera encontrar a equagao que
descreve aplicagoes harmonicas, e isto sera feito estudando variagdes da aplicacao u
M — M. Usaremos a imersao isométrica da variedade M no Espaco Euclidiano, provada
por Nash, para apresentarmos a primeira féormula de variacao da energia de Dirichlet.
Em particular, a aplicacdo u : M — M é harmonica se e somente se satisfaz a equacio
fundamental de aplicacoes harménicas que precisaremos na prova do teorema principal

Agu = —Agm)(Vu, Vu).

No Capitulo 4, sera exibida a prova da Identidade de Bochner para fun¢ées em varie-
dades, e através dela apresentaremos a conexao entre a geometria das superficies de nivel
com a curvatura ambiente feita via Equagao de Gauss. Em seguida, temos a prova do teo-
rema principal 4.1. Por fim, temos a aplicacao deste teorema para o toro T? = S! x S! x St
onde faremos a prova da conjectura de Geroch descrita acima. Para esta prova, usaremos
a existéncia de aplicac¢oes e 1-formas harmonicas nesta variedade via Teorema de Hodge.
Além disto, traremos um resultado sobre a topologia de conjuntos de nivel das aplicagoes
harmonicas em T3, necessario para aplicarmos a desigualdade integral 4.1.
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1

PRELIMINARES DE RIEMANNIANA

1.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao 1.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um conjunto M munido de
uma familia de aplicagoes biunivocas z,, : U, C R"™ — M de abertos U, de R" em M tais
que:

1) Ua 3301([]&) = M;

2) Para todo par «, 8, com 2, (Us) (25(Us) = W # 0, os conjuntos x, (W) e x;l(W)
sao abertos em R” e as aplicagoes xgl o x, sao diferencidveis;

3) A familia {(U,, z,)} ¢ maxima em relac¢do as condigoes 1) e 2).

O par (U,,x4) (ou a aplica¢do), com p € x,(U,), é dito um sistema de coordenadas
(ou parametrizagao) de M em p. Assim, x,(U,) é chamada vizinhanca coordenada em p.
Uma familia {(U,, z,)} que satisfaz as condigoes 1) e 2) ¢ dita uma estrutura diferencidvel
em M.

Sobre a condi¢ao 3), podemos dizer que dada uma estrutura diferenciavel em M,
podemos completa-la em uma maxima, de modo que se agregarmos a ela todas as pa-
rametrizagoes que junto com alguma parametrizacao da estrutura satisfazem a condigao
2).

Definicao 1.2. Sejam M e MJ" variedades diferenciaveis. Uma aplicacao ¢ : M7 — M,
é dita diferencidvel em p € M se dada uma parametrizacao y : V- C R™ — M, em ¢(p)
existe uma parametrizagao x : U C R" — M; em p tal que p(x(U)) C y(V) e a aplicacao

y lopox:UCR" = R™

¢ diferenciavel em x7'(p). Dizemos que ¢ ¢é diferencidvel em um aberto de M; se é
diferenciavel em todos os pontos deste aberto.

Traremos agora algumas consideragoes que nos serao uteis para definirmos vetor tan-
gente em variedades. Seja @ (—¢,€) — R"™ uma curva diferenciavel de R™, com a(0) = p.
Vamos escrever

at) = (x1(t), ..., x,(t)),
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t € (—¢¢€), (x1,...,2,) € R". Entao «/(0) = (27(0),...,2,(0)) = v € R". Seja agora f
uma funcgao diferenciavel definida em uma vizinhanca de p. Vamos restringir f a curva «

e escrever a derivada direcional segundo o vetor v € R™ como

d(f o ) dz; "L 0
(fdt CY) ’t:O _ af Ly ‘ —o = <ZI: xl<0)axl> f

1=

Desta forma, a derivada direcional segundo v é um operador sobre fungoes diferenciaveis
que depende unicamente de v. E com esta propriedade caracteristica que definiremos
vetor tangente em variedades.

Definicao 1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagao diferenciavel a :
(—e€,€) — M ¢é chamada uma curva (diferenciavel) em M. Suponha que a(0) =p € M, e
seja D o conjunto das func¢oes de M diferenciaveis em p. O vetor tangente a curva o em
t =0 é a fungao /(0) : D — R dada por

d(f o a)
@(0)f =22

Um wvetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva « : (—e,€) — M
com «(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p sera indicado por T, M.

|t 0 feD

Dada uma parametrizagdo x : U — M"™ em p = x(0), podemos exprimir a fungao f
nesta parametrizacao por

fox(q) = f(z1,..,x0)), q€ (v1,...,7,) €U,
bem como «, por
v oa(t) = (z1(t), ..., 2a(t)). (1.1)
Portanto, restringindo f a «, temos

o) =MD = gl

-0 () - (Zx;«n ((f)) ;.

=1 7

Desta forma, o vetor o/(0) pode ser expresso na parametrizagdo z por

Zx (axz) (1.2)

Vale observar que (%) é o vetor tangente em p a "curva coordenada"
K3

z;— (0, ...,z ..., 0).

A expressao 1.2 nos mostra que o vetor tangente a uma curva « em p depende apenas
das derivadas de a em um sistema de coordenadas. Além disto, 1.2 também nos diz que o
conjunto T, M, com as operacoes usuais de fungoes, forma um espago vetorial de dimensao
n, e que a escolha de uma parametrizacao x : U — M determina uma base associada

9 9
oxy 7 0wy,

em T,M. E imediato que a estrutura linear em T,M assim definida ndo depende da
parametrizacao x. O espaco vetorial T, M ¢ chamado o espago tangente de M em p.
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Proposicao 1.1. Sejam M{" e M variedades diferenciaveis e seja ¢ : My — My uma
aplicagao diferencidvel. Para cada p € My e cada v € T,M;, vamos escolher uma curva
diferencidvel o @ (—e,€) — My com a(0) = p e &/(0) = v. Escrevemos f = poa. A
aplicagao dpy, : T,My — T,y My dada por dp,(v) = §'(0) € uma aplicagao linear que nao
depende da escolha de a.

Demonstragao. Sejam x : U — M e y : V. — M, parametriza¢do em p e ¢(p), respecti-
vamente. Exprimindo ¢ nestas parametrizagoes, podemos escrever

y topox(q) = (yi(xe, .oy @n)s ooy Ym (21, s 0)) s @ = (21, s20) €U, (Y1, .o, Ym) € V.

Por outro lado, exprimindo « na parametrizacao z, temos

o B(t) = (1(t), ... 7a(1)).

Portanto,

y o B(t) = (i (w1 (t), ooy 2 (6)s ooy Y (@1 (), .y 20 (1))

Dai, temos que a expressao de §'(0) na base {(%)} de Ty M, relacionado & parametri-
zagao y, ¢ dada por

B(0) = ( L Zaym ' ) (1.3)

A relagdo 1.3 nos mostra imediatamente que (’(0) independe da escolha de a. Temos
ainda que 1.3 pode ser escrita como

B'(0) = dip,(v) = (gi’;)(xj(o», i=1,..mj=1,..n,

onde <gi’?> indica uma matriz m x n e 2%(0) indica uma matriz coluna com n elementos.
J

Portando, di, ¢ uma aplicagao linear de T, M; em T,,(,) M2 cuja matriz nas bases associadas

as parametrizacoes x e y é precisamente a matriz yi ) ]
Ox;

Definicao 1.4. A aplicagao linear dy, dada na Proposicao 1.1 é dita a diferencial de ¢
em p.

Definicao 1.5. Sejam M; e M, variedades diferencidveis. Uma aplicacao ¢ : My — M,
¢ um difeomorfismo se ela é diferenciavel, biunivoca e sua inversa ¢! é diferencidvel.
@ & um difeomorfismo local em p se existem vizinhangas U de p e V de ¢(p) tais que
¢ : U — V é um difeomorfismo.

O conceito de difeomorfismo conduz naturalmente a idéia de equivaléncia entre va-
riedades diferenciaveis. E imediato que se ¢ : M; — M, é um difeomorfismo, entao
dpy : TyMy — Ty My € um isomorfismo para todo p € M;. Em particular, as dimensoes
M e M5 sao iguais. O teorema seguinte é uma reciproca local deste fato.

Teorema 1.1. Seja ¢ : M{* — MY uma aplicagao diferencidvel e seja p € My tal que
de, : T,My — Ty, My € um isomorfismo. Entao ¢ € um difeomorfismo local em p.
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A demonstracao ¢ uma aplicacao imediata do Teorema da Funcgao Inversa do R".
Vamos mostrar alguns exemplos de variedades diferenciédveis:

Exemplo 1.1. O espago Euclidiano R™ com a estrutura diferenciével dada pela identidade
¢ uma variedade diferenciavel.

Exemplo 1.2. A esfera S™ é dada por

n+1
N {(.T17 ...,$n+1> c Rn—l—l,zxf = ].} c R™,

i=1

A estrutura diferenciavel {(R”,7;1), (R”, 7, ')} usual de S™ pode ser obtida atravéz das
parametrizacoes (R™, m;1) e (R”, 7, '), onde m ¢ a projecdo estereografica a partir do
polo norte, e my a projecao estereografica a partir do polo sul. Assim, S™ é uma variedade
diferenciavel.

Exemplo 1.3. Generalizando o exemplo acima, temos o das Hipersuperficies Regulares
do R™. Estas sao definidas como um subocnjunto M* C R”, k < n, tal que, para todo
p € M* existem uma vizinhanca V' de p em R™ e uma aplicacdo z: U C R* = M NV de
um aberto U C R¥ sobre M NV tais que:

a) x ¢ um homeomorfismo diferenciavel.
b) (dz), : R¥ — R™ ¢ injetiva para todo q € U.
Com tal parametrizacdo x, M* tem a sua estrutura diferenciavel.

Para darmos um outro exemplo de variedade, vamos introduzir alguns conceitos. Di-
zemos que um grupo G age em uma variedade diferenciavel M se existe uma aplicagao
v :Gx M — M tal que

i) Para cada g € G, a aplicagao ¢, : M — M dada por ¢,(p) = ¢(g9,p), p € M, é um
difeomorfismo, e . = identidade.

H) Se g1,92 € Ga Pgrge = Pg1 © Pga-

Dizemos que uma agao é propriamente descontinua se todo p € M possui uma vizinhanca
U C M, tal que UNg(U) = (), para todo g # e.

Quando G age sobre M, a acao determina uma relagao de equivaléncia «~~ em M, onde
p1 v D2 se e 80 se py = g(p1) = gp1, para algum g € G. Indicamos por M/G o espago
quociente de M por esta relagao de equivaléncia. A aplicacao 7 : M — M /G, dada por

7(p) = classe de equivaléncia de p = Gp

sera chamada projecao de M em M/G.

Temos um resultado que diz que para uma variedade diferencidvel M e G x M — M
uma agao propriamente descontinua, M/G possui uma estrutura diferenciavel de modo
que a proje¢ao 7 : M — M /G é um difeomorfismo local.

Com efeito, para cada p € M vamos escolher uma parametrizacao x : V. — M em p
de modo que (V) = U, onde U C M é uma vizinhanga de p tal que UNg(U) =0, g # e.
Temos que 7|U é injetiva, donde y = mox : V. — M/G é também injetiva. Entao, a
familia {(V,y)} é uma estrutura diferenciével.
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Exemplo 1.4. Vamos considerar o grupo GG das translagoes por vetores de coordenadas
inteiras do R", onde a acao de G em R" é dada por

G(1, .oy p) = (T1 + 21, o0y Ty + 20n),

para zi, ...z, € Z, (x1,...,x,) € R". A agao é propriamente descontinua de G em R".
Neste caso, G = Z".

Assim, o espago quociente R" /G, com a estrutura diferenciavel descrita no paragrafo
acima é dito o n—toro T™. No cason = 1, corresponde ao circulo T! = S!. De forma geral,
T ¢ difeomorfo ao produto cartesiano S* x ... x S'. Se k = 2, o 2-toro T? ¢ difeomorfo
ao toro de revolucao de R?® dado como imagem inversa do zero da funcao f : R* — R

Flay2) = 2 4 (Vo T — )=

Definicao 1.6. Seja M uma variedade diferenciavel. Dizemos que M ¢é orientdvel se M
admite uma estrutura diferenciavel {(U,, x4)} tal que

i) para todo par «, 3, com z,(U,) Nxs(Us) = W # 0, a diferencial da mudanga de
coordenadas z o 2! tem determinante positivo.

Caso contrario, dizemos que M é nao-orientdvel. Se M é orientavel, a escolha de uma
estrutura diferenciavel satisfazendo i) é chamada uma orientacao de M e assim, M ¢é dita
orientada. Duas estruturas diferenciaveis satisfazendo i) determinam a mesma orienta¢éio
se a uniao delas ainda satisfazem 1i).

Exemplo 1.5. Vamos considerar a variedade diferenciavel dada pelo conjunto das retas
de R que passam pela origem. Esta ¢ nomeada RP". Ela pode ser descrita como o
espaco quociente da esfera unitaria S™ pela relacao de equivaléncia que identifica p € S”
com seu ponto antipoda A(p) = —p. Neste caso, o grupo G é Z,. Logo, RP" = S"/Z,. Tal
descricao é feita por tomarmos cada reta que passa pela origem, que determina, portanto,
dois pontos antipodas na esfera. Esta correspondéncia é entao bijetiva.

A variedade diferenciavel RP" é orientavel se, e somente se, n é impar. Com efeito,
dada uma orientagao de S™ definida pelo campo posi¢ao N(p) = p, temos que uma base
{v1,...,v,} de T,S™ & positiva se, e somente se, {vy, ..., v,, p} € base positiva de R"*!, isto
é, det(vy, ..., vy, p) > 0. Entéo, dada uma base positiva {vy, ..., v,} de T,S", o isomorfismo
dA(p) = —1d preserva a orientagao se, e somente se

det(—vy, ..., —vy,, —p) = (=1)"det(vy, ..., v, p) > 0.
Isto nos diz que a orientacgao é preservada se, e somente se, n é fmpar.

Defini¢ao 1.7. Seja M"™ uma variedade diferenciavel e seja TM = {(p,v);p € M,v €
T,M}. Este conjunto, chamado de fibrado tangente, possui uma estrutura diferenciavel
natural induzida por M (de dimensao 2n).

Definicao 1.8. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel é uma corres-
pondéncia em que para cada ponto p € M é associado um vetor X (p) € T,M. Em termos
de aplicagoes, X é uma aplicagao de M no fibrado tangente T'M. O campo é diferencidvel
se a aplicacao X : M — T'M é diferenciavel.
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Considerando uma parametrizacao x : U C R® — M é possivel escrever

X(p) = ZXi(p)a%7 (1.4)

%

onde cada X; : U — R é uma fungao em U e {%} ¢ a base associada a x, com ¢ =1,..,n
Desta forma, X é diferencidvel se, e somente se, as fungoes X; sao diferenciaveis para
alguma (e portanto, para qualquer) parametrizagao.

Temos também que é conveniente absorver a idéia sugerida por (1.4) e pensar num
campo de vetores como a aplicacao X : D — D, definida como

D= X ). feD,

i i
onde f indica, por abuso de notacgao, a expressao de f na parametrizacao x. Esta operacao
¢ uma derivagao, logo, obedece a regra de Leibniz (regra do produto).

Sejam X, Y campos diferenciaveis de vetores em uma variedade diferenciavel M. Vale
observar que a composicao Y X nao é uma derivacao, entao nao representa um campo
vetorial. Por outro lado, existe um tunico campo vetorial Z tal que, para toda f € D,
Zf = (XY —-YX)f. Aqui, como citamos acima, vale a regra do produto, ou seja, para a
parametrizacao = : U — M, temos

5,
X:E}Xia—% e Z Jax]

Entéao, para todo f € D(M)

AR
_X<zjzyﬂaxj)_; "D, mﬁZX Ja ax]

2y}

B ar\ 09X, 0f
-y (Tagh) - nf e s gL

7.7

o%f __  9f

Ox;0x; — Ox;0x;’ entao

Logo, usando Schwarz, temos que

) - Y, 0X;\ Of
Z(f) = XY(f) - YX()) =Y (Xz oz, Vo, ) Oz,

,J
Portanto, [X,Y] é um campo vetorial.

Definicao 1.9. O campo vetorial Z dado acima é chamado o colchete [X,Y] = XY -Y X
de X e Y. [X,Y] ¢é evidentemente diferenciavel.

1.2 Meétrica Riemanniana

Uma métrica Riemanniana ou estrutura Riemannianae em uma variedade diferencidvel
M & uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno g(-, -),,
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isto é, uma forma bilinear, simétrica, positiva definida, no espaco tangente 7, M, que varia
diferenciavelmente no seguinte sentido:

Sex : U C R" —- M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com
z(xy,...,x,) =p€x(U)e %(p) = dz(0,...,1,...,0), entao g(a%i(p), a%i(p))p = gij(z1, ..., Tp)
¢ uma funcio diferenciavel em U. E evidente que gi; nao depende da escolha do sistema
de coordenadas. Quando nao houver risco de confusao sobre qual métrica Riemanniana
esta sendo considerada, iremos usar a notagao

g(X,)Y) =(X,Y).

Outra maneira de descrever a diferenciabilidade da métrica Riemanniana é afirmar
que para todo par X e Y de campo de vetores diferenciaveis em uma vizinhanca V' de
M, a funcao (X,Y) é diferenciavel em V. Desta forma, verifica-se que esta defini¢ao é
equivalente a anterior.

Seré conveniente deixar de escrever o termo p em g(-, -), sempre que nao houver pos-
sibilidade de confusao. As fungoes g;; sao ditas expressao da métrica Riemanniana no
sistema de coordenadas x : U C R™ — M. Uma variedade diferenciavel munida da estru-
tura Riemanniana diferenciével é chamada variedade Riemanniana. Vamos agora definir
uma nocgao de equivaléncia para a estrutura Riemanniana.

Definicao 1.10. Sejam M, e M, variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M; —
M, é chamado uma isometria se

(u,v), = (dfp(u),df,(v)) sy, paratodo p € My, u,v € T,M. (1.5)

Definigao 1.11. Sejam M; e M, variedades Riemannianas. Uma aplicagao diferenciavel
f My — M, é uma isometria local em p € M, se existe uma vizinhanga U C M; de p
tal que f: U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (1.5).

Dizemos que a variedade Riemanniana M; é localmente isométrica a variedade Rie-
manniana M se para todo p em M existe uma vizinhanca U de p em M; e uma isometria
local f:U — f(U) C M.

Agora, vamos descrever como uma métrica Riemanniana pode definir uma nogao de
volume em uma variedade Riemanniana orientada M.

Sejap € M esejax: U C R" — M uma parametrizagao, com p € z(U), na orientagao
de M (diremos que tal orientagao é positiva). Vamos considerar uma base ortonormal
Eositiva {E1,...,E,} em T,M e escrever 8%i(]v) na base {E;} como (%(p) = > ai; Ej.

0go,

o 0
gzk<p) - <€9x’ 8x;§>(p> - g CLz‘jCLkl<Ej, El> - E Qi Q-
i - P

gl

0 i ) )
For do paralelepipedo formado pelos vetores Fom 0 o €I

1 multiplicado pelo determinante da matriz (a;;), temos

Sabendo que o vol(aim, s
T,M éigual a vol(Ey, ..., E,)

que
vol(aim17 e aixn) = det(X;;) = 1/ det(gi;)(p). (1.6)
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Sey: U C R* - M ¢é outra parametrizacdo positiva em torno de p, com h;;(p) =

(-2 9)(p), temos
\/ det(gi;)(p) = vol(a%l, o 8%”)

dy;’ By;
0 0

=J- 'UOl(a—yl, vy 8—%)

— - \Jdet(hy) ()

onde J = det(%) = det(dy™ o dr) > 0 ¢ o determinante da diferencial da mudanga de

coordenadas.

Seja agora R C M uma regiao (conjunto aberto e conexo), cujo fecho é compacto.
Vamos supor que R esté contida em uma vizinhanga coordenada z(U) de uma parame-
trizagdo x : U — M positiva, e que a fronteira de x7*(R) C U tem medida nula em R"
(vale observar que a no¢ao de medida nula em R™ é invariante por difeomorfismos). Desta
forma, definimos o volume vol(R) em R pela integral em R"

vol(R) = /zl(R) \/det(gij)dxy...dxy,. (1.7)

Esta expressao esta bem definida. Com efeito, se R esta contida em outra vizinhancga
coordenada y(U) de uma parametrizagao positiva y : U C R" — M, teremos, com as
notacoes acima e pela formula de mudanca variaveis em integrais multiplas,

det(g;;)dzy...dx, :/ det(h;;)dy;...dy, = vol(R),
|, Veettaan [ Vet (R)

o que nos diz que a Definigao 1.7 nao depende do sistema de coordenadas escolhido (nisto,
usou-se a hipotese da orientabilidade de M, para evitar que vol(M) troque de sinal).

Para definir o volume de uma regiao compacta R, que nao estéd contida em alguma
vizinhanga coordenada, podemos considerar uma partigdo da unidade {¢;} subordinada
a uma cobertura (finita) de R por vizinhangas coordenadas z(U;) e escrever

Vol(R) = Z /_1(R) PiU.

(Veja [16] para mais detalhes). Pode-se verificar que a expressdo acima nao depende da
escolha da particao da unidade.

1.3 Conexao Riemanniana

Uma conezxdo afim V, em uma variedade diferenciavel M, é uma aplicacao V: X (M) x
X(X) — X (M), denotada por (X,Y) = VY, que satisfaz as seguintes propriedades:

i) VixygvZ = fVxZ 4 gVy Z;
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ;
i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y;
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onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).
Pondo o sistema de coordenadas (z1, ..., z,) em torno de p, temos

0
X:;Xza—xl (§] Z jax]

Dai,
9, oy;) o
Vxl' =V (Z e ) ZJ: N o +ZJ: 9z, 0,
Fazendo V 2 B =5 I* i a , em que definimos Ffj como os Stmbolos de Christoffel,

concluimos que F sao funcoes diferenciaveis e que
oy;) o
VxY = X;Y r* X;
X Z Z ij axk + Z O ax]
oYy)| 0O
_ V.Tk . k

Dy,
=> ZXYF’“ + X (Yy)
k

o que mostra que VxY depende dos valores de X, Y em p, e das derivadas de Y ao longo
de X.

ka’

Definicao 1.12. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com
a métrica se

Definicao 1.13. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é dita simétrica
quando

VxY —VyX =[X,Y], X,Y € X(M).

Observagao 1. Em um sistema de coordenadas (U, x), o fato de ser V simétrica implica
que para todo 7,7 = 1,...,n,

0 0 o 0

Afinal, pelo Teorema de Schwarz, para f fungao em valores reais

00 o Bf _ OPf 09
83:1- 83:j N 8@836] N 03638:1:1 N 833]' 83:1
=

9 0] 009 90
83:/8%_

Nos permitindo entao dizer que V o % =V o 3
ox; Zj oz ; z;
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Agora vamos enunciar o teorema principal desta secao:

Teorema 1.2 (Levi Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica
conexao afim NV em M satisfazendo as sequintes condicoes:

i) V é simétrica;

i) V € compativel com a métrica.

Esta conexao citada neste teorema é dita conexao Levi Civita ou conexao Riemanniana
de M e é caracterizada pela formula abaixo

(Z,Vy X) = %{X(Y, Z)+Y(Z,X) — Z(X,Y)
- <[X> Z]7Y> - <[Y> Z]7X> - <[X> Y]7Z>}

Veja [8] para mais detalhes. Assim, podemos escrever a expressao classica dos simbolos
de Christoffel da conexao Riemanniana em termos da métrica g;;. Com efeito, dado

k _0
8@ 81'J zk‘ Fl] sz

o 0
l_ —_—
Zrljglk Zrz] axl al'k; ;<Fljaxl7axk>
o 0 0 0
azz 6’% 8xk> N <8xk’v8% 813J>
00 0 000 0 0.0 0
Oxj Ox;’ Oy, Ox; ' Oxy,’ Oz Oxy, Oz 0" |~
- aglk + agk] . ag]z
ox;  Ox;  Owxy )

=(V
1
5

Como a matriz gy, admite uma inversa ¢*™, teremos que
1 d9; Ogr;  0gi;

FZL:_Z gk+ 9kj 09 g,
2 Ox; 0x; Oxy,

Exemplo 1.6. Para o espaco euclidiano R", temos que Ffj = 0, pois ¢;;(x1, ..., Tn) = 0yj
(constante). Segue da expressao da conexao em termos dos simbolos de Christoffel

VxY = Z

que a conexao Levi-Civita no Espago Euclidiano coincide com a derivada usual. Portanto,
em R"™, podemos escrever VxY = (XY, ..., XY,,), que é o mesmo que dY (X).

0

ZXYF'“ + X(Y3)
8£Uk

1.4 Curvatura

Nesta secao, iremos introduzir os objetos mais importantes para este trabalho que sao
as nogoes de curvatura. A principio, definiremos o tensor curvatura, como segue.

Definicao 1.14. Chamaremos de tensor curvatura a seguinte aplicagao:

R(X,Y) : X(M) — X(M)
R(X,Y)Z =VyVxZ -~ VxVyZ + VixyZ.
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Exemplo 1.7. Como vimos no Exemplo 1.6, a conexao Levi-Civita em R" é dada por
VxY = (XY1,..,XY,). Com isto temos que, para Z = (Zy,...., Z,), e X, Y € X(R"),
VxZ=(X%Zy,...XZ,)eVyZ=(YZ,...,YZ,). Dai,

VwVxZ=(YXZ,...YXZ,);
VxVyZ =(XYZ,...XYZ,);
VixyiZ = (XY =Y X)Zy, .., (XY =Y X)Z,).

Entao
VyVxZ —VxVyZ+ V[Xy]Z = 0.
Portanto, temos que o tensor curvatura de R™ é nulo.

Dado este exemplo, podemos pensar na curvatura de uma variedade diferenciavel M
como uma quantidade que mede, em certo sentido, o quanto M deixa de ser Euclidiana.

Dado um sistema de coordenadas z; em p € M, temos que [%, %] = 0. Como vimos
na sessao anterior. Desta forma,

g 0 0 0
R(a_a_>aa; (V %V T Vi Ve )amk

Logo, a curvatura mede, em certo sentido, a nao-comutatividade da derivada covariante.

Exemplo 1.8. Considere o toro T" do Exemplo 1.4. Temos uma métrica Riemanniana
natural em T" ao qual torna a projecao 7 : R™ — T™ uma isometria local. Nesse caso, T"
é localmente R", e portanto sua curvatura é zero.

Seja o toro T™ descrito no Exemplo 1.4. Considerando que, localmente, T™ é R", ou
seja, cada ponto de T™ representa uma classe de pontos em R", a curvatura de T" é
também zero.

Vamos explicar agora o porqué da palavra tensor na definicao de curvatura.

Defini¢ao 1.15. Um tensor de ordem r é uma aplicacao r-linear T : X'(M)x...x X (M) —
C>°(M) tal que

T(X1, o F X+ Y, s X
= fT( X1,y Xiy s X)) + T(X1, o Yooy X)), Xi € X(M), f € C®(M).

Um tensor depende apenas dos valores de X7, ..., X, em dado ponto p € M. De fato,
dado um ponto p € M, seja U uma vizinhanga de p onde definimos campos FEi, ..., E, €
X (M™), de forma que em cada g € U, os vetores {F;(q)}, i = 1,...,n, formam uma base
de T,M. Sejam entao

= E XilEip'- E 'Lr’ 11,000 = 1,...,%,
i1

as restrigdes a U dos campos Xj, ..., X, escritas por {E;}. Por linearidade,

77777
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Esta expressao nos diz que o valor de T'(Xj, ..., X;.) em um ponto p € M, depende apenas
dos valores em p de T'(E;,, ..., E;.), e dos valores de Xj, ..., X, em p.

Com isto, podemos afirmar que a curvatura é um tensor. Com efeito, para X,Y, Z €
X (M), podemos escrever

RX,)Y)fZ =VyVxfZ -VxVyfZ+ Vixy)fZ
=Vy(X(f)Z+ fVxZ) = Vx(Y(f)Z+ fVyZ) +Vxv-yxfZ
=YX(f)Z+X(f)VyZ+Y(f)VxZ+ fVyVxZ
- XY (f)Z-Y(f)VxZ - X(f)VyZ — fVxVyZ
+ XY (f)Z+ fVxyZ =Y X(f)Z — fVyxZ
= fVyVxZ — fVxVyZ + fVxyZ — fVyxZ
= f(VyVxZ —=VxVyZ +VxyZ+V_yxZ)
= f(VyVXZ —VxVyZ + V[Xy]Z)
— fR(X,Y)Z.

A linearidade das outras entradas segue diretamente.
Temos também outras propriedades de curvatura dadas nas seguintes proposigoes.
Destacamos que a partir de agora usaremos a seguinte notacao:

(R(X,Y)(Z),T) = (X,Y, Z,T).
Proposicao 1.2 (Primeira identidade de Bianchi).
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
Proposicdo 1.3. a) (X,Y.Z.T) + (Y,ZX,T) + (Z.X,Y,T) = 0;
b) (X,Y,Z2,T) = - (Y, X,Z,T);
c) (X,Y,2,T) = - (X,Y,T,2);
d) (X,Y,Z,T) = (Z,T,X,Y).

Para a - € T,M, vamos escrever

R (i i) 2 v, V.Vl

8@»’ 8xj al‘k oz;  Ox; Oz;  Owy 8xk

onde R! i;1 sa0 chamados de componentes da curvatura. Para escrevermos Rﬁj  em termos
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dos coefcientes Ffj da conexao Riemanniana, vamos fazer:

o 0 0 0
R(a—xl,a—x]) 8$k (V V 8 —VBZZV )axk

0 0
=V 95 vaia_xk _vailvaz 6$k

0 0
_ § I~ . E I~
o va%j < l Flkaxl> va?vi ( ij 85(3[)

ark, d art, o %)
ik~ 7! — ) = k=47t —_
Z Oz Ox; + ’kv% &vl) ZZ: < Ox; Ox; + kaa% ox;

( 0

l

art, o d arL, o 0

LA, N3 rs— | — CLAANT N rs—

ZI: <8xj oz + Zkzg: ’lax5> zl: ( ox; Ox; * JkZS: Lo,
arik s l 8Flk s l 0
<8xj +Fz‘kzrﬂ - 8_;1 _ijZFil Ers

2
s s aFi aI‘l 0

S

=
ort ort
l l s 1l ik jk
'ij ZF F erkris + al'j - O )
l 3
que sao os componentes da curvatura que procuravamos. Fazendo
o 0 g 0 o 0
R — — R. =
< (83:/ 8xj> oxy’ 8955) <Z CLET 8958)
=D Rijpgus
!

= Rijksa

temos as identidades vistas nesta secao:

Rijis + Rjris + Riijs = 0
Rijks = _Rjiks

Rijks = _Rijsk

Rijks - Rksij-

1.4.1 Curvatura Seccional

Sejam um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M. Definimos a
curvatura seccional K (o) no ponto p e na diregao de o pela expressao

(v,u,v,u)
v Aul? '

K(o) = K(v,u) =

onde {v,u} ¢ uma base qualquer de o e |[v A ul* = \/|v[?|u? — (v, u)2.
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1.4.2 Curvatura Ricci e Curvatura Escalar

Seja v = e, € T,M um vetor unitario. Tomemos uma base ortonormal {ej, ..., e,_1}
do hiperplano de T,M ortogonal a v. Lembrando que |v A ¢;> = 1, j4 que temos uma
base ortonormal, vamos considerar os seguintes valores:

Ric,(v) = > (R(v,e1)v, e;) = Z K(v,€),

%

Ry (p) = E Ricy(e;) = E (R(ei, ej)ei, e;).
J i,
Respectivamente, os valores acima sao chamados de curvatura de Ricci na diregao v
e curvatura Escalar de M em p. Vamos mostrar agora que as expressoes acima indepen-
dem das escolhas das bases ortonormais. Para fazer isto, vamos dar uma caracterizacao

intrinseca das expressoes acima. Primeiramente, vamos definir uma forma bilinear em
T,M: sejam v,u € T,M e a aplicacao bilinear:

Q(v,u) = trago da aplicagdo e — R(v, e)u.

Agora, seja uma base ortonormal {es, ..., e,_1,v} de T,M. Temos entao
Q(U’ u) = trago de R<U7 e)u = Z<R<U7 ei)u7 6i> = Q(U, U)‘

A dltima igualdade se da por (v,u,e, f) = (e, f,v,u), como ja vimos. Assim, podemos
afirmar que @) é simétrica, seu traco estd bem definido e nao depende da base ortonormal
escolhida. Também podemos dizer que Q(v,v) = Ric,(v), pois ao tomarmos a base
ortonormal {ey,...,e,_1,v}, vale que R(v,v,v,v) = 0. Desta forma, podemos dizer que
Ric,(v) esta intrinsecamente definida. Por @ ser simétrica, temos que @) corresponde a
uma aplicacao linear auto-adjunta A, dada por

<A(U)7 u) = Q<U7 u)
Dai,

Traco de A = Z(A(ej), e;) = Z Q(ej, ¢5)
= ZRiCp(ej)

= Ru(p).

Isto demonstra o que haviamos afirmado. A forma bilinear ) é chamada de tensor de
Ricci.

Exemplo 1.9. E possivel provar que para uma superficie bidimensional S, a curvatura
seccional K de S ¢é sua curvatura Gaussiana. Desta forma, dados {v,u} base de 7,95,

Ric(v) = K(v,u);
Ric(u) = K(u,v).
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Logo,
Rg = Ric(v) + Ric(u) = 2K (v, u).

O caso particular de superficies regulares em R? segue da Equacao de Gauss que iremos
ver mais a frente, veja Teorema 1.6.

Vamos apresentar agora uma nogao geométrica para a curvatura escalar.

Teorema 1.3. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo n e B.(p) a bola geo-
désica de raio v centrada em p. Seja também w, o volume da bola unitaria em R"™. Para
r suficientemente pequeno,

Ry (p)r?

Vol(B,(p)) = w,r" (1 )

+ O(r3)) :
Desta forma, a curvatura escalar mede o desvio do volume de uma bola geodésica de
raio suficientemente pequeno para uma bola também pequena no Espaco Euclidiano.

1.5 Imersoes Isométricas

Definicdo 1.16. Sejam M™ e M variedades diferenciéveis.

i) Uma aplicagdo diferenciavel f : M — M & uma imersdo se df, : T,M — Tf(p)m é
injetiva;

ii) Se, além disto, em todo p € M, f ¢ um homeomorfismo sobre f(M) C M, onde
f(M) tem a topologia induzida por M, dizemos que f é um mergulho;

iii) Se M Cc M e a inclusao @ : M — M é um mergulho, dizemos que M é uma
subvariedade de M.

Vale observar que se f : M™ — M ¢ uma imersio, entdo m < n, ¢ a diferenca n —m
é chamada a codimensao da imersao f.

Dada uma imersao f : M — M, com dimM = n e dimM = n + m, a métrica de M
induz naturalmente uma métrica em M: se vy, vy € T, M, define-se (vy, v2) = (df,v1, dfpv2).
Com esta métrica induzida, aplicacao f é chamada de imersao isométrica.

1.5.1 O Teorema de Gauss

Seja p € M e f: M — M uma imersdo isométrica. Entdo, para cada p € M, existe
uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. A idéia nesta
sess@o é decompor df,(v) no espago tangente a f(U) com o espaco normal a f(U). Para
simplificar as notagoes no decorrer do texto, a partir de agora, escreveremos U em vez de
f(U), pem vez de f(p), e v € T,M, em vez de df,(v) € Ty, M.

Considerando estas notacdes, para U C M uma vizinhanca de p, estenderemos um
campo local de vetores em U para um campo local de vetores em U. Para cada p € M, o
produto interno em 7, pﬁ ¢ decomposto na soma direta

TpM = TpM S (TpM)La
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onde (T,M)* ¢ o complemento ortogonal de T,M em Tpﬂ. Logo, se v € T, pM, podemos
escrever

'U:'UT—l—vN,

onde vT" € T, M e ¢ chamado de componente tangencial de v e vV € (T,M)* e é chamado
de componente normal de v. A conexao Riemanniana de M é nomeada V. Desta forma,
sejam X, Y campos locais de M e X, Y extensoes locais a M. Vamos definir

VY = (V7).

(A variedade M herda a conexdo de Levi Civita de M. Veja [§] para mais detalhes).
Para X,Y campos locais em M, definimos um campo local em M normal a M por

A(X,)Y)=VxY — VyY = (VxY)V.
A(X,Y) ndo depende das extensoes X e Y. Além disso, temos

Teorema 1.4. Se X, Y € X(U), a aplicagio A : X(U) x X(U) — X(U)* dada por

A(X,)Y)=VxY — VyY
€ bilinear e simétrica.

Demonstracao. Pelas propriedades de linearidade de conexao, ja temos a aditividade de
X,Y e que A(fX,Y) = fA(X,Y), f € D(U). Vamos provar entdo que A(X, fY) =
fA(X,Y). Indicando f uma extensao de f a U, temos

AX, fY) =

poisem M, f = f, entdo X (f)Y = X(f)Y. Para provar que A é simétrica, vamos utilizar
a simetria da conexdo Riemanniana. Entao temos

AX)Y)=VxY —VxY =V X + [X,Y] - Vy X — [X,Y]
=VsX — Vy X
=AY, X),
pois em M, [X,Y] = [X,Y]. O

Como A é bilinear, concluimos que A, exprimido em um sistema de coordenadas, tem
seu valor dependendo apenas de X (p) e Y(p). Sejap € M en € (T,M)*. A aplicagao
B, : T,M xT,M — R, dada por

B,(X,Y) = (AX,Y),n), X,Y e€T,M,

é uma forma bilinear simétrica pela proposicao anterior. Com isto, vamos a defini¢ao:
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Definicao 1.17. A forma quadratica
By(X,Y) = (A(X,Y),n)
¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7).

A aplicacao B, faz corresponder a uma aplicacao linear auto-adjunta S, : T,M — T,M
dada por

<S77(X)7Y> = BT](X’ Y) = <A(X’ Y)ﬁ”)'

A proposi¢ao seguinte nos d4 uma expressao desta aplicagao em termos da derivada co-
variante.

Teorema 1.5. Sejap € M, X € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensdo local de n
normal a M. Entao

Sy(X) = —(VxN)".
Demonstragao. Sejam X,Y € T,M. Com efeito,

(S(X),Y) = B,(X.Y) = (A(X,Y),N) = (VxY — VxV,N)

VY, N)
= _<vXN7 Y>7

=
=

afinal, X(Y,N) =0 = (VxY,N) + (Y, VxN). O

Agora, vamos relacionar a curvatura de M com a curvatura de M atravez da segunda
forma fundamental. Se u,v € T,M C TPM sao linearmente independentes, indicaremos
por K(u,v) e K(u,v) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano
gerado por u e v.

Teorema 1.6 (Teorema de Gauss). Sejam p € M e u,v vetores ortonormais de T, M.
Entao

K(u,v) — K(u,v) = (A(u,u), A(v,v)) — |A(u,v)|?.

Demonstracao. Sejam X, Y extensoes locais ortogonais de u, v, respectivamente, e tan-
gentes a M. Sejam também X, Y extensoes locais de X, Y, respectivamente, a M. Entao:

K(X,)Y)-K(X,Y)=(VyVxX — VxVyX — (V3VxX — V¢V X),Y).
Afinal,

(Vixy1X = VX, V) = (VxpX)",Y) =0.
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Vamos fazer A(X,Y) =Y, Bi(X,Y)E;, para E;, i = 1,..,m, m = dim(M) — dim(M),
sendo componentes ortonormais de (7,M)* e B; = Bpg,. Desta forma,

VyVxX = Vy(>_ Bi(X,X)E; + VxX)

= {Bi(X,X)VyE; + YB/(X,X)E;} + Vg VxX.

4

(VeVxX,Y) = ) {Bi(X,X)VyE; + YBi(X, X)E;} + VyVx X,Y)
= é: Bi(X,X)VyE;,Y) + (VyVxX,Y)
() B(X, X)E;, VyY) + (VyVxX,Y)
— —Z Bi(X, X)E;, B;(Y,Y)E)(VyVxX,Y)

:—ZB (X, X)B;(Y,Y) 4+ (VyVxX,Y).

Analogamente,

(VxVyX,Y) = = Bi(X,Y)Bi(X,Y) + (VxVyX,Y).

Portanto,

K(X,Y)-K(X,Y)=(VyVxX — VxVyX — (VVxX — VxV5X),Y)
=Y Bi(X,X)B; ZB (X,Y)Bi(X,Y).

Exemplo 1.10. Seja a aplicacao z : R? — R* dada por

x(0,p) = %(cos(@),sen(@),cos(go),sen(go)), (0, ) € R2.

Como wy e x, sao L.I, dx é injetiva, entao a aplicacao é uma imersao. Esta aplicagao é
uma imersio de R? na esfera unitaria S* C R*, cuja imagem z(R?) ¢ o toro T2, chamado
toro de Clifford.

O vetor

?x  Or 1

1
7= @ﬁ —(—cos(0), —sen(d),0,0)

V2
é ortogonal a xy e x,. Logo, %(—005(9), —sen(0),0,0) = [Vy,xe]Y = A(xg, ). Temos
também que

(—sen(#), cos(6),0,0) =

Px  Ox 1 1
e 390\/_< sen(gp),cos(gp)):E(O,O,—COS(SO)a_SG”(%O))
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¢ normal a z, e zg. Logo, \%(0,0, —cos(p), —sen(p)) = [Va,z,)V = A(zp, 2,). Além
disso, [Va,z,]N = A(zg,z,) = (0,0,0,0), pois 858299 = (0,0,0,0). Como a curvatura

seccional de R* é 0, temos que

K (g, 2) = (Alzg, ), ATy, Tp)) = 0.

Observagao 2. No caso de hiperficie f : M"™ — MHH, a equagao de Gauss admite uma
expressdo mais simples. Sejam p € M e n € (T,M)*, |n| = 1. Seja {ey, ..., e,} uma base
ortonormal de T, M para a qual S, = S é diagonal, isto é, S(e;) = \e;, i = 1,...,n, onde
A1, ..., A 580 0s autovalores de S. Entao B(e;,e;) = \; e B(e;, e;) = 0, se i # j. Portanto,
temos que

K(ei,ej) — F(ei,ej) = )\z)\]

Exemplo 1.11. A partir deste caso, vamos dar o exemplo da esfera unitaria S* ¢ R***.
Para isto, vamos definir a aplicacdo de Gauss. Seja M = R™*!. Seja também N uma
extensao local de 7, unitaria e normal em M. A esfera unitaria de R é dada por:

= {z € R"™;||z|| = 1}. Agora, seja a aplicacio de Gauss: g : M™ — S}. Vamos
transladar a origem do campo N para a origem do R"*! e ainda teremos que

g(p) = ponto final do transladado de N(q).

Como T,M e T,S} sao paralelos, podemos identificé-los, e vemos que dg, : T,M — T,M
é dada por

dgy(x) - A2 AD)

onde ¢(0) = g e d(0) =z, para ¢ : (—e,e) — M™. Concluimos entao que —S,, é a derivada
da aplicacao normal de Gauss.

Com isto, vamos orientar S" pelo campo normal unitario N(z) = —x € R"" | |z| = 1.
Assim, a aplicagdo normal de Gauss é igual a (—i), onde i é a identidade de S", Dali,
temos que a aplicagao Sy tem todos os seus autovalores iguais a 1. Vejamos:

|t:0 =V,N = (V:EN)T = _Sn(x)7

dgy(o) = W2 A (o) = o = —su)
=
Sny(v) =w.

Isto significa que para todo p € S", todo v € T,,S™ é autovetor. Portanto, a curvatura
seccional da esfera unitaria S™ é dada por

K(eje;)=1-1=1.

Como {e;} ¢ base ortonormal de T,S™, temos que |e; A e;]* = 1, entdo K(ej,e;) =
(R(ei,ej)ei,e;) = 1. Podemos entdo calcular a curvatura de Ricci de S em p na di-
recao de e; Ric,(e;) e a curvatura escalar de S em p Rgn(p) da seguinte maneira:

[y

n—

Ricy(e;) =

(]

K(ejej)=n—1, e
1

Rsn(p ZRZCP e)=n-(n—1).

i=1

3?.
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Exemplo 1.12. Neste exemplo, vamos calcular a curvatura escalar de S? x St. Mas antes
disso precisamos relembrar algumas identidades. Para uma variedade produto M = M; x
M, temos a métrica produto, donde para X,Y € T M,

It (XY ) = gt (X0, V) + gt (X5, Ya).
Com isto, a conexao com respeito & métrica produto é dada por
VYX = VYle + VYQXQ,

pois Vx, X; = 0, se i # j. Além disso, a curvatura com respeito a métrica produto ¢ dada
por

R(X.,Y)Z = Ry, (X1, Y1) Z1 + R, (X2, Y2) Zo,

para X,Y,Z € T M. Assim, vale mencionar que K(X;, X3) = 0. Usando o calculo da
curvatura seccional de S™ feito anteriormente, podemos calcular as curvaturas de M =
S? x S'. Aqui, destacamos que o tensor curvatura de S' ¢ identicamente nulo, segundo
os Exemplos 1.4 e 1.8. Tomando uma base ortonormal de TM {Fi, Fs, E3)}, em que
{E), E5} & base ortonormal de T'S? e {F3} é base ortonormal de T'S', temos que

K(Ey, By) = (R(Ey, By)Ey, By) = K2 = 1;
K(Ey, Es) = (R(Ey, Es)Ey, Es) = (R(Ey,0)Ey, Es) + (R(0, Es)0, Es) = 0;
K (Ey, Bs) = (R(Ey, Es) By, Bs) = (R(Ey,0)Ey, Es) + (R(0, E3)0, Es) = 0;
ch(El) — K(Ey, Ey) + K(Ey, Es) = 1;
Ric(E») = K(By, Bp) + K(E», E3) = 1;
Ric(Es) = K(Ey, Es) + K (Es, E3) = 0;

Ry = Ric(Ey) + Ric(Ey) + Ric(E3) = 2.

1.5.2 Geodésicas e Imersoes Minimas

Nesta subsessao, daremos uma interpretacao geométrica da curvatura seccional, fa-
zendo uma relagao desta com a curvatura gaussiana estudada em geometria diferencial.

Uma imersdo f : M — M & geodésica em p € M se para todo n € (T,M)* a segunda
forma fundamental B, é identicamente nula em p. A imersao é totalmente geodésica se
ela é geodésica pra todo p € M.

Proposicao 1.4. Uma imersdio f : M — M ¢é geodésica em p se e s6 se toda geodésica ~y
de M partindo de p € geodésica de M em p.

Demonstracao. Sejam v(0) = pe/(0) = v. Sejam também N uma extensao local, normal
a M, de um vetor normal  em p e X uma extensao local, tangente a M, de +'(t). Como
(X, N) =0, obtemos em p

BTI(X’X) = <ST](X>7X> = _<vXN7X>
= —X(N,X)+ (N,VxX)
= (N,VxX).
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Decorre dai que f é geodésica em p se e s6 se, para todo X € T,M, a geodésica v de

M que é tangente a X em p satisfaz a condicdo de Vx X nédo ter componente normal, isto

é, VxX = VxX. Logo, se uma for nula, a outra também sera. Portanto, toda geodésica
~ partindo de p é geodésica de M em p.

O

Agora, seja S = exp,(B N o), sendo B C T,M bola aberta, exp, difeomorfismo (ver
[8]) e o C T, M subespago de dimensao 2. S ¢, portanto, uma subvariedade de dimensao
2 passando por p. Intuitivamente, S é uma superficie formada por "pequenas"geodésicas
que saem de p e sao tangentes a ¢ em p.

Pela proposicao anterior, S é geodésica em p, donde as segundas formas fundamentais
da inclusao i : S < M sao nulas em p. Temos que, para Kg a curvatura gaussiana de S,

KS = K(p7 U)'

O que nos diz que a curvatura seccional K(p,o) é a curvatura gaussiana em p de uma
pequena superficie formada por geodésicas de M que saem de p e sao tangentes a o.

E. Cartan demonstrou que se uma variedade Riemanniana M ¢é tal que, para todo
p € M e todo o C T, M, o subespaco de dimensao 2, existe uma subvariedade totalmente
geodésica de M tangente a o, entao M tem curvatura seccional constante.

Defini¢ao 1.18. Seja Tr(S;) o trago do operador S; e {E;} base ortonormal do fibrado
normal da variedade M. Definimos o wvetor curvatura média H por

1

L Do) P
Defini¢do 1.19. Uma imersio f : M — M & minima se para todo p € M e todo
n € (T,M)*, tem-se Tr(S,) = 0.

Desta forma, a imersao f é minima se e somente se H(p) = 0, para todo p € M. Estas
superficies tem certas propriedades relevantes, cujas serao melhor definidas e caracteriza-
das no proximo capitulo.

Exemplo 1.13. Seja o toro de Clifford descrito no Exemplo 1.10. Este objeto esta imerso
na esfera S* C R*. O vetor posicao

x(0,p) = %(005(9), sen(0), cos(p), sen(y))

¢ o vetor normal a esfera S® quanto ao R*. Desta forma, temos que o seguinte vetor é
tangente a esfera S, pois seu produto escalar com x(f, ) é zero:

1
N = —(cos(#), sen(0), —cos(p), —sen )
\/5( (), sen(0) () ()
Podemos perceber que o vetor N ¢ normal aos vetores Xy = (—sen(6),cos(6),0,0) e
X, = (0,0, —sen(p), cos(p)). Portanto, N é normal ao toro de Clifford quanto & esfera
S3. Vamos calcular o vetor curvatura média do toro de Clifford quanto ao ambiente S3.
Vale lembrar que

A(Xg, Xp) = (—cos(0), —sen(0),0,0);

1
7
ALK X,) = 5 (0.0, ~cos(). ~sen(i)).
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Logo,

H =5 ((A(6,0), N) + (Alp, ), N)) N

_cos’(0)  sen’(0) N cos®(¢p) n 0052(<P)) N

2 2 2 2
)

Portanto, o toro de Clifford é uma imersao minima quanto ao ambiente S3.

+

I
.O/\/\N’l’—‘

N | —
N | —

1.6 Operadores Diferenciaveis

Sejam M uma variedade Riemanniana, X € X (M) e f € D(M). O gradiente de f ¢é
o campo vetorial V f em M definido por

(Vfv)y=df,(v), peM, veT,M.

Sejam v € T,M, {z;} um sistema de coordenadas de M e {E;} base ortonormal de
T,M. Segundo a Proposicao 1.1, temos

Uye) = 3 540 = (9,0
Entao

VfZEZE

Mas podemos escrever também o gradiente de f em coordenadas:

g, of 0.\ _
df((?azz) a 0& B <Vf’ 8.731) B <; jal’J z ijgﬂ
=
af zk (Z b]g]z) (Z b]g]lg )
=

0 .
8xf " Z (Z b;gjig’ > = ;bj (; 9]‘2‘9““) = ;bj(sjk = by.

Portanto,
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Definimos o operador Hessiana de f como o 2-tensor simétrico dado por
H@SS(f)(Eh Ej) = <VE‘ZVf, Ej>7

para {E;} base ortonormal de T,,M.
Vamos definir também o divergente de X como a func¢ao Div(X) : M — R dada por

Div(X)(p) = trago da aplicagao linear Y (p) — VyX(p), p€ M.

Desta forma,
Div(X) =Y (Vi X, E).
Assim, vale destacar a seguinte propriedade:

Div(fX) = fDiv(X)+ (V [, X). (1.8)

Teorema 1.7 (Teorema do Divergente). Seja X um campo de classe C* em uma variedade
M de dimensao n, e seja My C M um compacto com bordo de classe C' e dimensdo n.
Entao

Div(X) = /6 )

onde OMy tem a orientacao induzida de My e v € o campo vetorial unitdrio que aponta
para fora de M.

My

Vamos escrever também Div(X) em coordenadas. Escolheremos uma fun¢ao f com
suporte compacto. Pelo teorema acima e pela equagao (1.8), podemos escrever

/MfDiv(X)\/det(g)dx:—/M(Vf,X%/det(g)da:.

Mas
0
V£, X) Zd% (9x' zk:Xka_xk>
d
= Z Z d_kangyk
ko ag i
P,
- dl’k
Portanto,
/sz’v(X)\/det(g)d:c:—/ (Vf, X)\/det(g)dx = — /Zd—Xk\/det(g)da:
M Lk

:/M <(§£ gi) (X1, ., Xo)\/det(g))dz

:/ _<(ﬁ,__ 8 ,(Vdet(g) X1, ..., \/det(g)X,))dx
M 8271

’I’L

/fDZU]Rn (\/det(g) Xy, ...,/ det(g)X,)dx
det(g
/fz 8:61



1.6. Operadores Diferenciaveis 38

Entao,

Div(X)+/det(g Z ? dgi

=
det(g

0
\/ det Z axl

Com estes, definimos o operador A : D(M) — D(M), dito o laplaciano de f € D(M),
como

Div(X) =

Af = DivV{.

De acordo com as equagoes de V f e Div(X) em coordenadas que escrevemos acima, temos

9 50\ 1 O (S etig) 2L g

%,J 7
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2

SUPERFICIES MINIMAS EM VARIEDADES

2.1 Primeira Variacao de Area

Nesta secao, discutiremos sobre variagoes de area de subvariedades com o objetivo
de definirmos superficies minimas, que sao objetos bastante estudados na geometria. A
importancia destes objetos, neste trabalho, se da por relacionarmos estas superficies com
curvaturas Ric e escalar da variedade ambiente.

Seja M uma variedade e ¥ C M uma subvariedade. Uma variagao de ¥ é uma
aplicacao F' : ¥ X (—¢,€) — M com suporte compacto e fronteira fixada. Assim, F' = Id,
se x esta fora de um conjunto compacto, e

F(z,0) = x;
F(z,t) = x,Vx € 0%.

O campo de vetores F; = m I ¢ chamado de campo variacional. Vamos utiliza-lo para
calcular as variagoes de area de . Com efeito, seja

gzj() Fxlan]

= /det(g;;(t))\/detg (0

Dado isto, a féormula da area é:
VollF(,8)) = [ ult)y/det(g(0)
)
Logo,
TVallF(E.) = [ So)yder(a,(0)
T = Lat A

Observagao 3. Temos que v(t) estd bem definido, independente do sistema de coorde-
nadas em X, afinal,

detgi;(t) = det(dy~" o dx)y/dethy;(t), e
detg®(0) = det(dz™" o dy)+/dethii(0).
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Entao
v(t) = 4/ det(gi(t))\/ detg (0)
= det(dy ™" o dx)y/deth;(t)det(dz™" o dy)+/dethii(0)

= \/deth;;(t)\/deth¥(0).

Para calcular %U(t) em algum ponto x € M, devemos escolher um sistema de coorde-
nadas ortonormal, isto é, no ponto z, ¢;;(0) = d;;, ou seja, ¢;;(0) = 0se i # j, e, g;;(0) =1
se i = j. Feito isto, vamos calcular £u(t) no ponto g;;(0) sob o vetor direcao g;;(0). Com
efeito,

d

dt (detgs;(0))™"*det' g5 () |0/ detg (0)

O(t)|e=0 =
d@t/gi]’ (t) ’t:O

Odety,,0)[9;(0)]

NIRNI RN RN -

trago de  g;;(0).

Mas

, )
gz](o) = _<FI17F13> = <VFtin>ij> + <in7thij>

ot
= <sziFt7FCCj> + <inavFIth>7

pois, [F}, F,] = Vi Fy, — Vi, F; = 0. Entdo

d 1 .
u(t) =3 Z 2AVp, Fi, Fy) =Y (Vp, F,, F,,) = DivgF,.

7
Portanto,

d :
Ev(t) = Divs F.

Agora, vamos relacionar esta férmula com o vetor curvatura média H= > A(F,, Fyy).
Para fazer isto, escreveremos o campo de vetores F; como a soma da sua componente
tangente com a sua componente normal. Observe que DivsF; = DivsFN + Divs FF.
Vamos calcular primeiramente DivsF}¥. Temos que, DivgFY = Zi?:l(Vin FNF,.) e
EN =S MEN N)N;. Com efeito,

k n—k
DiUZFtN = Z Z<VFJP2 <FtN7 Nl>Nl7 sz>

=1 =1
k n—k
=Y > (Y, N)(Vr, N, Fr,)
i=1 =1
k n—k
_ Z Z(FtN, N (—A(F,,, Fy,), Np).

=1 =1
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Mas ¥ (~A(F,,, Fy,), N)) = (—H, N}). Entdo
n—k
DivsFN =S (FY, N)(—H, N))
=1

=S O(EY (-H NN
= —(FN,H).

Portanto,

Zo(t) = (Y, H) + DivsFT.

Integrando ambos os lados e aplicando o teorema de Stokes, obtemos a Primeira Formula
de Variacao de Area

%Vol( (E,t)):/EDingt:/E—<FtN,ﬁ>- (2.1)

Definicao 2.1. Uma subvariedade ¥ C M™ é um ponto critico do funcional drea se

d
al F(2 —
dtVol( (3,t)) =0,

para toda variacao F' de X, com suporte compacto.

Proposicao 2.1. Uma subvariedade ¥ C M ¢ ponto critico do funcional drea se e
somente se H =0, ou seja, ©F € minima.

Demonstracao. Vamos supor que Y é ponto critico do funcional area, e que em um dado
ponto p € Y, H nao é zero. Vamos construir a seguinte variagao

F(z,t) = exp,(tf(z)H(x)),

onde f : M — R, f(z) > 0, f(p) = 1, f(x) = 0 para z fora de uma bola de raio r
centralizada em p. Assim,

OF (z,t)

ot li=0 = f(x)H (z).

Na equagao da primeira variacao de area de Y, teremos

GVAFEN) = [ @@, 2@ = [ ~r@HEP

di\/ol / |H (x

Contradigao, pois Y é ponto critico do funcional area. A reciproca é imediata. O

Em p,
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2.2 Segunda Variacao de Area

Na secao anterior, conhecemos a primeira variacao de area de uma subvariedade
>, C M, e como consequéncia, sua relagao com o vetor curvatura média, o DivsF; e as
superficies minimas. Nesta se¢ao, vamos calcular a segunda variacao de area destes mes-
mos objetos para introduzirmos um conceito também relevante, que é o de estabilidade.
Precisaremos disto para, no fim desta secao, apresentarmos o Teorema de Schoen-Yau que
¢ motivagao para o teorema principal deste trabalho.

A segunda variacao de area pode ser escrita a principio como

&2 e
lioVol(F(5,1)) = / limov(t)y et (0).
Podemos escrever

d

2u(t) =Tr(g; (t)g"™ (t))u(t).

Com efeito, se
((v(1))?) = detgy;(t)detg” (0)
= detg;;(t)detg;;(to)detg” (to)detg” (0)
= det(gi5(t)g" (t0)) (v(to))?,

temos que
O, o0(a) 2D, = ety gy )5 ) 00)
= det[[gij(t[))gw (to)](v(to))g
= Tr(g};(t0)g” (to))(v(to))*.
Logo,

dv( )‘t to = Tr(gm(to)g” (t0))v(to)-

Com isto, vamos fazer

2 0(B)emo = Tr{gly(1)g™ (6)0(t) + Tr(gfy (g™ ()5 (gfy (g™ ())o()
= Tr(g/5(0)9"™ (0) + g45(0)g"™ (0)) + 5 T (};(0))
= Tr(gly(0)) + Tr{gy 0)"(0) + 5Tr(5}(0)).

Mas ¢g""™(0) = —g, (0). De fato,

(gimg™) = I = (gimg™) = (I)'
=

Gimd™ + Gmg"™ =0 = ¢ = g,
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Entao
28000 = Tr(ly(0)) + Tr(gfy(0)(~ghn(0)) + 5Tr(fy(0))
— Tr(g5(0)) — Tr(gly (0)ghn(0)) + =T (gL;(0)).

2

Temos ainda que

=Y "2 (A(F,,. Fy,), F(t)
— 2(H,F).

Se considerarmos que Y é uma superficie minima, ﬁ = 0, entao o termo descrito acima
se anula. Dali,

20 0(0)lo = Trlg”(0) — Tr((0)g'(0)).

Além disto, para uma matriz simétrica A, Tr(A%) = |A|?. Portanto,

Q%th:o — Tr(g"(0)) — |¢'(0)[2

Lema 2.1. Em um ponto x, obtemos:

lg'(0)]* = 4[{A(, ), Fi)l*;
Tr(g"(0)) = 2[(A(, ), F)l? + 2|VE B + 2T7(R(:, Fy) F, ) + 2Divs(Fy).

Demonstragao. Seja:

d|d d|d
"0) = L] o = < | L(E, B )| e
" 0) = 5 | 59000 leo = 5 | 0P Pl
d
= a [(thFmex]) + <Fxvatij>} ’t:O
= <ththFIi7 Fx]> + <thFLE~;7 thij> _I_ <thFl‘i7 VFtFCCj>
+ <Fx“ththsz>-
Entao
k
Tr(Q//(())) - Z = [2<thF33i7 thF$z> + 2<ththFfEi7 Fﬂﬁz)]
=1
Ora,

R(Fxm Ft)Ft = thsziFt - VIiVFtFt = ththin - szithFt
=
VFtthin — R(sz, Ft)Ft —|‘ szithFt'
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Entao

k3

2 ththFxﬂ sz> = 2<R(sz7 Ft)Ft7 sz> + 2<VFIZ thFta FI>

UV 5 Vi Fy,, o) = 2Tr(R(Fy,, F)F,, F,,) + 2Divs(V, F).

M-

1

7

Temos também que
(Vi Fe, VEF,) = (Ve F)" (VEF)T) + (Ve F)N, (Vi F)Y).
Mas
(VeF.)" (VeF,)") = Z«VFtin)Tv E)(VEE)T, Fyy)
J

= Z<A(qu ij), E><A(F.’L'Z7 F:Bj)u Ft>
J
Para F,; base ortonormal de T},%.. Desta forma,

Z«thFmi)T? (szFrz)T> - Z<A(Frzv ij)? Ft><A<F$m Fﬂﬁj)? Ft>

— (A, ), B

Ainda temos que,

> A(VeF )V (VR E,) ZWE W)V = VYR

Portanto,

Tr(g"(0) = 2[{A(, ), F)I* + 2|V F* + 2Tr(R(Fy,, F) Fy, Fr,) + 2Divs (Vi F).

Por fim,
§(0) = {F F) = (Vi B B+ (B Vi F)
= (A, Fry), 1) — (A(F, Bry), By
—2(A(Fy,, Asy), Fr).
Logo,
19" (0)* = | = 2(A(, ), F)|* = 4[{A( ), B[

Com isto, temos que
d? .
@v(t) = —|(A(, "), E)* + |VYF|)? = Tr(R(-, F))-, F,) + Divs(V i F).

Portanto, para uma superficie minima 33, a segunda variacao de érea é dada por

d2
ﬁVol /| ), B2+ /|VNFt|2 /TTE<R(.,Ft)-,Ft>.
%
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Definicao 2.2. Dizemos que X tem fibrado normal trivial se existe uma base ortonormal
global para o fibrado normal. Quando Y é uma hipersuperficie, isto é equivalente a dizer
que X é two-sided.

Observe que quando M é orientavel, entao toda hipersuperficie orientavel é two-sided.
Vamos entdo destacar o caso particular das hipersuperficies ¥"~! C M" two-sided. Neste
caso, para o campo variacional F}, temos que F}¥ = nN, para n fungao real em M, e
N o vetor unitario normal & hipersuperficie. Tendo isto, vamos escrever cada termo da
equacao da segunda variacao de area para o caso em questao. Com efeito,

[(A(,.),nN)? = Z(A(Fm, F,,),nN)(A(F,,, Fy,),nN)

—Zn F:L‘Z’F$J N><A(FCCZ7F$])7N>
=7 IAIQ-
Temos também

Tr(R(-,nN)-,nN) = n*Tr(R(-,N)-,N)
N

= 7]2RZCM(N

).
Além disso,
VenN|? = ZWF NN = Z< £ N, V£ N)

= Z o (N + Ve, N, F,,(n)N +nVr, N)

—Z (NN, Fy, ())N)

Pois, Vg, N & tangente a 3. De fato,
2(N,Vp, N)=F, ((N,N)) =0.

Portanto, para uma hipersuperficie minima 3,

d? .
GVAFED) = [ AR+ [ [Fsnl = [ i Riew(N,N)
= [ 195 = (AP + Ricw (N, V)

Definicao 2.3. Dizemos que uma subvariedade minima ¥ C M™ ¢ estdvel se para toda
variacao F' de X com fronteira fixada tivermos

2

d
S VOl(F(E,)) > 0.
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Teorema 2.1 (J.Simons). Seja X"~ C M™ uma hipersuperficie minima, estdvel e fe-
chada com fibrado normal trivial. Se Ricy; > 0, entdo "' € totalmente geodésica e
Ricy/(N,N) =0 em X", para N vetor normal unitdrio a X" .

Em particular, nao existem hipersuperficies minimas estaveis em ambientes de curva-
tura Ric positiva.

Demonstragdo. Tomando n =1 em FY =nN, e o fato de ¥ ser minima e estavel,

[ 195 = (AP + Riear (V. M) = [ ~(AP + Ricas(N.)) 2 0
s s
=
/ |A|? + Ricy (N, N) < 0.
s
Logo, Ricy(N,N) =0 em X e |A> = 0, o que nos diz que [V E;]N = 0, ou seja, ¥ é
totalmente geodésica. O]

Apresentaremos a seguir um exemplo de variedade que nos mostra que a curvatura
escalar positiva do ambiente nao impede a existéncia de superficies minimas estaveis.

Exemplo 2.1. Seja a variedade produto S? x S descrita no Exemplo 1.12. Como vimos,
a curvatura escalar Rg2yg1 € igual a 2. Para 6, uma constante, a superficie S* x 6, ¢
minima e estdvel em S? x S! com a métrica produto.

O teorema a seguir, citado no inicio desta se¢ao, tem sua importancia por ser uma
motivacao para o teorema principal apresentado neste trabalho. Esta relevancia se da pela
forma como a curvatura escalar positiva do ambiente 3-dimensional influi na topologia das
superficies minimas estaveis.

Teorema 2.2 (Schoen-Yau). Seja X2 C M3 uma hipersuperficie minima, estdvel e fe-
chada com fibrado normal trivial. Se Ry > 0, entdo

/(RM F1AP) < 4rX(3) = 8.

Em particular % € difeomorfa a S* ou um RP?.

Demonstrag¢ao. Vamos primeiramente provar a seguinte equagao:
, 1
Ric(N,N) = 5[Rar — R + H? — |As|?,

onde N é o vetor normal unitério a ¥, R); a curvatura escalar de M e Ry a curvatura
escalar de 2. Com efeito, para {E1, E5} uma base ortonormal ao longo de 3, temos que

RM = RZC(N, N) + RiC(El, El) + RiC(EQ, EQ)
= 2RZC<N, N) + 2R1212.

Logo, Ric(N,N) = %RM — Ry912. Pela equacgao de Gauss descrita no Teorema 1.6,

R1212 = KZ) — det(Ag)
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Logo,
1
Ric(N,N) = §RM — Ky + det(Ay).

Também temos que Ky, = %Rz. Além disso,

H} = |As|? + 2det(Ax)
=

1
det(As) = §[H§: — |As].

Portanto,

1
Ric(N,N) = 5[RM — Ry + HZ — |Ag)?].

Como no caso em questao > é minima,
. 1 2
RlC(N, N) == i[RM — RE - |A2| ]
Ou ainda,

1 1
R’iC(N, N) == §RM - Kz; - §|A2|2

(2.2)

Usando o fato de ¥ ser minima e estével, e tomando n = 1 em F}¥ = 7N, na equagao da

segunda variagao de area, temos

1 1
/|A|2+§RM—KZ—§|A|2§O
>
=
1 1,
>
=
1

—/RM+]A|2 g/KEZQWX(Z),
2 > )

pelo teorema de Gauss-Bonnet. Desta forma, como Ry, > 0, temos que X' (X) > 0, isto é,

X () = 2. O que nos diz que ¥ = S? ou RP? e

/RM+\A]2§2-27r-2:87r.
b
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3

FORMAS HARMONICAS E APLICACOES
HARMONICAS

3.1 Formas Harmonicas

Neste capitulo, apresentaremos um conjunto de conceitos que sao objetos tteis para
o contexto do teorema principal do qual apresentaremos a prova, no capitulo 4. Nesta
parte, introduziremos p-formas em variedades, dentro da teoria de Hodge, e mais adiante,
aplicacoes harmonicas, com a ideia de mostrar a relagao entre estes elementos. Grande
parte dos contetdos desta se¢ao foram retirados do texto [11].

Para trabalharmos com os objetos que serao apresentados nesta se¢ao, precisaremos
introduzir algumas notagoes. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n e
(x1,...,2,) um sistema de coordenadas locais. Assim, para z € M, vamos usar a no-
tagao T (M) para indicarmos o espago dual de T, (M) para R. Para a base deste espago,
escreveremos {dry, ..., dz,}.

Podemos entao definir o espago de produto exterior em z como sendo

AN(T; (M) =T;(M)N...\NT; (M) (p-vezes), e

AP(M) o espago de produto exterior sobre M com fibrado T(M) sobre x € M. Seja
QP(M) o espago das segoes de AP(M), isto é, o espago cujos elementos w sdo a soma de
termos da forma

w; = n(x)dz, A ... Adx;,.
Os elementos w sao aplicagoes multilineares e anti-simétricas, e sao chamados de p-formas.
Definigao 3.1. O produto escalar (-,-) em AP(M) é dado por
(dziy A ... Ndxy,, dog, A ... Ndxj,) = det({dz;, dx;)),
onde (dz;,dx;) = g, sendo ¢ a matriz inversa da métrica Riemanniana g;; de M.
Definigao 3.2. A derivada exterior d : QP(M) — QP (M) ¢ dada por

877(&7) dej A dl’il NN dl’ip.
81’]'

d(n(x)dz;, A ... \Ndz;,) = Z

Apresentadas as p-formas e o produto exterior, podemos enunciar agora um teorema
que sera bastante utilizado neste trabalho:
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Teorema 3.1 (Teorema de Stokes). Sejam M"™ uma variedade diferencidvel, M, C M
uma subvariedade de dimensao p com fronteira, compacta e orientdvel, w uma (p-1)-forma
diferenciavel, p < n, em M,. Entao

/ dw:/ w.
M, oM,

Seguindo com o contexto das p-formas em variedades, vamos definir o operador estrela
de Hodge x : AP(T M) — A" P(TFM), como sendo

(v, w)ydM = v N\ *w,
sendo dM o elemento volume dado em (1.7). Em particular,

*dM = 1;
*x1=dM.

Para e, ..., e, base ortonormal de 7)) M,

*x(e1 N .. Ney) =1,
*l=e A...Ne,.

Também temos que

xep =€y N ...Ne,, €
*(61/\62) =e3 /N ... N\e,.

Em coordenadas locais {1, ..., z,}, podemos escrever

*x1 =4 /det(gij)dxy A ... A dxy,.

Esta expressao é chamada de forma volume. Em particular

Vol(M) = /M*l.

Apresentamos o seguinte lema (ver [11])
Lema 3.1. xx = (—1)P" ) . AP(T*M) — AP(T)M).

O operador estrela é necesséario para introduzirmos os conceitos de operacao adjunta
e laplaciano dentro da teoria de Hodge para p-formas. Vamos usa-lo para escrevermos a
seguinte integral, onde é definido o L?-produto. Assim, sejam «, 3 € QP(M) com suporte
compacto. O L%-produto em QP(M) é definido como

(&,B)—/M@c,ﬁ)*l—/Ma/\*ﬁ.

Desta forma, vamos definir a adjunta de d, em relacao ao produto interno L%, o qual
chamaremos de d*. Esta, define que para a € QP! e 3 € QP(M),

(da, B) = (a, d"B).
Logo, d* mapeia QP(M) a QP~1(M).
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Lema 3.2. d*: QP(M) — QP~Y(M) satisfaz
d* = (_1)n(p+1)+1 *dx.
Demonstragdo. Para a € QP71 (M) e 8 € QP(M),
d(a AxB) = (da A*B) + (1) (a Ad* B).

Se quisermos aplicar xx em d* 3, usamos o Lema 3.1. Com efeito, temos que d* 5 é uma
(n-p+1)-forma, pois 5 é uma p-forma, (¥3) é uma (n-p)-forma, e portanto, (dx 3) é uma
(n-p+1)-forma. Dai, temos que

()P V(andxp) = (-1

1

( )(n p+1)(n (”‘p“))(aA**d*/B)
D(—1)P=Dr=ptD (o A %% d % )
p—1+p—l4+pn—p —n+p( /\**d*ﬂ)
1)2P= 2P =142 (o A sk d % 3)

(-1~
(-1~
(=1)
(=1)
(= 1) =342 (o, 4 5 d % )
(=1)
(—1)%
(=1)

I
)—l

1 np+n+1—2n—2—1+2p— P+p(aA**d*6)
1)2n=1H2) (2 )PP ()P () Ak x d ok B)

D)(=1)" 0+ (o A xx d % ),

observando que —p? + p — 1 & sempre impar. Portanto,

d(a A %) = (do A+B) — (=1)" P A %% dx B)
=+ x ((da, B) — (=1)"PVHa, xd * ).

Integrando o lado esquerdo, temos que é igual a zero, pelo teorema de Stokes. Entao,
integrando o lado direito,

/(da,ﬁ)*lz/ (=) wd % B) % 1
M

M
=

(da, B) = (v, (=1)"PHH wd x B).

Definimos assim o Laplaciano Ay de Hodge como sendo:
Ag=dd +d'd: QP(M) — QP(M).
Defini¢ao 3.3. Uma p-forma w € QP(M) é chamada de harmonica se
Apgw = 0.
Proposigao 3.1. Ay € auto-adjunto, isto €,
(Ana, B) = (o, Aup),

para o, 3 € QP(M).
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Demonstracao.

((dd* + d*d)a, B) = (dd* o, B) + (d*dev, B)

(
= (d*a, d* B) + (da, dp)
= (o, dd*p) + (o, d*dp)
— (a, (dd" + d'd)f)

Proposigao 3.2. Aga=0<da=0ed*a=0.
Demonstragao. Seja

(Aga,a) = (dd*a, o) + (d*da, «)
= (d"o,d" ) + (da, da).

Ambos os termos do lado direito sao nao-negativos. Logo, d*a = 0 e da = 0. A reciproca
é imediata. O

Temos o seguinte resultado que usaremos mais adiante: Sejam w € QY(M), ¢ : M — R
e dp € QY (M). Dai, temos que

Proposicao 3.3.
d*w = —Div(w?),
onde w? € o campo definido por w(v) = (W¥,v).

Demonstracao. Com efeito,
d¢) = deydM = (d* = d*wdM
w.d0) = [ (o da)idd = (@w.0) = [ o
/ > fueisdoe)
= [ S0t e, st epan

= / (w#, d¢™)dM
M

- [ w* Vo

Div(¢pw?) = Z(VEigbw#, E;) = Z(Ei(gb)w# + ¢V gw?, ;)

) %

= ‘ <Ez(¢)E27 W#> + Z ¢<VE1'W#7 El>
= (V¢,w) + pDiv(w).

Mas
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Logo,
/M (w#,Ve)dM = /M [Div(¢w™) — ¢ Div(w®)]dM.

Pelo Teorema de Stokes, [, Div(¢w®)dM = [, (¢pw*, v)d(dM) = 0. Portanto,

/ (w# V@)dM = / —¢Div(w?)dM.
M M
O que nos diz que

d*w = —Div(w?). (3.1)

Corolario 3.1. Em particular,

d*(d¢) = —Div(V) = —A\s.

3.1.1 Cohomologia de deRham e Teorema de Hodge

Introduziremos agora alguns conceitos que nos serao uteis para enunciarmos o Teorema
de Hodge, o qual aplicaremos em um exemplo importante para este trabalho. Porém, este
s6 serd mostrado no proximo capitulo.

Chamaremos de p-forma fechada uma p-forma com derivada exterior zero, isto é, uma
w € QP(M), tal que dw = 0. Definimos também uma p-forma erata, como sendo uma
p-forma, que é uma derivada exterior de uma (p-1)-forma, isto é, uma w € QP(M), tal
que w = dn, para n € QP~H(M). O espago das p-formas fechadas ¢ denotado por ZP(M),
e o espaco das p-formas exatas ¢ denotado por dQ2*~(M).

Temos que toda forma exata é fechada. Com efeito, dada n € QP~!, temos que

d
= Z f(x)da:i Ndxy Ao Ndxg,, e

2
d(dn) =" ddf(m)dxj Ada; Adzi, A Adg,.

X;T;
Mas
df(z) _ d*f(z)

dl’jl’i dl'i.il?j
dz; Ndx; = —dx; N dw;.

Y

Entao d(dn) = 0. Estamos interessados portanto nas formas fechadas que nao sio exatas
para definir o que segue.
Uma classe de cohomologia, denotada por [w], é um elemento definido como:

w] = {w + dn;n € Q71 (M)}

As classes de cohomologia trazem uma invariancia integral quando pareadas com subvari-
edades. Vejamos: sejam M, subvariedade de dimenséo p de M, w € ZP(M), n € QP~1(M),
e wy € [w], tal que wy = w + dn. Dai, temos

/wo/w+dn:/w+/dn:/w+/ n:/w
M, M, M, M, M, oM, M,
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pelo Teorema de Stokes.
Desta forma, vamos definir o p-grupo de Cohomologia de de-Rham, que contém as
classes de cohomologia. Este é denotado por H?(M), e se define como

ooy AP (M)
HOD = Zomiany

As operagoes de soma e produto por escalar deste espaco vetorial estao bem definidas.
Sejam wq,wq € ZP(M), W) € [w1] e wd € [ws]. Entao

W+ Wy = (Wi +dm) + (W + digp) = (w1 +w2) + (d(m +12))-
Com isto, a classe [wy + ws] estd bem definida. Temos também que para « € R,
a(wy +dm) = awy + d(any).

Assim, afw] = [aw]| também esta bem definida. No caso em que, toda p-forma fechada
w € ZP(M) for exata, dizemos que HP(M) é trivial, e escrevemos HP(M) = 0. Caso
contrario, dizemos que H?(M) & nao-trivial e escrevemos HP(M) # 0.

Exemplo 3.1. Dada uma variedade conexa e orientavel M de dimensao n, o espaco
Z°%(M) ¢ o espago das fungoes em M com diferencial zero, que ¢ o espago das fungoes
constantes. Vamos interpretar = como o espaco vetorial trivial. Temos que, H°(M) =
Z9(M) =R.

Podemos destacar também que H™"(M) = R. Afinal, todas as n-formas serdo geradas
por dzy A ... Adz,, entdo, como sdo geradas por um tnico elemento, o espago H" (M) tera
dimensao 1 e logo H"(M) = R.

Exemplo 3.2. Em R", n > 2, toda p-forma fechada ¢ exata (Ver referéncia [14]). Assim,
HP(R") = 0, se 0 < p < n. Além disso, segundo o exemplo anterior, H(R") = R, e
H'"(R") = R.

Exemplo 3.3. Para a esfera S, temos que H?(S") = 0, se p ¢ {0,n}. Observando o
Exemplo 3.1, HP(S™) =R, se p € {0,n}.

Exemplo 3.4. Seja o toro T3. Sabemos que, localmente, T2 ¢ R?. Logo, toda 1-forma se
escreve como combinacao linear de dx, dy e dz. Mas dx nao é exata. Afinal, se dx = df,
sendo f(z,y,2z) = x + ¢, f nao estd bem definida em T3. Para dy e dz ¢ anélogo. Isto
nos diz que H'(T?) é ndo-trivial, e ¢ gerado por [dz], [dy] e [dz]. Como este conjunto é
linearmente independente, podemos dizer que H'(T?) = R3.

Exemplo 3.5. Seja S C R3 uma superficie fechada, orientavel e de género g. H?(S) = R,
se p€{0,2}, e HP(S) = R% se p = 1.

Teorema 3.2 (Teorema de Hodge). Seja M wma variedade Riemanniana compacta e
orientdvel. Entao, toda classe de cohomologia de de-Rham em HP(M) (0 < p < n)
contém precisamente uma p-forma harmonica.
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3.2 Aplicacoes Harmonicas

Seja (M, g) variedade Riemanniana n-dimensional com sistema de coordenadas locais
(zo) e (M, h) variedade Riemanniana l-dimensional com sistema de coordenadas locais
(yi). Assim, vamos escrever dv, = \/gdx = y/det(gap)dr para o elemento de volume de
(M,g), e g*° = (gas)~'. Para uma aplicagio u € C?(M, M), vamos definir sua energia
de Dirichlet. Vamos tomar u; como sistema de coodenadas de u(M). Definimos assim a
funcao

_ L e I sy Ou; Ou;
) = g = 3 3o oo

2

Vale destacar que, para sistemas de coordenadas ortonormais, teremos

e(u)(z) = %; (gga)Q

Com isto, o funcional energia de Dirichlet é definido por

E(u) = / e(u)dv,.
M
~ Vamos definir uma variacao da aplicagao u como sendo a aplicagao F': M x (—€,€) —
M, tal que
i) F(z,0) = u(z);
i) Flo,t) = w(@);  w(@) = u(z) +16(x), ¢ e C2(M,R).

Onde a soma u(x) + tp(x) é dada em coordenadas. Assim, um ponto critico do funcional
energia de Dirichlet ¢ uma aplicacao u; tal que

d

E(E(Ut))’tzo =0,

para toda variacao F' de wu.

Definicdo 3.4. Uma aplicacio u € C?(M, M) é harmoénica se é um ponto critico do
funcional energia de Dirichlet, para toda variacao F' de u.

Exemplo 3.6. Uma geodésica a corresponde a uma aplicagao harmonica u : I — M,
cuja imagem ¢ a. Com efeito, temos que du(t) = o'(t). Dai,

E(u(t)) = /e(u(t))dt: /%|du(t)|2dt= /I%|o/(t)|2dt.

1 1

Vamos definir uma variagao de o como uma aplicagao 7 : I X (—e,¢) — M, onde I = [a, b],
tal que

V(a,s) = a(a);
v(b, s) = a(b);
v(t, alt).

®
I

o
SN—
I
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Desta forma,

1
_! / Iy (t, )Pt
2./

B Mo = [ L1 Placadt = 5 [ 20/(6,5), S/ (0 5ot

2
= [/ t5), ot 5ot

- [0, Sy onar

Logo,

Seja a primeira varia¢ao do funcional comprimento [(vy(t, s)):

N ora = [ A1) ot

= [ 5097 ) 2 5, S
[0 8) A s))

- | g gt

[ .0), (1,0)

o A

Se « é geodésica e é parametrizada pelo comprimento de arco, temos que « é ponto critico
do funcional comprimento e |y/(¢,0)| = 1, entao

0= 6N o = [ (7(0,0), 770t = L (B(u(t.5))]cn

O que nos diz que u : I — M é uma aplicacao harmonica.

Exemplo 3.7. Uma superficie minima > C M corresponte a uma aplicagao de inclusao
w : X — M harmoénica. Com efeito, tomando como a variagao de X a variacao descrita
na secao 2.1 e {E;} base ortonormal de 7,3, temos

d
i E o= [ GypttnPhodey = [ G5 5 el Plody

/ dt2 Z<d“<Ei)a du(E;))]i=odv,

= 3 5t du(E oy

/ Z 2(du(E;), Vg, du(E;))|—odv,
== /E S (du(E,), Vg du(E;))|i—odv,.

7



3.2. Aplicagoes Harmonicas o6

Mas, em t = 0, temos a inclusao, logo u(x) = = e du(E;) = E;. Entao,

G E o= [ 308, Va B,
:/Z<Ei,inEt>dU9

= / Divy, Eydv,
b

d
= S (Vol(Z,1)),

pela equacao 2.1. Por esta igualdade, temos que se X é ponto critico do funcional area, ou
seja, se > é superficie minima, entao u : ¥ — M é uma aplicagao de inclusao harmonica.
Vale destacar também que se u é aplicagao harmoénica e imersao isométrica, entao u é
minima.

Vamos ao primeiro resultado sobre uma aplicacio w € C%(M, M) harmonica. O obje-
tivo é apresentar as equagcoes de uma aplicagao harmonica: a versao intrinseca e a versao
extrinseca. Na proposicao seguinte, estamos trabalhando com variagoes dadas pelo sis-
tema de coordenadas locais. Estes resultados foram retirados do texto [19].

Proposicao 3.4. Uma aplicacio v € C?(M, M) é harménica se, e somente se satisfaz

Ou; Oug

Agu; + g* T (u) —0 em M, (1<i<l),

8_%8x5
onde A\, € o operador Laplaciano de Beltrami em (M, g), dado por
1 0 0
S af 7

Uin = 5h (P + Pjom — Pojieym)

¢ o simbolo de Christoffel da métrica h em M.

Demonstracio. Sejam U C M,V C M e ¢ € C3(U,R"). Considerando a variacio em
coordenadas u +t¢ : U — V', temos

d 1 . R .
0= Gihealg [ 0" holu+ t0)(ul + t6h) ) + t05) VM

=3 /M g7 5 [y (u + 10)][i=o (g, + 5 (uy + 165)v/gdM

+

N~ NI o= N

S~

[ 0%t 19) G+ 1) + 10 mov/GaM
() (61) ) () M

9 i) (6h) + (u 61)) /5
) (61) () () G

9% haj(w) (ul,d%) /gd M.

+

+
=
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Vejamos algumas notacoes:

o, of .0 0

<Vf>a—$j> = o, (a 8—%,8—%) =
- 0
azgij = % =
J
a'gijg” = g7 =
CLi = g a—f =
Of 0
Como também,

0 ouk
a—xahij(u) = hij, k(u)a
Vhis(u) = g his() 2 2

g\ = frig (s &Ua 8965'

Seja:
| gt din, = [ 6wt s,
M M
aB 1j i d 0
= [ g (s 5,
o, 6
— af 13~ iy
[ 7 g 5,
Pelas notacoes que escrevemos,
.o, 9, : .
[ 60 (g vy = [ (960, ) V),
M e Loy M
Pelo Teorema do Divergente,
/<V¢j,hij(u)Vui>dvg:/ —¢’ Div(hj(u)Vu')do,
M M
:/ — ¢ [hij(u) Du' + (Vhig(u), Vu')]do,
M
, , our o out 0
— _ .. ? aBy af
— /M @ [hij(u)Au' + (g h”’k(u)ﬁma 6@;’9

— /M—W[hij(u)Aui —i—go‘ﬁhij,k(u)uzug]dvg.

61’5 a’E >]dUg

Portanto,

_ / 9 hij(wul, ¢ldvy = / & [haj (w) A’ + g% hg g (w)uguis]do,
M M
1

-2 /M 0% i () () () (6 v,
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Entao,

. . 1 o o
/ Au'hij(u)¢’dvy = 3 / 9% hija(w) () (u) (") dvy — / 9% hijp(wuluse dvg.
M M

M

Pondo ¢/ = h¥n;, para n = (ny,...,m) € C2(U,R), temos

/ Aguimdvg
M
1

=3 /M G (hije (1) = Pk g (1) — e (w) )l dug

= / g“’BFguiu‘énmdvg.
M
Observando as integrais temos o resultado desejado. 0

Na proposicao anterior, encontramos a equagao diferencial parcial para aplicacoes
harmonicas em termos de variagoes intrinsecas locais. Agora, apresentaremos uma versao
extrinseca para as variagoes de aplicagoes harmonicas. Pelo teorema de imersao isométrica
de Nash, podemos colocar (M, h) isometricamente imersa num espaco euclidiano R”, para
L > 1. Com isto, podemos mostrar outro tipo de variagao da aplicagao u, em que podemos
descrever geometricamente a variedade M e o vetor ¢ dado na proposicao anterior. Assim,

C*(M, M) = {u= (uy,...,ur) € C*(M,R")| u(M)c M}.
Logo, para u € C?(M, M),

L s Os O

elu) = 27 O dzs

Desta forma, como podemos assumir que M C R* é uma subvariedade compacta
suave, entdao admitimos que existe 6 = (M) > 0, tal que a projegao de vizinhanga
Il : Ms — M ¢é suave, onde

Ms ={y e R d(y,M) = inf.czly — 2| < o},

e l57(y) € M ¢ tal que |y — II57(y)| = d(y, M). Com isto, P(y) = d(M)7(,) : RY — T,M
é uma proje¢ao ortogonal.

Proposicao 3.5. u € C*(M, M) ¢é harmoénica se, e somente se, satisfaz
NAgu LT, M.
Demonstragao. Para ¢ € C°(M,RL), vamos definir
ug M — M
r = u(x) +to(x), te (—ee),
para que u; = [I(u + t¢). Desta forma, para z,t coordenadas locais em M X (—¢,¢€),

1
E(ut) = 5 /M<d$ut, dmut>dvg.
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Portanto, tomando u como harmonica,

d 1d
0= %E(Ut”t:o = /j\/] §E<dmuta dxut>|t:0dvg
d

1
:/M§2<E(dmut),dmut>|t_gdvg
d
— [ (G den)lco, (daw)i)r,
M at

d
_ /M (5 () e, i,

Mas
d d d
400 = ) = d (Gt ).

por mudanca de derivacao. Em cada coordenada teremos

)= a () + o) Jeo

— d((A(T(u () + t6(2))))(6(2))ili=o
— d((d(TT()))(6)
Entao, lembrando que d(I1(u)) = P(u),
0= 5Ew) = [ (P dude, = [ S (AP@)()(E. du(E)dr,
dt M M

Mas, pelo Teorema do Divergente,

/M (V(P(u)(0)):, Vug)dvy = / (P(u)(6))i gty

M

Logo,

0= [ TP Vs, = [ =S (P,

— [ ~(Pw)©). 250)
M
Mas P(u) ¢ adjunta. Portanto,

0= [ (o Py,

Isto nos diz que a projecio de A,u é nula em T, M, ou seja, A u é ortogonal a T, M.
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Provamos que Aju L T M. Logo, podemos escrever {v11, ...,vr,} como base ortonor-
—1
mal de TM ™. Desta forma,

L

Dgu=> " a;i(x)vi(u), (3.2)

I+1

para a;s fun¢oes em M. Como também,
Agu= (Dguy, ..., Nur) € RE,
ou ainda,

L
Ngu=Y  Ngu,E;, (3.3)

j=1
sendo E; = (0,...,1,...,0). Por (3.2),
a; = (Dgu,v;),

e por (3.3),
L
a; = <Z AQU,]‘E]‘, Ui)
j=1

L
= Z Aguj <Ui7 Ej>
j=1

Para simplificar a escrita, escreveremos apenas
a; = Dgu;(vi, Ej).
Usando a equagao Div(fX) = (X, Vf) + fDiv(X), temos
a; = ANgulv;, E;) = Div((vy, Ej)Vu,) — (Vu,, Vv, E;)). (3.4)
Temos também que

du(w) = (duy(w), ..., dug(w))
=
dus(w) = (du(w), E,).

Daf,
Vu,; = duj(ey)ex,

para e base ortonormal de T'M. Portanto, em relagao ao primeiro termo do lado direito
da tdltima igualdade de (3.4), temos

Div((v;, E;)Vuj) = Div({v;, Ej)du;(ex)ex)
= Div({v;, Ej){du(er), Ej)er)
= Div({v;,du(ex))ex) = Div(0.e;) = 0,



3.3. Aplicacoes para o Circulo e 1-Formas Fechadas 61

jAquev; €T M e du(e) € TM. Em relagdo ao segundo termo do lado direito da tltima
igualdade de (3.4), temos

Vu; = duj(ey)er, e

Vv, Ej) = ex((vi, Ej))ex.

Logo,

(Vuj,V(v,, )>= (ek)ekaek(<vz7Ej>)ek>
ek (<U27 i)

(Vs % >+0)

~—

j\Ek

Portanto,

L
Agu = Z —Ai(Vu, Vu).v;. (3.5)

i=l+1

= — AN, (Vu, Vu). (3.6)

Exemplo 3.8. Seja u: M — S" C R"*!. Temos que A, (.,.) = A(, Ju(z) = (., Ju().
Afinal, em S™ a segunda forma fundamental A tem auto-valor 1 e v € (Ty)S™)*
vetor posi¢ao u(x). Desta forma, Ai?x)(Vu, Vu) = |Vu|*u(x). Entao, u ¢ harmonica se, e
somente se,

Agu = —|Vul*u.

3.3 Aplicacoes para o Circulo e 1-Formas Fechadas

Nesta se¢cao, mostraremos uma relagao entre as aplicagoes para o circulo e as 1-formas
diferenciais fechadas. Esta relagao nos sera 1til na aplicagao do teorema principal.

Seja M uma variedade fechada e orientével e seja a aplicacao u : M — S!. A 1-forma
df € A (S') ¢ fechada, pois S' tem dimensdo 1. Podemos construir uma 1-forma fechada
em M através da aplicagao u por meio do pull-back

u*(df) = df o du € A'(M).

Temos que u*(df) é também fechada. De fato, d(u*(df)) = u*(d(df)) = v*(0) = 0. Em
particular, a aplicacio u : M — S! d4 origem a uma classe de cohomologia [u*df] €
H}p(M). Além disso, segue do Teorema de Stokes que se u: M — St e v : M — S! sdo



3.3. Aplicacoes para o Circulo e 1-Formas Fechadas 62

homotopicas, entao [u*df] = [v*df]. Vamos denotar o conjunto das classes de homotopia
de aplicagoes u : M — S' por [M,S']. Portanto temos bem definida a aplicagao

[M,S'] 2 [u] = [u*df] € Hpp(M) (3.7)

e esta correspondéncia é injetiva.

Nos resultados abaixo usamos as seguintes notagoes: H?(M,Z) e H,(M,Z) denotam
o p-ésimo grupo de cohomologia e homologia com coeficientes inteiros respectivamente.
Para mais detalhes veja Hatcher [10], Lima [17] e Lima [18]:

Teorema 3.3. Seja M uma variedade de dimensao n fechada e orientdvel. A aplicagao
f:[M,S') = H, 1(M,Z) dada por f([u]) = [u=(0y)] € um isomorfismo.

Corolario 3.2 (Dualidade de Poincaré). Temos os sequintes isomorfismos:
Hn—l(M7 Z) = [Mv Sl] = Hl(Mv Z)

Como a aplicacdo em (3.7) ¢ injetiva e o posto de H'(M,Z) ¢ igual ao posto de
H},»(M), temos por fim a seguinte correspondéncia biunivoca:

Teorema 3.4. Eziste uma correspondéncia biunivoca entre [M,S'] e a grade associada a
uma base L.I do espago vetorial H}p(M).
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4

TEOREMA PRINCIPAL

Neste capitulo, vamos mostrar a prova do teorema principal deste trabalho, que é o
seguinte:

Teorema 4.1 (Stern [26]). Seja (M?,g) uma 3-variedade fechada e orientada, e seja
u: M — S' uma aplicagao harménica. Entdo os conjuntos de nivel Yy = u='{0} de u
satisfazem

1
or [ x(3) > -/ / (|dul~2| Hess(u)? + Rar). (4.1)
fest 2 0eSt J3y

4.1 Identidade de Bochner

Na prova do teorema principal, dentre alguns resultados, utilizaremos a Identidade de
Bochner, que é dada no seguinte teorema:

Teorema 4.2. Para u uma func¢ao de valores reais em uma variedade M,

1
§A\Vu\2 = |Hess(u)|> + (Vu, VA(u)) + Rica(Vu, V). (4.2)

Demonstracao. Para E; base ortonormal de T),M,

Av = Div(Vv) = Z(VEZ-V% E;). (4.3)

(2
Defina v = |Vu|?>. Temos que

(o, B = (Y EBi(0)Ey ) = Bulw) = Ei<%<wu), V(u)) = %EZ(VU, Va) (4.4)

= (Vg Vu,Vu) = Hess(u)(E;, Vu) = Hess(u)(Vu, E;) = (Ve,Vu, E;), (4.5)

onde a sexta e a oitava igualdades s@o a defini¢ao de Hess(u), e a sétima se da pela
simetria de Hess(u). Dados o primeiro e tltimo termo destas igualdades, concluimos que

Vv = Vvuvu
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Usando (4.3), obtemos

Av = (Vy Vv, Vu, E) (4.6)

= (VvuVEVu = Vv Vu + R(Vu, E)Vu, E). (4.7)

Ora, sabemos que Y . (R(Vu, E;)Vu, E;) = Ricy(Vu, Vu), e o primeiro termo de (4.7)
pode ser escrito como:

> (VouVEVu, E) = Vu(VeVu, E) =Y (Vg Vu, Vv, E)

)

)

= (Vu, VAu) =Y (Vi Vu, Vo, E).

)

Em (4.7), entdo temos:

Av = (Vu, VAu) =Y (V5 Vu, Vv, E;) (4.8)

— Z(V[VU,EJV% E;) + Ricpy (Vu, Vu). (4.9)

Em relagao a >, (Vivu,g,)Vu, E;):

o Z<V[Vu,Ez]vu7 EZ> - Z<VEZVU’ [VU, EZ]>

= [Hess(u)|> =Y (Vg Vu, Vo, E).

2

Logo, em (4.9),

Av = |Hess(u)|? + (Vu, VAu) — 2 Z(VEiVu, VvuFEi) + Ricy (Vu, Vu).

Para completar a prova, falta mostrar que > (Vg Vu, Vy, E;) = 0. Vamos escrever:

J
VeuEi =Y YiE;.
J

Dai, temos que

> VeV, Vo E) =Y (Y XiyE;, Y Yk =Y XY
j j i

7 A
A prova segue de trés fatos:

1) Xz'j = <VEZVU, Ej> é simétrica, isto é, Xij = ij
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ii) Vi, = (VyuEi, E;) é anti-simétrica, isto ¢, Y;; = =Y.
iii) Se Xj; é simétrica, e Y;; é anti-simétrica, entao Zij X;;Yi; = 0.

O fato i) é provado pela simetria de Hess(u). O fato ii) é provado por Vu(E;, ;) =0 =
<vVuEi7 E]> + <Vquj7 E,> Portanto, se 1 7£ j,

D (XiuYi) == (XiY5),
i i

esei=j,Y;; =0, pela anti-simetria descrita no fato ii). Isto prova o fato iii).

4.2 Prova do Teorema Principal

Primeiramente, vamos mostrar uma relagao entre dois dos objetos mais trabalhados
neste trabalho, que sao as aplicagdoes harmonicas e as 1-formas harmonicas. Assim, vamos
mostrar que

Lema 4.1. v : M — S' = R/Z ¢ harmonica se e somente se a 1-forma h := u*df é
harmonica.

Demonstracao. Vamos relembrar da aplicagao de recobrimento, que é dada por exp : R —
S!, onde

exp(0) = (cos(), sen(h)).
Com isto, temos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 1. df esta bem definida.
Sejam p; e py € S, sendo p; # ps. Seja também

0, :S'—{pi} —=1[0,27), e
0y : St — {pg} — [to,to + 27'(')

Segue que existe n € Z tal que
01(z) — Oy(z) = 27,
para todo z € S! — {py, p»}. Com isto
d(01(z) — O5(z)) = d(01(z)) — d(O2(z)) = d(27n) = 0.

Portanto, df esta bem definida.
Defina w = 6 o u. Temos entao o diagrama

/Te
M—u>Sl

Embora @ nao esteja bem definida em S', podemos considerar du e Vu, pois estes
estdao bem definidos, segundo a Afirmacao (1). Dai, podemos escrever
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i) du = df(du) = u*df = h.

it) A(v) = da(v) = (A", v) = ((da)#,v) = (VT,v).

Definimos h = h" = V. Pela igualdade d*w = —Div(w?), temos que d*h = —Div(h).
Logo,

—Div(h) = —Div(Va) = —Au = d*h. (4.10)

Se esta igualdade se anula, entao Agh = 0, pelo Teorema 3.2. Segue que h é uma 1-
forma harmonica. Portanto, provamos que u é harmonica se, e somente se h é 1-forma
harmonica. ]

Vamos agora provar o que segue.

Afirmacgao 2. u é uma aplicagao harmonica, se e somente se, u ¢ uma funcao harmonica
local.

Demonstragao. Com efeito, pelo Exemplo 3.8, temos que se u é harménica, Au = —|Vu|?u.
Assim, considerando u = (ug, uz), temos

Auy = —|VulPuy, e Auy = —|Vul|’us. (4.11)
Além disto,
cos(u) =uy, e sen(u) = us. (4.12)

Usando as equagoes Ao(f) = ¢'()Af + ¢"(f)|IVF]?, (4.11) e (4.12), temos:

Auy = Acos(u) = —sen(u) - AT — cos(0)| V> = —|Vul?u; = —|Vul*cos(u), e
Nuy = Asen() = cos(T) - AU — sen(0)|Val* = —|Vul|?uy = —|Vu|*sen(n).
Dali,
sen® (@) - AU + sen(u)cos(u)|Va|* = |Vul|*sen(w)cos(u)
cos* () - Nu — cos()sen(w)|Va|* = —|Vul*cos(w)sen(u).
Somando estas duas equacoes, temos que Au = 0 e u é harmonica. ]

Vamos escrever Dh := Hess(u). Como @ ¢ harmonica, segue da identidade de Bochner
(4.2) que

1
A§|h|2 = |Dh|* + Ricy(h, h), (4.13)

lembrando que h = V.
Vamos definir

b5 = (|h|* + )2, (4.14)

para algum 6 > 0. Observe que ¢s é uma funcao diferenciavel.
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Afirmagao 3. Temos que

1 [1 |h|?
= — | AR = - |d|h|?
Dgs %QII gllll
1
> ¢—[|Dh|2 — |d|R]|* + Ricas(h, h)). (4.15)
0

Demonstragdo. Ja sabemos que A¢(f) = ¢"|Vf|* + ¢ Af. Considerando f(h) = |h|* 46
e ¢(y) = \/y, podemos escrever

O(y) = 1/2y7" = ¢/ (f()) = 1/2(|h[* +0) /%
§'(y) = —1/4y~% = ¢"(F(h) = —1/A(|b[> +8) "
Vi =V = VI =[VIhfP

Af = D(RP +8) = A(InP).

Portanto,

AG(f) = DAVIh?2+6 = Dgs
= —1/4(|h* + 8) 2|V [RP + 1/2(|h + 8) "2 A
= (|h* +8)7V2(=1/4([* + 6) [V |RI*[* + 1/2A[h[).

Mas V|h|? = 2|h|V|h|. Entao
IVIR[P[* = (VIR*, VIR|%) = 4|R[*|d] ],

Logo, temos

o= L (L e+ S
80tf) = s = - (ZGLIaE + 5010P).

Também temos que @2 > |h|?, entao —1 < —|h|*/¢3. Isto prova a inequagao (4.15). O

Seja > a imagem inversa de um valor regular de u. Note que v := % é um vetor

normal unitario de ¥. Vamos escrever a Equagao de Gauss (2.2) para a variedade M e a
superficie . Temos entao

1
R’iCM<U, U) = §(RM — RE + H% — ’AEP), (416)

onde Ry é a curvatura escalar de M, Ry a curvatura escalar de ¥, Hy, = Tryg(As) a
curvatura média de ¥ e Ay, a segunda forma fundamental de Y. Usaremos esta equacao
para reescrever o termo Ricp(h,h) na inequagao (4.15). Além do termo Ricys(h,h),
reescreveremos os outros termos de (4.15). Para isto, precisaremos do que se segue.

4.2.1 Geometria de Superficies de Nivel

Por simplificagao de notagoes, escreveremos a partir de agora h = Vu.

Proposigao 4.1. A sequnda forma fundamental As, é dada por As, = (|h|"'Dh)|s.
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Demonstracao. Com efeito,

Vu
AE(Eian) = <VEZV_U‘7EJ> = ‘VU|71<VEZVU,EJ>

= |n|"'Hess(u)(E;, E;)
- ‘h‘ilph‘g

Proposicao 4.2.
|n|?|As|* = |Dh|* — 2|d|h||* + (Dh(v,v))>. (4.17)
Demonstracao. Podemos escrever

[h*|As|* = [Dh|* — 22(7?’1(&7 v))* = (Dh(v,v))*.

Mas
—2 Z(Dh(EZ-, v))? = (Dh(v,v))? = Z —2(V,\Vu, BV, Vu, E;)

—(V,Vu,v)(V,Vu,v)

= =2[(V,Vu)'|* = [(V,Vu)"|?

= 2|V, Vul* + 2|(V,Vu)" > — |(V,Vu)" ?
= —2[d[h|* + 2(Dh(v,v))* — (Dh(v, v))

= —2|d|h|* + (Dh(v,v))*.

Proposicao 4.3. A curvatura média Hy, = Trx(As) € dada por
|h|Hs, = Trp (Dh) — Dh(v,v) = —Dh(v,v). (4.18)
Demonstracao. Com efeito,

Trai(Dh) = Dh(Er, Ey) + Dh(Es, Es) + Dh(v,v)
= |h|Ax(E1, Ev) + |h|As(Es, Es) + Dh(v, v)
= |h|Trs(As) + Dh(v,v)
= |h|Hs, + Dh(v,v).

Temos também que h é harmoénica. O que diz que

DivVu =04 Y (Vg Vu, E;) =0 Try(Dh) = 0.

As equagdes (4.17) e (4.18) nos levam a

|hI*(H: — |As[?) = 2[d|h|]* — |Dh[*.
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Logo, em (4.16),

1
Ric(h,h) = |h]*Ric(v,v) = §|h]2(RM — Ry + Hi — |As)?)
1

1
= §|h|2(RM — Ry) + 5(2|d|h||2 — |DhJ?).

Assim, na inequagao (4.15), finalmente, temos que

1 1 1
Nps > % [|Dh|2 — |d|R||* + 5|h|2(RM — Rx) + |d|R]]* — §|Dh|2

_ % B|h|2(RM “Ry)+ %|Dh|2
_ 2%55 (| Hess(u)[? + |dul*(Ry — Ry)] . (4.19)

Agora, seja E C S! o conjunto fechado contendo o conjunto C' dos valores criticos
de u, e seja F' C Reg(u) o subconjunto complementar aberto dos valores regulares de u.
Integrando (4.19) sobre u~!(F), temos

L 2 2 . _ A
/ul(F) 205 UHeSS(U)’ + [du|* (R RE)} < /ul(E) Os. (4.20)

Afinal, como [;, A¢; = fu_l(E) N5 + fu_l(F) Ags e [, Ngs = 0, obtemos

1
_ / Ads = / Ngs > / _ [|Hess()[? + [dul*(Ry — Rs)]
u=1(E) u=1(F) u-1(F) 205

Afirmacao 4. Além disso, temos que
1
Ay > = [|Dh* = dlAl[* + Ric(h. )] > ~Culhl,
5

para C); uma constante.

Demonstragcao. Com efeito,
[DRJ* = [d||[* = [AP|As]* + (V. V)",
pela equacao (4.17), e
|| As|? + |(V,Vu)T|? + Ric(h, h) S Ric(h, h)
Ps T
Dai, como Ric ¢ uma aplicacao linear simétrica, faz corresponder a uma transformagcao
linear auto-adjunta L tal que Ric(h) = (L(h),h). Mas (L(h),h) < |L||h||h| = |L||h*.

Logo, Ric(h,h) < |L||h|*>. Vamos escrever Cy; = sup,{|L|(z)} € M, L continua. Por-
tanto,

. 2 2 2
Rieth, ) _ \LIAE _ Culi® _ Culdl® _,

05 05 G5 Al
=

Ric(h,h) _ _Culhl



4.3. Aplicacao do Teorema Principal 70

Vamos relembrar a férmula da codrea dada na seguinte proposicao.

Proposigao 4.4 (Formula da Coarea). Se 3 ¢ uma variedade e
FiY SR

¢ uma fungao tal que f~'((—o0,t]) é compacto para todo t € R, entdo para toda fungdo
localmente integrdvel g em > et € R

t
/ oVsfl= [ [ gduar
F71((=o0st]) —oo J f=t

Com esta proposicao, globalmente em M temos que

_/ A%S/ CM|h|:// CM:CM/Area(Eg).
u=1(E) u~1(E) E Ju=6 E

Por outro lado, em u™(F), temos que h = Vu # 0. Assim, podemos colocar o limite
d — 0 no lado esquerdo de (4.20), para termos

/1(F) ﬁ[‘HesS(u)P + |du|*(Ry — Ryx)] < CM/ Area(Xy). (4.21)

E

Pela formula da coarea e pelo teorema de Gauss-Bonnet,

/u_l(F) !dQu! {|H(|222$)\2 +(RM—R2)] _ %L/Ee(|du|_2|Hess(u)|2+RM) —/F/Ee%
_%L/Eg(|du]_2lﬂess(u)|2—|—RM)—/F | s
:%L/Ee(|du|_2|Hess(u)|2+RM)—/F27TX(29>-

Aplicando esta igualdade em (4.21), podemos escrever

%LLG(\du|2|Hess(u)|2+RM) < CM/EArea(Eg)—i-/FZWX(Zg). (4.22)

Por fim, pelo Teorema de Sard, podemos colocar a medida de E arbitrariamente pequena,
e, como 6 — Area(Xy) ¢ integravel sobre S' (pela formula da codrea), podemos colocar
|E| — 0 em (4.22). Assim, temos a identidade esperada.

Com a desigualdade integral que provamos, podemos observar uma relagao estabele-
cida entre a curvatura escalar de M e a caracteristica de Euler das superficies de nivel da
aplicacao harmonica u. Se a curvatura escalar R,; é positiva, entao a caracteristica de
Euler X (Xy) ¢ positiva.

4.3 Aplicacao do Teorema Principal

Nesta secao, vamos utilizar o teorema principal deste trabalho para provar o seguinte
teorema descrito na introdugao:

Teorema 4.3. T? = S! x S' x S! nao admite métrica de curvatura escalar positiva.
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Para fazermos tal aplicagao, precisaremos de alguns comentérios a respeito da existén-
cia de formas harmonicas e aplicagoes harmonicas nesta variedade. Segundo o Exemplo
3.4, temos que H'(T?) = R3. Desta forma, podemos aplicar o Teorema de Hodge em T?
e afirmar que existe uma 1-forma harmonica em cada classe de cohomologia em H'(T?).
Além disto, como dissemos na secao 3.3, dada uma 1-forma w fechada, temos que existe
uma aplicacao u : M — S, tal que u*(df) = w. Segue que u sera harmonica, por (4.10)
e pela Afirmacgao 2.

Observacgao 4. A aplicagao harmonica v também pode ser obtida ao minimizar a energia
de Dirichlet na classe de homotopia da aplicacao ug : M3 — S!. A regularidade destes
objetos minimizantes foi estudado por Schoen-Uhlenbeck [21].

Portanto, sabendo da existéncia de aplicagoes harmonicas e 1-formas harmonicas em
T3, podemos aplicar o Teorema 4.1 nesta variedade. Mas antes vamos precisar do seguinte
resultado, para Xy = u~1(6) superficie de nivel da aplicagao harmonica u : M3 — S'.

Proposicao 4.5. Cada componente S; de ¥g, isto €, X9 = S1 U ... U Sk, nao € fronteira
de um aberto Q C T3.

Demonstragao. Vamos relembrar a notagao u*(df) = h. Com efeito, sabendo que xh &
uma 2-forma, podemos escrever xh = e* A f*, para v uma funcao, e {e*, f*} base dual,
sendo {e, f} base ortonormal de T'S;.

Afirmagao 5. [; xh = [¢ [h|dS;.

Relembrando que h L ¥y, vamos fazer

*E/\E(e,f,i) :1/16*/\]”*/\E(e,f,’%|)

1]
= pdet[®],
onde,
e“(e) 0 0
o= 0 f(f) _0
0 0 Alg))
Entao, det[®] = E(%)) Mas E(ﬁ)) = (h, \_ZI> = ﬁ|h|2 = |h|. Logo,
*xh A h (e, f, ’—ZO = 9|h|.

Por outro lado,
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Portanto, 1|h| = |h|?. Dai, ¢» = |h| = |h| e podemos entdo escrever

/*E:/ z/zdSi:/ |h|dS;.

Por Stokes, se S; é fronteira de €2, entao

0</*E:/d*5:/:|:**d*ﬁ
S; Q Q

I
H_
X

e

Uma contradigao. Portanto, S; nao é fronteira de um aberto €. O]

Com esta proposi¢ao, podemos agora provar o Teorema 4.3. A proposicao 4.5 nos diz
que nenhuma componente S; de ¥y é uma esfera. De fato, é sabido que toda superficie
homeomorfa a S? no toro T? & fronteira de uma bola topologica B3. Isto ¢ consequéncia
do fato de que o recobrimento universal de T® é R3. Portanto, a proposicao 4.5 impede
que S; seja uma esfera. Pela inequacao (4.1) do Teorema 4.1,

1
0>2m | X(Xg) > 5/ |du|?|Hess(u)|* + Roys.
0J5,

>

Isto nos diz que T® nao admite métrica de curvatura escalar Rps positiva.

Este resultado, trazido pelo teorema principal deste trabalho, nos mostra uma gene-
ralizacao de um resultado particular de um dos teoremas mais conhecidos da geometria,
que ¢ o resultado do teorema de Gauss-Bonnet aplicado para T?2.
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