UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Programa de Pé6s-Graduagdo em Matematica

Yuri Garcia Vilela

Sobre o Centro de Massa em

Diferentes Geometrias

Belo Horizonte

2020



Yuri Garcia Vilela

Sobre o Centro de Massa em

Diferentes Geometrias

Versao final

Dissertacao apresentada ao Curso de Mestrado em Ma-
tematica da Universidade Federal de Minas Gerais, como
requisito parcial para obtencao do Grau de Mestre. Area
de Concentragao: Geometria.

Orientador: Heleno da Silva Cunha

Coorientador: Mario Jorge Dias Carneiro

Belo Horizonte

2020



© 2020, Yuri Garcia Vilela.
Todos os direitos reservados.

Vilela, Yuri Garcia

V699s Sobre o centro de massa em diferentes geometrias
[manuscrito] / Yuri Garcia Vilela. Belo Horizonte - 2020.

66 f. :il. ; 29cm

Orientador: Heleno da Silva Cunha.
Coorientador: Mario Jorge Dias Carneiro.

Dissertacao (mestrado) - Universidade Federal de
Minas Gerais, Instituto de Ciéncias Exatas,
Departamento de Matematica.

Referéncias: f. 66

1. Matematica — Teses. 2. Geometria - Teses. 3.
Espacos de curvatura constante — Teses. 4. Centro de
massa — Teses. 4. Centro de gravidade - Teses. |.
Cunha, Heleno da Silva. Il. Carneiro, Mario Jorge Dias.
Il. Universidade Federal de Minas Gerais, Instituto de
Ciéncias Exatas, Departamento de Matematica.

V. Titulo.

CDU 51(043)

Ficha catalografica elaborada pela bibliotecaria Irénquer Vismeg
Lucas Cruz CRB 62 n° 819.




Universidade Federal de Minas Gerais
Departamento de Matematica
Programa de Pés-Graduacao em Matematica

FOLHA DE APROVAGCAO

Sobre o Centro de Massa em Diferentes Geometrias

YURI GARCIA VILELA

Dissertacio defendida e aprovada pela banca examinadora constituida pelos Senhores:

Hilie S5 G

Prof. Heleno da Silva Cunha
UFMG

.W’D/\Onﬂ 2 e Canwsl w

Prof. Mario férge Dias Carneiro
UFMG

Prof. Celso dos Santos Viana
UFMG

Prof. Julian Eduarde Haddad
UFMG

%c Z ZCLCM/VT

Prof. Nikoldi/Alexandrovitch Goussevskii
UFMG

Belo Horizonte, 31 de julho de 2020.

Av. Anténio Carlos, 6627 — Campus Pampulha - Caixa Postal: 702
CEP-31270-901 - Belo Horizonte — Minas Gerais - Fone (31) 34039-5963

e-mail: pgmat@matufmgbr - home page: http:/www.mat.ufmg.br/pgmat



A todos educadores que me guiaram até aqui.



Agradecimentos

Agradego aos meus pais e irmaos, permitiram que eu me dedicasse aos estudos e, desde cedo,

estiveram ao meu lado neste percurso.

Agradeco a todos meus educadores, sobretudo ao meu orientador, Heleno, que sempre acreditou

em mim e se tornou muito mais que um professor: é um enorme prazer te chamar de amigo.

Aos meus amigos Marioza, Matheus, Carreta, Peixoto, Nicholas e Délisson, que estdo ao meu
lado a quase 10 anos e ainda representam o mundo pra mim, e Nicholas, Rafael e PO, que estiveram

comigo em todos os momentos da faculdade. Sem vocés, eu nao seria metade do que sou hoje.

Grato por todos os momentos vividos em MatComp, em especial com meus amigos Louise, Chicao,
Comprova, Pedrao, Matheus, Isabela, Eder, Callado, Mirian e Fabio. Afinal, nem s6 de aulas é feita a

experiéncia académica.

Sou grato & UFMG e as agéncias de fomento CNPq e CAPES, sem as quais eu (assim como varios

pesquisadores) nao seriam capazes de desenvolver seus trabalhos.

Por fim, meus mais sinceros agradecimentos ao meu irmao Patrick, que estd ao meu lado desde

0s meus primeiros passos e sempre me fez querer ir além. Obrigado, irmao.



"Se vocé quer saber a verdade, alimente a divida"

Gilberto Garcia Leao



Resumo

Ao longo deste trabalho queremos demonstrar a existéncia e a unicidade do centro de massa em espagos
de curvatura constante, R”, H" e S"™. Comecamos com uma breve introducdo aos espagos, passando
em seguida para uma construcao do centro de massa utilizando técnicas descritas por Galperin em
(GALPERIN, 1993). Na sequéncia, definimos formalmente o conceito, e demonstramos que a construcao
feita, de fato, nos leva ao tnico centro de massa existente. Por fim, apresentamos uma construgao original
do centro de massa que independe de imersoes do espaco estudado e pode ser estendido localmente para

0 espago projetivo.

Palavras-chave: centro de massa. centro de gravidade. baricentro.



Abstract

We aim to prove the existence and uniqueness of the mass center in constant curvature spaces, that is,
R™ H"™ and S™. After a short introduction to these spaces, we present the mass center as proposed by
Galperin in (GALPERIN, 1993), following with an axiomatic description of such object. Finally, we exibit
an original construction for the mass center in the hiperbolic, spheric and projective spaces, with local

restrictions in the last one.

Palavras-chave: mass center. gravity center. barycenter.
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Introducao

O centro de massa é um objeto fisico que surge com o estudo do equilibrio e da simplificagao
de sistemas grandes. Este objeto é estudado desde a Grécia Antiga e, como poderiamos esperar, ja é
bem entendido e explicado na fisica classica. Entre os estudiosos que trabalharam neste conceito estao

Arquimedes, Pappus de Alexandria e Alexis Clairautx.

Uma apresentagao classica do centro de massa é dada com o exemplo da balanca. Imagine ini-
cialmente que temos uma balanca com dois pratos a uma distancia fixa e que colocamos objetos com
massa m1 € ms neles. Do nosso cotidiano, sabemos que o prato com o objeto de maior massa, digamos
my, abaixa enquanto o outro levanta. Agora suponha que podemos mover o eixo da balanga, alterando a
distancia dos pratos até ele. O que observamos é que os pratos sobem ou descem de acordo com a posigao

do eixo, e que, em um ponto especifico, o equilibrio é atingido com os dois pratos na mesma altura.

Chamamos este ponto de equilibrio de posi¢ao do centro de massa do sistema composto por m; e
ms. Nos cursos basicos de fisica, sabemos que este ponto pode ser determinado pela relagao mid; = mads,

onde d; e ds sao as distancias dos pratos até o eixo.

De forma mais geral, aprendemos que o centro de massa de um sistema com massas my, - , Mk

Z m;p.

* e, neste contexto, o
> om;

centro de massa nasce como um ponto de equilibrio estatico para sistemas com vérias massas.

posicionadas sobre os pontos pi, - - ,pi de R3 esta localizado no ponto p =

Mas o que é, de uma perspectiva matematica, o centro de massa? Podemos definir este objeto
em outros espacos que ndo o R3? Mais do que isso, podemos definir outros objetos com as mesmas
caracteristicas do centro de massa nesses espagos?

Em seu trabalho "A concept of the mass center of a system of material points in the constant
curvature spaces"(GALPERIN, 1993), G.A. Galperin responde algumas dessas perguntas definindo e
demonstrando a unicidade do centro de massa em R™, H" e S". Entretanto sua construgao é fortemente
condicionada & apresentacdo destas geometrias como subvariedades de codimensao de dimensdo 1 de R*+!

e a estrutura deste como espago vetorial.

Aqui vamos além: exibimos a construgao de Galperin como uma prova da existéncia do centro de
massa, mas também apresentamos uma forma de obté-lo sem depender do comportamento da geometria
em relagao ao espaco no qual estd imerso. Esta nova técnica coincide com construgao anterior nos espagos
hiperbolico e esférico (localmente), possibilita a apresentagao do centro de massa no espago projetivo e

abre margem para trabalhar em varias outras geometrias, como a geometria hiperboélico complexa.

Figura 1 — Balangas Antes e Depois de Mover o Eixo
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Este texto é dividido em cinco partes:

Na primeira, apresentamos as geometrias com as quais trabalharemos, expondo os conceitos

necessarios para este texto.

Na segunda parte, demonstramos a existéncia do centro de massa nos espagos euclidiano e hiper-
bélico através da construgao do que chamamos de centroide modelado e, na terceira parte, demonstramos

que qualquer outro objeto que satisfaga determinados axiomas deve coincidir com este centroide.

Na quarta parte demonstramos a existéncia e unicidade em S™. Esta construgao é feita a parte,

j& que o caso esférico apresenta uma particularidade que requer cuidado para tratar.

Para finalizar o trabalho exibimos na parte 5 o centroide do produto que, como prometido, nos

d& uma forma de exibir o centro de massa sem precisar recorrer & imersao em espacos conveniente.

Sem mais delongas, vamos ao trabalho.



Parte |

Preambulo
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1 Apresentacdo das Geometrias

Dedicamos o primeiro capitulo deste texto & apresentacao do elemento fundamental para o nosso
trabalho: as geometrias. Naturalmente, nao iremos entrar em detalhes das construcoes, mas a breve
descrigao que faremos seréd suficiente para o nosso trabalho. Existe uma abundante literatura voltada
para a construgoes das geometrias, o leitor interessado pode se aventurar em textos como (IVERSEN;
BIRGER, 1992) ou (RATCLIFFE; AXLER; RIBET, 1994).

Ao longo deste trabalho, entendemos por geometria (ou modelo da geometria) um conjunto
de pontos M, sobre o qual podemos medir distancias, identificar isometrias (fungdes que preservam
distancia) e geodésicas (curvas de comprimento minimo, localmente). Vale ressaltar que as nogoes aqui
estabelecidas sao compativeis com as definigoes Riemannianas mas, novamente, nao é nossa intencao nos

estender neste topico. Um 6timo livro para conhecer o assunto é (CARMO, 2015).

Durante o texto, denotaremos por d a funcgao distdncia da geometria em questao e I' o seu grupo
de isometrias. Para dois pontos arbitrarios p;, ps € M, a geodésica entre estes pontos serd denotada por
p1p2(t). Entre qualquer par de pontos das geometrias estudadas existe, a menos de reparametrizagao,

uma geodésica e esta é Unica, excetuando o caso de pontos antipodas na esfera, onde existem infinitas.

Vamos agora apresentar os modelos para a geometria euclidiana (R™), hiperbolica (H™) e esférica

(S™) com os quais trabalharemos.

e Geometria Euclidiana(R"):

Na segao I1.2 de (IVERSEN; BIRGER, 1992) Iversen constroi a geometria euclidiana em um espago
euclidiano E ' de dimensao n qualquer. Nesta construcao, temos a distancia d(pi, p2) = |p1 — pal,
onde |.| é a norma induzida pelo produto interno daquele espago, e que as geodésicas passando pelo
ponto p; sdo da forma

o(t) =p1 + vt

onde v € F é um vetor unitario.

P2—p1

Observe que se definimos v = F2—Fc
d(p1,p2)

, teremos que a geodésica pyps é dada por

P2 — P1 "

pip2(t) =p1 +
! 2() ! d(P1»P2)

Nesta mesma secao, temos duas caracterizagoes para as isometrias do espago: no Teorema I1.2.7
vemos as isometrias como a composicao de até n+1 reflexdes por hiperplanos, enquanto no Lema
11.2.9 as isometrias sao apresentadas como a composicao de uma transformagao ortogonal de F com

uma translacao por um vetor e € E.

A partir desta construgao, podemos apresentar o modelo que usaremos ao longo deste trabalho para
a geometria euclidiana: o modelo do hiperplano. Apesar de nao ser muito usual, este modelo
serd mais conveniente que o anterior por ser uma hiperficie de R"*! que néo contém a origem, o

que possibilitara descrever o centro de massa de maneira muito simples.

Para este modelo utilizamos, naturalmente, um hiperplano imerso em R™t!. Mais especificamente,
vamos considerar o conjunto
M={peR" 2, =1}

] Um R espago vetorial munido de produto interno
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onde x,11 é a dltima coordenada do vetor p.

Definindo f(p) = p—ent1 2!, temos uma bijecao entre o espaco euclidiano E = {p :€ R** : ¢, =

0} e este conjunto e

d(p1,p2) = de(f(p1), f(p2))

B f(p2) — f(p1)
pipa(t) = f 1<f(p1) + de(f(p1), f(p2)) t)

I={f"loygof:yzelg}

Podemos reescrever as expressoes da distancia e das geodésicas sem fazer referéncias a funcao f ou

ao espago E desenvolvendo

d(plapz) = |(P1 - €n+1) - (p2 - €n+1)| = |P1 *p2|

_ (pQ - en—i—l) — (pl - en+1)
t) = 1( —én + t)
p1p2(t) fH{(m +;) ) Ao p2)
2 — D1
= —ent1+ 775] +en
{pl ) +1p d(p1,p2) +1
2 — D1
p1+ 1
d(pl,pz)

ou seja, a distancia e as geodésicas neste modelo sao descritas pelas mesmas equacgoes do modelo

canonico.
De forma geral, podemos escolher qualquer hiperplano para trabalhar com este modelo. O que nos

leva a escolher um que nao passa pela origem, é a seguinte propriedade:

Proposicao 1.1. O trago da geodésica p1p2(t) no modelo do hiperplano coincide com a intersegao

entre o conjunto M e o plano Op1ps, onde O € a origem de R"*1,

Demonstracdo. De fato, como

P2 —p1
trioupe) = {p1+ 2Pt )
(P1P2) P d(p1 ’ p2)

a continéncia tr(p1p2) C M N Op;py é clara.

Por outro lado, se p = ap; + Bp2 € M N Opips entdao sua ultima coordenada deve ser igual a 1
e, como a ultima coordenada de p; e ps também valem 1, temos « + § = 1 e, consequentemente,

a =1— (. Assim, temos

P2 — D1
= —_— = —_— d
p=p1+(p2—p1)B=p1+ d(p1,p2)5 (p1,p2)

ou seja, p € tr(pi1pz2)-

Assim, temos a igualdade enunciada: tr(pip2) = M N Opyps. O

e Geometria Hiperbolica(H"):

Para a geometria hiperbolica utilizaremos o modelo do hiperboloide, visto numa folha de um
hiperboloide de duas folhas imerso em R"*!. Este modelo ¢ construido de forma mais geral na secao
I1.4 de (IVERSEN; BIRGER, 1992), onde o autor exibe o espago hiperbdlico partindo de uma forma

quadratica de assinatura (—n, 1).

2] en+1 € o nt1-ésimo vetor da base canénica de Ry 41, ou seja, (0,---,0,1)
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Figura 2 — Modelo do Hiperplano

Mutatis mutandis, o espago pode ser obtido a partir de formas quadréticas de assinatura (n, —1), e
esta serd a nossa forma de encarar o espago hiperbélico. Utilizaremos o produto de Minkowski,

uma forma quadratica de assinatura (n, —1) dado por
(@1, Tpg1), (W1s s Yna1)) M = T1y1 + ZoYo + -+ Tpln — Tpp1Ynil

A partir do Lema 1.6.2 e da Proposi¢ao 1.6.4 do mesmo livro, derivamos as seguintes propriedades:

Proposigao 1.2. Se p1,py € R satisfazem (pi, pi)ar = —1, entdo —(p1,p2)nm > 1, valendo a

igualdade se, e somente se, p1 = pa.

Proposigao 1.3. Se p1,ps € R™ ! satisfazem (p;, pi)ar < 0, entdo para quaisquer a, 3 € R* wale
(ap1 + Bp2, ap1 + Bp2)m <0

Com isto em maos, apresentamos o modelo do hiperboloide na folha
M={peR"": (p,p)u = —L,xn1 >0}

do hiperboloide {p € R"™! : (p,p)py = —1}, onde z,, 41 é a tltima coordenada do vetor p. A

distancia entre os pontos p; e ps de M é dada implicitamente por

cosh(d(p1,p2)) = —(p1,p2) M
e a geodésica entre estes é

p2 — p1 cosh(d(p1, p2))
Sinh(d(plap2))

ou seja, a geodésica é um ramo de hipérbole passando pelos pontos.

p1p2(t) = p1 cosh(t) + sinh(t)

As isometrias deste espaco sdo transformacdes de Lorentz de R"T! que preservam o conjunto M,
ou seja, transformagoes ortogonais do espago munido com o produto de Minkowski que preser-
vam as folhas do hiperboloide. O leitor interessado, pode encontra uma 6tima introdugao desta
transformagoes na se¢io 1.6 de (IVERSEN; BIRGER, 1992).

Geometria Esférica(S"):

Utilizaremos como modelo para a geometria esférica uma esfera imersa R"1. Mais especificamente,

vamos considerar o conjunto de pontos

M={peR"" :|p| =1}
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Figura 3 — Modelo do Hiperboloide

Esta geometria é construida na se¢ao I11.3 de (IVERSEN; BIRGER, 1992), donde tiramos a distancia
— ——

entre os pontos p; e pg de M como angulo entre os vetores Op; e Ops de R*1, dada implicitamente

por

cos(d(p1,p2)) = (p1,p2)

Note que esta distancia esté limitada por 7, e quando d(p1, p2) = 7, dizemos que p; e p2 s8o pontos

antipodas (ou antipodais). Pode ser verificado que, se p; e ps sdo antipodas, entdo p; = —pol3l.

Se p1 e p2 nao sao antipodas, a tnica geodésica entre eles é dada por

p2 — p1 cos(d(p1,p2)) sin(t)

p1p2(t) = p1 cos(t) + sin(d(p1,p2))

Caso contrario, para qualquer vetor unitario v tangente a p; (consequentemente, tangente a ps)

teremos uma geodésica passando por p; e po descrita por
p1p2(v,t) = p1cos(t) + vsin(t)

Geometricamente, esta expressao nos diz que as geodésicas entre p; e ps em S™ s@o grandes circulos

que passam por estes pontos.

Por fim, temos que as isometrias nesta geometria sio transformacoes ortogonais de R™*! restritas
a esfera, como pode ser conferido no Teorema I1.3.11 do livro ja citado.

1.1 Comentarios Finais Sobre as Geometrias

Com isto, finalizamos a apresentacao das geometrias. Antes de seguirmos para a proxima segao,

cabem alguns comentarios:

Dizemos que um ponto p pertence & (ou esté sobre a) geodésica pips se p € tr(pi1p2). Nas nossas

geometrias, isto equivale a dizer que d(p,p1) + d(p,p2) = d(p1,p2). Além disso, em todos os modelos

Bl o ponto —p é obtido de p trocando o sinal de cada coordenada.
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Figura 4 — Modelo da Esfera

apresentados vale a Proposicao 1.1, cuja demonstragao em H” e S™ segue as mesmas linhas da apresentada
para o caso euclidiano.

Por fim, note que nao fizemos muitos comentarios sobre o grupo de isometrias para nenhum dos
modelos. Sobre estas, deixamos apenas o seguinte resultado:

Teorema 1.1. Se os pontos pi,--- ,pk € q1, -+ ,qx de M satisfazem d(p;,p;) = d(q:,q;) para todo
i,j7=1,---,k, entdo existe uma isometria y € I' deste modelo tal que v(p;) = ¢;.

Este resultado pode ser conferido nos Lemas I1.2.4, 11.3.10 e 11.4.8 de (IVERSEN; BIRGER,

1992), para as geometrias euclidiana, esférica e hiperbolica, respectivamente.
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2 Ponto Médio e Trigonometria

Nesta secao apresentaremos alguns outros resultados que, juntamente com os anteriores, serao
indispensaveis para seguirmos com nosso estudo sobre o centro de massa: com o que ja foi feito, provaremos

a existéncia e com o que esta por vir, provaremos a unicidade.

Comegamos com uma breve discussao sobre o ponto médio.

Definimos o ponto médio entre dois pontos distintos p1,ps € M como um ponto equidistante

destes sobre a geodésica que os liga, ou seja, um ponto p,, € M tal que

1. d(p1,pm) + d(p2, pm) = d(p1,p2)

2. d(p1,pm) = d(p2, pm)

Quando este ponto é tinico, vamos denoté-lo por p12pg .

Se M é o espaco euclidiano ou hiperbélico, existe um tnico ponto médio para qualquer par de
pontos, enquanto em M = S™ existe um ponto médio para quaisquer dois pontos e, se d(p1,p2) < 7, este

ponto é anico.

De fato, para notar a existéncia basta tomar uma geodésica entre os dois pontos e avalid-la em
t = d(p1,p2)/2. Para a unicidade, observe que nos casos em que esta ¢ afirmada existe uma tinica geodésica

entre os pontos e que, substituindo a segunda condicao da defini¢gdo na primeira, temos

d(p1,pm) = d(p2, pm) = d(p1,p2)/2

0 que garante que pip2 (d(pl,pg)/Q) é o Unico ponto médio possivel.

Dizemos que uma isometria v € T' "troca"os pontos p1 e pa se v(p1) = p2 e v(p2) = p1, e
denotamos por I'p, ,, 0 subconjunto das isometrias de um espaco que trocam os pontos p; e pz. Se

definimos ¢; = p2 € g2 = p1, 0 Teorema 1.1 implica que este conjunto é nao vazio.

Veremos mais a frente que a invaridncia por isometrias, num sentido a ser precisado, possui um
papel muito importante para o centro de massa. Dito isto, o proximo Teorema justifica nosso interesse

no ponto médio:

Teorema 2.1. Em R" e H", 4inico ponto fizo por todas as isometrias de I'y, p,, € P22,

Se d(p1,p2) < m em S™, somente o ponto médio e seu antipoda possuem esta propriedade.

Demonstracio. Basta notar que se p é fixo por qualquer v € I'y, ,,,, entao
d(p,p1) = d(7(p),¥(p1)) = d(p, p2)

Se além disso p nao esta na geodésica pips, entdo d(p,p1),d(p,p2) > d(p1,p2)/2, o que implica
que as bolas By, (d(p,p1)) e Bp,(d(p, p2)) se intersectam em dois pontos: p e p’ # p.

Ora se definimos as triplas (p1, p2,p) € (p2,p1,p"), 0 Teorema 1.1 garante que existe uma isometria
~' tal que
Y1) =p2 Y(p2)=m A (p)=0p
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Absurdo, uma vez que ' € I'p, p,, e ndo fixa p. Assim, temos que um p fixo por todas as isometrias
que trocam p; e py deve estar na geodésica e, portanto, é o ponto médio entre estes ou o seu antipoda,

no caso de S™. O

Com isto, encerramos o assunto ponto médio. Sobre tridngulos, nos sera suficiente lembrar algu-

mas propriedades trigonométricas nas nossas geometrias.

Assim como na geometria euclidiana, algumas relagoes interessantes também podem ser observa-
das entre os lados e dngulos de tridngulos hiperbolicos e esféricos. Dado um tridngulo com lados medindo

a, b e c e angulos opostos a, § e v, vale:

Lei dos Cossenos:
Em R" :
a® = b + ¢ + 2bccos a
Em H" :
cosh a = cosh b cosh ¢ — sinh bsinh ¢ cos o
Em S™:

cosa = — cosbcos ¢+ sinbsin ccos a

Lei dos Senos:

Em R™:
sina  sinf8  siny
a b ¢
Em H™ :
sinaw  sinf8 siny
sinha  sinhb  sinhe
Em S™:

sina  sinf  sinvy

sina sin b sine

Uma prova completa das leis em H"™ pode ser vista na se¢ao IT11.5 de (IVERSEN; BIRGER,
1992), enquanto uma indicagao da prova da lei do cosseno pode ser encontrada na se¢ao I7.3 do mesmo

livro.

Usaremos estas relacoes em varios momentos, comegando pela demonstragao de que a seguinte

propriedade, que é valida na geometria euclidiana, ndo vale nas geometrias hiperbolica e esférica.

Proposigao 2.1. Seja ABC um tridngulo isdsceles com os lados AB e AC medindo a e dngulos opostos
a, e o lado BC medindo b com dngulo oposto 3. Considere também os pontos médios L, M e N dos lados
AB, AC e BC, respectivamente, e os pontos médios E e F' de AN e LM (figura 5).

Entao os pontos E e F' coincidem.
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Figura 5 — Triangulo Isosceles

Na geometria euclidiana, isto é facilmente demonstrado observando que F' esta na geodésica AN

e utilizando o Teorema de Thales: Como LM é paralelo & BC, vale a relagao

d(A, M) d(A,E)

d(A,C)  d(A,N)
e, como d(A, M)/d(A,C) =1/2, concluimos que
d(A,N)

d(A, E) =

Porém, para as outras geometrias, podemos construir contra-exemplos. De fato, considere no

espaco hiperbolico um triangulo tal que as medidas a e b satisfacam cosh(a) = 3 e cosh(b) = 5.

Vamos mostrar que d(A, E) # d(A, F) e, como consequéncia, que E # F. Antes de mais nada,

vamos calcular « e 3. Pela lei dos cossenos, temos
cosh(d(A, B)) — cosh(d(A, C)) cosh(d(B, C))

cos(@) —sin sin

3i3a5 h(d(A, C))sinh(d(B,C))

S —BVH

VB

2

~ cosh(d(B,C)) — cosh(d(A, B)) cosh(d(A, C))
cos(B) - = —sinh(d(A, B)) sinh(d(A4, C))

_ 5-3x3

- —VBVB

T2

Como «a, 3 € (0,7), temos a = § e B = %.

Considerando o triAngulo ANC, temos, pela lei dos senos

sinh(d(A, N))  sinh(d(A,C)) “in - 1
(@) sm(rjz)  SmhdA,N) VBxg=V2

Portanto, temos d(A4, E) = d(AQ’N) = M“izh(ﬁ) ~0,57.

Considerando agora o triangulo AF M, temos
sinh(d(F, M))  sinh(d(A, M))
sin(8/2)  sin(7w/2)

11 Estas medidas foram escolhidas para facilitar contas.

1 1
= sinh(d(F, M)) =1 % 3=3
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ente.

massa.

Ainda neste tridngulo, podemos usar a lei dos cossenos para efetuar

S
“[3

cosh(d(A, M)) = cosh(d(A, F)) cosh(d(F, M)) = cosh(d(A, F)) = v2/

Segue que d(A, F) = arccosh(\/Tro) ~ 0, 89.
Comparando d(A, E) e d(A, F), temos que E # F, como queriamos verificar.

Para tridngulos esféricos, o mesmo pode ser verificado tomando um tridngulo isésceles conveni-

Com isto, encerramos o preambulo e entramos efetivamente no assunto principal: o centro de
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3 Sistemas Materiais

Na introdugao deste texto, vimos uma breve apresentacao do centro de massa como um objeto
fisico. Abordaremos agora o centro de massa como objeto matematico e, consequentemente, precisamos

apresentar algumas definigoes.

O primeiro objeto que precisamos definir é o sistema material, uma abstracao do conceito fisico
de um sistema com massas pontuais. Num primeiro momento, um sistema material ser4 um multiconjunto

finito de duplas
A= {(phml)? ) (pkamk)}

onde p; sao pontos e m; sao numeros reais estritamente positivos. Cada uma destas duplas sera chamado

de ponto material.

Note que nao estamos exigindo que os pontos p; sejam distintos. Fazemos isto para que seja

possivel comparar sistemas de cardinalidades diferentes.

Naturalmente, diremos que A é um sistema de uma determinada geometria se cada ponto pertence

ao modelo M dessa geometria.

Definimos o conjunto My (M) como o conjunto dos sistemas com k pontos materiais nessa geo-

metria e por fim
M(M) = | My (M)
kEN*

o conjunto de todos os sistemas materiais nela. Como normalmente a geometria estara clara pelo contexto,

vamos escrever simplesmente My e M.

Por abuso de notacao, denotaremos um sistema material com somente um ponto como A = (p, m),

sem as chaves. Também chamaremos um sistema em M; de ponto material.
Algumas operagoes podem ser naturalmente definidas no conjunto dos sistemas materiais:
Soma de Sistemas:

Considere os sistemas Ay = {(p1,m1), -, (pr, mk)} € As = {(p},m}), -+, (p},m])} e assuma,

sem perda de generalidade, que os  primeiros pontos dos sistemas coincidam, ou seja, p; = pj para i < k.
A soma dos dois sistemas é definida como

A1+ Ay = {(p1,m1+mly), -, (P, +ml),
(pm-i—hmm-‘rl)a Tty (pkamk)7
(p;<6+17m:4+1)7 ) (pf, m;)}

ou seja, somamos as massas dos pontos comuns aos dois sistemas e mantemos os outros.
Multiplicagao por Escalares:
Considere o sistema A = {(p1,m1), -+, (pk, M)} € o ndmero real positivo A.

A multiplicagao de A por A é definida como

M = {(p1, Ama), -+, (P, Ama) }

ou seja, multiplicamos a massa de cada ponto material por A.

Acao de Isometrias:
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Considere o sistema A = {(p1,m1),- -+, (pr, M)} € a isometria .

A acdo de v em A é definida como

vA = {(’7(p1)7m1)7 B (7(pk)7mk)}

ou seja, aplicamos a isometria v no ponto de cada ponto material.

Obs.: Diretamente da defini¢ao, notamos que a multiplicagao, a agao por isometrias e a soma
de sistemas comutam, ou seja

A(rA) =v(AA)
(A1 + Az) = (vA1) + (1Az2)
AA; + Az) = (VA1) + (AA)

Por fim, é desejavel dar uma nogao de distancia entre sistemas de mesma cardinalidade: se
Ay = {(p1,m1), -, (px,mg)} ¢ Az = {(p1,m}), -+, (P}, m})}, definimos a distancia destes sistemas

como

dpm, (A1, A2) = min max{d(pi»Pé(i))a lm; — mfy(i)|}
o€Sk 7
onde S é o grupo de permutacoes de k elementos.

Em outras palavras, dois sistemas estao proximos se, a menos de reindexagao, p; estd préximo

de p; na geometria e m; esta proximo de m/ na reta, para todo i =1,--- , k.
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4 (Centroide Modelado

No capitulo 1, observamos que todas as geometrias com as quais trabalhamos podem ser repre-
sentadas naturalmente como um hiperficies de R™*!. Vamos nos aproveitar disso e da estrutura de espaco

vetorial existente neste para dar a nossa primeira defini¢ao do centro de massa..

Seja M um conjunto em R"™\ {0} e A = {(p1,m1), -, (pk,mr)} um sistema material com

pontos neste conjunto.

Chamaremos o vetor v4 = >, m;p; de vetor de massa do sistema e a semi-reta r4 partindo da

origem nesta dire¢ao de semi-reta de massa.

Dizemos que A satisfaz a condigao de existéncia (CE) se r4 intersecta M em exatamente

um ponto, ou seja, existe um ponto p tal que p e M Nr 4.

Como 7 4(t) = tvy, isto € o mesmo que dizer que existe um tnico real positivo ¢y tal que
p=ralto) =tova € M

Uma vez que ty # 0, fica bem definido m = % e vale

mp=1v4 (4.1)

Sob estas condigoes, dizemos que o par (p,m) = (r4(tg),1/to) é o centro de massa modelado

do sistema A.

Note que se o par (p/,m') € M(M) também satisfaz 4.1, entdo
/ / 1
pEMep =—va€ry
m

ou seja entao p’ = p e m’ = m. Portanto o centro de massa modelado ¢ o tinico ponto material de M que

satisfaz 4.1.

Isto nos leva a definir o centro de massa modelado como uma funcao:

Se todo sistema de M (M) satisfaz a CE, entao definimos

[Umod : M(M) — Ml(M)
A — (pa,ma)

onde (pa,m4) é o tnico ponto material de M que satisfaz 4.1.

Vejamos algumas propriedades imediatas do centroide modelado.

Proposicao 4.1. Se v, =v4,, entio Unoa( A1) = Unoa(Asz).

Demonstragao. Seja Upoa(A1) = (p,m).

Por 4.1 e pela hipdtese temos que mp = v, = v.4,, logo, pela definicao do centroide modelado,
segue que
Umod(AQ) = (p> m) = Umod(Al)
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Proposicao 4.2. Se A € M, entio U,,oq(A) = A.

Demonstragdo. Se A= (p,m) entdo v4 = mp. Logo, pela definigdo do centroide modelado, temos

Upmod(A) = (p,m) = A

Proposigao 4.3. Para quaisquer dois sistemas Ay, As € M wvale

]Umod(Al U AQ) = Umod(Al + A2) = Umod (Umod (Al) + Umod (AQ))

Demonstmg&o. Seja“m Al = {(plaml)v e 7(pk7mk)} € AQ = {(pllvmll)v e 7(p;7m2)} € Suponhaa sem
perda de generalidade, que os k primeiro pontos coincidam entre os sistemas.
Temos
Al UAZZ {(phml)a"' 7(pk7mk)7
(pllvmll)v ) (Pﬁ,mf)}

Al +A2: {(p17m1+m/1)a"' 7(pr€7mﬁ+m:g)a
(pli+17mﬁ+1)7 R} (pk?7mk)7
(p:@+17m.;+1)a Tty (Pfa m;)}

Pela defini¢ao, o vetor de massa desses sistemas é
_ k l 1ot
VAUA, = Do TaPi )i Mup;
_ K / k l 1!
VAt A = Dy (Ma+m)pi+ 3y mapi + D, D,

k l
= Zf=1 m;pi + Z?=1 m;p; + Zi:fg-‘,—l m;p; + Zi:,g-i,-l m;p;
k l
Doie1 MaPi + 3 i Mip;

Pela Proposicao 4.1, isto mostra a primeira igualdade.

Defina (p,m) = Upoa(A1) e (p',m') = Upoa(A2) e vamos calcular o vetor de massa de A =

Umod(Al) U Umod(AQ) = {(p7 m)7 (plvm/)}:

va = mp+m'p
= VA, T VA4,
k l ;
= Zi:l m;p; + Zi:1 m;p; = VA +A,

Como esse vetor de massa coincide com o de Uyyoq( A1) + Upoda(Asz), temos o resultado desejado.
O

Proposigao 4.4. Para qualquer sistema A € M e qualquer real positivo A vale

Unod(AA) = AUsoa(A)
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Demonstragao. Seja A= {(p1,m1), -, (px,m)} e (p,m) o centroide de massa modelado deste sistema.
Temos M = {(p1, Am1),- -+, (P, Amg)} € AUpoa(A) = (p, Am). Consequentemente

k k
VAA = Zi:1 Amgp; = A Zi:l m;p;

k
UNUppoa(A) = AMP = XD, mip;

Como AU,ppq(A) € My, a Proposicao 4.2 implica que Usd(AUmod(A)) = AUnmoa(A) e segue a
igualdade desejada. O

Obs.: Pelas propriedades 4.2 e 4.3, basta entendermos como o centro de massa modelado

funciona nos sistemas de Mo, pois podemos particionar qualquer sistema em sub-sistemas de

cardinalidade 2 ou 1 e resolvé-los separadamente.

Nas proximas duas secoes, vamos estudaremos as particularidades do centroide modelado em R™

e H™. Os principais resultados demonstrados serao:

Proposigao 4.5. O centroide de massa modelado em R™ e H™ € invariante por isometrias, no sentido

que se v € uma isometria e A um sistema material do espago em questdo, entdo

Umod (’VA) = ’YUmod (A)

Proposigao 4.6. O centroide de massa modelado em R™ e H" € uma fung¢do continua, no sentido que
para todo € >0 e A € My, existe 6 = 6(e, A) > 0 tal que

de(.A, A/) <d= dMl(Umod(A)aUmod(Al)> <e VA € My

Proposicao 4.7. Se A = {(p1,m1), (p2, ma)} é um sistema em R™ ou H", entdo seu centro de massa
modelado Upod(A) estd localizado na geodésica entre p1 e pa. Além disso, ele estd mais préximo do ponto

com maior massa, estando equidistante de py e ps se, e somente se, mi; = Mma.

4.1 O Centroide Modelado em R"

Como j4 foi visto, um modelo da geometria euclidiana é realizado pelo conjunto M = {(x1,--- ,2,,1)} C

R"™*1. Se consideramos o sistema A = {(p1,m1), - , (b, M)} em M e denotamos p; = (z;1,** , Tin, 1),

VA = ( E LTj, 1My -y E LM, E mi)

Observe que a semi-reta r 4 intersecta M no ponto tg = 1/ m;, pois

T‘A(l/zmi) = ﬁ”: (Zzzlnln:h’ 72§i;71;?1i’1>

Se ra(t1) € M, temos t; > m; = 1, ou seja, t1 =1/ > m; = to.

temos

Logo, a condicao de existéncia é satisfeita e temos
Unod(A) = (Zmipi/zmiazmi) (4.2)

Note que as equagbes em 4.2 variam continuamente em fungao de p; e m;, o que demonstra a

Proposigao 4.6 em R™.
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Figura 6 — Centroide Modelado Em R™

4.1.1 Sistemas de Cardinalidade 2
No caso particular em que A = {(p1,m1), (p2, m2)} € Ma, definindo (p, m) = Upoa(A) temos

_ Mip1 + Mapa
m

m=m;+mg e (4.3)

Antes de mais nada, observe que p pertence & intersecao da superficie M com o plano que contém
a origem, p; e py e, portanto, esta na geodésica que passa por estes pontos. Isto justifica a primeira parte
da Proposigao 4.7.

Denotando por d; = d(p, p;) e d = d(p1, p2), podemos aplicar a definigdo de distancia neste espago
para chegar a

d="24 e dy="24 (4.4)
m m
e, consequentemente,
m1d1 = m2d2 (45)

Como p esta na geodésica pip2,sua posi¢ao no espago pode ser determinada por 4.4 e a massa m
pela primeira equacao de 4.3. Como estas equagoes s6 dependem das massas e da distancia d(p1, p2), isso
demonstra a Proposigao 4.5.

Por fim, notamos que a equagdo (4.5) implica que o centro de massa modelado est4 mais proximo
do ponto com maior massa e que a distancia do mesmo até os pontos do sistema é igual se, e somente se,

as massas sao iguais, o que prova a segunda afirmacao de 4.7.

4.2 O Centroide Modelado em H"

Nesta secao trabalharemos com o modelo do hiperboléide para a geometria hiperbdlica, ou seja,

vamos considerar M = {x € R" " |(z, x)y = —1, 2,41 > 0}

Vamos novamente considerar o sistema A = {(p1,m1), -, (pg, mi)} em M.
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Pelos comentérios feitos no capitulo 1 temos que (v.4,v4)p < 0. Se definimos tg = /—1/{va,va)m

temos que

-1

-1 -1
(ra(to),ra(to))m = <\/<UA,UA>MUA7 \/<UA71)A>MUA>M = ‘m‘<ﬂA,UA>]M =-1

Como a ultima coordenada de cada p; é maior que zero, temos que a ultima coordenada de v4

também é e portanto r4(tp) € M.
Se ra(t1) € M, entao
t1(va,va)m = (ra(tr),ra(t))a = =1 = (ra(to),ralto)) s = t5(va, va)m
Como (va,va)m # 0 e tg,t1 > 0, segue que t; = tg. Com isto temos que a condigao de existéncia

é satisfeita no espago hiperbolico, ou seja, a funcao de centro de massa modelada estad bem definida neste

espago.
Além disso, se desenvolvemos (v4, v4)ar, temos

<U.Avv¢4 M = Zmipz,zmjp] Zmlm] Pz,PﬁM Zmimj COSh(d(piapj))
%]

i,J

Consequentemente, o centroide modelado em H"™ é dado por

Upoda(A Z mzpl/\/z m;m; cosh(d;; \/Z mym; cosh(du)) (4.6)

i,
, onde d;; = d(p;, p;)-
Mais uma vez, temos uma variagao continua de U,,,q em relacio a p; e m; e portanto, no espaco

hiperbélico também vale a Proposigao 4.6.

Obs.: Se d;; =~ 0, temos que cosh(d;;) ~ 1 e, consequentemente

ou seja, em sistemas com pontos proximos o centro de massa hiperboélico se assemelha ao

euclidiano.

4.2.1 Sistemas de Cardinalidade 2
Considere agora A = {(p1,m1), (p2, m2)} e defina (p, m) = Upoa(A), di = d(p,p;) e d = d(p1,p2).

Por (4.6), temos

m = \/mf +m3 +2mimgcosh(d) e p= mpL + mapz (4.7)

m

Mais uma vez, notamos que p estd na intersecao do plano que passa pela origem, p; e ps com o

hiperboloide e portanto, pertence a geodésica p;p2, demonstrando a primeira parte da Proposicao 4.7.

Lembrando da defini¢ao da distancia em M, temos
cosh(dy) = —{(p1,p)m
—(p1, (m1p1 + map2)/m)m

1
= _E[m1<p17p1>M + ma(p1,p2) M|
mq + mg cosh(d)
m
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Figura 7 — Centroide Modelado Em H"

Segue que
sinh®(d;) = cosh®(d;) — 1
~ m2 + 2mima cosh(d) + m3 cosh?(d) )
= — _
_ m2 + 2myms cosh(d) + m3 cosh®(d) — m?
- —
_ m3cosh®(d) — m3
= 2
B m%(cosl?%(d) -1)
= 2
m3 sinhql(d)

Como d; > 0, temos que sinh(d;) = mg sinh(d)/m.

Analogamente, segue que sinh(dz) = mj sinh(d)/m e, consequentemente

my sinh(d;) = mg sinh(ds) (4.8)

As equagoes
sinh(d;) = mgsinh(d)/m e  sinh(dy) = m; sinh(d)/m (4.9)

juntamente com 4.7 e a primeira parte da Proposi¢ao 4.7 provam 4.5.

Como sinh é uma fungdo injetiva e crescente, a equagao (4.8) nos diz que o centro de massa
modelado na geometria hiperbélica também se encontra mais proximo da maior massa, sendo equidistante

dos dois pontos se, e somente se, as massas forem iguais, terminando a demonstragao de 4.7.
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5 Centroide Axiomatico

Neste capitulo vamos estudar o centro de massa de uma perspectiva axiomaética, ou seja, vamos

definir as condig¢oes para que uma funcao seja chamada de centro de massa e trabalhar sobre elas.

Nosso objetivo final seréd mostrar que uma funcao que satisfaz tais propriedades no espaco eucli-

diano e hiperbolico deve ser o centroide modelado exibido no capitulo anterior.

Quando nao especificado, um modelo M neste capitulo representara a geometria euclidiana ou

hiperbélica com a construgao feita no capitulo 1.

Uma funcgao centro de massa, ou centroide de massa, num modelo M de uma geometria é

uma fungao U : M(M) — M; (M) que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Imobilidade:
AeM;=>TA) =A4

2. Indugao:
U(A1 UAz) = U(A; + Az) = U(U(A;) + U(Az))

3. Multiplicagao:
U(AA) = AU(A), VA € Ry

4. Invariancia por Isometrias:
U(yA) =~U(A), vy €T
5. Continuidade:

Ve >0:35(e, A) > 0:dpg, (A, A") <8 = dag, (U(A), U(A))

Vamos nos referir a estas propriedades também como axiomas (do centro de massa).

Pela discussao feita no capitulo anterior, é imediato notar que U,,,q ¢ uma funcao centro de

massa em R™ e H".

Além disso, como os modelos de uma geometria sao todos isométricos, uma fungao de centro de

massa em um modelo induz o centroide em todos os outros.

Vamos derivar algumas propriedades diretamente da definigao:

Proposicao 5.1. Se duas fungoes centro de massa coincidem em Mo(M), entdo elas sio iguais.

Demonstragio. Sejam U e U’ duas fungoes de centro de massa em M.

Pelo axioma da imobilidade estas fungoes coincidem em M;j e por hipétese elas coincidem em

M. Vamos utilizar indugao para mostrar que elas coincidem em M.

Suponha que U(A) = U'(A) para qualquer sistema A € Mg, com K < k e tome um sistema
A= {(p17m1)7 ) (pkvmk)} € Mk
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Utilizando o axioma da inducao e a hipdtese de indugao, temos

UA) = U{(p1,m1), - (Pr—1,mp-1)} U (pr, mp))
UU{(p1,m1), -, (Pr—1,mi-1)}) + U(px, my))
U(U ({(p1,m1), -+, (Pr—1,mp-1)}) + U (pr, mi))
U'({(p1,m1),- -+, (Pr—1,Mr—1)} U (Pr, M)

= U'(A)

Ou seja, as fungoes também coincidem em My,.

Com isto concluimos a indugao e a demonstragdo da Proposigao. O

Proposicao 5.2. Se A = {(p1,m), (p2,m)} € um sistema em M entdo o centro de massa de A se

encontra no ponto médio entre py € pa.

Demonstragdo. Tome 7 € T'y,, p,, qualquer e defina (p, m) = U(A).

Como vA = A, a invariancia por isometrias implica
(p,m) = U(A) = U(vA) = YU(A) = (yp,m)

, ou seja, o centro de massa é invariante pela isometria ~y.

Ora, como v foi tomada arbitrariamente em I'y,,,, concluimos que o centro de massa de A é

invariante por qualquer isometria deste conjunto.

Pelo teorema 2.1 temos o resultado. O
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6 Unicidade

Um ponto importante a ser ressaltado sobre a Proposicao 5.2 é que nao pedimos nenhuma condi-
¢ao sobre a fungdo U além de que ela fosse um centro de massa. Isto implica que a propriedade demonstrada
vale para qualquer funcao deste tipo. Ao longo deste capitulo vamos sempre assumir que U é uma fungao
de centro de massa arbitraria e portanto todas as conclusoes serao validas para qualquer fungao desta

classe.

Uma vez que sabemos que o centroide modelado é uma funcao centro de massa, nosso objetivo
serd mostrar que uma fungdo centro de massa qualquer coincide com U,,,q €, pela Proposigdo 5.1, basta

mostrar que esta coincidéncia ocorre em Ms.

Antes disso, vamos mostrar que ela ocorre em uma classe menor de sistemas: os sistemas de
cardinalidade 2 com massas iguais, ou seja, o conjunto de sistemas da forma {(pi,m), (p2, m)}. Vamos

denotar o conjunto desses sistemas por M.

Pela Proposicao 5.2, se A € M3(X) entdo ja sabemos a posigdo do centro de massa de A e s6
precisamos determinar a massa no mesmo. Para isto, vamos definir algo que chamamos de fungao de

massa.

6.1 A Funcdo de Massa

A funcao de massa de um centro de massa é uma funcao fy : M3(X) — R que associa o sistema

A = {(p1,m), (p2,m)} com o nimero real

fu(A) = =

T 2m

onde T é a massa em U(A). Em outras palavras, esta fungéo nos da uma razao entre a massa no centroide

dado por uma funcdo U e a soma das massas no sistema.

Consequentemente, temos

() = (222 2m ()

Para simplificar as notagoes, sempre que tratarmos de um centroide de massa arbitrario vamos

denotar a fungao de massa simplesmente por f.

Quando tratamos do centroide modelado, as equagdes (4.3) e (4.7) nos indicam que as fungoes

de massa sao

2m
fUmOd (A) = % =1
em R" e
2
fu,...(A) = V/2m?[1 + cosh(d(p1, p2))] _ \/1 + cosh(d(p1, p2)) "~ cosh (M)
e 2m 9 5
em H™.

Observe que estas fungoes nao dependem de nenhuma propriedade do sistema além da distancia

entre os pontos p; e pa, 0 que nos leva a enunciar
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Proposigao 6.1. A funcdo de massa em R™ e H™ depende somente da distincia entre os pontos do

sistema. Ou seja, se Ay = {(p1,m), (p2,m)} e A2 = {(p3,m’), (ps, M)} satisfazem d(p1,p2) = d(p3,p4),
entio (A1) = f(Ag).

Demonstragao. Defina (p,m) = U(A;) e (p/,m') = U(Ag).

Uma vez que d(p1,p2) = d(ps, pa), o Teorema 1.1 garante que existe v € I' tal que v(p1) = p3 e

~(p2) = p4. Pela invariancia do centroide por isometrias, temos
U(yAz) =1U(A2) = (yp', )

ou seja, f(vAa) = f(As2).

Note agora que A; =

m
m/’

vAs, logo, pelo axioma da multiplicacdo, temos

(p,7) = U(A;) = U(%VAQ) = %U(%‘\z) = (vpﬂ me/’)

mm’
m’

ou seja, m =

Pela defini¢ao defini¢ao de f, temos

A = Tt T g,

m 2m 2m

[\

como queriamos. O

Com esta Proposigao, concluimos que a funcao de massa pode ser vista como uma fungao real
que, para cada distancia entre pontos, associa a razao entre a massa no centroide e a soma das massas
no sistema arbitrariamente escolhido dentre aqueles com a distancia fixada. Uma vez que U é continua,

0
vamos agora considerar f como uma funcéo [0, c0) <, (0,00).

Por questoes de simplificacdo, vamos considerar como argumento da funcdo de massa metade

da distancia entre os pontos de um sistema material em M3, ou seja, se A = {(p1,m), (p2,m)}, entdo

Com esta definigao, a fungao de massa do centroide modelado é f(r) = 1 em R™ e f(r) = cosh(r)

em H™.

Observe que se tomamos A = {(p,m), (p,m)}, podemos usar o axioma da indugao e da imobili-

dade para mostrar que
(p,2m) = U(A) = (p, 2mf(0))

e, consequentemente, temos que f(0) = 1.

6.1.1 Propriedades da Funcdo de Massa

Vejamos agora duas proposi¢oes que vao nos ajudar a caracterizar a fun¢ao de massa nos espagos

euclidiano e hiperbdélico:

Proposigao 6.2. Se 0 <1y <71y, entao f(r1)f(r:) = Fri—ra) ;r fri+ T2).

Demonstracao. Considere um segmento geodésico p1pz de comprimento 271 e nas suas extremidades dois

segmentos q1Gz € g3qs paralelos ao primeiro e de comprimento 2ry como na figura 8.



38

T2 T2 T2 T2

qQ1 D1 q2 p q3 D2 q4

T r

Figura 8 — Configuracao da Proposicao 6.2

Desta forma, temos p = p1p2’ P = ‘“q"’ e py = q3q4

Defina o sistema A := {(g1,m), (g2, m), (g3, m), (g4, m)}.

Por um lado, temos

UA) = U({(q,m),(q2,m)} U{(gz,m), (qa,m)})
U(U({(g1,m), (g2,m)}) + U({(g3,m), (q1,m)}))
U((p1,2mf(r2)) + (p2,2mf(r2)))
U({(p1,2mf(r2)), (p2,2mf(r2))})

= (p.4mf(r2)f(r1))

Mas calculando de outra forma temos

U(A) = U({(q1,m),(qa,m)} U{(g2,m), (g3, m)})

= U(U{(q1,m), (ga,m)}) + U({(g2,m), (g3,m)}))
(
U(

U((p,2mf(r1 +72)) + (p,2mf(r1 — 12)))
p,2m[f(r1 +r2) + f(r1 —r2)])
= (p,2m[f(r1 +7r2)+ f(r1 —1r2)])

Igualando as duas equagaoes, temos

fri—r2) + f(r1 +12)

f(r1)f(re) = 5

(6.1)
O]

Proposigao 6.3. Se r1 e r2 sdo as medidas dos catetos de um tridngulo retdngulo com hipotenusa

medindo 1, entio f(I) = f(r1)f(re).

Demonstracao. Considere um segmento geodésico p1pz de comprimento 271 e nas suas extremidades dois

segmentos q1Gz € g3qs coplanares e perpendiculares ao primeiro e de comprimento 2ry como na figura 9.

qr e~ _ _ -1 4
T2 { T~ - W
D1 —= = D2

T2 L //”””’ p \\\\\\\\\ J
I I N

T r

Figura 9 — Configuracao da Proposicao 6.3

Desta forma, temos p = P2 = 491 — q2q3, pr= L2 ep = q3q4 . Além disso, observe que

2 2
d(q1,q4) = d(qa,q3) = 2.
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6.1.2

Defina o sistema A := {(q1,m), (g2, m), (g3, m), (¢4, m)}. Mais uma vez, temos

U(A)

Por outro lado

U(A)

U({(q1,m), (g2,m)} U {(g3,m), (q4,m)})
U(U{(g1,m), (¢2,m)}) + U({(g3,m), (g1,m)}))
U((p1,2mf(r2)) + (p2,2mf(r2)))
U({(p1,2m[f(r2)), (p2, 2mf(r2))})
(p,4mf(r2)f(r1))

U({(q1,m), (g1, m)} U {(g2,m), (g3, m)})
UU({(g1,m), (g1,m)}) + U({(q2,m), (g3, m)}))
U((p,2mf (1)) + (p,2mf(1)))

U(p, 4mf(1))

(p, 4mf(1))

Igualando as duas equagaoes, temos

fO) = f(ro)f(ra)

Possiveis Formas da Func3o de Massa

O objetivo desta secao é mostrar o seguinte resultado:

Teorema 6.1. Se existe rg > 0 tal que:

(a) f(ro) > 1, entao f(r) = cosh(er), para alguma constante real ¢ > 0.

(b) f(ro) =1, entao f(r)=1.

(c) f(ro) <1, entao f(r) = cos(cr), para alguma constante real ¢ > 0.

Comece supondo que existe 79 > 0 tal que f(r9) > 1. Uma vez que cosh é uma bijegdo entre

[0,00) e [1,00), isto quer dizer que existe a > 0 tal que f(rg) = cosh(«).

Observe que pela Proposicao 6.2 temos que

f2(r) =

r—r)+ frtr) 14 fr)
2 2

para todo r > 0. Em particular, temos

Ora, mas sabemos que cosh(a/2) =

1+ f(ro) _ 1+ cosh(a)

f2(ro/2) = 5 5

1+ cosh(a)
2

f(ro/2) = cosh(a/2)

Repetindo este processo, podemos concluir que

f(—()) = cosh (%) vk e N

e portanto, uma vez que f > 0, temos que
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Mais do que isso, note que para todo natural n nao nulo vale

i) =g () ()
G R ORCOR

Assumindo que f(nro/2*) = cosh(na/2%) e f((n — 1)rg/2%) = cosh((n — 1)a/2¥), chegamos a
f<(n;k1)T0> = 2cosh (;;2) cosh <%) — cosh ((712]3)1"())

= 2cosh (g—g) cosh (%) - [cosh (;—2) cosh (%) + sinh (T—“) sinh (%)}

, Ou seja,

2k

= cosh (2—2) cosh (%) — sinh (;—2) sinh (%)

n+ 1)r
= cosh <( —;k)())

Ora, uma vez que f(0rg/2%) = cosh(0a/2%) e f(ro/2%) = cosh(a/2F), usamos inducio para

mostrar que

f(%) = cosh (Z—S) Vk,neN (6.4)
Como a fungao f é continua e nimeros da forma 2% sao densos na reta (ntumeros diadicos),
concluimos que
f(r) = cosh (gr)
To

Definindo ¢ = «/rp, temos exatamente o resultado do item (a) do Teorema 6.1 e, através de

demonstragoes andlogas, chegamos aos outros dois resultados.

6.1.3 A Fun¢do de Massa nos Espacos

Observe que os resultados que obtivemos para o centroide modelado condiz com o que acabamos
de provar, mas para provar a unicidade precisamos de um resultado mais forte: precisamos mostrar que

no espago euclidiano a tinica fungéo de massa possivel é f(r) = 1 e no espago hiperbélico é f(r) = cosh(r).

Antes de mais nada, note que f(r) = cos(cr) nao pode ocorrer nos espagos euclidiano ou hiperbo-
lico, pois em sistemas com distancia 2r = 2%—2 entre os pontos terfamos f(r) = —1 e, consequentemente,

um sistema com massa negativa.

Vamos trabalhar nos outros dois casos e, para isso, vamos considerar um tridngulo retangulo com
catetos medindo 71 e ro e hipotenusa [. Tomando o logaritmo natural de ambos os lados da identidade
obtida em (6.2), temos

In(f(D)) = In(f(r1) f(r2)) = W(f(r1)) + In(f(r2))

Como f é uma fungao estritamente positiva, podemos definir g(x) = In(f(x)), obtendo a relagao

g(l) = g(r1) + g(r2)
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Se consideramos ! como uma funcdo de r; e ro, podemos derivarl!l a equacio acima em relacéo
a rq, resultando em

0 e D D O
37‘19(1) - arlg(rl) + arlg(TQ) = g (l)arl =49 (7“1)

Finalmente, derivando em relacao a ro chegamos a

O T @] 29 O O L
87'2 |:g larl} o g(rl): a’)"gg (1)87’1 g 187"2(97‘1 o

87'2

ol ol 0?1

" /
il E—
g'( Org Ory g )8T28r1

Queremos entdo encontrar solugoes para a equacao diferencial

g’y _ oyl ol (6.5)
g'(l) T OreOry/ Ory Ory ’

Em R" temos que | = \/r? + r3 e portanto

o m
o r2
ory \/r% + r%
9?1 _
(97’261“1 (r% + r%)%

Consequentemente, neste espago a equagao (6.5) é

g’ () 1 1

UG ET A

Assim, temos que ¢'(1) = M\l e g(I) = M? + a. Como g(0) = In(f(0)) = In(1) = 0 temos o = 0 e,
consequentemente, g(I) = A2, Pela definicdo de g, concluimos que

F)y =M

Se f(1) = cosh(cl), entao deveria valer o limite

lim cosh(cl) _1

l—o0 6>‘l2
Uma vez que isto sé ocorre se A = ¢ = 0, concluimos que

Teorema 6.2. A dnica fung¢io de massa possivel em R™ € f(r) = 1.
Em H", a lei dos cossenos nos da
cosh(l) = cosh(ry) cosh(rsy)
Assim, derivando implicitamente, temos

Ol sinh(ry) cosh(rs)

ory sinh(l)

1] Uma vez que todas as possiveis formas da fungao de massa nos nossos espacos sao diferenciaveis, podemos considerar f
sendo diferenciavel
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Ol cosh(ry)sinh(ry)

ory sinh(l)
?l _ sinh(rq) sinh(rs)
Orodry sinh®(1)

Dessa forma, a equagao (6.5) no espago hiperbolico pode ser escrita como

S0
g'(l)  cosh(l)sinh(l)

Resolvendo esta equagao, temos ¢’'(1) = Atanh(l) e, integrando novamente, temos g(I) = Aln(cosh(l))+
a. Como ¢(0) = 0, temos que, novamente, & = 0 e g(I) = Aln(cosh(l)). Segue que

f(1) = cosh*(1)
Lo . cosh(cl) . .
Novamente, computando os limites lim ———= e lim ————, temos que, no espago hiperbo-
l—o0 cosh™(l) 1—oc cosh™(l)
lico, f(r) =1 ou f(r) = cosh(r).

Para descartar a possibilidade f(r) = 1, considere um tridngulo isosceles com vértices p; e
p2 opostos aos lados iguais e o ultimo vértice ps. Considere também os pontos p e p’ como o ponto

médio da altura em relagao ao lado pi;ps e o ponto médio entre os pontos médios dos lados p1p3 e paps,
respectivamente.

Defina entao o sistema A = {(p1,m), (p2, m), (p3,2m)}, como na figura 10.

(p3.2m)

i
1 (p,4m)
:

____________________ "777_____777___,,__,_
', 4m)

(p1,m) ()

Figura 10 — Contra-exemplo para f =1

Se a fungdo de massa em H" é f(r) = 1, temos os seguintes calculos para U:

g
=
[

UU{(p1,m), (p2,m)}) UU({(ps,2m)}))
U((582,2m) U (p3, 2m))
= (p,4m)

U(A) = UU{(p1,m), (ps,m)}) UU({(p2, m), (p3,m)}))
(

= U((®2,2m) U (22, 2m)

= (p/,4m)
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Ou seja, terfamos que para qualquer triAngulo isosceles vale p = p’. Como vimos no capitulo
1, isto ndo é verdade. Portanto, a funcdao de massa do espago hiperbolico nao pode ser f(r) = 1 e,

consequentemente

Teorema 6.3. A tnica fung¢io de massa possivel em H™ é f(r) = cosh(r).

E segue que

Teorema 6.4. Nos espagos R™ e H", qualquer centroide de massa coincide com Upoq em M3.

6.2 Sistemas Diadicos

Note que os resultados da subsecao anterior nos dizem que, em M3, qualquer funcao de centro
de massa deve coincidir com U,,,4. Nesta se¢do vamos expandir essa propriedade para uma classe mais

abrangente de sistemas: os sistemas diddicos .

Um sistema material A = {(p1,m1), (p2, m2)} é dito diadico se existem k, [, ¢ € N* tais que

, onde (p,m) = Upoa(A) é o centroide modelado de A.

Denotaremos o conjunto de todos os sistemas diadicos por M4,

Claramente, M3 C M$. De fato, como em M3 temos d(p1,p) = d(p2,p), basta tomar as cons-
tantes k, [ e g iguais a 1.

A motivagao para mostrar que os centros de massa coincidem neste novo conjunto é dada no

seguinte Teorema:

Teorema 6.5. Sistemas diddicos sao densos em M.

Demonstragao. Queremos mostrar que dado qualquer A = {(p1,m1), (p2,m2)} € Ms e € > 0, existe
A’ € M$ tal que
dpm, (A, .A/) <e

Defina (pa m) = Umod(A)a d= d(p17p2)7 dz = d(php) e
z, se M =R"

sinh(x), se M =H"

Como g é continua, existe 0 = d(e,dy) > 0 tal que

g(dz)

h<d=|g(di) —g(di —h)| <e
my

Além disso, como niimeros da forma ? —1, g€ Nel e N* sao densos em [0,00), existe h > 0

tal que
. dy 24
0 < dy.h < min{e, d,d1} e d——hZT—l
2

, para algum g € Ne [ € N*.
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Definindo k = 29 — [, temos

21 d
fedy = (29 — 1).dy = l'(T - 1).d2 = l.(d—; - h).dg = 1.(dy — do.h) (6.7)

Defina p} como o ponto na geodésica pips tal que d(pj,p1) = doh e d(p),p) = di — dah e
myg(dy — dah)
—=—_* ¢ (figura 11).
9(da) ( )

[
my =

(P2, m2)

Figura 11 — Sistemas A e A’

Com isso em maos, defina A" = {(p},m1), (p2, m5)}. Vamos mostrar que este sistema ¢é diadico e

estd e-proximo de A.
De fato, note que

g (d(p,pa)) = W.g@) — myg(dy — dsh) = my.g(d(D}, )

, ou seja, a regra da gangorra é satisfeita por p. Portanto, o centroide modelado de A’ esté localizado em
p.
Por (6.7), temos que A" & um sistema diadico.

Além disso, temos que

sz (Aa -A/) S max{|m1 - m1‘7d(plap€|_)7 |m2 - m/2|7d(p27p2)}

Ora, trivialmente, |m; —m1| = d(p2,p2) = 0.
Por defini¢ao, temos que d(p1,p}) = doh < e.

Por fim, como p também é o centroide modelado de A, vale a regra da gangorra m;.g(d;) =
mg.g(da) e consequentemente
g(dy) g(dy — dah) my

W) T @) | gy ) —ald — b

|mo —mb| = |m;.
Como dah < ¢, a continuidade implica que |g(dy) —g(d1 —d2h)| < e%‘if) e portanto |ms—mb| < e.
Concluimos portanto que dpy, (A, A") < €, e segue o resultado. O

Note que se provarmos que U coincide com U,,,q em M$, entdo a continuidade do centro de

massa garante que U = U,,,,q em M.
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Com efeito, se tal coincidéncia ocorre, podemos aproximar qualquer sistema A € M, por sistemas

diadicos A; cada vez mais proximos de A e obter o centro de massa do primeiro pelo limite

U(-A) = th(-Ai) = lim ]Umod(-Ai) = Umod(A)

Vamos entao provar a nossa hipotese:

Teorema 6.6. U coincide com Uppoq em M3

Demonstragao. Seja A = {(p1,m1), (p2, m2)} um sistema diadico, (p,m) = Usea(A) seu centroide mo-

delado e (p’,m) = U(A) seu centro de massa pela fungao U.
Considere também k, [ e ¢ constantes que satisfazem (6.6).
Fagamos induc¢ao em q.
Se ¢ =1, temos k =1 =1 e, consequentemente, d(p1,p) = d(p2,p).
Pela propriedade 4.7 temos que m; = ma, ou seja, A € M3 e (6.4) implica que U(A) = Uppoa(A).
Suponhamos agora que o Teorema é valido para ¢ < @ e que k + 1 = 29,
Se my = meg, o sistema A € M3 e o resultado segue de (6.4).

Assuma entdo, sem perda de generalidade, que m; < ma e defina o sistema A" = {(p1,m1), (p2,m1)}.

Dessa forma temos
A=A+ (p2, ma —my)

Como A’ € M}, temos
U(A/) = Umod(A/) = (pm, M)

, onde p,, = 222 e m = 2m f(d(p1,p2)/2).

Portanto, temos

Usnoa({ (Pm, ™), (P2, m2 —ma1))}) Unnod(Umod(A") U Unoa((p2, ma — m1)))
= Unmod(Umoa(A") + Upod(p2, ma — m1))
= Unod(A)
= (p,m)

Pela propriedade 4.7, temos que p estd na geodésica que passa por p; e ps e, uma vez que

my < mg, que p estd mais proximo de po, ou seja, o ponto médio p,, se encontra entre p; e p (figura 12).

d(p1,p)

(Pmym)
(p1,m1)

(p2,m2)

Figura 12 — Configuracao dos Pontos Materiais
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Consequentemente, temos que d(p1,p) = d(p1,pm) + d(pm, D) € segue

d(pm,p) = d(p1,p
(p1,p

2d(p1,p) — d(p1,p) — d(p2,p)

2
d(p1,p) — d(p2,p)
2

Usando a equagcao dos sistemas diddicos

l.d(p2,p) — k.d(p2,p)

l—k

2 2

== .d(pz2,p)

Ora, como my < mg a propriedade 4.7 implica que d(p1,p) > d(p2,p) e, consequentemente, k < [,

ou seja, e N* [21,

Além disso,

_— ]{:7:7:262_1
2 + 2 2

, ou seja, {(pm, M), (p2,ma —mq))} é um sistema diadico cujo centroide dado por U coincide com o dado

por U,,oq (pela hipotese de indugao).
Pelo axioma da indugao, temos
U(A) = U(U(A) + U(pa, ma —mq))
= UUA) UU((p2, m2 — m1)))
({(Pm,m), (p2, m2 — m))})

(I
=i

mod A)

, como querfamos demonstrar.

Unod({(Pm, M), (p2, m2 —m1))})
Urnod(Umod(A") U Upnod((p2, ma —ma1)))

= Unmod(Umod(A") + Upoda(p2, ma —my1))
Unnoa(

O

Com este Teorema, podemos finalmente afirmar que U = U,,,,q em M. Ora, mas pela propriedade

5.1, isto implica que U coincide com U,,,q em M. Segue, portanto, o principal resultado desta dissertacao

como um Coroléario:

Corolario. A dnica fungao de centro de massa possivel € U,noq

Finalizamos, com isto, a terceira parte do nosso texto. O leitor deve ter notado que apesar de

apresentarmos a geometria esférica, ainda nao discutimos nada sobre ela. Este serd, portanto, o tema da

préoxima parte.

(2] Uma vez que [ + k é par, temos que [ — k é divisivel por 2.



Parte |V

O Caso Esférico
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7 O Centroide Modelado na Esfera

Assim como em R™ e H", vamos iniciar o estudo do centro de massa na esfera provando a sua

existéncia, e assim como nos outros casos, faremos isto construindo um centro de massa.

Uma vez que o modelo adotado por nés para a geometria esférica também é um subconjunto de

R™*1\ 0, é¢ muito tentador definir o centroide modelado neste conjunto como fizemos no capitulo 4.
Porém, nao vamos muito longe neste caminho: se pegamos um sistema composto por dois pontos
antipodas com a mesma massa, digamos A = {(p, m), (—p,m)}, teremos o vetor de massa

vg=m.p+m.(—p) =0

, Ou seja, a semi-reta de massa r4 nao intersecta o conjunto M em nenhum ponto.

Uma vez que a condigdo de existéncia ndo é satisfeita para qualquer sistema, a definicdo dada

para o centroide modelado fica vaga.

Para contornar este problema, definimos um sistema a parte que chamamos de sistema de

massa nulal'l | denotado por A,.

Este sistema serve como um elemento neutro para nossas operacoes, no sentido que ele possui as
seguintes propriedades:
1. AUA=A+ A=A
2. )\.Ao - .A()
3. ’)/.Ao = .A()
Além disso, consideramos A( arbitrariamente proximo de qualquer outro sistema, ou seja, para

qualquer sistema A € My, e qualquer € > 0, vale

de (.A, ./40) <€

Vamos denotar o conjunto M U Ag por M e, naturalmente, M;, U Ay por My,.

Com isto, em maos, definimos o centroide de massa modelado na esfera da seguinte maneira:

Unod : M — ﬂl
(pa,ma) , se A satisfaz a CE
Ao , se A nao satisfaz a CE ou A = Ag

A

onde (pa,m4) é o tnico ponto material de M que satisfaz 4.1.

Vejamos algumas propriedades desta funcao:

Proposigao 7.1. O centroide modelado de A € M € Aqy se, e somente se, vy = 0.

(1] O nome "massa nula"se justifica se olhamos a motivagio para a criacio do sistema: a massa centro de massa modelado
do sistema{(p, m), (—p, m)} seria 0, se simplesmente estendéssemos a definigao.
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Demonstra¢ao. Se vy = 0 entdo a reta de massa de A nao intersecta M e, portanto, este sistema nao

satisfaz a condicao de existéncia. Pela definicao de U,,,q4, segue a volta.
Por outro lado, se U,,0a(A) = Ao, entdo r4(t) = tv4 nao intersecta M.

Ora, se v4q # 0, entdo r(1/||val|) € M, e, consequentemente, concluimos v4 = 0 como queriamos.
O

Corolario. Um sistema A € M satisfaz a CE se, e somente se, vy # 0.

Com pequenas modificagoes, podemos demonstrar as propriedades vistas no capitulo 4 para a

funcdo definida em S™:
Proposicao 7.2. Se v, =v4,, entao Unoa( A1) = Unoa(As2), quaisquer que sejam Ay, Ay € M.
Proposigao 7.3. Se A € My, entdo U,,pq(A) = A.

Proposicao 7.4. Para quaisquer dois sistemas A1, As € M vale

Umod(Al U -/42) = Um,od(Al + -AQ) = Umod(Umod(Al) + Umod(AQ))

Proposicao 7.5. Para qualquer sistema A € M e qualquer real positivo \ vale

Unod(AA) = AUsnoa(A)

Com estas propriedades em maos, vamos construir uma forma explicita para U,,,q em S™. Con-

sideremos um sistema A = {(p1,m1), -, (px, mk)} que satisfaz a CE.

Como (vg,v4) > 0, de forma anéloga ao que foi feito para H"™ podemos concluir que o centroide

modelado do sistema ¢ dado por

Unoa(A) = (Zmzpl/\/z m;m; cos(d;;), \/z m;m; cosh(dij)) (7.1)

4,3

y onde dij = d(pl,p])

Como esta expressao é continua, segue que o centroide modelado na esfera é continuo nos sistemas

que satisfazem a condicao de existéncia, no sentido estabelecido nos axiomas.

Se, por outro lado, A nao satisfaz a CE, entao U,,0q(A) = Ap e consequentemente d g, (Upoda(A), Unmoa(A")) <

€ para todo sistema A’ e € > 0, ou seja

Proposigao 7.6. O centroide de massa modelado em S™ € uma fung¢do continua, no sentido que para
todo € >0 e A € My, existe § = (¢, A) > 0 tal que

de(Av A/) <d= dMl(Umod(A)yUmod(A/)) <€ VA/ S Mk
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Figura 13 — Centroide Modelado Em S™

7.1 Sistemas de Cardinalidade 2

Se tomamos A = {(p1,m1), (p2, m2)}, algumas analises adicionais podem ser feitas.

Com contas analogas as de H", podemos concluir que se U,,0q(A) = (p,m) # Ao, entdo valem

as equagoes

mq Sil’l(dl) =msy Sin(d2) (72)

sin(dy) = masin(d)/m e  sin(dz) = mysin(d)/m (7.3)
) onde di = d(papl) ed= d(plap2)'

Novamente notamos que o centro de massa modelado de A, quando diferente de Ag, se encontra

na geodésica entre p; e pa, 0 que implica que p estd unicamente determinado se sabemos d; e ds.

Portanto, a equagao (7.3) juntamente com (7.1) implicam que o centroide modelado desses siste-

mas é invariante por isometrias do espaco.

Da Proposigao 7.1, sabemos que U,,0q4(A) = Ap se, e somente se, vq4 = mip; + maps = 0, 0 que
por sua vez ocorre se, e somente se, p; = —pa € My = Mg, pois m1, mg > 0. Ou seja, os sistemas de (M)

mapeados para A sdo exatamente aqueles que cujos pontos distam 7.

Segue que se Up,oq(A) = A, entdo para qualquer isometria y da esfera vale
Umod (’Y-A) = AO = 7A0 = ’YUmod (A)
, e concluimos

Proposigao 7.7. O centroide de massa modelado em S™ € invariante por isometrias, no sentido que se

v € uma isometria e A um sistema material do espago em questio, entio

Umod(’yA> = 7Umod (A)
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Por fim, é natural querer demonstrar algo semelhante & Proposicao 4.7.

J& sabemos que, quando o sistema satisfaz a CE, o centro de massa modelado se encontra na
geodésica p1ps, mas nao parece fazer sentido falar da posigao do centro de massa se Up,oq(A) = Ag, 0

que nos leva a enunciar a propriedade da seguinte forma:

Proposicao 7.8. Se A = {(p1,m1), (p2, m2)} € um sistema em S™ e satisfaz a condi¢do de exis-
téncia, entao seu centro de massa modelado Uy,oq(A) estd localizado na geodésica entre py e pa. Além
disso, ele estd mais proximo do ponto com maior massa, estando equidistante de p; e ps se, e somente

se, myp = ms.

Demonstracdgo. Como ja comentamos, a primeira parte foi demonstrada alguns paragrafos atras.

Para a segunda parte, observamos que se Upoa(A) = (p,m) # A, entdao d(p1,p2) < 7 ou
d(p1,p2) =7 e my # ma.

e d(p1,p2) <7
Suponha que d(p1,p) < d(p2,p), ou seja, o centroide estd mais proximo de py.
Se d(pa,p) < w/2, entao sin(d(p1,p)) < sin(d(p2,p)), pois sin é uma funcdo crescente em [0, 7/2].
Por outro lado, se d(p2,p) > 7/2, entdo d(p1,p) < m —d(p2,p) < 7/2 e também vale sin(d(p1,p)) <
sin(m — d(pa, p)) = sin(d(p2, p)).
Portanto, pela equagao (7.2), temos m; > mg, como queriamos verificar. De forma anéloga, se
d(p1,p) > d(pa,p) teremos my < ma.

Se d(p1,p) = d(ps2,p) a mesma equagdo implica m; = ma e, por outro lado, se m; = my te-
mos sin(d(p1,p)) = sin(d(pz2,p)), ou seja, d(p1,p) = d(p2,p) ou d(p1,p) = ™ — d(p2,p) (pois
d(p17p)7d(p27p) < ﬂ').

No segundo caso teriamos d(p1, p)+d(p2, p) = ™ que é um absurdo e, portanto, concluimos d(p1,p) =
d(p2,p), como queriamos.
e d(p1,p2) =7 emy # my
Como d(p1,p2) = m, temos ps = —p;
De (7.1), temos
mi1 — My

p=——"—p1 m=|mp—ms|
[m1 — ma|

Se my > mg, temos p = p1, ou seja, d(p1,p) = 0 < m = d(p2, p).

Se m1 < mg, temos p = —p; = ps2 e, como esperado, d(p1,p) > d(pa,p).

Obs.: Assim como no caso hiperbolico, se d;; ~ 0, temos que cos(d;;) ~ 1 e, consequentemente

ou seja, em sistemas com pontos proximos o centro de massa esférico se assemelha ao euclidiano.
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8 O Centroide Axiomatico e a Unicidade na Esfera

Assim como no capitulo 5, queremos agora definir o centro de massa na esfera de uma perspectiva
axiomética para mostrar a sua unicidade. Utilizaremos o mesmo conjunto de axiomas para definir uma

fungao centro de massa, mas alguns detalhes de demonstragoes sao ligeiramente diferentes.

Mais uma vez, comegamos demonstrando algumas propriedades que decorrem diretamente dos

axiomas do centro de massa:

Proposigao 8.1. O centro de massa de Ag € Agp.

Demonstragao. Suponha que, para alguma fungéo centro de massa U, tenhamos U(Ap) = (p,m) e tome
A# L

Pelas propriedades do sistema de massa zero, temos

U(A o) =TU(Ao) = (p,m) # (p, Am) = AU(Ao)
o que contradiz o axioma da multiplicacao.
Logo, temos que U(Ag) = Ay. O

Proposigao 8.2. Se duas funcgées centro de massa coincidem em Ma(X), entio elas sdo iguais.

Demonstra¢ao. A demonstragao segue como no capitulo 5, tratando o caso de Ag pela Proposigao 8.1. [

Proposicao 8.3. Se A= {(p1,m), (p2,m)} € M3, entio U(A) = Ay se, e somente se, d(p1,p2) = 7.

Demonstrag¢ao. Suponha que U(A) = Ag mas d(p1,p2) < 7.

Neste caso, existe ps # py tal que d(p1,p3) = d(p1,p2) e uma isometria v da esfera tal que
v(p1) = p1 e v(p2) = ps.

Consequentemente, pela invaridncia por isometrias, temos
U({(p1,m), (ps,m)}) = U(yA) = 7U(A) =740 = Ao

Definindo o sistema A" := {(p1,m), (p2, m), (p3, m)}, temos

UA) = UU{(p1,m), (p2,m)}) UTU(ps, m))
U(Ao U (ps, m))

U(p3, m)

= (p3,m)

Porém, computando o centro de massa com outra parti¢ao de A’, temos também

UA) = UU({(p1,m), (ps,m)}) UU(pz, m))
U(Ao U (p2,m))

= U(p2,m)

= (p2,m)
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Como escolhemos ps # ps, chegamos a um absurdo e portanto d(p1,p2) = 7.
Se, por outro lado, d(p1,p2) = 7 e U(A) = (p/,m’) # Ay, o seguinte ocorre:

Tomando v; uma rotacao de 6§ # 27mn em torno do eixo op;, temos uma isometria cujos tnicos

pontos fixos sdo p; e ps. Assim, temos
U(mnA) =U(A) = (p',m") e nU(A) = (11(p'), m)

Portanto, pelo axioma da isometria, temos p’ = p; ou p’ = ps. Sem perda de generalidade,
digamos que o primeiro ocorre, ou seja, p' = p; e 2 € I'p,p, uma isometria que troca os dois pontos do

sistema. Temos, portanto
U(y2A) = U(A) = (p1,m") e 12U(A) = (12(p1),m") = (p2,m’)
Uma vez que p; # p2 (ja que d(p1, p2) = 7), chegamos a um absurdo, e temos que U(A) = 4p. O
Proposicao 8.4. Se A = {(p1,m), (p2,m)} ed = d(p1,p2) < 7, entao o centroide de A estd localizado

no ponto médio de p1ps ou no seu antipoda.

Demonstra¢ao. A demonstragio segue as mesmas linhas da Proposicao 5.2. O

Proposicao 8.5. Se A = {(p1,m), (p2,m)} e d = d(p1,p2) < m, entio o centroide de A estd localizado

no ponto médio de pipa, pm = P2,

Demonstragio. Considere a geodésica p1ps parametrizada de forma que p1p2(0) = p1 e pip2(d) = ps e

defina a familia de sistemas
A = {(p1p2(t)vm)v(p1p2(d_t)7m)}v tel= [O,d/Q}

Pelo Teorema anterior, A; esté localizado em p,,, ou —p,,, para todo t.
Defina os conjuntos
Ut ={t:U(A) estd em p,, }; U~ = {t:U(A;) esth em —p,,}
Pela continuidade do centroide, para todo t, existe § > 0 tal que daq,(As, A’) < 6 implica que
dp, (U(A), U(AY))) <.

Em particular, se t' € (t —9,t+ ) N1, entao dpq, (As, Ay) < 6 e dp, (U(Ar), U(Ayp)) < . Assim,
t € UT implica que t' € U' e t € U~ implica que ¢’ € U~. Concluimos, portanto, que UT e U~ sdo

conjuntos abertos.
Se centroide de A esta em —p,,, entao U~ é nao vazio.
Além disso, observe que Ag/o = {(pm,m), (Pm,m)} e portanto
U(Ag/2) = U((pms m) + (pm,m)) = U((pm; 2m)) = (pm, 2m)
,ousejad/2eUT.

Como todo ¢ estd em U™ ou U™, encontramos uma cisao nao trivial do intervalo [0, d/2], que ¢

conexo. Absurdo.

Logo, o centroide de A esta em p,. O

Com isso, concluimos que o centro de massa de sistemas em M esta sempre localizado no mesmo

lugar, independente da fun¢dao U: no ponto médio entre os pontos do sistema.
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8.1 A Unicidade na Esfera

De forma anéloga aos casos euclidiano e hiperbdlico, a demonstragao da unicidade na esfera se
resume & demonstragao da coincidéncia de U com U,,,q em M. Para tanto, vamos decompor o conjunto
de pontos materiais da esfera em trés conjuntos distintos: o sistema de massa nula, Ay, os sistemas de Mo

que satisfazem a condicao e existéncia e os sistemas de My que nao satisfazem a condigao e existéncia.
Ora, pela Proposicao 8.1, temos que, de fato, U(Ag) = Upnoa(Ao)-

Além disso, como ja observamos na Proposi¢ao 7.8, um sistema A = {(p1,m1), (p2,m2)} nao
satisfaz a condigao de existéncia se, e somente se, d(p1,p2) = 7 e m; = mg. Portanto, a coincidéncia das

fungoes de massa nesse conjunto é garantida pela Proposicao 8.3.

Resta, portanto, demonstrar a coincidéncia das fungdes nos sistemas que satisfazem a condigao

de existéncia. Aqui podemos aplicar sem medo as técnicas utilizadas no capitulo 5.

Se A = {(p1,m), (p2, m)} satisfaz a condigdo de existéncia, entdo d(p1,p2) < 7 e, através de

analises semelhantes as feitas em R"™ e H", podemos concluir que

U(A) = (p1p2/2,2mcos(d(p1,p2)/2)) = Umoa(A)

Com isso em maos, utilizamos uma demonstragdo andloga a do Teorema 6.6, substituindo a

Proposigao 4.7 por 7.8, para concluir que as fungoes de massa coincidem nos sistemas diddicos.

Por fim, provamos o Teorema

Teorema 8.1. O sistemas diddicos da esfera sao densos em dentre aqueles que satisfazem a condi¢do de

existéncia.

Demonstragao. Seja A = {(p1,m1), (p2, m2)} um sistema que satisfaz a condigao de existéncia e € > 0

qualquer.
Se d(p1,p2) < 7, a demonstracdo ¢ analoga & do Teorema 6.5 utilizando a fungdo g(x) = sin(z).
Se d(p1,p2) = 7, basta tomar p tal que d(p},p1) < § e definir A" = {(p}, m1), (p2,m2)}.

Tomando A" diddico §-proximo de A’ (que existe pelo caso anterior), e temos d g, (A, A”) <'e,

como queriamos. O

Concluimos portanto que na esfera o centro de massa também é tnico, como queriamos.



Parte V

Construcdo Funcional do Centro de Massa
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9 Construcdo com Produto Interno

Na ultima parte do nosso trabalho exibiremos uma forma original de construir o centro de massa:
o centroide do produto, denotado por Up,oq. Ao contrario do centroide modelado, nossa construgao nao
dependera da escolha de um modelo ou outro da geometria e sim da escolha de uma funcao conveniente

que, em todos os casos que veremos, possui uma boa candidata.

A ideia para esta construgdo nasceu da busca por uma métrica em Mo (M) sobre a qual o ponto
médio entre (pi;,m1) e (p2,m2) fosse o centro de massa do sistema {(p1,m1), (p2, m2)}. Procuramos,

portanto, um produto interno no espago dos pontos materiais.
Com algum trabalho, encontramos o produto
((p1,m1), (P2, M2))m = M1m2d(p1,p2)

sobre o conjunto dos pontos materiais de uma geometria arbitraria M e denotamos por ||(p,m)||m a
aplicagdo ((p,m), (p,m))m € por @, uma operagdo binaria qualquer em My(M) que linearizasse tal

produto, ou seja, que torne verdadeira a identidade
<(p17 ml) S3) (p27 m2)7 (p?n m3)>m = <(p13 ml)a (p?n m3)>m + <(p27 m2)> (p37 m3)>m (91)

Porém, sem mais nenhuma suposicdo, ndo vamos muito longe. Por exemplo, se tomamos 6 = ¢ €
R, a soma (p1,m1) ® (p2, m2) = (p, m1 + m2) lineariza o produto, independente do valor de p. Se além

disso ¢ = 0, qualquer operagao binaria lineariza o produto.

Por outro lado, se dizemos que (p1,m1) @ (p2,m2) = (p1,m1), o produto é linearizado se, e

somente se, 6 = 0.

Vemos entao a necessidade de impor mais condigbes sobre a funcao §. Pedimos que esta fungao

seja:

e simétrica
e continua
e nao assuma o valor —1

e assuma o valor 1 se, e somente se, p; = pao

Temos entao que:

Proposigcao 9.1. Para quaisquer pontos materiais de M, vale:

[|(p, m)||m = mmd(p, p) = m? (9.2)

((p1,m1), (P2, Mm2))m = (P2, m2), (P1,M1))m (9:3)

Demonstragao. Basta aplicar a defini¢ado do produto e notar que §(p,p) =1 e 6(p1,p2) = 6(p2,p1). O

Lema 9.1. Se {(p1,m1), (p,m))m = ((p2, m2), (p, m))m para todo (p,m), entdo (p1,m1) = (p2, ma)
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Demonstragao. Se tomamos (p, m) = (pa, m3), a igualdade da hipotese nos da

mimad(pr1,p2) = ((p1,m1), (P2, Mm2))m = (P2, m2), (P2, M2))m = M3

ou seja mg = m16(p1,p2) e, analogamente, temos my = ma6(p1, P2).

Substituindo a segunda igualdade na primeira, obtemos

my = ma8(p1,p2)8(p1,p2) = 0(p1,p2)® = 1= 6(p1,p2) = 1
Assim, temos p; = po e, consequentemente, mq = mo. O]

Lema 9.2. Uma operacao que satisfaz 9.1 € comutativa e associativa.

Demonstragdo. Sejam (p1,mq), (p2, m2), (p3,m3) e (p,m) pontos materiais quaisquer. Aplicando 9.1,

temos:

<(p17m1> D (p27m2)7 (pa m)>m = <(p17m1)7 p,m )>m + <(p25 m2)7 (pa m)>m
= ((p2,m2), (p,m))m + ((p1,m1), (P, M)
= <(p27m2) ® (plvml) ( m>>m

Logo, pelo lema 9.1, temos
(p1,m1) © (p2, m2) = (p2, m2) © (p1,m1)

ou seja, a operacao é comutativa.

Para demonstrar a associatividade, fazemos

<[(p1, m1) @ (p2,m2)] © (p3, ma), (p, m)> = ((p1,m1) ® (p2,m2), (p,Mm))m

+((p3, m3), (p, m))m

= ((p1,m1), (P, m))m

+{(p2; m2), (P, M) m
+((p3, m3), (p, m))m

= <(p1, my) © [(p2, m2) © (p3,m3)], (p, m)>

m

Logo, pelo lema 9.1, temos
[(p1,m1) & (P2, m2)] ® (p3, m3) = (p1,m1) & [(p2, m2) & (p3, Mm3)]
ou seja, a soma é associativa. O
Além disso, considerando o produto natural de pontos materiais por reais positivos, temos

(Ap1,m1), (P2, m2))m = ((P1, A1), (D2, M2))m = AM1imad(p1, p2) = X((p1,m1), (P2, M2))m (9.4)
0 que nos leva a enunciar a seguinte propriedade:

Lema 9.3. Para quaisquer (p1,m1), (p2, m2) € My e XA € RS, vale

Al(p1,m1) @ (p2, m2)] = (p1, Am1) © (p2, Ama)
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Demonstragao. Sejam (p1,m1), (p2, ma) e (p, m) pontos materiais quaisquer e A > 0. Temos

(Al(pr,m1) @ (p2, m2)]s (p,m))m = M(p1,m1) @ (pz,mz) (s m))m

A|((p1m0), (. + (P2 m2). (P, 1))
(M p1ma), m>>m] + [M(p2ma), (0. m))
((p1, A1) @ (p2, Amz), (p,m))m

Logo, pelo lema 9.1, temos

/\[(plaml) @ (p2am2)] = (pla Aml) D (p27 >\m2)

Ora, com isso em maos, podemos definir uma uma funcao U,,oq de M em M; como
Uprod(-A) = <p17 ml) D---D (pk7 mk:) [1]

que, pelos lemas acima, satisfaz os trés primeiros axiomas do centro de massa.

Vamos utilizar agora o sistema A = {(p1,m1), (p2, m2)} para demonstrar as duas outras propri-
edades.

Aplicando o nosso produto no ponto (p,m) = Upreq(A), temos

m? = ||(p,m)||m

[(p1,m1) & (P2, Mm2)||m

[(p1, m)llm + [| (D2, m2)[Im + 2((p1, m1), (P2, m2))m
m2 + m3 + 2mymad(p1, p2)

Assim, temos a uma expressao para a massa como

m = \/m% + m3 4 2m1ma6(p1, p2) (9.5)

Podemos obter mais algumas relagoes interessantes utilizando o produto de (p, m) com (p1, m1)

mmid(p,p1) = ((p,m), (p1,m1))m
((p1,m1) @ (P2, m2), (P1,M1))m
= mi+mimad(p1,p2)

Analogamente, temos

mma8(p, pa) = m3 + mymad(p1, pa)
Somando estas expressoes, chegamos a
mm1(p, p1) + mmad(p, p2) = m? + 2mimad(py, p2) +ma = m
que, simplificando, nos da uma férmula alternativa para a massa

m = my6(p, p1) + m20(p, p2) (9.6)

(1] Observe que a ordem da soma nao importa, uma vez que a operacao é comutativa e associativa.
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Por outro lado, se subtraimos as expressoes obtidas temos

mi—m3 = mmid(p,p1) — mmad(p, p2)

= m[mid(p,p1) — m20(p, p2)]
[m10(p, p1) + m20(p, p2)][m1d(p, p1) — m26(p, pa)]
m30°(p,p1) — m30*(p, p2)

Assim, obtemos a identidade m?[1 — &(p, p1)?] = m3[1 — 6(p, p2)?]. Tomando o médulo de ambos

os lados desta equacao, chegamos a
mi[L = 8(p,p1)*| = m3|1 — 8(p, p2)?*|
que, se definimos 6(p, p;) = +/|1 — 6(p, p;)?|, pode ser reescrita como uma regra da gangorra:

m1d(p,p1) = mab(p,pa) 1 (9.7)

A partir daqui, ndo podemos fazer muita coisa sem explicitarmos nossos atores. Mas antes disso,

precisamos observar um detalhe extremamente importante do que fizemos ao longo deste capitulo.

A partir de da equagdo 9.1, obtivemos expressdes que descrevem o nosso centro de massa, bem
como propriedades extremamente importantes, como a comutatividade e associatividade de @. Entre-
tanto, devemos notar nao basta escolher uma fungao 0 arbitraria e substituir em 9.5 e 9.7 para obter o
centro de massa, é necessario verificar que 9.1 seja satisfeital Como veremos nas proximas se¢oes isto nao

é um fato trivial, mesmo se partimos das equacoes derivadas.

9.1 Geometria Hiperbdlica

Dado todo o estudo feito até aqui, uma boa candidata & fungao § é

d(p1, p2) = cosh(d(p1, p2))

Uma vez §(p1,p2) = cosh(d(p1,p2)) > 1, valendo a igualdade se, e somente se, py = po, as condigbes
necessarias sao atendidas. De fato, se tomamos esta fungao temos que as expressoes 9.5 e 9.7 coincidem

com a expressao da massa em 4.7 e 4.8.

Além disso, observando que d(py, p2) = sinh(d(p1, p2)), podemos derivar uma relagio que garante

que o centroide do produto esta localizado na geodésica entre pips.

Denotando por d; a distancia entre p; e p e d a distAncia entre p; e po, elevamos ao quadrado a

identidade mj sinh(d;) — mg sinh(dy) = 0, que deriva diretamente da regra da gangorra, para obter
m? sinh(d;)? 4+ m3 sinh(dy)? = 2myms sinh(d; ) sinh(dy)
que pode ser reescrita como
—m?2 4+ m? cosh(dy)? — m32 + m3 cosh(dy)? = 2mymy sinh(d; ) sinh(d,)

observando que sinh(z)? = cosh(x)? — 1.

Agora, elevando ambos os lados da equagdo (9.6) ao quadrado, obtemos

m? = m? cosh(dy)? 4+ m3 cosh(ds)? + 2myms cosh(d; ) cosh(dy)

(2] Tiramos a raiz de ambos os lados da equacdo, ja que todos os fatores sdo positivos.
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Ora, somando as duas equagoes temos
m? —m? — m3 = 2mymy cosh(dy) cosh(dy) + 2mimy sinh(d; ) sinh(ds)
e, por fim, substituindo (9.5) e dividindo toda a equagao por 2mjms, concluimos que

cosh(d) = cosh(dy ) cosh(dy) + sinh(d; ) sinh(dy) = cosh(d; + d2) (9.8)

Uma vez que cosh é uma fungao bijetiva em [0, 00), segue que d = d; + da, ou seja, p esta, de
fato, na geodésica pips. Mais do que isso, se substituimos a identidade do = d — d; na regra da gangorra,

podemos isolar d; para encontrarmos a posicao de p explicitamente:

mq sinh(d;) = masinh(dy) < myqsinh(d;) = mesinh(d — dy)
my sinh(d;) = ma[sinh(d) cosh(d;) — sinh(d; ) cosh(d)]
sinh(dy)[m1 4+ ma cosh(d)] = mg sinh(d) cosh(d; )

mo sinh(d
tanh(dl) = m1+2mg co(sh)(d)

t o

Ou seja,

ma sinh(d) ) (3]

dy = arctanh
1= arctan (m1 + mg cosh(d)

Analogamente, temos

dy = arctanh( m sinh(d) )
ma + mq cosh(d)

e podemos obter a posicao do centro de massa do produto e, dada que as expressoes de di, ds e m

dependem somente das massas e das distancias entre os pontos, segue que esta funcao é invariante por

isometrias. A continuidade segue do fato que todas as expressoes citadas acima sao continuas em relagao

as massas e a disténcia d.

Como ja observamos, para concluir que U,,,q € um centro de massa ainda devemos verificar a

validade da equagao 9.1, ou seja, queremos verificar que dado um ponto material (ps,ms) arbitrario, vale

<(p’ m)7 (p37m3)>m = <(p1>m1)’ (p3a m3)>m + <(p2a m2)’ (p3’m3)>m

Se definimos d3 = d(p,ps), temos ((p,m), (ps, m3))m = mmscosh(ds) que, por 9.6, pode ser

reescrito como

[m1 cosh(dy) 4+ mq cosh(dy)]ms cosh(ds)
mymg cosh(dy) cosh(ds) + mamg cosh(dy) cosh(ds)

{(p,m), (p3,m3))m

Se denotamos por « e 3 os angulos p1pps e papPps, respectivamente (figura 14), a lei dos cossenos

para a geometria hiperbodlica nos da
cosh(dy) cosh(ds) = cosh(d(p1,p3)) + sinh(d;) sinh(d3) cos(a)

cosh(ds) cosh(ds) = cosh(d(pz,p3)) + sinh(dy) sinh(ds) cos(5)

Substituindo na expressao acima, obtemos

myms[cosh(d(py,p3)) + sinh(d; ) sinh(d3) cos(a)]
+mams[cosh(d(pa, ps)) + sinh(ds) sinh(ds) cos(5)]

= {(p1,m1), (p3, m3))m + mimgsinh(dy) sinh(ds) cos()
+{(p2, m2), (p3, m3))m + mams sinh(ds) sinh(d3) cos(B)

(3] Uma vez que o lado direito da ultima equagéo esta entre 0 e 1, o arco tangente hiperboélico esta bem definido.

{(p,m), (p3,m3))m
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Figura 14 — Triangulo Hiperbélico

Ora, utilizando a regra da gangorra e observando que cos(a) = — cos(3)!#, chegamos finalmente

((p1,m1), (p3,m3))m + ((P2,Mm2), (P3,™M3))m
—mgmg sinh(ds) sinh(ds3) cos(8) + mams sinh(ds) sinh(ds) cos(8)

((p1,m1), (P3,m3))m + (P2, Mm2), (P3,M3))m

((p,m), (p3,m3))m

Assim, concluimos que Up,oq satisfaz os axiomas do centro de massa em H" e portanto deve ser

igual a U,,,q. De fato, as expressoes para a massa no centroide modelado e no centroide do produto é a

mo sinh(d)
m b

mesma e se Upoq(A) = (p', m) e denotamos por d; = d(p', p;), a equagdo 4.9 nos da sinh(d}) =

donde derivamos
cosh(d})) = 1 + sinh(d})?
1 1
m32 sinh(d)?
| 4 misinh(@)
m?+m2 sinh(d)?
—mz
m2+m242m;msy cosh(d)+m3 sinh(d)?
p)

m
m3+m2[1+sinh(d)?]4+2mms cosh(d)
2

m3+m3 cosh(d)?+2mymo cosh(d)
m2
[m1+mo cosh(d)}2
—mz

: h
ou seja, cosh(d}) = %‘M. Consequentemente, temos

mg sinh(d)/m _ mgysinh(d)
[m1 + ma cosh(d)]/m — my + ms cosh(d)

tanh(d}) =

my sinh(d)
mao+my cosh(d)’

esperdvamos, os pontos p e p’ coincidem, o que mostra a coincidéncia de Upyoq € Usyoq nesse espago.

Analogamente temos tanh(dy) = ou seja, dj = dj e do = df. Portanto, como
9.2 Geometria Esférica
Na geometria esférica, a candidata natural para ¢ é
6(p1,p2) = cos(d(p1,p2))

porém, esta funcao nao satisfaz as hipoteses impostas se consideramos M = S™: se tomamos pontos anti-

podas, ou seja, a uma distancia d(p1,p2) = 5, temos cos(d(p1,p2)) = —1.Portanto, com esta tecnologia,

4 Uma vez que a+ 8=
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somente conseguimos estudar o centro de massa localmente. Ao longo dessa secdo, portanto, vamos

considerar M como uma bola aberta em S™ de raio menor ou igual a 7/2 e centro arbitrario.

Em M, temos —1 < §(p1,p2) < 1, valendo a igualdade & direita se, e somente se, p; = pa, ou
seja, as condigOes necessérias sao atendidas. E de fato, se tomamos esta fungao, as expressoes 9.5 e 9.7

coincidem com a expressao da massa para dois pontos em 7.1 e 7.2, respectivamente.

Observando agora que 0(py,p2) = sin(d(p1,p2)) e que em [0,7/2) o cos é uma fungdo injetiva,
podemos fazer operacoes anélogas as da se¢do anterior para concluir que o centro de massa do produto
para dois pontos nesse conjunto estd na geodésica entre estes, que a equagao 9.1 satisfeita e, finalmente,

que Uproq € um centro de massa e, como esperavamos, coincide com U,y,q restrita a M.

O estudo neste espaco evidencia um problema em nossa construcaol®: em alguns casos, a funcéo
Uproq deverd ser tratada localmente em uma geometria, mesmo que exista uma fungao de centro de massa
global. Isto provavelmente seria resolvido se incluissemos mais hipoteses para esta fungao, assim como

fizemos para U,,oq4.

9.3 Espaco Projetivo

A geometria projetiva nasce do quociente de um espago métrico, utilizando a ideia que "retas
paralelas se encontram no infinito". As descrigoes candnicas deste espago sao abundantes na literatura e
podem ser encontradas em (BARROS; ANDRADE, 2010) e em (CARMO, 2015), de uma perspectiva da

geometria diferencial e riemanniana, respectivamente.

Veremos aqui o espaco projetivo de dimensao n, denotado por P”, como o quociente de S*+! pela
relagao
p~qg<sp=qoup=—q
ou seja, M = P* = {p = {p,—p} : p € S""}. A distancia neste espaco é dada através de represen-
tantes, mas independe da escolha dos mesmos: dados p; e P2 no espago projetivo, definimos a distancia
implicitamente como

cos(d(p1,P2)) = |(p1,p2)|

Note que se (p1,p2) > 0, a distancia dos pontos projetivos Py e Pz € igual a distancia de seus
representantes na esfera representantes. Como sempre é possivel escolher tais representantes, quando
estivermos falando de dois pontos vamos assumir que

d(p1,P2) = d(p1,p2)
onde a distancia dos representantes é tomada na esfera.

Dito isto, podemos escolher §(pr,pz) = cos(d(p1,pz)) e teremos uma funcdo que satisfaz as
condigoes impostas. Mais do que isso, as equagoes que obtemos em 9.5 e 9.7 sao idénticas as obtidas para

a esfera.

De fato, se (p,m) é o centro de massa do sistema A = {(p1,m1), (p2, m2)} na esfera, temos que

centroide do produto do sistema projetivo A = {(p;, m1), (Py, m2)} é dado por
(ﬁlaml) & (]52am2) = Uprod(j) = (17’ m)

Porém, isto nao basta para caracterizar a fungao U,.oq como um centro de massa no espago

projetivo, pois ainda precisamos demonstrar que 9.1 é satisfeita. Infelizmente, ela nao é.

(5] Também presente na construcao de Galperin.
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Tome, por exemplo p; = (0, cos(r/6),sin(7/6)), p2 = (0, cos(7/6), —sin(7/6)) em S? e os pontos

materiais (p;,1) e (Py, 1) do espago projetivo. Calculando o centro de massa de {(p1, 1), (pz,1)} temos

B,m) = (By,1) @ (B, 2) = ((0,1,0),V3)

Escolhendo p3 = (0,0, 1), temos

<(I_77 m), (ﬁ37 1)> = ﬁCOS(d(ﬁ7ﬁ3))
= V3cos(n/2) =0

e, por outro lado

<(ﬁ17 1)7 (1_737 1)> + <(1_727 1)7 (ﬁf'w 1)> = Cos(d(ﬁlvﬁi’.)) + COS(d(I_)Q,]_)3))
= cos(7/6) + cos(m/6) =1

Figura 15 — Contra-exemplo do Produto em P™

Portanto, como 9.1 nao ¢ satisfeita, ndo podemos afirmar que Uproq ¢ um centro de massa neste

espago mas, por outro lado, também nao é o suficiente para afirmar que nao é.

De fato, se restringimos o suficientel® 9.1 é satisfeita, dando um carater local a este centro de

massa.

9.4 O Espaco Euclidiano e a Escolha de §

Por fim, faremos uma breve discussao sobre o centroide do produto em R™. Naturalmente, com
o que sabemos sobre o centro de massa nesse espaco, sabemos que um sistema {(p1, m1), (p2, m2)} deve

possuir uma massa m = mj + my em seu centro de massa.

Portanto, isto quer dizer que deverfamos escolher § = 1 para que Up,oq = Upyoq neste espago e,
consequentemente, sabemos que nao podemos construir um centro de massa neste espago utilizando as

ferramentas deste capitulo.

[6] Basta tomar pontos projetivos contidos em uma bola fechada de raio 7/4, de forma que a projegao restrita a bola seja
uma isometria sobre sua imagem na esfera.
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De fato, poderiamos pensar em tomar §(pi,p2) = cosh(d(p1,p2)), j4 que, para esta fungéo,

0(p1,p2) = 1 se, e somente se, p; = ps. Porém, neste caso, a hipotese do produto nao seria satisfeita.

Isto reafirma o que concluimos na se¢ao passada, que a escolha arbitraria da fun¢ao d nao resulta
necessariamente em um centro de massa. Mais precisamente, acreditamos que esta escolha seja tnica, e
que a fungao de cada espaco pode ser obtida com analises semelhantes aquelas feitas para obter a funcao

de massa f.
Encerramos, portanto, com a afirmagao

Afirmacgao: As tunicas fungoes § que resultam em um centro de massa do produto sao cosh od
e cosod em H" e S™, respectivamente. Além disso, utilizando o produto proposto, ndo existe tal funcao

para o espago Euclidiano.
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10 Conclusdo

Ao longo deste trabalho, exibimos duas formas de construir o centro de massa: o centroide mo-
delado, de Galperin, e nosso centroide do produto. Naturalmente, o objeto das duas construgées coincide

aonde bem definidos, porém podemos observar diferengas fundamentais em sua obtengao:

Na construgao de Galperin, temos uma construgao muito simples quando podemos encontrar um
modelo imerso em R"*!, além de possuir um forte apelo fisico, ja que utiliza o mesmo principio da fisica
newtoniana para encontrar a localizagao do centro de massa de um corpo - multiplicar cada ponto pela

massa existente nele e dividir por uma "massa total"do sistema.

Uma falha desta construgdo, que ndo existe no centroide do produto, é a necessidade deste
modelo "conveniente". Por ser uma construcao intrinseca o centro de massa do produto pode ser obtido
a partir de qualquer modelo da geometria, basta encontrar a fungao ¢ que lineariza o produto descrito

nas primeiras linhas do capitulo 9.

Porém, como vimos no mesmo capitulo, a escolha desta funcao nao é trivial, e acreditamos ser
necessario um trabalho de analise semelhante ao empregado para encontrar a fungao de massa, no capitulo

6, para chegarmos a um bom candidato.

Um ponto fraco comum as duas construgdes é a sua limitagdo, a priori, a sistemas com uma
quantidade finita de pontos. De fato, fazendo hipoteses sobre a convergéncia, podemos pensar em estender
as formulas obtidas no capitulo 4 e 7 para versoes que se adéquam ao caso de distribui¢oes continuas de

massa mas, mais uma vez, ficamos dependentes de uma imersao conveniente do modelo no espago.

Em seu artigo "Riemannian Center of Mass and Mollifier Smoothing" (KARCHER, 1977), Karcher
constroi uma forma mais geral de se estudar o centro de massa: um centro de massa Riemanniano. O
leitor interessado pode encontrar uma abordagem completa no artigo mas, com as adaptagoes necessarias,
o artigo localiza o centro de massa de uma bola convexa B com uma distribuicao de massa m : B — R

como o ponto de minimol' da funcéo

1

Palr) = 5 [ Ep.ym(a)da

O artigo nao da uma descrigao para a massa do centroide, o que impossibilita o estudo do axioma

da induc¢ao porém, no que tange a posi¢ao do centro de massa, podemos de fato notar que esta construcao

nasce satisfazendo os outro 4 axiomas apresentados no capitulo 5.

Futuramente, acreditamos que trabalhando no centroide do produto e na construgao de Karcher
podemos obter o centro de massa em diversos espagos cuja imersao em R™ nao é tao natural ou nao

possibilita a construgao do modelo como Hg ou o espaco projetivo complexo.

(1] Observe que, assim como no centroide do produto, aqui também vemos um carater local do centro de massa.
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