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Aula 1

Sobre a natureza da matéria

Admitindo que a matéria tenha uma constituicdo discreta, isto é, é formada na
sua esséncia de particulas elementares, a elucidacdo da estrutura da matéria, sua
estabilidade e transformacao, inicia-se com a formulacdo e busca para as respostas de
trés questdes basicas. Sdo elas: quais sdo exatamente o0s constituintes elementares
presentes em uma amostra da matéria? Quais as forcas que atuam nestas e entre estas
particulas elementares? Finalmente, quais as leis da fisica que governam a dindmica e,
portanto, 0 comportamento desses constituintes elementares da matéria?

Com o conhecimento das particulas fundamentais, as forgas que nelas atuam e
as leis que governam seus movimentos, por este programa, torna-se possivel entender os
fendmenos quimicos em uma escala microscopica (em uma escala atbémica) e,
ultimamente, estender este entendimento para as propriedades e transformacdes
macroscopicas que esses sistemas quimicos sofrem.

A rigor, as respostas a estas questbes dependem do tipo de problema que
queremos focalizar; depende do intervalo de energia que desejamos investigar a
constituicdo da matéria.

Para energias relativamente baixas, energias da ordem ou menores que algumas
poucas dezenas do kiloeletron-volt' (KeV), sabemos, hoje, que a matéria pode ser
formulada como constituida de elétrons e nacleos atdmicos. As forcas que atuam nessas
e entre essas particulas sdo, em tipo e forma, as forcas familiares da fisica de corpos
macroscopicos: forcas eletrostaticas e magnéticas. Entretanto uma nova forca é
descoberta no reino dessas particulas microscopicas (a chamada forca de troca) que sera
uma peca chave para o conceito de uma ligacdo quimica. Para faixas de energias
relativamente mais baixas, digamos energias da ordem ou menores que 1 eV,
poderiamos simplificar mais ainda nossa visdo da estrutura da matéria e trabalhar com a
informacdo que este sistema fisico € formado por &tomos, moléculas e suas
combinacgBes. Aqui as forcas mais simples da mecénica de corpos macroscopicos
(oscilador harménico e pequenas correcdes, rotacdo de corpos rigidos e pequenas
corregdes para ndo rigidez) funcionam de forma excepcional para descrever uma grande
variedade de resultados fisicos, fisico-quimicos e quimicos observados
experimentalmente em laboratérios. Finalmente, para energias maiores que 1 Mev (1
milhdo de elétron-volts) temos familias das chamadas particulas elementares, elétrons,
protons, néutrons, mésons (varios tipos), neutrinos, etc. entrando em cena e novas
formas de forgas desconhecidas no mundo macroscopico necessitam de ser formuladas

1 O elétron-volt (eV) é uma unidade de energia. 1 eV corresponde a energia cinética ganha por um elétron
acelerado da posicdo de repouso por uma distancia de 1 m sob acdo de uma diferenca de potencial elétrico
de 1 V. Em termos da unidade energia no sistema internacional (Sl), o Joule, temos o fator de converséo:
1eV =1,602x107" .
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para descrever os resultados de experimentos realizados em centros de investigacao
complexos.

As leis que governam a dindmica dessas particulas foram, a principio,
consideradas como as leis da mecénica e eletromagnetismo da fisica de sistemas
macroscopicos: lei de Newton da mecénica e as chamadas equagdes de Maxwell do
eletromagnetismo. Veremos, logo, logo, no desenvolvimento desta disciplina, que esta
nocdo é incorreta; uma nova lei para a dindmica no reino das particulas microscopicas
precisou ser descoberta e desenvolvida. Esta nova lei da dindmica de particulas
microscopicas é a chamada Mecénica Quantica. Somente com 0s principios e conceitos
da Mecénica Quantica nos € possivel fazer entender e descrever corretamente o conceito
de ligagdo quimica, a estrutura de uma molécula, a resposta que &tomos e/ou moléculas
oferecem & uma perturbacdo aplicada por um campo elétrico, magnético ou
eletromagnético a uma amostra da matéria, 0s processos de absorcdo, emissdo e
espalhamento de luz pela matéria, 0 seu magnetismo e diversos muitos outros
fendmenos de origem microscopica que ocorre com a matéria.

Nosso objetivo nesta disciplina é investigar a estrutura e propriedade da matéria
para a regido de energia menor que algumas poucas dezenas de milhar do elétron-volt.
Particularmente, se estivermos interessados em processos quimicos reativos (reacoes
quimicas) ordinérios que ocorrem em uma bancada de laboratério a temperatura e
pressdo ambientes, apenas energias menores que algo em torno de 5 eV estdo
envolvidas. Por exemplo, para romper uma das mais fortes ligagdes quimica encontrada
na natureza, a ligacdo C-H de em mol de moléculas de metano (CH,), é necessario uma
energia de 439 kJ mol™ de energia; isto equivale a uma energia de 4,54 eV por
molécula. Desta forma, para o desenvolvimento do programa desta disciplina, é
suficiente que consideremos a matéria como formada de elétrons e nucleos atdmicos.
Ocasionalmente necessitaremos de considerar, através de modelos mais simples
possiveis, a estrutura da matéria nuclear: a estruturagdo do nucleo atémico.

Resumindo, para o propésito do estudo de processos quimicos, podemos
responder a primeira das questdes fundamentais formuladas acima, dizendo que a
matéria é formada por elétrons e nucleos atbmicos. A segunda pergunta tem a resposta
que forcas simples e familiares da teoria elétrica e magnética sdo igualmente aplicaveis
para descrever a dindmica dessas particulas fundamentais da matéria. A terceira dessas
questdes, ja foi adiantado, ndo deve ser as leis de Newton ou do eletromagnetismo de
Maxwell.

Mas como podemos marcar 0 nosso inicio? Como sabemos de todas estas
respostas hoje? Quais foram os fatos que mostraram que a matéria € formada por
elétrons e ndcleos atémicos? Quais foram o0s resultados experimentais que
decisivamente mostraram o fracasso da aplicacdo das leis da fisica classica para
descrever fendmenos microscopicos? Quais foram os principais fatos experimentais e
idéias originais que guiaram o surgimento e desenvolvimento da Mecanica Quantica?

Vamos comecar com o aspecto das leis da fisica que devem governar a dinamica
de uma ou um sistema dessas particulas fundamentais.



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)
Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

® determinismo da mecanica de Newton

Voltemos a primeira metade do século XIX, um periodo de grande atividade e
desenvolvimento da Quimica Analitica, Fisico-Quimica, Quimica Organica e,
principalmente, nas novas idéias tedricas sobre a constitui¢do fundamental da matéria.

Como o conceito (entdo recente) do atomismo de Dalton aceito e compreendido,
cresceu logo a crenca que as leis de movimento para os atomos fossem justamente as
mesmas leis que haviam sido firmemente estabelecidas por Newton para 0s corpos
macroscopicos: planetas, satélites massas deslocando-se nas proximidades e sobre a
superficie da terra. Como 0s 4&tomos sao 0s constituintes mais basicos de toda a matéria,
0 mundo mecénico do século XIX rapidamente assimilou a nocdo que todos o0s
fendmenos quimicos poderiam ser reduzidos ao exercicio do Célculo Diferencial e
Integral.

Do ponto de vista da mecénica de Newton, considere uma particula com uma
velocidade constante vy, movimentando-se ao longo de um eixo (vamos chamé-lo “eixo
X”). Se esta particula se encontra na posicao (Xo, Yo, Zo) N0 tempo t=ty, ndo havendo
qualquer tipo de for¢a atuando sobre ela, entdo, para qualquer outro tempo “t”, ela
estara, com certeza absoluta, na nova posicdo (Xo+Vit, Yo, Zo). Este é o chamado
determinismo classico. O determinismo do programa Newtoniano: a certeza na
determinacdo da posicdo em qualquer futuro (tempo positivo) ou passado (tempo
negativo) de uma ou um sistema de particulas em movimento. Tudo que precisamos
conhecer é a sua posicao inicial (Xo, Yo, Zo) em um tempo inicial to prescrito.

Mas, e se houver uma forca conhecida atuando nesta particula (ou sistema de
particulas)? Como sera o seu movimento? Também esta resposta foi dada por Newton.

Considere que uma particula, inicialmente movendo-se na direcdo de um eixo X,
com uma velocidade vy, esteja na vizinhangca de uma ou mais particulas. Estas particulas
interagem entre si através de um conjunto de forcas entre cuja componente na direcao x
é conhecida e representada por F. De acordo com a segunda lei de Newton, a velocidade
v da particula em estudo ira modificar com o tempo t e a sua taxa de variacdo é
proporcional a forca aplicada:

dﬁ oc Fy.
dt
A constante de proporcionalidade para esta taxa de variacdo, foi verificada, é o
reciproco da massa m da particula. Se definirmos a taxa de variacao da velocidade como
uma aceleracdo a (ax € a componente ao longo do eixo x) que a particula movimenta-se,

dvy
— 2 =a
da X
Ent&o a segunda Lei de Newton pode ser escrita como
dvy 1
— 2 —=-a, = —

—YX X
dt m
ou, no celebrada forma,

Fy =may
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Para completar, sabemos que a velocidade de uma particula é também uma taxa
de variacdo com o tempo: a taxa de variacdo da posicdo (da particula) com o tempo.
Para a componente ao longo de um eixo x de um sistema de referéncia cartesiano,
escrevemos:

dt
Equacdes equivalentes para as forgas, aceleragGes e velocidades ao longo dos eixos y e
z podem ser prontamente escritas.
O programa da mecanica de Newton estd completo. Para uma particula de massa
m (ou um sistema de particulas de massa mj;, my, ms ..), se conhecermos as
componentes (Fyx, Fy, F;) da forca total que atuam sobre ela(s) podemos resolver as
equacOes da segunda lei de Newton para cada uma das seus componentes cartesianas

v _1p
dt m
dv 1

y _
ot mY ]
dv, _ 1

dt m *°

E encontrar o (vetor) velocidade V= (vx,Vy,V,) da particula (ou sistema de particulas)

para qualquer tempo t. Conhecida essas velocidades, podemos fazer uma nova

integracdo e determinarmos a (vetor) posigédo Y= (x,y, z) para qualquer tempo dado t:

dx(t) _
prail ()
dy(t) _
el ) [2]
dz(t) _
praiall (1)

Resumindo, conhecida a forca (o vetor forca) E = (Fx, Fy, F;) que atua em uma

particula m ou um sistema de particulas de massa my, m,, ms, ..., € integrada a equagéo
da segunda lei de Newton e, a seguir, a equacdo da relacdo entre a velocidade e a

posicdo e, no final deste processo, 0s vetores posicdo e velocidade (?)(t),T/)(t)) séo

encontrados para qualquer tempo passado (t < 0) ou futuro (t > 0) desta particula ou
sistema de particulas. As informacbes da posicdo e velocidade contidas no par de

vetores(?(t), V(t)) sdo denominadas de trajetoria. Trajetoria de uma ou um sistema de
particulas. Assim, 0 mapa (um desenho, um gréafico) mostrando a posigéo e velocidade
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de uma ou um sistema de particulas, em um intervalo de tempo t; <t < t; é a sua
trajetdria neste intervalo de tempo.
A solucéo das equacdes de Newton, para uma forca dada e as condigdes iniciais

para a  posicdo (X0, Yo, 20) = (X(tg), Y(tg), 2(tg)) e velocidade
(vxo,vyo,vzo)E(vx(to),vy(to),vz(to)) de uma particula ou mais particulas, produz

uma e uma Unica trajetoria. Desta forma, neste programa, todo o passado e futuro da
posicdo e velocidade desta particula (ou sistema de particulas) sdo conhecidos com
certeza absoluta para qualquer tempo t desejado. Este € o chamado determinismo
classico: o completo conhecimento do comportamento dindmico (posi¢éo e velocidade
para tempos prescritos) de uma ou um sistema de particulas.

Observe, de passagem, que o sistema de equacdes de movimento, Egs. 1 e 2,
formam um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem acopladas.

gplicagéo do programa de Newton para um sistema de particulas
fundamentais da matéria

As duas idéias classicas — os atomos sdo as particulas fundamentais e que o
movimento dessas particulas é governado pela Lei de Newton — levava a um quadro
claro, simples e bem definido da natureza. Sabemos, entretanto que essas idéias sao,
ambas, erradas. Ha particulas mais elementares que os atomos, os elétrons e nucleos
atémicos. Além do mais, elétrons tém uma massa muito pequena (da ordem de 107 g)
e suas velocidades podem variar muito rapidamente em um muito pequeno intervalo de
distancia. Estas observacdes nos deixam apreensivos sobre as leis de Newton continuam
validas neste reino microscopico.

Mas ainda assim, voltemos para a ultima década do século XIX e vamos ver
como essas idéias da mecéanica classica possibilitaram que os elétrons pudessem ser
evidenciados através de experimentos e, muito importante, teve a sua razao carga-massa
medidos experimentalmente.

® clétron

O conceito de elétrons como constituintes discretos (“atomos”) da eletricidade
teve sua origem nos experimentos de Faraday com as células eletroliticas. Nestes
experimentos, foi descoberto que a quantidade de uma substancia depositada em um
eletrodo era proporcional a quantidade de eletricidade que passava pela célula. Além
disto, se varias celulas fossem agrupadas em série, uma quantidade de eletricidade
entregue ao sistema liberava quantidades equivalentes das varias substancias
introduzidas nas diversas células eletroliticas. Por exemplo, para uma mesma
quantidade de eletricidade que corria nos sistema em paralelo de células eletroliticas, 1
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g de hidrogénio era produzido para 107,8 g de prata, 60,9 g para o chumbo, etc. Mais
tarde, em 1874, estas quantidades discretas da eletricidade forma cunhadas “elétrons”
por G.J Stoney. Desses experimentos ndo se podia determinar diretamente os valores
individuais para a cargas ou massa dessas quantidades elementares da eletricidade.

Em outro fronte, pesquisas sobre a natureza e comportamento da passagem de
eletricidade por sélidos e gases era uma atividade de pesquisa relativamente intensa
naquela época. Em particular, experimentos com a geracdo e conducéo de eletricidade
em gases diferentes aprisionados em uma atmosfera rarefeita em tubos de vidro
(chamados tubos de Crookes) era motivo de pesquisas em varios laboratorios. Nesses
experimentos podia-se observar que, para condi¢des adequadas de diferenca de
potencial ajustado para um par de eletrodos, uma luminescéncia ocorria na parede de
vidro do tubo, oposta a um dos eletrodos. Esta luminescéncia ocorria sempre oposta a
extremidade negativa do par de eletrodos, denominada catodo. Um exemplo moderno
de um tudo de gas que produz um efeito equivalente é um tubo de televisdo ou monitor
de computador (que nédo seja do tipo de uma tela de LCD).

Trabalhando com esses experimentos, J.J. Thomson, um fisico Britanico,
mostrou que a eletricidade em gases era conduzida pelos mesmos mecanismos que
ocorrem em uma solucdo eletrolitica. Isto €, pelo movimento de particulas carregadas,
ou ions. Um feixe de tais particulas carregadas produzidas em um tudo de descarga de
gases tornou-se conhecido como raios catédicos. Embora tivesse reconhecida sua
natureza elétrica, os valores para a carga e massa das possiveis particulas que
constituiam estes raios catddicos ndo eram conhecidos. Thomson, iniciou, desta forma,
um conjunto de experimentos que viriam a possibilitar a medida destas caracteristicas
fisicas dos raios catodicos.

Neste experimento classico Thomson utilizou a estratégia de defletir de forma
controlada as trajetorias dos raios catddicos pela a justaposicdo de campos elétrico e
magnético, posicionados em um arranjo geométrico adequado, aos tubos de gas que
produziam esses raios. O primeiro experimento que forneceu uma informacéo direta a
respeito da natureza corpuscular do elétron foi realizado em 1897.

Vamos analisar detalhadamente a fisica do experimento. Vamos resolver as
equacOes de Newton para um modelo conceitual do experimento e, no final, comparar a
previsdes obtidas pela analise pelo programa da mecéanica empregada com os resultados
experimentais e interpretar a esséncia dos resultados obtidos nestes experimentos.

Os experimentos de Thomson com os raios catodicos

Um equipamento adaptado para investigar os efeitos de descarga elétrica em
gases estd mostrado esquematicamente na Figura 1(a). Este equipamento consiste em
um tubo de vidro (com paredes resistentes a deformacdo devido a uma reducdo de
pressdo interna) dotado de uma vélvula G de entrada e saida de gases e um arranjo
contendo uma placa metalica M (o catodo) formando um circuito elétrico com duas
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outras placas (os anodos) contendo um orificio central. Estes dois eletrodos estdo
ligados a duas baterias que fornecem um par de potenciais aceleradores Va1 € V.

Figura 1: Esquema da montagem do experimento de Thomson para
investigacOes do efeito da uma descarga elétrica em gases. (a) Fluorescéncia
observada com uma pressdo relativamente alta de um gas residual mantido
no tudo de descarga; (b) diminuicdo da intensidade da fluorescéncia
observada ao ser reduzida a pressdo no tudo de descarga; (c) visdo do
modelo dos raios catddicos: a fluorescéncia observada € explicada como uma
consequéncia das colisdes das particulas de eletricidade que formam os raios
catodicos na parede da ampola de vidro, oposta e em linha reta a posi¢do do
catodo. Uma ilustracdo real dos raios catddicos pode ser vista no site
http://e-quimica.ig.unesp.br (na caixa de “contetido”, clique em “quimica
geral”, depois em “videos” e entdo em “experimento de Thomson™).

ERUIIsIION[]

EIDURISAI0N[]

(b)

EDUIIFATION[]
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Para uma atmosfera relativamente baixa de um gas no interior do tubo (1 a 10
mmHg), a partir de uma tensdo Va1 minimo observa-se uma grande fluorescéncia no
interior tubo de vidro localizado no lado oposto ao catodo, ver Fig. 1(a). Esta
fluorescéncia € uma demonstracdo que eletricidade é conduzida através de um gas.
Porém, a descoberta maior surge quando a pressdo do gas é reduzida ainda mais. Para
pressBes muito baixas (menores que 10> mmHg), a grande fluorescéncia no interior do
tubo desaparece mas ainda persiste, visivel a olho nu, na parede do tubo de vidro oposta
ao catodo. Esta fluorescéncia é observada independente do metal utilizado no catodo, no
anodo e o tipo de gas residual remanescente no tubo de descarga. Este efeito foi
reconhecido e interpretado como sendo causado pela eletricidade que, de alguma forma,
era conduzida através do tubo de descarga, mesmo que para quantidades muito baixas
do gas residual.

Pelos resultados destes experimentos, esta eletricidade, foi argumentado, era
conduzida através do tubo como um feixe de “4tomos” ou “particulas" carregadas que
propagam em linha reta, ver Fig. (1c). Qualitativamente a interpretacdo deste fenbmeno
estava bem estabelecida. Porém, para a compreenséo plena e correta deste fendmeno era
necessario que as caracteristicas desses “atomos” ou “particulas” de eletricidade fossem
determinadas; suas massas e cargas deveriam ser medidas.

Através de experimentos prévios, foi observado que esses feixes de eletricidade
tinham cargas negativas e, assim, eram produzidos no extremo negativo do par de
eletrodos do tubo de descarga: o catodo. Esses feixes de eletricidade foram cunhados,
desta forma, raios catodicos. Sendo carregados, a razdo carga/massa das particulas de
eletricidade que formam os raios catodicos poderia ser medida experimentalmente. Isto
pode ser feito com a adaptacdo de um par de placas metélicas, alinhadas de forma
paralela e na direcdo dos raios catddicos, ver Fig. 2(a). As placas deste dispositivo tém
um comprimento a e sdo separadas de distancia d entre si. Ap6s varrerem 0
comprimento destas placas, os raios catodicos viajardo ainda uma distancia L até
colidirem com a parede do tudo de vidro.

Adaptando os polos de uma bateria a cada uma desta placas metalica, ver Fig.

. Ve . ., . S
2(b), um campo elétrico defletor Ej :?Eajustavel pode ser criado na direcdo v,

transversal ao movimento dos raios catodicos (direcdo x), pela escolha adequada da
tensdo Ve da bateria. Com o polo negativo situado na placa metalica inferior deste
dispositivo, conforme mostra a Fig. 2(b), a trajetoria dos raios catodicos sera alterada ao
passar ao longo da extensdo a das placas metéalicas, sendo defletido na direcdo da
polaridade positiva do conjunto elétrico, e atingira a parede do tudo de vidro a uma
distancia h na direcdo horizontal, acima da regido central do tubo onde a fluorescéncia
é observada quando o campo elétrico E, é nulo.

Queremos determinar a altura h que os raios catddicos séo defletidos na diregéo
transversal ao seu movimento no tubo de descargas de gases, pela acdo de um campo
elétrico E, constante e homogéneo, apontando na direcdo perpendicular ao momento
dos raios catodicos.
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A determinacédo da quantidade de deflexdo h pode ser calculada imediatamente
a partir do conjunto de equacdes 1 e 2 da lei de movimento de Newton para uma
particula de massa m e carga ¢, sob a acdo de uma forca elétrica

Fealetrica = 4 E dirigida ao longo do eixo y.

Figura 2: Esquema da montagem do experimento de Thomson
para investigacOes do efeito da uma descarga elétrica em gases. (a)
um par de placas metalicas eletrificadas, de comprimento a e
posicionadas paralelas entre si, é introduzido no tubo de descarga
de gases; (b) deflexdo na trajetoria dos raios catddico pela agdo do
campo elétrico uniforme Eg aplicado entre as placas metélicas.

EIURISA0M]]

Vamos supor que o0s raios catodicos sejam constituidos de uma colecdo de
particulas independentes de carga g e massa m. Estas particulas sdo geradas no catodo
do tudo de descarga de gases e aceleradas sob acdo dos potenciais aceleradores V,; e
V2. Nesta regido o feixe de particulas criado é colimado e, apds passar pelo segundo
potencial acelerador, as (supostas) particulas de eletricidade alcancam uma velocidade
constante Vox na diregéo Xx.

Pela montagem experimental, em uma excelente aproximacdo, as componentes
transversais da velocidade dessas particulas sdo todas nulas apds a passagem pelo
segundo colimador: vo,=0 e vo,=0. Nada acontece de especial com essas particulas ate
que elas alcancem o ponto P, ver Fig. 2(c). Apds passar por este ponto elas
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experimentam uma alteracdo nas suas trajetorias causada pela acdo do campo elétrico

E:) . Vamos escrever gque a posicdo das particulas no ponto P, seja x=y=z=0; isto é: P,=

(0,0,0). Neste ponto, a velocidade das particulas que formam os raios catddicos é
VOZ(VQX,O,O).

A trajetdria de uma das particulas dos raios catodicos é alterada durante o seu
vbo ao longo do comprimento a das placas metalicas. Ao longo deste comprimento,
essas particulas irdo sofrer a acdo de uma forga Fy = qE, na diregéo vertical y. Nenhuma
forca hd modificando a trajetoria nas direcdes longitudinal x e transversal z. Como as
condicdes iniciais, posicdo e velocidade, dessas particulas ao longo da dire¢do z séo
nulas, e, também, como ndo ha nenhuma forca atuando nesta dire¢do, 0 movimento dos
raios catddicos ao longo desta direcdo ndo ird se alterar durante o experimento. Desta
forma, vamos nos ocupar em tratar qualquer movimento dos raios catddicos na direcao
z. Todo o estudo pode se resumir em encontrar a trajetoria das particulas no plano xy.

Escrevendo as equacOes da lei de Newton para as componentes x e y do
movimento de uma particula presente nos raios catodicos, teremos:

dvy 1

= F=0 [3a]
(i;’—ty -LFy - (%)EO [3b]
€,
H v [4a]
A vy [46]

Este conjunto de equagdes é valido para o tempo 0 <t < T, T, é 0 tempo gasto para a
particula percorrer o comprimento a da placa metalica.

O par de equacBes 3a e 4a (um par de equacBes diferenciais ordinarias de
primeira ordem) podem ser resolvidos por uma integracdo simples, dando-nos:

Vx(t) = Vox [5a]
X(t) = vpy -t [5b]

Igualmente, sem dificuldades, obtemos as solucdes para o par de equagdes 3b e 4b por
um processo de integracdo direta:

q
Vy(t)=|— [Ey -t Sa
y(® [mj 0 [52]
y(t) = l(ﬂon 12 [5b]
2\m
Prosseguindo, pela equagéo 5b, calculamos que o tempo Ta:
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Ty=—2. [6]

Neste tempo T, utilizando a equacéo 5b, calculamos a deflexdo Y; na direcdo vertical, y
da trajetoria da particula, ver Fig 3:

2
1(q a
Y1 ==| — |[Eq| — |
! Z(mj °[v§x]

Figura 3: Detalhe da deflexdo da trajetoria dos raios catddicos
pela acdo de um campo elétrico constante E,.

Trajetoria

; defletida

e Trajetoria

L
P E— >

Prosseguindo, justamente ap6s deixar a acdo do campo elétrico Eq no tempo Ty, a
particula estd no ponto P; (ver Fig 3) e tem uma velocidade vi, cujas coordenadas
cartesianas sao:

P]_ = (a.,Y]_,O)
% [7]

v1 = (Vox, V1y.0)

onde, Vvqy = (%)(%)Eo, expressdo obtida combiando as equagdes 5a e 6.
X

A partir do ponto P; a particula ndo esta mais sob a influéncia do campo elétrico
e sua trajetoria € conhecida pelo conjunto de equagdes dindmica analogas ao conjunto
de equacoes 3 e 4, mas com as forcas Fy e Fy nulas:

dstX - % F, =0 [8a]

ci;'—ty _ % Fy =0 [8b]
€,

% —v,(t) [9a]

A vy [9b]
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Integrando essas equacdes e utilizando as condi¢es iniciais para a posi¢do P, e
velocidade v; da particula no tempo T,, obtemos, para qualquer tempo t > T:

Vy (1) = Vox [10a]
{x(t) =a+\Vpy -t [10b]
e,
vy (t) =viy
{y(t) =Y1 +Vyy -t
ou

vy (t) = (%)[voixj Eo [11a]

2
y(t) = % (%j E, (\%J + (%)(%j Eo-t [11b]

Neste voo livre, a particula gastard um tempo T, para percorrer a distancia L e,
entdo, colidir a parede do tubo de descarga, produzindo a fluorescéncia observada. Este
tempo T pode ser calculado pela equacdo 10b. De fato, para (X(T.) — a) = L, temos,
usando a eq. 10b,

L:VOX'TL ou TL =—.

Finalmente, levando o tempo T, na Eq. 11b, obtemos a altura h=y(T.) onde um
ponto de fluorescéncia dos raios catddicos sera observado, apOs ter sua trajetoria
defletida pelo campo elétrico aplicado Ey. Este resultado é:

_[9)Eo 2
(2)2420)

Vox

O resultado que encontramos pode ser agora resumido. Admitindo que os raios
catddicos sejam formados por particulas de massa m e carga (negativa) g, podemos
utilizar as leis da mecanica, as leis de Newton e deduzir sua trajetoria. Na auséncia de
qualquer externa, estas particulas possuem um movimento retilineo uniforme,
deslocando-se em uma linha reta da posicdo em que séo produzidas até colidirem com a
parede da ampola de vidro. Com a aplicacdo de um campo elétrico uniforme Eq ao
longo de um comprimento a e na direcdo perpendicular a0 seu movimento desta
particula, a sua trajetoria ira se alterar e uma deflex@o Y; serd observada na dire¢do do
campo aplicado. Livre do efeito do campo elétrico, movimentando-se um comprimento
adicional L na dire¢do do seu movimento original, a particula serd detectada, entdo, a
uma distdncia h do ponto que deveria ser observada se sua trajetéria ndo tivesse sido
defletida pelo campo elétrico Eo. Esta histdria é ilustrada na Figura 3.

Com a equagdo 12 podemos prever o valor da deflexdo h da trajetoria das

particulas que formam os raios catodicos, se forem conhecidas o comprimento a das
13
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placas metalicas, o comprimento L onde ha um vo6o livre dessas particulas até
atingirem a parede do tubo de descarga, o valor da intensidade do campo elétrico Eo,
além da velocidade inicial vox com que elas sdo produzidas, suas cargas q e massa m.
Estas duas Ultimas quantidades eram desconhecidas no experimento original. Desta

forma, alternativamente, a razdo carga massa gdas particulas que formam o0s raios
m

catddicos podem ser conhecidas se a deflexdo h de sua trajetdria for medida para valores
conhecidos de a, L , Ep e vox. Esta foi a motivagcdo dos experimentos conduzidos por
Thomson no final do século XIX.

Rearranjando a equacdo 12, podemos escrever:

) 7a . 13
m a

Nesta equacao as quantidades a, L e Eg sdo conhecidas ou controladas pelo operador do
equipamento e a deflexdo h é medida durante os varios experimentos realizados. A
Unica quantidade que ndo é bem conhecida é a velocidade voy inicial das particulas que
formam os raios catodicos. Os valores das velocidades iniciais podem ser estimados
pelos valores dos potenciais aceleradores Va1 e Vi (conhecidos e ajustados pelo
operador nos experimentos), porém ndo sdo precisos o suficiente para serem utilizados
na Equacdo 13. Para ter determinada esta ultima quantidade com a precisdo desejada,
Thomson incluiu uma nova forca, uma forca magnética, que produz uma alteracéo extra
na trajetoria dos raios catodicos.

Campos magnéticos modificam a trajetéria de uma particula de carga q,

T . . .
exercendo nela uma forca magnética Fyag proporcional a sua velocidade V ea

intensidade do campo magnético B :

— -

Friag =04 Vx B
Na expressdo que define esta forca magnética o simbolo x denota o produto vetorial
entre os vetores velocidade e intensidade do campo magnético. Uma particula de carga

g, movendo-se sob a acdo de ambos, um campo elétrico Eeum campo magnético §)
tem sua trajetoria modulada por uma forca elétrica e magnetica, denominada forca de
Lorentz, que tem a expressao:
%
Frag = A (E + Vx B) [14]

Utilizando as regras de soma e do produto vetorial de vetores, as componentes
cartesianas do vetor forca de Lorentz sdo:

Fx =QqEx +a(vyB; —v,By)
Fy =qEy +q(v,Byx —VvyB;)
F, =dE; +d(vxBy —VvyBy)
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No experimento com 0s raios catodicos, Thomson incluiu um campo magnético
By apontando na direcdo perpendicular ao movimento dos raios catddicos e a0 campo
elétrico constante Ey (que estivemos discutindo anteriormente). Este campo magnético
foi criado pela passagem de uma corrente elétrica em um par de bobinas paralelas de
dimensGes adequadas, denominadas bobinas de Helmoltz. A Fig. 4 mostra esquematiza
0 arranjo experimental.

Figura 4: Esquema da montagem do experimento de Thomson para
investigagBes do efeito da uma descarga elétrica em gases. Campos
elétrico Eo e magnético By, uniformes e perpendiculares entre si sdo
introduzidos apontando nas direcdes transversais ao movimento dos raios
catddicos. O campo elétrico aponta na dire¢do vertical y e o campo
magnético na direcdo z. O movimento dos raios catodicos ocorre na
direcdo horizontal x. Para os campos elétrico e magnético nulos,
Eo=Bo=0, os raios catédicos seguem o caminho retilineo Cgg; para um
campo magnético nulo, Bo=0, e um campo elétrico E, adequadamente
ajustado, a trajetdria dos raios catédicos sofrem uma deflexdo e seguem o
caminho Cg. Ajustando um par de campos elétricos e magnéticos
simultaneamente ndo nulos, E¢#0 e Bo#0, pode-se fazer os raios
catddicos seguindo novamente a trajetoria retilinea original Cgg .

(o]

]

= g

g
===
p==—

M
Bobina de .|,_J

Helmoltz

=

Ve

Pelas condicBGes experimentais utilizadas, um campo elétrico Ey dirigido na
vertical ao longo do eixo y (logo, E,=E,=0), e um campo magnetico B, transversal
dirigido ao longo do eixo z (logo, Bx=B,=0), uma das particulas carregadas dos raios
catédicos, inicialmente propagando-se na horizontal, ao longo do eixo x com uma
velocidade inicial vox (logo, voy=Vvo,=0), experimenta uma forca de Lorentz cujas
componentes cartesianas, de acordo com as Equac6es 14, sdo dadas por:

F, =0
Fy = dEp —avoxBo [15]
F,=0
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Estas equacGes mostram que, na forma como o arranjo experimental foi
desenhado, as particulas carregadas dos raios catddicos ndo serdo aceleradas nas
diregdes X e z, um resultado ja tratado anteriormente, mas sentira uma forca efetiva Fy
na direcdo vertical, causada pela agdo combinada do campo elétrico E; e magnético Bo.
A segunda das trés Equacdes 15 deve ser comparada com a Eq. 3b, utilizada na deducéo
da deflexdo da trajetdria tragada pelos raios catodicos na presenca de um campo elétrico
transversal Eq aplicado no tudo de descarga de gases.

O resultado novo que pode ser lido na segunda das Equacdes 15, é que, para um
campo elétrico fixo Eq aplicado, pode-se ajustar um campo magnético com intensidade
Bo ao sistema tal que a forca que os raios catddicos irdo sentir na direcdo vertical y seja
nula. Isto é, se 0 campo magnético de intensidade

By = - [16]
Vox

for aplicado ao sistema, entdo, de acordo com as leis do movimento expressos pelas
Equacdes 15, os raios catddicos seguirdo uma trajetoria retilinea sem experimentar
qualquer deflexdo; isto &, estes raios catodicos seguirdo uma trajetoria idéntica a que
seguiriam se ndo estivem presentes campos elétricos e/ou magnéticos presentes. A
Figura 4 ilustra estes resultados. A trajetoria retilinea Cgg é seguida pelos raios
catodicos sempre que ndo sentirem qualquer presenca de campos elétricos e magnéticos
(Eo=Bo=0) externos perturbativos. Neste caso uma fluorescéncia é observada na regiao
em torno do ponto marcado com “X” na parede do tubo de descarga dos gases. Com um
campo elétrico de intensidade ajustada E, diferente de zero presente e um campo
magnético desligado (E¢#0, By=0), a trajetoria original dos raios catddicos sera
defletida e a fluorescéncia sera observada, agora, na regido em torno do ponto marcado
com “D” na parede do tubo de gas. Se, adicionalmente, para Ey fixo e diferente de zero,
um campo magnético transversal for aplicado (Bo#0), a intensidade deste campo
magnético pode ser ajustada pelo operador e, quando satisfizer a condicdo da Eq. 16,
entdo a trajetéria dos raios catddicos serd novamente retilinea e a fluorescéncia seréd
novamente observada nas paredes do tudo de descarga de gases, na regido em torno do
ponto “X”. Este experimento foi conduzido por Thomson e esta descri¢do qualitativa foi
verificada ser correta.

Observando mais atentamente a condicao da Eg. 16, podemos inverté-la e obter

Vox = —- [17]

Como Eq e By sdo quantidades controladas e conhecidas pelo operador, a Eg. 17 nos
fornece o valor experimental da velocidade inicial dos raios catédico. Esta era a Gltima
quantidade necessaria para que, utilizando a equacao 13, Thomson pudesse determinar a
razdo carga massa das particulas que formam os raios catodicos. Inserindo o valor de vy
da Eqg. 17 na Eq. 13, obtemos,
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(g) e [18]
m a 2

Trabalhando com esta metodologia, Thomson foi capaz de determinar o valor de
aproximadamente 1,7x10* C Kg™ para as particulas carregadas que formam os raios
catddicos. Estas particulas sdo os elétrons. O valor recomendado para a razdo carga
massa do elétron é atualmente 1,758 820 088x10™ C Kg™ (The National Institute of
Standard and Technology (NIST): The NIST reference on Constants, Units and
Uncertainty, http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?esme).

IR eflexdes sobre os resultados dos experimentos de Thomson

No seu experimento, Thomson verificou que o valor da razdo carga massa das
particulas que formam os raios catddicos era independente do metal utilizado para o
catodo (aluminio, ferro e platina foram utilizados) e do gas residual presente em baixa
pressdo no tudo de descarga (ar, dioxido de carbono e hidrogénio foram investigados).
Desta forma, conclui-se que estas particulas dos raios catddicos estdo presentes em
qualquer amostra de matéria: € um constituinte fundamental da matéria.

Também, destes resultados, seria pouco provavel admitir que as particulas dos
raios catodicos fossem identificadas como espécies carregadas (ions) de um dos varios
atomos conhecidos na época. Isto pois, sabia-se, atomos diferentes possuem massas
(atdbmicas) diferentes; ndo teriamos um valor comum para a razdo carga/massa dessas
particulas exceto se um mecanismo complexo ocorresse nas descargas de gases, tal que
ions possuindo massas M diferentes fossem produzidos com cargas Q diferentes, tal que
a razédo Q/M fosse sempre uma constante e igual ao valor determinado por Thomson.
Esta é uma hipdtese altamente improvavel de se sustentar e, assim, deve ser descartada e
uma explicacdo mais plausivel ser formulada. Esta explicacdo é a existéncia de uma
nova particula presente em qualquer amostra de matéria, uma particula responsavel pela
conducéo de eletricidade em gases. Esta particula pode, imediatamente, ser identificada
como presentes também em processos eletroliticos ocorrendo em soluces.

Dos experimentos de eletrolise, em que as massas equivalentes de substancias
quimicas sdo depositadas ou liberadas pela passagem de uma corrente elétrica constante
por um tempo fixo, a menor razdo encontrada entre a carga € massa da espécie mais
leve era da ordem de 1820 vezes maior do que a encontrada por Thomson. Isto mostrava
que as particulas vistas nos raios catodicos sao menores que o0 menor do atomo
conhecido: particulas sub-atdbmicas haviam sido descobertas e suas caracteristicas
fisicas (razdo carga/massa) haviam sido determinadas experimentalmente.

Mas tarde, em outros experimentos classicos, a carga elementar de um elétron
individual pode ser medida (experimento de Millikan com gotas de 6leo) e, assim, sua
massa pode ser determinada. Os valores recomendados para essas quantidades sao
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me=9,109 382 91 x10°* Kg (http://physics.nist.qov/cgi-bin/cuu/Value?me) e
e =-1,602 176 565 x10 *° C
(http://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?e|search_for=electron+).

Desdobramentos dos resultados obtidos pelos experimentos de Thomson se
sucederam e novos modelos para um atomo, compativeis com 0s novos resultados,
foram formulados. O sucesso e aceitagdo desses novos modelos foram acompanhados e
medidos pelo nimero de novos resultados experimentais que eles podiam, um a um,
descrever e fornecer interpretacbes em termos simples e logicos da mecéanica de
Newton, do eletromagnetismo de Maxwell e da Quimica e Fisica da matéria entdo
conhecidas.

Um dos modelos que representa o apice na habilidade de sistematizacdo do
conhecimento de varios de eventos fisicos microscopicos observados
experimentalmente foi 0 modelo desenvolvido e apresentado por Bohr para um atomo.
Este modelo simples incorpora os elétrons como constituintes sub-atdbmicos da matéria e
0s nucleos atémicos, com propriedades primeiro evidenciadas pelos experimentos de
espalhamento de particulas conduzidas por Rutherford e colaboradores.

A fisica necessaria para se descrever quantitativamente o modelo atbmico de
Bohr, assim como as consequéncias deste modelo para o desenvolvimento da fisica e
também da quimica atdmica sera discutida em um novo texto.

Elétron, uma particula sub-atbmica

Um resultado implicito das analises dos experimentos com raios catddicos, e a
identificacdo que estes raios sdo feixes de elétrons, é que os elétrons sdo particulas.
Particulas de massa m, e carga (negativa) —e. Elétrons respondem as forcas elétricas e
magnéticas aplicadas. Estes resultados sdo muito importantes para as discussdes que
faremos ao longo desta nossa disciplina.

O que devemos entender por uma quantidade fisica ser uma particula? Para esta
pergunta podemos responder que “particulas” sdo quantidades fisicas que possuem
massa m e que descrevem trajetorias no espaco e no tempo coincidentes com as

- -
previstas pelas equagdes de movimento de Newton: F =m a . Para uma forca Fe

condigbes iniciais para a velocidade e posicdo, \E)) e E; respectivamente,
especificadas, uma e uma Unica trajetoria é descrita pelas equagdes de Newton. Este € 0
principio do determinismo classico discutido anteriormente.

O comportamento dos raios catodicos no experimento de Thomson foi
devidamente analisado para situagcbes em que forcas elétricas, elétricas e magnéticas
estivessem presentes e mesmo quando estas forcas estivessem ausentes. Nestas analises
foi admitido explicitamente que os raios catddicos fossem constituidos por particulas
idénticas e de massa m. Trajetdrias foram previstas para estes trés casos e, todas elas,
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mostraram-se  estar em perfeito acordo com o0s resultados observados
experimentalmente.

Como colorario, destes resultados, podemos estabelecer que, do perfeito acordo
quantitativo obtido entre as trajetorias previstas pela mecéanica de Newton e o
comportamento dos raios catodicos, € que estes raios sdo formados por particulas. Essas
particulas sdo denominadas elétrons. Portanto, elétrons sdo particulas. Elétrons séo
particulas que, especificadas as forcas sentidas e as condigdes iniciais para suas
posicOes e velocidades, seguem uma unica trajetoria ao se deslocarem entre duas
posicBes no espaco (inicial e final) em um dado intervalo de tempo entre t; (0 tempo
inicial) e t; (o tempo final da observacao).

Conhecendo o futuro, veremos que estas conclusfes serdo questionadas. Porém,
até conhecermos algum experimento cujo resultado ndo esteja de acordo com esta nossa
visdo de um elétron ser particula, vamos tratd-lo como tal. Com todas as caracteristicas
e propriedades de movimento que uma particula tem pela mecanica de Newton.

19



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)
Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

Auto-avaliacao

1)

2)

3)

O que é uma particula?

Com a descoberta dos elétrons e a medida de sua razao carga/massa, tornou-se claro
que um novo modelo para um atomo deveria ser formulado ou criado. Este novo
modelo deveria necessariamente contemplar a natureza elétrica das particulas
subatdémicas e, simultaneamente, a neutralidade elétrica do &tomo como um todo.
Alguns problemas surgem nesta empreitada. Vamos destacar alguns destes
problemas e, é solicitado a vocés, indicar algumas solucdes possiveis.
Responda da forma mais completa possivel:
a) Quantos elétrons possui um &omo? Como este resultado pode ser obtido
experimentalmente?
b) Qual ou quais os tipos de forcas devem existir entre as particulas que formam
um atomo? Justifique sua resposta.

Célculo de trajetoria de um sistema mecanico simples.

Considere um corpo de massa m presa a uma mola de constante de forca k. Esta
mola estd afixada a uma parede solida, ver Figura abaixo. O corpo m efetua um
movimento de pequenos deslocamentos ( Xmin < X < Xmax ) €M torno de uma posicao
de equilibrio xeq, Sobre uma superficie plana. Este movimento € governado por
uma forga restauradora do tipo F = —K(X — Xeq). Esta forca restauradora &
linearmente proporcional ao deslocamento &= x —X¢q Sofrido pelo corpo em
torno da posicéo de equilibrio xeq € € denominada forca de Hook.

k
NN m
P—— i
Xmin  Xeg Xnere

a. Determine o valor da forga de Hook quando o corpo de massa m esta na sua
posicao de equilibrio X = Xeq, € Nas posi¢oes extremas Xmax € Xmin.

b. As posi¢Oes extremas Xmax € Xmin $30 denominadas “pontos de retorno” (para o
movimento do corpo). De uma sugestao da razéo desta denominagéo.

c. Determine a energia potencial V(x) que governa o movimento deste corpo.

d. Faca um eshogo do gréafico da fungdo energia potencial V(x) em fungdo da
variavel deslocamento &= X — Xeq.
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Determine o valor da energia potencial V(x) quando o corpo de massa m esta na
sua posicéo de equilibrio x = Xeq, € NOS pontos de retorno Xmax € Xmin.

Escreva a equagdo de movimento (a equacdo da segunda lei de Newton) para
este problema mecanico unidimensional.

Resolva a equacdo de Newton para o movimento do corpo e determine as
funcbes x(t) e v(t) que descrevem, respectivamente, a variacdo da posicao e
velocidade do corpo de massa m em funcéo do tempo t.

Faca o eshoco dos gréficos das funcBes x(t) e v(t) encontradas no item anterior.

Escreva a expressdo da energia total E (energia cinética mais energia potencial)
para este sistema fisico em termos da posicdo x(t) e velocidade v(t) do corpo.
Reescreva a expressdo desta energia total em termos da posicdo x(t) e momento
linear (ou quantidade de movimento linear) p(t) = mv(t).

Para uma energia total E fixa e constante, faca o esboco do grafico p(t) versus
X(t), momento linear em funcdo da posicdo do corpo de massa m sujeito a uma
forca restauradora do tipo Hook. Este mapa mostra a trajetéria (0 movimento
seguido por um corpo com uma energia total E constante) em um espago
bidimensional p versus x denominado espaco de fase.

Determine a area A do gréafico da trajetoria no espaco de fase que representa o
movimento corpo de massa m sujeito a uma forca restauradora do tipo Hook.
Mostre que esta area pode ser escrita como
A=Elv
onde
1 [k

V=—_—
27 \'m
é a frequiéncia harménica de oscilacdo do corpo para 0 movimento efetuado, um

movimento de um oscilador harmonico simples unidimensional .
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Aula 2

®m modelo para 0 atomo.

Preambulo

Com a descoberta dos elétrons e a medida de sua razdo carga/massa, tornou-se
claro que um novo modelo para um atomo deveria ser formulado ou criado.

O conceito bem sucedido do atomo como proposto por Dalton no inicio do
século XIX, a menor particula da matéria que guarda as propriedades quimicas das
substancias puras delas formadas, é capaz de explicar as leis classicas das combinagdes
quimicas (Lei da conservacdo de massa, propor¢oes definidas, propor¢Ges multiplas e
proporcdes reciprocas) assim como as relacdes empiricas do comportamento de gases
submetidos a variacdo de volume, temperatura e pressao. O atomo de Dalton é uma
entidade indivisivel da matéria, possui massa e € eletricamente neutra. De acordo com
Dalton, atomos de substancias diferentes possuem diferentes massas atdmicas.

Justamente por ser indivisivel, ndo ha lugar no, modelo atdmico de Dalton, para
a existéncia e/ou presenca dos elétrons como constituintes da matéria; como descoberto,
os elétrons sdo particulas carregadas e mais leve que o proprio &omo. Portanto, um
novo modelo para o &tomo se fez necesséario.

Para que um novo modelo atbmico pudesse ser proposto e desenvolvido duas
questdes preliminares deveriam ser respondidas: se 0 4&tomo é eletricamente neutro,
quais sdo as caracteristicas das particulas responsaveis pela carga positiva do atomo?
Quantos elétrons os atomos de elementos quimicos diferentes possuem? Quais sdo as
forcas que atuam neste sistema de particulas carregadas, forcas de Coulomb
simplesmente? Como este sistema de particulas alcanca sua estabilidade mecanica?
Esta Gltima questdo decorre do raciocino que, deixado em um regime isolado, um atomo
deve existir como uma entidade fisica estavel por um longo periodo de tempo (pelo
menos da ordem da vida do universo, quando a matéria foi formada).

Além destas questdes, algumas outras podem ser formuladas, fruto de
observacdes experimentais feitas com a matéria e conhecidas naquele tempo. Entre elas
ha a questdo do modo como atomos absorvem ou emitem luz na regido do ultravioleta e
visivel. Observacdes experimentais inicializadas por Fraunhofer, Bunsen e Kirchhoff e
prosseguidas muitos outros, mostram que elementos quimicos emitem ou absorvem luz
de forma discreta, somente para alguns comprimentos de onda bem definidos, e
formando séries especificas para cada elemento quimico. Estes sdo os chamados
espectros de linhas atdmicos e alguns deles estéo ilustrados na Figura 3.1. A origem e
propriedades destes processos de absor¢do e emissdo de luz pela matéria € um dos
aspectos que um modelo adequado para o0 atomo deve ser capaz de descrever.

As respostas as primeiras questdes formuladas foram o0s poucos sendo
respondidas através de resultados de experimentos criteriosamente conduzidos e
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interpretados: pelos resultados da intensidade dos raios-X produzidos por anodos de
metais diferentes, Barkla e colaboradores observaram em 1909 em que o nimero de
elétrons de um &tomo € aproximadamente a metade de sua massa atdbmica; mais tarde,
em 1913, baseado no modelo mais aprimorado para um atomo (o modelo de Bohr, que
iremos tratar no proximo paréagrafo), Moseley mostra que ha uma relagdo direta entre a
posicdo de um elemento quimico na tabela periddica de Mendelev e a raiz quadrada do
comprimento de onda dos raios-x caracteristicos emitidos por um atomo. Esta relagédo
fundamentou o conceito de nimero atdmico de um atomo. Também, ainda trabalhando-
se com 0s tubos de descarga de gases, experimentos foram realizados para investigar 0s
chamados raios canais ou raios anodicos. Produzidos nos tubos de descarga de gases,
estes raios movimentam-se no sentido oposto aos dos raios catodicos e foram
identificados como formados por particulas de carga positiva e possuindo praticamente
a massa integral de um atomo.

7000 A 4000 A
i Hidrogéniol T T T OIOOA

Hélio Il

20000KE I II J].‘B

Carbono— +——Hzélio I‘

ool | L LK

L Oxigénio
Figura 3.1: Exemplos de espectros de linhas de emissdo
atdbmicos. Algumas linhas de emissdo para os elementos
hidrogénio, hélio, carbono e oxigénio sdao mostradas na regido
do visivel da radiacdo eletromagnética (4000 A (ultravioleta) <
L < 7000 A (vermelho). Para as temperaturas em que foram
registrados 0s espectros de emissdo, 0os elementos quimicos
estdo todos na forma de um gas de &tomos.

Juntando esses resultados, Thomson formulou em 1904 um modelo para um
atomo. Neste modelo, uma carga positiva +Ze € uniformemente distribuida em um
volume de igual tamanho ao de um &tomo e um ndmero Z de elétrons sdo estdo
regularmente distribuidos na superficie do volume da carga positiva. O tamanho de cada
4tomo, da ordem de 10™° m, pode ser estimado pelo valor da densidade da substancia
pura que elemento quimico forma e pelo conceito de massa atbmica formulada através
dos experimentos de Eletrélise, estudos das propriedades de gases e a hipotese de
Avogadro. Para a neutralidade do atomo, a carga positiva do atomo +Ze € igual ao
numero de elétrons Z presentes em um atomo (determinado pelas observac6es de Barkla
e Moseley) multiplicada pela carga e elementar de um elétron. Este modelo atdmico
para um atomo ndo foi bem sucedido por ndo apresentar solucGes para varios aspectos
experimentais conhecidos como, por exemplo, a origem dos espectros de linhas
atémicos.
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Um outro modelo conceitualmente concebido na virada do século XIX para o
XX tinha para um atomo um modelo planetario analogo ao modelo do sistema solar:
elétrons (particulas negativas) movimentando-se em &rbita circular ou eliptica em torno
de um nucleo atdbmico de carga positiva. A dimensdo do ndcleo atdmico seria reduzida,
se comparada com o tamanho do &tomo. Também, a massa do atomo estaria
concentrada no nucleo atdmico, com uma pequena contribui¢do vinda dos elétrons, que
sdo particulas muito mais leves. Neste modelo o atomo, como um todo, seria formado
por um grande espaco vazio. Interessante, com este modelo conceitual, a origem dos
espectros de linhas atdmicos poderia ser compreendida, se as freqliéncias Vievolucao (v €
uma letra grega de pronuncia aproximadamente “ni”’) de revolucdes dos elétrons nas
diversas oOrbitas pudessem ser identificadas com as frequéncias femissioransorcao das linhas
emitidas ou absorvidas por um atomo, isto € Vievolugio = femissiorabsorcio-

Mas havia uma grande dificuldade com este modelo conceitual: para se manter
em Orbitas estaveis, pela mecanica de Newton, os elétrons devem sofrer a acdo de uma
aceleracdo e, pela teoria do eletromagnetismo de Maxwell, particulas aceleradas emitem
energia em uma taxa proporcional ao quadrado da sua aceleracdo. Resumindo, se
acelerados, os elétrons deveriam emitir energia na forma de radiacdo eletromagnética
(luz) e, desta forma, ao perder energia, inexoravelmente colapsariam no nicleo atémico
e 0 modelo planetario ndo mais existiria. Além disto, a emissdo desta radiacdo
eletromagnética seria feita de forma continua e permanente o que significa que o &tomo
deveria ser um objeto permanentemente “brilhante” por esta luz emitida. E isto ndo ¢é
observado experimentalmente. Mais ainda, esta radiacdo eletromagnética seria emitida
na forma continua e ndo discreta, como observado nos espectros atbmicos, ver Fig. 3.1.
Estes problemas podem, naturalmente, ser evitados se os elétrons ndo sofrerem qualquer
aceleracdo. Mas sem aceleracao, a estabilidade mecéanica do modelo é comprometida e a
arquitetura planetaria ndo mais se sustenta.

Estes dois modelos sdo incompativeis entre si e, como formulados, tém, ambos,
dificuldades implicitas. A decisdo da escolha de um deles para representar um atomo,
ou se ambos devem ser descartados e substituidos por outra formulacdo, deve ser feita
com base em resultados de experimentos reais € ndo por conjecturas conceituais.

Rutherford em 1911 p&e um ponto final no modelo do &tomo de Thomson. Em
experimentos notéveis realizados com observacdes de espalhamento de particulas « por
laminas metalicas, este fisico Neozelandés mostra que, entre outros aspectos, a matéria
é constituida por um grande vazio e que sua massa é concentrada em pequenas regides
do espaco. Prosseguindo nessas observagdes, e nos resultados experimentais realizados,
Rutherford e colaboradores mostraram que um atomo deve ser visto como constituido
por um nucleo macico, contendo toda a carga positiva do sistema e de dimensdes da
ordem de 10™ m. A massa do nlcleo atomico, foi verificado, corresponde
aproximadamente a massa molar do &tomo e sua carga positiva, mostrou-se, tem uma
magnitude (mddulo) igual ao valor do numero atdmico Z do atomo considerado vezes a
carga elementar do elétron, isto é carga nuclear = +Ze.

N&o ha lugar para o elétron no nucleo do atomo evidenciado por Rutherford.
Estes elétrons devem, assim, situar-se em uma regido externa ao nucleo atbmico. Esta
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regido € denominada eletrosfera. Como a dimensé@o do nucleo atdmico é da ordem de
10.000 vezes menor que o tamanho do proprio atomo, a eletrosfera deve possuir a
dimens&o do préprio 4&tomo, com um raio de aproximadamente 10*° m. Mas como 0s
elétrons podem ser organizados na eletrosfera? Quais as forcas que agem neste sistema
de particulas subatémicas? Como estas forcas garantem uma estabilidade mecanica para
este sistema? E o que dizer a respeito do problema posto pela eletrodinamica? Como
conciliar este modelo com as propriedades éticas dos atomos e as caracteristicas dos
espectros de linhas formados pelos processos de emissdo e absorcéo de luz? Este novo
modelo poderia explicar outros fenémenos ja observados ou prever novos resultados
experimentais? O sucesso deste novo modelo de &tomo dependera de sua capacidade em
resolver os problemas conhecidos e antecipar resultados, suas interpretacfes e as
explicacBes adequadas para situacdes em que os atomos sejam colocados a prova em
novos experimentos.

Vamos tratar destes problemas por partes. Inicialmente vamos investigar a
estabilidade mecénica de um atomo modelo, o atomo de hidrogénio, e, a seguir, a
questdo do processo de emissao da radiacdo eletromagnética por particulas carregadas
em movimento acelerado.

@ modelo planetario para o atomo de hidrogénio:

a) A gquestdo da forca que atuam em um sistema de particulas carregadas
e sua energia total

As questdes enumeradas acima foram tratadas por Bohr, que, em 1913, oferece
um modelo muito bem sucedido para o a&tomo de hidrogénio.

O &tomo de hidrogénio é um sistema de particulas subatdmicas mais simples que
podemos conceber. Neste sistema temos um ndcleo atbmico de carga +e (Z=1) e um
elétron de carga —e movendo-se na eletrosfera. Imaginando esta eletrosfera como a
superficie (a casca) de uma esfera, o seu raio deve ser da ordem de 10™° m. A massa do
ntcleo atdmico é aproximadamente 1,67x107%" Kg, enquanto que o elétron tem uma
massa de aproximadamente 9,11x107*! Kg. Devido & diferenca entre a massa do ntcleo
deste atomo e a massa do elétron, podemos, como uma aproximacao, considerar, neste
sistema, o nucleo atbmico em repouso e o elétron movimentando-se ao ser redor. Esta
aproximacdo, util neste momento, sera corrigida mais tarde e, como conseqiéncia,
novos resultados atbmicos muito importantes poderao s entdo ser interpretados.

Por serem particulas carregadas, uma forca atrativa (sinal negativo) de Coulomb
é esperado atuar entre o elétron e o nucleo atdmico no atomo de hidrogénio. Esta forca
tem uma natureza vetorial com um mdédulo que depende do produto das cargas, decai
em uma taxa inversamente proporcional ao quadrado da distancia que elas se encontram
e na direcdo da linha (imaginaria) que une estas duas cargas (lei de Coulomb):
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g2 T

%
F Coulomb oc — 7 2\ 7

X< + y2 +2
Considerando o nucleo atémico posicionado na origem de um sistema cartesiano

2 2

de coordenadas, o elétron se encontra a uma distancia r =+/|x +y2+z desta

-
: T ] . D
origem. Também, u, =— é um vetor de médulo (magnitude) unitério, |ju.| =1,
r

apontando na direcdo da linha reta que une o nucleo e o elétron e apontando na direcéo
do nucleo atdbmico para o elétron, ver Fig. 3.2.

Escolhendo o sistema S| de unidade, temos o fator 1/(4neo) ~ 8,988x10° N m?
C2, e aforca de Coulomb entre elétron e o ndicleo atdmico assume a forma:

1 e o
4o (2 +y2 +22)

[3.1]

%
F Coulomb = —

Com a esta forma para a forca de Coulomb, uma energia potencial elétrica de
atracdo elétron-nucleo, pode ser obtida. Sabendo que uma energia potencial esta
relacionada com uma forca pela relacdo:

= _[iAaV(x, %.2) 2V (4Y.2) oV (XY, z)j

OX oy oz
uma energia potencial de atracdo elétron-nucleo

1 e
Ay \/(X2+y2+22)

2

V(x,y,2)=- (3.2]

é obtida. Os vetores unitarios |A fe k indicam as direcdes x, y e z do sistema de

coordenadas cartesiano. Estes sdo vetores com norma 1 (denominados, portanto, como
vetores normalizados),

e ortogonais entre si,

O simbolo “-” denota o0 produto escalar entre dois vetores. Um conjunto de vetores
cujos elementos sdo dotados destas propriedades é denominado de conjunto
ortogonormal (de vetores).
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Figura 3.2: Sistema de coordenadas cartesiano. Uma particula
(o nacleo atdmico) se encontra na origem (0,0,0) enquanto que
um elétron se encontra no ponto (X,y,z) situado a uma distancia

%

: _
r=ﬁix2+y2+22)da origem. U, =— € um vetor de
r

modulo (magnitude) unitario, apontando na direcdo da linha
reta que une a origem ao ponto (X, Y, z).

A energia cinética total deste sistema de particulas é dada apenas pelo
movimento do elétron (0 nucleo estd em repouso, na aproximacao feita). Esta energia
cinética é escrita como:

Me |2 2,2

m
Egin = V= 7e(v)2( +Vy +V7). [3.3]

A massa do elétron é representada por me e v € 0 mddulo do vetor velocidade do

elétron, V =1v, + vy +Kv, e v V= A (v2 +v3 +vZ). O resultado da soma da

energia cinética com a energia potencial deste sistema fornece a energia total Ei; do
atomo; esta energia total vale:

E=Eqn +V(X Y,2)

2

m 1 e 3.4
E=—2‘3(v)2(+v§,+v§)—4 —— [3.4]
€0 \/(x +y +z)

Para se calcular a energia total deste sistema via a equacdo 3.4, € necessario
conhecer a posic¢éo e velocidade do elétron para qualquer tempo t especificado. Isto &, é
necessario conhecer a trajetoria que o eletron segue no atomo, causado pela forga
atrativa de Coulomb. Queremos determinar a trajetoria deste elétron resolvendo as
equacOes da segunda lei de Newton para este problema.

b) A trajetéria do movimento classico do elétron no atomo de hidrogénio.
Formulando o problema em termos das coordenadas cartesianas.
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Desejamos determina a trajetdria seguida por um elétron no modelo do atomo
planetario que estamos desenvolvendo. Esta trajetdria, conforme vimos, sera guiada por
uma forca atrativa de Coulomb entre o nucleo atdbmico, carga positiva, e o elétron que é
uma particula que carrega uma carga negativa. Na busca da trajetoria do elétron, vamos
resolver a equacdo da dinamica do problema que é ditada pelas equa¢des da segunda lei
de Newton da mecénica. Com a trajetéria conhecida, poderemos determinar varias
propriedades mecanicas de interesse deste sistema e, em especial, calcular a sua energia
total via a equacdo 3.4. Para isto basta que sejam conhecidas as posi¢Oes e velocidades
do elétron para qualquer tempo t especificado.

Seguindo um procedimento equivalente ao adotado para o célculo da trajetoria
dos raios catodicos, iniciamos esta nossa analise, escrevendo a segunda lei de
movimento de Newton:

g -
para o problema que desejamos tratar. Desejamos determinar os vetores posicao

) = x() '+ y(t) § + z(t) k
e velocidade,

V(D = v O +vy O +v (DK
para o elétron, para todo um conjunto de tempo t desejado. Vamos esbocar a solugdo
deste problema.
As componentes cartesianas do vetor velocidade do elétron estdo relacionadas
com as componentes cartesianas do seu vetor posicdo por uma derivada simples com
relacdo ao tempo,

e dx(t)
vy () = dfj(tt) [3.54]
v, () = dz(t)

e, analogamente, as componentes cartesianas do vetor aceleracdo do elétron estdo
relacionadas com as componentes cartesianas do seu vetor velocidade por uma derivada
simples com relagdo ao tempo,

) =Y
ay(t) = m [3.50]
~ dv(t)
a,(t) = it

Utilizando a expressdo da forca de Coulomb da Eqg. 3.1 que atua entre o elétron e

um nucleo atdbmico de carga +e, e a forma das componentes cartesianas da aceleracéo da
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Eqg. 3.5b, podemos escrever a segunda lei de Newton para o presente problema na
forma:

X:mdvx(t)z_ 1 xe?
dt 4reg (XZ + y2 +22)3/2
2
T =)
(x +y<+z f
Z:deZ(t):— 1 26
dt Are (Xz +y2 +22)3/2

Este é sistema de equacdes que devemos resolver para determinar a trajetéria do
elétron no atomo de hidrogénio.

A busca de uma solugéo para este sistema de equacdes diferenciais apresenta-se

. . /2
um pouco complexo e desanimador. A complexidade vem do fator (x2 + y2 + 22)3 :

que ocorre no denominador dos termos do lado direito das igualdades do sistema de
equacOes [3.6] e que mistura a participacdo das coordenas X, y e z, em uma forma
contendo a raiz quadrada do cubo da soma dos seus quadrados. E possivel simplificar
esta expressdo para uma forma mais amena e simples de tratamento?

c) A trajetoria do movimento classico do elétron no atomo de hidrogénio.
Formulando o problema em termos das coordenadas esféricas.

Estamos com um problema para ser resolvido: determinar a trajetéria no modelo
do atomo de hidrogénio. Para isto, as equacdes de movimento de Newton foram escritas
e um sistema de coordenadas cartesiano foi utilizado. Porém, a busca da solucéo para o
sistema de equacdes diferenciais resultantes apresenta-se, aparentemente, um pouco

/2
complexo. A complexidade, foi apontado, vem do um fator (x2 + y2 +22)3 , que

ocorre no denominador do termo correspondente a energia potencial eletrostética de
atracdo elétron-nicleo atdmico presente na formulacdo do modelo de atomo que
estamos perseguindo. Neste termo ha uma mistura das coordenadas cartesianas (x, y e z)
que indicam a posicdo do elétron com relagdo ao nucleo atbmico, em uma forma que
contém a raiz quadrada do cubo da soma dos seus quadrados. A pergunta gque nos
fizemos foi, entdo, é possivel simplificar esta expressdo para uma forma mais amena e
simples de tratamento?

Sim. A resposta a esta questdo € sim.

Freqlientemente ocorre que equacOes da fisica para problemas de interesse
pratico tém uma forma complexa se sdo escritas em termos de coordenadas cartesianas.

O que se pode fazer é verificar a possibilidade de se utilizar outro sistema de
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coordenadas mais adequado para descrever 0 movimento de uma (ou mais) particula(s)
do sistema fisico investigado. Por “mais adequado” deve ser entendido um sistema de
coordenadas que tornam mais simples as equagdes de movimento da lei de Newton que
se deseja revolver. Ha, em tese, um ndmero infinito de escolha para sistemas de
coordenadas que podem ser utilizados na solugdo de problemas dindmicos da fisica. A
escolha do de um destes sistemas € questdo de julgar a maior simplicidade que eles
proporcionam ao problema matematico envolvido e/ou uma descricdo fisica mais
simples, direta e clara da dinamica investigada.

Para o presente problema, a raiz quadrada da soma dos quadrados das
coordenadas cartesianas indica a escolha simples que podemos fazer.

Utilizando resultados trigonométricos simples, podemos escrever, por exemplo,
X=rcose e y=rsene , tal que a soma dos quadrados (x* + y?) torna-se um (nico termo
igual & r?, que é muito mais simples que a forma original. Uma rapida reflexdo, mostra
que a opcdo mais completa de transformacao (x=rcose sené, y=rseng send, z=rcose) é
boa o suficiente para produzir a soma dos quadrados (x* + y? +z%) como um termo (nico
e igual & r’. Este resultado simplifica enormemente os denominadores dos termos do
lado direito das igualdades da Eq. 3.6! Esta proposta significa definir um conjunto de
novas coordenadas (r, 6, @) para serem utilizadas na solucdo das equacgdes de Newton,
Eqg. 3.6, em lugar do conjunto de coordenadas cartesianas (X, Y, z).

O conjunto de coordenadas (r, &, ¢) discutido acima é chamado de (um sistema
de) coordenadas esféricas. Neste novo sistema de coordenadas, um ponto é medido por
sua distancia r a origem, um angulo polar ¢ mostrando o grau de orientacdo angular da
projecdo de um vetor tridimensional no plano xy (do sistema de coordenadas cartesiano
dado), e um angulo azimutal & de orientacdo angular de um vetor tridimensional com
relacdo ao eixo z (do sistema de coordenadas cartesiano dado), ver Figura 3.3.

Definida esta escolha, é necessario verificar como os vetores posicao, velocidade
e aceleracdo de uma particula podem ser escritos neste novo sistema de coordenadas.
Para isto, escrevemos inicialmente:

T(t) = r(t) cos p(t)sin A(t) T+ r(t) sin o(t) sin O(t) J+ r(t) cos () k
Com
X(t) = r(t) cos (t) sin 6(t)
y(t) = r(t)sin p(t)sin 4(t) [3.7]
z(t) = r(t)cos o(t)

Para prosseguir, vamos derivar do vetor posi¢do 1 (t)com relacdo ao tempo t.

Neste momento, com a finalidade de se usar uma notacdo mais leve e mais simples,

vamos indicar uma derivada de qualquer variavel com relagdo ao tempo colocando um

“ponto” sobre o simbolo da varidvel tratada. Por exemplo, as derivada com relagdo ao

tempo das varidveis r(t), ¢(t) e &t), serdo indicada como F(t), ¢(t) e O(t) ,
dr(t) do(t)

respectivamente. Isto é, r(t) =g’ o(t) = d(gft) e O(t) =4 . Analogamente,
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X(t), y(t) e 2(t) sdo derivadas com relacdo as coordenadas Xx(t), y(t) e z(t),
respectivamente. No caso de se ter uma derivada segunda com relacdo ao tempo, utiliza-
se dois pontos sobre o simbolo da variavel trabalhada; trés pontos para indicar uma
d2x(t) d3x(t)

dt? dt®

Utilizando as propriedades da derivada do produto de funcdes, as componentes
cartesianas (Vy, Vy, V;) do vetor velocidade podem ser escritas como:

derivada terceira, etc., como nos exemplos X(t) =

e X(t)=

Vy = X(t) = I cos psin @ — r ¢ sin ¢sin 6 + r 6 cos ¢ cos O

vy = Y(t) = Fsingsin @+ rpcosgsin g + r 0sin ¢ cos 0 [3.8]

v, = 2(t) = FcosO—rGsind

O vetor velocidade pode ser escrito teremos, utilizando os resultados da Eq. 3.8,
como:

V= (Fcospsing—rgsingsin6+r0cospcosd) i
+(Fsingsin @+ r¢cospsin@+rdsingpcosd) |
+(Fcos6—r@sing)k
ou, fazendo um ligeiro rearranjo das parcelas do lado direito do sinal da igualdade,
V= 1(cospsin@i+singsing j+cos oK)
+p(~rsingsin@i+rcosgsind §)
+é(r005(pc036?i/\+ rsinq)cosei\—rsin 6?12) [3.9]

Para simplificar esta escrita, e melhor estampar o significado fisico de cada

A e P
termo deste vetor, trés novos vetores uy, U, Uy sao definidos,

U: =CoS@sind il\+sinqpsin9 j\+ cos Ok

:—singoi'\+ COS(z)j\ [3.10]

‘SC‘L

G; :COS(DCOSQiA+Sin¢COSl9j\—siné?lg

Estes novos vetores formam um conjunto ortogonal de vetores normalizados,

- - —>

T o=a iy Up =0 e U« Uy =U, .« U, = Upe Uy =1 (verifique

. L= —
ISt €,Uy e Uy, =Ur« Uy = U

estas relagdes), e apontam na direcdo dos movimentos radial e angular do elétron, ver
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Figura 3.4. Por movimento radial deve ser entendido como o movimento do elétron ao
longo da linha orientada ao longo do vetor .

v

Figura 3.4: Diregéo e sentido dos vetores Uy, U;,, Uy, definidos
pelas relagdes 3.10.

Com estes novos vetores de orientagdo radial e angular, o vetor velocidade do
elétron ganha a forma

V= FUr+rosingd Up+ o0y [3.11]

mais amena e de facil interpretacéo.

De fato, o primeiro termo do lado direito do sinal da igualdade é a contribuicdo
radial da velocidade do elétron ao longo do vetor 7, o segundo termo corresponde a
contribuicdo para o movimento angular em torno do eixo z, com uma velocidade
angular dada por ¢, e o terceiro termo é a contribuicdo para um segundo movimento
angular em torno de um eixo perpendicular ao eixo z e contido no plano xy com uma
velocidade angular dada por @, ver Figura 3.5.

Figura 3.5: direcdo dos movimentos descritos

pelas velocidades radial fz% e angulares

Q= dp o 499 , respectivamente.

= e
dt dt
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O modulo quadrado desta velocidade é

V2 = (12 +r2(¢)? sin? 0+ r2(9)2 [3.12]
ou,

2 2 2
V" =V + Vtangencial

com a definicéo para as velocidades radial vy , Viangencial € angular o pelas relagoes

Ve =T

Vt.angencial =@ [3.13]

w:\/((,})zsinzm(é)z

Estamos prontos para determinar, agora, o vetor aceleracdo do elétron. Para isto,
basta derivar o vetor velocidade da Eq. 3.11, observar que o conjunto de vetores

U}, E’(/,, U)g depende implicitamente do tempo através as variaveis radial r e angulares

0 e ¢, e fazer alguns rearranjos simplificadores, para obtermos:
- - — —

As componentes radial, a,, e angulares, a, e u,, deste vetor da acelera¢éo do elétron

sdo dadas por (a deducéo destas trés quantidades é dada no final do texto desta aula):

[3.14]

a, =[F-r(0)? - r(p)?sin? 0]
ag =[r 6+ 21 6—r(p)?sin O cos ] [3.15]

a, =[rpsind+2r psin 6+ 2r  p cos 6]

Retornemos a equagdo da segunda lei de Newton, F =mga. Conhecendo as

componentes radial e angulares do vetor aceleracdo e lembrando que a forca de
Coulomb é uma forga radial, isto € aponta apenas na dire¢éo do vetor U, , ver Eqg. 3.1,
1 e’ >

472'80 r2

I:C0ulomb ==

encontramos:
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. . 2

F, =mga, = mg[i—r(6)? —r(¢)?sin? 6] = ——— & [3.16a]
472'80 r2

Fg =mgay = mg[r 0+ 21 0 r(go')2 sindcosf]=0 [3.16b]

Fp =Mea, =mg[r@singd+2rgsind + 2r 6 ¢ cos 0] = 0 [3.16¢]

Se compararmos os resultados das Eq. 3.16a—c com a equacdo do problema
original expresso pela Eq. 3.6, parece que, em vez de simplificar, a troca do sistema de
coordenadas cartesianas pelo sistema de coordenadas esféricas, tornou a solugdo do
problema proposto mais complicada. Esta impressdo nao procede, entretanto. Os termos
que entram nas trés equagdes 3.16a—c podem ser prontamente interpretados e,
esclarecidos, nos dirdo muito a respeito da estabilidade mecanica deste sistema de
particulas carregadas que estamos estudando.

Mas isto fica para 0 nosso novo encontro na proxima aula.
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Apéndice |

Deducéo do conjunto de equagdes 3.15.

Desejamos encontrar a derivada com relacdo ao tempo das componentes do vetor
velocidade, Eq. 3.11. Para isto, basta derivar, um a um, os termos que formam as componentes

deste vetor e observar que os vetores Uy, Up, Ug depende implicitamente do tempo via as

variaveis radial r e angulares @ e ¢. A derivada procurada, explicitamente, é dada por:

> —
- dv > . - > .dUr
a:W: Fur+resin@ uyp+rdug+r +
L dUp  .dug
+rjsing LI
dt dt

+EQsSiNG Up+rpOcosd Up+rfou,  [A31]

— - -
As derivadas ur, dup , dug
dt dt
das definicbes da Eq. 3.10 e das regras de derivadas de produtos e de fungBes implicitas. Os
resultados, com alguns rearranjos simples efetuados, s&o:

podem ser prontamente avaliadas, fazendo uso

_)
ddl:r = @sinO(~sing i+cos g ])+ (cos ¢ cos @ i+ sin ¢ cos @ j— Osin OK)

("
du, -
L =gpsindu,+6u A3.2-1
qt ® @ 0 [ ]
du, . N A

(1 F=—(0(COS¢)I+(DSIH§0]) [A3.2-11]
du_> A A . A A A
d—9:¢cose(—sin¢i+cowj)—e(coswsin9i+sin(psin0j+cos¢9k)

any 4 A
du, - >
d—tgz(})cos@u(p—@ur [A3.2-111]

Inserindo as equacBes A3.2-1, A3.2-11 e A3.2-1ll na equagdo A3.1, organizando e

= > - . .
coletando os termos comuns nos vetores Uy, Up, Ug . chega-se rapidamente ao conjunto de

equac0es 3.15.
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Auto-avaliacao

Para todos os exercicios propostos abaixo, utilize um sistema de coordenadas

cartesianas para expressar suas respostas.

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Escreva a expressao para a energia total do &tomo de hidrogénio, admitindo que o
niacleo  atbmico  esteja em  movimento com uma  velocidade

\7N :VXN f +VXN I+VXN IZ .

Escreva a expressao para a energia total do atomo de Hélio. Este sistema é formado
por um nucleo atbmico de carga Z=+2e e dois elétrons. Considere que o nicleo
atdmico esteja em repouso com relacdo ao sistema de coordenadas escolhido.

O atomo de urénio é formado por um nucleo atdmico de carga Z=+92e e 92 elétrons.
Escreva, de forma mais compacta possivel, a expressao para a energia total deste
atomo.

Escreva a expressdo para a energia total do atomo de deutério. Este sistema é
equivalente ao atomo de hidrogénio, mas tendo a massa do nucleo aproximadamente
duas vezes mais pesada que a massa do nucleo do atomo de hidrogénio.

Este sistema é formado por um nicleo atdmico de carga Z=+2e e dois elétrons.
Considere que o nucleo atbmico esteja em repouso com relacdo ao sistema de
coordenadas escolhido.

Escreva a expressdo para a energia total para a molécula de hidrogénio, H,. Este
sistema formado por dois elétrons e dois nucleos atbmicos, cada um tendo carga
Z=+e, e separados por uma distancia R.

10) Na aula 1, a Eq. 14 apresenta a forga de Lorenz. Esta forga governa o movimento de

uma particula de massa m, carga q e velocidade V submetida simultaneamente a
acdo de um campo elétrico E e um campo magnético B.

Escreva a expressdo para as trés componentes cartesianas da forga total sofrida por
um elétron no atomo de hidrogénio que se encontra submetido a uma forca de
Lorentz com o campo elétrico dirigido ao longo do eixo y e o campo magnético ao
longo do eixo z. Sugestdo: siga os procedimentos que levaram ao conjunto de
equacoes 3.6.

36



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)
Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

Aula 3

® modelo planetario para o atomo de hidrogénio:

d) A trajetoria do movimento classico do elétron no atomo de hidrogénio.
Interpretacéo dos resultados obtidos.

Seguindo a mecanica de Newton, encontramos 0 conjunto de equacdes
diferenciais acopladas, Egs. 3.16a—c, cujas solucdes, auxiliado pela solugéo do conjunto
de equacOes

) - dr(t)
(t)_dqo(t)
300
o) = dt

nos fornece a posicdo {r(t), d(t),(t)} e velocidade {f(t),8(t),»(t)} do elétron no
modelo que se esta trabalhando para o atomo de hidrogénio. Este conjunto de solucdes
corresponde a trajetoria do elétron neste atomo.

Antes de avancarmos e procurarmos uma solucdo na base da forca bruta para
estes conjuntos de equacdes diferenciais € conveniente analisarmos e darmos uma
interpretacdo fisica para cada um dos termos presentes nas equagfes 3.16. Adotando
este procedimento, podemos fazer uma introspec¢do maior sobre a natureza fisica do
problema e conseguirmos subsidios extras para nos ajudar a resolver de forma simples e
clara o problema matematico posto. Desta forma, vamos as interpretacdes fisicas que
podem ser associadas a cada um dos termos das equacdes 3.16.

Primeiramente observamos que as variaveis contendo a segunda derivada no

tempo, mef, meé e mep, sdo as aceleragbes radias e angulares, respectivamente,
sentidas pelo elétron. As equacdes 3.16b e 3.16¢ podem entdo ser escritas como

Mg 6 = —me[% t6—(p)?sindcos0]=F ) . [3.16b]
: - C0S 0
Me & = —Zme[— Forfp 1= F& s [3.16c]

Estas equacdes mostram que o elétron mantém um movimento angular acelerado
ao longo das direcdes 0 e ¢ causado pelas forcas efetivas F? e F), denominadas
forcas de Coriolis. As forcas de Coriolis sdo forgas virtuais sentidas por um objeto
localizado em um sistema de referéncia em movimento angular. Por exemplo, todos 0s
objetos em movimento sobre ou nas proximidades da superficie da terra estdo

submetidos constantemente a uma forga de Coriolis devido ao movimento de rotacdo da
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terra; esta forca causa uma deflexdo no movimento destes objetos (Para uma
demonstracdo pratica deste efeito, faca uma pesquisa sobre o Pendulo de Foucault.
Também veja a influéncia da forca de Coriolis nos movimentos de grandes massas de ar
(movimento dos ventos) e no movimento de escoamento de um volume de liquido pelo
ralo de uma pia, entre outros). Observe que o movimento angular do elétron s6 se

sustenta se as velocidades@ e ¢ ao longo dos angulos & e ¢ ndo forem nulas. Caso
contrario o elétron ndo poderia mais realizar um movimento de rotagdo em torno do
ndcleo e o Unico movimento entdo possivel seria um movimento radial, com variagdes
apenas ao da distancia r ao nucleo atémico. Finalmente, sera importante para o que se
segue, observe que, de acordo com a Eqg. 3.13, a velocidade angular @ do elétron sera
nula se as velocidades & e ¢ forem ambos nulas.

Outro resultado muito importante para nossa discussdo sobre a estabilidade do
atomo de hidrogénio esta guardado na Eq. 3.16c. Para mostrar este resultado, vamos

multiplicar os dois lados da igualdade estabelecida pela Eq. 3.16¢ pelo produto rsind
(um termo diferente de zero), para obtermos:

me[r? @sin @+ 2r t psin® 0+ 2r2 6 psin O cos 6] = 0

A sequir, é facil verificar que os termos do lado esquerdo da igualdade acima é
nada mais, nada menos, que a derivada com relagdo ao tempo da

quantidade Py :mer2 g'osin2 6. De fato, utilizando as regras de derivagdo de um

produto de fungBes e derivadas implicitas de fungdes, a derivada p, com relagdo ao
tempo, é:

dp . L o
d_t(D = me[r2 goSInZ 0+2r r(psm2 6+ 2r? @ 0sin@dcosd]=0
que coincide com a expressdo acima. Desta forma, temos que p, € uma constante de
movimento. Uma constante de movimento € uma funcdo da mecanica que ndo varia
com o tempo; permanece constante durante todo o movimento de uma particula ou um
sistema de particulas. Acabamos de encontrar uma destas constantes de movimento para
o elétron:
dp,, 0
dt
Embora seja uma constante, vamos chamar esta constante de A, isto é,

Py = mer2 g'osin2 6=A [3.17]
N&o sabemos o valor numérico desta constante A. Este € um dado que precisaremos
ainda decidir, que trajetéria do elétron seja completamente conhecida.
Interessante, a expressao para p,, pode ser obtida pela relagdo envolvendo as
componentes cartesianas (X, y) e (X,y), respectivamente, dos vetores posi¢do e
velocidade do elétron. Isto pode ser visto ser formarmos a diferencga
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Py =Me[Xx(1) Y (1) — y(O)X(D)]
Substituindo as expressdes as correspondentes do vetor posicdo e velocidade, ver Eq.
3.7 e Eqg. 3.8, podemos rapidamente mostrar que

Py =Me[X(1) Y (1) — y(O)X(t)] = mer? sin? 6.

Lembrando de alguns resultados aprendidos anteriormente da mecanica,
percebemos que a relagdo acima pode ser obtida pelo produto vetorial (x) entre os
vetores posi¢do 1 e o momento linear (ou quantidade de movimento) p=mv,

[=Fxp [3.18]

Este produto vetorial fornece a quantidade fisica L, denominada momento angular de
uma particula. Além do mais, utilizando os resultados da algebra vetorial, podemos
escrever as componentes cartesianas (Ly ,Ly, L;) do vetor momento angular como:

Ly =m(yv; —zvy) =m(yz - zy)
Ly =m(zvy —Xv;) =m(zX — X2) [3.19]

L, =m(xvy — Wy) = m(xy — yX)

Fazendo a massa da particula m igual a massa do elétron, me, particula
recuperamos o resultado mostrado acima para p,.

Este resultado mostra, portanto, que, a componente z do momento angular
correspondente ao movimento do elétron no 4&tomo de hidrogénio é uma constante. Este
é um resultado importante e simplificador. Simplificador por que, sendo uma constante,
podemos escolher arbitrariamente uma direcdo preferencial para o vetor momento

angular L e, estando isolado o sistema, esta direcdo manter-se-a fixa e constante para
todo o periodo de movimento do elétron. Uma orientacdo particularmente 6tima é, sem
qualquer perda de generalidade para na solucdo do problema proposto, é ter o vetor

momento angular L orientado na direcdo z do sistema de coordenadas empregado. A
Figura 3.6 ilustra esta escolha.

Com esta orientagdo, o angulo azimutal & permanece fixo e igual a ©/2 e 0
movimento do elétron ocorre integralmente no plano xy. Também, isto significa que,

por ser @ constante, a velocidade angular 6 é nula. Com esses resultados, inserindo
0=n/2 e =0, o conjunto de equacBes 3.16 torna-se consideravelmente mais simples:

me 6 =0 [3.16b°]

Mg ¢ = ——ZTe F [3.16c°]

A soluco da equacdo 3.16b° é imediata e nos d4 @ = constante. Para ficar de
acordo com os resultados acima discutidos, a escolha para o valor desta constante é 0
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(zero); assim, =0 e, portanto,d = 6. Também, &; € um angulo constante que
escolhemos acima ser igual a /2. Todas as informacOes sobre a trajetdria do elétron
com relacdo a variavel angular 6 estd agora conhecida. E o0 movimento descrito pelo
angulo ¢ ? A solugdo da equacio 3.16c° nos equipa com estas informacdes. Esta

solucdo pode imediatamente ser reconhecida (ver Eq. 3.17, para 6 = ©/2) como sendo
quantidade

mer? o= A [3.20]
para alguma constante A. Esta soluc¢éo pode ser reescrita como
p=w=—" 5 [3.21]
Ml

onde w=¢ (ver Eq. 3.13, para a escolha feita =n/2 e 6 =0) é a freqiiéncia angular
do elétron em torno do eixo z.

Figura 3.6: Orientacdo do vetor momento angular L ao
na direcdo do eixo z do sistema de coordenada
cartesiano utilizado para a descricdo do movimento de
um elétron no atomo de hidrogénio. Nesta orientacao, o
movimento do elétron ocorre integralmente no plano xy.

A Eqg. 3.21 é um dos resultados mais importantes que temos em maos para se
estabelecer a estabilidade do 4&tomo de hidrogénio. Note que, por meio desta equacao,
que a frequéncia angular @ é inversamente proporcional ao quadrado da distancia do
elétron ao nucleo; quanto menor r, maior é a sua velocidade angular e, reciprocamente,
quanto maior r, menor € a sua velocidade.

Antes de prosseguirmos, observe que, conforme a Eq. 3.16¢%, o elétron se

encontra em um movimento acelerado com uma aceleragdo angular mg ¢ . Como
comentado anteriormente, pela teoria do eletromagnetismo, uma particula carregada em
movimento acelerado perde energia na forma de radiacdo eletromagnética (luz). Desta
forma, este elétron acelerado deve emitir radiacdo eletromagnética com uma freqiiéncia
o, idéntica a frequéncia do se movimento angular, e perder energia. As consequéncias
desta perda de energia serdo analisadas na se¢éo seguinte.
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Vamos voltar nossas atencdes, agora, para 0 movimento radial do elétron. Nosso
ponto de partida é a Eq. 3.16a:
e? 5\ 2 RV
— +Me[r(6)° —r(p)” sin” 4]
Areq r?

Esta equacdo pode ser simplificada, utilizando a definicdo da frequéncia angular o da
Eq. 3.13, tal que
Mg 'r':—iﬁ+mera)2 [3.22]
47&5‘0 r2
Desta equacdo podemos ler que o elétron tem uma aceleracdo radial ' que,
multiplicada por sua massa, nos d4 a forga F, com que ele movimenta-se radialmente
(isto é, ao longo da linha reta que une o elétron ao nucleo atbmico, ver Fig. 3.5). Esta

2
forca contém duas contribuicBes. A primeira contribuicdo, —

——, € prontamente
4re r2

identificada como uma atracdo (observe o sinal negativo) Coulombiana do elétron pelo
nucleo atdmico; uma forca presente sempre que particulas com cargas elétricas estao
envolvidas em um sistema fisico. Esta fora atrativa arrasta o elétron em direcdo ao

nucleo e, se ndo for contrabalancada, implicara no colapso deste modelo planetario

2

proposto para o0 atomo. Por outro lado, a segunda contribui¢do, +mero“, € uma forca

virtual, denominada forga centrifuga, cuja origem esta ligada ao movimento de rotacao
de uma (ou um sistema) de particula. Devido a este movimento de rotacdo, uma (ou um
sistema) de particula experimenta uma forca que tem a uma direcdo radial e que tem o
sentido (aponta) para fora do centro de rotacéo.

Em razdo destas duas forcas atuarem em sentidos opostos, 0 movimento do
elétron pode ser equilibrado de forma a fazer sua aceleracdo radial nula. Para isto basta
que a freqiiéncia angular w seja ajustada a um valor fixo para a distancia elétron-nucleo
r, ou, reciprocamente, que a distancia elétron-nicleo r seja ajustada para um valor fixo
de freqtiéncia angular w tal que, se

2
L mere? [3.23]
4re r2

entdo, mg r=0.
Desta maneira, rearranjando a Eq. 3.23, podemos escrever o par de equacdes:

2
1 e
ou r=3——

4req mea)2

e

w/47zgomer3

Interessante notar que este tipo de equilibrio de forcas ocorrendo para um corpo
realizando um movimento angular € utilizado para se colocar, posicionar e manter
satélites artificiais (como, por exemplo, os satélites de comunicacdo e pesquisa) em
torno da terra. Neste caso, em lugar da forca de atracdo eletrostatica ha a forca de
atracdo gravitacional que depende do produto das massas dos corpos envolvidos e o

W= [3.24]
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quadrado da distancia entre eles. Escolhida uma altura h em que se deseja manter um
satélite artificial em Orbita ao redor da terra, entdo a sua velocidade angular devera ser
ajustada em

o= \/G MsatéliteM terra
h3
(G é a constante gravitacional universal). Por outro lado, se se deseja colocar em Orbita
um satélite orbitando mesma freqiiéncia de rotacdo da terra, axerra (0 periodo de rotacéo
corresponde a 24 h; estes sdo os chamados satélites estacionarios) entdo o seu raio da
Orbita

2
Oterra

sera de aproximadamente 36 000 Km. Também, a Eq. 3.24 é a explicacao para a terceira
lei de Kepler para os movimentos de planetas que estabelece que o quadrado do periodo
da orbita de um planeta é diretamente proporcional ao cubo do raio de sua orbita.

Mas vamos retornar ao modelo atébmico para o atomo de hidrogénio que
estavamos descrevendo. Procuramos a resposta para a pergunta feita originalmente:
como um sistema formado por duas particulas de cargas opostas, mantidas separadas
por uma distancia r, pode alcancar uma estabilidade mecéanica? A Eq. 3.23 nos d& a
resposta desejada: é suficiente que estas particulas mantenham um movimento de
rotacdo relativo uma com relacao a outra.

No modelo planetario, desenvolvido para o &tomo de hidrogénio, colocamos o
nacleo atbmico em repouso, e assim, o elétron tem que executar um movimento de
rotacdo com uma velocidade angular @ em torno deste ndcleo, para se manter a uma
distancia r fixa deste nucleo. Para que a estabilidade mecénica seja mantida, os valores
para a velocidade angular @ e a distancia elétron-nucleo r devem ser ajustados de tal
forma a satisfazer a relacdo dada pela Eq. 3.23. A Figura 3.7 nos da uma visao
geomeétrica deste sistema e o balango de for¢as envolvidas.

Equivalente ao resultado mostrado pela Eq. 3.14, a nova relagéo entre o raio da
oOrbita r do elétron e sua velocidade angular @ obtido pela Eg. 3.21, vemos que o
quadrado da fregliéncia angular € inversamente proporcional ao cubo da distancia do
elétron ao nucleo; novamente, observamos quanto menor r, maior € a sua velocidade
angular e, reciprocamente, quanto maior r, menor ¢ a sua velocidade. A propdsito, estas
duas equagdes nos ddo, ambas, uma relagcdo entre o raio da oOrbita do elétron e sua
velocidade angular.

h— ?\,/G MsatéliteM terra
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X

Figura 3.7: Elementos fisicos utilizados no estudo da
estabilidade mecanica de um nucleo atbmico e um
elétron executando um movimento de rotacdo com uma
velocidade angular @ em torno do eixo z do sistema de
coordenadas cartesiano escolhido. Lé o vetor momento

angular associado ao movimento de rotacdo do elétron
em torno do nucleo atdbmico.

Combinando as equacdes 3.24 e 3.21, podemos escrever duas novas expressdes
em que r e » podem ser determinados pelo valor da constante A (ver Eq. 3.20). A
constante A foi anteriormente identificada como o valor da componente L, do momento
angular do elétron. Estas duas novas equacdes sdo:

r= 270 p2 [3.25]
Mee
4
w= Mzis [3.26]
(47[80) A

Para completar este estudo, vamos determinar a energia total E deste sistema
fisico. Utilizando a expressdo do mdédulo quadrado do vetor velocidade, Eq. 3.12, e
inserindo-a na férmula que nos da a energia cinética do elétron, Eq. 3.3, obtemos:

m o o - hd
Ecin =79[r2+ r? (¢)?sin® 0+ r?(0)?]
Cada termo que entra nesta expressdo tem uma interpretacdo especifica. O

Lo Mg » . .. .
primeiro termo, 7er2, representa a energia cinetica correspondente ao movimento

m.r?sin? 0 o2
radial do elétron. O segundo termo, e#(p , representa a contribuicdo da
energia cinética devido ao movimento angular (um movimento de rotacédo) do elétron no

plano xy e em torno do eixo z (que é perpendicular ao plano xy). Observe que a

quantidade r,=rsiné, corresponde a projecdo do vetor Y dano plano xy. Finalmente, o
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2
. Mer< 22 L . :
terceiro termo, QTH , corresponde a contribuicdo da enérgica cinética devido ao

movimento angular do elétron com relagdo a um eixo qualquer tracado no plano xy.
Prosseguindo, utilizando a ultima igualdade da Eq. 3.13, podemos reescrever a
expressao da energia cinética como

Me e
Ecin = 79[r2+ r’w?].

No caso em que estamos tratando, a velocidade radial  do elétron é nula, e,
assim, sua energia cinética vem apenas do movimento de rotacdo em torno do ndcleo
atdmico e é dada por

1 22
O outro termo de energia que entra no sistema em foco é a energia potencial.
Para a energia potencial coulombiana, Eq. 3.2, utilizando as coordenadas esféricas,
temos,

e2

472'80['

V(X! y,Z)=—

Combinando estas duas formas de energia, a energia total do elétron no atomo
de hidrogénio pode ser conhecida pela férmulal

2 e* 1
Areg 1

Etot = %merzw [3.27]

Simplificando um pouco mais, utilizando a Eq. 3.24, podemos igualmente bem
escrever esta energia em funcdo apenas do raio r da érbita do elétron,

2
1 e 1
Eigt =—— = 3.28
tot 2 47[80 r [ ]
ou em funcgdo da freqliéncia angular @ do elétron (ver Eq. 3.24),
L 4 1/3
Erot == | & — | 0/ [3.29]

2 1672'288

Estes sdo os resultados finais que marcam a conclusao deste nosso estudo sobre
a estabilidade mecénica do modelo planetario do &tomo de hidrogénio. Este é o modelo
que viria a substituir o modelo atémico de Thomson que, por sua vez foi 0 sucessor do
modelo atdbmico de Dalton.

Os resultados que encontramos estabelecem que, neste novo modelo planetario
para 0 atomo, o elétron gira em torno do ndcleo atdmico, gerando uma Orbita fixa e
mantida em um Unico plano. Perpendicular a este plano da orbita temos um vetor

caracteristico do movimento, o vetor momento angular L. Uma das componentes deste
vetor, a componente perpendicular ao plano da orbita do elétron, tem um valor igual a
A. Conhecido o valor desta constante A, entdo, através da Eg. 3.20, podemos calcular o
raio da orbita do elétron no atomo de hidrogénio, sua freqliéncia de rotacdo em torno do
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nucleo atbmico e sua energia total, ver equacbes 3.25, 3.26 e as derradeiras equacoes
3.28 € 3.29.

Por outro lado, ocorre que ndo conhecemos ainda o valor desta constante A, e, ja
anunciando, ha um problema com este modelo de atomo: o elétron é uma particula
carregada que esta sofrendo uma aceleracdo tangencial, conforme nos informa a Eq.
3.17¢°. O problema néo é causado pela estabilidade mecanica deste sistema; isto nés ja
analisamos e nos asseguramos que pode ser perfeitamente resolvido pelo equilibrio das
forcas Coulombiana e centrifuga, Eq. 3.23. O problema esta é com o eletromagnetismo.
Conforme foi amplamente antecipado, particulas carregadas, mantidas em um
movimento acelerado, perdem energia na forma de radiacdo eletromagnética (luz). Mas
qual o tipo de radiacdo eletromagnética este 4&tomo deve emitir? A resposta a esta
questdo pode esperar até nosso préximo encontro.
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Aula 4

@ modelo planetario para o atomo de hidrogénio:

e) Os postulados de Bohr e o atomo de Bohr.

O problema da estabilidade mecéanica do modelo do atomo planetario foi
amplamente discutido e suas bases firmemente estabelecidas. Com um Unico parametro,
a constante A que corresponde a componente L, do momento angular do movimento
angular do elétron em torno do nucleo atbmico, podemos determinar o raio r da érbita
do elétron, sua freqiiéncia o de rotagdo em torno do ndcleo atdmico e sua energia total
E:iot. O valor desta constante ainda ndo é conhecido, entretanto.

Por outro lado, temos ainda o problema relacionado ao fato do elétron ser uma

2

particula carregada que se movimenta com uma aceleragdo angular a, = rew“em torno

4

do eixo que aponta na direcdo do seu momento angular L. Ocorre que este elétron
acelerado deveria perder energia na forma de radiacdo eletromagnética (luz). Queremos
analisar agora esta questdo: qual o tipo de radiacdo eletromagnética (qual a freqliéncia)
este atomo deve emitir?

A resposta a esta resposta é direta: a radiacdo eletromagnética emitida por uma
particula carregada em um movimento acelerado deve ter uma frequéncia vq igual a
freqiiéncia angular o da particula acelerada divido por 2r:

Vrad = o [3.30]
27

A radiacdo eletromagnética é uma forma de energia que exibe um
comportamento ondulatério ao se propagar entre dois pontos no espago. A radiacdo
eletromagnética é produzida por um campo elétrico e campo magnético que oscilam no
tempo e no espaco em planos perpendiculares entre si e perpendicular a direcdo de
propagacao da energia. No vacuo a velocidade de propagacdo desta forma de energia é
constante e igual a ¢ = 2,999 792 458 m s, a chamada velocidade da luz no vécuo. A
radiacdo eletromagnética é classificada de acordo com sua freqliéncia ou comprimento
de onda. O conjunto desta radiacdo, para diferentes frequéncias, € denominado espectro
eletromagnético que engloba as ondas de radio, microondas, radiagdo infravermelho,
radiacdo visivel, ultravioleta, raios-x e raios gama (ou raios y). A Tabela 3.1 mostra, de
forma simplificada, estas regifes do espectro eletromagnético e o intervalo aproximado
de variacdo de suas frequéncias. Nesta tabela, as radiacOes eletromagnéticas estdo
arranjadas em ordem de energia crescente: a energia das ondas de radio é menor que a
das microondas, que é menor que do infravermelho, etc. A radiacdo mais energética
apresentada séo os raios y. A freqiiéncia v e comprimento de onda A de uma radiacao
eletromagnética sao relacionados entre si através da expressao

vA=cC [3.31]
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onde c¢ € a velocidade da luz. A unidade Hz para a freqiiéncia é o Hertz que
corresponde a um ndmero de ciclos por unidade de tempo em segundos, isto é,
1Hz=1ciclos™

Tabela 3.1: Regides do espectro eletromagnético classificado de acordo com
sua freqiiéncia (em Hz) e comprimento de onda (em nm, 1 nm=10"° m).

Regido Frequéncia Comprimento de onda

v (Hz) A(nm)

Ondas de radio < 3x10° > 1x10°

Microondas 3x10° — 3x10% 1x10° —1x10°

Infravermelho 3x10% — 4,3x10* 1x10° — 700

Visivel 4,3x10" — 7,5x10™ 700 — 400

Ultravioleta 7,5x10" — 3x10" 400-20

Raios-X 3x10'" — 3x10" 20-0,01

Raios y > 3x10" <0,01

Dois problemas temos: qual o valor devemos escolher ou usar para a constante
A? Segundo, admitindo que o 4&tomo de hidrogénio emita energia na forma de radiacéo
eletromagnética, em qual regido do espectro eletromagnético esta radiacdo deve ser
emitida? Podemos fornecer estimativas para estas respostas.

Admitindo por um momento que o atomo seja uma esfera cujo raio seja da
ordem 107 cm (107® cm = 1 A, 1 angstrom), entdo, inserindo este valor para r na Eq.
3.18 [e usando os valores das constantes universais 1/(4neo) = 8,988x10° N m? C2,
e=1,602 x10*° C e me=9,109%x10°1 Kg] obtemos uma estimativa para a constante A. O
resultado é

A~14x10*]s.
Inserindo, agora, este valor estimado para A na Eq. 3.19, obtemos uma freqliéncia de
rotagdo do elétron w ~ 1,6x10" Hz, e, de acordo com a Eq. 3.20, identificando esta
freqiiéncia com a frequiéncia da radiacéo eletromagnética que deve ser emitida, obtemos
Vrad ® 2,6x10™ Hz. Esta freqiiéncia corresponde a um comprimento de onda (observe
que A =c/v) de A =~ 115 nm. Observando a Tabela 3.I, vemos que esta radiacdo deve ser
emitida na regido do ultravioleta. E ela é observada experimentalmente?

Dos experimentos de Bunsem e Kirchhoff foi mostrado que atomos emitem luz
na regido do visivel quando sdo levados a uma chama. O atomo de hidrogénio emite
radiacdo nesta regido espectral para vérias freqiéncias. A Tabela 3.2 mostra os valores
para 0s comprimentos de um grupo dessas emissdes, grupo esse coletado sob o nome
comum de série de Balmer. InvestigacOes detalhadas mostram que o atomo de
hidrogénio emite também radiacdo eletromagnética na regido do ultravioleta e
infravermelho, ver Tab. 3.2. Na Fig. 3.1 estdo mostradas algumas emissdes da série de
Balmer e na Fig. 3.9 € mostrada esquematicamente a série de Lyman. Note que estas
emissdes formam um conjunto discreto (nimeros finitos e distintos de emissdes, oposto
a um continuo, que seria formado por um ndmero infinito e contiguos de emissdes) de
elementos.

47



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)
Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

Tabela 3.2: Comprimento de onda das radiacdes eletromagnéticas emitidas pelo
atomo de hidrogénio. Os conjuntos destas radiacdes sdo agrupados em séries
cujos nomes estdo indicados na penultima linha. As regifes onde estas séries
ocorrem estdo informados na Gltima linha.

Comprimento de onda A(nm)

122 656 1870 4050 7460

103 486 1280 2630 4650

97,2 434 1090 2170 3740

949 410 1020 1940 3300

93,7 397 954 1820 3040

91,1 365 820 1450 2280
Série de Série de Série de Série de Série de

Lyman Balmer Paschen Brackett Pfund

Ultra-violeta Visivel Infravermelho Infravermelho Infravermelho

Em especial, observando a Tab. 3.2, na regido do ultravioleta, a primeira
emissdo da série de Lyman tem um comprimento de onda A*(Lyman)=122 nm que é
muito préximo ao valor estimado, A ~ 115 nm, que foi desenvolvido. Esta é uma boa
noticia. De certa forma, o valor para a constante A foi determinado razoavelmente.

As mas noticias sdo que, primeiro, o atomo de hidrogénio emite radiacao
eletromagnética também na regido do visivel e ultravioleta; segundo, emite radiacdo em
varias fregiiéncias, € ndo s6 em um Unico valor como estimado; e, terceiro, ao emitir
radiacdo eletromagnética o atomo deve perder energia e esta energia deve modificar a
freqUéncia de rotacdo do elétron e, consequentemente, modificar a frequéncia da
radiacdo emitida. A terceira objecdo € um problema grave que ndo parece ter uma
solucdo simples; como esta, possivelmente, apenas um tratamento ortodoxo seja capaz
de supera-lo.

Os dois outros problemas, talvez possam ser resolvidos pela escolha de
diferentes valores para a constante A. Fisicamente podemos interpretar esta solugédo
como aceitando gue o elétron, no atomo de hidrogénio, pode ter maltiplos valores para o
seu momento angular, multiplas velocidades angulares @ e multiplas drbitas com os
seus diferentes raios r. Poderiamos admitir um conjunto {A;, Az, As, ..} que as
componentes L, do momento angular do elétron e, pelas equagdes 3.18 e 3.19, teriamos,
correspondentemente um conjunto de orbitas com raios {rs, ro, r3, ...}, cujas freqliéncias
de rotacdo angular seriam { @1, w,, @3, ...}. Cada uma dessas Orbitas emitiriam radiacéo

eletromagnética, de acordo com a Eqg. 3.20, para as freqliéncias VI%)d , vg& , v% o, que

poderiam ser identificadas com o conjunto de emissdes que formam as séries de Lyamn,
Balmer, Paschen, Brackett e Pfund, para o atomo de hidrogénio. Porém este tipo de
solucdo ndo é satisfatorio. Além da questdo da terceira objecdo apontada acima que
ainda néo foi resolvida, outro golpe surge conspirando contra 0 modelo planetario para
0 atomo como descrito, pois, experimentalmente o &tomo de hidrogénio emite (e
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também absorve) radiacdo eletromagnética somente se for perturbado. Isolado, como
estamos descrevendo-o, este atomo, assim como qualquer outro atomo ou molécula, ndo
emite qualquer radiagdo eletromagnética; ndo importa sua frequéncia. lIsolado, os
atomos sdo completamente inativos. Estes questGes precisam ser resolvidas. Caso
contrario, ndo temos um modelo para 0 atomo que atendam as leis do eletromagnetismo.

A solucdo os problemas apontados pelo eletromagnetismo que dificultam a
aceitacdo do modelo planetario para o atomo de hidrogénio for apresentada por Niels
Bohr em um artigo classico em 1913. A solucdo proposta por Bohr é radical e severa. E
original, quebrando paradigmas da fisica conhecida na época. Bohr simplesmente
admite que a estabilidade mecénica do atomo de hidrogénio é obtida como descrito nas
secBes anteriores e que algumas regras do eletromagnetismo ndo sdo validas para o
atomo. Bohr insurgente contra alguns resultados verdadeiros e amplamente confirmados
da fisica cléssica, apenas estabelecendo que eles ndo sdo corretos para descrever um
mundo microscépico, um mundo de dimensdes da ordem de 10™° m, o mundo dos
atomos elétrons e nucleos atbmicos. Ao fazer isto Bohr consegue explicar, de forma
simples e clara, as propriedades de absor¢do e emissao da luz pelo &tomo de hidrogénio
(e de outros atomos), a origem do potencial de ionizacdo de 4&tomos, a possibilidade de
identificacdo de is6topos atraveés de analise dos espectros atdbmicos, etc.. Mais
importante, as hipdteses anunciadas por Bohr abriram e pavimentaram os caminhos para
novas teorias que viriam a ser desenvolvidas para as explicacdes e previsdes corretas de
fendbmenos do reino atbmico e subatdbmico, assim como criaram as condigdes
necessarias para que proposicoes e realizacdes de novos experimentos, cujos resultados
muitas vezes atbnicos, nos abriria de forma frenética e vertiginosa 0s segredos mais
intimos da estrutura e propriedades da matéria.

A solucdo apresentada por Bohr para um modelo para o &tomo de hidrogénio se
baseia em 2 (duas) hipéteses e 4 (postulados) postulados basicos. S&o eles:

Primeira hipotese: o atomo de hidrogénio é formado por um nucleo atdbmico e um
elétron. Estas duas particulas possuem massa e carga. A massa do nucleo
atdbmico My, no atomo de hidrogénio é da ordem de 1840 vezes maior que a
massa do elétron m, (estes eram resultados ja conhecidos na época, resultados
obtidos de experimentos da eletrélise de solucBes eletroliticas, a conducdo de
eletricidade por gases nos tubos de descarga de gases e experimentos de medida
da carga do elétron); a carga do nucleo atdmico (+e) € igual a carga elementar do
elétron (—€), mas com o sinal contrério.

Segunda hipdtese: O elétron se encontra em um movimento de rotacdo permanente em
torno do nacleo atbmico. Este movimento é regido pelas leis da mecénica
classica (mecénica de Newton). Os principais resultados desta dindmica
(estudamos na parte 1V) podem ser resumidos por: (a) neste sistema, o elétron
movimenta-se inteiramente em um anico plano; (b) neste movimento o elétron
descreve 6rbitas circulares mantidas por uma aceleracdo angular re’; (c) a
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componente L, do vetor momento angular L perpendicular ao plano do
movimento do elétron é uma constante (cujo valor foi denominado como A nas
secOes anteriores); (d) o raio da orbita do elétron e sua freqliéncia de rotagédo
podem ser determinados exclusivamente com o conhecimento da constante A (a
componente L, do momento angular do elétron) — ver equactes 3.18 e 3.19; (e) a
energia mecanica total E deste sistema de particulas € conhecida e pode ser
imediatamente calculada pela soma das energias cinética do elétron e potencial
de atracdo elétron nucleo.

Primeiro postulado de Bohr: De todas os valores possiveis pela mecénica classica,
escolhidos entre 0 e um numero muito grande (infinito na concepcao
matematica), 0 < r < o, somente um conjunto discreto de oOrbitas r, Sa0
permitidos para o elétron movimentar-se em torno do ndcleo atdbmico no atomo
de hidrogénio. Nestas oOrbitas permitidas, o elétron serd& mantido em um
movimento de rotacdo com uma velocidade angular (uma freqiéncia) a |,
aceleracdo angular r,en’ e energia total E,.

Segundo postulado de Bohr: Sempre que o elétron estiver em alguma das orbitas
permitidas (de Bohr) ry, contrariando o eletromagnetismo cléssico, o sistema nao
perderd energia por emissdo de radiacdo eletromagnética, permanecendo
eternamente nesta orbita, exceto se o elétron (ou nucleo) for perturbado por uma
forca externa ao sistema. Neste estado latente, o elétron é dito movimentar-se ao
em uma Orbita estacionaria e sua energia total E, serd mantida fixa e bem
determinada.

Terceiro postulado de Bohr: As orbitas estacionarias permitidas para o elétron se
movimentar no atomo de hidrogénio sem emitir radiacdo eletromagnética sdo
determinadas para todos os valores da componente L, do seu momento angular
(a constante A) iguais a um multiplo inteiro da uma constante fundamental da
natureza, uma constante que sera chamada de h, dividido por 2z. Com este
postulado, fazemos, entao:

h
L,=A,=n— [3.32]
27
Nesta equacdo, n é um numero inteiro e positivo, n=1,2,3,... . Este nimero n

sera referido como numero quéantico do elétron (no a&tomo de hidrogénio). A
constante h, conhecida como constante de Planck, teve seu valor determinado
por diferentes métodos experimentais e seu valor mais preciso medido
atualmente é

h=6,626 069 57 (29)x10**J s [3.33]

com erro na sétima casa decimal. Usualmente, por razdes de simplificacdo, a
constante de Planck dividido por 2t € usualmente representada como # (“h”
barra) e tem o valor # =1,054 571 726 (47)x107* J s.
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Quarto postulado de Bohr: Um elétron pode movimentar-se entre as Orbitas permitidas
(de Bohr). Este movimento ocorrera, entretanto, se, e somente se, energia for
liberada (para as vizinhangas) ou absorvida (das vizinhancgas) por este sistema
atdmico pelo sistema. Se a energia liberada (emitida) ou absorvida pelo sistema
for do tipo de uma radiagdo eletromagnética, entdo a diferenca de energia

AEmn = (Em— En) [3.34]

entre as Orbitas de Bohr envolvidas na transicdo, deve ser igual ao fator hvi,g.
Neste termo, v, € a frequiéncia a radiacdo eletromagnética emitida ou absorvida
pelo sistema atdmico, multiplica por pela constante de Planck.

A solucdo apresentada por Bohr para o problema da formulagdo de um modelo
adequado para um atomo é feita utilizando hipoteses conservadoras que incluem o
elétron e um nucleo atdmico como seus constituintes fundamentais, a forca de Coulomb
que age entre estas particulas subatdmicas e que as leis da mecénica de Newton sdo
exatas e corretas para descreverem a dinamica deste sistema fisico. Porém, postulados
inovadores sdo introduzidos na teoria para que sejam superadas as inconsisténcias
encontradas com a aplicagdo das regras bem estabelecidas do eletromagnetismo cléssico
ao modelo proposto. Este é o ponto mais critico da formulagdo teérico do modelo
atdbmico de Bohr. No momento podemos aceitar estas hipdteses como ferramentas de
trabalho atil, mas para uma compreensdo maior do problema temos que algum momento
retornar a este ponto dificil. Vamos aceitar os postulados de Bohr, estudar suas
conseqliéncias e verificar se suas descricdes e previsdes concordam com 0S VAarios
resultados experimentais que podem ser realizados com o atomo.

Nas proximas sessdes e a proxima falaremos sobre estas comparac6es e verificar
0 acerto de Bohr.

f) Consequéncias dos postulados de Bohr e as propriedades
espectroscopicas do atomo de hidrogénio e ions hidrogendides.

Vamos analisar as conseqiiéncias dos postulados de Bohr e as propriedades
esperadas para o atomo de hidrogénio. Vamos utilizar os resultados da mecénica
classica obtidos para a energia total para um elétron no modelo do atomo planetario e o
fato de termos a disposicdo uma componente do seu momento angular ser uma
constante.

Iniciando esta analise, vamos explorar as consequéncias do terceiro postulado de
Bohr para a determinacdo da orbitas estacionarias permitidas para o elétron se
movimentar no atomo de hidrogénio. Nestas Orbitas, o elétron ndo emite radiacdo
eletromagnética. De acordo com este postulado temos
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h
L, = =nN—o
7 =Py .

que, utilizando as equagdes 3.25 e 3.26, nos fornece, respectivamente, os raios (de
Bohr) e frequéncias (de Bohr):
M= nzao [3.35]
o = mee4h‘°2’ %
(4rep)” n
Na Eq. 3.5 a constante ao, 0 raio da primeira orbita de Bohr, tem um valor conhecido e
igual a

[3.36]

2
ag = 4’[‘902 =0.52917721092(17) x10 % m
Me€

Acima, r, sd0 0s raios para as Orbitas permitidas para 0 movimento angular do
elétron em torno do nucleo atbmico no atomo de hidrogénio, ver Fig. 3.18. Somente 0s
valores de r, que sio multiplos do quadrado de um nimero inteiro (n’=1, 4, 16, 25, ...)
do raio da primeira orbita de Bohr sdo permitidos. Sempre que estiverem em uma destas
Orbitas permitidas, o elétron movimenta-se com uma das freqiiéncias de rotacdo @, dada
pela Eqg. 3.36 e ndo perde energia na forma de radiacao eletromagnética ou de qualquer
outra forma. Este € um estado estacionario para 0 movimento do elétron no atomo de
hidrogénio.

As energias que o elétron pode ter em uma das Orbitas permitidas de Bohr
podem ser determinadas combinando os resultados das Egs. 3.28 e 3.35. Estas energias
podem ser calculadas pela expresséo

2
E, = —iz € [3.37]
n 472'80&0

O produto de constantes presentes na Eg. 3.37 (incluido o fator ¥2) tem o valor numérico

de 2,1798741x107*8 J, e é chamada de constante de Rydberg, Ry
2 4
Ry, = =& =21798741x10718 ) [3.38]
8mepdy  327°s5h
Esta constante é também utilizada comumente em outras unidades. Dividindo a
definicdo da constante de Rydberg da Eq. 3.38 pela constante de Planck h (Eq. 3.33),

obtemos:

R., = 3,289 841 960 364x10% Hz

Também, dividindo R, pelo produto hc, constante de Planck multiplicada pela
velocidade da luz, conseguimos:

R, = %’g =10973731,568539 m~t

(O til utilizado sobre o R, nesta simbologia, indica que uma unidade tem termos do
reciproco (inverso) de um comprimento (m™, no presente caso) esta sendo empregado).
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Figura 3.8: Primeiras 4 (quatro) orbitas de Bohr permitidas para o
movimento angular de um elétron no d&tomo de hidrogénio.

Outra unidade comum utilizada para se expressar a constante de Rydberg é a
unidade de energia denominada como o elétron-volt. O elétron-volt, cujo simbolo €
“eV” ¢ uma unidade de energia definida como a energia ganha por um elétron quando
acelerado, partindo de uma posicdo de repouso, por uma diferenca de potencial elétrico
de 1V (1 volt). Esta energia é calculada multiplicando a carga do elétron pelo valor do
potencial elétrico acelerador. Com uma carga elementar a e = —1.602 176 565x10*° C,
temos a relacao de conversao entre a unidade de energia J (joule) e o eV (elétron-volt):

1eV = (1.602 176 565x10° C)x(1 V) = 1.602 176 565x107° J.

Aproximadamente, 1 eV = 1,602x10™"° J. Com esta relacdo de energia, a constante de
Rydberg tem o valor mais fécil de ser manipulado (e guardado) de

R = 13,605 692 53 eV

A constante de Rydberg é uma das quantidades fisicas cujo valor é medido com
uma grande precisdo experimental. Um dos primeiros sucessos da teoria de Bohr foi ter
fornecido uma expressdo, Eg. 3.38, que permite o célculo acurado da constante de
Rydberg.

Reescrevendo a Eg. 3.37, podemos anotar:

Ry 136 eV

En = 2T 2
n n

Podemos ver que a energia do elétron no atomo de hidrogénio sé assume certos

valores bem definidos e iguais aos previstos pela formula 3.37. Nesta expressdo n=1, 2,

3, 5, ..., sdo nuamero inteiros e pequenos. Por esta propriedade, a energia do elétron no

[3.37]
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atomo de hidrogénio € dita ser quantizada. Somente os valores discretos e dados pela
formula 3.37 sdo possiveis. Um diagrama de energia para este sistema esta apresentado
na Figura 3.9. Para cada valor de uma das energias permitidas, h4 um raio da érbita de
Bohr r,, Eg. 3.35, para 0 movimento angular do movimento do elétron no atomo de
hidrogénio.

3

n—wx E,=0eV —_‘

=3 E;=-1,51eV

n=2 E,=-34¢eV

n=1 E;=-13.6eV

Figura 3.9: Diagrama de energia para o0 modelo de Bohr
para 0 atomo de hidrogénio. As energias sdo calculas
pela férmula da energia de Bohr, expressao 3.37.

A menor energia permitida para o elétron neste sistema é E; = —13,6 eV. Este
estado de energia é denominado estado eletrénico fundamental, ou simplesmente,
estado fundamental, para o &tomo de hidrogénio. No seu estado fundamental, o &tomo
de hidrogénio tem um tamanho igual a r; = a;=0,53 A. Estas s&o as dimensdes medidas
experimentalmente para este sistema e € um segundo ponto favoravel a teoria de Bohr.
Por esta teoria pode-se prever o tamanho deste atomo. Os demais estados de energia
permitidos sdo denominados de estados excitados; E; = —3,4 eV é o primeiro estado
excitado; E; = —1,51 eV o segundo estado excitado, etc. do atomo de hidrogénio. Nos
seus estados fundamentais o atomo de hidrogénio torna-se “inchado”, expandido ou
difuso, e suas dimensdes s&o, respectivamente, r,= 4 ag = 2,12 A, r3=4,77 A, etc.. Nas
condigdes usuais de temperatura e pressao, uma amostra contendo um nimero da ordem
da constante de Avogadro Na (Na=6,022 141 79x10%® ) de 4tomos de hidrogénio, possui
a maioria dos atomos (> 99,9%) no estado fundamental.

As energias de Bohr para o elétron no atomo de hidrogénio sdo todas negativas.
O sinal negativo tem a interpretacéo fisica que o elétron esta preso ao nucleo atbmico. O
elétron, nestas condicdes, ndo pode afastar-se indefinidamente do nucleo atdbmico. E
qual deve ser, entdo, a energia necessaria para se arrancar o elétron neste atomo? Esta
energia é denominada energia de ionizagé@o ou potencial de ionizagdo, PI. O potencial
de ionizagdo de um elétron em um dado atomo, corresponde a levar este elétron, de um
estado de energia inicial E,, até o estado final de energia zero, E..=0 eV, ver Fig. 3.10a:
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Pl, = (Ex — En)

O potencial de ioniza¢do do atomo de hidrogénio depende do estado eletrénico o
elétron se encontra inicialmente. No seu estado fundamental, o potencial de ionizacéo
previsto pela teoria de Bohr para o &tomo de Bohr €, de acordo com a Eq. 3.37,

R R
Pl=—"2—-|-—2|=R,

oo? ( 12 ] [3.38]
Pl =+13,6 eV

Experimentalmente, o potencial de ionizacdo do &tomo de hidrogénio é 13,6 eV.
Mais um ponto totalmente favoravel para a teoria de Bohr para o atomo de hidrogénio.
Para ser preciso, previsao para o potencial de ionizacao do atomo de hidrogénio ndo esta
exata. E necessario que uma correcdo da teoria seja feita para obtermos o valor acurado
para esta propriedade atdmica. Esta correcdo esta ligada a aproximacao que foi feita na
parte Il desta série, quando assumimos que 0 ndcleo atbmico no modelo planetario
desenhado para o atomo de hidrogénio se encontra em repouso e foi posicionado na
origem do sistema de coordenadas escolhido para se escrever as equagdes da mecanica
para 0 movimento do sistema de particulas (ntcleo atbmico e um elétron) investigado.

O grande sucesso da teoria de Bohr veio, entretanto, da descricéo tedrica correta,
simples e objetiva do seu espectro de absorcdo e emissdo de luz na regido do visivel da
radiacdo eletromagnética. E também do seu poder de previsdo para 0 espectro deste
atomo nas regides do ultravioleta e infravermelho da radiag&o eletromagnética.

De acordo com o segundo postulado da teoria de Bohr, um elétron em uma das
orbitas permitidas r,, ndo perde energia por emissdao de radiacdo eletromagnética.
Porém, pelo quarto dos seus postulados, Bohr concede que um elétron pode
movimentar-se entre as Orbitas permitidas desde que energia seja liberada ou
absorvida pelo a&tomo. Em ambos 0s casos, a diferenca de energia diferenca de energia

AEmn = (Em — En)

entre dos estados eletrénicos do sistema atbmico deve corresponder a energia recebida
Ou entregue para as vizinhancgas. Para um processo de absor¢do de energia, o elétron sai
de um estado menos energético E, para outro mais energético En,; neste caso a diferenca
AEm € uma quantidade positiva. Por outro lado, para um processo de emissdo (ou
liberacdo) de energia, o elétron sai de um estado mais energeético E, para outro menos
energetico En; neste caso a diferenca AEq, € uma quantidade negativa. Estes dois casos
estdo ilustrados na Figura 3.10b e 3.10c.
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n—w E.=0eV —J

n=3 E;=-1,51¢eV En 2 — Ey

n=2 E,=-34¢V

n=1 E=-13,6 ¢V

(a) lonizagéo (b) Excitagéo (c) Emissdo

Figura 3.10: Processos de ionizagédo (a), excitacdo (b) e emisséo (c) no
atomo de hidrogénio.

Vamos analisar o processo de absor¢do ou emissdo de radiacdo eletromagnética
pelo 4&tomo de hidrogénio. Ainda de acordo com o quarto postulado de Bohr, se uma
transicdo ocorrer entre os estados de energia atdbmicos E, e E, causado pela absorcéo
ou emissdo de algum tipo de radiagdo eletromagnética, entdo a diferenca de energia
AEm, deve ser igual ao fator hv, onde v é a freqiiéncia a radiagdo eletromagnética
emitida ou absorvida pelo sistema atbmico e h é constante de Planck. Utilizando a
formula da Eq. 3.37, que permite o calculo das energias permitidas de Bohr, obtemos,
para o atomo de hidrogénio, a relagéo:

hv = (Ey - Ep) = Rw(niz—m—lzj [3.39]

Sabendo que para uma radiacdo eletromagnética a sua freqliéncia v esta
relacionada ao seu comprimento de onda A através de v= c/A4, a equacdo 3.39, pode ser

reescrita como
1 = 1 1
- = Ro{—nz - —sz [3.40]

Esta expressdo nos permite calcular os comprimentos de onda das radiagdes
absorvidas (transicdo do nivel de energia E, para o nivel de energia E, ou, mais
simplificadamente, E,— Ep) ou emitidas (transi¢do E,«— Ey) por um elétron no atomo
de hidrogénio. Utilizando esta equagdo, os comprimentos de onda A para alguns
conjuntos de valores do para de numeros inteiros n e m podem ser calculados. Estes
resultados estdo apresentados na Tabela 3.3, para n=1 e m=2,3,4,5,6; n=2 e m=3,4,5,6,7;
n=3 e m=3456,78 n=4 e m=56,789 e n=5 e m=6,7,8,9,10,

usandoR,, =10973731,568539 m .
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Tabela 3.3: Comprimentos de onda A (em nm; 1 nm = 10° m)
previstos para os processos de absor¢do ou emissdo de radiacdo
eletromagnética pelo atomo de hidrogénio, de acordo com pelo
modelo atdbmico de Bohr. Os comprimentos de onda foram
calculos  utilizando a  Eq. 340 e o valor

ﬁw =10973731,568539 m‘lpara a constante de Rydberg. Os
valores do comprimento de onda A para m—oo correspondem aos
limites de séries de transi¢Oes espectroscopicas
n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
121,502
102,517 656,112
97,201 486,009  1874,607
94,923 433,937  1281,469  4050,076
93,730 410,070  1093,520  2624,449  7455,821
93,025 396,907 1004,672  2164,950 4651,259
92,573 388,807 954,345  1944,036  3738,531
92,265 383,442 922,658  1816,926  3295,207
379,695 901,253  1735,747  3037,557
886,045 1680,203  2871,44
1640,281  2756,774
2673,683

ol e
SEBoo~voos~wn |3

o 91,126 364,507 820,140  1458,027 2278,168
Lyman  Balmer Paschen Brackett Pfund

As transicoes eletronicas geradas com n=2 fixo e m=3, 4, 5, ..., oo formam uma
série de transicOes eletrénicas correspondentes aos processos de absor¢do ou emisséo de
radiacdo eletromagnética pelo atomo de hidrogénio e, de acordo com a Tab. 3.1, esta
série de transicdes devem todas serem observadas na regido do visivel, entrando na
regido do ultravioleta, do espectro eletromagnético.

Espectros de linhas de absorcdo e emissdo de atomos, foram descobertos e
analisados estudos pelos trabalhos pioneiros de Fraunhofer, Angstrém, Bunsen,
Kirchhoff, Rydberg e muitos outros durante o século XIX. Os espectros de emissao e
absorcédo de luz de véarios atomos ja eram muito bem conhecidos a época de Bohr. Em
particular uma série de linhas de absorcdo/emissdo era conhecida para o atomo de
hidrogénio na regido do visivel da radiacdo eletromagnética. Medidas de quatro destas
linhas espectrais, ver Figura 3.1A e Tabela 3.4, feitas em 1853 por Ansgtrom (Anders
Ansgtrom, fisico Sueco) possibilitaram a Balmer (Johann J Balmer, matematico Suigo)
em 1885 produzir uma formula empirica do tipo

Cm?
A==
m<—n
com m=3, 4, 5 e 6; n=2 e C=3,6456x10"" m. Utilizando esta formula empirica, e
fazendo m=7, 8, 9, ... , Balmer pode prever outras linhas espectrais na regido do
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ultravioleta. Algumas dessas linhas foram ainda observadas ao tempo de Balmer pela
analise dos espectros de linhas observados pela luz emitida por estrelas.

Tabela 3.4: Espectro do atomo de hidrogénio conhecido
na regido do visivel e ultravioleta préximo do espectro de
radiacdo eletromagnética (observe que duas linhas no
espectro mostrado pertencem ao ion He®, denominado
como hélio IlI). Estas linhas foram medidas
experimentalmente por Ansgtrém em 1853.

7000 A

Hidrogéniol T
: : Hélio ll !
Comprimento
de onda (nm) Cor
656 Vermelho
486 Ciano
434 Azul
410 Violeta/ultravioleta proximo
397 Ultravioleta
389 Ultravioleta
383 Ultravioleta

Invertendo a formula de Balmer, nos permite escrever

1 nz( 1 1 ]
1 C n2 m2
Com o valor conhecido da constante C da formula de Balmer, e fazendo n=2, obtermos
2
%2109 72130,787 799 m™1, que € um nUmero muito proximo da constante de
Rydberg R, (ver acima).

A teoria de Bohr fornece uma explicacdo fisica e tedrica para a formula de
Balmer, ela é capaz de explicar a origem das linhas espectrais que forma a série de
Balmer. Este é um resultado muito importante para 0 modelo do atomo planetario
aplicado ao atomo de hidrogénio. Ndo o modelo planetario simples, mas o modelo
planetario modificado com a introducéo dos quatro postulados de Bohr. E este aspecto é
importantissimo ser notado e anotado. Em especial, para o quarto postulado, que nos
permite gerar a formula de Bohr, Eqg. 3.40, para as transi¢cOes de energia no atomo de
hidrogénio e, conseqlientemente, prever um espectro de linha para os processos de
emissdo e/ou absor¢édo de luz produzido por este &tomo.

A formula de Bohr contém mais informacGes que simplesmente reproduzir a
formula de Balmer. Pela expressdo 3.40, pode-se prever novas linhas espectrais de
absorcdo/emisséo de radiagdo eletromagnética para o &tomo de hidrogénio fazendo n=1
e m=2,3,4,5 ... wo; para n=3 e m=4,5,6,7 ... «©; para Nn=4 e m=5,6,7,8 ... oo; para n=5 e
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m=6,7,8.,9, ... oo, etc., ver Tab. 3.3. Estas séries de linhas foram todas descobertas para
este &tomo na regido do ultravioleta (n=1), infravermelho (n=3, n=4 e n=5) do espectro
eletromagnético e recebem o nome de série de Lyman, série de Paschen, série de
Brackett e série de Pfund, respectivamente, em homenagem aos seus descobridores.
Note que para n=2 temos a série de Balmer.

Para cada uma destas séries de linhas espectrais, um comprimento de onda limite
é obtido para m—o. Este limite de cada uma destas séries marca o potencial de
ionizacdo para o elétron inicialmente ocupando o estado de energia n. Explicitamente,
observando a Tab. 3.3, temos a energia necesséria para se ionizar (o potencial de
ionizacdo) o atomo de hidrogénio com o elétron inicialmente no estado de energia E;
(n=1) € 91,126 nm (ou 13,6 V). Para n=2, 3, 4 e 5, o elétron se encontra inicialmente
nos estados de energia E,, Es, E4 € Es, respectivamente, e 0s respectivos potenciais de
ionizacdo sdo os mostrados na Tabela 3.5.

O poder de previsdo do modelo do 4&tomo de Bohr, associado a sua capacidade
de nos oferecer uma visdo e interpretacdo simples e clara dos eventos microscépicos
que ddo origem as diferentes propriedades espectroscopicas e caracteristicas fisicas do
atomo, trouxeram-lhe todo um reconhecimento de sua adequacao e aceitacdo. As regras
simples introduzidas por Bohr podiam agora ser utilizadas qualitativamente para a
descricdo de um grande numero de observagdes experimentais envolvendo atomos em
geral e pavimentou o caminho para novas descobertas, interpretacdes e teorias mais
elaboradas e consistentes aplicaveis aos eventos fisicos (e quimicos) do reino atbmicos e
subatémico.

Um novo exemplo de aplicacdo e poder de previsdo da teoria de Bohr é seu uso
para prever ou interpretar linhas espectrais de emissdo ou absorcdo de outros atomos.
Em especial, podemos considerar o conjunto de fons com um s6 elétron, He", Li**, Be**,
B*, C*, etc., os chamados fons hidrogendides, e escrever as suas energias eletrdnicas
de uma forma imediata. Para isto, basta observar que todos estes ions possuem um
ndcleo atdbmico com uma carga +Ze e um Unico elétron. Desta forma, a energia
potencial Coulombiana elétron-nucleo para estes sistema é

ze?

Areqr
Para a carga nuclear Z=1, esta expressdo reduz ao potencial Coulombiano que foi
utilizado no estudo da estabilidade mecéanica do aomo de hidrogénio. Com esta
modificagéo, a introducdo de uma carga nuclear Z na expressdo da energia potencial,
seguindo exatamente os mesmos passos utilizados nas deducbes das expressdes de
quantidades fisicas de interesse feitas para o atomo de hidrogénio, obtermos,
respectivamente, para a série de ions hidrogenoides, seus raios das Orbitas permitidas de
Bohr, freqliéncias do movimento de rotacao e energias eletronicas:

V(X,y,2)=—

Tabela 3.5: Diferentes potenciais de ionizagdo para o atomo de
hidrogénio, correspondentes aos diferentes estados de energias Ej, E», E3,
E, e Es iniciais para o elétron. Estes potenciais de ionizacdo interpretados
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e medidos como o limite das séries espectrais de Lyman, Balmer,
Paschen, Brackett e Pfund.

n=1 n=2
T
n—w E,=0eV 3 n—w E,=0eV 3
=3 | : : n=3 : :
n=2 | n=2 E;=-34¢V
n=1 E=-13,6eV n=1 —
Limite da série de Limite da série de
Lyman Balmer
24.=91,126 nm A4.=364,507 nm
Pl =13,6 eV Pl=3,4¢eV
n=3 n=4 n=5
3
n—w Ep,=0eV 4 n—w E.=0eV L n—x E,=0eV
— | — — |=— =5 llE%=—O,54eV — |—
. | — n=4 E,—-085¢V =4 —
n=3 E;=-1,51¢eV n=3 —— =3 —
n=1 — n=1 . n=1 —
Limite da série de Limite da série de Limite da série de
Paschen Brackett Pfund
4.=820,140 nm A.=1458,027 nm A.=2278,168 nm
PI=1,51eV Pl =0,85eV Pl =0,54 eV
I = n222a0 [3.41]
4,3 52
m
o = Lhz% [3.42]
(472'80) n
2
E,=- szz [3.43]
n

Estas sdo as expressdes equivalentes as equacbes 3.35, 3.36 e 3.37, respectivamente,
deduzidas para o atomo de hidrogénio. Usando os postulados de Bohr, podemos
também deduzir a férmula que permite gerar todas as transi¢oes eletronicas En«—E,
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entre dois estados de energia com 0s nUmeros n € m inteiros e pequenos quaisquer, para
estes atomos hidrogendides. Esta formula é

1 ﬁwzz(i—ij [3.44]

Todas estas correcfes sao imediatas, bastando multiplicarmos as expressdes
deduzidas para o 4tomo de hidrogénio pelo fator Z% o quadrado da carga nuclear do
atomo hidrogendide que se deseja estudar.

Como exemplo do poder interpretativo e preditivo da equacéo 3.44, considere 0
fon He'. Este ion é referido na area de espectroscopia como He II. As transi¢cdes
eletronicas para os processos de absor¢éo entre os estados de energia Es«—E3; e Eg«—Es,
utilizando a Eq. 3.44 com Z=2 (carga nuclear do atomo de hélio), devem ocorrer nos
comprimentos de onda da radiacdo eletromagnética 513 nm e 437 nm. Estas transi¢des
podem ser vistas como interferéncia no espectro do atomo de hidrogénio mostrado na
Fig. 3.1A (ver também Tab. 3.4).

Algumas outras aplicacdes bem sucedidas do modelo atdmico de Bohr aplicado
ao atomo de hidrogénio e ions hidrogendides sdo conhecidas. Mas este numero de
exemplos foi relativamente limitado.

Embora o grande sucesso obtido por Bohr, esta teoria tem alguns problemas de
ordem ldgica e incapacidade de explicar e/ou descrever varios outros resultados
observados experimentalmente para atomos em geral e para o proprio atomo de
hidrogénio, em particular. Uma lista com alguns itens criticos desta teoria inclui:

a) Nao ha uma razdo ou explicacdo na teoria de Bohr para a escolha do valor

L, =n# para a componente “z” do momento angular do elétron, ver o terceiro

postulado de Bohr, exceto que esta escolha produz resultados numeéricos
acertados para os comprimentos de onda das transicdes eletrénicas e potenciais
de ionizacdo para o &tomo de hidrogénio e ions hidrogendides.

b) N&o ha uma razdo ou explicacdo plausivel para o terceiro e quarto postulado de
Bohr, exceto que estas regras funcionam no tratamento, interpretacdo e
explicacdo microscopica para 0s processos de emissdo e absorcdo de luz por
atomos;

c) Nao ha lugar na teoria de Bohr onde as intensidades (ou eficiéncias) das
transi¢cOes entre os estados de energia eletrénica E, e En, possam ser deduzidas
ou interpretadas;

d) Embora muitos esfor¢os tenham sido dedicados em diversas tentativas feitas
para se adaptar e ampliar o modelo atdmico de Bohr para descrever a dinamica e
estabilidade de sistemas atdmicos com mais que 2 (dois), todas estas tentativas
foram frustradas e mal-sucedidas. Uma formulacdo tedrica quantitativa analoga
a desenvolvida por Bohr para outros atomos, que ndo os da série dos
hidrogendides, jamais produziu um resultado adequado, consistente ou util. O
modelo do &tomo de Bohr ndo funciona para geragdo de resultados quantitativos
e mesmo qualitativo para atomos multieletrénicos;
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e) Embora muito esforco tenha sido despendido pelo proprio Bohr e outros
pesquisadores para a adaptacdo do modelo atbmico de Bohr para a descricdo
tedrica de moléculas (iniciando com a molécula mais simples, a molécula de
hidrogénio com seus dois nucleos atdmicos e dois elétrons) nenhum resultado
pratico adequado foi obtido para explicar a estabilidade destes sistemas
microscopicos. Muito menos, a teoria de Bohr ndo oferece qualquer indicio para
uma descricdo, explicacdo ou mesmo as principais caracteristicas do que € uma
ligacdo quimica.

No nosso proximo encontro sera discutida rapidamente a questdo apontada na
dificuldade (b) acima listada. Esta discussdo serd importante, pois ela oferecera um guia
seguro para nos apoiarmos no desenvolvimento de uma nova ciéncia aplicada aos
atomos e moléculas: a Mecanica Quantica. A seguir iremos concentrar na questdo
apontada no item (a) e, clareado este aspecto, encontraremos solugdes para todos os
outros problemas listados e outros, que ainda ndo percebemos a sua existéncia.
Poderemos, entdo, resolver as questdes que nos conduzem ao conceito de ligacdo
quimica e a maneira e as regras corretas que nos ensinam como atomos combinam para
formar moléculas.
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Auto-avaliacao

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Considere as radiaces eletromagnéticas com os comprimentos de onda 4,=1240 A,
1,=1,34 A, 13=560 nme A4,= 7,4 mp.
a. Determine a frequéncia (um Hertz, Hz) destas quatro radiacOes
eletromagnéticas.
Determina suas energias em unidades do elétron-volt, eV.
c. Qual aregido do espectro eletromagnético estas radiagdes pertencem?

Considere as radiagdes eletromagnéticas com as freqiiéncias v=1,240 MHz,
1n=1,34 GHz, 1,=5,62x10° Hz e v4= 7,4 THz.
d. Determine as comprimentos de onda (em metros e nandmetros) destas quatro
radiacdes eletromagnéticas.
Determina suas energias (em eV).
f. Qual a regido do espectro eletromagnético estas radiacdes pertencem?

Considere as radiacGes eletromagnéticas com as energias £,=0,028 eV, £=0,52 eV,

E5=9,62 eV, E,=88¢eV e E5=2200eV.

g. Determine os comprimentos de onda (em cm) destas cinco radiacGes
eletromagnéticas.

h. Determina suas energias em unidades de J (joule).

i. Determina suas energias em unidades de J mol™ (joule por mol).

j. Determine os reciprocos do comprimento de onda (A ') destas radiaces em

unidades do cm™,
k. Qual a regido do espectro eletromagnético estas radiacdes pertencem?

O que é um potencial de ioniza¢do atdmico?

Qual € o potencial de ionizacdo do estado eletrénico fundamental do atomo de
hidrogénio?

Utilizando o modelo atdmico de Bohr, como podemos interpretar o potencial de
ionizacdo do atomo de hélio? E o potencial de ionizacdo do &tomo de sédio?

Utilizando o modelo atdmico de Bohr, conseguiriamos estimar o valor numérico
para o potencial de ionizacdo do atomo de sédio? Se sim, faca esta estimativa e

compare o valor encontrado com o valor exato dado na literatura.

O que é um processo de excitacdo eletronica em um atomo? O que € um processo de
de-excitacao eletrdnica em um atomo?
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9) Calcule a energia de excitagdo no fon Li** (um fon hidrogenéide) quando o elétron
sofre a transicdo do m=4«—n=2. Calcule a energia desta mesma excitacéo eletronica,
mas ocorrendo no &tomo de hidrogénio. Compare os valores dos ndmeros
encontrados. Qual a regido do espectro eletromagnético podemos prever para
observar estas duas transicdes eletrénicas?

10) Calcule a energia de de-excitagdo no fon C>" (um fon hidrogenéide) quando o
elétron sofre a transicdo do m=2<n=4. Calcule a energia desta mesma excitacao
eletronica, mas ocorrendo no atomo de hidrogénio. Compare os valores dos nimeros
encontrados. Qual a regido do espectro eletromagnético podemos prever para
observar estas duas transicdes eletrénicas?

11) “Nenhuma energia é liberada pelo elétron do atomo de Hidrogénio se ele
permanecer na mesma Orbita. Entretanto, toda vez que ele saltar de uma orbita
externa para outra Orbita mais interna, a diferenca de energia entre as duas sera
liberada sob a forma de emissdo de um quantum de luz.” Este enunciado
corresponde as regras de estabilidade e transi¢des eletronicas do dtomo formulado
por:

a. John Dalton, entre 1803 e 1808, na Inglaterra.

b. Ernst Rutherford, em 1905, na Inglaterra.

c. Werner Heisenberg, entre 1926 e 1928, na Alemanha.
d. Niels Bohr, em 1913, na Inglaterra.

12) As chamadas lampadas de neon utilizadas em anuncios luminosos sdo fabricadas
utilizando uma mistura contanto o gas nebnio e outros gases em menor quantidade.
Estas lampadas produzem luzes de cores diferentes, verde, vermelho, amarelo, azul,
etc..

a) Descreva 0s processos microscopicos plausiveis que podem explicar a origem
das luzes produzidas nas lampadas de neon.

b) Como se explica a possibilidade de producdo de cores diferentes para estas
lampadas?

13) Lampadas de mercdrio e de sddio sdo utilizadas atualmente na iluminagdo puablica
de centros urbanos de grande e médio porte.

a. Faca uma pesquisa béasica e simples sobre 0 modo como estas lampadas
produzem as luzes que Ihes caracteristicas.

b. Em que regido do espectro eletromagnética as luzes das lampadas de
mercurio e de sddio sdo produzidas?

c. Explique detalhadamente a origem e 0 mecanismo microscopico da
producdo das luzes caracteristicas das lampadas de mercurio e sédio.

14) Explique a origem da propriedade fluorescente de um material (fluorescente).
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Aula 5

® atomo de Bohr:

g) Correcéo para massa nuclear finita

O modelo Bohr foi fundamental para que as propriedades espectroscopicas de
atomos pudessem ser entendidas e interpretadas em bases tedricas muito firmes.

Outra aplicacdo importante deste modelo, e que merece ser discutida neste
momento, se refere a uma correcdo simples de uma aproximagdo que foi feita
anteriormente. Veremos que, com 0s resultados numéricos obtidos para as transi¢cdes
eletronicas previstas pelo &tomo de Bohr, é possivel identificar a presenca de variedades
isotopicas de um elemento quimico. Is6topos sdo atomos de um mesmo elemento
quimico que possuem diferentes massas atémicas. Originalmente is6topos foram
identificados e nos experimentos com o0s raios anodicos por Thomsom, e posteriormente
caracterizados com experimentos utilizando os primeiros espectrémetros de massas
construidos.

A variedade isotopica de uma amostra natural de um mesmo elemento quimico €
fixa e bem conhecida para os nucleos estaveis. Por exemplo, o 4&tomo de carbono é
encontrado na natureza nas formas isotopicas **C (nimero de massa 12 e massa atdmica
12,00000 uma) e *C (nGmero de massa 13 e massa atomica 13,003356 uma) na
proporcdo de 98,93% para 1,07%. As formas isotdpicas e abundancias naturais de
alguns outros &tomos podem ser vistas na Tabela 3.6.

O 4atomo de hidrogénio ocorre na natureza em duas formas isotépicas *H e 2H.
Ambos 0s isotopos sdo formados por um nucleo atdmico e um elétron; o que difere
estes atomos é a sua massa nuclear: o deutério é o atomo de hidrogénio mais pesado. A
questdo que gostariamos de responder é: é possivel identificar espectroscopicamente
estas duas espécies do elemento quimico hidrogénio? Se sim ela devera ser feita pela
exclusiva diferenca de massa destas espécies.

Espectroscopicamente, os comprimentos de onda das linhas que formam as
varias séries observadas para o atomo de hidrogeno podem ser obtidas pela formula de
Bohr, equacdo 3.40. Nesta expressao estd presente, além dos numeros inteiros n e m, a
constante de Rydberg, R... Esta constante é definida na Eq. 3.38, e repetida abaixo.

mee*

Q0 = 5 5 o
327268h?
Em destaque observamos que a Unica informacéo a respeito de massas que esta
presente na expressao da constante de Rydberg é a massa do elétron m.. Desta forma,

como estd formulado, ndo é possivel distinguir e, portanto, identificar
espectroscopicamente os diferentes isétopos de um elementos quimico, em particular

R
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Tabela 3.6: Variedade isotdpica, massa atdmica e abundancias
naturais de alguns elementos quimicos. A massa atdbmica é dada
em unidade de massa atbmica (uma). 1 uma é igual a um grama
por mol do elemento quimico (1 uma =1 g mol™).

NUmero Massa Abundancia
atbmico Nome Simbolo atbmica natural (%)
(uma)

1 Hidrogénio H 1,007825 99,9885
1 Deutério 2H 2.014102 0,115
2 Hélio 3He 3,016029 0,000137
“He 4,002603  99,999863

6 Carbono 2c 12,000000 98,93
Bc 13,003355 1,07

7 Nitrogénio N 14,003074 99,632
BN 15,000109 0,368

8 Oxigénio o) 15,994915 99,632
o 16,999132 0,038

(0 17,999160 0,205

9 Fldor = 18,998403 100
13 Aluminio 2Ip] 267,981538 100
14 Silicio 28gj 27,976927 92,2297
g 28,976495 4,6832

3g;j 29,973770 3,0872

17 Cloro i 34,968853 75,78
3¢l 36,965903 24,22

20 Célcio 0ca 39,962591 96,941
“2Ca 41,958618 0,647

$Ca 42.958767 0,135

YCa 43,955481 2,086

“Ca 45,953693 0,004

Ca 47952534 0,187

entre o hidrogénio *H e deutério °D. N4o hé, na expressdo para a constante de Rydberg
qualquer informag&o sobre a massa do ndcleo atdmico. Porém, observe, esta constante
foi deduzida pelos argumentos utilizados para determinar a estabilidade mecénica do
atomo de hidrogénio com uma aproximacdo feita: o ndcleo atbmico foi deixado em
repouso na origem do sistema de coordenadas cartesianas escolhido e, desta forma sem
qualquer movimento cinético. Esta aproximacdo foi feita na parte Il desta série de
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textos, onde, pode-se ler: “[...] Devido a diferenga entre a massa do ntcleo deste atomo
e a massa do elétron, podemos, como uma aproximacdo, considerar, neste sistema, o
nacleo atbmico em repouso e o elétron movimentando-se ao ser redor. [...]”. Justamente
por causa desta aproximacao é que ndo aparece a massa do nucleo na expressdo para a
constante de Rydberg. Vamos corrigir esta aproximagao agora.

Vamos reconsiderar o 4tomo de hidrogénio como um sistema formado por um
nucleo atbmico e um elétron. Estas duas particulas tém movimento cinético e elas se
movem em torno de um ponto comum que passa pela linha que as une, ver Fig. 3.11.
Este ponto comum € denominado centro de massa. O centro de massa corresponde a um
ponto que representa o baricentro, centro de gravidade, de um sistema de particulas.

Elétron
M,

Centro de Massa

XX

Figura 3.11: Sistema de coordenadas
cartesianas mostrando a posi¢do espacial do
elétron, nucleo atdbmico e o centro de massa do
sistema elétron-nucleo.

Nesta condicdes, o elétron e o nucleo atbmico possuem uma energia cinética
representada pelos vetores Ve =Vyel +Vye ] +Vek € Uy =VyyT +Vyn J+VonK,

respectivamente, e uma energia potencial (de Coulomb) que depende do inverso da raiz
quadrada da soma dos quadrados das diferencas entre as coordenadas cartesianas

Fo=Xel + Yo +2Kk € Ry =xni+Yn]+2znKk, doelétron e do ndcleo:

o

eZ

V(Xe, Yo, Zey XNH YN ZIN) =—
4720 \/((Xe —xXn)? + (Ye — YN)Z + (2e _ZN)Z)

A energia total torna-se:
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1 2 2 2 v, 1 2,02 .2
Etot =EmN (Vin + VN JrVzN)WLEme(Vxe +Vye +Vie)

3 1 e2
4750 \[[(xe = xn)2 + (Ve - yn)? + (2 — 28 )2)

[3.45]

Esta expressdo inclui as trés contribuices mais importantes para a energia total
do sistema elétron-ndcleo: o primeiro termo corresponde a energia cinética do nucleo (o
nucleo ndo esta mais em repouso), o segundo termo € a contribui¢do da energia cinética
do elétron e o terceiro a energia de atracdo elétron-nucleo entre estas duas particulas de
cargas opostas.

Comparado com a expressdo da energia total da Eq. 3.4 que utilizamos
anteriormente, a expressdo acima, Eq. 3.45, é aparentemente mais complicada. Observe
que na Eqg. 3.4 ha um conjunto de trés coordenadas (x,y,z) e trés velocidades (vy,Vy,V;)
para serem determinadas como fungbes do tempo. Este conjunto de seis variaveis
descreve totalmente a trajetéria (0 movimento) do elétron em torno do ndcleo, entéo,
mantido fixo no centro de coordenadas escolhido. Ao escrever a Eq. 3.45, temos agora 0
dobre de variaveis: um conjunto de trés coordenadas (XeYeZe) € trés velocidades
(Vxe,Vye,Vze) que descrevem a dinamica do elétron e um conjunto de trés coordenadas
(Xn,Yn,Zn) € trés velocidades (vyn,Vyn,Von) que descrevem a dinamica do nucleo atémico.
Temos, agora, um total de doze (6 mais 6) varidveis para determinarmos suas
dependéncias com o tempo, via a equacdo de Newton para o problema. A parte deste
aumento do nimero de variaveis que devemos tratar hd uma expressdo mais complexa
para a energia potencial elétron-nicleo que envolve o inverso de uma raiz quadrada da
soma das diferencas das coordenadas espaciais do elétron e do nucleo. Definitivamente,
a expressao da energia da Eq. 3.4 € mais simples. O simples fato de deixarmos o ndcleo
atdbmico movimentar-se, tornou aparentemente mais complexo e arduo a tarefa de
resolvermos um problema mecéanico que apresentou-se anteriormente muito mais
simples. Esta situacdo pode, entretanto ser revertida.

Mais realisticamente, o presente modelo para um atomo de hidrogénio, ambos, o
elétron e o nicleo atbmico movem-se em torno de um ponto comum. Este ponto é
denominado “centro de massa” do sistema (de particulas). O centro de massa ¢ um
ponto geométrico situado no seguimento de linha reta que passa pelo elétron e pelo
nacleo atdmico, ver Fig. 3.11, é representa o ponto de equilibrio das massas, me € my,
presentes.

Pela figura 3.11, e usando resultados elementares da geometria analitica,
podemos escrever o vetor ¥ =(X,Y,z), a vetor que descreve a distancia entre a posi¢cdo
do elétron e do nacleo como,

r= (ﬁN —Te)
Também, pela definicdo do centro de massa do sistema (de particulas), podemos
escrever:
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— m
N =Rem + e |
NTEEMT (my +me)
, [3.46]
o =Rom ———T
¢ c (my +mg)

Se multiplicarmos a primeira das equacgdes acima pela massa do nucleo my e a
segunda pela massa do elétron me, entdo obtemos a expressao que define o vetor que
coordena o centro de massa:
my FN + meFe

(My +me)
Prosseguindo, tomando a derivada com relacdo ao tempo do par de equacdes 3.46,
obtemos os vetores velocidades Vy e Vo do ndcleo atdmico e elétron,

Rem = [3.47]

respectivamente, como.

— m
VN =Vem +——2— ¥
U (v me) 3.48)
_ - mN . .
Ve =Vey ——————V
e TM T my +mg)

As equacdes 3.48 nos fornecem uma relagéo entre Vy e V, e as velocidade do centro
de massa Vi e a velocidade v do movimento relativo do elétron com relagdo ao

ndcleo atdmico. Formando os produtos escalares vﬁ =VN-VN € vg =Vg .V COM as

velocidades Vi e V. da Eq. 3.48, conseguimos,

2
2m - N m
vﬁ =V£M +—eVCM oV +{—e} v2

(MmN +me) (My +mMg) [3.49]
) .
2 2 2me ;o my 2
vs =V, ——= "V V+H|——m— | V
© cM (MmN +mg) cM {(mN +me)}

Agora, multiplicando a primeira das equacdes 3.49 pelo fator %mN e a segunda das

~ 1
equac0es por 5 me e somando-as, obtemos:

Egi :%(m,\, +me)Véy, +%%v2 [3.50]

Esta Gltima relacdo, Eq. 3.50, nos d& a energia cinética total deste sistema de

duas particulas. Os dois termos desta relagdo sdo interpretados imediatamente: o
primeiro corresponde ao movimento do centro de massa: no resultado obtido o centro de

massa comporta-se como se fosse uma particula com a massa total My=(my + Me)
movendo com uma velocidade V). O segundo termo corresponde ao movimento
relativo do elétron em relacdo ao nucleo atbmico (ou vice-versa): aqui temos uma
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particula de massa reduzida x que se move com uma velocidade V. A massa reduzida
u é definida pela relacéo:
u=—"NMe [3.51]
(My +me)
Desejamos estudar o movimento relativo do elétron com relacdo ao nucleo
atdbmico (ou vice-versa) apenas. Devido a isto, podemos prosseguir nossos estudos

fixando a posi¢do do centro de massa na origem do sistema de coordenadas utilizado,
isto é, fazemos Rgy =0, e ndo deixando que ele se mova, isto €, fazendo Vg =0.

Note que, com esta escolha, ndo estamos limitamos de forma alguma que o nucleo
atdbmico esteja em repouso (velocidade nula) enquanto que o elétron realiza sua
dindmica. Nas consideracdes que levam a expressdo da energia cinética total, Eq. 3.50.
Ambas as particulas, elétron e nGcleo movimentam-se em torno da posicdo geométrica
que define o centro de massa do sistema. O que estamos fazendo € fixar a posicdo do
centro de massa.

Com o centro de massa fixo, utilizando as coordenadas interna ¥ = (Ry —T3), a
expressao para a energia total de um atomo hidrogenoide de carga nuclear Z, torna-se

2
U2 2 2 1 Ze
ETotzg(Vx +Vy+Vz)_4 > >
&0 \/(x +y +z)

Podemos comparar esta nova expressdo com a que foi trabalhada anteriormente,
Eq. 3.4, ver parte Il desta série de textos. Desta comparacdo vemos que, exceto pela
introducdo da carga nuclear Z indicada para os atomos hidrogenoides, ha apenas a troca
trivial da massa do elétron m, pela massa reduzida x no termo da contribuicdo da
energia cinética do sistema. Esta é a Unica modificacdo. Como podemos interpretar
fisicamente esta modificacdo? Inicialmente, percebemos que o resultado correto € o da
Eg. 3.52: ambas as particulas do sistema atdmico, o nucleo e o elétron estdo em
movimento relativo. Desta forma a Eq. 3.4, que extensivamente trabalhada, é apenas um
expressao aproximada para a energia cinética do atomo hidrogendide. Como esta
aproximacdo pode ser entendida? Que tipo de aproximacdo foi feita para que a Eq. 3.52
possa ser substituida pela Eqg. 3.4? Vamos ver a resposta a esta questdo, observando a
massa reduzida u do sistema.

Sabemos que a massa de qualquer nacleo atbmico é muito maior que a massa do
elétron. Por exemplo, a massa do ndcleo atdmico mais leve, o nlcleo do atomo de
hidrogénio (m,= 1,672 621 777x107%" Kg), é da ordem de 1836 vezes maior que a
massa do elétron (me=9,109 382 91x10>' Kg). Por um momento, se considerarmos a
massa no ndcleo do a&tomo de hidrogénio hipoteticamente infinitamente maior que a
massa do elétron, entdo a soma de massas que aparece no denominador da massa
reduzida, Eq. 3.51, torna-se igual a massa nuclear,

(my+Mg) >my s my > ®©

[3.52]

e, assim, neste limite, a massa reduzida m torna-se igual a massa do elétron:
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. mym mym
lim N"e | NTe_m,
my —oo (MN +Me) mN

Também, neste limite, a coordenada R do centro de massa do sistema elétron niicleo
atomico da Eq. 3.47, torna-se

Rem =Ty

Aqui estamos: para o modelo do a&tomo que estamos adotando, na aproximacao de uma
massa nuclear infinita my —oo, 0 nicleo atdmico esta no centro de massa do sistema de
particulas e pode, assim, ser considerado em repouso, tendo o elétron como
movimentando-se ao seu redor. Desta forma a Unica contribuicdo para a energia cinética
do sistema vem do elétron e, conseqiientemente, a energia total deste sistema coincide
com a expressdo da Eg. 3.4, com a massa do elétron aparecendo no termo da energia
cinética. Para o caso de um valor finito para a massa do nucleo atémico, a forma correta
de se tratar o sistema atdmico é ter a massa reduzida m no termo da energia cinética do
movimento relativo elétron-nucleo.

E qual o erro que cometemos em utilizar a massa do elétron em lugar da massa
reduzida x no termo da energia cinética da Eq. 3.52? Esta estimativa é simples e,
usando a definicdo 3.51, obtemos, para o atomo de hidrogénio (lembre-se que my =
1836 me):

4 =0,999456 m,

Quase nada de diferenca. Porém, observe, a constante de Rydberg é medida com uma
precisdo extraordinaria (ver Eqg. 3.38) e, desta forma, medidas de frequéncias e
comprimentos de onda de transicdes atdmicas (ver Eq. 3.39 e Eqg. 3.40) podem ser
medidas com igual precisdo. Esta pequena correcdo de massas pode ser muito
importante para trabalhos precisos na area atdbmica. Logo abaixo vamos ilustrar esta
oportunidade com um exemplo real. Antes disto, porém, vamos verificar como esta
correcdo para uma massa nuclear finita (em contraste com a aproximacgao da massa
nuclear infinita anteriormente adotada) pode mudar os resultados mais importantes
obtidos pela teoria de Bohr para os atomos hidrogendides.

Uma vez mais, da comparacdo da Eg. 3.52 com a Eq. 3.4, vemos que tudo que
temos que fazer para obter s valores corretos para a teoria de Bohr com a massa finita
nuclear € substituir, onde aparecer, a massa do elétron pela massa reduzida .
Procedendo assim, resumidamente, da teoria de Bohr obtemos

= n222a0

,ue4h3 2
“n= 2 3

(472'80) n
- Ry 22 [3.53]

n n2
y= Rsz(iz—izj
n“ m
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Lgol L
A nZ m?

respectivamente, para as expressdes corretas para os raios rn das Orbitas permitidas de
Bohr, as freqiiéncias de revolucdo ay, do elétron nestas espécies atdbmicas, as energias
dos seus estados (estacionarios) permitidos E,, e as freqliéncias v e os comprimentos de
onda A previstos para as radiacGes eletromagnéticas absorvidas ou emitidas quando o
elétron sofre uma transicao entre os niveis permitidos de energia m«n (compare estas
expressdes com as que foram obtidas anteriormente) O raio da primeira orbita de Bohr
ap (ver Eq. 3.26) é agora definido como

B 47zgoh2
pe’
A nova constante de Rydberg Ry que substitui a entdo utilizada constante de Rydberg

(ver Eg. 3.38) R, da aproximagdo da massa infinita do ntcleo atomico (dai o simbolo o
utilizado) é definida por:

dp [3.54]

4
pe )z
Ry =——5—-—5=—R
3271285712 mg
[3.55]
~ Ry
Ry =—H
7 he

Com a correcao da massa nuclear finita, podemos recalcular os comprimentos de
onda das linhas de emissao/absor¢do das varias séries do atomo de hidrogénio e
comparar com o valor aproximado (aproximagdo da massa nuclear infinita) calculados
anteriormente. Esta correcdo esta ilustrada para as primeiras cinco linhas da série de
Balmer na Tabela 3.6. Podemos ver que as correcdes sdo importantes e efetam os
valores dos comprimentos de onda das linhas da série de Balmer ja na primeira casa
decimal. Esta diferenca pode ser facilmente verificada experimentalmente. Também,
esta correcdo para a massa finita afeta o valor do potencial de ionizagéo.

Considerando a correcdo da massa finita, podemos ir além. Para o atomo de
hidrogénio, é conhecido um is6topo natural, o deutério, cujo ndcleo atbmico é formado
com um préton e um néutron. Outro is6topo ndo natural é também conhecido e tem seu
nucleo atdmico formado com um proton e dois néutrons; este € o tritio. As massas
nucleares destes isotopos do atomo de hidrogénio sdo, respectivamente, m(deutério) =
3670,483 me e 5496,921 m, maiores que a massa do elétron. As massas reduzidas para
estes sistemas sdo mostradas na Tabela 3.7. Devido as massas nucleares serem
diferentes, podemos prever, para estes isotopos, seéries de transicOes eletronicas
equivalentes a do atomo de hidrogénio, porém deslocadas devido a corre¢cdo das massas
finitas. Por exemplo, utilizando as constantes de Rydberg Ry para o atomo de
hidrogénio, deutério e tritio, as primeiras linhas da série de Balmer destas espécies
podem ser calculadas e elas sdo mostradas na Tabela 3.7. O deutério tem a primeira
linha da série de Balmer deslocada por 0,179 nm para a esquerda (menor comprimento
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de onda) enquanto que o tritio apresenta um deslocamento ligeiramente maior de 0,238
nm, também para a esquerda. Embora esta diferenca seja de apenas ~0,2 nm, é possivel
obter espectros resolvidos com esta resolugdo, como mostrado na Figura 3.12. Na
verdade, uma diferenca tdo pequena como esta, guiada pelos resultados da teoria de
Bohr para o atomo de hidrogénio, é que levou a descoberta experimental do deutério em
1932.

Tabela 3.6: Comprimentos de onda A (em nm; 1 nm = 10~° m) previstos
para 0s processos de absorcdo ou emissao de radiagdo eletromagnética
que formam a série de Balmer para o atomo de hidrogénio. O primeiro
conjunto de valores corresponde ao uso da aproximacdo da massa

nuclear infinita
1 ~ (1 1
a2 Rw(zz B mzj

enquanto que o segundo conjunto de comprimentos de onda sdo
calculados utilizando a teoria correta com a massa finita para o nucleo
atdbmico, x =0,999456m,,

1 ~ (1 1
TRyl = __—
A H(Zz sz

Foi utilizado nestes célculo o valor de I-:éoo =10973731,568539 m*

para a a constante de Rydberg e §H - H ﬁe‘w . O potencial de ionizacdo
Mg

(PI) é obtido fazendo o valor de m infinito.

m Aproximacdo da
massa nuclear infinita Resultado correto
3 656,112 656,469
4 486,009 486,274
5 433,937 434,173
6 410,070 410,293
7 396,907 397,124
0 364,507 (PI) 364,705 (PI)

Tabela 3.7: Razéo u/me entre as massas reduzidas x do atomo de hidrogénio
e seus isotopos, o deutério e tritio e a massa do elétron.
Espécie My /Me ulme 12 linha da série de
Balmer (n=2<—m=3)

Atomo de
hidrogénio 1836,153 0,999 456 656,469 nm
Deutério 3670,483 0,999 728 656,291 nm
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Tritio 5496,921 0.999 818 656,232 nm

Figura 3.12: Parte do espectro de uma mistura
de atomos de hidrogénio e deutério. A linha
mais intensa corresponde a primeira linha da
série de Balmer para o atomo de hidrogénio
(maior abundéncia na mistura) enquanto que a
linha menos intensa corresponde a mesma
linha para o seu is6topo pesado, o deutério.

h) Extensdo do modelo de Bohr

Com o sucesso alcangado pelo atomo de Bohr, mas com as limitacdes que logo
foram reconhecidas e se impuseram como obstaculos insuperaveis (ver final da parte VI
desta série), tentativas foram feitas para se estender a aplicacdo deste modelo para
outros sistemas mais elementar da matéria, os atomos multieletrdnicos e as moléculas.
Também desejou entender, justificar ou enquadrar em bases tedricas mais fundamentais
0s quatro postulados de Bohr. A atencdo dada a um desses postulados abriu no periodo
de 1915-1920 novas perspectivas e possibilidades nesta dire¢do, embora, no final, a sua
eficacia tenha se limitado a poucos casos de interesse.

O postulado em questdo € o terceiro postulado de Bohr: As orbitas estacionarias
permitidas para o elétron se movimentar no 4tomo de hidrogénio sem emitir radiacéo
eletromagnética sdo determinadas para todos os valores da componente L, do seu
momento angular iguais a um multiplo inteiro da uma constante fundamental da
natureza, uma constante h, a constante de Planck, dividido por 2n. Anteriormente
escrevemos (ver Eq. 3.32):

L, = nL
27

H& alguma maneira de se obter esta condicdo utilizando métodos mais

elementares da fisica? A resposta € sim. Utilizando os preceitos da mecénica classica
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pode ser mostrado (a demonstracéo € elaborada e foge o escopo deste nosso estudo) que
integrais do tipo

I :qudq

sdo constantes para um movimento de uma particula (ou um conjunto de particulas)
submetida a uma energia potencial que condiciona um movimento ciclico periddico a
esta particula. A integral acima € sobre um ciclo deste movimento. O circulo incluido no
sinal da integral na notacdo acima indica justamente este processo de integragao ‘“sobre
um ciclo”. Por “momento conjugado” py & uma coordenada generalizada carece de
definicao.

Considere um sistema mecanico formado por um conjunto de n particulas de
massa mz, my, ..., m, movimentando-se sob a a¢cdo de uma energia potencial

V(X1 V1,21, X2, Y2, 2257 Xy Yo Zn)
Para este sistema podemos escrever sua energia cinética,

m .2 .2 ) mp .2 .2 ) m .2 .2 .2
Ecin:7(xl+3’1+Zl)+7(x2+YZ+22)+"'+7H(Xn+yn+zn)

Embora escritas em termos de coordenadas cartesianas e suas derivadas com
relacdo ao tempo (as velocidades cartesianas), ja sabemos que podemos utilizar
qualquer outro sistema de coordenadas para escrever estas energias potencial e cinética.
Fizemos isto utilizando as coordenadas esféricas polares (r, €, ¢) na busca da solugéo
das equacdes de Newton para o problema do atomo de hidrogénio, ver parte Il e IlI
desta série. Neste exemplo, as energias potencial e cinética do elétron movendo-se com
relacdo ao nucleo atdmico sdo escritas em termos do sistema de coordenadas cartesianas
como

e2

472'6‘0 \/(X2 n y2 n 22)
respectivamente, enquanto que em termos das coordenadas esféricas polares temos:

eZ

47[80r

V(X’ y! Z):_

e Egp =§(>‘<2 +y2 4 22)

V(r)=-

Egin :%[f2+ r2(¢)2sin? 0+ r2(0)?]

Nestes exemplos as coordenas (X,y,z) ou (r,d,¢) sdo chamadas de coordenadas
generalizadas nos respectivos (cartesiano e esférico polares) sistemas de coordenadas.
Vamos formar agora a diferenca

L = (Ecin — V)
da energia cinética e energia potencial de uma sistema de particulas. Esta diferenca L é
chamda de funcéo de Lagrange ou a “Lagrangeana” do sistema mecanico. O momento

conjugado py a cada uma das coordenadas generalizadas g (no sistema de coordenada
escolhido) deste problema mecénico é definido como a derivada parcial da funcdo de

75



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)
Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

Lagrange L com relagdo a “velocidade” ¢ (derivada com relacdo ao tempo) associada
a varidvel generalizada escolhida.

Por exemplo, considere a Lagrangeana L de um sistema mecanico genérico,
funcdo de duas coordenadas generalizadas g; e ¢, das “velocidades” generalizadas
(1 € Go edotempot

L0, G2, 1, G2, 1)
Com esta funcao pode obter os momentos conjugados p; e p, realizando as operacdes:

by = OL(th, G2, G, 6o, t)
' o

_ 0L(91,92, 61, G2.1)
? G2

Movendo para um caso real, podemos formar a funcdo de Lagrange para o
problema do atomo de hidrogénio que estamos estudando. Esta funcdo é formada, como
estabelecido acima, pela diferenca da energia cinética e energia potencial do sistema.
Usando um sistema de coordenadas cartesianas, escrevemos:

L(X,¥,2,X,Y,2,t) =Egn —V(X,Y,2)

e2

(compare com a Eq. 3.52). Utilizando a definicdo de momento conjugado, podemos

formar os momentos py, py € p, cartesianos conjugados as coordenadas cartsianas x, y e
z, para o sistema elétron-nucleo do &tomo de hidrogénio como

L(X, V.2, X, Y, Z,1) :%(x2 +y2+2%)+

oL XY,2,XY,zt .
Py ( y . y ) X
oL(x,y,2,%,y,z,t .
oL(X,y,2,X%,Y,2,t .
P, ( y " y ) 7

Estas sdo as expressdes conhecidas para o momento linear (ou quantidade de
movimento) tratadas nas disciplinas béasicas de Fisica que tratam dos problemas
mecanicos de uma ou um sistema de particulas.

Também podemos formar a funcdo de Lagrange para o modelo do atomo de
hidrogénio escrita em termos de outras coordenadas que nao seja 0 sistema de
coordenadas cartesianas. Por exemplo, em termos do sistema de coordenadas esféerico
polares, as energias cinética e potencial deste sistema sé&o, respectivamente,

Eqn = g[f2+ r2 ($)2sin2 0+ r2(0)?]
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e
2
V(r)=—-2
472'80I'
Com estas energias podemos forma a funcéo de Lagrange,
. 2
L(F,¢,0,1,0,0,t) = 22+ 12 (9)%sin? 0+ r2(0)% +
2 47zgor

e determinamos 0os momentos pr, Py € P, CONjugados as coordenadas esférico polares r,
feogp:

oL(r,9,0,r,0,0,t)
- =urt
Pr or .
0 _ aL(r,(Da 91.r1§01 eat) =u r2 ;pSinz o [356]
op
AL(f,9,0,1,0,6,1) 2 5
0 20 o

Com estas regras simples, podemos sempre escolher um conjunto de
coordenadas mais adequado para tratar problemas da dindmica ou do equilibrio
mecanico de um sistema de particulas e determinar os momentos generalizados
conjugados as estas coordenadas generalizadas.

Vamos retornar as integrais | do tipo 1=§ pqdq. Como afirmado acima, da

estrutura das equacdes da mecanica classica, pode-se mostrar que estas integrais sdo
constantes para um movimento ciclico de uma particula (ou um conjunto de particulas).
Um movimento ciclico impde que uma particula (ou um sistema de particulas)
observada em um tempo inicial to arbitrario na posicéo

(X0 Y0 Z0)
e momento

(Pxo: Pyo: Pz0)
iniciais, visitem, durante um intervalo de tempo At, uma sequéncia de novas posicoes
(X1,¥1,21)—(X2,¥2,22)—(X3,Y3,23)—...—(Xn,Yn,Zn) COM a respectiva seqiiéncia de

momentos (Pxi.y1,21)— (Px2:Py2,Pz2)— (Px3:Py3,Pz3)— . . .—(Pxn,Pyn,P) tal que, transcorrido
0 intervalo de tempo At, a particula (ou um sistema de particulas) retorno a

posicdo (X, Yo,Zp) € momento (Pxg, Pyo, Pzo) iniciais. A Figura 3.13 ilustra um

movimento ciclico irregular (Fig. 3.13a) e regular (Fig. 3.13b) de uma particula.
A integral qudq € uma constante, cujo valor numérico é um numero real

positivo, negativo ou mesmo zero. O valor exato desta constante depende do tipo de
problema mecanico abordado e as condi¢fes iniciais impostas. Entretanto, com o
fervilhar das novas descobertas feitas para 0 comportamento da radiagdo e dos atomos
na primeira e inicio da segunda década do século XX, logo foi percebido que uma nova
mecanica (hoje chamada de mecanica quantica antiga) podia ser fundada postulando
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que as integrais do tipo I={ pqdq descrevendo movimentos ciclicos tenham somente

valores iguais a multiplos inteiros da constante de Planck. Isto &, foi postulado que

I =§ pqdq =nh ; n=0123,.. [3.56]

Estas condi¢fes (uma para cada para de coordenada generalizada g e momento
conjugado generalizado pg), validas para as coordenadas que descrevem os movimentos
ciclicos de uma particula (ou um sistema de particulas), criam uma nova mecéanica que
se sugeria ser adequada para descrever o comportamento de elétrons nos atomos. Uma
nova mecanica diferente da mecanica de Newton que conhecemos justamente pela
introducdo da constante de Planck h (e seus multiplos inteiros) como resultado da
integral 1. Na mecénica de Newton ndo ha nenhum lugar especial para a constante de
Planck. E muito menos um resultado tdo especifico como estabelecido pela condigédo
3.56. Estas condi¢des, Eq. 3.56, sdo denominadas regras de quantizacdo de Bohr-
Wilson-Sommerfeld (BWS).

A J
A J

pl\
(XoPx0) /_\(x[)@xﬂ)

b
@ (b)

Figura 3.13: Exemplo de movimentos ciclicos unidimensional de uma
particula. Caso (a) movimento periddico irregular, caso (b) movimento
periddico regular.

Na sua formulacdo para o modelo de um atomo, especificamente o 4&tomo de
hidrogénio, Bohr renuncia a um resultado verdadeiro da Mecénica de Newton, valido e
suficientemente verificado experimentalmente. Esta renuncia é feita pelo seu terceiro
postulado que estabelece que “as orbitas estaciondrias permitidas para o elétron se
movimentar no atomo de hidrogénio sem emitir radiacdo eletromagnética sdo
determinadas para todos os valores da componente L, do seu momento angular iguais a
um multiplo inteiro da uma constante de Planck dividido por 2m:”

L, =n

2r
Este postulado pode ser explicado admitindo como validas as regras de quantizacéo de
BWS. Para isto, observe a expressdo do momento p,,, momento conjugado a variavel

angular ¢, da Eq. 3.56:
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Py = u r? psin® 6

Esta expressdo ndo nos é desconhecida. Ja a encontramos anteriormente, com a
Unica diferenca em ter 14 sido escrito a massa do elétron m. em lugar da massa reduzida
., ver Eqg. 3.17 e texto que se segue, na parte IV desta série de texto. Também, obtemos
anteriormente que, no estudo da estabilidade mecéanica do atomo de hidrogénio, este
momento conjugado p, € uma constante. Deste modo, a integral de BWS para o
movimento ciclico do elétron no &tomo de hidrogénio ao longo da coordenada angular
o, 0< @<2m,

nh :ff p¢d¢ = p(D:deD :p¢(27[)
ou
Pp = nl
4 27
Mas também mostramos na parte 1V que o momento p,, conjugado a variavel angular ¢
é, nada mais nada menos, que a componente L, do momento angular do elétron no
atomo de hidrogénio. Desta forma, podemos escrever, para p, = L,
L, = nL
2r
que coincide com a relacdo fundamental do terceiro postulado de Bohr.

As regras de quantizacdo de BWS incluem o terceiro postulado de Bohr e
podem, assim, serem consideradas como postulados mais fortes (que o terceiro
postulado de Bohr) na criacdo de uma nova mecanica, a mecanica quantica antiga. Na
préxima série de textos vamos explorar um pouco mais estas regras de quantizacdo para
determinar as energias caracteristicas dos movimentos de rotacdo e vibracdo de
moléculas diatdmicas e, também, fazer uma descricdo e previsdo simplificada dos
espectros produzidos pela acdo da luz em moléculas diatbmicas devido a esses
movimentos de rotagdo e vibracdo moleculares.

Historicamente, Sommerfeld reconsiderou em 1916 os célculos feitos por Bohr
para 0 modelo formulado do &tomo de hidrogénio, incluindo as trés regras quantizacdo

f prdr =n.h

f pyde =n,h

if p9d9 = ngh
uma para cada movimento periddico do elétron nas coordenadas radial r e angulares ¢
e 6, e nimeros quanticos n,=1,23, ..., n,=1,23,... e nF=1,23,... . Destes estudos,

Sommerfeld obteve uma expresséo analoga a obtida por Bohr, ver Eq. 3.52 (com Z=1),
para a energia do elétron no atomo de hidrogénio. Porém, seus estudos mostraram que
além das trajetdrias circulares deduzidas por Bohr, também trajetdrias elipticas sé@o
possiveis para 0 movimento elétron neste atomo; na Figura 3.14 algumas destas orbitas
circulares e elipticas sdo apresentadas.
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O grande avanco conseguido por Sommerfeld foi, entretanto, quando as regras
de quantizacdo de BWS sdo aplicadas ao atomo de hidrogénio, mas permitindo que a
massa do elétron seja uma funcdo de sua velocidade. Este tipo de situacdo é observado
sempre que a velocidade v do elétron em um atomo se aproxima do valor da velocidade
da luz (a velocidade da luz tem o valor c=299 792 458 m s™). Neste caso um tratamento
baseado na mecénica relativistica de Einstein € mandatorio. Nesta teoria a massa de uma
particula varia com sua velocidade de acordo com a formula

Nesta expressao, mp é a massa de uma particula em repouso, isto é, a sua massa
quando sua velocidade € igual a zero, v=0. Note que, de acordo com a formula de massa
de Einstein, a medida que a velocidade da particula se aproxima da velocidade da luz, o
termo (v/c) torna-se préximo de 1 (um), o denominador da fracdo torna-se proximo de 0
(zero) e a massa da particula torna-se muito grande, tendendo a um valor infinito.

Figura 3.14: Algumas Orbitas elipticas
permitidas pela teoria de Sommerfeld para o
elétron no 4tomo de Hidrogénio. k corresponde
ao ndmero quantico momento angular total,
k=ngtn, € n € 0 numero quantico total,
definido como n=n,+k.

Do tratamento relativistico de Sommerfeld feito para o atomo de hidrogénio, foi
mostrado que todas as linhas das séries espectrais entdo interpretadas (série de Lyman,
série de Balmer, série de Paschen, série de Brackett, série de Pfund, etc.) sdo
desdobradas em um dupleto, isto €, na verdade cada uma das linhas destas séries
espectrais sdo, na verdade, formadas por um par de linhas. Este desdobramento de
linhas interpretado por Sommerfeld é chamado de desdobramento fino (das linhas
espectrais do atomo de hidrogénio). A Figura 3.15 ilustra a primeira linha da série de
Balmer para o 4&tomo de hidrogénio (o par de linhas mais intenso) e de seu is6topo
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pesado, o deutério (o par de linhas menos intenso), registrada em um espectrdmetro cuja
resolucdo permite resolver o dupleto da estrutura fina.

Os dupletos observados experimentalmente para todas as linhas das séries
espectrais do &tomo de hidrogénio e explicado pela primeira vez por Sommerfeld no seu
tratamento relativistico do &tomo de hidrogénio tém, surpreendentemente, outra origem.
Estes dupletos sdo causados por uma outra propriedade intrinseca que o elétron tem, e
que ainda ndo descobrimos nesta série de textos: além de uma massa e carga
caracteristicas, o elétron comporta-se como um ima microscopico, possuindo também
um momento de dipolo magnético (dois polos magnéticos, norte e sul) préprio. Deste
dipolo magnético elementar de um elétron surgem, além das interacdes elétricas que
exploramos amplamente, interagdes magnéticas no atomo de hidrogénio que, entre
outros efeitos, ddo origem ao desdobramento fino das linhas espectrais do &tomo de
hidrogénio. Este dipolo magnético elementar do elétron é denominado spin. Aqui temos
a novidade: elétrons tém spin. VVotaremos a tratar desta nova propriedade eletrénica
mais tarde nesta nossa disciplina. Finalmente, apenas como informacdo suplementar,
neste momento, prétons e neutros, as particulas que formam um nacleo atdmico, assim
como o préprio nucleo atbmico, possuem todos esta propriedade magnética intrinseca
elementar de spin. Utilizando o spin do ndcleo dos atomos de hidrogénios, *H, e do
isétopo °C do carbono (entre outros nicleos atdmicos) é que estd fundamentada a
técnica experimental moderna da ressonancia magnética nuclear (RMN) propriedades,
muito utilizada atualmente em diagndsticos médicos, controle de qualidade de materiais
e na elucidacdo de estrutura de substancias como método analitico.

Embora atraentes e promissoras, as regras de quantizacdo de BWS né&o tiveram o
sucesso desejado nas tentativas de aplicacbes para a descricdo e interpretacdo das
estabilidades mecénicas de atomos multieletrénicos e moléculas. Muito menos
esclarecimentos trouxeram estas regras para 0 proprio conceito de ligacdo quimica.
Desta forma, entrando na segunda metade da segunda década e no inicio da terceira
década do século XX, ndo obstante os grandes esfor¢cos ainda empreendidos por Bohr,
Sommerfeld e outros pesquisadores, 0 que se viu foi o declinio da mecénica quéntica
antiga até que uma nova mecénica Quantica foi formulada e desenvolvida por
Heisenberg, Schrodinger, Born entre varios outros pesquisadores importantes que
empreenderam esta jornada ja a partir do ano de 1923.
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Intensidade
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Figura 3.15: Primeira linha da série de Balmer
para 0 atomo de hidrogénio (H) e de seu
isétopo pesado, o deutério (D), registrada em
um espectrdmetro cuja resolucdo permite
resolver o dupleto da estrutura hiperfina da
transicdo eletrénica n=2«—m=3.

Continuamos no nosso proximo encontro tratando alguns aspectos importantes
do segundo e quarto dos postulados de Bohr e tentando superara as dificuldades
relatados nos itens b) e ¢) da lista esbogada no final da parte VI desta série de textos.

i) Uma palavra final

Durante todo o desenvolvimento do modelo robusto para o &tomo de hidrogénio
formulado por Bohr e estendido por Sommerfeld, ambos o elétron e o ndcleo atdmico
sdo trados como particulas.

Relembrando, particulas sdo objetos da fisica que possuem massa, ocupam uma
posicdo muito bem definida no espaco para cada tempo t especificado e para uma forca

F aplicada & este corpo, percorre uma e uma Unica trajetoria a0 mover-se de uma
posicdo espacial inicial (x, i, zij) no tempo inicial t; até alcancar a posicao final (s, s, Zf)
no tempo t;. Esta trajetdria é totalmente determinada pela equacdo de Newton do
problema e as condigOes iniciais especificando a posicdo (Xo, Yo, Zo) € velocidade (vyo,
Vyo, Vz0) para algum tempo t, da dinamica desta particula. Eventualmente, em lugar
destas condig0es iniciais, condigOes estabelecendo a conservagdo da energia total do
sistema, conservagdo de seu momento linear (quantidade de movimento) total e
conservacao do momento angular podem ser proveitosamente utilizadas.

Exatamente este programa tracado no pardgrafo acima foi utilizado para se
determinar as condi¢fes envolvidas na determinacgdo da estabilidade do sistema elétron-
nucleo atbmico que forma o modelo do 4&tomo de hidrogénio. Em particular todo o
processo desenvolvido foi a determinacdo das trajetorias do elétron no atomo, para as
diferentes escolhas das componentes L, do seu momento angular.
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Desta forma, até onde desenvolvemos o estudo sobre a estrutura do atomo (de
hidrogénio), elétron é uma particula. Na mais completa acepcao deste conceito da fisica.

Finalmente, queremos elucidar, interpretar e conhecer a estrutura da matéria e
suas propriedades fisicas e quimicas. Aceitando a teoria atomistica (matéria é formada
por atomos), o estudo da estrutura e dindmica de um atomo é um ponto de partida para
atingirmos nosso objetivo. E dentre todos os atomos, o a&tomo de hidrogénio é o mais
simples de todos. Por isto estamos dedicando toda nossa atencdo a esta entidade
elementar da mateéria.

83



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)

Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

Auto-avaliacao

1)

2)

O estudo das particulas sub-atdmicas revelou a existéncia de uma particula de massa
m. idéntica a massa do elétron porém com uma carga positiva +e, em lugar da carga
negativa —e caracteristica do elétron. Esta nova particula recebeu o nome de
positron.

Por formarem um par de particulas com cargas opostas, logo surgiu a concepcao de
se formar um atomo com o par elétron-positron, pela simples substituicdo do préton
no atomo de hidrogénio pelo positron neste atomo exotico. De fato, este atomo
exotico foi descoberto e recebeu 0 nome de positronium.

a) Calcule a massa reduzida do positronio

b) Calcule o tamanho do positrénio. Isto &, calcule o raio da primeira 6rbita de
Bohr para este sistema exotico. Compare este valor com o tamanho do atomo de
hidrogénio. Que conclusédo pode ser formulada desta comparacéo?

c) Calcule a posicdo das 3 primeiras linhas de transicdes eletrénicas das séries
equivalentes a de Lyman e de Balmer para o positrénio. Forneca seus resultados
em comprimento de onda (em nanémetros) e em energia (use unidades de
elétron-volts).

d) Qual a regido do espectro eletromagnético devemos procurar por evidéncias
espectroscopicas para a formacéo do positronio?

e) Qual o potencial de ionizagdo (PI) previsto para o positronio? D& sua resposta
em unidades do elétron-volt.

O fon C°* é formado em plasmas (estado da matéria contendo uma sopa de fons e
elétrons) formados a temperaturas elevadas. Evidéncias da presenca de carbono em
um ambiente estrelar podem ser procuradas dispersando a luz que nos chega a terra
vinda de uma estrela e procurando por transicBes eletrbnicas desta espécie
hidrogendide. Nestas pesquisas, podemos nos guiar a partir de previsdes tedricas
que possam ser feitas. Vamos fazer alguns exercicios para algumas destas previsoes
gue podem ser Uteis a um astroquimico, procurando por evidéncias para a presenca
de atomos ou ions de carbono em um ambiente estrelar?
Considere o is6topo **C de nlimero de massa 12 (doze) para o carbono.

a) Calcule a massa reduzida do sistema hidrogenoide C**.

b) Calcule as 3 primeiras linhas de transi¢Oes eletronicas das séries equivalentes a
de Lyman, Balmer, Paschen e Brackett para este fon C°*. Forneca seus
resultados em comprimento de onda (em nanémetros).

c) Qual a regido do espectro eletromagnético devemos procurar por evidéncias
espectroscopicas para a presenca de C>* em uma estrela?

d) Nesta pesquisa, ha a possibilidade de se confundir sinais espectroscopicos dos
fons 'B** ou *N°®*" como sendo sinais devido ao C>*? Justifique amplamente sua
resposta.
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3)

4)

5)

6)

7)

e) Como poderiamos determinar a presenca de variedades isotopicas do carbono
(*2C e °C ou outros) neste ambiente estrelar?

f) Calcule a primeira linha para a transicéo eletronica das séries equivalentes a de
Brackett para os fons *?C°* e *3C>*. Forneca seus resultados em comprimento de
onda (em nandmetros). Compare estes numeros e informe se sera possivel
resolver estas duas linhas em um espectro cuja resolucao é de 1 nm. A resolucdo
de um espectrometro € a medida da menor separacdo (a melhor precisdo) com
que duas linhas espectroscopicas podem ser medidas e resolvidas
individualmente.

O ion He" é abundante na matéria que forma a coroa do nosso sol. Esta conclusio
foi obtida através de diversas observacdes e medidas da luz que recebemos deste
astro na terra. Faca a previsdo teorica para a regido do espectro eletromagnético
onde as transicdes m=3«—n=2, m=4«—n=2 e m=4«—n=3 para cada um dos is6topos
*He* e “He* devem ser procuradas na luz recebida do sol.

O que sdo is6topos? Dé e descreva duas maneiras experimentais diferentes que
istopos de um determinado atomo podem ser observados e estudados
experimentalmente.

Faca uma pesquisa simples na literatura cientifica e responda: quantos is6topos
possuem os atomos de ferro, zinco, niébio e uranio? Qual a abundancia natural que
estes isotopos sdo distribuidos na natureza?

a) Calcule o centro de massa para o conjunto de um nucleo atémico e seus 10 (dez)
elétrons do isétopo *Ne do atomo de nednio. A massa do nicleo deste 4tomo vale
19,992440 uma. b) Calcule o centro de massa para o conjunto de um nucleo atbmico
e seus 2 (dois) elétrons do isotopo “He do atomo de hélio. A massa do niicleo deste
atomo vale 4,002603 uma.

¢) Em qual destes dois 4tomos, “’Ne ou “He, o centro de massa fica mais proximo da
posicdo do nucleo atdmico? Justifique sua resposta.

A energia cinética de um oscilador harménico simples unidimensional (OHS-1D)
formado por duas particulas de massa ma € mg presas por uma mola de constante
elastica k (ver primeiro exercicio da segunda lista de problemas) é conhecida pela
expresséao

Ecin = %/J X2
onde x é a massa reduzida deste sistema e X a velocidade relativa entre as particulas
A e B. A energia potencial deste sistema € dada por

V(x)=%k(x—xeq)2

onde Xx¢q € a posicéo de equilibrio destas duas massas.
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8)

b)

c)
d)

f)

Escreva a expressdo da funcdo de Lagrange para este sistema.

Encontre a expressdo do momento linear cartesiano px conjugado a variavel x.
Escreva a expressdo da energia total E para este sistema.

Utilizando a expressédo da energia total escrita no item c) acima, encontre uma
férmula que permita o célculo do momento linear px em fungdo da coordenada x
e na dependéncia de uma energia total constante & da massa reduzida « e da
constante de forca k deste sistema.

Utilize a regra de quantizacdo de BWS e determine todas as energias permitidas
& (n=1,2,3,..) para um OHS-1D. Expresse seu resultado em termos da
frequiéncia natural de oscilacdo vq deste oscilador harménico, definida por:

o=t K
027r,u

Com as energias obtidas acima, determine as diferengas de energia (&. — &)
para as transigdes quanticas ocorrendo entre os estados quéanticos m«—n.

A energia cinética de rotacdo uma molécula diatdmica formada por duas particulas
de massa ma e mg presas por uma ‘“haste” rigida de comprimento re, € dada pela
expressao (ver figura abaixo)

1 °2
Erot =§|(0

Nesta formula, |1 € o chamado momento de inércia do sistema, é dado por

| =,ure2

Acima, u é a massa reduzida e g =@ é a velocidade angular de rotacéo deste
sistema de particulas.

a)
b)

r
=
ma Mg

Fa

Rotagdo de uma molécula diatbmica em
torno de um eixo perpendicular ao eixo
molecular.

Escreva a expressdo da funcéo de Lagrange para este sistema.
Encontre a expressdo do momento angular p, (ou L;) conjugado a variavel .
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c) Considerando um momento angular p,, (ou L;) constante para este movimento de
rotagdo de uma molécula diatdmica, utilize a regra de quantizacdo de BWS para
este movimento angular e determine todas as energias E;, no numero quantico
1=1,2,3,..., pra este sistema em termos do seu momento de inércia I.

d) Com as energias obtidas acima, determine as diferencas (E; — Ex) para as
transi¢Bes quanticas ocorrendo entre os estados quéanticos I<—k.

9) As regras de quantizagdo de Bohr-Wilson-Sommerfeld (BWS) estabelecem que as
integrais ciclicas {pqdq € uma constante, com um valor numérico igual a um

maltiplo inteiro da constante de Planck:
fpgda=nh ; n=123..

Nesta integral, p; € 0 momento conjugado da coordenada generalizada g.
Considere um problema de uma particula livre (forca nula) confinada em uma
caixa de potencial unidimensional de comprimento L, ver Figura abaixo,

0 L X

rd L L

Y
Uma particula de massa m confinada em
uma barreira de potencial.

Para este problema, escolhendo a coordenada x para descrever a posicdo da
particula em algum tempo t, 0 seu momento generalizado € py. A energia total desta
particula é igual a sua energia cinética,

p2

2m
sempre que estiver movimentando-se dentro da caixa de potencial, 0 < X < L. Esta
particula € proibida de movimentar-se fora da caixa.

Etot = Ecin =

a) Considerando o momento generalizado px como uma constante, utilize a regra de
BWS e determine todos os valores que py pode assumir.

b) Com os valores possiveis encontrados para pyx no item (a) acima, escreva a
expressao da energia total desta particula confinada na caixa de potencial.

c) Qual ¢é a energia do estado fundamental de uma particula confinada em uma
caixa de potencial?
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d) Considere um elétron (massa m.=9,1x10~*! Kg) confinado em uma caixa de
potencial de comprimento de 3 A.
i. Determine a energia (em unidades de eV) da transicdo quantica
n=3«—n=2 deste elétron nesta caixa de potencial.

ii.  Qual o comprimento de onda (em unidades de nm) da luz necessaria para
promover esta transicdo quantica?

10) O que é o spin de um elétron?

11) Faca uma pesquisa simples na literatura cientifica e responda: qual € o spin de
a) préton
b) néutron
c) um nucleo do &tomo de hélio (a particula o)
d) um ndcleo de atomo de *2C
e) um nucleo de atomo de *C

12) Baseado nas suas propriedades fisicas, como podemos distinguir um proton de um
elétron? E como podemos distinguir um elétron de outro em um sistema de dois

elétrons?

13) O que é um desdobramento fino de uma transicao espectroscopica observada para o
atomo de hidrogénio?
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Aula 6

® elétron comporta-se como uma particula

O modelo mais bem sucedido para o &omo de Hidrogénio, até o ponto onde
estudamos, foi conseguido por Bohr. Recapitulando, o &tomo de hidrogénio é formado
pela composic¢do de um ndcleo atdmico de massa m, (1,67262158x107%" Kg), carga +1
unidades eletrostaticas de carga (1 unidade eletrostatica de carga = 1,60217646x10°*°
C) e um elétron de massa me=9,10938188x107*! Kg) e carga -1 unidades eletrostéticas
de carga (e=1,602x107*°C). Nesse modelo, o elétron e um nicleo atbmico movimentam-
se em torno do centro de massa deste sistema e as distancias elétron-nlcleo r, sdo
conhecidas pela formula de Bohr,

= n2a0 [4.1]
onde ap, 0 raio da primeira orbita de Bohr é definido por:
_ 4ﬂ80h2
B 2
Mee
e tem o valor de ag =0.529177 21092(17) x1070 m.

As energias totais envolvidas neste sistema eletronico, a soma das energias
cinéticas do elétron e do nlcleo atbmica mais a energia potencial Ve, de atracdo
Coulombiana elétron-ntcleo, sdo conhecidas pela relacéo:
me’ 1 218x107°8
8g§h2 n? n?

(o € a chamada constante de permissividade do vacuo, &= 8,85418782x107*2
C°’N*m™). Para se obter esta relacéo a condicéo de quantizacio de Bohr

E,=- J [4.2]

L, =—
Loon

foi utilizada. Nas expressdes para a quantizacdo do momento angular e do calculo da
energia E,, temos “n” um ndmero inteiro positivo e diferente de zero (n=1,2,3,4 ...) e
“h” a chamada constante de Planck, h = 6,626068><10_34 Js.

Um ponto muito importante incluido do modelo de Bohr é que o elétron é
considerado como uma particula.

Por particula entendemos um objeto fisico que possui uma massa m, tendo uma
forma definida e ocupando um volume no espaco. Por exemplo, podemos incluir na
categoria de particulas uma bola de ténis, uma pedra utilizada em um calgamento de
ruas, um gréo de poeira, uma gota de chuva que cai, um avido (estacionado ou voando),
um satelite artificial, a lua, os planetas em geral, o sol, etc.. Uma particula pode estar em
um estado de repouso (sem movimento, com uma velocidade zero com referéncia a um
observador) ou em movimento. No segundo caso a essa particula € associada uma
velocidade “v” (com relagdo a um observador), que pode permanecer constante ou

variar a medida que o tempo transcorre.
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Uma particula movimenta-se no espago e no tempo ao longo de uma trajetoria
muito bem definida. O conceito de trajetorias para 0 movimento de elétrons foi utilizado
na interpretagdo dos raios catddicos (elétrons movendo-se nos tubos de descarga de
gases e no modelo de Bohr para o &tomo de hidrogénio).

A trajetdria seguida por uma particula é dada pela seqiiéncia de pontos (r(t), v(t))
de sua posicdo e velocidade no espaco para cada tempo t dado, ver Figura 4.1. Uma
trajetdria fechada é denominada de Orbita.

A
v(t)

t=tay, (ra1,va1)

o
as -
ettt .
- .

t=tgg, (reo Vo)

t=to, (ro,vo) =¥~ / >

t=t3s, (ras, Vas) rlt)

Figura 4.1: Exemplo de uma trajetdria seguida por uma
particula de massa m. Na ordenada temos v(t), a
velocidade da particula no tempo t e na abscissa esta
representada a posicdo r(t) da particula no mesmo
tempo t.

O célculo da trajetoria seguida por uma particula de massa m, como vimos em
depende anteriormente, depende de sua posic¢éo T e velocidade Vj iniciais, quantidades

observadas em um tempo inicial to, e da forca F que atua nesta particula durante todo o
intervalo de tempo em que ela realiza seu movimento. A equac¢do que permite o célculo
de qualquer trajetéria de uma particula de massa m é a equacdo de Newton,

F=ma
Nesta equacdo, a = F(t) é a aceleracdo adquirida pela particula.
Para cada conjunto de condig@es iniciais (fy,Vg) e uma dada forca F que atua

sobre uma particula de massa m, sua trajetoria é Gnica. Unica no sentido de que s&o
nulos os erros Ar(t) e/ou AV(t)) nos valores da posicéo e a velocidade, para qualquer
tempo t (passado ou futuro) de movimento da particula considerada.

Dito de uma forma alternativa, para uma dada condigéo inicial (ip,Vp) e forca

F atuando em uma particula de massa m, todo o passado e futuro de seu movimento
(isto é, sua posicdo r(t) e velocidade V(t)) € completamente conhecida em qualquer
tempo t. Temos um programa totalmente deterministico para 0 movimento de uma
particula.
Vimos que o elétron mostra toda uma dindmica compativel com o conceito de
particula. O elétron é uma particula.
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® elétron comporta-se como uma onda

Através de consideracOes teoricas apresentadas por Luis de Broglie em 1924 foi
proposto que o elétron tem um carater ondulatério. Um comportamento ondulatério
cuja onda tem um comprimento de onda A dado pela relacdo de Broglie (ver Atkins,
Cap. 8, secdo 8.2)

A= h [4.3]
p
Na relacdo de de Broglie, p € 0o momento linear do elétron,
p=mev [4.4]

me Sua massa e v sua velocidade linear.

O elétron tornou-se assim, um objeto natural que tem a estranha propriedade de
se comportar como uma particula e como uma onda. Um comportamento dual onda-
particula. Ja tivemos a oportunidade de analisar algumas situacdes onde o elétron é
tratado como uma particula por exceléncia. Por que ndo notamos nestes casos 0 seu
comportamento ondulatério? Mas precisamente, por que ndo notamos ainda através da
analise de algum resultado de observacdo experimental que o elétron tem um
comportamento ondulatério? Para se ter uma resposta a esta pergunta, vamos calcular
alguns comprimentos de onda para situagdes tipicas do elétron.

Nos experimentos com 0s raios catodicos, a velocidade adquirida pelos elétrons
depende do potencial acelerador V, (ver segundo texto auxiliar). Para um potencial
acelerador de 2000 V a velocidade ganha pelo elétron é v=2,65x10" m s™. Para esta
velocidade, 0 momento linear p do elétron vale,

p = (9,109x10' Kg)x(3x10’ m s™) = 24,1x10** Kgm s™*

Usando a relacdo de de Broglie, Eg. 4.3, podemos calcular o comprimento de onda deste
elétron,

6,626 x107>% Js
A= —24 -1
241x10 “*Kgms
Isto equivale a 1=0,028 nm. Note que quanto maior for a velocidade do elétron, menor é
0 seu comprimento de onda de de Broglie.
E no atomo de hidrogénio? Quanto vale o comprimento de onda de de Broglie
do elétron? Isto depende da oOrbita que ele se encontra. Utilizando a Eq. 3.23 do terceiro
texto auxiliar (ver parte 1V)

=28x10 1 m

1 €2 2
Areq r2

e, usando a relagdo v=wr entre a velocidade linear v e velocidade angular o de uma
particula, a Eg. 4.1 junto com a definicdo de ao, 0 raio da primeira Orbita de Bohr,
obtemos:
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V= ho1 [4.5]

Medg N
Para n=1, o estado fundamental do elétron no atomo de Bohr, sua velocidade, utilizando
a Eq. 4.5, é vp=2,19x10° m s™*. Com esta velocidade, o comprimento de onde de de
Broglie para o elétron no estado fundamental do atomo de hidrogénio é, utilizando as

Eqgs. 4.3e 4.4,
1 6,626 x10734 Js
(9,109 x10731 Kg) x (2,19x108 ms ™)
Isto equivale a 4=0,33 nm.
Em ambos os casos o comprimento de onda de de Broglie associados ao elétron

€ muito pequeno, algo como centésimos (primeiro exemplo) ou décimos (segundo
exemplo) do nanémetro.

—33x10 9 m

Como sabemos dos nossos estudos previos de Fisica (ver, entre outros, um
experimento realizado em Fisica Experimental Il onde o efeito da difragdo de uma luz
de um laser foi utilizada para medir a espessura de um fio de cabelo) de, o
comportamento ondulatério de fenémenos fisicos pode sempre ser reconhecido,
identificado e caracterizado pelos efeitos de difracdo que podem ser produzidos.

Difracdo é um fenbmeno que ocorre quando uma onda atravessa um orificio ou
contorna um obstaculo cuja dimensao € da ordem de grandeza do seu comprimento de
onda A. Ao contornar um obstaculo ou atravessar um orificio, uma onda segue
diferentes caminhos de comprimentos variados e destas trajetdrias alternativas seguidas
h& um desvio na direcdo de propagacédo da onda, ver Figura 4.2.

onda incidente  onda difratada onda incidente  onda difratada

(d) (b)

Figura 4.2: Difracdo de uma onda por uma fenda (a) e por um obstaculo (b).

O fenébmeno da difracdo pode ser utilizado para se detectar o comportamento de
onda de um elétron e medir suas caracteristicas ondulatorias. Porém, para se explorar
este efeito € necessario criar experimentos em que elétrons passem por fendas (ou sejam
lancados em direcdo & um obstaculo) cujas dimensdes sejam da ordem do seu
comprimento de onda. Vimos acima exemplos de comprimentos de ondas de de Broglie
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que elétrons terdo nos casos retratados. Estes comprimentos de onda 4=0,028 nm e
A4=0,33 nm, sdo muito pequenos para as dimensdes do dia-a-dia e instrumentos
ordinariamente utilizados no laboratorio. Rotineiramente estamos acostumados com
dimens6es da ordem do milimetro (10~ m) ou décimos de milimetros (10™* m). Para
objetos menores, podemos utilizar os microscépicos e ver, por exemplo, células cujas
dimens6es sdo da ordem de 10 um (1 pm = 1 micrémetro = 107° m). Estas dimensdes
mindsculas ainda sdo coisa de ordem de 10* a 10° maiores que as dimensées que
necessitariamos para serem utilizadas como fendas ou obstaculos para se ver efeitos de
difracdo de elétrons e, assim, verificar seu comportamento ondulatério. Desta forma,
entendemos a razdo do comportamento ondulatério ndo ter sido até entdo reconhecido
ou identificado experimentalmente. As evidéncias experimentais deste comportamento
ondulatério irdo requerer procedimentos e o desenvolvimento de equipamentos
experimentais em que dimensfes muito reduzidas, dimensdes da ordem do décimo ou
centésimo do nanémetro, possam ser manipuladas.

Interessante notar que as dimensdes de fendas necessarias para se poder observar
efeitos de difracdo com elétrons sdo da ordem do tamanho do &tomo. Vimos
anteriormente que o atomo de hidrogénio no seu estado fundamental pode ser
imaginado como uma esfera de raio ap, 0 raio da primeira 6rbita de Bohr. Mas,
sabemos, a,=0,529 A = 5,29 nm. Ainda é um namero relativamente grande (coisa de
100 a 1000 vezes maior) que os comprimentos de onda de de Broglie estimados para o
elétron. Porém, uma ideia interessante possa ser utilizar um arranjo de atomos cuja
separacao entre eles seja da ordem do angstrom e utilizar este arranjo como um conjunto
de fendas por onde um elétron possa atravessar e mostrar um efeito de difracdo. Se
ajustarmos a velocidade do elétron para um valor adequado, pela relacdo de de Broglie,
Eq. 4.3 e EQ. 4.4, um comprimento de onda de de Broglie da ordem de alguns angstrons
pode ser obtida para o elétron. Vamos fazer uma estimativa.

Um feixe de elétrons produzidos pelo aquecimento de um fio ou uma placa fina
metalica (ver o segundo texto auxiliar e observe a parte do catodo na montagem de um
tudo de descarga de gases) pode ser acelerado por uma diferenca de potencial V, e, desta
aceleracdo, obter uma energia cinética E; quando estiver a 1 m de distancia do ponto em
gue comecou a ser acelerado. Para 1 Volt da diferenca de potencial acelerador V, a
energia cinética ganha pelo elétron e igual a 1 eV (ver segundo texto auxiliar). Esta
energia cinética equivale a 1,602x107*° J. Podemos, assim, escrever que a energia
cinética ganha pelo elétron depois de viajar 1 m de comprimento por um potencial
acelerador V, vale:

Ein = %mev2 =eVy

ou

P =mMeV =.2mqeVy [4.6]

Na Eg. 4.6, p € o momento linear do elétron acelerado e e a carga eletronica
elementar (e=1,602x10~° C). Levando o valor do momento linear do elétron da Eq. 4.6,
na relacdo de de Broglie, Eq. 4.2, obtemos,
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h
N
\2meeVy

Inserindo os valores da constante de Planck, a massa e a carga do elétron na
equacao acima, podemos escrevé-la, de forma mais simplificada,

1,22

A=
Va(Volts) /2

[4.7]

Para potenciais aceleradores V,=1V, 10 V, 100 V e 1000 V, os comprimentos de
onda de de Broglie obtidos para o elétron sdo 1,22 nm, 0,38 nm, 0,12 nm, 0,04 nm,
respectivamente. Estes comprimentos de onda sdo todos da ordem do comprimento de
onda de radiagdes eletromagnéticas da regido dos raios-X e sdo adequados para mostrar
efeitos de difracdo dos elétrons se utilizarmos arranjos de 4&tomos com separacao entre
eles da ordem de algumas poucas dezenas de nanémetro como um conjunto de fendas
por onde um elétron possa atravessar. Um dispositivo como este pode ser obtido com
um solido cristalino. Um solido cristalino € um estado fisico da matéria onde,
microscopicamente, as particulas que formam este sistema estdo arranjadas de forma
regular e periddica ao longo da extensdo (largura, comprimento e altura) do soélido, ver
Figura 4.3.

Figura 4.3: Modelo de um sélido
cristalino de arranjo cubico.

Em 1927, dois pesquisadores Americanos, C.J. Davisson e L.H. Germer
realizaram um experimento onde os efeitos ondulatérios de elétrons foram
evidenciados. Estes autores estavam realizando experimentos de espalhando de elétrons
incidindo sobre superficies de niquel quando, por um acidente, este alvo tornou-se um
material composto por um grupo de cristais maiores. Com este novo arranjo o
espacamento entre planos adjacentes de 4tomos de niquel tornaram-se adequados para
gue um padrdo de interferéncia de elétrons pudesse ser observado. Somente um
comportamento ondulatério para o elétron pode explicar o padrdo de interferéncia
obtido; particulas ndo mostram este tipo de comportamento.
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Figura 4.4 Esquema do experimento de Davisson e Germer
mostrando o fendmeno de difracdo de elétrons. Um feixe de elétrons
produzidos em um canhdo eletrénico incide sobre um cristal e 0s
elétrons refletidos pelos planos de atomos deste cristal sdo coletados e
analisados em um detector (de elétrons) colocados a um angulo de
varidvel 6 de incidéncia do feixe de elétrons. O nimero de elétrons
espalhados pode ser medido em fungéo do angulo 6 de incidéncia do
feixe primario ou pelo &ngulo de espalhamento ¢ =(r — 26).

A Figura 4.4 ilustra, esquematicamente, o arranjo utilizado experimentalmente
por Davisson e Germer. Elétrons sdo produzidos por um canh&o eletrénico e sua energia
é controlada por um potencial acelerador V,. Estes elétrons sdo entdo langados em
direcdo ao sélido alvo. O &ngulo de orientacdo (angulo de incidéncia 6) dos planos de
atomos que formam o so6lido com relacdo a direcdo do feixe de elétrons incidentes é
conhecido e pode ser controlado. Apos colidir com o sélido os elétrons sdo parcialmente
absorvidos e parcialmente refletidos pelos planos de 4&tomos adjacentes que formam o
material. A proporcdo de com que estes efeitos sdo observados depende das energias
iniciais dos elétrons incidentes e, se 0s elétrons se comportassem como particulas, a
contagem de elétrons refletidos dependeria de uma forma pouco acentuada com relagao
ao angulo de incidéncia 6 com que eles sdo langados contra o sélido. Este
comportamento é ilustrado pela curva tracejada em azul na Figura 4.5.
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Figura 4.5: Painel a esquerda, curva tracejada azul: resultado esperado para a
contagem N(0) de elétrons espalhados por um cristal se os elétrons se comportassem
como particulas; para diferentes angulos de incidéncia 6 é esperado um numero
aproximadamente constante de elétrons espalhados. Painel a esquerda, curva continua
vermelha: resultado obtido pelo experimento de Davisson e Germer quando um feixe
de elétrons é espalhado por um cristal de niquel. Observe que nimero maior de na
contagem de elétrons espalhados quando um angulo de incidéncia de aproximadamente
6=50° é selecionado nas condic¢Bes do experimento realizado. Um potencial acelerador
de 54 V foi utilizado na obtencdo destes resultados.

O resultado obtido pelo experimento de Davisson e Germer € um pouco
diferente desta expectativa, entretanto. Para um potencial acelerador de 54 V, ¢é
nitidamente observado um nudmero maior de elétrons contados para um angulo de
incidéncia de aproximadamente 6=50° C; ver curva vermelha em linha cheia na Figura
4.5. Este maximo é deslocado se o potencial acelerador é modificado. Por exemplo, para
repetindo 0s experimentos para os potenciais aceleradores V,=44V e 65V 0s maximos
na curva de contagem sdo deslocados para 0s angulos 59° e 45°, respectivamente. Para
potenciais aceleradores maiores ou menores, este maximo desaparece por completo.
Também, importante notar, esta estrutura de maximo na curva de contagem desaparece
por completo se o alvo (uma estrutura cristalina de niquel foi utilizada neste
experimento) utilizado for um material ndo cristalino. Para a escolha de outros alvos
com uma estrutura interna cristalina, 0 maximo € observado novamente, mas o angulo
de espalhamento medido depende do potencial acelerador do elétron utilizado.

Qual a origem deste maximo observado neste experimento? Por que ele é uma
funcdo do potencial acelerador dos elétrons produzidos no canhdo eletrbnico? A
resposta é: o elétron tem um comportamento ondulatério; o elétron é uma onda. Pelo
menos neste experimento, o elétron ndo se comporta como uma particula; ele tem um
comportamento de ondas. Uma onda que é difratada pelos planos diferentes de atomos
que formam o alvo cristalino. Uma difracdo causada pelos efeitos de interferéncia
construtiva de dois (ou mais) caminhos percorridos simultaneamente ao sair do canh&o
acelerador, passar pelo cristal que o reflete e ser coletado no detector.
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Vamos investigar este aspecto e verificar a correcdo desta interpretacdo. A
interpretacdo que elétrons comportam-se como ondas?

Interferéncia de ondas

Ondas sao caracterizadas por uma variacdo periodica no espaco e no tempo de
alguma propriedade fisica identificada (como uma altura de uma coluna de agua em
uma onda do mar, amplitude do campo elétrica e magnético em uma radiacdo
eletromagnética, na variacdo da densidade ao logo do espaco e no tempo de uma coluna
de ar, etc.). Quando atravessam uma mesma regido do espago, ondas podem interagir
entre si produzindo o fendmeno de interferéncia.

Seja A(x,t) uma fungdo que descreve 0 movimento no espaco e no tempo de
alguma propriedade fisica ondulatéria. Vamos chamar esta fungdo de uma amplitude de
onda. Nesta amplitude, a varidvel x descreve a dependéncia espacial deste movimento e
t é a varidvel que descreve o0 seu comportamento no tempo.

Figura 4.6: Uma funcdo A(Xx) descrevendo uma onda
periédica com um comprimento de onda A.

Vamos considerar alguma propriedade fisica ondulatoria peridédica no espaco e
no tempo. Isto significa que o valor da amplitude A(x,t) que descreve 0 movimento
desta propriedade se repete sempre que a coordenada espacial é incrementada ou
reduzida de um valor A, A(xtA,t)=A(x,t), ver Figura 4.6; também o valor desta
amplitude repete com uma frequéncia v no tempo. Com estas caracteristicas, uma
representacdo explicita para esta amplitude pode ser escrita como:

A(x,t) = cos(ZTﬂX+vt) [4.8]

A quantidade (2770( + vt) é denominada argumento da funcao cosseno.
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Figura 4.7: Uma onda produzida no ponto inicial (xo,t0),
dividida, propagada ao longo de dois caminhos de
comprimentos | e I” diferentes e recomposta no ponto final (x,t).

Considere, agora, que uma onda com uma amplitude A(x,t) seja produzida em
um tempo inicial ty na posicdo xo com um comprimento de onda A e frequéncia v. Esta
onda é entdo dividida em duas outras ondas A;(x,t) e Ax(x,t) e propagam durante um
tempo t no espaco percorrendo, respectivamente, uma distancia | e I, ver Figura 4.7.
Finalmente estas duas ondas se encontram no ponto (x,t) para compor uma amplitude de
uma nova onda com uma amplitude total Aru(X,t) dada pela soma das amplitudes das
duas ondas individuais:

Ator(X,t) = Ar(X,t) + Aa(x,t) [4.9]

Usando a representacdo de uma onda da Eq. 4.8, e os comprimentos | e I’
percorridos pela primeira e segunda onda, respectivamente, podemos escrever, a
composigéo de ondas da Eqg. 4.9 no ponto (x,t):

2l

A
Finalmente, vamos tomar m como a diferenca de caminhos | e I” percorridos pelas duas
ondas: m=(I-1).

Com estas escolhas, inserindo o valor de I'= (I — m) na Eqg. 4.10, e utilizando
uma propriedade elementar de fungdes trigonométricas,

cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b)
obtemos, para e Eq. 4.10,

Arot(X,1) :cos(%l+vt)+cos( +vt) [4.10]

Arot(X,t) = cos (2%' + vt)+ cos(w + vtj

= CO0S 2L|+vt + C0S 2L|+vt _2zm [4.11]
A A A

27| 27m . ( 2rl . (27m
=008 — +vt|x|1+cos| —— ||+sSIh| — + vt |SIn| ——
A A A A
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Expressdes analogas podem ser obtidas para a composic¢do da amplitude de um conjunto
maior de ondas.

Desta Eq. 4.11, podemos ver que os valores que Atqt(X,t) tera no ponto (x,t) varia
de acordo com o caminho | percorrido pela primeira onda e também da diferenga m dos
caminhos percorridos pelas duas ondas. Dois casos particulares sdo especialmente
interessantes.

O primeiro ocorre quando a diferenca de caminho m é um multiplo inteiro do
comprimento de onda A:

m=n\ , n=1,2,34, ...

Neste caso, teremos

sin(Z”ij = sin( 27[51”/1)) =sin(2zn) =0, n=1234,...

cos(ZEij = cos(@] =cos(2zn)=1, n=1234,...

Aror(x,t) = 2(:05(277ZX +vt)

A composic¢do das duas ondas Ai(x,t) e Ax(x,t), nestas condigdes, produz uma
onda no ponto (x,t) cuja amplitude é o dobro da onda produzida no inicialmente em (Xo-
to). Neste caso é dito que as ondas Ai;(x,t) e Ax(x,t) sofrem uma interferéncia
construtiva. No evento de uma interferéncia construtiva de duas ou mais ondas, a
amplitude da onda final formada (esta amplitude € a soma das amplitudes das ondas
individuais — vamos chama-las ondas parciais) é maior que a amplitude de qualquer
uma das ondas parciais.

O segundo caso ocorre quando a diferenca de caminho m é um maultiplo inteiro,
porém impar, da metade do comprimento de onda A

m:(2n+1)§, n=1234,...

Neste caso, teremos

sin(Z”ij _ sin(%’f %j —sin(@n+07)=0, n=1234,...

Arot(x,t)=0
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A composicdo das duas ondas A;(X,t) e Ax(X,t), nestas condi¢des, produz uma
onda de amplitude nula no ponto (x,t). Neste caso € dito que as ondas Ai(X,t) e Ax(X,t)
sofrem uma interferéncia destrutiva. No evento de uma interferéncia destrutiva de duas
ou mais ondas, a amplitude da onda final formada é menor que a amplitude de qualquer
uma das ondas parciais. No caso extremo esta amplitude assume o valor nulo.

Estas consideracdes mostram algumas propriedades das amplitudes de ondas que
as trajetorias associadas as particulas ndo possuem. Sao elas: (1) (amplitudes das) ondas
podem se divididas; (2) a amplitude de uma onda formada pela composicéo de duas ou
mais ondas parciais € obtida pela soma simples das amplitudes das ondas parciais; (3)
ao se combinarem ondas podem produzir uma amplitude maior que as amplitudes das
ondas parciais, um efeito de interferéncia construtiva é observado ou uma amplitude
menor que as amplitudes das ondas parciais, um efeito de interferéncia destrutiva é,
entdo, observado.

Exatamente esta € a chave para se interpretar os resultados de espalhamento de
elétrons por cristais de niquel no experimento de Davisson e Germer: interferéncia
construtiva da onda de um elétron. Elétrons se comportam como ondas.

Interpretacéo dos resultados do experimento de Davisson e Germer

Para se interpretar os resultados obtidos por Davisson em Germer no seu
experimento classico com espalhamento de elétrons por um sdlido cristalino, observe,
primeiramente, a Fig. 4.4. Considere que um elétron seja produzido no canhdo
eletronico e lancado em direcdo ao cristal de niquel. Este elétron possui um
comportamento ondulatério. A onda associada ao elétron se divide e uma das ondas
parciais (a amarela, na figura) viaja na direcdo do cristal, é refletida pelo plano superior
de atomos deste sélido e € lancada em direcdo ao detector. A outra onda parcial (a
verde, na figura) viaja na direcdo do cristal, é refletida pelo plano inferior de 4&tomos
deste solido e é lancada em direcdo ao detector. Ao atingir o detector estas duas ondas
parciais se juntam (sdo somadas) para forma uma onda total Ao do elétron (agora uma
particula) que fard um “click” ou produzird um pequeno flash ao ser registrado no
detector. Note, nesta construcdo, Fig. 4.4, que os caminhos diferentes sdo percorridos
pelas duas ondas parciais. Isto significa que, dependendo da posi¢do angular do detector
com relacdo a direcdo do feixe incidente no cristal, efeitos de interferéncia construtiva
ou destrutiva podem ser vistos. Para quais angulos do detector padrdes de interferéncia
construtiva (mais elétrons do que os esperados sdo contados no detector) devem ser
observados?

Para responder a esta Ultima pergunta, na Figura 4.8 sdo mostrados
esquematicamente os elementos geometricos do processo de reflexdo de um elétron
refletido simultaneamente por dois planos de um sélido cristalino. Nesta construgdo
simples, os caminhos percorridos pelo elétron ao ser refletido pelos plano superior e
inferior do solido diferem por um valor igual a 2m, ver Fig. 4.8. Utilizando uma anélise
geométrica simples mostra que m=d sen(6), onde d é o espacamento entre dois planos
adjacentes do cristal e 6 é 0 angulo de incidéncia do feixe de elétrons
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Figura 4.8: Reflexdo de um elétron por dois planos de um sélido cristalino.
O elétron é produzido no canhao eletrénico, acelerado por uma diferenca de
potencial V, e langado com um angulo de incidéncia 6 em direcdo a
superficie de um alvo sélido. Apds ser refletido, o elétron é coletado e
analisado no detector. Os caminhos percorridos pelo elétron ao ser refletido
pelos plano superior e inferior do sélido diferem por um valor igual a 2m. O
espacamento entre dois planos adjacentes do sélido tem o valor d.

Para que haja interferéncia construtiva, vimos acima, € necessario que a
diferenca de caminho percorrido pela onda do elétron ao ser refletido por dois planos
adjacentes de atomos do cristal duas camadas apela superficie superior e seja um
maltiplo inteiro do comprimento de onda A. Tendo em vista que a diferenca de caminho
percorrido pelo elétron tem o valor de 2d sen(0), escrevemos:

n A =2d sen(0) n=1,2,3,4, ...

Esta é a chamada lei de Bragg para a producdo de interferéncia construtiva de
ondas difratadas por um solido cristalino. Nesta expressdo, | € o comprimento da onda
utilizada no processo de difracdo, d é a distdncia entre dois planos adjacentes que
produzem a reflexdo e 6 o &ngulo de incidéncia da onda utilizada.

No caso de elétrons, a onda associada sdo as ondas de de Broglie, calculadas
pela relacdo de de Broglie, Eqg. 4.3. No experimento de Davisson e Germer, 0 momento
linear do elétron produzido no canhdo eletrdnico € conhecido pelo potencial acelerador
V, e determinado pela Eq. 4.7.

Inserindo este valor do comprimento de onda de de Broglie da Eq. 4.7 na lei de
Bragg, obtemos, uma relacdo entre o potencial acelerador V, e 0s angulos onde devem
ser esperados interferéncia construtiva para os elétrons espalhados:

1,22

. e
" Va(Vols) 2

nm =2 d sin(6) [4.12]

Nos cristais de niquel utilizados por Davisson e Germer, 0 espagcamento entre 0s
planos de atomos adjacentes tem o valor d=0,1075 nm (ou 1,075 A). Inserindo este
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valor na Eq. 4.12, e utilizando n=1 (espalhamento de primeira ordem) na expressao da
lei de Bragg, obtemos os resultados mostrados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Potenciais aceleradores V,, comprimento de onda de de Broglie e angulos de
incidéncia de elétrons previstos pela lei de Bragg que mostram de efeitos de interferéncia
construtiva no experimento de Davisson e Germer.

0 0
Potencial A (nm) lei de Bragg  Potencial A (nm) lei de Bragg
acelerador  de Broglie  (interferéncia acelerador  de Broglie  (interferéncia
Va (V) para o elétron  construtiva) Va (V) para o elétron  construtiva)

40 0,193 64° 50 0,173 53°
44 0,184 59° 52 0,169 52°
46 0,180 57° 54 0,166 50°
48 0,176 55° 58 0,160 48°

60 0,158 47°

Pela Tabela 4.1, podemos observar que, para um potencial acelerador de 54 V,
um padrdo de onda construtiva para elétrons (uma maior contagem no ndmero de
elétrons) deve ser observado para um angulo de incidéncia igual a 50° Este €
exatamente o angulo onde maiores contagens de elétrons sdo observadas por Davisson e
Germer, ver Fig. 4.5. Isto indica a correcdo da interpretacdo dos resultados deste
experimento pela proposicdo que elétrons se comportam como ondas. Neste mesmo
experimento outras estruturas de maximo foram observadas nas posicdes esperadas pela
lei de Bragg, assim como contagens mostrando padrdo de interferéncia destrutiva
(minimos na curva de contagem). Juntos, estes dados de interferéncia mostram
inequivocamente que elétrons se comportam como ondas.

Varios outros experimentos de difracdo com elétrons se seguiram a este primeiro
experimento; todos eles corroboram a no¢do que elétrons sdo ondas. Mas ndo somente
elétrons. Da hipétese de de Broglie, todas particulas matérias mostram um
comportamento ondulatério. Particulas como o préton, néutron, ndcleos atdbmicos, 0s
proprios &tomos e moléculas, até objetos macroscopicos como uma bola de ténis ou um
tijolo. A observacdo (teste) deste comportamento ondulatério para todas e quaisquer
particulas depende da nossa habilidade de encontrar fendas (ou anteparos) com
dimensGes da ordem do comprimento de onda de de Broglie para estas particulas. Para
o0s elétrons (e prétons e neutros) temos as redes de planos de sélidos cristalinos para
serem utilizados eficientemente. Para outras particulas podemos ter dificuldades em
encontrar tais fendas (ou anteparos) com dimensdes exigidas tal que ndo podemos testar
seus comportamentos ondulatérios. Um exemplo disto é identificar o comportamento
ondulatério de uma bola de ténis. Para um desses objetos (massa aproximadamente 60
g) viajando com uma velocidade de 150 Km/h (velocidade tipica em jogo profissional
de ténis de mesa), por exemplo, seu comprimento de onda de de Broglie € igual a
2,7x107%° nm. Este é um comprimento de onda extremamente pequeno gque nio temos a
menor condigéo de medir por efeitos de difracdo.
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Apreensdes e novas perspectivas

Como a introducdo do comportamento ondulatério do elétron pode mudar a
nossa visdo do movimento de um elétron? Como a introducdo do comportamento
ondulatdrio pode mudar a nossa visdo do modelo do 4tomo de hidrogénio desenvolvido
por Bohr? Este modelo sobreviverd? Se ndo, o que poderemos dizer sobre o0 sucesso dos
resultados obtidos por Bohr para o seu modelo atbmico? Mas antes de responder a todas
essas perguntas, temos que nos preocupara em entender “o que ¢ um comportamento

ondulatério de uma particula”, “o que ¢ uma onda associada a uma particula”?
Este assunto serd discutido nas proximas aulas.

Auto-Avalicao

1) Utilize a lei de Bragg para o espalhamento de ondas por um cristal para 0 niUmero
inteiro n=2 (um méaximo de difracdo de segunda ordem). Determine o angulo de
incidéncia 6 onde devemos observar a formacgdo de interferéncia construtiva de
elétrons observados no detector no experimento de Davisson e Germer para um
potencial acelerador de 54 V.

2) Deduza o valor angulo de incidéncia 0 onde devemos observar a formagdo do

primeiro sinal de interferéncia destrutiva de elétrons coletados no detector no
experimento de Davisson e Germer para um potencial acelerador de 54 V.
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Aula 7

@ma nova teoria para o elétron

Nas nossas discussdes anteriores, foi apresentado o conceito de uma trajetoria
seguida por uma particula de massa m e as condi¢Ges a serem satisfeitas para o célculo
desta trajetoria. Também, foi dito, e isto é importante, que, para uma dada condi¢do
inicial (xo,Vo) e forca F atuando em uma particula de massa m, uma Unica trajetéria pode
ser determinada para o seu movimento para qualquer tempo t dado, passado e futuro
com relacdo ao tempo inicial t,. H4 uma relacdo totalmente deterministica neste
programa. Os respectivos erros Ax e Av que se deve associar a previsdo (via equagéo de
Newton) da posicdo e da velocidade de uma particula de massa m sédo nulos (isto é,
Ax=0 e Av=0) para qualquer tempo t (passado ou futuro) do seu movimento. A particula
que estivemos interessados em tratar seu movimento em diferentes situacdes é o elétron.
Argumentamos e apresentamos evidéncias de resultados experimentais demonstrando
que o elétron € uma particula. Uma particula de massa e carga bem definidos e que
movimenta-se de acordo com as leis de Newton para alguma forca F especificada.

Surpreendentemente o elétron também mostra um comportamento ondulatorio.
Discutimos na parte | deste quarto texto auxiliar a hipotese de de Broglie de que
particulas podem se comportar como ondas e foi estabelecida uma relacdo (Eq. 4.3)
mostrando como uma quantidade pertencente a ondas apenas, 0 seu comprimento de
onda A, pode ser obtido partir de informacgdes do momento linear p = mv da “particula”
tratada.

O elétron tem a estranha propriedade de mostrar um comportamento de
particula e de onda. Como tratar 0 movimento de um elétron (ou de qualquer objeto
fisico) que tem este comportamento dual? Um comportamento simultaneo de de uma
particula e de onda!

Um comportamento ondulatério de um sistema fisico é normalmente introduzido
através do estudo de fenbmenos que apresentam um movimento periddico no espaco e
no tempo. Sistemas que mostram este tipo de comportamento sdo, por exemplo, o
movimento das ondas do mar, o0 movimento de um péndulo (de um reldgio, por
exemplo), 0 movimento de uma massa presa a uma mola (fixa em um ponto de apoio
rigido), o movimento das ondas sonoras, etc.. Ndo vamos seguir esta linha de acao para
descrever o chamado movimento ondulatorio de um elétron. Para 0 movimento de um
elétron vamos fazer algo diferente. Vamos visualizar e entender as propriedades do
chamado comportamento ondulatério de um elétron sob um angulo diferente. De
uma forma ndo convencional. De uma forma ndo canénica. Algo surpreendente. A
vantagem de seguir um modo ndo tradicional para se estabelecer o que é chamado de
comportamento ondulatorio de um elétron é que da visdo que serd apresentada muitas
caracteristicas e propriedades de um elétron em um atomo ficardo claras e simples de
serem abstraidas.
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A esséncia do modo diferente como iremos conceber o que € o movimento
ondulatério de um elétron esta em compreender os efeitos de interferéncia que esta
particula pode apresentar. Os efeitos de interferéncia interpretados, por exemplo, no
experimento de Davisson e Germer. Para isto, vamos seguir as mesmas ideias que séo
utilizadas e discutidas para se explicar a lei de reflex&o da luz por um espelho plano e
perfeitamente polido, assim como a disperséo da luz branca por um CD (ou uma rede de
difracdo), por exemplo. O que sdo efeitos de interferéncia (que um elétron pode
apresentar) sera desenvolvido ao longo do texto e sistematizado ao seu final.

Vamos formular uma teoria diferente para 0 movimento de um elétron. Até
entdo pensamos (e acreditamos) que um elétron ao sair de uma posicao inicial X, no
tempo inicial to, e chegar a posicéo final x¢, no tempo final t;, ele o faz seguindo uma
Unica trajetoria. Este € o determinismo classico do programa da mecanica de Newton.
Nos vamos abandonar este principio. Vamos estabelecer que um elétron ao sair de uma
posic¢do inicial o, no tempo inicial to, € chegar a posicao final xs, no tempo final t;, ele o
faz seguindo ndo uma Unica mas infinitas trajetorias alternativas. Neste movimento,
infinitas trajetérias sdo seguidas simultaneamente pelo elétron. Por ter este
comportamento estranho o elétron nao deve ser considerado como uma particula.

Dependendo do experimento feito, porém, o elétron se desloca no espacgo e
tempo seguindo uma Unica trajetéria. Como isto é possivel? Nesses casos o elétron
mostra um comportamento tipico de uma particula. Ele é uma particula. Confuso? Sim.
O elétron é estranho. O elétron é uma onda e uma particula simultaneamente.
Entretanto, dependendo da situacdo em que ele se encontra, dependendo do experimento
realizado, o elétron mostra um comportamento ora de particula ora um comportamento
que ndo é de uma particula, o movimento que é chamado de ondulatorio.

Vamos tentar entender e descrever este comportamento dual do elétron através
de um conjunto de 4 (quatro) regras simples. Com essas regras uma nova teoria para o
elétron sera formulada.

A nova teoria para o elétron que estamos prontos para formular é simples. Porém
ela trard muitas surpresas se continuarmos a pensar no elétron como se ele fosse uma
particula. Nosso conceito da natureza desta entidade precisa ser modificado; precisa ser
re-adaptado.

Vamos as quatro regras que utilizaremos para criar uma nova ciéncia. A ciéncia
que rege a fisica dos elétrons e (vamos descobrir posteriormente) que rege também o
movimento de outras particulas subatdmicas, assim como a fisica dos atomos e das
moléculas.

Regra numero 1: Um elétron, ao deslocar-se no espago entre uma posic¢éo inicial xg
(medida no tempo t;) e outra posicdo final x; (medida no tempo t;), o faz
simultaneamente ao longo de vérios, varios e varios (na verdade infinitos) caminhos ou
trajetdrias, ver Figura 4.9.
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Tempo

tp

Y

Xa Espaco Xq

Figura 4.9: Caminhos alternativos simultaneos (entre
infinitos outros caminhos possiveis) para um elétron
deslocar-se de sua posicdo inicial (xo, to) [posicéo
espacial xo e tempo ty] até a posicdo final (x;, tf)
[posicéo espacial x; e tempo t7].

Regra numero 2: Cada caminho ou trajetdria que um elétron segue simultaneamente ao
deslocar-se entre as posic¢@es inicial (xo, to) € final (s, tf) é descrito por uma funcéo A,
denominada de amplitude. A funcdo amplitude depende de parametros como a posi¢ao X
que o elétron se encontra em um tempo t, o proprio o tempo t e a sua energia total do
elétron. As amplitudes associadas a cada caminho alternativo seguido pelo elétron séo,
em geral, diferentes entre si. Na Figura 4.9, entre muitos outros, 5 (cinco) caminhos
alternativos sdao mostrados com suas amplitudes Az, Az, Az, A4 € As, respectivamente.

Regra numero 3: As amplitudes Ay para cada caminho alternativo que um elétron pode
simultaneamente seguir, ndo sdo grandezas fisicamente observaveis. Isto significa que €
impossivel projetar, montar ou construir qualquer experimento real (um experimento
possivel de ser realizado em um laborat6rio) que possas ser utilizado determinar os
valores numéricos associados a qualquer amplitude Ax.

Indiferente da sua existéncia apenas conceitual, podemos somar, subtrair ou
mesmo multiplicar ou dividir (desde que o denominador desta divisdo ndo seja zero)
duas ou mais dessas amplitudes. Em particular, a soma de todas as amplitudes possiveis
que um elétron (e elas séo infinitas) pode ter, nos fornece a amplitude total Arot:

ATot:A1+A2+A3+... . [413]

Observem que ainda ndo conhecemos a forma matematica exata (ou
aproximada) para as amplitudes parciais Ax ou total At Mais tarde, se tudo funcionar
como desejamos, iremos querer determinar a forma matematica dessas amplitudes para
problemas especificos de nosso interesse. Por exemplo, iremos querer determinar as
amplitudes que regem o movimento de um elétron no atomo de hidrogénio. Esta nova
informacdo vira como uma regra adicional as quatro aqui estabelecidas.
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Regra numero 4: O quadrado da soma (ou subtracdo) de uma ou varias amplitudes Ay
recebe um significado fisico muito bem definido. Vamos interpretar essa quantidade
como uma probabilidade (uma chance) de se encontrar um elétron em alguma posicéo
espacial desejada x em um tempo t especificado. Escreveremos esta probabilidade como
P(x, t) [leiam: uma probabilidade de encontrar um elétron em um ponto x do espaco e
no tempo t].

Notem, embora as amplitudes parciais Ax ou total Aty Sdo desprovidas de
qualquer significado fisico (ver regra nimero 3), o quadrado destas quantidades ou suas
somas (ou subtracdo) tem um significado fisico bem definido; o significado de uma
probabilidade.

As quatro regras estdo agora estabelecidas. Vamos agora a algumas
consideracGes importantes, antes de seguirmos para a analise de como um novo
conceito para o &tomo de hidrogénio pode ser formado.

Primeiro, com a introdugdo do conceito de probabilidade (regra nimero 4), para
se estabelecer a presenca ou ndo de um elétron em uma regido do espago (em um dado
tempo t), nds teremos forcosamente que aceitar que nunca saberemos com certeza se
vamos (ou ndo) observar um elétron em alguma regido do espaco (e no tempo) em que
desejamos observa-lo. Isto é radicalmente contrario ao conceito de particula, que
tinhamos para um elétron: ou o elétron esta na regido que queremos observa-lo ou ele
ndo estd! Figuem atentos a essa consequéncia da regra nimero 4.

Com a introducdo de probabilidade pela regra de nimero 4, o ato de realizarmos
um Unico experimento para “ver” um elétron em uma dada regido do espago pode ser
positiva (sim, o elétron foi “visto” 14) ou negativa (ndo, o elétron ndo foi visto 14). Um
anico experimento pode dar um resultado positivo ou negativo. E nés nunca
saberemos, antecipadamente, se este resultado serd positivo ou negativo. Apenas
sabemos que temos 50% de chance para observar cada evento.

E se repetirmos este experimentos varias vezes? Neste caso, podemos fazer uma
analise estatistica simples e calcular a probabilidade “P ” de resultados positivos para o
experimento (sim, o elétron foi “visto” na regido do espago e tempo especificados). Para
este célculo simples, basta contar o nimero de resultados positivos do experimento e
dividir pelo nimero total de experimentos realizados:

ndmerode resultados positivos

- - - [4.14]
ndmerode experimentosrealizados

P(presencado elétronem xet) =

Esta probabilidade “P(x,t)” que indica a presenga de um elétron em um ponto X
do espaco e em um dado tempo t especificados. Esta probabilidade P(x,t) serd, de
acordo com a nossa teoria, igual ao quadrado das somas de todas as amplitudes dos
caminhos simultaneos que o elétron pode seguir até alcancar a regido do espaco de
interesse (ver Figura 4.9 e Figura 4.10, onde seis de todos possiveis caminhos estdo
indicados):
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P(presencado elétronem xet) = (A + Ay + Ay +---+A, +---)° [4.15]

As amplitudes parciais Ax e a amplitude total Aty (ainda desconhecidas) podem
ser numeros positivos ou negativos; isto ndo importa. Elas podem, também, ser zero
para alguma regido do espaco. Em particular, ndo iremos recusar, nem surpreendermos,
se a amplitude total for zero para toda a regido do espago de nosso interesse. Isto sera
possivel, sem problemas, e muito interessante quando ocorrer; veremos isto mais
abaixo. Por outro lado, a probabilidade P(x, t) sera sempre positiva (observem que esta
quantidade é definida como o quadrado da soma de varios nameros; portanto sera
sempre positiva) ou nula (quando a amplitude total for nula, zero). Também, por
definicdo, ver Eq. 4.14 ou 4.15, a probabilidade P(x, t) serd sempre maior que zero.
Assim, P(x, t) > 0.

Elétron
A'Irorz.rqg-l- AI+A2+ A3+A4+A5
Pq/x,f)= {Arw]zz {AU+AI+A2 + A3+ A4+ Aj jZ

Espaco

Figura 4.10: Alguns caminhos simultaneos (entre infinitos
outros caminhos possiveis) que um elétron segue até o ponto (X,
t) [posicdo espacial x e tempo t]. Cada caminho é descrito por
uma amplitude Ay (k=0,1,2,3,4 e 5). A amplitude total do elétron
ser encontrado no ponto (X, t) € Arot=Ag + Ar + Ao + Ag + Ay +
As, engquanto a probabilidade dele ser encontrado neste ponto é
P(x,t) = (Are)’.

Reflitam sobre as 4 regras que compde a nova teoria para elétrons. Reflitam
sobre o conceito de uma probabilidade estar associada ao movimento de um elétron e,
reflitam sobre o modo como esta probabilidade esté sendo definida: o quadrado de uma
soma de amplitudes (de caminhos alternativos que elétrons pode seguir para sair da
posi¢do inicial xo (No tempo to) e chegar & posi¢do x;, no tempo tz.

Retornaremos com mais novidades na continuidade. E que novidades!

108



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)
Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

Regras de combinacio de amplitudes de probabilidade de elétrons

Estamos formulando uma nova teoria para o elétron. Por que precisamos de uma
nova teoria para elétrons? Porque elétrons tém o estranho comportamento de,
dependendo do experimento feito, apresentar propriedades que néo sdo as propriedades
de uma particula e, também, apresentar propriedades de particulas. Observem que
elétrons ou apresentam as propriedades de uma particula ou ndo, em um dado
experimento. Para um mesmo experimento ele ndo mostra as duas caracteristicas
antagonicas simultaneamente. Quando o elétron ndo apresenta as propriedades de uma
particula, entdo ele é dito apresentar uma propriedade ondulatoria.

Quatro regras foram formuladas para a nova teoria do elétron. A Gltima delas
(regra numero 4) estabelece que “o quadrado da soma (ou subtra¢do) de uma ou varias
amplitudes Ak recebe um significado fisico muito bem definido: o significado de uma
probabilidade P(x,t) de se encontrar um elétron em alguma posi¢do espacial desejada x
em um tempo t especificado. As amplitudes que esta quarta regra se refere é introduzida
na regra de nimero 2.

A operacdo “elevar ao quadrado a soma de amplitudes parciais” presente na
definicdo da probabilidade da equacdo 4.15 tras a informacéo chave desta nova teoria
para um elétron que estamos desenvolvendo: uma interferéncia (isto €, uma habilidade
de se modificar) na probabilidade de se encontrar um elétron em um ponto (X, t) do
espaco e tempo SE ele alcangou este ponto vindo por um caminho, por outro caminho
ou por ambos 0s caminhos simultaneamente. Vamos ver isto com mais detalhes?

Por simplicidade de argumentacdo, em vez de trabalhar com os varios (dos
infinitos possiveis) caminhos que um elétron pode seguir até atingir um dado ponto no
espaco (e tempo), vamos trabalhar somente com dois deles. Isto esté ilustrado na Figura
4.11, onde apenas os caminhos “2” e “5”, dos seis caminhos mostrados na Figura 4.10
foram mantidos. Entendendo este caso simplificado, os casos mais gerais contendo
varios ou infinitos caminhos podem ser interpretados analogamente.

Elétron

Tempo
P~
|
I

AZ Al—ﬂfz Az + Af
Pix, 1) = (Ao )*= (A7 + As )?
Plx,t)= (Az)* + (As) + ApxAs + AgxA;

J B
'| — "

Espago

X

Figura 4.11: Dois caminhos simultaneos (entre infinitos outros
caminhos possiveis) que um elétron pode seguir até atingir o
ponto (X, t) [posicdo espacial x e tempo t]. A, e As séo,
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respectivamente, as amplitudes que descrevem os caminhos “2”
e “5” seguidos simultaneamente pelo elétron até o ponto (x, t). A
probabilidade de se encontrar o elétron neste ponto € P(x,t) =
(A2+A5)2 = (A2)2 + (A5)2 + AoxAs + AsxAo.

Neste caso simplificado, em que um elétron atinge um ponto (X, t) no espaco e
no tempo, percorrendo simultaneamente dois caminhos conceituais (caminhos “2” e
“5”, na Figura 4.11), a probabilidade P(x,t) dele (o elétron) ser encontrado neste ponto
(x, t) é dado por (ver equacgéo 4.15):

P(x,t) = (Ag+ Ag)?

P(x,) = AF + A5 + Ay x A + Ag x Py

A interpretacdo dos dois primeiros termos do lado direito do sinal da igualdade
4,16 é imediata. Na teoria que ora estamos desenvolvendo, o quadrado de uma
amplitude recebe a interpretacdo de uma probabilidade. Sabemos que A; e As
correspondem as amplitudes de um elétron ter chegado ao ponto (X, t) seguindo ao
longo dos caminhos exclusivos “2” OU “5”. Desta maneira, (Az)? e (As)* devem ser
corretamente interpretados como as probabilidades P(x,t) e Ps(x,t) se encontrar um
elétron no ponto (x, t) tendo ele vindo, respectivamente, pelo caminho “2” QU pelo
caminho “5”. Isto & Pa(x, t)=(A2)? e Ps(x, t)=(As). Note bem o uso da preposi¢do “ou’;
isto é, até este momento estamos pensando que o elétron chega ao ponto (x,t) vindo
alternativamente pelos caminhos exclusivos entre si, caminho”2” ou caminho “5”. Com
a introducédo das probabilidades P,(x,t) e Ps(x,t) [figuem atentos e seguros com relacdo a
interpretacdo dessas duas probabilidades], a probabilidade total P(x,t) da Eq. 4.16 torna-
se:

[4.16]

P(x,t) =P (x,t) +R5 (X, t) + Ap x As + Ag x Ay [4.17]

Dois termos permanecem sem interpretacdo na Eqg. 4.17. Os dois ultimos
produtos: A,xAs e AsxA,. Este dois termos devem ser interpretados como uma
probabilidade; afinal eles sdo somados a duas outras probabilidades, P,(x,t) e Ps(x,t)
— e probabilidades devem ser somadas com probabilidade. Mas, A;xAs e AsxA,, ndo tém
a forma de quadrado de uma Unica amplitude, mas é o produto de duas amplitudes
diferentes! Logo esses produtos devem ter uma interpretacdo fisica diferente da
enunciada para as probabilidades P(x,t) e Ps(x,t). Vamos chamara qualquer produto de
duas amplitudes A e A, diferente entre si de uma probabilidade de interferéncia, ou
simplesmente interferéncia. Desta maneira, A;xAs € uma probabilidade de interferéncia
(ou um termo de interferéncia), assim como AsxA, &€ uma outra probabilidade de
interferéncia (ou termo de interferéncia). Mas que interferéncia é essa?

Vamos interpretar o produto A;xAs como uma interferéncia dada pela existéncia
do caminho “5” sobre a probabilidade de se encontrar um elétron no ponto (X, t), se este
elétron tivesse chegado a esse ponto seguindo unicamente a trajetoria representada pelo
caminho ‘“2”. Analogamente, o produto AsxA, € interpretado como uma interferéncia
dada pela existéncia do caminho “2” sobre a probabilidade de se encontrar um elétron
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no ponto (x, t), se este elétron tivesse chegado a esse ponto seguindo unicamente a
trajetdria representada pelo caminho “5”.

r Y -~
As
o o i
g t 1 Elétron g t __/_\) Elétron
= Ay Ap= Az it Ara=As
Plx,t) = (Ao )= (4;)? Pix,t) = (A )*= ( A5 )?
PO=F, (x1) Pit)=P, (1)
| — { —»
Espaco Espaco
X X
(a) (b)

Figura 4.12: Um Unico caminho (entre os infinitos caminhos possiveis) que um
elétron pode seguir até atingir o ponto (x, t) [posicdo espacial x e tempo t]. (a) Az é a
amplitude que descreve o caminho “2” seguido pelo elétron até o ponto (X, t). Neste
caso, a probabilidade de se encontrar o elétron neste ponto é P(x,t) = (A2)* = Pa(x,t).
(b) As ¢ a amplitude que descreve o caminho “5” seguido pelo elétron até o ponto
(%, t). Neste caso, a probabilidade de se encontrar o elétron neste ponto é P(x,t) =
(As)® = Ps(x,t).

Explicando: suponha que ndo exista o caminho “5”. Nesta condi¢do, o elétron
chega ao ponto (X, t) vindo exclusivamente pelo caminho ‘“2”, ver Figura 4.12(a). A
probabilidade de se encontrar o elétron no ponto (X, t), neste caso, é determinada apenas
pelo conhecimento do quadrado da amplitude Ay: P(X, t)=Pa(x, t)=(A2)%. Agora, suponha
que ndo exista o caminho “2”. Nesta condig@o, o elétron chega ao ponto (X, t) vindo
exclusivamente pelo caminho “5”, ver Figura 4.12(b). A probabilidade de se encontrar o
elétron no ponto (x, t), neste caso, € determinada apenas pelo conhecimento do quadrado
da amplitude As: P(x, t)=P5(x, t)=(A)>.

Agora, vamos dar liberdade para o elétron também chegar ao ponto (X, t)
passando pelos caminhos “2” e “5”, ver Figura 4.11. Seguindo o raciocinio
desenvolvido no paragrafo anterior (veja Figura 4.11), a probabilidade de se encontrar
um elétron no ponto (x,t) deveria ser a soma das probabilidades do elétron ter seguido o
caminho “2” QU o caminho “5”:

P(x,t) =Py (x,t) +R5(x,t) [4.18]

Mas este resultado é diferente do que obtivemos anteriormente, o resultado
expresso pela equagdo [4.17]! O que aconteceu de errado? Fécil. O uso da conjuncédo
OU na andlise que levou a equacao [4.18]! Observem que, para se chegar & equagao
[4.17], estivamos pensando que o elétron chega ao ponto (x, t) vindo pelo caminho “2”
OU pelo caminho “5”. Mas isto ndo ¢ o que a regra de numero 1 estabelece. L4,
podemos ler “um elétron, ao deslocar-se no espago entre uma posicéo inicial X, (medida
no tempo tp) e outra posigdo final x; (medida no tempo t;), o faz simultaneamente ao
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longo de varios, varios e varios (na verdade infinitos) caminhos ou trajetorias”. Notem,
¢ estabelecido “[...] o faz simultaneamente [...]”. O “simultaneamente” requer o uso da
conjuncdo E e ndo OU. Desta forma a probabilidade total P(x,t) da equacédo [4.18] ndo
pode ser uma soma simples das probabilidades individuais P(x,t) e Ps(x,t). Algo mais
precisa ser incluido.

O que ndo esté incluido na equacdo [4.18] € que, como os caminhos “2” ¢ “5”
sdo utilizados simultaneamente pelo elétron até atingir o ponto (X, t), a presenga do
caminho “5” altera o0 movimento do elétron ao longo do caminho “2” e vice-versa. Ou, a
presenca do caminho “5” interfere no movimento do elétron ao longo do caminho “2” ¢
a presen¢a do caminho “2” interfere no movimento do elétron ao longo do caminho “5”.
Algo muito semelhante ao descrito por Carlos Drummond de Andrade na sua poesia
Explicacéo: “No elevador penso na roga, / na roga penso no elevador.”

Em termos das amplitudes A, e As, essas interferéncias podem ser escritas como
A,xAs (neste caso, a presenga do caminho “5” interfere no movimento do elétron ao
longo do caminho “2”’) e o reciproco, AsxA; (o caminho “2” interfere no movimento do
elétron ao longo do caminho “57).

Interpretado todos os termos, a probabilidade total de se encontrar um elétron em
um ponto (x,t), vindo este elétron de algum outro ponto e utilizando simultaneamente
(ver regra numero 1) os caminhos “2” e “5”, ¢ (ver equacdo 4.17):

probabilidade do elétron probabilidade do elétron
seguir unicamenteo caminho"2"  seguir unicamenteo caminho"5"
— —
P(x,t) = P, (x,t) + Ps(x,t) +
Interferércia no movimentodo elétron  Interferércia no movimentodo elétron
seguindo 0 caminho'"2", causado seguindo o caminho"3", causado
pela presengado caminhd's™. pela presengado caminhd2".

— —

+ Ay x Ag + Ag x A,

O resultado obtido acima pode, agora, ser generalizado para muitos e muitos
caminhos. Por exemplo, para 0s 6 caminhos seguidos por um elétron, a sua
probabilidade de ser encontrado no ponto (X, t) é:
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probabilidade do elétronseguir caminhosindependertes

P(x,t) = Py(x,t) +P (X, 1) +P, (X, t) +P5 (X, t) +P, (X, 1) +P5(x,t) +

Termosde interferércia do caminho”0" comos outros caminhos

+ A XA HAY XA+ A X A+ Ag X Ap + Ag x A5 +

Termosde interferércia do caminho"1" comos outros caminhos

+ A XA A XA+ A XA+ A XA+ A XA+

Termosde interferércia do caminho2" comos outros caminhos

+ A X A)+HA2ZX A+ Ay x Ag+ Ay x Ay + Ay X Ag +

Termosde interferércia do caminho3" comos outros caminhos

+AX A+ A XA+ A Ay + Agx Ag+ Ag x Ay +

Termosde interferércia do caminho"4" comos outros caminhos

+AIXAY A XA F A XA A XA+ Ay XA+

Termosde interferércia do caminho"5" comos outros caminhos

A X Pyt Ag X Ayt s x Pyt A x g+ Ag X Ay

Complicada esta ultima equacdo? N&o, ndo é. Ela descreve explicitamente e de
forma ilustrativa como podemos ler, como podemos interpretar de forma
conceitualmente simples o resultado geral descritos pela equagéo 4.15.

A parte mais elaborada estd estabelecida. Na continuidade vamos elaborar
melhor o conceito de probabilidade introduzido na regra nimero 4 desta nova teoria
para o elétron e iniciar nossa definicdo do conceito de orbital (e ndo mais érbita) de um
elétron ligado em um atomo.
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Auto-Avalicéao

3)

4)

Algumas propriedades ds ondas de matéria introduzidas nesta aula podem ser
descritas atraveés de uma onda cujo comprimento de onda é dado pelo chamado
comprimento de onda A de de Broglie. Este comprimento de onda associado a uma
particula de massa m de matéria, movimentando-se com uma velocidade v, pode ser
calculado pela relacéo

A=—
P

onde p = mv é a quantidade de movimento (momento linear) de uma particula.
Utilizando a expresséo de de Broglie, calcule os comprimentos de onda

associados as seguintes particulas nas condicGes especificadas (dé sua resposta em

em metros e em nandmetros):

a) Um gréo de areia pesando 0,015 g e movendo-se a uma velocidade constante de
10,0 ms™.

b) Um virus pesando 1,345x107*? g e movendo-se & uma velocidade constante de
025mst

¢) Um nicleo de 4tomo de carbono pesando 1,993x10™% g e movendo-se a uma
velocidade constante de 5,47x10° ms™.

d) Um nicleo de atomo de hidrogénio pesando 1,6654x107%* g e movendo-se a
uma velocidade constante de 5,47x10° m s™.

e) Um elétron pesando 9,109x107% g e movendo-se a uma velocidade de 5,47x10*
mst

Um experimento util para demonstrar efeitos de interferéncia de ondas, € fazé-la
passar por um conjunto de orificios ou fendas [uma rede de difracdo] cujas
dimensdes (dos orificios ou fendas) e suas separacdes relativas sejam da ordem do
comprimento de onda, da onda investigada. O desenho abaixo ilustra uma rede de
difracdo esquematica. Pelas fendas a luz pode passar, mas é barrada pela parte
fechada (em cinza).

O impedimento de alguns caminhos para que a luz atravesse a rede de difracdo
faz com que, um detector de luz colocado a uma distancia atras deste dispositivo,
mostre efeitos de interferéncia no feixe de luz emergente.

—

) |

L

[coooco0c0000000] Detetor

Exemplos de rede de difracdo com fendas circulares e retangulares.
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Uma rede de difracdo que mostra as menores dimensdes de fendas encontrada na
natureza é um cristal de um material sélido. Nestes sistemas, as dimensdes das fendas
medidas é daordemde 1 A a2 A.

a) Com os comprimentos de ondas encontrados para as particulas tratadas no
exercicio 1 acima, identifique o0s casos em que poderemos observar
experimentalmente o comportamento de onda para as particulas consideradas.
Justifique amplamente sua resposta.

b) Utilizando ainda uma rede de difracdo criada por um cristal, quais as condicdes
experimentais devemos escolher para verificar os efeitos de onda para um nucleo do
atomo de hidrogénio?

c) Utilizando ainda uma rede de difracdo criada por um cristal, que condigcbes
experimentais devemos escolher para verificar os efeitos de onda para um nucleo do

atomo de carbono?

d) Reflita sobre todos os resultados encontrados para os problemas propostos nesta
questéo.
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Aula 8

Amplitudes de probabilidades, probabilidade e orbitais

Estamos formulando uma nova teoria para o elétron. Por que precisamos de uma
nova teoria para elétrons? Porque elétrons tém o estranho comportamento de,
dependendo do experimento realizado, ora apresentar propriedades que ndo sdo as
propriedades de uma particula e, ora apresentar propriedades de particulas. Observem
que, em um dado experimento, elétrons ou apresentam as propriedades de uma particula
ou ndo. Para um mesmo experimento o elétron ndo mostra as duas caracteristicas
antagbnicas simultaneamente. Quando o elétron ndo apresenta as propriedades de uma
particula, entdo ele é dito apresentar uma propriedade ondulatoria.

Quatro regras foram formuladas para a nova teoria do elétron. A Gltima delas
(regra nimero 4) estabelece que “o quadrado da soma (ou subtragdo) de uma ou varias
amplitudes A recebe um significado fisico muito bem definido: o significado de uma
probabilidade P(x,t) de se encontrar um elétron em alguma posi¢édo espacial desejada x
em um tempo t especificado. As amplitudes que esta quarta regra se refere é introduzida
na regra de nimero 2.

Com esta teoria 0 conceito (e resultado) de interferéncias de caminhos
alternativos seguido simultaneamente pelo elétron é introduzido. O calculo da
probabilidade total P(x,t) depende se um caminho esta “aberto” (o elétron pode seguir
por este caminho) ou “fechado” (o elétron ndo pode seguir por este caminho).
Resultados diferentes sao encontrados se caminhos estao “abertos” ou “fechados”.

Notem que esta propriedade (interferéncia causada pela presenca de caminhos
alternativos) é completamente irrelevante para as entidades fisicas denominadas de
particulas. O porqué disto é que particulas seguem uma Unica trajetoria e, 0 seu
movimento ao longo desta Unica trajetoria, independe da existéncia ou ndo de qualquer
outro caminho alternativo que a particula poderia seguir. Particulas ndo mostram esta
propriedade de interferéncia que foi introduzida via as quatro regras basicas da nova
teoria do elétron.

Queremos nesta secdo considerar as probabilidades P(x,t). Podemos calcular
estas probabilidades? Sim. Podemos. Porém, para isto é necessario que conhecamos as
amplitudes parciais Ag, A1, A, ... ou a amplitude total Ay associadas ao elétron quando
seguir simultaneamente os infinitos caminhos acessiveis entre 0s pontos inicial (Xo, to) €
(%, t) que ele visita, ver Eq 4.13, regra numero 3, da parte 1l. Essas amplitudes podem
ser calculadas através de uma equacdo, a chamada equacdo de onda de um elétron.
N&o vamos ainda falar desta equagcdo. No momento vamos, apenas, admitir que as
amplitudes parciais Ax ou a amplitude total Aro: Sejam conhecidas.

Com as amplitudes Ax ou A conhecidas, a probabilidade P(x,t) pode ser
imediatamente calculada. Esta probabilidade, ja sabemos, tem valores entre 0 (zero) e 1
(um); 0<P(x,t) <1
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Como podemos representar a probabilidade P(x,t) para um determinado sistema?
Fazendo um mapa de seu valor para diferentes posi¢cbes no espaco e no tempo. Por
simplicidade, vamos considerar, até que algo seja dito contrario, que a probabilidade
P(x,t) seja calculada para um determinado tempo t fixo. Desta forma, a probabilidade sé
depende da posicgéo espacial do sistema que estamos considerando.

Vamos considerar um elétron movendo-se no plano xy (para um tempo t fixo).
Vamos criar o sistema de coordenadas (cartesiano) xy onde representaremos os valores
da probabilidade P(x,y) no ponto (x,y) deste espaco, ver Figura 4.13.

Y

Figura 4.13: Sistema de coordenadas
cartesiano bidimensional onde a probabilidade
P(x,y) de um elétron seré representada.

A seguir, vamos representar os valores que a probabilidade P(x,y) assume em
um ponto (x,y) através cores distintas. Por exemplo, os intervalos 0 < P(x,y) < 0,25 sera
representado pela cor branca, 0,5 < P(x,y) = 0,5 sera representada pela cor cinza claro,
0,5 < P(x,y) < 0,75 por um cinza médio e 0,75 < P(x,y) = 1 por uma cor negra. Mais
cores poderdo ser utilizadas para outros valores desta probabilidade; por simplicidade
ndo faremos isto aqui.

Vamos supor que 0 movimento de um elétron, sujeito a um potencial V(x,y), seja
representado pelo mapa (grafico) representado na Figura 4.14 abaixo. As convenges de
cores seguem o que foi estabelecido acima.
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Figura 4.14: Probabilidade P(x,y) de se encontrar um elétron no plano xy.
Legenda: preto, 0,75 < P(x,y) < 1; cinza escuro 0,50 < P(x,y) < 0,75; cinza
claro, 0,25 < P(x,y) < 0,50; branco, 0 < P(x,y) <0,25.

Por meio deste grafico podemos responder a pergunta ‘“qual a trajetdria
(caminho) seguida pelo elétron ao movimentar-se no plano xy no sentido da esquerda
para a direta?” Resposta: ndo sabemos. O elétron utiliza varias e vdrias trajetorias
(caminhos) para fazer este movimento. Porém, podemos responder a pergunta: “qual ¢ a
regido do plano xy onde hd a maior probabilidade do elétron ser encontrado?” A
resposta a esta pergunta é: a regido onde temos a probabilidade com valores entre 0,75 e
1; a regido marcada em negro na Figura 4.14. Notem que o elétron pode ser também
encontrado nas regides em cinza; a probabilidade é maior de encontra-lo nas regides em
cinza escuro do que em cinza claro. Nas regides em branco, ai, definitivamente, a
probabilidade de se encontrar um elétron € nula. Isto significa que o elétron jamais
visita essas regifes (em branco)? Nao. Ele visita continuamente esta regido. Porém,
devido aos efeitos de interferéncia totalmente destrutiva, a probabilidade de encontra-lo
nesta regido é zero. Nula.

A regido onde a probabilidade do elétron ser encontrada € maior é chamada de
orbital.

Notem a diferenca quer ha entre o conceito de drbita (uma trajetoria unica
tracada por uma particula) com o conceito de orbital, a regido onde a probabilidade é
méaxima de se encontrar um elétron. Uma orbita é uma trajetoria Unica cuja incerteza na
sua determinacdo é nula, zero. Por outro lado, um orbital é uma regido onde ha a
confluéncia de varias (infinitas, a rigor) trajetorias que um elétron estd seguindo
simultaneamente mostrando um efeito de interferéncia totalmente construtiva tal que
a probabilidade do elétron ser encontrado naquela regido é maxima.

De modo geral, a forma de um orbital de um elétron é representada de maneira
mais simples do que representado na Figura 4.14. Uma linha simples indica a forma
deste orbital. Por exemplo, o orbital do elétron da Figura 4.14, é normalmente
representado graficamente como mostrado na Figura 4.15. Nas vizinhangas da curva
apresentada a probabilidade de ser encontrado o elétron ndo é nula, mas um tem um
valor gradativamente menor.
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Figura 4.15: Orbital de um elétron no plano xy. A linha do gréafico
mostra a probabilidade méxima de se encontrar o elétron no plano
xy considerado. Compare este grafico com o da Figura 4.16.

Esta é a forma que podemos estudar ou visualizar as regides onde sdo mais
provaveis de ser encontrado um elétron: os seus orbitais.

E para o atomo de hidrogénio? O que podemos dizer a respeito deste sistema de
um elétron (e um ndcleo atdmico)?

De acordo com a nova teoria para um elétron, o elétron no 4&tomo de hidrogénio
pode ser encontrado em qualquer regido em torno do ndcleo. Devemos recusar aquele
conceito velho de orbitas de Bohr; trajetdrias circulares ou elipticas em que o elétron
poderia se movimentar. O elétron no atomo de hidrogénio ndo se encontra seguindo
qualquer orbita de Bohr. Isto ndo existe na nossa nova teoria do elétron! Nesta nova
teoria o elétron estd simultaneamente em todas as regides do espaco. Ha infinitos
caminhos para ele se movimentar com relacdo a posi¢do em que se encontra o ndcleo
atdbmico! Isto é o que diz a nova teoria de um elétron.

Mas como podemos visualizar o elétron no &tomo de hidrogénio? Resposta: por
sua probabilidade. Pelo valor da probabilidade deste elétron ser encontrado em alguma
posicdo (x,y,z) do espaco tridimensional formado em torno do nucleo atdémico. Vamos
ver um desses orbitais?

No atomo de hidrogénio o elétron pode ter varias energias permitidas. Para a
energia do estado fundamental (n=1, na formula de energia de Bohr), no plano yz, o
orbital que o elétron se encontra esta representado na Figura 4.16(a) (com as cores
como convencionado na apresentacdo da Figura 4.14) e, mais simplificadamente, na
Figura 4.16(b).
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(a) (b)

Figura 4.16: Projecbes do orbital do estado fundamental do atomo de
hidrogénio no plano yz.

Se girarmos de 360° essas figuras com relagdo ao eixo “z” obtemos um orbital
que tem uma forma de uma esfera, ver Figura 4.17. Esta é a forma do orbital do estado
fundamental (n=1) do a&tomo de hidrogénio. Um orbital denominado orbital 1s.

z

Figura 4.17: Distribuicdo espacial do
orbital do estado fundamental do atomo
de hidrogénio.

Aqui esta apresentada uma nova teoria para um elétron. Nesta teoria, 0 elétron
ird seguir simultaneamente uma infinidade de caminhos (trajetdrias) para movimentar-
se de uma posicao inicial X, N0 tempo tp, até a posicao xs, no tempo t;. Cada uma dessas
(infinitas) trajetérias € descrita por uma amplitude Ay (chamada amplitude de
probabilidade). A amplitude total Aty que descreve um elétron em um ponto genérico
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(x,t) do espaco e tempo é dado pela soma de todas as amplitudes de probabilidades
parciais que la se condensam: Arot = Ag + Ap + Ay + Ag + ... + Ay + ..... Nd&o é possivel
medir, por meio de qualquer experimento que se possa realizar em um laboratério, as
amplitudes de probabilidades parciais ou uma amplitude de probabilidade total. O que é
dado um significado fisico é o quadrado da amplitude de probabilidade total verificada
para um elétron no ponto (x,t), (Are)’, que recebe a interpretacdo da probabilidade
P(x,t) de se encontrar o elétron no ponto indicado. Tudo que precisamos saber para
descrever o estado de um elétron nesta nova teoria sé@o as amplitudes parciais ou, 0 que
é melhor, sua amplitude total para todos 0s pontos espaciais x e tempo t desejados.

Esta nova teoria é probabilistica, em contraste com uma teoria deterministica
de uma particula movendo sob acdo da lei de Newton. Tudo que podemos falar € a
probabilidade de se encontrar um elétron nas regides proximas a um ponto (x,t) do
espaco e tempo indicados. Através de mapas da distribuicdo de probabilidade como
ilustrado nas Figuras 4.14-4.17, podemos visualizar as regides onde sdo maiores as
probabilidades de se encontrar um elétron para um determinado sistema.

Ainda ndo fornecemos a maneira como as amplitudes de probabilidades podem
ser encontradas. Porém, conhecendo a equacdo que rege estas amplitudes, podemos
desenhar seu formato e analisar as suas propriedades. Isto é feito na mais tarde para 0s
varios orbitais do &tomo de hidrogénio no seu estado fundamental e estados excitados.
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Auto-avaliacao

1) Considere dois nlcleos do atomo de hidrogénio separados no espago por uma
distancia R. A Figura 1 ilustra esta situacdo para os dois nucleos atdbmicos deste
sistema posicionados ao longo de um eixo cartesiano.

rj‘/ e_\ "2
H(1) @/ \$H(2)

«———R—»

Figura 1: Dois ndcleos do 4tomo de hidrogénio H(1) e H(2),
afastados entre si por uma separa¢do interatbmica R. Um elétron
esta ligado a estes dois nucleos atdbmicos: a distancia do elétron
aos nucleos 1 e 2 tem os valores ry e r,, respectivamente.

A este sistema de dois prétons é incluido um elétron. Este elétron permanece

ligado a estes dois nucleos atdmicos a uma distancia ry e r,, respectivamente, aos
nucleos do 4&tomo de hidrogénio H(1) e H(2).

Considere a amplitude A; ser encontrado estar ligado ao nucleo atdbmico 1 e A; a

amplitude do elétron estar ligado ao nucleo atdbmico 2. Vamos chamar estas
amplitudes de orbitais 1s(r;) e 1s(rp), respectivamente; isto é: A;=1si(r;) e
AlElsz(rz).

Neste sistema o elétron pode estar ligado a ambos os nucleos simultaneamente.

Desta forma sua amplitude total pode ser escrita como (ver regras nimero 1, 2 e 3
da nova teoria para o elétron):

() 15 (r) +155(r.)  ou AL =151(r) —15,(rp)

a)

b)

Escreva a expressdo completa para a probabilidade P™(ry,r,) associada a

amplitude (Jg% em termos dos orbitais 1s3(r1) e 1s,(r2). Sugestdo: ver regra

nimero 4 da nova teoria para o elétron e releia a parte Il do quarto texto
auxiliar.

Escreva a expressdo completa para a probabilidade PO)(ry,r,) associada a

amplitude (5% em termos dos orbitais 1s;(r;) e 1sy(r2). Sugestdo: ver regra

numero 4 da nova teoria para o elétron e releia a parte Il do quarto texto
auxiliar.

c) Qual das probabilidades, P™(ry,r)) ou PO(ry,r) mostra interferéncia

construtiva?
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d) Qual das probabilidades, P®(ry,r,) ou PO(ry,r,) mostra interferéncia destrutiva?

e) Mostre probabilidade de se encontrar um elétron entre os nucleos atbmicos 1 e 2

f)

g) A amplitude

é diferente de zero se P™)(ry,r,) for utilizado e zero de PO(ry,r,) for utilizado.
Sugestéo: verifique os valores de P®(ry,r,) e PO(ry,r,) para ri=r. Esta condicéo
equivale a fazer o elétron posicionar-se de forma equidistante dos nucleos 1 e 2,
respectivamente.

Entre os dois nucleos atémicos, sabemos, ha uma interacdo Coulombiana
repulsiva (os dois nucleos atbmicos tém cargas positivas). Em que situacdo, o

elétron ser descrito por (Jc;% ou (5%, pode favorecer este sistema forma por

dois nucleos atbmicos e um elétron ter sua energia potencial total estabilizada?
Sugestdo: Observe que entre 0s ndcleos atdmicos e o elétron ha uma energia de
atracdo Coulombiana.

(+

0% é usualmente chamada de orbital molecular ligante, enquanto

que A%% é usualmente denominado de orbital molecular anti-ligante? Justifique
amplamente sua resposta.

Considere dois nucleos do atomo de hidrogénio separados no espago por uma
distdncia R como na Questdo 1 acima. Porém, agora, ha dois elétrons proximos
destes dois nucleos atbmicos, ver Figura 2. O primeiro elétron estad a uma distancia
r1 do nacleo 1 e r, do nicleo 2, enquanto que o segundo elétron esta a uma distancia
r’; donucleo 1 e r’, do ndcleo 2.

H(1) H(2)

v

Figura 1: Dois nacleos do atomo de hidrogénio H(1) e H(2),
afastados entre si por uma separacdo interatbmica R interagindo
com dois elétrons.

Considere as quantidades A;=1s;(r1) e A>=1s,(r;) como as amplitudes de parciais

do primeiro elétron estar ligado ao nacleo 1 e 2, respectivamente, enquanto que
As=1s:(r"1) e As=1s,(r",) sdo as amplitudes de probabilidade parciais do segundo
elétron estar ligado ao ndcleo 1 e 2, respectivamente,
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Este sistema fisico formado por dois nucleos do atomo de hidrogénio e dois
elétrons é a molécula de hidrogénio, Hs.

Para esta molécula uma amplitude eletronica total Aro: pode ser escrita como a
soma dos produtos de amplitudes parciais:

Arot = Cq[1s1(n)1sp(r3) +1sp ()18 (1) ]+ Co[ 187 ()11 (1) + 155 (r2)1s2(r2) ]

Nesta expressdo, C; e C, sdo duas constantes numericas (positivas ou
negativas) adequadamente escolhidas.

a) Dé uma interpretacdo fisica para os dois primeiros produtos de amplitudes
parciais (os temos multiplicados por C;) que formam a amplitude total Aqo:
acima.

Sugestdo: procure associar estes termos com o conceito de uma ligagdo quimica
covalente.

b) Dé uma interpretacdo fisica para os dois ultimos produtos de amplitudes parciais
(os temos multiplicados por C;) que formam a amplitude total At acima.
Sugestdo: procure associar estes termos com o conceito de uma ligagdo quimica
ibnica.

c) Para a molécula de H, devemos escolher C; maior que C,, C; menor que C, ou
C, igual a C,? Justifique amplamente sua resposta.
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Aula 9

Calculo de médias e valores esperados para grandes fisicas

Quatro regras foram formuladas para esta nova teoria do elétron. A ultima delas
(regra numero 4) confere uma probabilidade P(x,t) como a Unica informagdo que
temos sobre a posi¢do de um elétron no espaco e no tempo. Nado podemos mais falar
com certeza absoluta da regido no espaco em que um elétron pode ser encontrado em
um dado tempo t. Tudo que podemos falar é a chance, é a probabilidade dele ser
encontrado nesta regido do espago no tempo especificado.

Mas, e se, para um sistema muito bem definido, necessitarmos da informacéo
segura (e ndo de uma probabilidade) de onde um elétron se encontra no espaco? Por
exemplo, vimos, o tamanho do &omo de hidrogénio ¢ identificado com a distancia que
o elétron se encontra com relacdo ao nucleo atdmico. Esta distancia, e, portanto, o raio
do a4tomo de hidrogénio, pode ser calculado pelo modelo atdbmico de Bohr. Ele vale, de

acordo com este modelo, r,_, =529x10 " metros (ver segundo texto auxiliar). E esse

namero é confirmado por resultados experimentais. Desta forma, para que a nova teoria
do elétron vingue, temos que mostrar que ela é tdo boa como a teoria de Bohr para o
atomo de hidrogénio para prever o tamanho do &omo de hidrogénio, suas energias e
varias outras propriedades atbmicas que desejarmos. Isto € 0 minimo que temos que
exigir desta nova teoria do elétron. Caso contrario, serd frustrante termos uma teoria
solida, mas de nenhum resultado pratico de interesse. Logo, logo, esta teoria seria
condenada ao ocaso de sua inutilidade pratica.

Felizmente o pessimismo aventado para a nova teoria nao tem fundamento.
Muito pelo contrério, essa teoria é poderosa e muito robusta. Tudo que pode ser previsto
e descrito para o atomo de hidrogénio pela teoria de Bohr pode ser reproduzido pela
nova teoria. Reproduzido e ampliado. Muito mais do que o modelo de Bohr nos
proporciona como um comportamento para um atomo a nova teoria sera capaz de tratar;
e mais ainda, ela sera fundamental para a nossa descricdo e entendimentos de atomos
com muitos elétrons, moléculas, aglomerados de atomos, moléculas, o estado gasoso,
solido e liquido da matéria, a matéria nuclear, o reino das particulas elementares sub-
atdbmicas e da radiacdo eletromagnética. Uma teoria fantastica. Para se ter uma
dimensdo dos resultados desta nova teoria, sem nenhum risco de errarmos, toda a
tecnologia eletronica e da dptica moderna ndo seria possivel sem que esta nova teoria do
elétron fosse descoberta partir do inicio do século passado e desbravada ao longo do
século passado e ao longo dos anos desse seculo que vivemos. Nosso mundo seria
outro.

Retornando ao nosso problema: Para um determinado sistema bem definido,
como podemos fornecer a posicdo espacial exata de um elétron (em um dado tempo) t
de acordo com a nova teoria? Resposta: ndo podemos. Mas podemos fazer outra coisa
interessante.
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Vamos fixar o tempo, como um tempo t, pré-estabelecido, e ndo falarmos mais
sobre esta variavel. Observe a Figura 4.18 abaixo. Considere um segmento de linha reta,
vamos chama-lo de eixo “X”; a origem (inicio) deste segmento é marcado com o valor
0,0. A seguir, vamos dividir este segmento em partes iguais e dar valores incrementais
de 0,5 unidades da diviséo. Para cada um dos pontos indicados, (0,0), (0,5), (1,0), (1,5),
etc. sobre o segmento de linha reta escolhido (o eixo “X”) vamos associar uma
probabilidade P(x) de um elétron ser encontrado ao longo deste eixo. Isto pode ser feito
para varios problemas onde a posi¢cdo de um elétron é analisada ao longo de uma linha.

De acordo com 0 nosso esquema, temos uma probabilidade P(0,0) de se
encontrar o elétron na origem, o ponto x=0,0; no ponto x=4,5 a probabilidade é P(4,5);

no ponto x=6,0 a probabilidade é P(6,5); etc..

P{0,0) B{0,5) B(1,0) B{1,5) B{2,0) B{L,5) B(3,0) B(3,5) P(4,0) B{4,5) B(5,0) B(5,5) P(6,0) BI6,5) B(T.0) . ..

499_'?_'?_'?%'?_'?_'?_'?_'?‘_9_‘?_9_9_9—:

05 10 15 20 235 30 335 40 45 30 35 60 65 70 ...

0.0

Figura 4.18: Distribuicdo de probabilidade P(x) ao longo do

segmento de reta x.

Para ficar mais claro o nosso exemplo, vamos supor que as probabilidades P(x)
de se encontrar um elétron ao longo do eixo x tenham os valores hipotéticos
apresentados na Tabela 4.2; na Figura 4.19, um gréfico P(x) em fungdo de x é

apresentado.

Tabela 4.2: Distribui¢do da probabilidade P(x) de encontrar um elétron ao longo
do eixo x em um sistema fisico modelo.

0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
3,5
4,0
4,5

0,000000
0,047027
0,079615
0,101088
0,114093
0,120722
0,122626
0,121101
0,117154
0,111565

5,0
5,5
6,0
6,5
7,0
7,5
8,0
8,5
9,0
9,5

0,104931
0,097704
0,090224
0,082737
0,075423
0,068404
0,061763
0,055549
0,049787
0,044485

10,0
10,5
11,0
11,5
12,0
12,5
13,0
13,5
14,0
14,5

0,039638
0,035230
0,031242
0,027648
0,024421
0,021533
0,018956
0,016663
0,014628
0,012824

15,0
15,5
16,0
16,5
17,0
17,5
18,0
18,5
19,0
19,5

0,011230
0,009823
0,008583
0,007492
0,006534
0,005694
0,004958
0,004313
0,003750
0,003257
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Figura 4.19: Probabilidade de se encontrar um elétron ao longo do eixo Xx.

Vamos agora, retornar a nossa pergunta anterior: se um elétron pode ser
encontrado sobre o eixo “X” da Figura 4.18, entdo onde ele estd? De acordo com a nossa
descricdo ele (o elétron) esta em qualquer lugar sobre o eixo x; da origem, x=0,0 até
um valor muito grande, um valor tendendo para o infinito: x—oo. Mas isto ndo responde
a nossa pergunta!

J& que ndo podemos responder a pergunta da forma débvia que pensdvamos ela
pudesse ser respondida, vamos entdo respondé-la da forma que podermos. Ha duas
(entre outras) maneiras Uteis de darmos uma resposta razoavel a irritante pergunta “onde
esta o elétron?” do nosso problema.

A primeira resposta € responder que o elétron se encontra ao longo do eixo X,
MAS ele é maior a probabilidade dele ser encontrado em Xmax Onde a probabilidade
P(xmax) € maxima. Eis ai uma forma interessante de responder a pergunta que nos
persegue. No nosso exemplo, baseado na Tabela 4.2 e Figura 4.19, é em Xma=3
(unidades de comprimento), quando a probabilidade P(Xmax) € méxima e igual a
0,122626.

Esta é uma boa saida para resolver o nosso problema: associar a probabilidade
méaxima a presenca do elétron. Este tipo de argumento é usado com uma frequéncia
relativamente grande. Porém, ha outra maneira mais interessante e muito mais adequada
para responder a pergunta que nos persegue: use a media.

Sim. A média. O elétron, de acordo com a nova teoria € encontrado ao longo de
todo 0 segmento semi-positivo do eixo x (para todos os valores positivos e 0 zero de X),
mas com probabilidades diferentes de ser encontrado a cada ponto deste segmento de
reta. Desta forma, podemos dizer € mais provavel de se encontrar um elétron na
posicdo do espaco gque coincide com o valor medio de sua presenca ao longo de todo o
espaco.

Vamos chamar a média espacial onde esperamos encontrar um elétron por X ou
Xmédia OU MESMO como <x>, para usar uma notagdo mais exotica. Como podemos
calcular a média da posicdo de um elétron? Simples: multiplique cada posic¢éo X, que 0
elétron pode ser encontrado pela probabilidade P(x,) que ele tem para ser encontrado
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nesta posicao e divida esta soma pela soma de todas as probabilidades que o elétron tem
para ser encontrado em alguma posicao X, ver Figura 4.19. Em termos matematicos,
escrevemos:

XoP(Xp) + X1P(X1) + X20P(X2) + X3P(X3) +---+ XnP(Xpn) + -+ X, P(X0 )
P(xg) + P(x1) + P(Xp) + P(X3) +---+ P(Xpn) +---+ P(Xs)

<X>=

Em uma notacdo mais simples e compacta, podemos representar as somas que
aparecem no numerador e denominador da fracdo que define a média <x> para a

m
posicdo do elétron, utilizando o simbolo do somatério, > . Neste simbolo, subscrito n

n
e sobrescrito m indicam os limites inferiores (inicio) e superiores (final) da soma que se
deseja fazer. Utilizando esta notagcdo, podemos escrever:

ixn P(xn)
<x>=0=0____ [4.19]
> P(xn)

n=0

Vamos calcular o valor esperado (a média) da posicdo do elétron no exemplo
ditado pela probabilidade da Tabela 4.2 e Figura 4.19? Utilizando os dados da tabela 4.2
e a formula 4.19, encontramos:

~ 0,0x0,0000+0,5x0,047027 +1,0x0,079615+---+ 3,0 x 0,122625 + - -- + 19,5 x 0,003257
0,0000 + 0,047027 + 0,079615 + --- + 0,122625 + - - - + 0,003257

<X>

< x >=0,780018 unidades de comprimento

Com auxilio do calculo integral somas como essas, incluindo muitos e muitos
mais fatores, serdo realizadas de forma mais rapida e precisa. De fato, a equacédo 4.19
pode ser reescrita corretamente como:

fgo xP (x)dx

<X>= [4.20]

j;o P(x)dx

Por exemplo, uma funcdo analitica adequada para representar a distribuicdo de
probabilidade P(x) da Fig. 4.19 para um elétron movimentando-se ao longo do semieixo
positivo x > 0, pode ser escrita como,

P(x) = 4a°x%e 2%
Com a=(1/0,52)(unidades de comprimento)™ Como esta funcdo distribuicdo de
probabilidade, o célculo do valor mais provavel da posi¢do do <x>, usando a eq. 4.20, é:
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jgo x(4a>x2e 2% )dx

<X > ==
jo 403 x%e 2% dx
4053.[(;O x3e 2% dx
4agjgo x2e 2 gy
3
o)
2!
(20)°
3
<X>=—
20
Nestes calculos foi utilizado o resultado para a integral definida
e 0] nA—ax _ n!
jo x"e"¥dx = —— [4.21]

a

Inserindo o valor da constante a dado acima, encontramos <x>=0,78 unidades de
comprimento, um valor que coincide com o que encontramos fazendo a média
utilizando uma soma infinita.

Continuando, observe que o valor mais provavel <x> e o0 valor da posiCa0 Xmax
onde é maxima a probabilidade de se encontrar o elétron ndo sdo iguais. No nosso
exemplo, <x> é maior que Xmax. A razdo desse resultado recai no fato da forma da
funcdo de probabilidade P(x) ndo ser simétrica, veja a curva da Figura 4.19. No nosso
exemplo, embora cada vez menor, com valores tendendo para 0 (zero) a funcdo P(x)
tem uma longa cauda que se estende suave e continuamente até os valores muito
grandes (tendendo para infinito) da variavel x. Isto causa a média ser arrastada para
valores maiores que o valor onde a probabilidade € méaxima.

Na nova teoria do elétron, a média da Equacéo 4. 4.20 sera utilizada sempre que
desejarmos conhecer a posicdo média (o chamado valor esperado) de um elétron ao
longo de uma linha.

Quando resolvermos o problema do atomo de hidrogénio, e encontrarmos 0s
seus orbitais atbmicos (que sdo justamente as amplitudes totais desta nova formulacéo
de teoria para um elétron), encontraremos exatamente o valor de para a distancia média
(o valor esperado) <r> de se encontrar o elétron afastado do nucleo no seu estado
eletronico fundamental; um elétron no orbital 1s, o orbital de menor energia. Este
resultado coincide exatamente com o resultado obtido pelo modelo de Bohr. E com os
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valores experimentais obtidos para o tamanho do atomo de hidrogénio (no seu estado
eletrénico fundamental).

Estamos fazendo grandes progressos. Tudo que conheciamos como resultado do
modelo de &tomo como proposto por Bohr, podemos recuperar com esta nova teoria do
elétron.

Para situacdes em que temos o elétron movimenta-se em duas dimensdes, ver

Figura 4.20, com uma probabilidade P(x,y) de ser encontrado no plano xy, a férmula da
equacao 4.19 é redefinida como

nmaXmmaX
Z ZXnP(Xn, Ym)

Nmin Mmi
< X >=-—min_mn [4.22a]
nmaxmmax

> 2 P(Xn,Ym)

Nmin Mmin

nmaxmmax

2 2 YmP(Xn. Ym)
<y > = min Mlmin [4.22b]

nmaXmmaX
Z Z P(Xn, Ym)

Mmin Mmin

Pa(xa, ya)

0 | Pg(xs, ys)

P1olx1g, Y10) P1a(x12, y12)

P13(x13, y13)

A J

Figura 4.20: Distribuicdo de probabilidade P(x,y)
no plano xy.

Mas rigorosamente, utilizando integrais, escrevemos:

jjooo fjooo xP (X, y)dxdy
> =
.[iooo Ifooo P(x, y)dxdy

<X

[4.234]
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LI yP O )y

< y o0 o0
J'_OO j_oo P(x, y)dxdy

[4.23b]

Para situacdes tridimensionais, teremos integrais triplas para serem avaliadas.
Veremos estes casos mais tarde.

Perfeito. Ja sabemos como extrair resultados para a posi¢do onde é esperado ser
encontrado um elétron no espago com nova teoria do elétron, uma teoria probabilistica:
Calculamos a média (o valor mais provavel), e o nimero conseguido deve ser
comparado a algum valor obtido por métodos experimentais.

Porém, por termos um valor médio, precisamos nos assegurar do erro que
estamos cometendo em utilizar uma média para representar um resultado tedrico a ser
comparado com o seu equivalente experimental.

A questdo ¢ andloga a um lago que apresenta diferentes profundidades. Podemos
falar em uma profundidade média do lago. Porém, se formos lancar uma sonda neste
lago, é importante saber o erro (para mais e para menos) no valor especificado da
profundidade média. Isto porque poderemos necessitar de mais ou menos corda para
fixar a sonda. Mais til do que fornecer a profundidade média do lago é fornecer esta
profundidade com um erro (para mais e para menos) do que podemos esperar como a
profundidade real em um ponto determinado. O ideal é termos uma informacao da
profundidade do lago como (por exemplo) 16,4 m + 2,5 m. Isto significa que podemos
esperar de ter a profundidade do lado em um local particular que desejamos averiguar
sendo entre 18,9 m e 13,9 m. Um outro exemplo é ter a altura média de pessoas de uma
cidade. Digamos que na cidade de Ghostberg a altura média das pessoas seja de 1,81 m.
Conhecido este dado, ndo temos uma boa nocdo de como a altura das pessoas,
individualmente, oscilam em torno desta média. Esta oscilagdo, ou melhor, esta
dispersdo, pode ser conhecida se um erro (a dispersdo) associado a média for informado.
Digamos que a altura média das pessoas seja 1,81 m + 0,34 m. Com este novo resultado
n&o nos surpreenderemos com um pacato cidaddo de Ghostberg medindo 1,50 m ou alto
como 2,10 m!

Do exposto acima, é conveniente que seja fornecido uma posi¢do média, o valor
esperado <x>, para a provavel localizacdo de um elétron em um sistema especificado e
0 erro associado a essa media; a incerteza Ax do valor esperado <x>.

Como podemos calcular a incerteza Ax? De diversas maneiras, € a resposta. A
questdo é encontrar uma definicdo que satisfaca 0s requerimentos basicos para 0 uso
adequado desta nova grandeza.

Calculo da incerteza nas posicdes espaciais

Em razdo de estarmos tratando medidas da posi¢cdo de um elétron (ou um
quantidade fisica qualquer que tenha o comportamento dual onda-particula) como
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valores médios, precisamos nos assegurar do erro que esta sendo introduzido em
utilizar uma média para representar um resultado que ira ser comparado com um valor
experimental dnico. Qual a seguranca que temos ao expressar uma previsdo tedrica
média com um valor bem determinado e preciso que podemos obter por uma medida
experimental em um laborat6rio?

Vamos esclarecer este ponto, considerando o elétron no dtomo de hidrogénio.
Vamos considerar, para a discussdo abaixo, que este 4tomo esteja no seu estado
eletronico fundamental; o nivel n=1. Pelo modelo de Bohr, a distancia do elétron até o
ntcleo no atomo de hidrogénio vale r=0,52 A. Também, sabemos, o tamanho do 4tomo
de hidrogénio corresponde a distancia que seu elétron se encontra com relacdo ao
nacleo atdmico. Desta forma, o atomo de hidrogénio é previsto ter um tamanho cujo
raio é r=0,52 A . O que a nova teoria do elétron nos diz a respeito deste problema? Qual
¢ a previsdo da nova teoria de um elétron para o tamanho do atomo de hidrogénio?

Pela nova teoria do elétron, aplicada ao &tomo de hidrogénio, o que temos é uma
probabilidade P(r) do elétron ser encontrado com relacdo ao ndcleo atémico. Esta
probabilidade, isto pode ser calculado, tem a forma,

1 -2r/a
P(r) =4 = |2 0 4.24
(r) 3 r<e [4.24]

cujo gréafico estd apresentado na Figura 4.20. O valor numérico para a constante ap (0
chamado raio de Bohr) é a,=0,52 A.

1,2 -
1 .
0,8 - .
3:’"-0,5 .
04
0,2 -
0 — : . , ,
0 / X 1 2 3 .4 5
rfA)
0.52A 0,784
Figura 4.20: Funcdo probabilidade radial P(r) de um elétron no
estado fundamento do 4tomo de hidrogénio. A distancia r=0,52 A
marca a regido onde é méaxima a probabilidade P(r) de se
encontrar o elétron e r=0,78 A corresponde ao valor médio (valor
esperado <r> de se encontrar o elétron com relacdo ao nucleo
atémico. O nicleo atdmico se encontra na distancia r=0 A.

Pois bem. Utilizando a probabilidade radial (radial porque depende da variavel r
gue mede a distancia (o raio) do elétron até o nucleo atdmico) P(r) da Eq. 4.24 e a
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definicdo de um valor médio (um valor esperado) da expressao 4.20, obtemos, <r>=0,78
A. Esta é a distancia média com que o elétron se encontra com relagdo ao ntcleo
atdbmico no atomo de hidrogénio. Embora pequeno, note que o resultado previsto pela
nova teoria do elétron difere daquele previsto pelo modelo de Bohr. No modelo de
Bohr, a distancia (o raio) elétron-nicleo atbmico no &tomo de hidrogénio é prevista ser
0,52 A. Os resultados experimentais favorecem a previsdo feita pela nova teoria do
atomo de hidrogénio.

Observem que, na nova teoria do elétron, o elétron no atomo de hidrogénio nédo
se encontra o tempo todo na distancia r=0,78 A. Ele se encontra em qualquer posi¢éo
radial no espaco a partir do ndcleo atémico, desde r=0 A até r assumindo um valor
muito grande, r—oo. A distancia r=0,78 A corresponde a uma média da posicio do
elétron, um valor que considera que o elétron pode visitar toda a regido possivel do
espaco mas, na média, ele deveria ser encontrado neste valor de distancia espacial.

Mas qual, do exposto acima, qual é o erro que cometemos ao considerarmos uma
posicdo média como o resultado de uma medida? Qual o erro que cometeriamos se
fizéssemos uma medida para a posicao do elétron e o valor encontrado nédo fosse <r>, o
seu valor médio? Podemaos fazer a previsao para esse erro, para essa incerteza Ar?

Sim. Podemos. Ha vérias maneiras para associarmos um erro de uma medida ou
a uma propriedade medida para um conjunto de medidas feitas.

Considere um conjunto de n medidas de uma quantidade desejavel Q. Este
conjunto contém os valores das medidas {So, S1, Sz, ..., Sn} para a quantidade Q
desejavel. Por exemplo, suponha que queiramos ter a altura média de um conjunto de
pessoas que desembarcam em uma estacao ferroviaria. Neste caso, So é a altura de um
dos passageiros, s; a altura de outro, s,, de outros, etc.. Como um segundo exemplo,
suponha que queiramos determinar a posicdo média de um elétron no atomo de
hidrogénio com relacdo ao seu nicleo atdmico. Neste caso so pode ser 0,1 A, uma das
possibilidades que o elétron tem para se encontrar distante do ndcleo atdmico do atomo
em questdo, s; pode ser 2,43 A, outra distancia possivel, $,=8,63 A, também esta dentro
das possibilidades, s3=0,73 A, idem, etc. e etc..

Uma maneira simples para se calcular o erro médio associado a um conjunto {s,
S1, S2, ..., Sn} de medidas é formar a diferenca entre cada ponto individual com o valor da

média <S> do conjunto, somar todos esses erros e dividir a quantidade obtida pelo
namero total de pontos n do conjunto:

n
Erro médio = 1 D> (Sm—<5>) [4.25]
N m=0

A média <S>, nos ja sabemos calcular e € desnecessario qualquer comentario
neste momento. A formula acima tem um inconveniente, entretanto. As diferengas
(Sn — <S>) podem ser positivas (o valor do ponto particular s, é maior que o valor da
média) ou negativas (o valor do ponto particular s, € menor que o valor da média). Isto
pode nos trazer alguma dificuldade de interpretagéo no futuro.
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Para evitar a variedades de sinais algébricos (positivos e negativos) que a definicdo de
erro da equacdo 10 introduz, uma nova definicdo de erro talvez possa ser melhor
introduzida. Vamos tentar introduzir o chamado erro quadratico médio, uma definigdo
de erro médio que evita sinais negativos serem incluidos em uma soma.

O erro quadratico médio é calculado como uma soma dos quadrados da
diferenca entre um valor individual do conjunto pela sua média <S>, dividido pelo
numero total de pontos n do conjunto:

n
Erro quadratico médio = % D (Sp—<5s >)? [4.26]
m=0

O erro quadratico médio é também denominado variancia de uma distribuicdo de
valores. Compare as duas formulas propostas para o célculo de erros médios. O Erro
quadratico médio é um numero sempre positivo. Este erro tem uma interpretacdo
geométrica de ser a medida da “distancia” total entre os pontos individuais S, do
conjunto com sua média <S>.

Com a introducdo do erro quadratico médio, podemos definir a dispersédo ou
incerteza As associada a um conjunto {So, S1, S2, ..., Sn} de medidas como a raiz
quadrada do erro quadratico médio:

L 2
As=_|=| D (Sm—<s>) [4.27]
N m=0

Feito. Ja sabemos como, estatisticamente, conversarmos sobre uma distribuicéo
de medidas individuais de um conjunto {So, S1, Sz, ..., Sn} de medidas. Em lugar de
tratarmos individualmente de todos os valores s, deste conjunto, podemos

representativamente referirmos & sua média <S> e sua incerteza As. Com essas

informacdes, podemos dizer que que o conjunto {So, S1, Sz, ..., Sn} de medidas é
representado por um valor <S> * As, que representa a média e a incerteza da medida.
Mas, espere!

Nas expressoes 4.26 e 4.27 ndo aparece uma funcdo probabilidade como temos
na expressdo 4.20, que nos permite o calculo da média da posicdo de um elétron. E
queremos introduzir uma funcdo probabilidade nestas formulas, pois esta funcéo
probabilidade é uma quantidade central na nova teoria dos elétrons. Como podemos
transcrever as expressoes 4.26 e 4.27 para 0 caso regido por uma probabilidade P(x) de
encontrar um elétron uma posi¢édo x ao longo de uma linha?

Fécil. Substitua a operagao “dividido pelo nimero total de pontos n do conjunto”
por “multiplique pela probabilidade P(x,) de encontrar o elétron em uma posigédo x, ao

longo de uma linha e divida o resultado pela probabilidade total >’ P(x,)”.
n=0
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Para o caso unidimensional, teremos, entao,

2 *nP(Xn)
Média: <x>=0=0__
Z P(%n)
< 2
Y (Xn—<x>)"P(xy)
Variancia ou erro quadratico médio : (Ax) n=0 —
> P(xn)
n=0

S (X < X>)2P(xy)

Incertezaoudispersdo: Ax = n=0

S P(x)

n=0

De uma forma mais correta, usando uma funcao de distribuicdo de probabilidade
P(x) continua em uma variavel continua x, escrevemos:

jw XP (x) dx
Média: < x>=‘o°;— [4.20]
[~ P(x)dx

j_ (x— < x >)2P(x)dx

Variancia ou erro quadratico médio : (Ax)
[~ P(x)dx

[4.28]

_ [* (x=<x>)?P(x) dx
Incertezaou dispersdo: Ax = |—=

[4.29]
[ P(x)dx

Normalmente a probabilidade total ijoo P(x)dx que aparece no denominador de

todas essas expressdes tem o valor unitario, um valor igual a 1. Se este for o caso, €
redundante o uso do denominador nas expressoes 4.20, 4.28 e 4.29.
A generalizagdo das expressoes 4.20, 4.28 e 4.29 para os casos de duas ou trés
dimensGes é imediato: temos que fazer integracdes duplas e triplas.
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Como um exemplo do calculo da incerteza, considere a funcdo probabilidade
radial P(r) para um elétron no atomo de hidrogénio, a funcédo probabilidade da equacao
9. J& calculamos o valor médio < r > para a posi¢cdo do elétron, com essa fungédo
probabilidade. Queremos agora saber qual a incerteza, qual o erro, que cometemos ao
usar o valor médio < r > = 0,78 A (ver calculo acima). Usando a expressdo 4.29 e a
funcdo P(r) da Eq. 4.24, obtemos Ar = 0,45 A. Mais abaixo iremos verificar este
resultado.

Desta forma, pela nova teoria para o elétron que estamos desvendando, a
resposta a pergunta “qual a distdncia do elétron até o nlcleo em um atomo de
hidrogénio?” tera como resposta (0,78 +£0,45) A. Isto é, o elétron é mais provavel de
encontrado na regido compreendida por uma “casca” de uma esfera de espessura 0,90 A
e compreendida entre 0,33 A <r < 1,23 A, em torno de um valor médio de 0,78 A. Mas
ndo significa que o elétron ndo possa estar & uma distancia maior que 1,23 A ou menor
que 0,33 A do nucleo atémico. Ele pode, sim, visitar estas regides espaciais. Apenas
sera menos provavel encontra-lo nessas regioes.

Finalmente, observe que, dada a distribuicdo P(r) da Eq. 4.24, é nula a
probabilidade de se encontrar um elétron dentro do nucleo atdmico do atomo de
hidrogénio; P(r=0) = 0. Portanto o elétron jamais deve ser encontrado dentro do nucleo
atbmico; este € um dos novos resultados que podemos extrair desta nova teoria do
elétron.

Calculo da incerteza Ar para a funcao probabilidade da Eqg. 4.24
Para obtermos o resultado da incerteza Ar da posicdo do elétron no atomo de

hidrogénio utilizando a funcéo probabilidade da Eq. 424, primeiro, vamos simplificar a
integral que ocorre no lado direito da igualdade da expressao 4.28:

jjooo(x—< x >)2P(x) dx EOOO(XZ —2<X> X+ < X>2)P(x)dx

jfoo P(x) dx jj"oo P(x) dx

00 2 0 o
DL L C L P WA O
|7 POx)dx [~ P(x)dx [ P(x)dx

2

=< X >—2<x><x>+<x>2

ou
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[° (x=<x>)?P(x)dx

(AX)2— o < X2 > — < x>2
[~ P(x)dx
Deste resultado, obtemos, portanto,
Ax=\/<x2>—<x>2 [4.30]

O célculo da incerteza da posicdo do elétron precisamos avaliar o valor esperado
do quadrado de sua posicdo, < x*>, e o quadrado do valor esperado de sua posicéo,
< x >2. Estas quantidades sdo definidas por:

<X>= M [4.20]
[ P(x)dx
(5]
<x?>= M [4.31]
[ P(x)dx

Para o problema em questdo, usando a funcdo de distribuicdo de probabilidade
P(r) da Eq. 4.24, calculamos:

0 1 -2r/a
w rl 4 — [¢2 Odr
e b [ e ]
g P(r)ar Ioo{lerze—Zr/aodr

0 as

<r>=

Também,
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© 1 =2r/
2 I(;OFZP(r)dr b r{d{ag’]rze aOdr}
“P(r)d T (1
o

ao

-2r/a
2 0
e dr

-

As integrais envolvidas nestes célculos tém, todas, um resultado mostrado na férmula
geral 4.21. Com os resultados obtidos acima para < r > e < r? > para o elétron no 4&tomo
de hidrogénio, podemos calcular a incerteza na sua posic¢éo pela relagéo simplifica 4.30:

2

Ar:\/(<r2>—<r>

2 2 0a2
Ar:\/3a§_(§aoj = M:%ao

Com o valor ay=0,52 A, encontramos, portanto, Ar = 0,45 A, como adiantado acima.
Como um exercicio, calcule o valor esperado < r > e a incerteza Ar para medidas
da posicdo do elétron no atomo de hidrogénio se ele for descrito pela funcdo de

probabilidade,
3 r
(1 rlo2 o an
Ps()==|=||2—-——|“r°€ %0
2s(1) Z(agj ( ao]

Sugestdo: siga os passos do calculo exemplificado acima e utilize a formula geral 4.21
para os resultados das integrais que surgirdo nesta execucgéo tarefa.

Conclusao

Vimos como tratar problemas envolvendo as posi¢Oes espaciais de um elétron no
atomo de hidrogénio através de novas regras que estamos formulando para o
comportamento desta, digamos, particula. Mas o que dizer a respeito de sua velocidade?
E de sua energia? E de outras propriedades que ndo envolvam apenas sua posi¢ao
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espacial? E o que fazer com problemas envolvendo um elétron, mas em outros sistemas
fisicos?

VVamos avancar nestas direcdes na sequéncia deste texto. E aguardem por outras
novidades!

Auto-Avaliagcao

Considere um sistema definido como uma particula livre (forca nula) de massa
m confinada em uma caixa de potencial unidimensional de comprimento L, ver Figura
abaixo.

A ¥ —
m
.

0 L X

¢ L >

Uma particula de massa m confinada
em uma barreira de potencial.

Para este sistema, a distribuicdo de probabilidade P(x) € dada pela formula,
P(x) = N sinz(zT”X)

A varidvel x é definida no intervalo 0 < Xx<L.

a) Mostre que P(x) é nula para os extremos x=0 e x=L. D& uma interpretag&o fisica
para estes resultados.

b) Determina o valor maximo de distribuicdo de probabilidade P(x).
Sugestdo: use as ferramentas do calculo diferencial (Calculo 11) préprias para se
determinar o maximo de uma funcao.
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Determine a constante N da funcdo P(x) tal que a integral jOL P(x)dx tenha o

valor unitario; isto é: jOL P(x)dx=1
Esta processo é chamado de normalizacédo de uma funcgéo de probabilidade.

Sugestdo: Use a identidade trigonométrica
[1—cos(2ax)]

.2 _
sin“(ax) = 5

para se fazer a integral desejada.

Calcule o valor esperado <x> para a posicdo da particula neste sistema.
Interprete o resultado obtido.

Calcule o valor esperado <x*> para o quadrado da posicdo da particula neste
sistema. Encontre o valor da incerteza Ax da posicdo da particula.
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Aula 10

Yalores esperados para 0 momento linear e sua incerteza

Vimos anteriormente, a maneira como podemos reconciliar o aspecto
probabilistico proprio da nova teoria para um elétron que estamos elucidando, e a
maneira como vamos expressar os valores bem definidos de quantidades fisicas que
podemos medir em um laboratério para o sistema fisico de interesse investigado.

Relembrando, para a posi¢cdo de um elétron no espaco, aprendemos, é uma
média < x > — o chamado valor esperado da posicdo (do elétron no espacgo) — a
quantidade da nova teoria que realmente podemos comparar com 0s resultados de uma
medida real feita em um laboratério. O valor esperado da posi¢do, aprendemos, é
calculado através da probabilidade P(x) da nova teoria do elétron, que, por sua vez, é
obtida pelo quadrado da soma de todos os caminhos que o elétron pode percorrer
simultaneamente ao sair de uma posic¢do inicial X, e chegar até outra posicdo final x:.
Adicionalmente, introduzimos uma incerteza Ax para especificar corretamente a posi¢éo
média de um elétron na leitura da forma probabilistica que a nova teoria estad sendo
desenvolvida.

Queremos agora saber como determinar o valor médio da velocidade de um
elétron em um sistema fisico bem definido, e a incerteza que acompanha esta média da
velocidade. Como isto pode ser feito? Vamos ver isto um pouco mais em detalhes?

Antes de propriamente iniciarmos nossa discussao, em vez de conversarmos
sobre a velocidade de um elétron, por razBes técnicas, € mais conveniente conversarmos
sobre a sua velocidade “v” multiplicada pela sua massa “m”. E mais conveniente
conversarmos sobre 0 momento linear p do elétron. Este aspecto ja foi inicialmente
discutido quando tratamos das regras de quantizagdo de Bohr-Sommerfeld-Wilson, ver
texto auxiliar 3, parte VII. O momento linear, ou quantidade de movimento do elétron, €
definido como o produto da velocidade pela massa do elétron. Assim,

P = MeV.

Note que, conhecido o momento linear p do elétron, basta dividir este valor por sua
massa, que teremos sua velocidade: v = p/me.

Para 0 momento linear do elétron, podemos calcular seu valor médio <p> e
incerteza Ap utilizando formulas andlogas as das equagdes 4.20 e 4.30 (e 4.31)
desenvolvidas para os célculos dos valores médios <x> e as incertezas Ax da posi¢édo
espacial do elétron:

“ pP(p)d
M édia: <p>:w [4.32]

[~ _P(p)dp
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[ (p-<p>)*P(p)dp
[~ P(p)dp

Incerteza ou dispersdo: Ap = [4.33]

Para o calculo da incerteza no momento linear Ap podemos utilizar a expressao
alternativa

Apz\/< p2 >—< p>2 [4.34]
com,
o 2
p“P(p)dp
< p2 >= LC’; [4.35]
[ P(p)dp

Compare com as equacdes 4.30 e 4.31.

Muito simples. Simples demais. Porém, h4 uma grande dificuldade aqui.
Reparem gue na expressdo para o valor médio da equacdo 4.32 e incerteza da equacao
4.33 (e Eq. 4.35): nestas equacdes aparece uma probabilidade de distribuicdo P(p) nos
momentos p, e ndo a probabilidade de distribuicdo espacial P(x) que conhecemos,
tratamos e ja comecamos a nos familiarizar. NOs nao temos qualquer conhecimento da
distribuicdo nos momentos P(p); noés ndo sabemos a forma e os valores desta
distribuicdo de probabilidade! Tudo que aprendemos até aqui foi como obter (através
das amplitudes de caminhos) a probabilidade P(x). E sem a probabilidade P(p), néo
podemos prosseguir nos calculos indicados nas Eq. 4.32-4.35.

Como podemos superar esta dificuldade?

Em tese, podemos seguir duas estratégias. A primeira: inventar uma maneira de
se obter P(p) a partir de P(x); esta ultima funcdo probabilidade nds a conhecemos. Este
€ um caminho interessante. Porém é um pouco elaborado para tratarmos dele neste
momento. Entdo vamos para uma segunda possibilidade: calcular Ap diretamente do
conhecimento de Ax. E adiar o problema do célculo da média <p> para quando tivermos
melhor conhecimento da teoria que esta sendo desenvolvida.

Vamos tentar seguir o segundo caminho? E possivel obter a incerteza Ap a partir
do conhecimento da incerteza Ax? Sim. E de uma maneira belissima. Vamos a ela?

Pela formula que nos permite o calculo da variancia (erro quadratico médio) da
posicdo x de um elétron, Eq. 4.30, e pela definicdo da probabilidade P(x) como o
quadrado de uma amplitude de probabilidade total Aty (ver regra 4, Texto auxiliar 4,
parte I, Eq. 4.15) podemos escrever:
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[ 72 (x= < x>)?P(x)dx
[7P(x)dx
[0 < % >)2 ATor(X) Aror (X)dx
[0 Aot (x) [Pox
ATt (x= < X >)? Apgr ()
[ A0 Pox

varianica na posicao espacial =

As amplitudes de probabilidade Arqi(X) que se trata as quatro regras introduzidas
para a nova teoria do elétron sdo quantidades matematicas denominadas funcbes

complexas de argumento real. A quantidade AT*m(x) ¢ denominada complexo

conjugado da funcdo Aro(x). Para prosseguirmos necessitaremos conhecer algumas
propriedades mais simples de funcGes complexas.

Vamos fazer uma pausa para analisarmos algumas propriedades de funcdes
complexas. Iremos necessitar destas propriedades no que se segue.

Algumas propriedades de fun¢des complexas

As amplitudes de probabilidade que se trata as quatro regras introduzidas para a
nova teoria do elétron sdo quantidades matematicas denominadas fungdes complexas de
argumento real. Uma funcdo complexa z(x) de um argumento real é uma funcédo
matematica que formada por duas funcdes reais R(x) e I(x) de argumento real, tal que

zZ(xX) =R(X) +i 1(x)

onde i=+/—1 é o chamado nGimero imaginario puro. As funcdes reais R(x) e I(x),
componentes da funcdo complexa z(x), sdo denominadas, respectivamente, a “parte
real” e a parte imaginaria da fun¢do z(X). Nesta definicdo, a variavel real x é
denominada do argumento da funcdo complexa z(x) e das fungdes reais R(x) e 1(x).

As funcles reais R(x) e I(x) ndo contém o numero imaginario puro i em
nenhuma de suas partes ou fatores. Isto €, 0 nUmero imaginario puro i nao esta presente
em qualquer funcéo real.

As regras de adigdo e subtracdo de duas fungdes complexas sdo extremamente
simples. Se z3(X) = Ri(x) + 1 11(X) e zx(X) = Ra(X) + 1 I2(x) sdo duas funcGes complexas
(de argumento real) a soma Z.(X)= zi(x) + z2(x) € uma nova funcdo complexa (de
argumento real)

Z:(X) = Ru(X) +i 1(X)
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tal que a sua parte real R+(x) seja a soma das partes reais das funcdes z;(x) e zx(x) e sua
parte imaginaria I.(x) seja a soma das partes imaginarias das fungdes z;(x) e zp(x). Isto
é:

{R+(X) =Ry (X) +Ra(x)

1 (X) = 11(x) + 12(x)
De uma forma resumida:
21(X) + 22(X) = (R 1(x) +il1(X)) + (R2(x) +il 2 (X))

= (R 1(x) + Rp(x)) +i (11(X) + 15(x))

=R, (0 +i1,(X)

=Z,(x)

Analogamente, a diferenca entre duas funcdes complexas z;(x) = Ry(X) + i 13(x)
e 22(X) = Ra(x) + i I2(x) sdo duas funcBes complexas (de argumento real) € uma nova
funcdo complexa (de argumento real)
Z (X)=R.(X) +il(x)
tal que a sua parte real R_(x) seja a diferenca das partes reais das fungdes z;(x) e zo(x) e
sua parte imaginaria 1_(x) seja a diferenca das partes imaginarias das funcdes z;(x) e
Zo(x). Isto é:
{R_(X) = Ry (x) = Ra(x)
I_(x) = 11(x) = 12(x)
De uma forma resumida:
21(X) = 22(X) = (R 1(x) +il1(x)) = (R2(x) +il2(x))
= (R1(%) = R(x)) +i (11(x) — 12(x))
=R_(xX)+i11_(x)
=Z_(X)

Para uma funcdo complexa z(x) é definido, também, a operacdo denominada de
“fazer o complexo conjugado” ou, mais simplesmente, o “complexo conjugado de uma
funcéo z(x)”. O complexo conjugado de uma fungdo complexa z(x) é formado trocando,
onde ocorrer na funcdo complexa, o numero imaginario i por —i. O complexo
conjugado de uma funcao complexa z(x) é representado por z (x). Por exemplo, se z(x) =
R(x) + i 1(x) é uma fungdo complexa e R(x) e I(x) sdo funcdes reais, entdo seu complexo
conjugado é z'(x)=R(x) — i I(x). Observe que funcdes reais ndo contétm o nimero
imaginario puro i. Um segundo exemplo, considere a fungdo complexa

2(x) = 8i /(0,51 + 0,)e %31 +14,3,
O complexo conjugado desta fungéo é, pela regra indicada:

7*(X) = -8i+/(=0,5i + 0,)e ™03 +14,3,

E facil observar que a soma de uma funcdo complexa pelo seu complexo
conjugado nos da o dobro de sua parte real,
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2(X) + 2 () = 2R(X)
e que a diferenca de uma funcdo complexa pelo seu complexo conjugado nos da o dobro
de sua parte imaginaria multiplicado pelo nimero imaginério puro i,
2(x) — 2" (x) = 2i 1(X)
Para provar estas propriedades basta observar que se z(x)=R(x)+i I(x) € uma
funcdo complexa e com R(x) e 1(x) sdo funcdes reais, entdo:
zZ(X)+ 27 (x) = (R(X) +il (X)) + (R(x) =il (x))
= (R(X) + R(x)) + 1 (1(x) = 1(x))
= 2R(X)
e, também,
2(x) = 2*(x) = (R(x) + i1 (x)) = (R(x) =il (x))
= (R(x) =R(x)) +i (1(x) + I(x))
=2il1(x)

Duas operacdes de multiplicagdo podem ser definidas para duas funcfes
complexas z1(x) e z2(x). A primeira € uma multiplicacdo simples, z;(x)z2(x), e a segunda
a multiplicacdo de uma funcdo complexa pelo seu complexo conjugado da outra,
21(X)z5(X) ou z7(X)zo(x). Note que estes dois Ultimos produtos ndo devem,
necessariamente, gerar um mesmo resultado. Para qualquer um destes casos, o produto
de duas fungdes complexas serd, em geral, uma nova funcdo complexa. Vamos ver
como estas multiplicacdes podem ser efetuadas?

Como feito anteriormente, sejam z1(X) = Ry(X) +1i 11(X) e z2(X) = Ra(X) + i 12(X)
duas fungdes complexas de argumento real x. O produto de z;(x)z2(x) € uma nova funcgédo
complexa Z(x) tal que,

Z(x) = 73(x)z2(x)
= (R () +il1 (x))(Ro(x) + il 2(x))
= Ry (\)Ra (x) +iR ()12 (x) +il 1 ()R (x) +i213(X) 1 2(x)
=[Re(X)R2 (X) = 11.(x) 12 ()] +i[Ry (X) 12 (X) + 11 (X) R (X)]
=Rp(X)+i1,(X)

Da algebra acima, podemos ler que a parte real Ry(x) do produto de duas fungdes
complexas z;(x) e z(x) é formada pela diferenga do produto de suas partes reais e suas
partes imaginarias, enquanto que a parte imaginaria Ip(x) do produto de fungdes
complexas é formada pela soma do produto cruzado de suas partes reais e imaginarias:

{Rp(x) =[Ri(¥)R2(x) = 12.0)12(X)]
1o (X) = [Re(x)12(X) + 11 (X)R (x)]

Por esta definicio do produto de duas fungdes complexas, podemos
imediatamente provar que z1(x)z2(x) = z2(X)z1(x). A ordem com que o produto simples de
duas fungdes complexas é realizado € irrelevante; ordens diferentes de ser realizar o
produto produzem o mesmo resultado.
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Seguindo a definicdo do produto de duas fungbes complexas, podemos também
formar suas poténcias z°(x), z°(x), z*(x),... . Para isto basta fazer repetidamente as
multiplicagbes indicadas da funcdo complexa z(x) por ela mesma. Por exemplo, o
quadrado de uma fungdo complexa z(x) € uma nova funcdo complexa com a parte real
igual a (R*(x) — I1%(x)) e imaginéria 2R(X)1(x):

22(x) = (RZ(X) = 12(X)) + 2i R(X) 1 (x)

Prosseguindo, o produto de uma complexa z1(x) pelo complexo conjugado z,"(x)
de outra funcdo complexa nos da outra funcdo complexa com sua parte real dada pela
soma do produto das partes reais imaginarias das fungdes z;(x) e zx(x), enquanto que a
parte imaginaria deste produto de fungbes complexas é o inverso (sinal negativo) do
produto cruzado das partes reais e imaginarias das fungdes z;(x) e zx(x):

{R’(X) =[Re (¥R (x) + 11 (x)12(x)]
1"(x) = -[Ry () 12(x) = 11(x)Rz(X)]
Estas relagGes podem ser imediatamente demonstradas. De fato, se z1(x) = Ri(x) + i 11(X)

e 2(X) = Ra(X) + i Ix(x) sdo duas funcdes complexas de argumento real x , entdo o
produto de z1(X)z, (x) é uma nova funcdo complexa Z"(x) tal que,

Z'(x) = z3(x)23(x)
= (Ry(x) +il1(X))(Ra(x) =il 2(x))
= Ry ()R (X) = IR (X) 1 () + il (X)Ry (x) = i%11 (x)12(X)

= [Re(X)R2(x) + 11(x) 12 (X)] —i[Ry ()12 (X) — 11 (X)R2 (X)]
—R(X)—il'(x)

Como exercicio fica a demonstracdo que o produto trocado z; (X)za(x) daré o
resultado:

21 ()22(x) = [Ri(X\)R2 (X) + 11() 12 ()] +i[Ry () 12(X) = 11 (X)Rz (X)]

Portanto, em geral, z, (X)z2(X)# z1(X)Z2 (X).

Se z(x) = z2(x) = z(x), entdo, z(X)z (x) é denominado “modulo quadrado da
funcdo complexa z(x), e este produto é representado como |z(x)]>. Seguindo os
resultados estabelecidos acima para se formar o produto de uma funcdo complexa pelo
complexo conjugado de outra fungéo, fazendo com que estas duas fungdes sejam iguais,
encontramos, para 0 modulo quadrado de um numero complexo o resultado simples:

200 P= 2*(x)2(x) = R*() + 17 (x)
Encontramos um resultado geral que mostra que o médulo quadrado de qualquer fungéo
complexa é uma funcdo real.
Finalmente, a razdo (divisdo) de uma funcdo complexa z(x) por outra funcéo
complexa z,(x) é, em geral, uma nova fungdo complexa Z(x) :
Z(X) _ Zl(X)
z2(x)
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Esta divisdo pode ser realizada multiplicando e dividindo a fracdo pelo complexo
conjugado da funcdo que ocorre no denominador e, entdo, seguindo as regras de
multiplicacdo de fung¢bes complexas ja estabelecidas. Desta forma,

> v 21(X)

209 = Z5(x)

1(x)22(9)

25 (X)Z5(x)

2()25(x) _ [RICORy(x) + 11() 12001 _ [Ri(X)15(x) = 1 (x)Rp(X)]
|25 (x) (R3(X)+15(x)) (R3(X)+15(x))

A Incerteza Ap para o momento linear de um elétron

Estamos procurando uma forma de obtermos a incerteza Ap no momento de um
elétron a partir do conhecimento da incerteza Ax. Para isto escrevemos a formula que
nos permite o célculo da variancia (erro quadratico médio) da posicdo x de um elétron e
utilizamos a definicdo que a probabilidade P(x) de se encontrar um elétron em uma
regido em torno da coordenada x é dadas pelo médulo quadrado de uma amplitude de
probabilidade total Aror, P(X)= |Arot(X)[?, tal que:

E;‘f Aot (X= < X >)% Apor (X)dx
[ Aror(x) Pax

varianica na posicao espacial =

ou,

1 (x= < X ) Argr(X) | dx
varianica na posicéoespacial = L°° Aot [4.36]

[221 Aot (%) FPax

A partir deste momento vamos considerar que o denominador que ocorre na Eq.

4.36 seja a unidade, j__z|Ar0t(x) |2dx=j:ZP(x)dx=1, e, por isto, ndo mais o

escreveremos. Mais tarde, retornaremos este denominador sempre que for necessario. A
seguir, vamos chamar, por um momento, a quantidade dentro da soma na equagéo acima
de F(x):

F(X)= (X — <x>)Arot(X) [4.37]

Como definido, F(x) é uma funcdo complexa. Em termos desta funcdo, podemos ver
que,

variancia na posicdo espacial = Ax = J'iooo| F(x) |2 dx [4.38]
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Da relacdo 4.37 e das propriedades do modulo quadrado de uma funcéo
complexa (ver secao anterior), podemos observar que a variancia na posicao espacial de
um elétron € uma quantidade sempre positiva ou, no minimo, igual a zero.

Vamos agora, andlogo a quantidade F(x), criar uma outra quantidade G(x),
definida como:

G(X) = (P— < p>)Art(X) [4.39]

A funcdo G(x) s6 depende das coordenadas x espacial do elétron. G(x) nédo
depende do momento ou valor médio do momento do elétron. Esta expressdo contém o
valor médio <p> do momento linear do elétron (quantidade que n6s ndo sabemos

calcular ainda) e um objeto £ que queremos associar a0 momento p de um elétron,
mas, por precaucao ainda faremos isto ainda.

O objeto P introduzido pela Eq. 4.39, n&o é o momento (p=mev) de um elétron
movimentando-se com uma velocidade “v”. Ele é um objeto que, pela Eq. 4.39, esta
associado e a esquerda de uma amplitude de probabilidade A(X); o resultado da operacgéo

ﬁATot(x) subtraido do produto de uma constante <p> por uma amplitude de
probabilidade Arq(X) produz uma funcdo complexa G(x). Isto é tudo que sabemos de P

(ndo se deve confundir também P coma funcdo de probabilidade P(x) de encontrar um
elétron nas proximidades da posicdo espacial x que estamos utilizando).Vamos chamar

o objeto de um “operador momento linear”. No momento ¢ suficiente saber que P
estd relacionado (repetindo, mas ndo é igual) ao momento p do elétron. O que o

operador P exatamente significa fica para ser descoberto mais tarde.
Anélogo ao uso de F(x), vamos definir a variancia para 0 momento p de um
elétron por uma expressao equivalente a da relacdo 4.38:

variancia no momento linear = Ap = jioool G(x) |2 dx [4.40]

Podemos, agora, considerar o quadrado da soma de F(x) com G(x), ambas as
funcbGes multiplicadas pelos nimeros complexos a e b diferentes de zero. Os nimeros a
e b sdo arbitrarios, no sentido de que, quando precisarmos, poderemos especificar
valores especiais para eles.

O modulo quadrado da soma proposta sera sempre um ndmero positivo:

| aF(x) + bG(X)|%2>0

Desenvolvendo este quadrado, conseguimos:

|aF (x) + bG(x) [°=
= [a*F*(x) + b*G*(x)][aF (X) + bG(X)] =

=laPIF(x) P +|bPIG(X) P +a*bF*(X)G(xX) + ab*G*F (x)(x) > 0
[4.41]
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Se integrarmos os dois lados da igualdade da Eq. 4.41 para a coordenada X,
obtemos:

[“ 1aF () +bG(x) P dx=|a® [* |Fx) P dx+ b [* |G(x) [* dx+
- > - [4.42]
+arb[” Fr(X)G(x)dx+ab* [~ G*(X)F(x)dx >0

E oportuno agora fazer a escolha para os nimeros complexos a e b. Uma escolha
util os nossos propositos (e por isso assim o faremos) € formar,

a=["16()Fdx e b=—]" G*(X)F(x)dx

Note que, pelas propriedades das fungbes (e nimeros) complexos e por suas
definicBes temos que a é um ndmero real, isto é a'=a, e que,

b* =—[" F*(x)G(x)dx.

Com estas escolhas, podemos reescrever a EQ. 4.42 em uma expressao mais simples,

a’[” |F(x) " +a|b[* —2abb* >0
ou
a’[* |F(x) P +alb* —2a|b">0

Rearranjando esta expressdo, chegamos a desigualdade:
a(ajf’oo| F(x) ]2 —1b |2) >0

Como o nimero a é um namero diferente de zero, real e positivo (ver sua
definicdo acima), entdo, podemos escrever que:

a[” [F)F -|bf=0

Usando as definicbes para os numeros a e b, chegamos a um resultado
importantissimo:

([ZIF0R x| [, 1600 ox) =

Esta relacdo é maravilhosa. A razdo de tanta admiracdo? Vamos relembrar a
definicdo das quantidades F(x) e G(x).

[~ F*()G(x)dx

2
‘ [4.43]

Pelas equacdes 4.38 e 4.40, temos que as integrais EOOO| F(x) |2 dx e Eooo| G(x) |2 dx

representam, respectivamente, a variancia (Ax)? na posicdo espacial do elétron e a
variancia (Ap)? no seus momento linear. As respectivas incertezas Ax e Ap podem ser
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obtidas como a raiz quadrada destas variancias. Desta forma, a equacao 4.43, pode ser
reescrita como,

(Ax)? (ap)? 2| b [

AXAP=|b| [4.44]

Esta é a resposta ao problema que queriamos resolver. Esta é a relacdo que
procurdvamos para conhecer a incerteza Ap no momento do elétron a partir da incerteza
AX na sua posicao.

A relacdo da Eq. 4.44 é denominada de produto das incertezas da posicéo e
momento para um elétron (mais tarde este produto serd denominado Principio da
Incerteza de Heisenberg). Esta relagcdo constitui o marco fundamental para a criagcdo
da Mecanica Quéantica moderna. Para isto precisamos apenas escolher corretamente o
valor do nimero complexo b.

A escolha para o nimero b = —jjoooG*(x)F(x)dx .

O problema com a escolha ou o calculo do nimero b é que ele depende de G(x),
uma quantidade desconhecida, mas, por definigdo, relacionada ao operador momento

linear P, ver Eq. 4.39. E n6s ainda ndo desenvolvemos qualquer relacdo que explicite a
forma deste operador. Portanto a determinagdo do nimero b nos possibilitara resolver o

problema da definicdo precisa do operador . Vice-versa, se tivéssemos uma

informacdo extra, qualquer que fosse para definir adequadamente P, entdo teriamos um

método para estabelecer o valor de b. Sem o conhecimento do que exatamente é P e
sem nocdo do valor de b, estamos em um ciclo. Um ciclo sem saida.

Esta dificuldade pode ser superada se tivermos mais informac6es da qualidade
desta nova teoria para um elétron que estd sendo desenvolvida. Informagdes que podem
ser obtidas da comparacdo entre os resultados fisico e/ou quimicos que podem ser
previstos por esta nova teoria e os resultados equivalentes obtidos experimentalmente.
Mas ainda ndo temos condicdes de fazer grandes previsdes de resultados experimentais.
Afinal ndo sabemos ainda calcular as amplitudes de probabilidade A(x) introduzidas
nas regras que fundamentam esta nova teoria do elétron. E para fazermos qualquer
previsdo de resultados experimentais atraves de valores esperados de posigdo <x> e
momento <p> e suas fungdes precisamos conhecer estas amplitudes de probabilidade.
Na proxima parte deste texto aprenderemos a, em principio, calcular estas amplitudes de
probabilidade para cada tipo de problema fisico e/ou quimico de nosso interesse. Desta
forma, até aprenderemos a “fazer a coisa certa”, ndo temos como prosseguir. Nao temos
meios seguros para escolher um valor correto para 0 numero b ou especificar

corretamente a forma do operador P .
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Mas ndo chegamos ainda ao fim da linha. Podemos tentativamente estabelecer

um valor para 0 numero b e, consequentemente encontrar uma forma para P . Mais
tarde, podemos validar (ou ndo) esta escolha através de comparacdes detalhadas de
previsdes que podemos fazer com nossos metodos tedricos para propriedades fisicas
e/ou quimicas de interesse com 0s correspondentes resultados obtidos
experimentalmente. Vamos dar um passo nesta dire¢do, portanto. Um passo seguro,
guiado por argumentos conceituais razoaveis.

a) Manipulagdes preliminares

O numero que desejamos escolher um valor adequado para ser introduzido na
nova teoria do elétron que estamos estudando tem a forma b:—wa*(x)F(x)dx .

Note que na integral aparece o produto da funcdo F(x) (definida pela Eq. 4.37) e o
complexo conjugado da funcdo G(x) (definida pela Eq. 4.39). Esta é uma forma
assimétrica de um produto de duas funcbes. Talvez fosse mais interessante se
trabalhdssemos com uma forma simétrica; uma forma contendo o produto G*(x)F(x) e
F*(X)G(x). Isto pode ser feito de forma simples se, na integral que define o nimero b
adicionarmos e subtrairmos um termo F*(x)G(x)dx e escrevermos o termo G*(x)F(x)dx
que ja temos como duas vezes a sua metade: G*(X)F(xX)dx = (2 G*(x)F(x)dx)/2.
Utilizando estes artificios, escrevemos:

b= —%( [~ G*()F (x)dx+ fooe*(x)F(x)dxj +%( [~ F00G(x)dx - [ F*(x)G(x)dx j
Rearranjando esta igualdade, obtemos:

b= _%('[jooo(g*(x)F(x)dx—J'ioOO F*(x)G(x)dijr%Uio F*(x)G(x)dx+JjoooG*(X)F(X)dxj

b =%jj"w(F*(x)G(x)-G*(x)F(x))dx+%jj°w(F*(x)G(x)+G*(x)F(x))dx

Para prosseguir, reconhecemos que o produto G (x)F(x) é uma funcéo complexa;
vamos chama-la Z(x). O complexo conjugado Z"(x) da funcéo Z(x) é obtido trivialmente,

Z'()=(G (F(X)) = (G ()N FK) = GHFK) =F (xG(X)

(confira este resultado). Em termos da funcdo Z(x) e seu complexo conjugado Z'(x), a
ultima equacdo acima pode ser reescrita como:

b= % [2 (27 00-2(0)ax +% [2 22 00+2(0)ax

151



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)
Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

Pelas propriedades de soma e subtracdo de niUmeros complexos que vimos acima
(secdo “alguma propriedades de fungdes complexas”), podemos escrever,

Z"(x) — Z(x) = =2i 1(x)
Z'(X) + Z(x) = 2 R(X)

Acima, R(x) e I(x) sdo as partes real e imaginaria da funcdo complexa Z(x)=R(x) + i 1(x).
Estas novas funcdes sdo, ambas, funcdes reais. Em termos das fungdes R(x) e I1(x), o
namero b é escrito como:
. (OO e8]
b=—i [ 1()dx+[" R(x)dx [4.45]
que deixa em evidéncia que 0 nimero b € um nimero complexo (contém o numero
imaginario puro i =+/—1).

b) Regras de multiplicacdo para o operador P

J& avangamos muito. Vamos agora determinar a forma das funcdes 1(x) e R(X)
em termos da amplitude de probabilidade Aro(X), seu complexo conjugado, Are (x), do

operador P e valor esperado < p > do momento linear (via a funcdo G(x)), e da
coordenada x e valor esperado < x > da coordenada espacial (via a fungdo F(x)).
Usando as equacdes 4.37 e 4.39, formamos:

—2il1(x)=2"(x)-Z(x)
= Aot (9= < X5)(P= < p>) Parac(¥) - Aot ([P < p>)(x= < x3) JArog ()

:A—’Fot(x)(xPA—x< p>—<x>?+<x>< p>—15x+PA<x>+< p>X—< p><x>)AT0t(x)
[4.46]

Os valores esperados <x> e <p> sdo numeros. Na nossa algebra, vamos admitir

que os produtos do tipo <x>P e P<x> sdo iguais (portanto, X>P-P<x> = 0), assim
como os produtos do tipo <p>x e x<p> sdo iguais (portanto, <p>x — x<p> = 0).
Naturalmente a diferenca <x><p> — <p><x> = 0, j& que a ordem do produto entre dois
nameros ndo influi no seu resultado (5x3=3x5, por exemplo). Este cuidado
aparentemente excessivo que estamos tendo com relagdo aos produtos que ocorrem na

igualdade acima decorre do fato que temos um objeto desconhecido, o operador P, cuja
algebra é desconhecida. Afinal ndo temos um conhecimento maior sobre este objeto e,
desta forma, nada podemos afirmar sobre a maneira como ele se comporta em operacoes
matematicas simples, como adi¢éo, subtracdo, multiplicacdo ou diviséo.
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No momento, observem, acabamos estabelecendo uma regra de multiplicacéo
envolvendo o operador P . Na segunda linha do paragrafo acima estabelecemos que o

A

produto do operador P com um nimero “<x>" (real ou complexo) é uma operagao
comutativa; isto €, ndo depende da ordem dos fatores. Assim, se “a@” ¢ um niimero real
ou complexo, entéo,

A A

Pa=aP (se @ é um nimero) [4.47]

Adotando a regra de multiplicacdo da Eq. 4.47, a Eq. 4.46, simplifica-se
enormemente, tornando-se:

—2i1(x) = Aot () XP — PxJAror (%) [4.48]

A regra de multiplicagdo da Eq. 4.48 pode ndo ser valida em todos os casos que
encontraremos, contudo. Ela é vélida, repetindo, apenas se o0 operador P multiplica ou

é multiplicado por um namero. Caso o operador P multiplica ou é multiplicado por
uma funcdo (ou outro objeto matematico qualquer que ndo seja um ndmero), entdo
temos que ter muito cuidado com a ordem dos fatores que ocorrem na operacdo de
multiplicacdo. Ainda ndo temos uma regra para efetuar tal produto. Por exemplo, na Eq.

4.46 acima, temos o produto de P com a coordenada “X” (que ndo é um ndmero, mas
uma funcdo) e também com a funcdo amplitude de probabilidade Aro(X). Temos que ter
muito cuidado para efetuar corretamente estas operacdes. Contudo estamos livres para
fazer esta escolha. Vamos fazé-la?

Para 0 caso em que o operador momento P multiplicar ou ser multiplicado pela
coordenada x que coordena a posicdo de um elétron, entdo escreveremos estas

operacdes como Px e xP, respectivamente. Estas duas opera¢Ges (multiplicar ou ser
multiplicado) com o operador P nio irdo produzir o mesmo resultado. Esta serd nossa
regra de multiplicacdo de P, em geral. No caso especifico, formaremos a diferenca
C= (x15— 15x) , que chamaremos de comutador de x com P . Este comutador C ndo

necessariamente € zero o que significa que a ordem da “multiplicagdo” de x com P é
importantissimo. Teremos sempre que observar a ordem de multiplicacdo: x dard um
resultado algébrico diferente de P x.

E qual o valor que vamos escolher para o comutador C = (xP —P x)? Como

discutido no inicio desta se¢do, ndo temos ainda indicagGes experimentais para fazermos
uma escolha segura. Porém, podemos fazer algumas tentativas. Vamos fazer uma delas.

Vamos escolher o valor para o operador Cdo comutador entre a coordenada x do

elétron e o operador  como o numero imaginario puro i multiplicado pela constante de

Planck dividido por 2x (% = h ):
2r
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A

C=in
A correcdo desta escolha sé serd esclarecida mais tarde quando montarmos um
esquema para o célculo das amplitudes de probabilidade A(x) e certificarmos de sua
adequacao. Explicitamente,

(XP-Px) =ih [4.49]

Este e a relacdo mais importante que temos para o desenvolvimento quantitativo
da nova teoria do elétron que esta sendo desenvolvida. Com a relacdo 4.49 poderemos
deduzir teoricamente os valores numeéricos corretos de propriedades de um sistema
fisico, como posicdo, velocidade, momento angular, energia, etc., que desejamos
comparar com 0s respectivos valores que podem ser obtidos através de experimentos
conduzidos em laboratorio. Sem a relagdo de comutagdo da Eq. 4.49, ndo poderiamos
prosseguir nesta nova teoria e obter valores numéricos exatos e precisos para descrever
quantitativamente os resultados de experimentos realizados com atomos e moléculas
que sdo os objetos fundamentais da Quimica. Por exemplo, ao retornarmos os estudos
do atomo de Hidrogénio com esta nova teoria, desejaremos prever com precisdo as
energias do elétron neste sistema atdbmico, combinar estas energias e ter estas diferencas
concordando com os valores medidos para as linhas dos espectros experimentais (série
de Balmer, Paschen, Lyman, Pfund, Brackett — ver terceiro texto auxiliar) observados
para este tomo.

Com a escolha do comutador da Eq. 4.49, é estabelecido também o modo como

a forma especifica do operador P pode ser obtida. Qualquer que seja uma forma

particular que escolhermos para representar o operador £ ela tem que ser consistente
com o comutador da Eq. 4.49. Retornaremos mais tarde neste ponto.

c) O principio de Incerteza de Heisenberg

Utilizando a regra de comutacdo da Eq. 4.49, e retornando a Eq. 4.48, ela pode
ser simplificada ainda mais e assume a forma:

21 1(X) = Aot () xP - P Aror ()

:ihA;ot(X)ATot(X) [4.50]
=i | Argt(x)
2i 1(x) = inP(X)
ou
h
I(x) = E P(x) [4.51]

A parte real R(x) da funcdo Z(x) ndo pode ser simplificada como foi conseguida
para a sua parte imaginaria I(x). Portanto ndo prosseguir nesta direcao.
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Retornando a relagdo de incerteza da Eq. 4.44, inserindo a forma do niumero b
como escrito na Eq. 4.45 e utilizando a Eq. 4.47, escrevemos,
AXAp =|b|

>

—i[7 10k [T R(x)dx‘
> J( [ (x)dx)z +( EOOOR(x)dx)Z [4.52]
> Jé( I~ P(x)dsz +( [ R(x)dx)z

th e 2
AXAp >, |—+ R(x dx)
p= |+ (17, R0
A passagem da segunda para a terceira linha na equacdo acima foi realizada
utilizando a propriedade de uma funcdo complexa z(x) que estabelece que para o seu

médulo quadrado z(x)[=(R(X))*+(1(X))%, ou, | z(x) = VR(X)? + 1(x)? , ver sedo acima.
Também, de acordo com o estabelecido na se¢do “A Incerteza Ap para 0 momento
linear de um elétron” (logo apdés a Eq. 4.36), utilizamos o fato que estamos
considerando que a integral envolvendo a funcgdo distribuicdo de probabilidade P(x) é

igual a 1, J'EOOO P(x)dx =1.

2
O termo desconhecido ‘wa(x)dx

que ocorre na Eg. 4.52 ndo pode

infelizmente ser simplificado da maneira como conseguimos fazer com a funcéo

2
imaginaria 1(x). Por isto ndo vamos insistir nesta direcdo. Porém, ‘EOOOR(x)dx‘ é um
namero real, positivo ou zero (observe 0 mddulo quadrado na integral indicada). Desta
forma podemos exclui-lo da equacdo 4.52, sem modificar o significado da desigualdade
indicada. (Observe que a desigualdade 4.52 estabelece que a quantidade a esquerda,
AXAp, é maior ou igual a quantidade escrita no lado direito da equacdo. Retirando uma
parcela positiva do lado direito desta desigualdade implica que o lado esquerdo torna-se
“ainda maior” que o termo do lado direito. Assim, o significado da desigualdade ndo €
modificado).

2
Com a decisdo de se fazer ‘EOOO R(x)dx

=0, a Eqg. 4.52 adquire a forma

bem conhecida do Principio de Incerteza de Heisenberg:

AX AP zg [4.53]
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Esta relacéo entre as incertezas para a posi¢do Ax e 0 momento Ap de um elétron
¢ chamada de principio de Incerteza de Heisenberg. O principio de Incerteza de
Heisenberg estabelece uma relagéo entre os erros (incertezas) na determinagdo da
posicao de um elétron com a incerteza na determinacdo de seu momento linear.

Utilizando o produto das incertezas da posi¢cdo e momento para um elétron,
conhecida a incerteza Ax na posicdo espacial do elétron (isto nds ja sabemos como
calcular), podemos entdo determinar a sua incerteza Ap nos momentos. Basta fazermos
a operagéo:

Ap 2 N
2AX

A incerteza na posicdo de um elétron é sempre maior ou igual ao valor da
constante Planck (dividido por 4r) dividido pela incerteza na sua posi¢cdo. Também, por
esta expressdo, podemos observar que ha uma relacdo reciproca entre a incerteza na
posicao e a incerteza no momento de um elétron: quanto menor for a incerteza Ax na sua
posicdo, maior é a incerteza Ap no seu momento. Isto é, se soubermos com uma boa
precisdo a posi¢do de um elétron, ndo teremos sucesso em ter seu momento (velocidade
multiplicada por sua massa) determinada com uma precisao arbitraria; uma precisao que
desejarmos: esta precisdo ja esté fixada pela relacdo de incerteza da Eq. 53. Da mesma
fora, se soubermos com uma boa precisdo 0 momento (velocidade multiplicado pela
massa) de um elétron, ndo poderemos conseguir medir sua posicdo com uma precisao
que desejarmos: esta precisdo ja esta fixada pela relacdo de incerteza da Eq. 4.53.

O produto da incerteza da EQ.4.53, estabelece uma condicdo que nos
impossibilita definitivamente seguir uma Unica trajetoria para um elétron.

Relembrando: o que é trajetdria? Trajetéria € um caminho seguido por uma
particula, onde, para cada tempo especificado, temos sua posicdo e momento (lembre-se
momento é a velocidade multiplicado pela a massa da particula) bem definidos. Por
“bem definidos”, devemos entender que os erros cometidos na determinagdo das
posicGes e momentos sdo pequenos e controlados.

E aqui que entra o produto de incerteza para destruir inapelavelmente esta
situacdo deterministica de uma trajetéria. Ndo podemos mais dizer qual € a posi¢édo e
momento de um elétron em um dado tempo com as incertezas tdo pequenas guanto
desejarmos. Se a incerteza na posi¢do for muito pequena, Ax ~ 0, entdo, via Eq. 4.53, Ap
sera muito grande. E, vice-versa, se a incerteza no momento do elétron for muito
pequena, Ap ~ 0, entdo, via Eq. 4.53, Ax serd muito grande. Desta forma, ndo podemos
seguir simultaneamente a posicdo e momento (velocidade) de um elétron com o erro e
precisdo que desejamos. Ha uma relacdo que nos impede de fazer isto. E esta € uma
relacdo fundamental da natureza. Ndo depende de qualquer ato ou instrumento de
medida. Esta la. Faz parte do mundo quantico que rege o elétron.

Por que ndo descobrimos o produto de incerteza mais cedo nos nossos estudos
da natureza, nos nossos estudos com a matéria? Por que nao falamos ou utilizamos o
produto de incerteza no nosso mundo cotidiano? A resposta a estas perguntas esta ligada
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ao valor da constante da Planck, um nimero muito pequeno. Trataremos desta questdo
na parte VI desta coletanea do quarto texto auxiliar.

Auto-avaliacao

1) a) Calcule a incerteza no momento linear de um préton confinado em uma regido de
dimens&o da ordem de 10™** m e com uma incerteza de 0,5x10™** m.

b) Qual a incerteza associada a velocidade deste proton? Verifique se esta incerteza
€ maior que a velocidade da luz. Se sim, interprete o resultado encontrado.

) Repita os exercicios propostos nos itens (a) e (b) acima, mas agora utilizando um
elétron. Quais conclusdes podem ser obtidas pela comparagdo direta destes
resultados?

2) Utilize a regra de comutacdo da Eq. 4.49, parte V, quarto texto auxiliar, entre a
coordenada espacial x de um elétron e seu operador momento linear P
(xP-Px)=in
e prove duas novas regras de comutag&o:
a. (X*P-Px?) =2inx
b. (P -Px3) =3inx?

Sugestdo: Observe a igualdade

(X*P—Px?) = x(xP - Px) + (xP - P X)X
e use-a adequadamente. Adverténcia: cuidado com a ordem nas multiplicacOes da
coordenada espacial x com o operador P

3) O que é o principio da Incerteza de Heisenberg? O que este principio nos diz a
respeito da nossa habilidade de medir simultaneamente a posi¢cdo e momento linear
do elétron com uma precisdo desejavel.
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Aula 11

Algumas aplicacdes e implicacdes do Principio da Incerteza de Heisenberg

Estamos desenvolvendo uma nova teoria para um elétron. Formulamos uma
teoria probabilistica que se baseia no conhecimento de um conjunto de amplitudes de
probabilidade Ax(x,t). Com essas amplitudes de probabilidade podemos formar
probabilidades totais Arqi(X,t) pela soma (ou diferencas) das amplitudes parciais,

Ator(X,1) = Ao(X,t) + Ar(X,t) + Ax(X,t) + - + Ap (X, ) + - .

O quadrado dessas amplitudes de probabilidade nos fornece uma probabilidade de
encontrar o elétron numa determinada posi¢do do espaco nas proximidades de x e no
tempo t:

P(x,t)=|Aror(X, D).

Por ser uma teoria probabilistica, ndo podemos mais especificar a posi¢éo e o
momento linear exatos que um elétron possui em um tempo prescrito t. Tudo que
podemos especificar € um valor médio <x> para a posi¢ao e <p> para 0 momento linear.
Também, somos capazes de especificar uma incerteza Ax e Ap para essas quantidades.

Uma grande novidade que encontramos € que as incertezas AX e Ap nao sao
independentes e arbitrariamente fixadas por um instrumento de medida. H& uma relacéo
estreita entre essas quantidades fixada pela natureza intrinseca da nova do elétron que
estd sendo desenvolvida. Esta relacdo é dada pelo principio de Incerteza de Heisenberg.

Por este principio, o produto das incertezas nas posi¢des e momentos, Ax e Ap,
respectivamente, nunca é menor que uma constante, o valor da constante de Planck h
dividido por 4

AXAp > h [4.53]
A

Esta € uma relacdo fundamental para a descricdo fisica do comportamento de
elétrons. E ela impde varias propriedades inesperadas e importantes para esta particula.

Porém, indagamos ao final do texto anterior, por que ndo descobrimos o
principio de incerteza da Heisenberg mais cedo? Por que ndo sentimos a necessidade ou
os efeitos do principio de incerteza de Heisenberg para o nosso mundo cotidiano?
Vamos ver isto mais de perto através de quatro exemplos.

Exemplo 1: Incerteza na velocidade e posi¢ao de um veiculo em movimento.

Suponha um veiculo esteja trafegando em uma estrada, bom asfalto, uma longa
reta, a uma velocidade de 140 Km/h. Na regido, a velocidade maxima permitida é de
120 Km/h. Um radar posicionado em um ponto fixo desta estrada marcara a velocidade
do veiculo com um erro (incerteza) de, digamos, 1 Km/h. O erro (incerteza) medido
para a posicdo de veiculo no ato desta leitura de velocidade é, digamos 2 m,
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aproximadamente o comprimento do veiculo. Finalmente, vamos admitir que o veiculo
tem uma massa de 850 Kg.

A questdo interessante que podemos formular é a seguinte: se o veiculo
comportasse quanticamente, qual deve ser a incerteza intrinseca na sua velocidade
determinada pelo principio da Incerteza de Heisenberg? Esta incerteza € maior ou
menor que o erro (a incerteza) da medida de velocidade feita pelo radar?

Solucéo:
A incerteza para 0 momento linear do carro medida pelo radar é

Ap=mAv ... Ap =(850 Kg)x(3 Km/h) = 2550 KgxKm/h.

Vamos transformar as unidades desta incerteza em quantidades do sistema SI, massa em
quilograma, comprimento em metros e tempo em segundos. Usando as relagdes
conhecidas de sistemas métricos, convertemos:

Ap = 2550 Kgx(1000 m)/(60x60 s) = 7,08x10? Kgxm s™.

Usando o principio da incerteza, Eq. 4.53, a incerteza na posic¢do do veiculo sera,
no minimo, igual & constante de Planck (h=6,62x107** J s) dividido por 4r multiplicado
pela incerteza no momento. Note, esta é a estimativa da incerteza minima para a
posicao do carro. O principio da incerteza de Heisenberg estabelece que o produto entre
as incertezas na posi¢do e momento é sempre maior ou, no minimo, igual & h/4x. Desta
forma,

=34
s N 6862x107% 35
47AD 47 x7,08x10° Kgx Km/h

A estimativa é que a incerteza Ax na posicdo do veiculo é somente 7,44x107% m.
Um namero ridiculamente pequeno. Comparado com a incerteza (erro) de medida na
posicdo do veiculo pelo radar, estimado em 2 m, este numero ndo faz qualquer sentido
de natureza pratica.

Vamos agora inverter o raciocinio. Se a incerteza na medida da posicdo do
veiculo for de 2 m, qual sera a incerteza na medida de sua velocidade?

Repetindo os célculos, agora para Ax = 2 m, utilizando o principio da Incerteza
da Heisenberg, obtemos,

-34
Aps N _882xI0TIS _ pog 107 Kgxmxs
A7AX Az x1m

—744%x10738 m

Dividindo esta incerteza no momento pela massa do veiculo, teremos a incerteza
na velocidade:

AV = 5,27x107% Kgxmxs)/(850 Kg) = 6,2x10** m s,

Novamente um namero inexpressivel.
Vamos comparar agora as incertezas devido ao “comportamento quantico” do
veiculo com os erros (incertezas) de instrumentos de medidas usuais de posicdo e
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velocidade. Para o primeiro caso, a incerteza (erro) da medida da posicdo do veiculo
com um instrumento de medida (0 radar) € AXinstrumento de medida & 1 M, aproximadamente;
ja o erro associado ao principio de Incerteza de Heisenberg € AXquantico ~ 7x107® m. No
segundo caso, a incerteza (erro) da medida da velocidade do veiculo com um
instrumento de medida (0 radar) € AVinstumento de medida & 2 M, estimado; ja o erro
associado ao principio de Incerteza de Heisenberg é Avguantico ® 7x107%8 m.

Este exemplo mostra como € insignificante, como € irrelevante o principio da
incerteza de Heisenberg para o0 nosso mundo cotidiano. Para incertezas ordinarias nas
velocidades de corpos em movimento do nosso dia-a-dia, a incerteza na posigéo causada
pelo principio da incerteza de Heisenberg é completamente desprezivel.

No mundo macroscOpico que vivemos as incertezas para as posicdes e
velocidades de corpos séo totalmente independentes. Elas ndo estdo relacionadas uma
com a outra. Essas incertezas sdo causadas apenas pelos instrumentos de medidas e a
habilidade (falta de habilidade) do operador; da pessoa ou do equipamento que esta
fazendo as medidas de posicdo e velocidade de corpos em movimentos. Por isto,
podemos usar com seguranca 0 conceito de trajetdrias para corpos macroscopicos em
movimentos. Trajetorias, com as posi¢cdes e velocidade dos corpos em movimento
estudados, dadas para cada instante t desejado com uma precisdo exigida. Sem qualquer
limitacdo ditada por leis reguladoras da natureza quantica do corpo.

Exemplo 2:

Qual é a incerteza na posicdo de um mosquito em pleno v60? Serd que nao
conseguimos (a maioria das pessoas) pega-lo é por causa do principio da incerteza de
Heisenberg?

A ideia € muito simples. Para pegarmos um mosquito na trajetoria de seu v6o
temos que saber sua posicdo com uma incerteza Ax de, digamos, no maximo a largura
da mdo. Isto porque, vamos errar 0 alvo (0 mosquito), se tivermos uma incerteza para a
sua posicdo maior que o vdo da mado que usaremos para pega-lo. Com a incerteza na
posicdo conhecida (estimada, melhor dizendo), entdo, pelo principio da incerteza de
Heisenberg, haverd uma incerteza no seu Ap momento linear do mosquito. Esta
incerteza no momento linear pode facilmente ser transformada em uma incerteza na sua
velocidade, bastando, para isto, dividir Ap pela massa do mosquito.

Caso a incerteza na velocidade do mosquito seja muito grande, ent&o,
justificamos a nossa incapacidade de pega-lo em pleno vdo argumentando que quando o
vemos em uma posi¢do (com uma incerteza Ax) nao temos como acompanha-lo em seu
v0o0, pois sua velocidade é indeterminada, tem uma incerteza muito grande. Sera que vai
dar certo esta explicagdo? VVejamos.

Solucéo:
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A massa de um mosquito varia entre (aproximadamente) 20 mg a 3 g. Vamos
considerar um mosquito com uma massa de 500 mg. Usando o principio da incerteza da
Heisenberg, Eq. 4.53, conhecida a incerteza na sua posi¢cdo, podemos estimar a
incerteza em sua velocidade. Assim, usando,

MAV = Ap > .
47TAX

e considerando m=500 mg e Ax=10 cm (um valor médio para a larguar de uma mao),
encontramos:

—34
Avs N 6,62x10 "'Js ~105x102ms L,

~AZmAX 47 % (500 x10 0 K@) x (1072 m)

De novo um ndmero ridiculo. Uma incerteza da ordem de 107 m s™. Isto ndo é
justificativa para nossa falta de destreza em pegar um mosquito em seu voo.

Mais uma vez, temos um exemplo de pouco uso demonstrando que o principio
da incerteza de Heisenberg € completamente irrelevante no trato do movimento de
corpos macroscopicos. Ele pode ser completamente ignorado para problemas
macroscopicos do dia-a-dia. Isto justifica o0 motivo de ndo termos descoberto o principio
da Incerteza de Heisenberg quando tratamos 0 movimento de corpos macroscopicos.

Exemplo 3:

Mas e para 0 mundo dos elétrons? Qudo importante é o principio da incerteza de
Heisenberg na descricdo do movimento dessas particulas?

Na parte IV deste 4° texto auxiliar (na penualtima secdo) discutimos o modo
como incertezas podem ser calculadas para a nova teoria do elétron. Em particular, para
um elétron no estado fundamental (n=1) no atomo de hidrogénio, obtemos o valor de
uma incerteza Ar=0,45 A para o seu movimento radial. Com essa incerteza na posicao,
podemos estimar a incerteza no seu momento. Utilizando o principio da Incerteza de
Heisenberg, calculamos:

-34
Ap > h _ 662x107 Js =117 x10~24 Kgm st

T AnAX 47 x0,45x10 0m

A velocidade do elétron neste estado eletronico do atomo de hidrogénio €
v=2,188x10° m s™' e 0 seu momento linear, p = mev, neste estado eletronico, vale:

p = (9,10938188x107*! Kg)x(1,55x10° m s7%) = 1,99x102* Kg m s

Agora temos uma a incerteza, Ap = 1,17x107** Kg m s, que é da ordem do
valor da propriedade, p = 1,99x107** Kg m s™'. Esta incerteza ndo pode ser desprezada.
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Ela nos impde uma restricdo importante na nossa habilidade de medir o momento do
elétron: ndo podemos medir este momento, ndo importa o instrumento de medida
utilizado, com uma precisdo melhor que Ap. Portanto, no 4&tomo de hidrogénio, a sua
posicao e 0 seu momento ndo é conhecido com a precisdo que necessitamos para tracar
sua trajetoria. O maximo que podemos imaginar para 0 movimento do elétron no atomo
de hidrogénio é um desenho difuso de todas as posi¢fes que ele pode ter para um valor
médio (valor esperado) de 0,52 A e uma incerteza de 0,45 A e momento em torno de um
valor médio de 2,188x107%* Kg m s e incerteza de 1,1710* Kg m s. Este é o orbital
que podemos visualizar como o movimento seguido pelo elétron no atomo de
hidrogénio.

Exemplo 4:

O principio da Incerteza da Heisenberg pode mostrar-se mais sutil ainda. Por
exemplo, vimos pelo modelo do atomo de Bohr que a energia minima de um elétron no
dtomo de hidrogénio tem o valor de —2,18x10*® J. Este valor minimo é uma
consequéncia do principio de incerteza de Heisenberg. Vejam o alcance que este
principio pode ter!

Vamos analisar este comportamento? No atomo de hidrogénio (veja segundo
texto auxiliar), a energia total do sistema elétron mais nucleo atbmico é computada

como a soma da energia cinética (energia de movimento) do elétron,
1.2
Ecin = 5 MgV

e a energia de atracdo elétron ndcleo,

eZ

Ameqr

Epot =

Desta forma, a energia total E+, para este sistema é:
2
1 e
Eror =~ MgV -

2 472'80|"

Se multiplicarmos e dividirmos o primeiro termo do lado direito da igualdade
acima por me e, escrevendo o produto mev como p, o momento linear do elétron
(p=meV), reescrevemos:

p2 eZ

2me - Areqr

ETot =

Agora, pelo principio de incerteza de Heisenberg,

h
ArAp > —
P dr
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0 produto das incertezas para a posi¢cdo Ar e momento Ap do elétron é escrito, como
usual.

Vamos considerar o valor minimo para esta desigualdade; vamos usar o sinal de
igualdade, portanto. Também, vamos supor que na pior das hipoteses a incerteza Ar na
posicdo do elétron neste atomo seja igual ao valor da sua propria posicédo dividido pelo

fator /2 ,

r
Ar = —

V2

e que a incerteza no momento seja, também na pior das hipoteses, da ordem do seu
préprio valor divido pelo fator , isto é,

P
AP~ —
T2
Utilizando estes valores na relacéo de incerteza de Heisenberg obtemos
L 010 PO RS
2 0\2 ) arx 27

Levando este resultado (esta estimativa) na expressdo da energia total do elétron,

obtemos:
hy
27 e2
ETot ~ 2 - 4
ou,
h2 92
ETOt ~ 2

2
mee4 1 h280 2 h280

Erot=——= 5|3 -
8h2502 r2 e27zme r e27zme

Para simplificar a equagdo acima, vamos chamar o termo que esta fora do
colchete de Eq e 0 termo que esta dentro dos paréntesis de ap:

4
£, = mee
8h2802
h2€0
dp = >
e Mg

Com essas defini¢des, a energia total estimada do elétron no a&tomo de hidrogénio torna-
se:
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2
Etot = Eo 2

ag 23.0

r

|

Vamos testar dar alguns valores particulares para a posicdo r do elétron, e
estudar o comportamento desta energia total. A Tabela 4.3 e Figura 4.21 mostram

alguns resultados destes testes.

r Etot r Etot
0,2a +15,0Eq 1,249 —-0,97Eo
0,3ap +4,44E, 1,320 —0,95E,
0,4a9 +1,25E, 1,44 -0,92E,
0,5a 0,00E, 158  -0,89E,
0,6a —0,56E, 1,6ag  -0,86E,
0,7ap —-0,82E¢ 1,7a0  -0,83Eg
0,8a9 —-0,94E, 1,880  -0,80E,
0,93, —0,99E, 19a, -0,78E,
1,04 —1,00Eq 2,0ap  -0,75E,
1,1a9 —-0,92E, 2,1lap -0,73E

Podemos claramente ver por esta tabela ou por esta figura que a energia total do
elétron é positiva para valores pequenos valores da distancia elétron-nucleo r e entdo ela
torna-se negativa e assume o valor minimo para r = 1,0 ao. Para este valor a energia
eletrbnica é estimada valer —1 ,0E,.

Retornando ao estudo do 4&tomo de Hidrogénio pela teoria de Bohr observamos
que o raio da primeira Orbita (de Bohr) para o elétron € justamente 1,0 ao; também, a sua
energia nesta primeira érbita é exatamente -1 ,0E,.

4,000 o

3,000 o

2,000 -

1,000 -

ETot/ (em unidades de Eo)

Energia Total do eletron
no atomo de hidrogénio

0,000

-1,000 -

o\g 1

r/(em unidades de ao)

1,5 2

v

Figura 4.21: Variacdo da energia total do elétron no atomo de
hidrogénio em funcéo da distancia r elétron-ndcleo.
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Concluséo: o principio da incerteza de Heisenberg é muito importante na teoria
de elétrons e é responsavel por vérias propriedades desta particula. Uma delas, a energia
minima do atomo de hidrogénio.

J& caminhamos muito nesta nova teoria do elétron. Tempos ainda duas tarefas a
cumprir. A primeira € encontrar uma maneira de calcular as amplitudes de
probabilidade A(x,t) e explicitar sua dependéncia na coordenada espacial x e tempo t
para mais diversos problemas fisicos e quimicos que desejarmos formular. A segunda

tarefa é determinar uma forma explicita para o operador P associado a0 momento linear
do elétron. Faremos isto na proxima parte desta sequencia de textos.

Cumprida estas duas tarefas, temos varias aplicacdes para esta nova teoria.
Aplicacdes sobre a estabilidade de &tomos e moléculas, o entendimento da natureza das
ligacbes quimicas e interacBes intermoleculares, a razdo de moléculas assumirem
geometrias bem definidas, as propriedades e 6ticas, elétricas, magnéticas e quimicas de
atomos, moléculas e muito, muito mais. O mundo da fisica e quimica se abrira para toda
sorte de investigacdo microscopica sobre a constituicdo, estabilidade e transformacédo da
matéria que desejarmos fazer.

Auto-avaliagcao

1) Leia atentamente o exemplo quatro (4) da VI parte do 4° texto auxiliar. O exemplo
gue mostra que, pelo principio da incerteza de Heisenberg, a energia minima
possivel para o elétron no &tomo de hidrogénio é igual a energia obtida pela férmula
de Bohr para o nimero quantico n=1.

a) Repita, passo-a-passo, este exemplo utilizando um oscilador harmdnico modelo
formado por uma massa m e uma mola com constante de forca k (ver figura
abaixo). Mostre que, para este sistema fisico, a energia quantica minima total

. 1 . .
Emin deve serigual a Epip = 5 hv. Nesta formula, h é a constante de Planck e

A A - : 1 [k
v a frequéncia harmonica de oscilagdo do sistema, v = \m
zim

Sugestdo: A energia total para este sistema mecénico €
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1 2.1 2
Etot ==mv- +=k(X—X
Tot 2 2 ( e)
onde v e x séo a velocidade e posi¢do do corpo em algum instante prescrito t, m
¢ a massa do corpo, k a constante de forca da mola e X, a posi¢do de equilibrio do
corpo.

|
|

Xmin  Xeg Xmeax

b) Estime a incerteza Ap ho momento desta particula para uma incerteza na posi¢do

da ordem de Ax~ A seguir considere que esta incerteza no

1
ﬁ(x_xe)-

momento é da ordem de Ap ~ip. Substitua o valor encontrado para o

V2

momento p desta relacdo na expressao da energia total do sistema. Finalmente
utilize as ferramentas do calculo diferencial e determine o valor do
deslocamento (X — Xe) que torna a energia minima. Com este valor, retorne a
expressao da energia total e encontre o resultado desejado.

2) Considere um sistema definido como uma particula livre (forca nula) de massa m
confinada em uma caixa de potencial unidimensional de comprimento L=R/z, ver
Figura abaixo.

A ¥ O—
m
.

0 L X

¢ L >

Uma particula de massa m confinada
em uma barreira de potencial de
largura L=R/ .

Utilize o principio da Incerteza de Heisenberg e mostre que a energia minima
h2

deste sistema fisico deve ser da ordem de Epjp ~——
8mR
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Aula 12

Resumo da nova teoria do elétron

Ja aprendemos muito da maquinaria e da maneira como a nova teoria de um
elétron funciona. Em particular, o resultado estabelecido pelo principio da incerteza de
Heisenberg é uma ruptura com o0 modo usual que estamos acostumados de para tratar e
pensar sobre 0 movimento de particulas do nosso mundo macroscépico. Nao podemos
mais falar em posicdo e momento linear (velocidade) de uma particula sem conceder
que as incertezas Ax e Ap associadas a estas grandezas fisicas tenham valores limitados

St

pelo produto de Incerteza de Heisenberg: AxAsz; 0s erros associados a estas

grandezas ndo sdo independentes e, portanto, ndo sdo livres e ndo podem ser
determinados e experimentalmente com valores arbitrariamente pré-determinados.

Esta nova teoria, vimos, inicia-se e é fundamentalmente baseada no conceito de
trajetorias multiplas e simultaneas que um elétron pode seguir ao deslocar-se, no espaco
e no tempo, entre os pontos inicial (to, o) e final (tr, x), ver Fig. 4.22 (repetindo a Fig.
4.9). Cada um destas trajetorias virtuais, aprendemos, € descrita por uma funcdo Ay(x,t)
que depende das coordenadas espaciais e do tempo, uma fun¢do que demos 0 nome de
amplitude de probabilidade. Com varias amplitudes de probabilidades (amplitudes
parciais) Ao(X,t), Ai(x,t), Ax(x,t), ...., Ax(X,t), ..., cada uma descrevendo um “caminho”
simultédneo e alternativo que um elétron pode seguir para mover-se no espaco € no
tempo, podemos formar uma amplitude total Aroi(X,t). Arer(X,t) € obtida pela soma (ou
subtracdo) das amplitudes parciais e descreve completamente 0 momento do elétron.

Vimos que as amplitudes parciais ou uma amplitude total ndo tem um
significado fisico real. Estas amplitudes de probabilidade ndo podem ser medidas por
qualquer experimento que pudermos imaginar e realizar em um laboratério; amplitudes
de probabilidade ndo sdo quantidades mensuraveis diretamente. O médulo quadrado de
uma amplitude parcial ou o0 modulo quadrado da amplitude total, esta sim, € uma
quantidade que tem associada uma interpretacdo fisica. O quadrado de uma amplitude
de probabilidade recebe uma interpretacdo fisica de uma probabilidade P(x,t). P(x,t)
informa a probabilidade de se encontrar um elétron, no tempo t, no entorno da posicao
espacial “X”.
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Tempo

tp

Y

Xa Espaco Xq

Figura 4.22: Caminhos alternativos simultaneos
(entre os infinitos outros caminhos possiveis) para um
elétron deslocar-se de sua posicdo inicial (Xo, to)
[posicdo espacial xo e tempo to] até a posicao final (xs,
tr) [posicéo espacial x; e tempo ti].

Também, aprendemos, com o conceito probabilidade definido, a maneira como
reconciliamos os valores das medidas para a posicéo espacial feitas em laborat6rio para
um elétron e os resultados previstos pela nova teoria de um elétron é através de um
valor esperado (uma média) < x >. E este valor médio, um nimero, que devemos
comparar com os resultados obtidos experimentalmente. De forma analoga, o valor do
momento linear do elétron medido no laboratério deve ser comparado com o valor
esperado < p > (um numero). Relembrando, 0 momento linear de uma particula é o
produto de sua massa por uma velocidade, p=mv.

Como estamos formulando uma teoria probabilistica, as quantidades chave desta
teoria sdo as amplitudes de probabilidade A(x,t) cujo médulo quadrado é interpretado
como um probabilidade P(x,t), a cada valor esperado calculado, incluimos também uma
incerteza para a sua medida. Assim, para a previsdo de uma medida de posicdo média
< X > é associada uma incerteza Ax para esta previsdo e para a previsao de uma medida
do momento linear médio < p > é associada uma incerteza Ap para esta previsdo. O
calculo destas quantidades sdo feitas através do conhecimento das amplitudes de
probabilidade A(x,t) e sdo obtidas através das expressdes (ver partes IV e V desta série
de textos auxiliares):

Medidas da posicao:
7 PO [ Arer(x,t) (X Aror(x,1)) dx

Média: <x>==

Eooo P(x, 1) dx EOOO Aot (X,1) Aror (X, t)dX

[4.54]
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Incerteza ou dispersao:

e [° (x=<x>)?P(x,tydx i [ Arot(x,)(x= < X >)? Arge(x,t) dx

|7, POxt)ydx [7 Atot(%.)Argr(x,t) dx
[[4.55]

Medidas do momento linear:
JZ,PPOctdX [T Argi(x,t) (Phroy(x,1)) dx
foo P(x,1) dx Ijooo Afot (X, 1) Aror (x, t)dx

Média: <p>= [4.56]

€,
Incerteza ou disperséao:

[Z (P-<P>)?P(x.t)dx i [ Aot (x D(P-< P>)? Argr(x,1)) dx
J-iooo P(x,t) dx Ijow A"I:ot(xyt)A'l'ot(X’t)dX

Ap =

[4.57]

As incertezas Ax e Ap para a posicdo e momento linear do elétron, aprendemos

(ver parte VI desta série de textos auxiliares), ndo sdo independentes, mas limitadas pelo
principio de Incerteza de Heisenberg:

AXAp > g [4.58]

Para o calculo do valor esperado (valor médio) do momento linear do elétron a

quantidade P, um “operador momento linear” foi introduzido. Ndo sabemos ainda a
forma deste operador, mas sabemos que o seu produto com a posicdo x depende da
ordem que estas duas quantidades sdo multiplicadas. A Eq. 4.49 nos da o resultado do

comutador (a diferenca do produto xP com P X):
(xXP-Px)=ih [4.50]

Este comutador é um resultado fundamental para o desenvolvimento quantitativo
da nova teoria do elétron. Ele introduz a constante de Planck 7% nas previsdes numericas
que fizermos para experimentos envolvendo um elétron nesta nova teoria.

Conceitualmente muito ja esta montado para esta nova teoria do elétron. Para a
utilizarmos esta teoria para diversos problemas de interesse pratico, como a estrutura do
atomo de hidrogénio, atomos multieletrdnicos, moléculas diatbmicas e poliatdmicas,
estrutura de liquidos e de sélidos, etc., precisamos calcular os valores médios da posigédo
< x > e momento linear < p > do elétron e, muito certamente, de outras quantidades
relacionadas com x e p. Para que estes célculos possam ser efetuados € necessario
conhecer as amplitudes de probabilidade parcial A(x,t) ou total Aro(x,t) para o elétron
(ou elétrons) nestes varios problemas de interesse que desejamos analisar teoricamente.

Como sé@o exatamente estas amplitudes de probabilidade para cada um destes casos de
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interesse? Como podemos calcular estas amplitudes de probabilidade para cada
problema fisico e/ou quimico que desejarmos estudar? Este é a questdo que iremos
tratar nesta proxima secéo.

® célculo das amplitudes de probabilidade A(x,t)
1) Consideracodes preliminares

A amplitude de probabilidade A(x,t) € uma funcdo das coordenadas especiais X e
do elétron e do tempo t que o0 seu movimento ocorre.

N&o temos qualquer indicio, a principio, de como podemos proceder para
calcular estas amplitudes de probabilidade para cada casa, cada problema fisico e/ou
quimico, de interesse. Desta forma, temos que nos guiar pela intuicdo. Como um
naufrago, temos que, neste momento de indefinicdo, procurarmos por uma tabua e nos
segurarmos firmemente a ela. Até encontrarmos terra firme. E que tabua firme é esta
que podemos recorrer neste momento? A mecanica classica; a mecanica de Newton.

Paradoxal que seja, uma nova teoria para o elétron esta sendo criada porque
descobrimos que elétron se comporta como onda. Assim, as leis da mecanica classica de
Newton ndo necessariamente mais se aplicam a este sistema fisico. Elétron ndo é uma
particula. Ou melhor, em certos experimentos ele mostra ter caracteristicas de particula.
Neste caso, elétrons seguem as leis de Newton da mecénica. Porém, elétrons também
mostram caracteristicas ondulatérias, por exemplo, vimos, nos experimentos de
espalhamento de elétrons realizados por Davisson e Germer. Neste caso elétrons ndo
seguem as seis da mecanica de Newton. Justamente devido a este dualismo é que
estamos procurando uma nova teoria que descreva o elétron simultaneamente como
onda e como particula; como particula e como onda. E é esta nova teoria para o elétron
gue esta sendo elaborada.

Neste momento de desconhecimento, neste momento de indecisdo, podemos
tentar prosseguir no desenvolvimento da nova teoria do elétron aceitando que, se esta
teoria descreve ambos 0s comportamentos do elétron, corpusculo e onda, entdo ela deve
ser compativel com as Leis de Newton, para descrever corretamente as situacfes em que
o elétron tem o comportamento de particula. E esta a razo que tomaremos a mecanica
de Newton como a tbua de salvacéo para prosseguirmos na formulagédo quantitativa da
nova teoria do elétron. Porém, temos que adaptar as Leis de Newton & nova situagéo.
Em especial, estamos interessados em adaptar a segunda lei de Newton a esta nova
situacao.

2) A segunda Lei de Newton, F = ma
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A segunda Lei de Newton estabelece que a aceleracdo a adquirida por uma
particula de massa m é proporcional a uma forca aplicada F , de acordo com a equaco

F=ma.
A aceleracdo de uma particula é a taxa de variacdo de sua velocidade com o

tempo, a =(3j—\t/. Multiplicando e dividindo esta relacdo pela massa m da particula e

anotando p =mvpara 0 seu momento linear, a equacdo de Newton pode ser reescrita

dv , . . ..
como F = ma. Ja realizamos esta passagem anteriormente no segundo primeiro e

terceiro texto auxiliar, reveja.
Continuando, como visto na parte Il do terceiro texto auxiliar (entre as Eq. 3.1 e

3.2), para uma forca F dada atuando em uma ou um sistema de particulas, podemos
encontrar uma energia potencial V, funcdo das coordenadas de uma ou de um sistema de
particulas, tal que a energia potencial V esta relacionada com uma forca pela relacao
diferencial:

J

E: _(iAGV(x, Y,2) N 2oV (X,Y,2) R oV (x,Y, Z)J [4.60]
OX oy 0z

. VAN N . ~ .
Os vetores unitarios 1, | e k indicam as direcOes X, y e z do sistema de coordenadas

cartesiano. (Em diversos problemas da fisica, nem sempre podemos encontrar uma
funcdo energia potencial V tal que uma forca possa ser encontrada através da Eq. 4.60.
Porém, estes ndo serdo 0s casos que vamos encontrar. Para todas as situagdes que
iremos trabalhar uma funcdo energia potencial podera ser encontrada tal que uma forca
como a da Eq. 4.60 podera ser encontrada.)

Utilizando a Eq. 4.60, podemos reescrever, de forma compacta, a Equacdo de
Newton como:

dp _ iA&V(x, Yy, z) N J4\6V(x, Y, z) LR oV (x,Y,2)
dt OX oy 1674
Também sabemos que a velocidade de uma particula esta relacionada com a taxa
de variacdo de sua posi¢cdo r com o tempo:
a_p_y
d m

onde,
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Para problemas em uma dimensdo, estas equacdes adquirem uma forma mais
simples:

dpxy _ dV(X)

dt dx [4.61]
dx_1

gt m'*

Vamos continuar trabalhando com problemas em uma dimenséo apenas. Mais
tarde generalizaremos os resultados encontrados para o caso de duas, trés ou mais
dimensdes.

O par de equagbes 4.61 forma a base para a solucdo de qualquer problema
mecanico envolvendo uma ou um sistema de particulas na mecénica de Newton.
Observe que a primeira das equacdes 4.61 é exatamente a equacdo da Lei de Newton
(em uma dimensdo) Fy=may.

Queremos reescrever o par de equacbes 4.61 em termos de quantidades que
formam a base da nova mecénica do elétron. Esta é a nossa meta.

3) AsequacOes da dindmica na nova teoria do elétron

Para adaptar e absorver a segunda Lei de Newton a nova teoria do elétron
queremos transportar o par de equacOes da Eg. 4.61 em termos de quantidades que
formam a base da nova mecénica do elétron.

Na nova teoria do elétron identificamos os valores esperados < x > e < pyx >
como os valores de medidas experimentais feitas em laboratério para a posicdo e
momento linear do elétron. Na mecanica de Newton estas quantidades sdo a propria
posicdo x e momento linear px. Note bem a diferenca: na nova teoria do elétron, o que
medidos sdo médias; na mecénica classica estas médias ndo ocorrem. S&o os valores das
quantidades envolvidas que sdo diretamente medidas.

Também, observe, na nova teoria do elétron, para que a média do momento

linear seja determinada é necessario trabalhar com a quantidade %, um objeto que

denominamos de “operador”. Note que o operador ¥, ndo € a mesma coisa que a
funcdo px do momento linear da mecénica classica.

Para fazermos uma teoria com uma estrutura algébrica mais simétrica, em
perfeita analogia com o operador £, para o momento linear de uma particula, vamos

criar o “operador” X para a sua posi¢do. A maneira como este novo operador é criado é
0 mais simples possivel: o operador X corresponde exatamente a posicdo x do elétron;
isto &: X <> x. Na prética, nada de novo foi feito, exceto criar um novo objeto para se
trabalhar na nova teoria do elétron.

A

Os operadores X e 75)( possuem uma regra de multiplicacdo ndo comutativa,
cujo comutador (observe a Eq. 4.59):
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(RP-PR) =in [4.59]

Com estas observacdes feitas, estamos prontos para adaptar a segunda Lei de

Newton a nova teoria do elétron. Vamos exigir que, na nova teoria do elétron, o para de
equacoes,

d < py > :_<dV(x)>

dt dx [4.62]
d <x>_l< D, >
dt m X

envolvendo médias (valores esperados) dos operadores #,, X e da fungdo energia
potencial V(x) sejam sempre satisfeitas. Estas equagdes devem ser resolvidas
observando sempre a regra de comutagdo da Eq. 4.59 para os operadores X e £ . Com

esta condigdo adicional, estamos permanentemente satisfazendo implicitamente o
principio da Incerteza de Heisenberg (ver discussao na parte V desta série de textos).

O par de equacOes 4.62 é chamado das equac6es da dindmica da nova teoria dos
elétrons e é também conhecida como as equacdes do teorema de Ehrenfest (em
homeagem ao fisico Austriaco Paul Ehrenfest (1880-1933).

4) A variagéo de valores esperados com o tempo

As questdes estdo se clareando. Mas o ponto central do problema esbocada para
ser discutido ndo foi ainda devidamente atacado: como podemos calcular as amplitudes
de probabilidade A(x,t)?

Pelas equagdes 4.62 do teorema de Ehrenfest ocorrem valores esperados. Os
valores esperados, ja vimos, contém uma amplitude de probabilidade e seu complexo
conjugado. Assim, podemos procurar uma equagdo que nos permite o calculo das
amplitudes de probabilidade que seja compativel com o teorema de Ehrenfest. Para que
isto possa ser realizado, observamos que nas Eqs. 4.62 ha derivadas dos valores
esperados com o variavel tempo (lado esquerdo do sinal de igualdade em ambas as
equacOes) e também uma derivada com relacdo a coordenada espacial para a funcédo
energia potencial V(x).

Para se formar os valores esperados < x > e < px > usamos 0s operadores
posicdo Xe momento linear, 75)(, e as expressdes ja conhecidas das Eqs. 4.54 e 4.56,
respectivamente:

fw A" (x,t) X A(X, t) dx

< X>=
[7 A*(x,)A(x, t)dx
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Ijooo A% (%,1) P A, t) dx

< Px>=—
[~ AT (D A(x, )dx

Deve ser notado que ambos os valores esperados sdo funcdo do tempo e que esta
dependéncia no tempo vem exclusivamente das amplitudes de probabilidade (lado

direito do sinal de igualdade nas duas equacdes acima); os operadores X e P, sdo objetos

que ndo dependem do tempo.

Queremos utilizar as equacdes acima e determinar as derivadas com relacdo ao
tempo dos valores esperados < x> e < py>. Por simplicidade, no que se segue, faremos
0 denominador das duas expressdes acima ser igual a 1. Este denominador representa a
probabilidade P(x,t) total de se encontra um elétron neste sistema em qualquer tempo, o
que é 1: estamos considerando um elétron sempre. Quando necessitarmos, retornaremos
0 denominador nestas equagoes.

Utilizando as defini¢des dos valores esperados < x > e < pyx > e as regras de
derivadas de produtos estudadas no Célculo elementar, obtemos:

d<x> o |[dA*(Xt) * . dA(x,t)
" _J—w{—dt RA(X, ) + A*(x,1) X " }dx [4.63]

d<py>_(o [dAT(X1) 5 . A dA(X,t)
at —f_w{ " BAX 1)+ AT(x, 1) B it }dx [4.64]

Pelas Eqs.4.63 e 4.64, podemos ver que as derivadas dos valores esperados < x >
e < px > podem ser prontamente avaliadas se soubermos como as amplitudes de

probabilidade A(x,t) (e seus complexos conjugados A"(x,t)) variam com o tempo. Vamos
determinar esta variagdo no tempo.

5) A dependéncia da amplitude de probabilidade com o tempo

Como a amplitude de probabilidade A(x,t) varia com o tempo? Queremos
responder a esta questéo.

Vamos considerar que a amplitude de probabilidade de probabilidade seja
conhecida no em um tempo to. Neste momento esta amplitude é, entdo, A(x,tg). Vamos
introduzir um novo “operador” nesta teoria: o operador “evolu¢do no tempo” U(t,to).
Este operador cumpre a tarefa de modificar uma amplitude de sua forma A(X,to)
determinada no tempo t, até uma nova forma A(x,t) adquirida no tempo t, ver Figura
4.23(a). Para isto, escrevemos:

A(x,t) =U (L, tg) A(X, 1p) .
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Afx, 1)

(b)

Figura 4.23: (a) Acdo do operador evolugéo U(t,to) para propagar a amplitude de

probabilidade A(x,tp) do tempo t, até A(x,t) no tempo t. (b) Propagacdo da amplitude
de probabilidade do tempo t, até t, de duas formas: direto, de to até t, via acdo do

operador evolugédo Lj(tz,to) e em duas etapas sob a acdo dos operadores de evolucdo
U(tl,to)e U(tz,tl), nesta ordem. (c) Propagacdo da amplitude de probabilidade do
tempo tp até t e entdo retornando a to. Desta operacdo o operador evolugdo L](tl,to)e

U~1(t,t) =U(to, 1) € definido.

Qual ¢é a forma do operador evolucéo U(t,to) ? Como sempre a resposta é: nao

sabemos. Porém podemos deduzir algumas de suas propriedades e, assim, dar uma
forma para este objeto. Vamos relatar duas propriedades que este operador deve atender.

(a) Se U(tl,to) ¢ um operador evolucdo no tempo que leva a amplitude de

probabilidade A(x,t) do tempo to até A(x,t;) em um novo tempo t; e se U(tz,tl) é
também um operador evolucdo no tempo que leva a amplitude de probabilidade A(xt1)
do tempo t; até A(x,t) em um novo tempo t;, entdo o produto dos operadores

U(tz,tl)U (t1,tp) (observe a ordem dos tempos, isto € muito importante) € um novo

operador evolugdo no tempo L](tz,to)que leva a amplitude de probabilidade A(x,to) do
tempo to até A(x,tz) no novo tempo t,, ver Fig. 4.23(b). De fato,
U(tz, 1)U (11, t) A(X, tg) = U (t2, 1) A(X, by ) = A(X, tp)

U(ty, to) A(X, tg) = A(X, t))
Portanto,
Ul(ty,tg) =U (o, t)U (11, ) [4.65]

Note que podemos fazer n multiplicaces de operadores evolucdo no tempo que
o resultado final sera um operador de evolugao:

U(th,to) =U(tn, th U (ty_1,th_2) Uty U (ty,tg)  [4.66]
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para um numero n finito ou infinito de multiplicagdes.

(b) Se U(tl,to) é¢ um operador evolucdo no tempo que leva a amplitude de
probabilidade A(x,tp) do tempo t, até A(x,t;)) em um novo tempo t; entdo
U(to,tl) [observe bem a ordem dos argumentos t; e tg] € um operador evolu¢do no
tempo que leva a amplitude de probabilidade A(x,t;) do tempo t; de volta a A(x,to) no
tempo inicial tp, ver Fig. 4.23(c). Escrevemos, entdo que U(to,tl)é 0 operador de

evolugdo inverso de U(tl,to)[observe bem a ordem dos argumentos t; e tg] e
escrevemos:

A A-1

U(to,t1) =U " (t1,t0)

Com esta propriedade, podemos escrever o produto do operador evolugdo com a
sua inversa e encontrar que o resultado é a unidade 1 (leia o operador 1).

Ut 1)U (t,tg) =U (tg, U (t, tp) =1 [4.67]

De fato, pela defini¢do destes operadores, podemos escrever:
U (1)U (6, 1) Alx, to) = U (to, U (1, t0) A(X, o)
=U((to, t) A(X, 1)
= A(X,tg)
Assim, a amplitude de probabilidade A(x,to) ndo é modificada no tempo (iniciou como
A(x,tp) e retornou a este valor) apdés a aplicacdio do produto de operadores

U~1(t,t)U (t. tg) = U (tg, t)U (t, ty). Portanto este o produto de operadores tem o valor
unitério, o valor 1.

Podemos tentar uma forma para o operador evolucao U(t,to) e certificar se esta
forma satisfaz as propriedades 4.67 e 4.65.

Vamos escrever, tentativamente, U (t, tp), na forma:

Ua¢w=1—%ﬁm [4.68]

onde i =+/~16 0 nimero imaginario puro, At = (t" —t) € um intervalo de tempo muito
pequeno (td0 pequeno quanto queiramos fazer) e H é um novo operador que estamos
introduzindo na nossa teoria (desnecessario dizer que sua forma nos é desconhecida, no
momento). A constante # € introduzida na definicdo da Eg. 4.68 para o caso de
necessitarmos  desta quantidade extra. Vamos definir a inversa de
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U~(t,t5) =U(to,t) como o complexo conjugado do operador U(t, ty) definido na Eq.
4.68:

U(te,t) =U Lt tg) :1+é|-m [4.69]

Por esta definicdo estamos estabelecendo que o complexo conjugado do operador

desconhecido H é igual a ele mesmo, isto é: H* = H .

Vamos verificar agora se com as formas do operador evolucéo, Eq. 4.68, e sua
inversa, Eq. 4.69, temos atendida a propriedade da Eq. 4.67. Combinando estas
equacoes, temos:

U(to,t)lj(t,to):[1+%I—A|At][1—'%|—A|At]
e (1) an
h h i

N2
=1-[lj HH (At)2
h
N&o, os operadores das Egs. 4.68 e 4.69 ndo atendem a propriedade exigida pela
Eq. 4.67. Porém, como estabelecido acima, a quantidade At pode ser feita tdo pequena
quando desejarmos. Assim, se At for muito pequeno (porém diferente de zero), o termo

envolvendo (At)? serd menor ainda, muito menor que 1, e, assim, pode ser descartado
na ultima linha da igualdade acima. Desta forma, teremos,

U(ty, U (L, tg) =1

(para At << 1). Desta maneira, o operador evolucao U(t,to) pode ser escrito como na

Eq. 4.68, com a introducéo do operador H .

Agora, utilizando a Eq. 4.68, e a amplitude de probabilidade A(x,t), podemos
obter a amplitude de probabilidade A(x,t+At) em um outro tempo t+At. Este amplitude
de probabilidade sera:

A(x,t+ At) = U (t + AL HA(X 1) = (1—% HAL)A(x, 1)
para qualquer tempo t. Rearranjando esta equagéo,
A(X,t+ At) — A(X, 1) = —% HA(x, t)At

que, dividindo ambos os termos por At, torna-se:
[A(X, t+At) — A(x, 1)]
At

i~
——HA(X,t
- (x,t)
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Ora, podemos fazer At tdo pequeno quanto desejarmos. No limite At —0, o lado
esquerdo da equacdo acima transforma-se na derivada da funcdo A(x,t) [reveja estas
propriedades no seu livro de Célculo 11], e, assim, podemos escrever,

lim [A(x,t+ At) — A(x, )] N dA(x,t)

At—0 At !
e, finalmente,
A _ T payt)
dt h
ou
ih% = HA(x,1) o

Esta ¢ a tdo procurada equacdo que nos da a derivada da amplitude de
probabilidade A(x,t) com relacdo ao tempo t. Quando dermos uma interpretagédo precisa

para 0 operador H, esta equacdo receberd o nome de Equacdo de Schrodinger
dependente do tempo. Com a Eq. 4.70, podemos determinar como a amplitude de
probabilidade varia com o tempo em qualquer problema fisico e/ou quimico que
tivermos interesse em estudar.

6) Condicdes a serem satisfeitas para a determinacéo da forma do operador H

A nossa chance para fazermos uma escolha correta para o operador H esta em
utilizar a recém-descoberta Eq. 4.70 no par de equacles 4.63 e 4.64 e comparar 0S
resultados obtidos com as equacdes de Ehrenfest, eq. 4.62. Neste momento poderemos
fazer a conexdo da equacdo de movimento da nova teoria do elétron com as equacdes de
movimento da mecanica cléssica, as equagdes de Newton. Desta comparagdo, devemos
ter informacBes suficientes para escolher a forma correta do operador H e, finalizar
nossa tarefa.

Multiplicando os dois lados das Eq. 4.63 por ia e entdo utilizando na Eq. 4.70,
obtemos:
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in S OG0 eax 1)+ A%(x,1) X(ih dA(X’t)j }dx
dt dt

(— i JAGGD) j*kA(x,t) £ AT (X.) X(ih dA(X’t)j }dx
dt dt

= [ A=, ) RH = AR A, tdx

Analogamente, multiplicando os dois lados das Eq. 4.64 por ia e entdo
utilizando na Eq. 4.70, obtemos:

ind < Px>_ jfoo{ih —dA*;tX’t) B AX, 1) + A*(x,t)P}[ih dAg’t"t)j }dx

dt
o | dAGY Y s wre s (o DACX, )
j {( in m jﬂ(A(x,t)+A(x,t)PX(|h m j}dx

—00

| {(‘ "A'A(X,t))*ﬁxA(X,t) + A" (X, 1) P, (I:IA(x,t))}dx

[ A (x D)= AP, + B AR b

~ A () B - B JA(x, Ddx
ihd}#= < (75XH - I:|15)()>

Conseguimos duas relagdes com a mesma forma:

ind<Px>__pH_Hg)>
dt
ind<X>__ (g~ gy >
dt
Comparando o par de equacdes 4.71 com o par de equacdes 4.62, a nossa meta é

fazé-las iguais, podemos imediatamente escrever:

[4.71]

5y dV(x)

dx [4.72]
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Aqui estamos. Pela EQ. 4.72 temos que a multiplicacdo do operador
desconhecido H com os operadores 75X e X ndo é uma operagdo comutativa (o resultado

da multiplicagio depende da ordem B,H e HP, e RH e HX, respectivamente) e as
regras de comutacdo séo dadas pelas duas equagdes 4.72.

J& sabemos que a operacdo como 0s operadores 75)( e X também ndo € uma
operacdo comutativa e o seu comutador é dado pela Eg. 4.59. Vamos utilizar esta

equacao e mostrar como podemos escolher a forma parcial do operador H de tal maneira
a satisfazer a segunda das Eqs. 4.72. Esta escolha é feita na proxima sub-segao.

7) A determinacdo da forma do operador H

Na nossa busca para uma equacao que nos permita o calculo das amplitudes de
probabilidade A(x,t), um novo operador H foi introduzido através do operador
evolugédo no tempo U(t,to) da Eq. 4.68. Desejamos obter uma forma explicita para
este operador H . Para tal, observamos como os valores esperados para a posicdo < x >
de uma particula e seu momento < py > devem variar com 0 tempo e, para estas

relacBes exigimos que elas tenham a mesma forma das equacdes da mecanica de
Newton para a variagdo da posiGao Xcisssico € MOMENtO Py ciassico d€ UMa particula classica.

Destas exigéncias surgiu o par de equacdes 4.72. A forma do operador H pode ser
extraida da solucdo deste par de equa¢des. Vamos caminhar nesta direcdo.
O par de equacdes 4.72 estabelece as regras de comutacdo entre o operador

desconhecido H e os operadores 75)( e X. Como ferramenta de trabalho, temos a nossa
disposicao a regra de comutacédo entre os operadores X e 15X , EQ. 4.59,

(RB - BK) =in
O uso desta relacdo de comutacdo introduz o principio da Incerteza na teoria. Utilizado
esta relacdo de comutacdo, podemos escrever a identidade:

ihrfx - %(ih?ﬁx +Bin)
- L {48, - PP, + B0, ~B)
=%(A sz - AX2)A()

H =X [4.73]
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a equacao acima pode ser reescrita como:

15 14 e
EPX:E(XH—HX)

Se comparada com a segunda das Egs. 4.72, vemos uma perfeita equivaléncia. A
forma do operador H da eq. 4.73 contempla um termo equivalente & energia cinética de
uma particula da mecénica classica. Observe que o termo

A

2m
ndo € a energia cinética de uma particula de massa m; a quantidade acima é um
operador enquanto que a energia cinética de um sistema de particulas € um numero.

para cada tempo t especificado. O operador H ¢é construido por um termo que “faz o
papel” de energia cinética de uma particula. Como a energia cinética (um numero) desta

particula de massa m pode ser extraida deste operador H ? Isto é feito através de
médias; médias adequadas que podem ser feitas nesta teoria probabilistica do elétron.
Falaremos mais sobre isto nas préximas sub-seces.

A escolha do operador H da Eq. 4.73 atende apenas a segunda do par de
equacdes 4.72. Esta escolha, porém, ndo atende a primeira deste par de equacdes. Isto
porque,

Um resultado contraditorio com a primeira relacdo do par de equacdes 4.72. Para

superar esta dificuldade, podemos tentar a escolha do operador H incluindo uma
funcdo que dependa da coordenada espacial x da particula de massa m. Vamos
considerar que esta fungéo seja V(x), a energia potencial que governa o movimento do
elétron e é relacionada com a forca da Lei de Newton via a Eq. 4.60. A funcéo energia
potencial V(x) € definida para cada tipo de problema que estivermos interessados em
tratar. Esta funcdo ndo é, desta forma, conhecida a priori; ela é sempre moldada para
cada tipo de problema fisico que desejamos investigar.

Com a decisao de incluir a energia potencial V(x) na escolha de uma forma para

o operador H, vamos considerar uma expressdo contendo este termo adicionado ao

termo correspondente a energia cinética ja introduzido:
. P2
H=2 +V(X) [4.74]
2m

Primeiro, notamos, que esta nova escolha ainda atende a segunda das relagdes do
par de equacdes 4.72, pois,
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(%K - K%)= {f:n +V(x)j [f’;ﬂ +V(x)J

52 p2
=X X 24+ RV (X) =V (X)R
2m

0 que reproduz o resultado encontrado anteriormente. A multiplicacdo do operador X
com a funcdo V(x) é uma operacdo comutativa, isto €, o comutador XV (x) -V (X)X =0

A

é nulo visto que o operador X € simplesmente a posicdo x do elétron, ver sub-secédo 3
acima.

Para o comutador 75)(I3I — I-]?X presente na primeira relacdo do par de equagdes
4.74, obtemos:

PH-H Q:P[PX +V(x)] (PX +V(X)J
2m 2m

P P
= 25+ BV (0 - 25 -V (0R

~ By (0 -v(0R,)

Como dito acima, a funcdo V(x) ndo conhecida a priori. A forma particular desta
funcdo depende de problema para problema. Vamos fazer dois ou trés testes para casos
simples desta funcdo e tentarmos sistematizar os resultados encontrados para o

comutador (PXV(X) V(X)PX)
i) Inicialmente, vamos considerar que V(x) € uma constante Vo. Neste caso o
comutador (PXVO —VOPX):( % —PX)VO =0. Também, por ser uma constante, a

dVo
derivada d_ =0. Logo estes dois resultados sao iguais e podemos escrever:
X

1,4 s dYg
0=—(BVo-VoB)=——2=0 *
- (BVo —VoB) = - *)

i) Em um segundo teste, vamos considerar que V(x) tenha a forma V(x) = kx , para
alguma constante k diferente de zero. Com esta escolha, podemos escrever:

i(ﬁxﬂ ~HB) =.i<¢3x<kx)—<kx)¢x)

S Box—xB) = K - i
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Acima, utilizamos a regra de comutacdo entre os operadores 75)( e X da Eq. 4.59,

()2?5)( — 75)(>‘<) =i% . Para esta escolha da fungédo V(x) podemos também escrever:

B dV (x) K
dx
Desta forma, obtemos:
1 2.~ A dV (x)
—-k=—(FH-H =- =-k bkl
m ( ) i (**)

iii) Em um terceiro teste, vamos considerar que V(x) tenha a forma V(x) = nx* , para
alguma constante 7 diferente de zero. Com esta escolha, podemos escrever:
1 5.~ A4 1 2 245
E(PXH -H¥) ZE(PX(UX )= (7 X))
T Px% - x°P :277X—(_ih):—2 X
i ( X) in n
Acima, utilizamos a regra de comutacédo entre os operadores 75)( e X daEqg.4.59,e
a identidade
2% = R(B&— KK) + (Bk = KB)X = (BR* - 1°%)
Para esta escolha da funcdo V(x) podemos também escrever:
_dv(x) _
dx

—2n X
Desta forma, obtemos:
1 s~ Aa dV (x)
—-2nXx=—7—FH-HP)=—"-"L=
n i ( X x) dx

Para estes trés testes, compare os resultados (*), (**) e (***), constatamos que a
igualdade

2 ()

dVv (x)

1 A A Aa
o (AH -HB) =~

é verdadeira. Novos testes para as funcdes V(x)=ox®, V(X)=px*, V(X)=Ax%, ..., V(X)=px"
(n um namero inteiro positivo) podem ser feitos seguido os procedimentos adotados

acima, e todos eles mostrardo que, em geral,
1 5.4 A4 dVv (x)
—BH-AB)=-—
. (K X) i

Com este resultado podemos concluir que a escolha para o operador H na forma
da Eq. 4.74 satisfaz ambas as condigOes expressas pelo par de equagdes 4.72.
Antes de encerrarmos esta se¢do, observe que a primeira das equacgdes 4.72,

assim como a relagdo de comutagéo 4.59 para os operadores P, e X podem também ser

atendidas se escolhermos o operador #, na forma de uma derivada com relacdo a
coordenada espacial x:
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s .. d
B =ih— 4,75
}=in [4.75]
Com esta representagdo o operador H ganha a forma
.~ h% d?
H=———+V(x) [4.76]
2m gx2

Este resultado € muito bem-vindo pois ele ira facilitar em muito a tarefa de se
calcular as amplitudes de probabilidade A(xt) utilizando técnicas de solugdo de
equac0es diferenciais de segunda ordem (ver disciplina homoénima).

8) A interpretacdo fisica para o operador H

Pela forma da Eq. 4.74,

Y.
H =5 ovixt) [4.77]
2m

temos o operador H é formado pela soma de um termo (um operador) que corresponde
52

N - = g o PX ’ -7

a energia cinética Ty :z—da particula de massa m (ja passamos por esta
m

interpretacdo) e a energia potencial V(x,t) que governa o seu movimento. Para tratarmos
casos de interesse fisico e quimico mais gerais, a funcdo energia potencial V é
generalizada para depender da coordenada espacial x e também do tempo t: V=V(xt),

em geral. Desta forma, o operador H &, de uma forma geral, uma quantidade
dependente da coordenada espacial e do tempo: H = H(x,t).

A soma que define o operador H corresponde & energia total da particula
considerada. Desta forma o operador H representa a energia total deste sistema fisico.
Este operador recebe 0 nome de operador de Hamilton ou operador hamiltoniano.

Note que nesta nova teoria do elétron H representa a energia total de um

sistema fisico, porém, observe, H n&o é a energia total deste sistema; néo é a energia
total, um nimero, que pode ser medida experimentalmente.

Como podemos obter o valor da energia total de um sistema fisico por esta nova
teoria do elétron? A energia total £(t) a energia pode ser € medida experimentalmente, é

obtida como um valor esperado do operador H :

0] * ' A ’ d
et)=<H>= LA (HA(X t)) " [4.78]
[Z A*(x,)A(x t)dx

Observe que, pela definicdo do valor esperado da Eq. 4.78, h4 uma integracao
nas coordenadas espaciais da particula tratada pela amplitude de probabilidade A(x,t).
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Esta amplitude de probabilidade, assim como o operador H sdo, em geral quantidades
dependente do tempo t. Nenhuma acéo € feita para se eliminar a variavel tempo t na
definicdo da Eq. 4.78. Desta forma, o valor esperado, a energia total &(t) €, em geral,
uma funcdo do tempo.

O operadorH da Eq. 4.77 é um operador que modifica uma funcdo que é
colocada a sua direita. Esta funcdo é a amplitude de probabilidade A(x,t). A acdo do
operador H nesta funcéo é representada como:

H A(x,t) = f(x,t)
indicando que H transforma a funcéo A(x,t) em uma outra funcéo, digamos f(x,t), que é
funcdo das coordenadas espacial x e do tempo t. Com este tipo de resultado, o célculo
do valor esperado para a energia do sistema torna-se

_ [Z A" (x1) (FIA(x, 1) )dx
AT GDAG D

)= <H>

[7 A (x,t) f(x,t)dx
e(t)===
[ A"(x,H)A(x, t)dx

9) Consideracdes transitorias

O nosso objetivo foi atingido. Desejdvamos determinar a maneira como as
amplitudes de probabilidade parciais A(x,t) ou total Ate(x,t) podem ser determinada
pela nova teoria do elétron.

A resposta, encontramos, as amplitudes de probabilidade podem ser calculadas
pela equagéo da dindmica 4.70,

ihM = HA(x, t)
dt
com o operador hamiltoneano dado pela equagdo 4.74:

52
H =&+V(x,t)
2m

A equacdo 4.70 é também chamada de equagdo da dindmica quéantica para um
(ou um sistema) de particula(s). Ela é equivalente a equacdo de Newton da mecanica
classica para esta nova teoria do elétron. Este feito foi conseguido identificando as
equacOes de movimento classico, Egs. 4.61, com o equivalente quantico, Egs. 4.62 (as
equacOes do teorema de Ehrenfest), onde medias adequadas s&o introduzidas.

O operador hamiltoneanoH representa (mas ndo &) a energia total de um
sistema fisico em estudo. Este operador € formado pela adicdo de dois outros
operadores, 0 operador energia cinética
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e 0 operador energia potencial V (x,1).
Uma algebra baseada na regra de comutacdo entre os operadores X e 15X ,
(RB —BX) =in
e entre os operadores H e R e H e ?X e suas poténcias pode ser utilizada para

resolver a equacgéo da dinamica quantica, Eq. 4.70.
Também, o termo de energia cinética pode ser muitas vezes vantajoso rescrito
com auxilio da expresséo diferencial para o operador momento linear da Eq. 4.75,

~ . d
P =ih—
X dx
e o operador H ganha uma representacéo diferencial
2 42
A--l"9 v
2m gx2

Com este tipo de representacdo, a equacgdo da dindmica quantica, Eqg. 4.70, assume a
forma de uma equacdo diferencial parcial acoplada de segunda ordem. Este aspecto sera
explorado na proxima parte desta séria de textos.

Finalmente, foi discutido, tendo as amplitudes de probabilidade calculadas,
valores meédios (valores esperados) podem ser calculados para quantidades fisicas de
interesse utilizando operadores convenientes. Por exemplo, podemos escrever o valor
esperado para a quantidade dinamica posi¢do x do elétron, seu momento linear px ou sua

energia ¢, utilizando, respectivamente, os operadores O ={X, £ ou H}e formando as
integrais que permitem o calculo de suas médias

<é>=ﬁmA(nn©Auﬂhx
[7 A"(x 1) A, t)dx

Os operadores O, assim como as amplitudes de probabilidades A(x,t),
quantidades fundamentais no desenvolvimento desta nova teoria, a mecénica Quantica,
ndo sdo objetos medidos experimentalmente. Eles sdo necessarios para se obter 0s

valores esperados (as médias) <O > de uma propriedade fisica dindmica “O”,
representada nesta nova teoria por um operador O, é a quantidade, um nimero real
positivo, negativo ou nulo, que deve ser comparado com valores obtidos

experimentalmente para esta propriedade fisica.
Nas proximas partes desta série de textos concentraremos nossa discussao na

equacdo da dindmica Eq. 4.70, na construcdo do operador hamiltoniano H para
diferentes problemas fisicos e quimicos de interesse e na solucdo da equacao 4.70 para
alguns destes problemas.
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Aula 14

A equacdo de Schrodinger dependente do tempo (ESDT)

Na nova teoria para o elétron, a mecéanica quantica, tem como base as amplitudes
de probabilidade A(x,t) para o movimento de elétrons. Estas amplitudes de
probabilidade total ndo tem um significado fisico real e, consequentemente, ndo podem
ser medidas por nenhum método experimento concebivel. Experimentalmente o que é
medido sdo valores esperados (médias) de quantidades fisicas de interesse utilizando
operadores convenientemente criados. Por exemplo, podemos escrever o valor esperado
para a posicdo x do elétron, seu momento linear ps ou sua energia g, utilizando,

respectivamente, os operadores X, $, ou H e formando as integrais que permitem o

calculo de médias. As amplitudes de probabilidade A(x,t) ocupam, portanto, uma
posicdo central nesta nova teoria do elétron. Diante disto, necessitamos de ferramentas
préprias que permitam seus calculos para problemas especificos.

As amplitude de probabilidade A(x,t) é uma funcdo das coordenadas especiais e
do tempo. Vamos, a partir deste momento, utilizar um novo simbolo para as amplitudes
de probabilidade. Em lugar de escrevermos A(x,t) vamos usar ‘P'(x,t) para representar
esta quantidade. ¥ é uma letra grega que tem o nome de “psi”. Esta notagdo ¢ mais
utilizada na literatura cientifica. Também, vamos denominar W(x,t) de uma funcéo de
onda, embora a denominacao de amplitude de probabilidade continuara sendo utilizado
em extensdo. Tudo que falamos e interpretamos para as amplitudes de probabilidade (ou
funcdo de onda) A(x,t), agora W(x,t), permanecem inalteradas. Apenas o simbolo e a
denominacdo é que mudam.

Utilizando um operador H na forma geral da Eq. 4.77 (ver parte V1), a Eq. 4.70
gue governa a dinamica do elétron torna-se:

L OV

=AY [4.79]

Esta é a chamada Equacéo de Schrodinger dependente do tempo (ESDT).

O uso do simbolo “0” de derivadas parciais na ESDT decorre do fato que a
funcédo de onda depende de duas ou mais as coordenadas: a(s) coordenada(s) espacial(is)
e a coordenada tempo t. Para problemas envolvendo o movimento unidimensional de

uma Unica particula, o operador hamiltoniano H (utilizando a representacéo 4.75 para o
operador momento linear ¥, ) é escrito como:
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2 A2
Ho_M o +V (x,1)
2m ox?

Com este hamiltoniano, a ESDT assume a forma,

oW(xt) _ h* 37W(x.1)

in
ot 2m axz

+V (X, )W (x,1)
Para duas dimensdes espaciais, 0 movimento de uma particula ao longo das direcGes x e
y, 0 operador H tem a forma

2 2 2
L i +V (X, y,1)
2m{ ox?  ay?

e a respectiva ESDT é escrita como:

Loy P [azw(x, y.0)  0P¥(x, 1)

ot 2m ox2 8y2 }"'V(X’ y, D¥(x,y,1)

Analogamente, em trés dimensfes espaciais, 0 movimento de uma particula é descrito
pelo hamiltoneano:

~ K (8% 8% B2
H=-— + +
2m o o2 o2

e a respectiva ESDT Ié:

J+V(x, Yy, z,t)

ih@‘l’(x, y,z,t) _
ot
h? azlP(x Yy, Z,1) azlll(x Yy, Z,1) GZ‘P(X Yy, Z,1)
=—— s s 2+ V(X Y, 2, D)X, Y, Z,1)
2m ox2 oy? oz?

Para outras situac0es fisicas, generalizacdes podem ser imediatamente feitas. Por
exemplo, o operador hamiltoniano para um problema envolvendo duas particulas de
massa m; € m, movimentando-se em trés dimensdes tem a forma:

n’ 62+62+82 n? 62+62+82 +V (X1, Y1, 21, X2, Y2, 29,1)
- 1y Y11 €19 A2y Y21 £2,
2m\ox?  oy?  ozf ) 2mpl\ox3 oyl ozb

e a correspondente ESDT, uma expresséo longa:

A=

188



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)
Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

0
|ha‘P(xl, ¥1:21:%X9,Y9,29,t)=

n? | 52 02 02
— | 5 Y (X Y120 X0, Y2, 29 ) +—5 (X, Y1,20, X0, Y9, 20, 1) +— W (Xq, V1,20, X9, Y2, 29,1)
2m 2 2 2
1| ox oy oz
1 1 1
n? | o2 82 02
————| —5 V(X1 Y121, X9, Y9, 29, 1) +——5 (X, ¥1,20, X2, Y2, 29, ) +——5 ¥ (X1, ¥1,21, X2, Y2, 29, t)
2m 2 2 2
2 8X2 6y2 622

+V (X1, Y1, 21, X2, Y2, 22, )Y (X1, Y1, 21, X2, Y2, 29, 1)

Acima, (X1, Y1, z1) € (X2, Y2, Z2) sdo as coordenadas da primeira e segunda particulas,
respectivamente.

Em todos estes exemplos, a energia potencial precisa ser especificada
adequadamente. Esta especificacdo é especifica para cada tipo de problema formulado e
pode ser obtida pela andlise das forcas que atuam no sistema fisico de interesse. Este
aspecto serd discutido na conclusdo desta quarta série de textos. Nestes exemplos, a
energia potencial é admitida ser uma funcdo da(s) variavel(is) espacial(is) e do tempo.
Para muitos problemas fisicos e quimicos de interesse, entretanto, esta funcdo ndo
depende da varidvel tempo; ela tras consigo apenas uma dependéncia nas coordenada(s)
especial(is).

Resolvendo a ESDT a fungdo de onda (amplitude de probabilidade) W(x.t) é
determinada. Com esta funcdo valores esperados para quantidades fisicas de interesse
podem entdo ser calculados. Estes valores esperados sdo numeros que devem ser
comparados com 0s nimeros obtidos de medidas experimentais das quantidades fisicas
tratadas.

A ESDT é uma equacdo, em geral, intricada para ser resolvida para problemas
de interesse real. Isto nos motiva a procurar uma equacao mais simples e tratavel para a
determinacdo da funcdo de onda W(x,t). Por exemplo, podemos procurar uma equacgao
em que a varidvel tempo seja eliminada. Esta possibilidade sera tratada na secdo
seguinte.

A equacdo de Schrodinger independente do tempo (ESIT)

Vamos analisar a possibilidade de eliminar a dependéncia da variavel tempo na
ESDT, Eq. 4.79.

De inicio, observamos que a variavel tempo é introduzida no operador
hamiltoneano através da energia potencial V(x,t); o operador correspondente a energia
cinética é um termo independente do tempo. Para muitos problemas fisicos e quimicos
de interesse, a energia potencial ndo depende da variavel tempo. Neste caso, 0
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hamiltoneano é um operador independente do tempo e s6 depende da(s) variavel(is)
espacial(is).

Vamos tentar uma solugéo particular para a equagdo de Schroédinger dependente
do tempo, Eq. 4.80, na forma de um produto de fungdes:

iEt
Y(x,t)=w(x)e 7 [4.80]

Neste produto, y(x) € uma funcdo de onda independente do tempo, ela depende
somente da coordenada espacial x da particula. No argumento da fungdo exponencial, t
é 0 tempo, i =+/—1 o nimero imaginario puro e E uma constante numérica (positiva,
negativa ou zero) ainda indeterminada. Este procedimento que iremos tentar foi
utilizado na disciplina Equac6es Diferenciais deste nosso curso sob o nome de “técnica
de separagao de variaveis”.

Inserindo a funcdo 4.89 na ESDT, Eq. 4.79, obtermos:

5 _IEt _IEt
ihaw(x)e h=H|y(x)e

A derivada o termo do lado esquerdo da igualdade pode ser imediatamente feito.
Note que a derivada indicada s6 afeta o termo da exponencial, visto que a funcdo de
onda y(x) ndo depende da variavel tempo. Assim, teremos:

. iEt iEt
ih(%}w(x)e h=HA|p(x)e *

ou
_IEt _IEt
Ew(x)e " =H|w(x)e 7

A manipulacéo do termo do lado direito do sinal da igualdade ndo é tdo simples
quanto aparenta ser. O problema é que temos um operador, o operador hamiltoneano
H , que modifica a funcdo que esté & sua direita (ver o final da sub-secdo 8, parte VII).
Como esquematizado, o operador H que estamos usando é desconhecido e, assim, néo

_iEt
sabemos o que ele podera modificar as funcdes w(x) e f(t)=e 7 que lhe esta a
direita.

Vamos considerar um caso especial. Um caso especial, mas que ocorre com
muita frequéncia em problemas de interesse da fisica e da quimica. Vamos considerar
que a energia potencial V ndo depende da variavel tempo. Neste caso, na expressao
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iEt
H w(x)e 7 |, o operador hamiltoneano ndo “vé&” (isto ¢, ndo atua) na funcdo

iEt
f(t)=e 7 e, neste caso apenas, podemos escrever
i) Bt
Hly(x)e 7 |=e 7 Hy(x)

Oberve que nem sempre podemos inverter a posicdo com que uma fungéo ocorre
com relagdo a um operador. Esta ordem é importe e, em geral, ndo pode ser modificada:
fungdes ocorrem sempre a direita de um operador.

Neste caso particular, repetindo, a energia potencial V ndo depende da variavel
tempo, podemos entdo escrever:

_iEt _iE)iEt
Ew(x)e " =H|w(x)e " |=e " Hy(x)

iEt
e, dividindo, agora, os dois lados da igualdade por f(t)=€e 7 , obtemos:

Hy (x) = Ey(x) [4.81]

Esta é a chamada Equacéo de Schrodinger independente do tempo (ESIT).

A Equacdo de Schrodinger independente do tempo contém as informacdes da
natureza microscopica de qualquer sistema fisico e quimico através da amplitude de
probabilidade y(x). Esta equacdo pode sempre ser utilizada na solucdo de problemas
fisicos ou quimicos em que a energia potencial seja independente do tempo. Com a
funcdo de onda w(x) conhecida, valores esperados (médias) de propriedades fisicas
independentes do tempo podem sempre ser formados. Estes médias correspondem aos
valores experimentais destas propriedades fisicas ou quimicas medidas em laboratorio.

Para problemas envolvendo o movimento unidimensional de uma Unica

particula, utilizando o operador hamiltoniano H
2 A2
Ho_l"0 +V (x,1)
2m 8)(2
a equacdo de Schrodinger tem a forma geral

2 42
_h” 0w(x) +V(X)w(x) = Ew(X)
2m  px2
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Em trés dimensBes, o movimento de uma particula tem o operador H na forma:

2 2 2 2
H:—h—{a o .0 J+V(x,y,z)

+
2m{ ox?  oy? a2
e a respectiva equacdo de Schrodinger independente do tempo é escrita como:

_ﬁ(azw(x, v.2) | 2%p(xy.2) , dw(xy, z)J Oy D0 y.2)  Evx9.2)
2m ox? oy 72

Para qualquer outra situagdo o operador Hamiltoneano deve ser escrito e a
respectiva equacdo de Schrodinger independente do tempo poder ser prontamente
montada.

Observe que, como o proprio nome esclarece, na equacdo de Schrodinger
independente do tempo ndo ha qualquer mencdo da varidvel tempo. Sempre que
problemas independentes do tempo (a energia potencial para o problema ndo depende
do tempo) forem tratados, a equacdo de Schrddinger independente do tempo, Eq. 4.81,
deve ser resolvida e a funcdo de onda y(x) calculada. A fungdo de onda total do
problema, Eq. 4.80, é construida pela simples multiplicacdo da funcdo y(x) pelo fator
exponencial que descreve a dependéncia no tempo para o problema:

ikt
Y(x,t)=w(x)e 7

Ambas as equacdes de Schrodinger, a dependente e a independente do tempo,
sdo equacdes diferenciais. Para resolvé-las temos que recorrer as técnicas e algoritmos
de solucbes desta classe de equacBes matematicas. A busca de solucBes para as
equacbes de Schrodinger serd tratado para 3 (trés) exemplo em um outro estudo. O
objetivo, no momento, é apenas conhecer estas equacfes fundamentais da Mecanica
Quantica e aprendermos a escrevé-la para os diferentes casos de problemas fisicos e
quimicos que desejarmos tratar.

Qual ¢ a interpretacdo fisica da constante E ? Para isto, vamos formar o valor

esperado (média) do operador Hamiltoneano H ,

“ v () (A d
ol j_oooow () (Fy (x))ax
[ v (ow(x)dx

Usando a ESIP, Eq. 4.81, o termo do numerador desta expressdo pode ser modificado
como:
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i oo [ v OO (Ep (x))dx

<H —
I v (9w ()ox
heE JZSOW (X (x)dx
[ v () (x)dx
<H>=E

Anteriormente (parte VII, texto auxiliar 4) o operador hamiltoneano recebeu
uma interpretacdo fisica muito bem definida: o operador H representa a energia total
deste sistema fisico. Uma vez mais, observe que H representa a energia total de um
sistema fisico, porém, H n&o é a energia total deste sistema. O hamiltoneano H nio é
a energia total, pois este € um objeto matematico que modifica uma funcéo, a funcéo de
onda. Por outro lado, a energia total de um sistema fisico € um ndmero, um namero real.

Com interpretacdo dada ao hamiltoneano, é inescapavel interpretar a constante E
da equacdo de Schrédinger como a energia total do sistema descrito por H . Este é o

valor de energia total do sistema fisico ou quimico em anéalise que deve ser comparado
com o valor medido experimentalmente para esta quantidade.

Neste momento, interessante calcular a incerteza AE da energia do sistema cuja
fungéo de onda w(x) satisfaz a ESIT da Eq. 4.81. Para isto, vamos utilizar a expressao

padréo para o calculo da incerteza para o operador H :

ISy 0= < H )y (x) dx
[ v (ow (x) dx

AE

ou (ver parte 1V, as passagens que levam a Eq. 4.30),

AE:\/< H2>-<H>?
O célculo do valor esperado <H >=E foi feito acima. O valor esperado

<H?> para o quadrado do operador hamiltoniano é,

CA2s_ = v (H 2y/(x))dx _ [~ w* (A (R (x) o
[ v (w(x)dx [ (0w (x)dx

Usando a ESIT duas vezes, o0 numerador da expressao acima pode ser reduzido como:
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P o Ol G G0 A 0 G ).

Jjooo ™ (X)y(x)dx EOOO v (X (X)dx
I A ) U O L
[ v (0w (x)dx [y (0w (x)dx
Logo,
<HZ>=E?

Com este resultado, calculamos uma incerteza nula,

AE=\/< I—AI2>—<I—AI>2 =0

Qual o significado de tudo isto? O significa deste resultado é que, sempre que
uma amplitude de probabilidade y(x) for uma solucdo para a ESIT, entdo a energia do
sistema descrito por esta amplitude de probabilidade tem uma energia E muito bem
definida e com uma incerteza nesta energia nula; AE=0. Dizemos que a funcdo de onda
w(x) descreve um estado quantico com uma energia muito bem definida.

Toda a maquinaria necessaria para que os calculos das amplitudes de
probabilidade (ou funcdo de onda) possam ser feitos estd montada. Com a funcédo de
onda, valores esperados (médias) de operadores que representam quantidades fisicas de
interesse podem ser calculados e os resultados encontrados podem ser comparados com
o0s resultados experimentais obtidos para estas quantidades. Sabemos como interpretar
o0s resultados encontrados e utiliza-los nas descri¢cBes dos processos fisicos e quimicos
que ocorrem com a participacdo ou mediacdo de elétrons. E elétrons sdo fundamentais
nas questdes da estabilidade e transformacdo da matéria. Nao teriamos matéria como a
gue conhecemos se ndo fossem os elétrons; os elétrons e suas propriedades e seu
comportamento.

Elétrons estdo presentes em toda a extensdo da matéria. Junto com os nicleos
atdbmicos os elétrons sdo responsaveis por toda variedade de propriedades fisicas
macroscopicas apresentadas pela matéria. Propriedades tdo diversas como a cor de uma
dada substéncia, seu estado fisico (sélido, liquido ou gas), seu comportamento elétrico e
magnético, suas caracteristicas térmicas ou mecanicas, suas tendéncias em formar ou
ndo solucdes homogenias, etc.. Também, as propriedades microscopicas da matéria sdo
regidas por elétrons: a estabilidade de moléculas, suas geometrias, caracteristicas
elétricas (polar ou ndo polar) e magnéticas (diamagnéticas ou paramagnéticas), 0s
diferentes tipos de interagdes intermoleculares, propriedades oticas de atomos e
moléculas, etc.
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Por tudo isso, podemos avancar um passo a mais e dizer que 0s aspectos
fundamentais de toda a Quimica — estabilidade e reatividade - podem ser entendidos,
explicados e previstos, se 0 comportamento e a dindmica completa dos elétrons na
matéria forem conhecidos. Portanto, a Quimica moderna pode ser vista como uma
ciéncia que, fundamentalmente, se ocupa em elucidar os seus fatos com um quadro
geral “pergunte aos elétrons”. E a linguagem correta, a maneira correta de “perguntar ao
elétron” ¢ através da mecanica quantica. Por meio desta teoria, por meio da funcao de
onda W(x,t), por meio da equacdo de Schrodinger os elétrons nos revelam como a
mateéria é. E, conhecendo a matéria, aprendemos 0s segredos da Quimica.

Finalmente, uma teoria, a mecanica quantica, foi construida baseada no
comportamento estranho do elétron. Pronta esta teoria, ela se mostrou muito mais geral:
esta é a teoria capaz de descrever o comportamento de outras particulas sub-atdbmicas
como 0s protons e néutrons e as questdes envolvendo os nucleos atdmicos e a matéria
nuclear; uma teoria capaz de tratar corretamente sistemas atdmicos e moleculares
isolados ou seus agregados. Uma teoria moldada para descrever as propriedades da
matéria condensada, solidos e liquidos submetidos a condic¢des ordinarias de laboratério
ou as mais extremas como em baixas temperaturas e altas pressdes. Esta é a mecanica
quantica.

A equacdo de Schrédinger dependente do tempo e a equacdo de Schrodinger
independente do tempo: quando se deve utilizar uma ou a outra?

A resposta é simples. A equacdo de Schrodinger dependente do tempo é a
equacdo mais geral da mecanica quantica. Portanto ela pode ser utilizada para qualquer
tipo de problema que se deseja tratar por meio desta teoria.

Para problemas que envolva uma energia potencial V que ndo depende do tempo,
entdo a equacdo de Schrodinger independente do tempo pode ser utilizada de forma
efetiva. Somente nestes casos € que esta equacdo mais reduzida (a variavel tempo pode
ser tratada separadamente) deve ser utilizada.

Esquemas independentes do tempo podem normalmente ser formulados
problemas envolvendo questdes relativas a estabilidade de &tomos, moléculas e muitos
aspectos de seus processos reativos. Isto vale dizer que em quimica encontramos
situacOes que podem ser pronta e perfeitamente tratados com a equacgao de Schrodinger
independente do tempo. E é esta equagdo que ocorre com frequéncia em textos basicos
tratando a Estrutura de Matéria, a descricdo de atomos e moléculas e situacdes mais
comuns investigadas na Quimica Inorgénica e Quimica Organica.
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€screvendo e resolvendo a equacgdo de Schrédinger independente do tempo para
alguns problemas simples

Uma vez estabelecida, o uso da mecénica quantica requer que uma equacao de
Schrédinger capaz de produzir os resultados desejados para as propriedades fisicas e/ou
quimicas um sistema fisico de interesse seja escrita e resolvida.

Da solucgéo desta equacao, um conjunto especifico de funcdes de onda W, e suas
energias E, sdo obtidos. Com estas funcGes de onda valores esperados (médias) de
propriedades fisicas ou quimicas de interesse do sistema investigado podem ser
calculadas e comparados com 0s correspondentes resultados experimentais. E assim
experimentos podem ser interpretados, descritos ou mesmo previstos. E destas
interpretacdes, o conhecimento do comportamento da matéria se amplia. E deste
conhecimento, propostas de modificacbes da sua estrutura microscépica podem ser
feitas para Ihes conferir comportamentos 6timos com relacdo a alguma propriedade
fisica ou quimica requerida. Por exemplo, um melhor comportamento Optico (ter um cor
especifica, ou ser opaco, por exemplo), elétrico (conduzir eletricidade com uma menor
resisténcia — o que significa economia de energia em uma rede de transmissdo elétrica),
magnético (ser magnetizado mais ou menos facilmente, o que pode gerar melhores
dispositivos de armazenamento de dados como os discos rigidos dos computadores),
térmico (resistir ambientes onde temperaturas extremas — muito altas ou muito baixas
estdo presentes), acustico (materiais com étima blindagem acustica), etc. Isto sem contar
com os prospectos de otimizar propriedades quimicas de substancias conferindo, por
exemplo, um 6timo poder terapéutico para farmacos especialmente “desenhados” para a
cura de doencas ou tumores especificos. Todo este nosso mundo moderno tecnoldgico
advém do imenso conhecimento que temos da matéria.

Mas antes de sonharmos, uma equacdo de Schrodinger tem que ser escrita para
cada problema que desejarmos tratar. E depois de escrita, ela deve ser resolvida e suas
solugdes interpretadas.

Na préxima aula iremos exercitar um pouco escrevendo as equacgdes de
Schrodinger para alguns problemas simples utilizados na descrigdo do comportamento
de &tomos e moléculas.
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Aula 15

€screvendo a equacéo de Schrodinger para diferentes problemas fisicos

Diversas propriedades fisicas e quimicas elementares dos sistemas atdmicos e
moleculares que formam a base da estrutura da matéria podem ser corretamente
avaliadas e interpretadas utilizando-se a mecanica quantica. Estas propriedades
elementares ddo origem as propriedades macroscopicas da matéria observadas e
medidas experimentalmente como, entre outras, a cor de uma substancia, suas
caracteristicas elétricas e magnéticas, seus pontos de fuséo e ebulicdo, suas estabilidades
e reatividades quimicas, etc..

Na mecénica quantica uma amplitude de probabilidade total, uma fungéo de
onda W(x,t), é calculada para um sistema de uma ou mais particulas resolvendo uma
equacdo de movimento, a equacdo de Schrodinger. Com esta funcdo de onda, valores

esperados <O >,

X P*(x, ) O¥(X,t)dx

<6 >:ID (X, )O¥(x,1)
jD P (X, 1) (X, t)dx

de operadores O que representam uma grandeza fisica do sistema de particulas
estudado sdo calculados. Os nimeros reais que representam os valores esperados destas
propriedades fisicas podem, entdo, ser comparados com 0s correspondentes resultados
obtidos experimentalmente para estas propriedades.

No célculo dos valores esperados o intervalo de integracdo é especificado pelo
dominio D de definicdo das coordenadas especiais de cada problema analisado.
Anteriormente, foi admitido, este dominio correspondia ao intervalo aberto
(w0 < X < ). Este ndo é o caso geral, entretanto; a formulacdo completa de um
problema quantico for ser sempre seguida da defini¢do explicita do dominio D de das
coordenadas especiais envolvidas. Esta questdo serd esclarecida através dos exemplos
apresentados na proxima secao.

As funcdes de onda W(x,t) sdo, em geral, solucBes da equacdo de Schrodinger
dependente do tempo,

i oF(xt) _
dt

Nesta equacdo, H é o operador hamiltoniano que representa (mas ndo é) a
energia total do sistema de particulas em estudo. Este operador é formado pela adicéo
de dois operadores, o operador energia cinética e o operador energia potencial. Para o
caso de uma particula movendo-se em uma dimensao espacial, 0 operador hamiltoniano
tem a forma geral:

H ¥(x,t)

2 A2
Ho_M o +V (x,1)
2m 8)(2
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e o operador energia potencial V(x,t). Para situacdes envolvendo duas ou mais

variaveis espaciais 0 hamiltoniano deve ser ajustado adequadamente (ver 4° texto
auxiliar .

A equacdo de Schrodinger dependente do tempo é a equacdo mais geral da
mecanica quantica. Portanto ela pode ser utilizada para qualquer tipo de problema que
se deseja tratar por meio desta teoria. Para problemas que envolva uma energia
potencial V que ndo depende do tempo, entdo a equacdo de Schrodinger independente
do tempo,

Hy (x)=Ew(x)

pode ser utilizada de forma efetiva.

Faz-se necessario, agora, aprendermos a determinar a energia potencial V(x,t)
especifica para cada problema fisico ou quimico de interesse e, com esta funcao energia
potencial, escrever a correspondente equacdo de Schrondiger dependente ou
independente do tempo. Para cada tipo de problema fisico ou quimico proposto, uma
energia potencial V(x,t) precisa ser corretamente estabelecida e, consequentemente, 0
correspondente operador hamiltoniano.

As expressbes para as fungbes energia potencial de problemas especificos
podem ser determinadas a partir de uma forca conhecida. Como visto no terceiro texto

auxiliar, parte 11, item (a), para uma dada forca (vetor) F , uma funcéo energia potencial
V(X,y,z) pode ser encontrada tal que a sua derivada direcional

E_ _( iA&V(x, Y,2) N J4\0V(x, Y,2) R oV (x,Y, Z)J [5.1]
OX oy oz

(o seu gradiente) seja a forca.

Neste momento, vamos ilustrar o procedimento a ser seguido para se escrever o
operador hamiltoniano para um problema fisico especifico e a sua correspondente
equacdo de Schrodinger. Na proxima parte deste texto, é que mostraremos como que
esta equacdo pode ser resolvida para os casos mais simples.

4 equacao de Schrodinger para alguns exemplos de sistemas fisicos simples
a) Uma particula livre de massa m movendo-se ao longo de uma linha

Por “uma particula livre” deve-se entender uma particula livre da a¢do de uma
for¢a. Por “movendo-se ao longo de uma linha” significa que uma particula tem um
movimento unidimensional ao longo de uma direcdo apenas e que esta direcdo se faz ao
longo de um caminho retilineo, uma reta. Seja esta linha reta o eixo cartesiano “x”. O
sentido do movimento desta particula pode ocorrer da esquerda para a direita ou da
direita para a esquerda. A figura 5.1 ilustra sistema.
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~
- g

—o0 0 m X o

Figura 5.1: Movimento de uma particula de massa m ao longo de uma linha.

Vamos considerar que a particula possa deslocar-se até uma distancia muito
longa do zero do sistema de contagem da distancia (a origem do sistema de
coordenadas) para a esquerda ou para a direita. A representagdo desta distancia “muito
longa” ¢ feita escolhendo como extremos do eixo coordenado os valores —oo (a
esquerda) e +oo (a direita). Desta forma, a coordenada espacial que mede a posicao da
particula com relacdo a origem (o0 zero) do sistema de coordenadas € o intervalo aberto
—o0 < X < +o0. Este 0 dominio para a posi¢do desta particula.

Como a particula neste exemplo esté sujeita a uma forga nula, entdo podemos
considerar que ela esta sob a acdo de uma energia potencial V(x) = V, constante. De
fato, utilizando a Eq. 5.1 para o caso unidimensional, encontramos:

dV (x)

dx
dVp(x)
=———==0

dx

Para a energia potencia Vo, uma constante, podemos escolher arbitrariamente o
valor zero, V=0, tal que este valor define o valor de referéncia para a energia total da
particula. Com esta escolha, a energia total desta particula livre serd apenas uma energia
cinética,

F=-

Io2
Etot = ﬁ +Vo
Escolhendo V=0, entio,
2
E = &
Tot — om

Na expressdo acima, px € o momento linear (px=mv,) da particula neste caso
unidimensional (1D) ocorre ao longo da diregcdo “x”.

Podemos agora escrever o operador hamiltoniano para este sistema fisico. Para
isto, substituimos o momento linear py, no termo da energia cinética na expressdo da

energia total escrita acima pelo operador quantico 15X , para conseguirmos,
52
g -
2m
Utilizando a representacéo diferencial para o operador 75)( (ver Eq. 4.75, quarto
texto auxiliar, Parte VII, item 7) ), o hamiltoniano acima torna-se
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2
H = —h—i [H5.1]
2m gx?

Este é o operador hamiltoniano para uma particula livre movimentando-se ao
longo de uma linha, o eixo x. Finalmente, podemos escrever a equacgdo de Schrodinger
para este problema. Observando que a energia potencial € uma funcédo independente do
tempo (ela é uma constante), é suficiente que a equacéo de Schrédinger independente do

tempo seja escrita. Neste caso, esta equacdo ganha tem a forma:

ES5.1: Equacdo de Schrodinger
72 dzl//(X) independente do tempo para uma
—o—— 5 —Ev(X) particula livre de massa m movendo-se
ao longo do eixo x. Observe o dominio
D de variacdo da coordenada x da
posicdo desta particula neste exemplo.

2m (2

—00 < X < +0o0

O movimento de elétrons através de um fio metélico condutor de eletricidade ou
a difusdo de um feixe de particulas de um gés ao longo de um tubo de vidro estreito séo
alguns exemplos de problemas fisicos reais que podem ser descritos aproximadamente
por este modelo simples de movimento de particulas da matéria.

= (e )
(@) (b)

Figura 5.2: Visdo aproximada do movimento de (a)
elétrons ao longo de um condutor metalico e (b) particulas
de um géas no processo de difusdo por um tubo estreito.

b) Uma particula livre de massa m movendo-se sobre um plano infinito

Este caso repete o exemplo anterior com a diferenca que a particula considerada
pode movimentar-se sobre qualquer extensdo de um plano infinito. Vamos considerar
um plano xy, isto é, definido pelas coordenadas cartesianas ortogonais x € y, como na
Figura 5.3.
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+oo
M
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—o0 0 x:; +o
—

Figura 5.3: Movimento de uma particula de massa m sobre um plano infinito.

Como anteriormente, o dominio D para as variagdes das coordenada espaciais da
particula é o intervalo aberto —o <X < +o0 e —0 <y < +o0.

Por estar livre de qualquer forca, a particula tem uma energia potencial V(x,y)
constante, isto €, V(x,y)=2 . O valor numérico da constante 2/, pode, igualmente ao
que foi feito no caso anterior, ser escolhida arbitrariamente com valor nulo, 2/,=0. Desta
forma, a energia total da particula livre movimentando-se no plano xy escolhido
corresponde a apenas a sua energia cinética,

1,2 2
Etot =— +
Tot 2m(px py)

Na expresséo acima, px (Px =mvy) € py (py =mvy) séo as componentes ortogonais
“X” e “y” do vetor momento linear p da particula no plano xy.

Tendo a energia total do sistema, podemos escrever o seu operador hamiltoniano
e a sua correspondente equacao de Schrdodinger. Para isto basta substituir as compoentes

px € py do momento linear pelos operadores quantico ¥, e #,, e utilizar as

representacdes diferenciais destes operadores. Fazendo isto, obtemos, para o operador
hamiltoniano bidimensional (2D):

2 42 42
q__n(d® d

__n - H5.2
2m | gx? " dy? [H52]

e a equacao de Schrodinger independente do tempo:

201



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)
Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

ES5.2: Equacdo de Schrodinger
j= Ew(X,Y) |independente do tempo para uma

particula livre de massa m movendo-se
ao longo de um plano xy. Observe o
—00< X< dominio D de variagdo das
{_oo< y <o coordenadas x e y da posicdo desta
particula neste exemplo.

R [dPxy) | dPp(xy)
2m{  dx? dy?

Observe que y(x,y) neste exemplo é uma funcdo (uma funcdo de onda) em duas
variaveis x e y. Repetindo o caso anterior, tendo em vista que a energia potencial é uma
funcdo independente do tempo (ela é uma constante), é suficiente que a equacdo de
Schrédinger independente do tempo seja escrita para este problema simples.

O movimento de elétrons sobre a superficie de uma lamina metalica condutora
de eletricidade ou a 0 movimento de uma molécula sobre a superficie plana de um
liquido sdo dois exemplos simples de problemas fisicos reais que podem ser descritos
aproximadamente por este modelo de movimento de uma particula.

¢) Uma particula livre de massa m movendo-se no espago tridimensional

Seguindo as consideracdes feitas nos casos anteriores (a) e (b), a energia
potencial deste caso tridimensional (3D), mais uma vez é uma constante. Esta constante,
novamente, pode ser escolhida como tendo o valor numérico 0 (zero). Assim, este
problema tem a energia total como a energia cinética do elétron com componentes py, py
e p, do vetor momento linear p da particula. A expressdo da energia cinética para a

particula livre neste caso tridimensional (3D) é:
Eror = ——(p2 + p2 + p2)
2m

O dominio D de definicdo para as variagdes das coordenada espaciais da
particula é o intervalo aberto —co <X <+, —0 <y <+o0 e —00 <Z < +o0.
O operador hamiltoniano deste caso 3D é:

2 ( 42 2 2
go_ht d2+d2+d2 [H5.3]
2m| dx© dy“ dz

e a correspondente equacao de Schrodinger independente do tempo:
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(@) | dBn) | Ay =95.8: Bauagio de
5t 5+ ;— |=Ev(xY.2) | schrodinger
2m dx dy dz .

independente do
tempo para uma
—O<X<® particula livre de
—0O<Yy<® massa m movendo-
—0<Z<w se ao longo de um

plano xy. Observe 0

dominio D de variacdo das coordenadas X, y e z da posicao desta particula caso.

A funcdo de onda yAx,y,z) € uma funcdo em trés variaveis x, y e z. Repetindo o
caso anterior, tendo em vista que a energia potencial ¢ uma funcdo independente do
tempo (ela € uma constante), € suficiente que a equacao de Schrddinger independente do
tempo seja escrita para este problema simples.

d) Movimento 1D de uma particula de massa m sob acdo de um potencial degrau

Nos primeiros exemplos apresentados, foram considerados alguns casos de uma
particula movendo-se sob a acdo de uma energia potencial constante por todo o dominio
D de variacao de sua(s) coordenada(s) espacial(is). Vamos agora considerar um caso em
que a energia potencial € uma funcdo constante apenas para intervalos bem definidos de
regibes no espaco que a particula pode visitar. Por simplicidade vamos considerar
apenas um caso unidimensional. Generaliza¢6es podem ser feitas imediatamente para as
situacdes anadlogas multidimensionais.

Por exemplo, queremos descrever aproximadamente o movimento de elétrons
através da juncao formada por dois fios metalicos, digamos, cobre e aluminio. Ao longo
de cada metal o elétron sente aproximadamente uma energia potencial constante, mas
esta energia potencial tem valores diferentes para os metais diferentes. Uma ilustracédo
deste modelo aproximado é apresentada na figura 5.4.

Vix)

Vix)=V
Vo x)=Va

Cobre aluminio

Figura 5.4: Visdo aproximada do movimento de elétrons ao longo de uma
jungéo entre dois condutores metélicos (cobre e aluminio, por exemplo).
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Outro exemplo de aplicacdo para um potencial deste tipo € para problemas
analogos a da refracdo para uma particula quando sai de um meio com um “indice de
refragdo” n; e entra em outro meio com indice de refragdo n,, Ver Fig. 5.5. Os indices
de refracdo n; e n, podem ser relacionados através de expressdes simples com a energia

N J2m(E -V
potencial V(x) e energia total E da particula como nq o Z;nE e Ny o J

h
particula.
incidente
particula
refletida
LJ /
Regido I
Indice de refracdo
m 5
=
Ra)
Regido II pmiié:lilad
Indice de refracio . fE1TAIACE

L] \

Figura 5.5: Refracdo de uma particula ao passar de um meio de
indice de refracdo n; para outro com um indice de refragdo nj.

Podemos formular este problema como o movimento de uma particula livre de
uma forca (uma particula livre) no intervalo de coordenada entre (-0 <x<0) e
(X < 0 <o0). As energias potenciais nestes dois intervalos sdo constantes e valem V=0 e
Vp=Vy, respectivamente, como mostrado nas Figuras 5.4 e 5.6. Exatamente na posi¢do x
=0 a particula recebe um impulso que faz com que sua energia potencial uma mude de
V(x)=0 para V(x)=Vo, ver Fig. 5.6.

N
V(i
F (x)
Vo Vix)=Vo
F(x)=0 F(x)=0 - V(x)=0
0 g 0 X
Regido I Regido 11
0. se —w<x<0 0, se —o<x<0
- - V(x)=4
F(x)={F, se x=0 (X) {V01 e 0<x<oo

0, se O<x<w

Figura 5.6: Painel & esquerda: forca impulsiva 1D atuando em uma particula
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de massa m e (painel a direita) a correspondente energia potencial degrau V(X).

O operador hamiltoniano para este problema é escrito para as duas regiGes
definidas pelos valores diferentes da energia potencial. Note que o operador
hamiltoniano é Unico, porém, escrito em duas partes, uma paraaregido I, —o<x<0ea
outra para a regido Il, 0 <x <co:

. h? d?
H==—"— para—co <X <0 (regido I)
2m dx2
[H5.4]
. B2 g2 "
H=-———+V para 0<Xx<oo (regidao Il)
2m gx?2

A energia potencial para este problema é uma funcao independente do tempo;
assim é suficiente considerarmos a equacgédo de Schrodinger independente do tempo para
o tratamento quéantico deste presente exemplo. Seguindo esta divisdo, a equacdo de
Schrodinger também é escrita em duas partes, uma para cada regido apresentando
diferentes valores de energia potencial:

ES5.4: Equacao

2 42
hed X i3
_h ATy (x) Ey,(X) para—oo<x <0 (regido I) | Schridinger

2m 2
dx independente
h? d%y (x) . q
———”2 +Vow (X) =Ewy (X) para 0<x<oo (regido II) | 40 tempo para
2m  dx uma particula

livre de massa
m movendo-se ao longo do eixo x sob a influéncia de um potencial degrau como o
apresentado na Fig. 5.6.

A funcdo de onda y(x) é Unica; w(x) é uma funcdo continua possuindo derivada
primeira continua para todo o dominio (—o < X < o) de varia¢ao da coordenada espacial
da particula. Porém, a fungdo de onda é dividida em duas partes, yi(x) e w(X), para
representar o movimento da particula nas regides | e Il, onde a energia potencial muda
de valor, respectivamente.

Neste exemplo, hd dois casos importantes de solucbes para a equacdo de
Schrédinger: o primeiro caso ocorre quando a energia total E da particula € maior que a
energia potencial Vo do degrau criado na regido Il e o segundo caso € para a situagdo em
que a energia total E da particula é menor que Vo. Neste segundo caso, classicamente, a
particula ndo poderia visitar a regido Il, pois, se assim o fizesse, sua energia cinética
deveria ser negativa. Mas isto € impossivel, uma vez que a energia cinética de um corpo
é sempre um namero positivo ou, no minimo, zero. Porém, devido ao comportamento
ondulatério de uma particula quantica, a sua amplitude de probabilidade nesta regido
classicamente proibida € diferente de zero e, assim, a equacdo de Schrddinger precisa
ser resolvida também para a regido Il e sua solucdo devidamente interpretada.
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e) Movimento 1D de uma particula de massa m sob acdo de uma barreira de
potencial

Uma pequena modificagdo do problema exemplo (d) acima, nos fornece o
modelo de uma energia potencial com uma barreira. Neste caso, trés regides sao
definidas, duas onde a energia potencial tem o0 mesmo valor, V,, € uma outra regido
onde a energia potencial tem o valor V, diferente de V,. Para as trés regides definidas,
neste modelo, a energia potencial ainda assume apenas valores constantes. A Figura 5.7
ilustra este caso.

O operador hamiltoniano para este problema é escrito, em analogia como feito
no caso anterior (d), para as trés regides definidas pelos valores diferentes da energia
potencial. Novamente, note que o operador hamiltoniano é Unico, porém, escrito em trés
partes, uma para a regido I, —o <x < —L, aoutra paraaregido Il, -L<x<Lea
terceira para a regido 11, 0 < x < oo:

. W% d?

H==—-——— para—oo < x<—L (regido I)
2m dx2

. 2 d?

H=-t =4V para —L<x<L (regido II) [H5.5]
2m dx2
n? d2 i

= para L<X<o (regido IlI)

2m dx2

Vix)
VH(.'C _=V[)
Vo
Vi(x)=0 Vi(x)=0
= 0 +L x
Regido I Regido II Regido III

0, se —oo<Xx<-L
V(x)=4Vp, se —L<x<L
0, se L<x<w

Figura 5.7: Barreira de energia potencial V(x)
para 0 movimento 1D de uma particula.

A energia potencial para este problema é uma funcdo independente do tempo;
assim é suficiente considerarmos a equacédo de Schrédinger independente do tempo para
0 tratamento quantico deste presente exemplo. Seguindo esta divisdo, a equacdo de
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Schrédinger também € escrita em trés partes, uma para cada regido apresentando
diferentes valores de energia potencial:

2 12 :

—g—m% =Ey (x) para—oo < X< —L (regido I) E(?E;;éo
X

2 42 Schrédinger
—g—m% +Vowy (X) =Ewy (x) para —L<x<L (regido Il) | independente

5 .2 X do tempo para
_ AT ATy (%) Eyy (X) para L<x<oo (regido 111) | Uma particula

> 11 .
2m - dx livre de massa

m movendo-se ao longo do eixo x sob a influéncia de uma barreira de potencial como o

apresentado na Fig. 5.7.

A funcéo de onda y(x) é Unica; w(x) é uma funcdo continua possuindo derivada
primeira continua para todo o dominio (-0 < x < o) de varia¢do da coordenada espacial
da particula. Porém, a funcdo de onda é dividida em trés partes, wi(x), wi(X) € win(x),
para representar o movimento da particula nas regides I, Il e Ill, onde a energia
potencial muda de valor, respectivamente.

Com este modelo de potencial podemos descrever aproximadamente, por
exemplo, o movimento de elétrons através de duas jungbes formadas por dois
condutores metalicos. Ao longo de cada metal o elétron sente aproximadamente uma
energia potencial constante, mas esta energia potencial tem valores diferentes para os
metais diferentes. Neste modelo, o metal que fica na regido interna tem uma resisténcia
maior a conducdo de elétrons que o outro metal que fica nas extremidades. Uma
ilustracdo deste modelo aproximado é apresenta na figura 5.8.

VH(.‘C)=V0
Vifx)=0 Vi(x)=0
—L 0 +L x
Regiao I Regido II Regido I
°— o o C—
. et )

Figura 5.8: Visdo aproximada do movimento de elétrons ao longo de
duas juncdes entre dois condutores metalicos.

Generalizacdes para problemas mostrando duas ou varias barreiras de potencial
podem ter seus operadores hamiltonianos e equagdes de Schrodinger escritos sem
qualquer dificuldade.
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Equivalente ao observado no exemplo anterior, para este problema, ha dois casos
importantes de solucdes para a equacdo de Schrodinger: o primeiro caso ocorre quando
a energia total E da particula é maior que a energia potencial V, da barreira de potencial
que define a regido Il e o segundo caso é para a situacdo em que a energia total E da
particula € menor que V,. Neste segundo caso, classicamente, a particula deveria estar
confinada na regido | ou na regido Il. Nunca ele poderia atravessar a barreira de
potencial para migrar entre as regides | e Ill. Se isto ocorresse, a particula deveria
necessariamente visitar a regido Il onde sua energia cinética deveria ser negativa. Mas
isto é impossivel, ja que a energia cinética de um corpo é sempre um numero positivo
ou, no minimo, zero. Porém, uma vez mais, devido ao seu comportamento ondulatorio,
a sua amplitude de probabilidade da particula na regido Il é diferente de zero e, assim,
esta particula quantica pode migrar entre as regides I e III “tunelando” através da regido
I1 mesmo que sua energia total E seja menor que a energia Vo da barreira de potencial. A
solucdo da equacdo de Schrodinger para a funcdo de onda desta particula na regido Il ira
determinar a taxa de tunelamento e, consequentemente, a taxa de troca da particula entre
as regides | e I11.

Uma aplicacdo interessante e importante do modelo de uma barreira de potencial
é na descricdo muito aproximada de uma reacdo quimica pela teoria do complexo
ativado. A teoria do complexo ativado postula que ha uma espécie intermediaria no
caminho que leva os reagentes R aos produtos P que é o chamado “complexo ativado”.
Esta é uma espécie de transicdo que possui uma energia E” (a energia de ativac&o) maior
que as energias de ambos os reagentes e os produtos. A figura 5.9 ilustra a variagdo de
energia para uma reacdo quimica ao longo do caminho de reacdo &£ O caminho de
reacdo é o caminho que liga continuamente os reagentes aos produtos de uma reacao
quimica.

Uma reacdo quimica de conversdo de um alcool ROH em um haleto de alquila
RX através de um mecanismo de reacdo do tipo substituicdo nucleofilica Sy1 ou Sn2
(ver livro de Quimica Organica I) € um exemplo de um processo quimico que pode ser
descrito por um potencial assimétrico como o mostrado na Fig. 5.9. O estado de
transicio corresponde ao carbocation formado R* (mecanismo SN1) ou o complexo

ativado bimolecular [X---R---OH] ™ intermediéario estabilizado.

Em geral a energia potencial V(&) que governa uma reacdo quimica ao longo do
caminho de reacdo é uma curva continua e suave como mostrada pela linha cheia na
Fig. 5.9. Nesta figura uma reacdo exotérmica € ilustrada. Uma aproximagéo da curva de
energia potencial realistica pode ser feita por um conjunto de linhas retas definindo um
potencial com uma barreira assimétrica como mostrado pela curva em linhas tracejadas
na Fig. 5.9.
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Eprodutos
-
el ) Produtos
R g
Reagentes
Figura 5.9: Curva de energia potencial V(&) que ao longo do
caminho de reacdo quimica (curva continua soélida). Uma
aproximacdo para o potencial realistico € moldado por um
potencial com uma barreira assimétrica como mostrado como a

curva em linhas tracejadas.

Admitindo esta aproximacdo para a energia potencial de uma reacdo quimica, o
operador hamiltoniano para este problema é escrito como:

. 2 d?

H= “om 2 para & naregido dos reagentes R
mdé

n n2 d? #

H = T +V para & nas proximidades do complexo ativado
md¢

. h?d?

H= Tom 2 +Vprodutos ~ Parag naregido dos produtos P
M dx

Acima, escrevemos V* para a energia de ativagio E* (V*=E") € Vproduos para a
energia dos produtos Eproques: A energia potencial dos reagentes é considerada,
arbitrariamente, nula, Vyegentes=0. A respectiva equacdo de Schrodinger (independente

do tempo) é:
n? d?yr(&)
_ 2_—R2 =Eygr (&) ;para s naregido dos reagentes R
m ¢

2 42
— ;l—m % +V #://CA(g) =Ewca($) ;paral nas proximidades do complexo ativado (CA)
4

2 42
- ;l_m% +Vprodutos¥’P (&) = Ewp (&) ;parad naregido dos produtos P
X
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Resolvida a equacdo de Schrodinger para este problema, a constante de
velocidade ke da reacdo quimica pode ser calculada. Esta constante € uma quantidade
proporcional & razdo entre o0 mddulo quadrado (interpretado como uma probabilidade,
ver terceira série de textos auxiliares) da parte da funcdo de onda nos produtos wp(&)
pela funcdo de onda nos reagentes yr(4):

el

Kyel
@)

f) Movimento 1D de uma particula de massa m sob a¢do de um poc¢o de potencial

Este caso é uma variante do problema anterior e é definido para a situacdo em
que a barreira de potencial torna-se negativa, Vo < 0, ver figura 5.10. O operador
hamiltoniano para este problema é escrito para as trés regides definidas pelos valores
diferentes da energia potencial:

0, se —oo< X<-L
V(x)=4-Vp, se —L<x<L
0, se L<x<ow
Assim,
~ h? d?
H=--"-_ para—o < x<-—L (regido 1)
2m ¢x?
~ h? d?
H=_" 9 _ para —L<x<L (regido I [H5.6]
2m gx?
~ h? d?
H=—-——— para L<x<oo (regido IlI)
2m dx?2

A correspondente equacdo de Schrddinger (independente do tempo) para
problema é:

2 42 . «

_ AT a0 =Ew, (X) para—oo < x < —L (regido I) ESS.F)._Equagao
2m  gx? Schrodinger

72 dzl//“ (x) _ independente do

_ﬂd—z_vol//ll (X)=Ew; (x) para —L<x<L (regidgo Il) | tempo para uma

s 5 X particula de

_ I ATy () Ey (X) para L <Xx<oo (regido Ill)| massa m

5 1
2m  dx movendo-se ou
confinada sob a

influéncia de um poco de potencial como o apresentado na Fig. 5.10.
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E=0
Vi(x)=0 0 Vin(x)=0 Vi(x)=0 0 Vin()=0
E<0
_VD —Vu
-L +L = +L
Regido I Regifo II Regido IIT Regido I Regido Il Regido III
(a) (b)

Figura 5.10: Poco de energia potencial V(x) finito para o0 movimento 1D de uma
particula. Caso (a), energia total E > 0, caso (b), energia total E < 0.

Com este modelo de potencial podemos descrever aproximadamente problemas
semelhantes ao movimento de elétrons atraveés de duas jungdes formadas por dois
condutores metélicos apresentados na subsecdo (d), naturalmente com as inversdes
requeridas para a posicdo relativa dos dois metais. Esta modificacdo é necessarias para
se criar um poco de energia potencial em lugar da barreira de energia potencial tratada
nessa secao.

Novamente, dois casos importantes devem ser definidos na busca de solugdes
para a equacdo de Schrddinger: o caso em que a energia total E da particula é maior que
zero e, 0 segundo caso, para uma energia total E da particula menor que zero, mas maior
ou igual a —Vo. Neste segundo caso a particula torna-se aprisionada no poco de
potencial. Neste estado, a particula ndo pode ter qualquer valor de energia total E, mas
somente um conjunto de valores discretos {Eo, Ei, E, ..., En}, ver Fig. 5.11, bem
caracteristicos e dependentes da largura 2L do poco de potencial e de sua profundidade
Vo. Este é um resultado muito bem vindo, pois serve, por exemplo, como protétipo
quantico que explica e justifica as regras de quantizagdo de Bohr e os estados de
energias discretos encontrados para o atomo de hidrogénio.

TV,
—L +L

Figura 5.11: Conjunto de energias discretas (E < 0)
possiveis para uma particula aprisionada em um
poco de potencial de largura 2L e profundidade —V.
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g) Movimento 1D de uma particula de massa m no interior de uma caixa de
potencial infinito

Se a energia Vo do pogo de potencial de largura 2L do problema de uma particula
em um poc¢o de potencial for muito grande, tdo grande quanto desejarmos, isto €

Mo| — o, entdo teremos o modelo de uma particula em uma caixa de potencial infinito,

ou simplesmente uma particula em uma caixa. Este modelo esta representado na Figura
5.12. Devido ao fato da energia potencial ser infinito nas laterais L da caixa, uma ou
mais particulas mantidas sob acdo deste potencial tém o seus movimentos confinados no
intervalo de coordenadas entre —L < x < L. A descricdo muito aproximada da matéria
nuclear (0 ndcleo atbmico com seus protons e néutrons), 0 movimento de elétrons = de
um sistema organico conjugado, 0 movimento dos elétrons livres em uma amostra finita
de um metal, o aprisionamento de f6tons (particulas de luz) em uma caixa negra (a caixa
é negra por ndo deixar que nenhum foton seja emitido do seu interior; desta forma
nenhuma luz pode ser detectada vindo deste sistema) sdo alguns exemplos de sistemas
fisicos que podem ser modelados (muitas vezes de forma muito rudimentar, de uma
forma muito elementar, de uma forma crua) por este tipo de potencial infinito.

o0
.F_’Dd\ /\.VD
‘—
[ ]
—
X
=i TR

©, Se —o<X<-L
V(x)=40, se —L<x<L
o, Se L<x<oo

Figura 5.12: Caixa de potencial infinito. Uma
ou mais particulas permanecem integralmente
confinadas no interior —L < x < L das paredes
deste sistema fisico.

212



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)
Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

O operador hamiltoniano para este problema é rapidamente definidas e pode ser

escrito como
~ K% d?
H=———+ para—L<x<L [H5.7]
2m dx2

e a correspondente equacdo de Schrodinger é:

ES5.7: Equagdo de  Schrédinger
_ﬁ d2p(x) _Ep(x) para—L<x<lL independente  do tempo para uma
2m  dx? particula de massa m confinada
em uma caixa de potencial de largura 2L.
Como no caso de uma particula aprisionada em um poco de potencia finito da
subsecéo anterior, as energias E solugdo da equacdo de Schrodinger para este modelo de
uma particula na caixa também somente admite um conjunto de valores discretos {Eo,
Ei, Eo, ..., Ex} bem caracteristicos e dependentes da largura 2L da caixa de potencial,
ver Fig. 5.13. A diferenca entre o espectro de energia (conjunto de valores de energia)
deste presente caso com o caso anterior é que ha um conjunto finito de valores discretos
de energia total para o0 modelo de um po¢o de potencial finito, enquanto que este
conjunto é infinito (hd um infinito nimero de estados de energia discretos) ) no modelo
de uma caixa de potencial infinito.

M NE.

Eﬂ—l

E,

£y

-L L

Figura 5.13: Conjunto de energias discretas
possiveis para uma particula aprisionada em
uma caixa de potencial de largura 2L.

g) Movimento de uma particula de massa m ao longo de um anel de raio R

Este € um problema bidimensional analogo ao do caso (b), mas com a condicéo
que a particula tem que ter seu movimento restrito a se manter a uma posicéao fixa R da
origem do sistema de coordenadas. Esta condicdo é estabelecida indicando que as
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coordenadas ( X, y ) possiveis para descrever o movimento da particula tem que ser tal

que
R=y(x* +y?)

para R constante. Este é o dominio para as varia¢des das coordenadas x e y do problema.
A Figura 5.14 ilustra este caso.

A particula movimenta-se sobre o anel livre de qualquer forca. Desta forma, a
sua energia potencial é nula neste dominio e, como anteriormente, assumida nula,
V(R)=0. Com estas condicGes, o operador hamiltoniano para o problema é:

2( 42 2
H = _h_(d— d—] com R =+/(x? + y?) [H5.8]

+
2m|{ dx?  dy?

Com este hamiltoniano, a equacdo de Schrodinger pode ser agora escrita por
inspecéo:

i [dzw(x, V) , 42w (x,y)

=Ew(X, ES5.8: Equacdo de Schrodinger
= — 02 J w(X.y) quag g

independente do tempo para uma
particula de massa m movendo-se no

para (x,y) tal que R = /Xz N y2 plano ao longo de um anel de raio R.

/ :

Figura 5.14: Movimento de uma particula de massa m
sobre um anel plano de raio R. Todas as posigdes (X,y)

desta particula devem ser tal que szl(x2 +y2),

para um valor constante do raio R do anel.

h) Movimento de uma particula de massa m sobre um disco de raio R
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Este € um problema bidimensional analogo ao do caso (g). O que muda é o
dominio de variacdo das coordenadas x e y. No presente caso este dominio é dado pela

desigualdade:
Osw/(x2 + y2) <R
para um raio R constante.

Sobre o disco definido, a particula movimenta-se livre de qualquer forca. Desta
forma, a sua energia potencial € nula neste dominio:

Vo(x,y)=0, V OS\/(XZ + y2) <R

Com estas condicdes, o0 operador hamiltoniano para o problema é:

2( 42 42
o fo|dt  d° para (xy), tal que 0<y/(x* +y?) <R  [H5.9]
2m|{ dx? dy?

A equacdo de Schrodinger correspondente para este problema é:

o {dzw(x, V), d%p(xy)

—Ew(x,y) | ES5.9: Equagio de Schrodi
oml a2 0y2 J w(X,Y) quacdo de Schrédinger

independente do tempo para uma
particula de massa m movendo-se

para (x, y) tal que0 < /X2 N y2 <R sobre um disco plano de raio R.

Este caso (h) e o anterior (g) podem ser formulados mais convenientemente
utilizando coordenadas polares. Utilizando este sistema de coordenadas, torna-se mais
simples atender as condi¢cdes que fixam o dominio D de definicdo das coordenadas
espaciais.

O sistema de coordenadas polares utiliza a coordenada angular 6, 0 <6 <2meo
raio vetor r para definir a posi¢cdo de um ponto no plano xy, ver Figura 5.15.

y=rsinff--------

Figura 5.15: Sistema de coordenadas polares (r, 0).

A transformacdo entre o sistema de coordenadas polares e cartesiana é:
{x =rCcos0

5.2
y=rsind [52]
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com as inversas,
r=+ 2 4 y2

5.3
0= arctg( yj 53]

X

Para utilizar o par de transformagdes 5.2 nos operadores hamiltonianos H5.8 e
H5.9 e equacOes de Schrodinger ES5.8 e ES5.9, basta substituir as coordenadas x ey
por r cosO e r sind onde elas ocorrerem. Porém, um cuidado extra deve ser exercitado: é
necessario escrever as derivadas parciais de segunda ordem gue ocorrem no termo de
energia cinética do operador hamiltoniano como derivadas parciais nas coordenadas r e
0. Isto pode ser feito utilizando a regra da cadeia (ver Calculo 111) para derivadas de
fungBes de duas ou mais varidveis. O resultado final desta transformacéo é:

+ = +——t=— [5.4]
ox2 oy?) or? ror 2 p?

(52 aZJ_aZ 10 1 0°
Utilizando as coordenadas polares definidas na Eq. 5.2 e as derivadas parciais da

Eq. 5.4, o problema de uma particula livre movendo em um anel de raio R pode ser
reescrito para o operador hamiltoniano:

2 A2
H= _h_28_2 com 0<0<27 e R éumaconstante. [H5.8]
2mR* 00
. . 2 10 .
As derivadas primeira e segunda — e Tar ndo ocorrem no operador H5.8, pois a
or ror

variavel radial r é uma constante. Desta forma, a funcéo de onda s6 depende da variavel

angular 6, y=y(0), e, consequentemente, qualquer derivada da funcdo de onda com
2

relacdo a coordenada radial r € zero, isto é: aLge) =0e 10y (6) =0
or r or

A equacdo de Schrodinger para este problema assume a forma simples, se as

coordenadas polares sao utilizadas:

2 A2
__h 5 0 ;ng) =Ew(®) com 0<0<27 e R éumaconstante [HS5.8]
2mR< 00

Por outro lado, para o problema de uma particula livre movendo sobre um disco
circular de raio R o operador hamiltoniano tem a forma:
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5 2 (82 2 0<0<2
H __n 8_4_12 10 com d [H5.9]
2m{ ar2 ror 2 5o 0<r<R
e a correspondente equacdo de Schrodinger:
~ B2 (%w(r,0) 10w(r,0) 1 8%w(r,0)
H=_-2_ A —+— ———— |=Ew(r,0)
2m\ ar2 r or 2 02
[HS5.9]
0<0<2x
0<r<R

Neste caso as varidveis radial r e angular 6 ambas variam, e a funcdo de onda é
uma funcg&o destas duas coordenadas, y=uyAr,0).

i) Movimento de uma particula de massa m no interior e sobre a superficie de uma
esfera de raio R

Este é o problema tridimensional analogo ao do caso (h). A particula de massa m
deste caso pode se movimentar no espaco e este movimento pode ser descrito pela
variacdo de suas coordenadas cartesianas x, y e z. O dominio de variacdo destas
coordenadas é dado pela desigualdade:

Os\/(x2+y2+22)£R

para um raio R constante.
Sobre o disco definido, a particula movimenta-se livre de qualquer forca. Desta
forma, a sua energia potencial é nula neste dominio:
Vo(x,y,2)=0, V Os\/(x2 +y2 +22) <R
Com estas condigdes, o operador hamiltoniano para o problema é:
ﬁ q2 . q2 . q2
2m|{ dx? dy? dz?

A=

] para (x,y,z), tal que 0 < \/(x2 + y2 + 22) <R
[H5.10]

A equacéo de Schrodinger correspondente para este problema €, entéo:
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2 (2 2 2
_n(d (//(x,zy,z)+d a//(X,zy,Z)+d ‘//(X’zy’z) =Ey(x,V,2)

2m dx dy dz
[ES5.10]

para (X,y,z) talque0 < \/x2 + y2 +722 <R

Novamente, uma transformacdo de coordenadas pode tornar mais simples
atender as condi¢des fixadas para o dominio D de defini¢do das coordenadas espaciais.

O sistema de coordenadas esférico-polares (r, 8, ¢) (ver terceiro texto auxiliar,
Parte 111, secdo c) nos é apropriado, ver Figura 5.15.

v

Figura 5.15: Sistema de coordenadas polares (r,0, ¢).
O dominio de variacao destas coordenadas ¢ 0 < r < oo,
0<@p<2n e 0<O<m

A transformacdo entre o sistema de coordenadas esférico-polares e cartesiana é:

X =rCcos¢esing
y =rsingsin® [5.5]
y =rcos
com as inversas,
X2 + y + 22
y
@ = arctg ; [5.6]
0= arctg

Para utilizar as transformaces 5.5 no operador hamiltoniano H5.10 e na
equacdo de Schrodinger ES51.0, basta substituir as coordenadas X, y e z pelas
transformacdes ditadas pela Eq. 5.5. Novamente, um cuidado extra deve ser exercitado:
as derivadas parciais de segunda ordem que ocorrem no termo de energia cinética do
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operador hamiltoniano deve ser escritas como derivadas parciais nas coordenadas r, ¢ e
0. Isto pode ser feito utilizando a regra da cadeia (ver Calculo Ill) para derivadas de
funcBes de duas ou mais variaveis. O resultado final desta transformacao é:

8> 9% 8%) 0% 20 1 0° cosp & 1 62
sttt AT T 22 e e st 22 ]
X oyc oz orc ror rsinp ad° rosinp 09  r< dp

Utilizando as coordenadas esférico-polares e as derivadas parciais da Eq. 5.7, 0
problema de uma particula movendo em uma esfera de raio R pode ser reescrito para o
operador hamiltoniano:

- n(e® 20 1 &> cosp 8 1 &
He— o 2 T 2.2 I BESP Rey )
2m{ore ror resin“g o0 rosing 09 r< op
[H5.10]
0<r<ow, 0<¢p<2r e 0<L6<
A equacdo de Schrddinger assume uma forma propria:
hz(azw(r,wﬁ)j@w(r,rﬂﬂt 1 %y(rp0), cosp oy(red), 1 62w(r,¢,9)J_E (r.0,0)
2m 2 v o 242 2 T2 op 2 2 |7V
or resinco 00 resing 4 r g
0<r<ow, 0<¢p<27 e 0<60<
[HS5.10]

i) Operador hamiltoniano e equacdo de Schrédinger para o atomo de hidrogénio

Para o ultimo exemplo de como um operador hamiltoniano e sua correspondente
equacao de Schrdodinger podem ser escritos, vamos tratar um sistema de interesse real, 0
atomo de hidrogénio.

O atomo de hidrogénio nés ja conhecemos. E um sistema atémico forma por um
ndcleo de massa igual a massa do préton m, e carga +e unidades eletrostaticas e um
elétron com uma massa m, caracteristica e uma carga —e unidades eletrostaticas. Neste
sistema ha uma interacdo de atracdo Coulombiana devido as cargas opostas e que,
também j& sabemos, varia com o inverso da distancia entre o elétron e o nucleo atémico.
A forma desta energia de atracdo Coulombiana é:

1 e2
Amzq \/(Xe —XN)ZH (Yo —YN)? + (26 —ZN)?

V(re,Ry)=—

219



Estrutura da Matéria, Amary Cesar (2011)
Curso de Licenciatura em Quimica, modalidade a distancia - UFMG

Nesta expressdo, re= (Xe, Ye, Ze) € a posicdo do elétron e Ry= (Xy, Yn, Zn) @ posi¢do do
nacleo atémico com relagdo a um sistema de coordenadas (cartesiano) fixo no
laboratério. Ainda com relacdo a este sistema de coordenadas, a expressdo para O
operador quantico energia cinética do elétron (um movimento tridimensional) é:

P m(* P &
e T T om | a2 A2 2
e\ OXg OYg O

e para o operador quéntico energia cinética do nucleo atbmico é:

po__ [ &
N =5 > "2 2
N 8XN aYN 8ZN

Juntando estes trés termos de energia teremos o operador hamiltoniano H do atomo de
hidrogénio. Este operador faz o papel da energia total deste sistema. Explicitamente,
temos:

|:| =fe +fN +V(re,RN)

O N A N U B O R O L
H=- 2 2t " > T2t 2 |”
2me \ oxg  oyg azg ) 2Mn (oXf  aY§  0Zf
1 g2

i 47z \/(Xe - XN)2 +(Ye YN )2 +(ze -2 )2
[H5.11]

Compare esta expressdo para o operador energia total do elétron no atomo de
hidrogénio com a expressao equivalente classica, Eg. 3.45, para a energia total atomo
desenvolvida no segundo texto auxiliar, Parte VII, secdo g.

Em lugar do sistema de coordenadas fixo no laboratério, podemos utilizar um
sistema de coordenadas fixo no centro de massa deste sistema atémico (ver segundo
texto auxiliar, Parte VII, secdo g). Neste caso, definimos as coordenadas internas (x, Y,
z) pelas diferengas,

X= (X - Xn)
y=(Ye —YN)
z=(Ye —ZN)

Estas coordenadas correspondem as componentes cartesianas da distancia entre
o elétron e o nucleo atbmico. Mantendo fixo o centro de massa deste sistema atdmico, o
operador hamiltoniano H5.11 ganha a forma mais simples

2 2 2 2 2
go_ 32+52+52 _ 1 ¢ [H5.12]
2ul oxs oyc oz 4reg | [x2 4 y2 + 72
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Compare esta expressao para o operador energia total do elétron no atomo de
hidrogénio com a expressdo equivalente cléssica, Eq. 3.52, para a energia total &tomo
desenvolvida no segundo texto auxiliar, Parte VII, secdo g. A massa u € a massa
reduzida do sistema, definida pela relacdo (ver segundo texto auxiliar, Parte VI, secdo
9):

__MeMy
T me +my

Com o operador hamiltoniano H5.12, a equacgdo de Schrodinger para o &tomo de
hidrogénio (em coordenadas cartesianas relativas ao centro de massa deste sistema de
particulas) é:

2 ( A2 2 2 2
_h7| 0 l//(x,zy, 2) O V/(x,zy,Z) L9 l//(x,zy, ) |__1 e w(xy.2) = Ew(x.y.2)
2u OX oy oz Areg /X2+y2 472

[HS5.12]

Naturalmente, ndo precisamos utilizar exclusivamente um sistema de
coordenadas cartesianas. Por exemplo, podemos utilizar o sistema de coordenadas
esférico-polares utilizado na subsecéo (i) acima para reescrever o operador hamiltoniano
do atomo de hidrogénio. Neste sistema de coordenadas o hamiltoniano tem a forma:

. n (0% 20 1 0° cosp & 1 02 1 é?
He o 7 2 e A o o | e 1
2u\ore ror rcsin“p d0° resing 09  r op° ) Ameg ¥
[H5.13]
0<r<ow, 0Z¢p<2r e 0L60<nr
A correspondente equacao de Schrodinger para este atomo é, portanto,
2 (A2 2
v W 0%y(re8) 20y(re0) 1 9y(re0)
H=-—— 5 +— +t——— 5 +
2p or ror resingp 00 :
2 2
cosep oy(r,p,0 1 0%y (r,ep0 1 e
‘ 9 y(re )Jr_2 w( 2¢> )| & (t.0.0) = Ey(r.0.0)
r‘sing 09 r dg Ay T

ES5.13]

Note como a escolha de um sistema de coordenadas pode simplificar a expressao
da energia potencial, mas deixar o termo da energia cinética um pouco mais elaborado;
ou vice-versa. Por exemplo, utilizando coordenadas cartesianas normalmente o operador
da energia cinética tem uma forma relativamente simples, mas o termo da energia
potencial € algo elaborado. Para o caso do atomo de hidrogénio, a escolha do sistema de
coordenadas esférico-polares torna o termo da energia potencial bastante simples, mas a
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contribuicdo da energia cinética torna-se algo longo. Esta é uma tonica frequentemente
encontrada para se escrever expressdes de energia total em mecanica e, também, em
mecanica quantica. O que é buscado em geral € um compromisso entre simplificar ao
maximo as expressdes para 0 termo da energia cinética e energia potencial
simultaneamente, sempre que possivel.

Consideragoes finais

Neste texto auxiliar foram tratados varios exemplos de como determinar e
escrever os operadores hamiltonianos quanticos para diferentes problemas simples de
interesse da fisica e da quimica. Alguns exemplos foram explicitamente ilustrados. Para
cada hamiltoniano encontrado, a equacdo de Schrodinger correspondente foi
explicitamente escrita.

O que nos resta agora é resolver e interpretar correta e adequadamente as
equacdes de Schrodinger escritas para um problema especifico de interesse prético. A
solucdo desta equacdo pode ser encontrada utilizando alguma técnica ou algoritmo
desenvolvido para o tratamento de equacdes diferenciais.

Vamos estudar ainda trés casos simples utilizando a mecéanica quantica: o
modelo de uma particula na caixa tratado na subsecdo (f), o oscilador harménico e o
atomo de hidrogénio. A solucéo deste ultimo problema utiliza, em parte, o hamiltoniano
definido na subsecdo (i) “movimento de uma particula de massa m no interior e sobre a
superficie de uma esfera de raio R ”.
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Auto-avaliacao
1) Um oscilador harménico unidimensional modelo é formado por uma massa m e uma

mola com constante de forca k (ver figura abaixo). A energia potencial que governa
este sistema mecanico é dada pela expressao

V(x)%k(x—xe)z

O movimento neste sistema ¢ ao longo do eixo cartesiano “X” e Xeq € a distancia
de equilibrio deste sistema massa-mola.

k
NANNA—
> x
Xmin  Xeg Xomaze

Para este sistema:

a) Faca um esboco da curva que representa a sua energia potencial.

b) Escreva o operador hamiltoniano para 0 movimento de vibracdo harménico de
uma particula de massa m.

c) Escreva o operador hamiltoniano para 0 movimento harmonico simples de
vibracdo de uma particula de masa m.

N&o se esqueca de definir o dominio de variacdo das coordenadas utilizadas.

2) Moléculas ndo possuem uma estrutura rigida como as usualmente representadas
como figuras em textos em geral. Moléculas possuem uma estrutura dinamica com
0S seus atomos movimentando-se permanentemente em torno de uma posicao
média; uma posi¢do de equilibrio molecular. Este movimento é denominado de
movimento vibracional.

—— X —_—
-+ .
. ]

A B
-+ Xeq »

Movimento vibracional de uma molécula diatbmica
AB. A distancia interatbmica é medida pela variavel
X € Xeq € a distancia interatdmica de equilibrio.
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Para uma molécula diatbmica o seu movimento vibracional ocorre em uma
dimensdo, ao longo da linha que une os dois atomos. Vamos considerar que esta
linha esteja na diregdo do eixo cartesiano “X”. E energia potencial V(x) para o
movimento vibracional de uma molécula diatbmica pode ser muito bem
representado pelo chamado potencial de Morse. A expressdo analitica do potencial
de Morse é:

2
V(X) = De(l—e‘“(x‘xeq)j

Este potencial € definido para 3 (trés) parametros moleculares, as constantes Dk,
o € Xeq. EStas constantes tém uma interpretacdo fisica muito bem definida: De € a
energia de dissociagdo da molécula, xeq a distancia de equilibrio da molécula e a esta
relacionado com a forca de ligacdo entre os &tomos A-B da molécula.

a) Escreva o operador hamiltoniano para 0 movimento de vibracdo de uma
molécula diatbmica movido pelo potencial de Morse.

b) Faca um esboc¢o da curva que representa o potencial de Morse e identifique nesta
figura a energia de dissociagdo D, e a distancia de equilibrio Xeq.

c) Faca a expansdo de Taylor-MacLaurent (ver Célculo IIl) para a funcéo

. —a(X—X .
exponencial e (X~Xeq) que ocorre no potencial de Morse. Mantenha apenas 0s

dois primeiros termos desta expansdo e leve este resultado na expressdo do
potencial de Morse. O resultado obtido é para a aproximacdo de um movimento
de vibracdo harmdnica (oscilador harmonico simples — OHS) para uma molécula
diatdmica,

1
OMSy (x) = Ske(x- Xeq)®

d) Comparando o resultado aproximado obtido para o potencial de Morse
encontrado ap6s a expansao de Taylor-MacLaurent para a funcdo exponencial e
a forma de uma energia potencial (escrita acima) para um OHS, determine a
relacdo entre a constante de forca k. e os parametros o e De do potencial de
Morse.

e) Escreva o operador hamiltoniano para 0 movimento harmonico simples de

vibracdo de uma molécula diatbmica. Ndo se esqueca de definir o dominio de
variagdo das coordenadas utilizadas.
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3)

b)

d)

f) Escreva a equacdo de Schrodinger para o movimento de vibragdo de uma
molécula diatbmica movido pelo potencial de Morse. N&o se esqueca de definir
0 dominio de variacdo das coordenadas utilizadas.

g) Escreva a equacdo de Schrddinger para o movimento harmoénico simples de
vibracdo de uma molécula diatdmica.

Existem diferentes maneiras para moléculas armazenarem energia. Uma destas
maneiras é na forma de movimentos de rotacdo em torno de eixos fixos e pré-
definidos no espaco. A energia total de um movimento de rotacdo molecular é
devido exclusivamente a sua energia cinética (de rotacao).

Considere o movimento de rotacdo de uma molécula diatbmica AB em torno de
um eixo perpendicular ao eixo que define sua distancia interatdmica. Por definicéo,
vamos chamar a direcdo do eixo de rotagdo Por razdes de definigdo, seja “z” a
direcdo do eixo de rotacdo, de tal modo que o movimento dos dois atomos que
formam a molécula ocorra no plano “Xy” conforme ilustrado na figura abaixo.

z 4

h
ee— 0

.

)

X

Rotacdo de uma molécula diatdbmica em
torno de um eixo perpendicular ao eixo
molecular.

Com estas definicdes, faca 0 que se pede:

escreva a expressdo da energia cinética classica para este movimento de rotacdo
molecular. Considere o centro de massa da molécula como a origem do sistema de
coordenadas utilizado.

Escreva o operador hamiltoniano para o problema de rotacdo de uma molécula
diatdmica. Utilize um sistema de coordenadas cartesianas. Nao se esqueca de definir
o dominio de variacdo das coordenadas utilizadas.

Escreva a equagdo de Schrodinger para o problema de rotacdo de uma molécula
diatdmica. Utilize um sistema de coordenadas cartesianas. N&o se esqueca de definir
0 dominio de variacdo das coordenadas utilizadas.

Repita os exercicios (d) e (e) acima, mas, agora, utilizando um sistema de
coordenadas polares (r, 0).
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4) Considere os problemas mecanicos de uma particula de massa m movendo-se ao
longo de uma linha (eixo cartesiano x) sob a acdo das energias potenciais definidas
abaixo. Escreva os operadores hamiltonianos e as respectivas equagdes de
Schrodinger para cada um destes problemas.

a) nxt

V(x) = 0, se x<0
“Jax se x>0 Mx)=ax

o € um nUmero positivo.
Hx)=0

L 4

b)
0, se x<0 et
V(x)=<cosx, se 0<x<a
V(x)=0 V(x)=0
0, se x>a 5 Z
a € um nimero positivo. \/
vt
c)
1
V(X)=——
X
X£0

5) Um problema mecanico é formado por uma particula de massa m movendo-se ao
longo de uma linha (eixo cartesiano x) sob a acéo da energia potencial dependente
do tempo

V(x,t) = —q x cos(at).
Neste potencial, g e @ sdo constantes positivas.

a) Escreva o operador hamiltoniano e a respectiva equacdo de Schrodinger
dependente do tempo para este problema.

b) Podemos escrever uma equagéo de Schrodinger independente do tempo para este
problema? Justifique sua resposta.
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