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Resumo

Classificar variedades suaves que satisfazem pelo menos uma equacdo de Laplace é um
problema antigo em geometria algébrica e diferencial, como pode ser visto em [28] e [27],
onde E. Togliatti forneceu uma das primeiras contribuicoes para este problema. Ele provou
que existe um e apenas um exemplo de superficie racional em P° parametrizada por ctbicas
e satisfazendo uma equacao de Laplace de ordem 2.

Em [20], E. Mezzetti, R. M. Mir6-Roig e G. Ottaviant provaram que existe uma relacdo
entre a existéncia de variedades projetivas X C PV satisfazendo pelo menos uma equacao
de Laplace de ordem s > 2 e a existéncia de ideais artinianos homogéneos I C R =
K|xo, -+ ,,] gerados por formas de grau d que falham a propriedade fraca de Lefschetz no
grau d — 1. Eles mostraram que um ideal artiniano I C R gerado por r formas de grau d,
onde r < (d+” 1) falha propriedade fraca de Lefschetz no grau d — 1 se, e somente se, a
projecao da variedade Veronese V (n, d) pelo sistema linear |I;"'|, denotada por X 1, possui
defeito osculatdrio de ordem d — 1. Neste caso, I é chamado de sistema de Togliatti.

Embora o problema de classificar todas as variedades projetivas que possuem defeito
osculatério, e por conseguinte, todos os sistemas de Togiatti, pareca estar fora de alcance no
momento, neste trabalho voltaremos nossos esforcos para o estudo do caso monomial, uma vez
que, neste caso, a variedade associada X[ 1 6 tdrica, e diversas ferramentas combinatdrias
podem ser utilizadas para o estudo dos sistemas Togliatti.

Palavras-chave: dlgebras artinianas; equacoes de Laplace; propriedade fraca de Lefschetz;
sistemas de Togliatti monomiats.



Abstract

Classifying smooth varieties that satisfy at least one Laplace equation is an ancient
problem in algebraic and differential geometry, as can be seen in [28] and [27], where E.
Togliatti provided one of the earliest contributions to this problem. He proved that there
exists one and only one example of a rational surface in P° parametrized by cubics and
satisfying a Laplace equation of order 2.

In [20], E. Mezzetti, C. Ottaviani and R. M. Mir6-Roig proved that there is a relationship
between the existence of projective varieties X C PV satisfying at least one aplace equation
of order s > 2 and the existence of homogeneous Artinian ideals I C R = &[xg, - , x,]
generated by forms of degree d that fail the weak Lefschetz property in degree d — 1. They
showed that an Artinian ideal I C R generated by r forms of degree d, where r < (471},
fails the weak Lefschetz property in degree d—1 if, and only if, the projection of the Veronese
variety V' (n, d) by the linear system |I~'d|, denoted by X1, has osculatory defect of order
d — 1. In this case, I is called a Togliatti system.

Although the problem of classifying all projective varieties that have osculatory defect,
and consequently, all Togliatti systems, seems to be out of reach at the moment, in this work,
we will focus our efforts on the study of the monomial case, since in this case, the associated
variety de—l is toric, and various combinatorial tools can be used for the study of Togliatti

systems.

Keywords: artinian algebras; Laplace equations; weak Lefschetz property; monomials Togli-
attt system.
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Introducao

O estudo das propriedades de Lefschetz foi inspirado pela teoria de Lefschetz aplicada
a variedades projetivas, desenvolvida por Solomon Lefschetz e consolidada nos anos 1950
[17]. Esta teoria teve origem em um contexto topoldgico e as propriedades fracas e fortes
de Lefschetz sdo abstracoes naturais do Teorema Hard Lefschetz (Secdao 7.1, [12]). As pro-
priedades de Lefschetz podem ser exploradas em muitos contextos, por exemplo, em 1980, R.
Stanley usou, essencialmente, o Teorema Hard de Lefschetz para estudar propriedades sobre
politopos convexos simpliciais [25]. Ainda no mesmo ano, ele usou novamente o Teorema Hard
de Lefschetz, em [20], para mostrar que certos conjuntos parcialmente ordenados, decorrentes
de uma classe de variedades algébricas, tem a propriedade Sperner.

A investigacao das propriedades de Lefschetz em anéis artinianos locais fot sugerida pela
primeira vez em um semindrio conjunto Japao-EUA sobre combinatéria e dlgebra comutativa
realizado em Kyoto, Japdo, em 1985, onde R. Stanley e J. Watanabe apresentaram seus
estudos sobre o assunto. No entanto, nos primeiros anos, poucos resultados foram alcancados
nessa direcdo, devido a complexidade dos problemas envolvidos.

Um avanco significativo nesse campo de estudos, se deu pelas descobertas feitas por T.
Harima, J. Migliore, U. Nagel, J. Watanabe, conforme apresentadas em [13], como um ideal
artintano em um anel de polindmios em duas varidveis, tem propriedade forte de Lefzchetz.
Depois desse artigo, muitos resultados foram obtidos e muitas conexdes com outras dreas da
matemadtica comecaram a surgir. Uma dessas conexdes, envolve geometria algébrica, geometria
diferencial, dlgebra comutativa e combinatéria algébrica e visa classificar variedades suaves
que satisfazem pelo menos uma equacao de Laplace. Este é um problema de longa data na
geometria em geral, como podemos ver em [28] e [27], onde E. Togliatti estava interessado no
estudo das superficies cujo espaco osculador de ordem s > 2 possui dimensao menor do que a
esperada. Dizemos que tais superficies possuem defeito osculatério, e a partir disso, obtemos
que elas satisfazem ao menos uma equacao de Laplace de ordem s. Além disso, E. Togliatti
provou que existe um, e apenas um exemplo de superficie racional em P° parametrizada por
clbicas ziwy, xkwy, xox?, 113, T3T9, 173, que satisfaz uma equacao de Laplace de ordem 2.
Essa superficie ficou conhecida como superficie de Togliatti.

Em 1997, C. Ilardi investigou variedades racionatis cujos espacos osculadores ndo possuem
a dimensdo esperada. Ela estabeleceu em [15] uma conexdo entre a dimensao dos espacos
osculatdrios de projecoes da variedade de Veronese e a posicao do espaco linear a partir do
qual a projecao é feita. Além disso, em 2002 ela apresenta de forma bastante geométrica,
alguns exemplos em P5(C) de superficies que satisfazem equacdes de Laplace, dando aos
primeiros o nome de sistemas de Togliatti [16].

Em 2007, uma contribuicdo significativa para este problema foi apresentada por H. Bren-
ner e A. Kaid, em [4]. Eles demonstraram que o ideal (z3, 23, 23, f (xo, 21, 79)) C K [T0, T1, T2
ndo possui propriedade fraca de Lefschetz se, e somente se, f € (x5, 23 23, woxr122). Além
disso, este é o Unico ideal artintano monomial gerado por quatro ctbicas que falha nessa
propriedade. A conexao crucial entre esse ideal e as equagdes de Laplace surge ao ex-



plorarmos o subespaco linear gerado pelos monomios que compdem o sistema inverso de
(23,23 23, mor122) € vermos que se trata da superficie de Togliatti.

Um pouco mais tarde, em 2013, E. Mezzetti, G. Ottaviant e R. M. Mir6-Roig provaram, em
[20], que hd uma relacdo entre a existéncia de variedades projetivas X C PV satisfazendo
pelo menos uma equacdao de Laplace de ordem s > 2 e a existéncia de ideais artinianos
homogéneos I C R = k[zg, -+ ,x,] gerados por formas de grau d e que falham a propriedade
fraca de Lefschetz em grau d — 1. Eles provaram que um ideal artiniano I C R gerado por
r formas de grau d, r < (d:ﬁl), falha essa propriedade em grau d — 1, se, e somente se,
a projecao da variedade de Veronese V(n,d) pelo sistema linear |I;'|, denotada por X -1,
possui defeito osculatério de ordem d — 1. Neste caso I é um sistema de Togliatti (veja
Definicdo 1.1.11 para mais detalhes).

Em[19] E. Mezzetti e R. M. Miré-Roig encontraram limitantes inferiores e superiores para
o numero minimo de geradores u(I) de um sistema de Togliatti minimal monomial I C R
de formas de grau d > 3, mais precisamente, provaram que 2n + 1 < u(l) < ("ﬁ;l) Ja
em [1], C. Almeida, A. V. Andrade e R. M. Mir6-Roig mostraram que ndo existem sistemas de
Togliatti minimais monomiais I de formas de grau d > 3 com némero minimo de geradores
pu(l) € 2n+3,3n —1].

Na presente dissertacao, estamos interessados em compreender a classificacao desses
sistemas para o caso minimal monomial. Para isso, elaboramos um capitulo introdutdrio no
qual abordamos conceitos fundamentais, como algebras artinianas, a propriedade fraca de
Lefschetz, a funcdo de Hilbert e o sistema inverso de Macaulay. No capitulo 1, focamos
em estabelecer nosso objeto de estudo. Para isso, na primeira sessdo, estudamos a relacao
entre equagdes de Laplace e geometria algébrica, para podermos entender quando uma dada
variedade algébrica possui defeito osculatdrio. A partir disso, focamos em definir os sistemas
de Togliatti, uma vez que neste ponto jd estamos com todas as ferramentas em mdos. Na
segunda sessdo, relembramos o conceito de variedades toricas, a fim de ter ferramentas
combinatoriais para abordar o problema de classificacdo.

No segundo caplitulo, nos concentramos na classificacdo dos sistemas de Togliatti mono-
miais minimais. Optamos por examinar especificamente o caso monomial, pois neste contexto
é mais simples determinar o sistema inverso de Macaulay, além podermos usar ferramentas
combinatdrias uma vez que quando I é monomial, a variedade associada X,;-: é tdrica; e
trataremos do caso minimal, para evitar redundancia na classificacdo. Para abordar essa
classificagao, iniciamos com os graus mais baixos, d = 2,3 o que nos permite compreen-
der o comportamento dos sistemas em relacdo ao grau. Ja no caso d > 4, estudamos o
intervalo admissivel para o nimero minimo de geradores de um sistema de Togliatti quando
2n+1<u(l) < (”ﬁ;l) para n > 2, conforme [1] e [19].
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Preliminares

Durante todo texto, estamos assumindo conhecimentos prévios em algebra comutativa e
geometria algébrica, como em [2], [6], [9] e [14] Além disso, R sempre denotard um anel
comutativo com unidade e x um corpo de caracteristica zero e algebricamente fechado.

0.1 Algebras Artinianas

As propriedades de Lefschetz podem ser exploradas em diversos contextos e em distintas
estruturas algébricas. No nosso caso especifico, estamos interessados em investigar essas
propriedades em algebras artinianas, compreendendo como se comportam e quais os desdo-
bramentos. Para isso, inicialmente, apresentaremos a estrutura sobre a qual direcionaremos
nossos estudos. Para maiores detalhes, o leitor interessado pode consultar [3] e [12]

0.1.1  Anel Graduado

Definigao 0.1.1. Seja R um anel. Dizemos que R é um anel (Z.—) graduado, se existe uma
familia { R4}, de subgrupos aditivos Ry C R, satisfazendo:

R=E Ry
d>0
de modo que R;R; C R;i1;,V1,j € Z,.
A partir disto, podemos induzir a sequinte aplicagao linear:
R; x Rj — Riy;.

Exemplo 0.1.2. O anel R = k[zg,- - ,x,] é um exemplo de anel graduado onde Ry é o
conjunto de polindmios homogéneos de grau d.

A menos que seja especificado de outra forma, assumiremos que Ry é um corpo e R é
Noetheriano. Neste caso, cada R, também chamada de parte homogénea de grau d, é um
espaco vetorial de dimensdo finita sobre Ry, além disso, seus elementos sdo chamados de
elementos homogéneos de grau d. Os ideais de R gerados por elementos homogéneos sao
ditos ideais homogéneos.

Exemplo 0.1.3. Seja R um anel graduado. Entao,
n=@n

é um ideal homogéneo. Este é o ideal maximal homogéneo de R, em particular, é unico. No
caso em que R = K[xg,- -, x,], temos que m = (zg, - - - , Ty,).
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Observemos que, na definicdo de anel graduado, Ry é um subanel de R e, para cada d,
R4 é um médulo sobre Ry. Sendo assim, R é uma Ry-dlgebra. Isto nos sugere a sequinte
definicdo:

Definicao 0.1.4. Seja R = @Rd uma dlgebra graduada sobre x := Ry. Dizemos que a
d>0
algebra é padrao se

R:K(Rl).

Em outras palavras, R é padrao se é gerada por elementos homogéneos de grau 1.

De modo analogo a anéis graduados, dizemos que um ideal I em uma dlgebra graduada

padrao R = @Rd é homogéneo se pode ser escrito como
>0

I= (INRy).
d=0

Definiremos agora, nosso objeto central de estudo.

Definicao 0.1.5. Seja R um anel graduado. Dizemos que R é artiniano se existe n € Z

tal que Ry = 0 para todo d > n. Se o quociente £ é artiniano, dizemos também que I é

1
artiniano.
Destacamos a sequinte caracterizacdo sobre algebras artinianas.

Proposicdo 0.1.6. Seja (R, m, ) um anel local Noetheriano. Entdo as sequintes condicdes
sao equivalentes.

(@) R é artiniano;
(b) Toda cadeia descendente de ideais de R é estaciondria;
(c) m/ = 0 para algum némero inteiro 7;
(d) m é o unico ideal primo de R;
(e) A dimensao de Krull dim, R = 0.
Demonstracdo: Veja [[12] Proposicdo 2.10]. |

Exemplo 0.1.7. 1. Quociente de anéis polinomiais sdao dlgebras artinianas.

De fato, considere o anel de polindmios R = k[x] e I um ideal finitamente gerado de
R. Defina A= R/I.

Considerando a cadeia descendente de ideais por A:

ADA2D A*D ...

Y

onde A™ representa o n-ésimo produto de A por si mesmo. Note que A"/A"™1 é um
médulo sobre A/A™", que é um subanel de A/A™. Dessa forma, A" /A" é um médulo
artiniano.
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2. Considere —((C[“ m"])

Relembremos que, se um anel noetheriano tem dimensao de Krull zero, entdo este anel
é artiniano. Também, relembre que

onde os j/s sdo inteiros.

dims. <§) + ht(7) = dim.(R),

onde ht([) representa a altura do ideal.

Considere R = Clxy,--- ,an] e I = (z]',--- , xI"). Uma vez que dim,Clzy, - - - ,x,] =
n, segue que

R
dim, (—> +ht(I) =
I
A partir de I, olhemos a cadeia dos x}s primdrios:
(0) C (21') € (', af) C - C (af's -+ aly)

veja que ht(I) > n, Le, é no minimo n, logo, dlmn(?) = 0 e, portanto, o anel é artiniano,
e consequentemente a algebra R/I é artiniana.

0.1.2 Funcao de Hilbert

Definigao 0.1.8. Definimos por fungao de Hilbert de um anel R a fungdo inteira hg : N -+ N
dada por

hr(d) := dim,(Ry),

Em outras palavras, tal funcdo calcula a dimensao de R4 como um espaco vetorial sobre
k. Além disso, se R é artiniano, e para algum n, R, # 0 e R; = 0, para algum d > n.
Definimos o vetor h de R como a sequéncia finita de inteiros positivos

h(R) := (ha(0).- - ha(n)).

Tal vetor é chamado vetor de Hilbert.
Desse modo, podemos dizer que a funcdo de Hilbert calcula o “tamanho” de cada uma das
componentes homogéneas de um anel graduado.

0,21,%2]

Exemplo 0.1.9. Considere R = k[xg, z1, 7o) e [ = (22,23, 73). Seja A = “2—22) um anel,
Lo,

onde sua base é dada pelos monbémios {1, xq, z1, g, Tox1, ToTe, T1x2, Tox1xe}. Pela funcdo
de Hilbert,

AO =K
Zo, X1, x2)
Loy, Lo, IE1$2)

= (
= (
($0$1$2)
(A

Logo, seu vetor de Hilbert é dado por h(A) =(1, 3, 3, 1).
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0.2 Propriedade Fraca de Lefschetz

As propriedades de Lefschetz, destacam as conexdes entre diversas dreas, incluindo ge-
ometria algébrica, dlgebra comutativa e combinatéria. Tais propriedades, surgiram da teoria
de Lefschetz para variedades projetivas, estabelecida por S. Lefschetz até a década de 1950.
As dlgebras artinianas, que desempenham um papel central neste estudo, frequentemente
aparecem como anéis de cohomologia em variedades algébricas. Embora a teoria tenha
inicialmente sido desenvolvida em contextos geométricos [26], avancos recentes expandiram
sua aplicacdo para casos ndo geométricos e ainda hd muitas questoes em aberto [7]. Em
diferentes campos de estudos deste assunto, diversas ferramentas sdo utilizadas, além de
evidenciar conexdes com problemas aparentemente nao relacionados [20]. Alguns resultados
e algumas associacoes, como o vetor de Hilbert, nos ajudam a compreender sistematicamente
as propriedades de Lefschetz em dlgebras artinianas que as possuem.

Definicdo 0.2.1. Seja R = @Ri, com R,, # 0 uma dlgebra artiniana graduada. Dizemos

=0
que tal dlgebra possui Propriedade Fraca de Lefschetz, do inglés Weak Lefschtez Property
(WLP), se existe um elemento L € R; tal que o mapa multiplicativo

xL:R;, — Ri+1
a — alL

possui posto maximo, isto é, é sobrejetivo ou injetivo. Neste caso, dizemos que o elemento
L € R; é um elemento de Lefschetz.

Vejamos alguns exemplos de dlgebras artinianas que podem ou ndo ter WLP.

Exemplo 0.2.2. Sejam R = Clzg, 1], I = (23,2%) e L = zy + z;. Denote A = &, seu vetor
de Hilbert é:
h(A) = (dim(Ao), dim(Ay), dim(Ay)) = (1,2, 1).

Como Ay — A; é injetivo e A} — A, é sobrejetivo, esta dlgebra possui WLP e, portanto,
o+ x1 é um elemento de Lefschetz. No caso A; — A;1 para i > 2, temos que sempre sera
sobrejetivo, pois a funcao de Hilbert serd nula.

Exemplo 0.2.3 ([4], Exemplo 3.1). Sejam R = k[xg, x1,22] e I = (x3, 23, 23 xoz125). Dese-
jamos ver se a dlgebra A = R/I possuit WLP. Para isto, calculemos o seu vetor de Hilbert.

h(A) = (dim(Ay), dim(A;), dim(As), dim(As), dim(A4)) = (1, 3,6,6,3).
Observe que uma possivel falha na W LP é no mapa
XL : Ay — As
com as bases
Ay = (23, w1, ToT0, T3, 1T, T3) € Az = (X571, ToTo, TTT, ToTs, T2Ta, T125).
De fato, existe um elemento f = a?z2 + b%2? + c*x2 + abxor, + acrors + bexyzs Ndo

trivial no nucleo de xL, induzido por L = axg + bz, + cxe. Portanto, o mapa nao possut
posto maximo e, consequentemente, A falha a W LP em grau 2.
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Exemplo 0.2.4. Considere R = k[xg, z1,22) e I = (2, 23, 23, xx1). A dlgebra A = & possui

WLP. De fato, temos
h(A) = (dim(Ap), dim(A;), dim(As), dim(A;3), dim(A4),dim(As)) = (1,3,6,6,4,1).
Veremos que o mapa XL : A; — A; 11, induzido por L = z¢+x1+x2, é sobrejetivo para i > 2,

pois, para ¢ < 2 ja temos a injetividade. Para a sobrejetividade desejada, basta mostrarmos
que [A, L]; = 0 para i > 3. Faremos para o caso i = 3 e o restante seque em andlogo.

klzo, 1, x2] )
33 2 p)
xy, a3, x§z1, woxt /) 5

R klzo, z1, 2]
[A’L]SZ[IL} = <3 3 .3 .2 )

) 3 Tp, 7, Ty, ToT1, L0 +T1 + 22/ 4
_ ( K[zo, T1, T2] )
- (:pg, x?,x%,z%xl,zg + :E‘I’ + :Eg + 3:B8:L"1 + 3w3x2 + 3:1:01% + 33:11% + 3102% + 31?22 + 6zoz122) 3
_ ( klzo, z1, z2] )
o mg, z‘;’, xg + 3:v%z1 + 3xox% + x%xl 3
B K[zo, z1, 2] )
- (J}&xf,xg + J;*f + 3x8:{;1 + 31:03:% + x%xl 3

0

Vamos agora fornecer algumas importantes ferramentas para o estudo da WLP.

Nos exemplos anteriores, percebe-se que para verificarmos se uma certa dlgebra possui
ou ndo WLP, uma das primeiras andlises a serem feitas é no seu vetor de Hilbert. Sendo
assim, surge o questionamento sobre a relacdo entre o comportamento das entradas no vetor
de Hilbert e suas propriedades.

Definicdo 0.2.5. Uma sequéncia de numeros hy, - -- , h. é unimodal se existe um inteiro ¢ tal
que
hi <hg <---<h;y>hiz12>hiyo >+ > he.

Proposicao 0.2.6. Seja A uma dlgebra artiniana graduada padrdo sobre k. Se A tem WLP,
entdo A tem uma funcdo de Hilbert unimodal.

Demonstragdo: Seja i o menor inteiro tal que dim(A4;) > dim(A;11). Uma vez que A tem
W LP, temos que o mapa
XL : Az — Ai+1

é sobrejetivo. Isto é, existe um elemento de Lefschetz L € A de modo que L - A; = A;41.
Considerando (% o cokernel do mapa

xL:A— A,

(i) _ A _
(L) i+1 LA, .

Como A é uma dlgebra graduada padrao, a partir da igualdade anterior, vale que

(@)= (@).~

para ¢ < j. Logo, xL : A; — A, é sobrejetivo e, consequentemente,

obtemos que

ho(A) < hi(A) < -+ < hi(A) =2 higa1(A) = higa(A) > -+ > he(A)
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como quer{amos provar. [

Destacamos que a reciproca ndo é valida, como pode ser visto no Exemplo 0.2, onde o
vetor de Hilbert é unimodal, mas a dlgebra em questdo nao possut WLP.

O resultado é uma importante ferramenta para podermos identificar se uma dada algebra
falha a WLP, no sentido em que se o vetor de Hilbert ndo é unimodal entdo a dlgebra ndo
possuit WLP, como veremos no exemplo a sequir.

Exemplo 0.2.7. Seja A = ’ZL‘ZO;?)}, com a graduagdo |xg| =1 e |z1| = 3. Neste caso, como
0271

estamos em uma dlgebra graduada, dizer que z; possut “graduacao 3’, corresponde a dizer

que x; pertence a parte homogénea de grau 3 de tal dlgebra. Seu vetor de Hilbert é dado

por h(A) = (1,1,0,1,1). Veja

Ag =k

A = (z)
Ay = (0)
Az = (y)
Ay = (zy).

Como o vetor ndo é unimodal, entdo A ndo possui WLP.

Para a préxima ferramenta, relembramos que o socle é definido pelo ideal

(0:m):={x € R|mz = 0}.

(&
Em uma dlgebra artiniana A = @Ai, com ¢ > 0 sendo o maior inteiro tal que A, # 0, o
i=0
inteiro ¢ é dito grau maximo do socle de A, uma vez que A, estd no socle de A.
Isto nos sugere a sequinte definicao.

Definicdo 0.2.8. Seja A = @Ai, com A. # 0, uma dlgebra artiniana graduada. Dizemos
i=0
que A é uma algebra de nivel se

onde m = @ A;.

1>0

(0:m) = A,

Em outras palavras, a definicdo acima nos diz que, uma algebra é de nivel se seu socle
é concentrado apenas em grau homogéneo. No contexto de dlgebras artinianas, dizemos que
A é de nivel se seu socle é concentrado em um grau.

Proposicao 0.2.9. Sejam A uma dlgebra artiniana graduada padrdo e L uma forma linear
geral. Considere o homomorfismo

©Od - Ad — Ad+1
definido pela multiplicacao por L, com d um inteiro positivo. Entdo vale que:

(@) Se g4, é sobrejetivo para algum dy, entdo @4 é sobrejetivo para todo d > dy;
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(b) Se A é de nivel e pg4, € injetivo para alguma dy, entdo ¢4 é injetivo para todo d < dy.

Demonstracdo: Veja [[22] Proposicao 2.1]. |

Pelos itens supracitados, temos, em particular, que se A é uma d&lgebra de nivel e
dim[A]4, = dim[A]4y+1, para algum doy, entdo A tem WLP se, e sé se, ¢4, € injetivo e,
consequentemente, é um isomorfismo.

Proposigao 0.2.10. Sejam I C R = k[xo, - ,x,] um ideal artiniano monomial. Entdo, a
algebra A = ? tem WLP se, e s6 se, g+ ---+ 2, é um elemento de Lefschetz de A.

Demonstragao: Seja L = agzg + - - + a,, uma forma linear geral. Neste caso, podemos
assumir a; # 0 para todo 1 < ¢ < r e, em particular, a,, = 1.

Considere J C S := K[z, -+ ,x,—1] 0 ideal gerado pelos elementos obtidos pelos gera-
dores minimais de I apds substituirmos agzg + - -+ + ap—12,—1 por x,. A partir disto, seque
que A/LA=S/J. '

Desse modo, temos que cada gerador minimal de J é da forma 23! - - - 27" (agxo + - - - +
Un-1Tn_1)’. Ao substituir por (agrg)? -« - (a@n_12n_1)"" " (—agzo + -+ + Gp_12,1) 7", ve-
jamos que em nada altera o ideal J, uma vez que assumimos os a,s ndo nulos. Desse modo,
seqgue do isomorfismo

’V”'[yOf"ayrfl] — S
Yi = 4T

que A/LA e A/(xzo+---+x,)A, tem a mesma funcao de Hilbert e, portanto, a equivaléncia
estd provada.’
|

Lema 0.2.11. Seja [ = (F},---, F;) C R um ideal artiniano gerado por r formas lineares de
grau d, com r < (”;:rd) Sejam também L uma forma linear, R = R/(L) e I (respectivamente

F) a tmagem de I (respectivamente F;) em R. Entéo, I falha WLP em grau d — 1 se, e
somente se, Fi,--- , F,. sdo k—linearmente dependentes.

Demonstragao: Inicialmente, observemos que para 1 < i < r e deq(F;) = d, temos que
[R/I]4—1 = R4—1 Desse modo, seque que

- (390559
(n+d)!—dn+d—1)!
d!n!
n(n+d—1)!
dln!

B n+d-—1

B n—1
Se I = (Fy, -+, F,) e deq(F;) =d, entdo dim[R/I]; = (”;rd) — .
Sendo assim, considere

¢ (B)1)ar = (R/1)a

TLembremos que é possivel determinar se L é um elemento Lefschetz de A olhando apenas para a funcao
Hilbert de A/LA.
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o mapa multiplicativo em grau d — 1.

Uma vez que r < (”+§_1) temos que

n+d\  (n+d-1 n+d—1
() - L))
_ (n+d-1
= ( d—1 >+r

r4+d—1

e, consequentemente, ¢ ndo é sobrejetiva em grau d — 1, a menos que r = ( 4 ) Caso isto
ocorra, temos que ¢ é sobrejetiva se, e s6 se, é injetiva. Logo, temos que ¢ nado tem posto
maximo no caso em que ndo é injetivo. Para isto, é suficiente e necessario que dim(Ker(p)) >
0. Isto ocorre se, e somente se,

dim(Imp)) = dim(R/I)4—1 — dim(ker())q—1

0 que nos da

Por outro lado,

coker(¢) = ((R

i1l
—
:U/\
=~ 3T
~ o~
=
ST
ST

h
—~

=
~

~
N—

T

—

N—

e, entao
dim(R/(I, L))y = dim(R/I)4 — dim(Im(y))

implica que

dim(Im( p)) = (” j;z_ d) —r— dim(R/(I, L))a.

Assim, ¢ nao é injetiva se, e somente se,

(n ; d) —r —dim(R/(I,L))s < (n jz_iz 1)

amir/r. ol (") - () -

R/(1,L) = (R/(L))/(I/(L)),

que equivale a

Como

temos que
dim R/(I,L) = dim R — dim I.

Sendo assim, dizer que ¢ ndo ¢é injetivo, equivale a dizer que

dim R — dim I > (n—i—d) — (n—i—d—l) —r

d d—1
e, para isto, é suficiente e necessdrio que d'Lm<F1, , ,Fr> <.
Portanto, a WLP falha se, e somente se, {Fy,---, F,.} é k—linearmente dependente.
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0.2.1 Sistema inverso de Macaulay

Em 1916, o matemdtico inglés Francis Sowerby Macaulay introduziu o conceito de sis-
tema inverso no Gltimo capitulo de seu livro “The Algebraic Theory of Modular Systems” ([18)).
Essa ideia, intrinsecamente ligada a acdo de apolaridade, representa uma peca fundamental
que relaciona os elementos de um anel de polindmios como operadores de derivadas parciats,
uma vez que char(k) = 0, tendo aplicabilidade tanto na teoria dos anéis polinomiais quanto
nos sistemas de equacoes diferenciais parciais com coeficientes constantes. Na presente dis-
sertacao, estamos interessados em explorar a acao de apolaridade, bem como as propriedades
essenciais associadas a um sistema inverso, para podermos desenvolver uma teoria paralela
as propriedades de Lefschetz. Inicialmente, nosso foco é construir tal sistema.

Considere os anéis Q = k[Xo, -+, X,] e R=x[X; ", -, X1]. Queremos dar a R uma
estrutura de @Q—mddulo. Para isto, definamos a operacao ¢ € ) de R do sequinte modo:
Seja ¢ = X¥ € Q um mondmio, este, por sua vez, opera com um mondmio inverso X~ pela
contracao:

YE . x—F X-F+E  se todos os componentes de — F + F sdo ndo positivos
0 caso contrdrio

onde E' = (e, - ,en), F'=(fo, -+, fn) e desse modo,

XP o= X§Xpee X
x-F — Xo—foXl—ﬁ .. _X’r:fn‘

Para um polindmio ¢ € @ e um polindmio inverso f € R, a operacao ¢ - f é definida
como um elemento de R obtido pela expansao formal, apresentando-se como um polindmio
de Laurent. No contexto de um anel comutativo R, um polindmio de Laurent é definido como
p(t) = Zaktk, onde os coeficientes a; € R, e somente um numero finito desses coeficientes

keZ
sao dlfereentes de zero. Essa expansdo, no nosso caso, é realizada aplicando a regra especifica
para a multiplicacdo de mondmios X - X~=F considerando as poténcias associadas F e F.

Observando o fato de que a injetividade é obtida ao olharmos para o corpo residual
k=Q/(Xo, - ,X,), temos que 0 @—mddulo R é um mddulo injetivo e o definimos como
sistema inverso.
Agora, considerando R = s[X; "', -+, X 1], por simplicidade de notacdo, vamos escrever
X; =x; ' e, assim, R = K[xg, -+, x,], desse modo, um mondmio em R pode ser visto como
o produto

J1

e
xi 'Tn

com o0s expoentes posttivos.

O conjunto de todos os polindmios forma uma k—base para o anel de polindmios R.
Além disso, é possivel que uma constante multipla de um produto das poténcias do mondmio
xfl .-+ zJn pode ser chamado de monomial e entdo um elemento da base para R, sendo este
uma constante multipla ndo nula, pode ser considerado como elemento basico.

Escreva

9
0@-

e considere Q@ = k[0y, -+ - , 0,]. Nao é dificil ver que R é um Q—mddulo.
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Tendo a correspondéncia

(90 > T
X, & X!

segue que
1

ag ..a1 an —ag —ai —Qan
ﬁxo xl A xn H XO Xl A X
ag:ay- - Qp-

n

e, a partir disto, R torna-se o sistema inverso para ().
Além disto, tal correspondéncia nos dé o isomorfismo de anéis

R[X()a." 7Xn] — "1[807"' 7871]

bem como o isomorfismo de mddulos

)[Xo -, X = Rlwe, e, ).
Em tese, a partir desta construcdo, podemos definir sobre os anéis R = k[Xo, -, X,] e
M = K[xg,- -+ ,x,] uma acdo de R sobre M

R1XM] — M]*’L
1.G) o F(pe )G

ozy’ Oz,

dando a M a estrutura de R—mddulo graduado.

Obtemos assim a definicao de sistema inverso de Macaulay sobre um ideal, que serd o
caso de nossos estudos.

Para a proxima definicdo, vamos usar a mesma notacao de usamos para acdo acima.

Definigao 0.2.12. Seja I C R um ideal homogéneo. O sistema inverso de Macaulay é dado
por
IV .={NeMVFel F-N =0}

e este se trata de um R—mddulo graduado de M.

Quando I é um ideal monomial, o médulo do sistema inverso (I7'), é gerado pelos
mondmios em Ry correspondentes aos monomios em My, mas ndo em Iy

Exemplo 0.2.13. Seja R = k[xo, 21, x2]. Consideremos o ideal artiniano I C R, com [ =

(23,23 23, mor129). Entdo, seu sistema inverso de Macaulay é dado por

—1 2 2 2 2 2 2
I = (x§xy, T5T2, ToTT, ToTs, T1Ta, T1T5).

0 0 0 0 0 0

Oxdxy’ Oxday’ Oxoa?’ dxoxs’ Oxixy’ Oxy3

— (3 3 .3
) anula I = (xj, 27, x5, xox129).

Uma vez que (

Exemplo 0.2.14. Seja I = (z3, x1, 25, 2311, 2310, T0x3, 1013, 2379, 173) C K[To, T1, 23], EN-
tao

-1 2.2 2 2,2 2 2 .2 2
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Uma associacdo quase imediata que podemos fazer em relacdo ao sistema inverso de
Macaulay é com a estrutura de um anulador de um anel. Dado T" C M um R—mddulo
graduado, temos que

Am(T):={FeRF-N=0,N €T}

é um ideal homogéneo em R.
Se F'- N =0 e deg(F) = deg(N), entdo F' e N sdo considerados apolares entre si.
Relacionando os resultados da funcdo de Hilbert com o sistema inverso de Macaulay,

obtemos que
ha(i) = dim(A4;) = dim(/7")

onde A= R/I.
As observacoes acima nos sugerem o seguinte resultado.

Teorema 0.2.15. Temos a bijecao:

{Ideais homogéneos I C R} <« {R—submddulos graduados de M}
I — It
Ann(T) « T.

Em particular, I' é um R—médulo finitamente gerado se, e somente se, R/I é um anel
artiniano.
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Capitulo 1

Sistemas de Togliatti

Neste capltulo, definiremos nosso objeto de trabalho, abordando sua relagdo com o pro-
blema de determinar variedades que satisfazem ao menos uma equacao de Laplace e com a
classificacao de variedades téricas.

Nos trabalhos de G. Ilardi, [15] e [16], foram apresentados resultados relevantes sobre
sistemas de Togliatti e suas caracter(sticas. Posteriormente, em [20], E. Mezzetti, R. M. Miré-
Roig e G. Ottaviani, propuseram uma nova abordagem para compreender esses sistemas. Em
seguida, em [19], E. Mezzetti e R. M. Mir6-Roig forneceram novas caracterizagdes para os
sistemas de Togliatti, incluindo conceitos de suavidade e minimalidade. Neste capitulo, vamos
introduzir ferramentas geométricas que nos ajudardo a compreender melhor esses sistemas.

1.1 Equacodes de Laplace

Um espaco bastante usado nos estudos da geometria algébrica e da geometria diferencial, é
0 espaco tangente. A partir do espacgo tangente consequimos informacées sobre a variedade
em questdo, como, a suavidade. Além disso, também hd uma conexdo entre estes espacos e
as conhecidas equacdes de Laplace. Neste capitulo estamos interessados em apresentar tal
relacdo, utilizando o mesmo ponto de vista de D. Franco e C. Ilardi em [8].

Suponha que X é uma variedade quase projetiva de dimensdo n contida em PV, e que
x é um ponto suave em X. Podemos escolher um sistema de N coordenadas afins em torno
de x, juntamente com uma parametrizacdo local U de z, tal que f: A — U, onde A é um
multidisco. A partir disto, temos a seguinte definicao:

Seja I C R = k[xg,--+ ,x,]. Defina IV := {f) ; f € I} o espaco vetorial formado
por todas as partes lineares dos elementos de I. Isto nos d&, por definicao, um subespaco
(n + 1)—dimensional de k[zg, -+ ,x,] formado por todas as formas lineares do tipo

{apxog + -+ -+ apx, ; a; € K}.

Desse modo, temos que o conjunto dos zeros locais de I Z(I(l)), é um subespaco
linear de A™ canonicamente dual a k[zg, - -+, 2,,]Y /I, como um espaco vetorial, desde que
0 pareamento

(1)
i ](1)7xn] x Z(IM) = &

(f,P) = f(P)
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seja nao degenerado.

Definicao 1.1.1. Seja  um ponto na variedade X C P". Tomando uma vizinhanca de z,
assuma que = = (0,0, ---,0). Definimos o conjunto

Tx ={Z(fV); fel(x)}
como sendo o espacgo tangente de X em z.

Na definicdo acima, fazemos uma mudanga linear de coordenadas. Vejamos como isto
ocorre.

Considere x = (ag, - ,a,) € X. Escreva y; = x; — a;. Podemos, pela expansdo de
Taylor, escrever qualquer polindmio f € k[xg,- - ,x,] como
of

fxo, -+, 2,) = fx) + ; o, (x) - y; + (termos ao menos quadrdticos em ;).
Sendo assim, podemos “ver” o espaco tangente T, X, para qualquer x = (ag, -+ ,a,) € X,

dado pelas equacoes
of B
> oz, (z)(zi —a;) = 0

i

para todo f € I(x).

Em termos mais simples, o espaco tangente T, X é o conjunto de todos os vetores cujas
derivadas parciais em z se anulam nas equacdes polinomiais que definem a variedade.

Essa definicao permite estender o conceito de espaco tangente para objetos geométricos
definidos por equacdes polinomiais, como curvas algébricas e variedades algébricas mais
gerais, dentro do contexto da geometria algébrica.

Vamos agora dar uma nocdo de espaco vetorial a partir do nosso préoximo resultado para
podermos falar de uma das nossas principais ferramentas: o critério Jacobiano.

Lema 1.1.2. Seja X C A" uma variedade e assuma = = (0,---,0) € X. Vale que
K/[IO,"' ’xn](l) o m
I(z)® - m?’

onde m = {p; p(x) =0} C Ox, é o ideal maximal do anel local de X em =.

Demonstragao: Veja [[9], Lema 4.4.3]. |

Em particular, esse lema nos fornece uma definicdo mais intrinseca do espaco tangente
T,X. Podemos afirmar que T,X ¢ o dual do espaco vetorial (n + 1)—dimensional m/m?.
Essa definicao alternativa nos permite definir o espaco tangente para qualquer variedade X
(que ndo seja necessariamente afim).

Definigao 1.1.3. Uma variedade X é suave em um ponto = € X se o espaco tangente T, X
tem ao menos a mesma dimensao de X. Em simbolos, para X ser suave, é necessario que a
seguinte implicacdo seja satisfeita:

dim(X) = w = dim(7,X) > w.

Se X' é suave em todo ponto, dizemos que a variedade é suave e se ela é suave em quase
todo ponto, dizemos que é quase suave. Caso contrario, dizemos que X" é sinqular.
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O resultado a sequir, nos dd um critério necessario e suficiente para sabermos se uma
variedade é suave. Ele também serd util futuramente para obtermos a equacao de Laplace
desejada e as informacdes obtidas por meio dela.

Proposicdo 1.1.4 (Critério Jacobiano). Seja X C A™ uma variedade afim com I(X) =
(fo,+-+, fr) um ideal. Entdo, X é suave em um ponto x € X se, e somente se, 0 posto
O
03:]-

da matriz Jacobiana ( (x)) é pelo menos n — dim X. O mesmo vale para X C P
rXn

Demonstragao: Como visto anteriormente, a linearizacdao de uma funcdo f; sobre um ponto
, Ofi
z = (ag,--- ,a,) é dada por Zj: 695; (2)(z; — ay).

Por definicao, uma variedade afim X é suave em um ponto z se estas funcées (f/s)
definem um subespaco linear de A™ de dimensdo ao menos w, onde w = dim(X’). Ou seja,
se, e somente se, o subespaco linear de k[zg,--- ,,]") gerado pelas linearizacées acima
tem dimensao ao menos n — w. No entanto, a dimensao deste espaco linear é exatamente o
posto da matriz cujas entradas sdo os coeficientes das funcdes lineares. O que prova nossa
equivaléncia.

Para o caso projetivo, basta cobrir P™ por n+ 1 espacos afins {z; # 0} = A" e aplicar o
mesmo argumento do caso afim.

Em particular, temos que se o posto da matriz jacobiana é r (a quantidade de funcdes),

entdo X' é suave de dimensdo n — r. Além disso, se X C A" (ou P"), é tal que X = Im(p),

com ¢ := (fo,-- -, fr), denotamos a matriz Jacobiana por Jac ¢(z) = <§f (SL’))
j

Exemplo 1.1.5. Sejam n e d inteiros nao negativos. Considere X a hipersuperficie de Fermat:
X:{(xoxn) ’ :Eg_i_.._i_xz:o}

segue que a matriz jacobiana tem apenas uma linha, cujas as entradas sdo dadas pelas
derivadas dz?~'. Consequentemente, esta matriz tem posto 1 e, portanto, é suave.

Exemplo 1.1.6. Seja X = {(s® : s*t : st* : t3) € P?; (s : t) € P'} a clbica torcida. Podemos
reescrevé-la como

. . . 3. 2 — 2 — —
X ={(xo:21:29:23) €P° 5 2] —wowy = 5 — 123 = ToT3 — T103 = 0}.
(. -~ (. ~/ S -

~ ~ ~
f1 f2 I3
Sua matriz jacobiana sera
—r9 27 —x9 O
0 —z3 229 —x1
T3 —T2 —T1 Lo

Neste caso, obtemos a suavidade se, e somente se, esta matriz tem posto 2.

Na geometria diferencial, o espaco tangente estd intrinsecamente ligado ao conceito de
espaco osculador. Sob nossa perspectiva, o espaco osculador é uma ferramenta utilizada
para explorar a geometria intrinseca de uma variedade algébrica em torno de um ponto
especifico. Para definir esse espaco em um ponto de uma variedade algébrica, partimos do
espaco tangente discutido anteriormente.
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O espaco osculador é construtdo por meio da adicdo de vetores que incorporam informa-
coes sobre a curvatura da variedade no ponto considerado. Ele é gerado tanto pelos vetores
do espaco tangente quanto pelos vetores obtidos ao aplicar as derivadas de ordem superior
das equacdes polinomiais nesse ponto. Esses vetores, que derivam das derivadas de ordem
superior, fornecem detalhes sobre a curvatura da variedade nesse ponto especifico. Sendo
assim, temos a seqguinte definicao.

Definicao 1.1.7. Seja = um ponto suave na variedade X C P". O espaco gerado por todas
as derivadas parciais de ordem menor ou iqual a s é dito espaco osculador e denotado por
T:X.

Embora a dimensao esperada de 77X seja dada por (”j‘s) -1, em geral, a dimensdo real
dim(72X) é menor ou igual a esse valor, neste caso, dizemos que a variedade em questao
possui defeito osculador ou osculatdrio.

Para a proxima definicdo, relembremos que, em um aberto U C R”, a equacao de Laplace
é definida por Af =0, onde A denota o operador de Laplace (ou laplaciano):

2
— Ox;

Af =

em que f é uma funcao de U C R™ em R.

Definigao 1.1.8. Se, para todos os pontos suaves em X, a dimensao real de T3X é estrita-
mente menor a (":S) —1 — ¢ para algum 9, dizemos que X satisfaz J equagdes de Laplace
de ordem s.

Em 1929, E. Togliatti trabalhou na busca por superficies cujo espaco osculador possui
dimens&o menor do que a esperada e obteve, em [27] que ha um Unico exemplo de superficie
racional X C IP° obtida pela projecao de Veronese V(2,3) C P° e que satisfaz uma equacao
de Laplace de ordem 2, sendo a imagem de P? via o sistema linear

(w221, 027, 2320, T0T3, X279, 1173) C Op2(3).
Como pode ser visto no exemplo a sequir.
Exemplo 1.1.9. A superficie de Togliatti X é dada pelo fecho da imagem do mapa de projecdo
0:P? -5 P°
(o : @y :a0) > (w1 @iwy : woT T T T1TT).

Veremos que X satisfaz uma equacdo de Laplace de ordem 2.
De fato, considere x € X um ponto suave geral. A dimensé&o do sequndo espaco osculador
em z é dada pelo posto de

83% 2r; 219 0 0 0 0

Do 2t 0 22, 0 0 0

) Do 0 279 0 229 0 0
Jac’p(z) = d% 1 0o 0 220 0 21 O
Oy 2o 0 0 0 0 227 219

0,2 0 0 0 220 0 2

4

;) —1 =5, ou seja, X satisfaz uma

Note que rk(Jac*¢(z)) = 4 e a dimensdo esperada é (
equacao de Laplace de ordem 2 dada por
2 P 0 Py 2 P &

To—o — TT1Y — Ty ———— + T — T,
0 92 0x0x, 0x007 o3 02105

0%
2
w5 = O
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Em 2007, H. Brenner e A. Kaid, demonstraram que o ideal (23,23, 23, f(xo, 21, 22)) C
K[To, 21, 2] ndo possui a WLP se, e somente se, f € (23,23, 23, mox122). Adicionalmente,
conforme observado no Exemplo 0.2.3, o ideal (z3, 23, 3, zoz172) ndo possui a WLP, e, mais
notavelmente, este é o Unico ideal artiniano monomial gerado por quatro cubicas que fa-
lha WLP. A conexdo essencial entre esse ideal e as equacgoes de Laplace surge quando
explorado o subespaco linear gerado pelos monomios que compdem o sistema inverso de
(23,23, 3, 110923), como no exemplo acima. Nesse contexto, percebemos que a variedade
associada satisfaz uma equacdo de Laplace de ordem 2.

Sendo assim, surge a sequinte questdo: existe alguma relacdo entre um ideal artiniano
I C K[z, -+ ,x,] gerado por r formas lineares de grau d, que falha WLP e a projecdo da
variedade de Veronese V(n,d) que satisfaz ao menos uma equacdo de Laplace de ordem
d—17?

E. Mezzetti, R. M. Miré-Roig e G. Ottaviani mostram em [20] que sim, de fato, ha uma
estreita relacao entre estes fatos. Antes de vermos o teorema que estabelece isto, fixaremos
algumas notacoes e definigdes que se farao necessarias.

Sejam I = (f1,---, fr) C K[xg,- -+ ,x,]) um ideal artintano gerado por r formas lineares
de grau d e 1! seu sistema inverso de Macaulay, como definido na secdo 0.2.1. Associando
a (I71)4, existe um mapa racional

P(n;d) i1

Pty P -
e, uma vez que [ é artiniano, existe um morfismo
01, P" ——» ]P;r—l
associado a 1.
Assim, definimos
X1y = Im(p),)
que é a projecdo de V(n,d) por ((I71)4).
Também definimos
X1, == Im(pr,)
que é a projecdo de V(n,d) por (fi, -, fr).
A partir disto, temos o seguinte resultado que faz a conexdo desejada:

Teorema 1.1.10 (Teorema do Chd). Seja I C R = k[zo, -+ ,x,] um ideal homogéneo ar-
tiniano gerado por 7 formas lineares fi,-- , f, de grau d, com r < ("**7"). Entdo, sdo
equivalentes

(a) I falha WLP em grau d — 1;

(b) As formas homogéneas fi,--- , f. se tornam linearmente dependentes em um hiperplano

geral H C P

(c) Avariedade X := X, ;-1),satisfaz a0 menos uma equacgdo de Laplace de ordem d — 1.

Demonstragao: Vamos mostrar a equivaléncia entre (a) e (c).
Tendo em vista que (R/I)4—1 = R4—1 e que

i n+d-—1 n+d-—1
e = () (755

< <n+d> .
n

= dim(R/I),,
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temos que I falha WLP em grau d — 1 se, e somente se, para uma forma linear L € R; o
mapa multiplicativo
XL:(R/I)g—1 — (R/I)4

nao é injetivo.
Para isto, utilizaremos a dualidade de Macaulay-Matlis 0.2.1, que nos da que

dim(R/I); = dim(I™1);.
Sendo assim, basta mostrar que o posto do mapa dual
(Ia = (I )a-

é ("+Z_l) — 1. Isto equivale a dizer que o (d — 1)—espaco osculatério T471X é gerado por
todas as suas derivadas parciais de ordem menos que d — 1 de uma dada parametrizacao
de X, cuja dimensdo &, no méaximo, ("*97) — 2. Ou seja, X,, (;-1, satisfaz uma equacdo de
Laplace de ordem d — 1.

J& a equivaléncia entre (a) e (b), seque imediatamente do Lema 0.2.11 |

A relacdo vista acima, por meio do Teorema do Cha (Teorema 1.1.10), nos sugere a sequinte
definigao.

Definicao 1.1.11. Seja I C R um ideal artiniano homogéneo gerado por r formas lineares

f17 R 7fr de grau d, comr < (ni—i;l) Definimos:

1. Se I satisfaz uma, e consequentemente todas as condicoes do Teorema 1.1.10, dizemos
que I (ou I~!) define um sistema de Togliatti.

2. I é um sistema de Togliatti monomial de / é gerado por monomios;
3. I é um sistema de Togliatti suave se a variedade é suave;

4. I é um sistema de Togliatti minimal monomial se I é gerado por mondmios my, - -- ,m,
e se nao existe subconjunto préprio m;,,--- ,m; _, que define um sistema de Togliatti.

Exemplo 1.1.12. Como vimos no Exemplo 0.2.3, o ideal
I = (23,23, 25, xor172) C K[wo, 71, 73]

falha WLP em grau 2.
Além disso, como vimos no Exemplo 0.2.13,

—1 2 2 2 2 2 2
I = (x5xy, T5T2, ToTT, ToTy, TiTa, T1X5),

e pelo Exemplo 1.1.9, a variedade X = X, (;-1), satisfaz uma equagao de Laplace de ordem 2.
Assim, I define um sistema de Togliatti de clibicas. Este é o exemplo conhecido como Exemplo
de Togliatti. O termo “sistema de Togliattl" é atribuido como uma forma de homenagear o
matemdtico Eugenio Togliatti, que fol o pioneiro a estudar essas relacdes a partir do ideal
do exemplo acima.
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Exemplo 1.1.13 ([29] Teorema 3.1). Sejam d = 2k + 1, onde k& é um inteiro positivo,

en = 2. Sejam também Ly,---, Ly formas lineares em 3 varidveis. Entdo, o ideal
I = (LY,--- L4 Ly---Ly) gerado por d + 1 formas lineares, falha WLP, uma vez que
LY .-+ L3 Ly--- Ly tornam-se linearmente dependentes em uma reta de P2 Sendo assim,

I define um sistema de Togliatti de grau d.
Para o caso d = 5, considere as formas lineares

Ly (xo + 21 + 22)
Ly = (xo+ a1 —x9)
Ly = ($0 S $2)
Ly = (—zo— a1+ x2)
Ly = (vg— 21+ x2)

e o ideal I gerado por (L4,--- L4 Ly---Ly):

I = ((wo+ 21+ 32)° (20 + 21 — 22)°, (20 — 11 — T2)°, (=20 — 71 + 22)°, (T0 — 1 + T2)°,

(ZEO + T + ZEQ)(?L’O —f- 0 l‘g)(l’o — X1 — l‘g)(—l‘o — I + Ig)(l’o — I —I— 1'2))
Com o auxilio do Macaulay? [11], obtemos

IV = (2371 — 3073 + T30 — T + xoxg — 1175, 42307770 — 190535 — 48%172 + 5laiz;
— 42075 + 19x1:c2 313, Txy — Tixo, 30223 4 300k — woxh + 2123, 1] + 223w,
—2mws — a5, 14atay — 162203 — 14wom ol + 1720205 — 3wy — 25, 15 + 2052,

4 6 5 5 4
+6x575 — 6xTws — 23175 — Ty, TS, BT, TS, ToT1TS).

Pelo exemplo acima, podemos perceber que o célculo de (I71); ndo é trivial em alguns
casos. Entretanto, quando estamos no caso monomial o sistema linear (I71), pode ser obtido
facilmente tomando-se os monomios de grau d que ndo estdo em I, o que justifica nossa
escolha por este tipo de ideais.

Exemplo 1.1.14. Considere o ideal I = (x], 27, 23, ¥3x3we, x3x173, Tox?23). Afirmamos que

I é um sistema de Togliattt monomial minimal.
De fato, usando a Proposicdo 0.2.10 e o Lema 0.2.11, ao restringirmos I ao hiperplano

To + 1+ 22 =0 e tomarmos x, = —xg — 1, temos
5 .5 5 .22 2 2 2 2
I = (xg,2],(—xo — x1)°, 2527 (—x0 — 1), x521(—20 — T1)°, To2(—T0 — T1)7)
= (x5, 2% —a) — bwgr, — 102)2% — 10232 — Sxox] — o3, —wiw) — 2027,
\/ ~~ 7 N\ ~~
A B C D

3 2 2 3 3 2,2 3
ToT1 + 2007 + ToxY, Ty + 27T + To).
Vv Vv

E F

Observe que
C=—-A—-B-5D+FE+F),

assim, pelo Lema 0.2.11, como as formas lineares sao linearmente dependentes, temos que
I falha WLP. Logo, I é um sistema de Togliatti monomial. Mais ainda, I é um sistema de
Togliatti minimal, uma vez que nenhum outro ideal contido em I forma um sistema de Togliatti,
pois caso retiremos algum mondmio I, e tomemos x9 = —xp — x1, Nao € possivel obter uma
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combinacao linear entre os mondmios restantes. Por outro lado, observe que se considerarmos
J = (2, 28, 23, xdximy, vir a3, woxiad, xox 23), que é essencialmente J = [+xx 23, temos
que J seria um sistema de Togliatti, assim como I. Por esse motivo, nos concentraremos nos
sistemas de Togliatti minimais, onde a redundancia da classificacdo é removida, pois como
vimos pelo exemplo acima, se um ideal de grau d falha WLP, ao acrescentarmos mondmios

de grau d, o ideal continuard a falhar WLP.

Definicao 1.1.15. Um sistema de Togliatti I de formas de grau d é dito trivial se existe uma
forma I de grau d — 1 tal que (zoF, -+ ,z,F) € I™*

Exemplo 1.1.16. Seja ' uma forma homogénea de grau d—1. Uma vez que xoF, - - - ,x,F se
torna linearmente dependente no hiperplano zy + - - - 4+ x,, = 0, usando a Proposicao 0.2.10,
temos que qualquer ideal artiniano da forma

[:(x(b... ,xn)F‘i‘(Fl,"‘ ’FS)’

onde cada F; é uma forma de grau d, para 1 < ¢ < s, é um sistema de Togliatti e, em
particular, é trivial.

1.2 Variedades Toricas

As variedades tdricas sao objetos algébricos-geométricos que estabelecem uma conexdo
entre teoria dos politopos, dlgebra linear, algebra homoldgica e geometria algébrica. Essas
variedades fornecem ferramentas para o estudo solucdes de sistemas de equacoes polinomiais
e estdo intimamente relacionadas a teoria dos toros algébricos. A teoria das variedades
téricas se originou na interface entre geometria algébrica e geometria convexa. Com elas,
conseguimos classificar uma ampla classe de espacos algébricos, sendo este o nosso objetivo.
Neste caplitulo, estamos interessados em entender suas relacdes com os anéis de polindmios
e quais informacoes que estas ferramentas nos ddo com respeito as variedades algébricas.

Considere V' = {wp,--- ,w;} como sendo o conjunto de pontos distintos em Z7 com
wo = 0. Podemos associar a V' o mapa monomial afim
v:Ct — C',
T (17m1a"' 7mt)
Wi

AL Wiy Wig n
onde m; representa 0 mondmio x; ‘mxy -y "

Isto é, sendo {my,--- ,mn} C K[xg,--- , ;| um conjunto de mondémios de grau d, pode-
mos associd-los a uma (N + 1)-upla de inteiros ndo negativos:

my = a0z = my > w? = (Wi, wh) € ZNT
Sendo assim, A := {w(o),--- ,w(N)} é um subconjunto finito de Z¥*!. Para qualquer
z = (20, 2) € (C)V" e w = (wy, - ,wy) € ZNT!, definimos 2% := 20 - .. 2%,

Agora, defina
X0 .= {(xw“” o xwm) |2 = (g, ,an) € (c*)"“} c PV,

O seu fecho define uma variedade projetiva X4 := X_g. Tal variedade, a partir de agora,
serd nosso principal objeto de estudo.
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Definigao 1.2.1. Dado um par (X, «), dizemos que ele define uma variedade térica se satisfaz
as condicoes

(@) X é uma variedade quase projetiva;

(b) a: (C*)" x X — X é uma acdo com uma 6rbita densa, ou seja, existe x € X tal que

Ou(z)={a-z]|ae (C)"} =X.

Sendo assim, XY como definido anteriormente, é uma variedade tdrica.

Proposicao 1.2.2. Seja A = {w®, .- . w®™} um subconjunto finito de Z"*'. Entdo X§ é
uma variedade térica.

Demonstragao: Seja

a: (CHx PV — PV

w(© wN)

x-(zg:iz2n) = (2¥ 7z 2 2nt).
Por definicdo X9 = {(x“(o) Do :x“’(m> |z € (*)nH} = O04((1:---:1)). Entdo Xq =
Ou((1:-++:1)) é uma variedade térica junto com « : (C*)"™! x X9 — X9

[
Por abuso de notacdo, ao falar de variedades tdricas do tipo X4, omitiremos a acdo a.

Na primeira secdo do artigo de Perkison [24], sdo introduzidas as inflexdes de mapas afins
monomiais. O objetivo central é demonstrar que as dimensées dos espagos osculatdrios do
mapa v, conforme definido, sdo determinadas pela funcao de Hilbert do conjunto de pontos do
reticulado. Realizaremos uma breve discussao sobre essas inflexdes para melhor compreensao
de como isso pode ser aplicado no estudo das equacoes de Laplace. Para mais detalhes, o
leitor pode consultar [10] e [24].

Dado s € Z%,, denotaremos a s-ésima derivada parcial de v da sequinte maneira:

1 olsly
Vs = <A
sl Oxt - Oxsn

onde |s| =>" s, e sl =51l 5,
Para estudar as inflexdes de v, defina para cada inteiro £ > 0 a matriz de k-jatos de v

Jev = (US)0§\3|§k

cujas linhas sao as derivadas parciais de v até a ordem k, escritas em qualquer ordem.

Neste contexto, podemos entender o k-ésimo espaco osculatdrio de v no ponto p € C*,
como sendo o espaco gerado pelos vetores vg(p) para 1 < |a| < k, transladados para
v(p). Sendo assim, para k = 1, o espaco osculatério é o espaco tangente para v em p, e
k + 1—ésimo espaco osculatério é determinado pelos primeiros movimentos infinitesimais do
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k—ésimo espago osculatério. Como 0 estd incluido em V, seque-se que v é linearmente
independente de v, com |s| > 0. Portanto,

rk (Jyv(p)) = 1 + dim (Oscy v(p)) -

n+k
k
Uma consequéncia que pode ser visto em [24] (Proposicao 1.1) é que o posto genérico de
Jiv é dado por

Se o posto for menor que < , dizemos que p é um ponto de inflexao.

rk (Jyv(1, -+, 1)) = hy(k), (1.1)

onde Hy é a funcao de Hilbert afim de V.

Em outras palavras, Hy (k) representa a codimensdo no espaco linear dos polindmios em
n varidveis e de grau no maximo k£ daqueles polindmios que sdo satisfeitos pelos pontos do
reticulado V- C Z" C C".

Como estamos interessados no estudo do defeito osculatério de variedades, visando obter
uma equacao de Laplace, o resultado a sequir desempenhard um papel fundamental nesse
objetivo.

Proposicdao 1.2.3. Seja A C Z""!' um subconjunto finito, e seja X4 C P" a variedade
torica associada a A. Entdo, ¥ : P" — X, tal que (tg:---:t,) — ("0 :---:t™N) é uma
parametrizacdo onde

(@) mi = (Mg, - -+ ,M4n) € A;

Além disso, se houver uma hipersuperficie de grau d em P™ que contém todos os pontos de
A, entdo X 4 satisfaz uma equacao de Laplace de ordem d.

Demonstracdo: Dadas i = (I, -+ ,l,) e a = (8o, -, S,) duas (n+1)-uplas de inteiros ndo

negativos, considere:
ot 1 ol Ly s
ots  slotso-..gtsn  \ So S '

Podemos organizar todas as derivadas parciais de ¥ em um ponto geral ¢ na matriz como
se seque:

dim, dsm dimn
B D e M
d m dyim d mn
idt 10 (Z) ;igt—l; (f) e atdt I (E)
Hd(‘lj)@) = dm‘ d'm.sl dm.
aaisso (ﬂ 8atts (Z) e aatts (ﬂ
d m d 'm: o d m:n
aaigllo (E) 83@%1 (E) e 83@% (E)
Observe que dim, P (T( (%XA) =1k H(V)(¢) — 1. Entdo, X4 satisfaz uma equacdo de

Laplace de ordem d se, e somente se, para t € P™ geral, houver uma dependéncia linear entre
todas as colunas de H(W)(¢). Como ¢ é geral, podemos assumir ¢ = (1 : ---: 1), e usando
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a expressao de derivada parcial acima, cada coluna de Hy(¥)(1 : ---: 1) pode ser escrita

como
() ()]
SO Sn S€Z7L+1
tal que |s| = d.

Portanto, uma combinacdo linear nula dessas colunas corresponde a uma hipersuperficie
de grau d passando por todos os pontos de A. [ |

Sejam I C k|xg,---, 2, um ideal monomial artiniano gerado por mondémios de grau
d e I™! o seu sistema inverso. Denotamos por A, o simplexo padrao n-dimensional no
reticulado Z"*!, consideramos dA,, e definimos o politopo P; como o envoltério convexo
do subconjunto finito A; C Z"*! correspondente aos mondmios de grau d em I~!, definimos
também a sub-reticulacdo Aff; (A7) em Z"*! gerada por A; da sequinte forma:

AHZ(AI)::{an~x; ng € 7, anzl}.

TEAS €AY

Vejamos isto ilustrando no exemplo de Togliatti.

Exemplo 1.2.4. Considere o sistema de Togliatti I = (z3, 23, 23, zox112) C K[T0, 1, T2).

Como vimos no Exemplo 0.2.13,

-1 2 2 2 2 2 2
I = (x5xy, T5x2, ToTT, ToTs, LT, T1T5)
é o seu sistema inverso de Macaulay. Sendo assim, temos que A; C Z3 é dado por

Ar=1{(2,1,0),(2,0,1),(1,2,0)(1,0,2), (0,2,1), (0,1,2)}.

e, assim,
30y = A; U {(3, 0, O), (0, 3, O), (O, 0, 3), (1, 1, 1)}

Pelas informacdes acima, construimos Py, o politopo associado ao sistema de Togliatti I:
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Enunciaremos alguns resultados que serdo uUteis no estudo dos sistemas de Togliatti.

Proposicao 1.2.5 (Critério de minimalidade). Seja I C k[xg, - ,x,] um ideal monomial

artiniano gerado por r mondmios de grau d. Suponha r < (":Lrﬁl) Entdo, I é um sistema

de Togliatti se, e somente se, existe uma hipersuperficie de grau d — 1 contendo A; C V/ians
Além disso, I é um sistema Togliatti minimal se, e somente se, qualquer tal hipersuperficie
F ndo contém nenhum ponto integral de dA,\A;, exceto possivelmente alguns dos vértices
de dA,,.

Demonstragao: Este resultado seque como uma juncdo do Teorema 1.1.10 e da Proposicao
1.1 de [24] cujo resultado estd descrito em 1.1. |

Exemplo 1.2.6. Veremos que o ideal artiniano I = (zq,71)% + (29, 13)% C klxo, 71, T2, T3]
é um sistema de Togliattt monomial minimal usando a proposicao a cima. A partir de I,
definimos o sistema inverso de Macaulay

It = (1’0$1$2, ToXT1T3, LT3, LT1T2X3, $8$2, 1‘(2@37 $0$§7 l’ofﬁg, x%@, ﬁx:s, $1I§7 xﬁ%)
Logo
AI = {(270717())7(1707270)7(2707071)7(1707072)7(0727170)7<O717270)7
(0,2,0,1),(0,1,0,2),(1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,0,1,1),(0,1, 1, 1)}

Observe que, existe uma Unica hiperquadrica contendo todos os pontos de A; e nenhum ponto
integral de 3A3\A; a saber. De fato, seja

2 2 3 2
Q = a1xy + aexoT1 + azToT2 + A4ToT3 + A5T] + AT1T2 + A7T1T3 + AT, + AgTaT3 + A10T5.
Como Q passa pelos pontos de Aj, temos

4ay + 2a3 +ag =
4ay + 2a4 + a9 =
ay +az +asz +as + ag + as
ay + ag + a4 + as + ar + ayg
a1 + 2as + 4ag
ay + az + aq +ag +ag + ayp =
a1 + 2a4 + 4aqg
das + 2a¢6 + ag
4as + 2a7 + ao
ag + 2a¢ + 4ag
as +ag +ay+ag+ag+ay g =
as + 2a7 + 4ap =

O O O O O O O O o o o O

assim,
a1:a5:a8:a10:2
a2:a2:a9:4
a3:a4:a6:a7:—5

que nos da

Q (xg, 1, T, x3) = 2 (xg + 22 25+ x§)+4 (xox1 + X223)—b (Toxo + Tox3 + 122 + T123) .
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Proposicdo 1.2.7 (Critério de suavidade). Sejam I C R = k[zg, -+ ,x,] um ideal monomial
artiniano gerado por mondmios de grau d e A; C Z""' o conjunto de pontos integrais
correspondentes aos monémios em (I~1),, Sy o semigrupo gerado por A, 0 e P; o envoltdrio
convexo de A; e X4, a variedade tdrica projetiva associada ao politopo P;. Temos que X4,
é suave se e somente se, para qualquer face ndo vazia I' de P;, as sequintes condicoes sao
satisfeitas:

(a) O semigrupo S;/I' é isomorfo a Z7 com m = dim (P;) — dimI" + 1;
(b) O reticulado formado por Z"™ N Affg(T") e Affz (A; NT') coincidem.

Demonstragao: Veja [[10] Corolario 53.2] |

As condicoes da proposicdo anterior podem ser interpretadas da sequinte maneira. Pri-
meiramente, vamos considerar cada um dos vértices de P; (um de cada vez) como a origem do
sistema de coordenadas e em sequida, para cada aresta do politopo que se inicia no vértice,
escolhemos o primeiro ponto naquela diregdo que possui coordenadas inteiras. Se fizermos
isso para todas as arestas a partir deste vértice, a condicdo (a) é satisfeita se, e somente se,
os pontos resultantes formarem uma base para Z™. ]& a condicdo (b) equivale a exigir que
cada ponto de Z"*!1 que esteja em uma aresta do poligono também seja um ponto de Aj.
Vejamos, a sequir, dois exemplos que ilustram a proposicao anterior.

Exemplo 1.2.8. Considere o sistema de Togliatti I = (z§, 3, 23, 23x129, mo2222) C K[w0, T1, T2),

cujo politopo pode ser visto abaixo.

Seque que m = dim (P;) —dimI’+1=2—1+1 = 2 e, a partir de qualquer um dos
vértices de Py, temos uma base de Z? e a condicdo (a) é satisfeita, por exemplo. Além disso,
note que como todos os pontos de coordenadas inteiras das arestas de P; estdao em A; a
condicdo (b) também é satisfeita. Logo, o sistema de Togliatti I é suave.

Agora considere o sistema de Togliatti J = (23, z1, 23, zor123, 222%) C K[z0, 71, T3], CUjO
politopo pode ser visto abaixo:
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@00 /

Novamente temos m = 2, mas como o ponto (2,2,0) pertence a uma das arestas de Py,
mas nao pertence a Ay seque que a condicdo (b) ndo é satisfeita. Além disso, pelo mesmo
motivo, a partir do vértice (3,1,0) ndo é possivel formar uma base para Z?2.
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Capitulo 2

Classificacao dos sistemas de Togliatti

O objetivo principal deste trabalho é a classificacao dos sistemas de Togliatti minimais
monomiais. Neste capitulo, inicialmente, abordaremos a classificacdo de quédricas e ctbicas,
para depois estendermos nossa atencdo a classificacdo a partir de qudrticas.

Para um sistema de Togliattt minimal monomial I com grau d > 4, estudaremos sua
classificagao a partir do nimero de geradores minimais. Especificamente, nos concentraremos
no intervalo admissivel 2n + 1 < u(l) < (ﬁﬁl), onde pu(I) representa o nimero minimo de
geradores de I. Vamos explorar e classificar a presenca ou auséncia de sistemas de Togliatti
nesse contexto.

Queremos, classificar os sistemas de Togliatti definidos na Definicdo 1.1.11 a partir do
nimero de geradores p(I) de um sistema de Togliattt I. Para tal classificacdo, estamos
interessados no grau dos mondmios e na quantidade de varidveis do anel de polinémios em
que I estd. Observe que em sistemas de Togliatti, pelo Teorema 1.1.10, sempre trabalharemos

com ideais artinianos, assim, (zg,--- ,2%) C I.

Fixemos as notacoes que serdo utilizadas neste capitulo.

Ao longo deste capitulo, utilizaremos o anel de polindmios R = k[xg, - ,x,] em n+ 1
varidveis e todo sistema de Togliatti / serd monomial minimal.

Denotaremos por T (n,d) o conjunto de todos os sistemas de Togliatti monomiais minimais
I C K[z, -+ ,x,] de formas de grau d. Analogamente, denotaremos 7*(n,d) o conjunto
de todos os sistemas de Togliattt monomiais minimais suaves. Nao é dificil perceber que
T*(n,d) C T(n,d).

A partir disto, definimos:

p(n,d) = min{u(l);I € T(n,d)};
'us(n7 d) = min{“<]); Ie TS(”? d)}7
p(n,d) = max{u(l);I € T(n,d)};
p’(n,d) = max{u(l);I € T*(n,d)}.
Queremos obter cotas para tais quantidades de geradores. Para isto, observemos inicial-
mente que todos ideais artinianos monomiais I C k[zo, -+ ,x,| gerados por formas de grau
d > 2 que contém z¢ para i = 0,--- ,n e os ideais (z¢,--- ,z%) satisfazem W LP. Desse

modo, por [19] vale que

d—1
w2 ) < ) < ) < plmd) < (0T,

n—1
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No intuito de abordar a classificacdo de sistemas de Togliatti, comecaremos com d =2 e
d = 3, uma vez que para graus mais baixos podemos perceber com mais precisao o que cada
propriedade nos diz a respeito de um ideal que forma um sistema de Togliatti ou ndo.

2.1 Quadricas

Seja I € T%(n,2) e n > 2. Pela Proposicao 2.8 de [21] existe uma biparticao de
n+1:n+1=a +a, comn—12>a > ay > 2 tal que, a menos de mudanca de
coordenadas,

I = (z, 7$a1_1)2+ (Tay, - ,$n)2-

Corolario 2.1.1. Nas mesmas condi¢cdes da proposicdo acima e as mesmas notacoes, vale

e o= () +on) + (%) o)

Demonstragao: Vamos observar, de inicio, que como estamos em quddricas, desejamos que
todos os mondmios do ideal tenha grau 2. Sendo assim, para compor o ideal, podemos tomar
todas as varidveis duas a duas. Observe também que os mondmios da forma z? também fazem
parte do ideal, uma vez que o mesmo é artiniano.

Como a primeira parte do ideal é

7 = (QT(), e 7xa—1>27

podemos calcular seu “tamanho” pelo argumento acima, isto é

- (()=)

O mesmo vale para a segunda parte de I, alterando apenas a; para ay. Portanto, u(l) =

((5) +a) +((5) +a2)-

A partir disto, consequimos nossa primeira caracterizacao de quddricas.

Proposigao 2.1.2. Sejam n =2\ oun =2\+1en+ 1 = a; + ay uma biparticdo tal que
n—1>a; > ay > 2 onde a; = A+ 1. Entéo

I: (I‘O,"' ,IE)\>2+(SU)\+1,"' 7In)2

é um sistema de Togliatti monomial minimal suave.

Demonstragdo: Considere I = (zg, -+ ,zz)?+ (Tas1, -+ ,T,)?% Podemos expressar z,, como
Tn =29+ -+ x,_1. Sendo assim, I pode ser reescrito como

I = (:EO)"' ,QZ’)\)Q—F(QT)\_,_l,"' axn—l)2
+ (o4 F o) (@agt,  Tne1) + (T + -+ Tl1)?

Isso nos permite afirmar que em um hiperplano geral H C P", as formas homogéneas sdo
k-linearmente dependentes, logo I falha WLP em grau 1 e, portanto, é um sistema Togliatti.
Além disso, I é um sistema Togliattt monomial suave e minimal em razao das Proposicoes
125e127.

[
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Corolério 2.1.3 ([19] Observacdo 3.3). Para n > 3, vale que

< M42X+1 sen=2\
/"L(n7 ): 2
AM+3A+2 sen=2\+1.

Demonstragao: Para mostrar este fato, vamos usar o Coroldrio 2.1.1 e a Proposicao 2.1.2.
Sendo assim, desejamos, de inicio, encontrar a; e as de modo de formem a biparticdo n+1 =
art+ayen—12>a; > ay > 2.

Dividiremos em 2 casos.

[Caso 1: n = 2\

Se n = 2), usando a proposicao anterior, temos que, como a; = A + 1, entdo ay = A.
Pelo corolério 2.1.1, seque que

0 ((5) o)+ ((2) )
(3 ()

A2 4\ A2\
= FAFT+—+2A
2 2
A2 4 A+ 22—\
LR
= N4+22+1,

como quer{amos provar.

Caso 2: n=2\+1

Neste caso, teremos as = A + 1. Assim

o - () m) () )
() ) () 0
(03009

+A+1
= AN 43\+2.

= 2

O Coroldrio 211 e a Proposicdo 2.1.2, nos auxiliam a identificar o sistema de Togli-
attt monomial minimal suave procurado. Uma vez que, dependendo de n, existem diversas
possibilidades para a; e as que satisfazem as condicdes impostas.
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Exemplo 2.1.4. Seja n = 14. Entdao, A = 7. Combinando os Coroldrios 2.1.1 e 213 e a
Proposicao 2.1.2, obtemos que p*(14,2) = 64. Vamos agora verificar agora I.
Observemos que a; = 8 e ay = 7, de fato,

- () ()

Assim, podemos identificar nosso sistema de Togliatti

2 2
I - (I(]?xl’xQ)x3ax47x57x67x7) + (xg,.r97I10,$11,$12,$137x14> .

Exemplo 2.1.5. Se n =19, entdo A =9 e p* = 110. Assim, a; = 10 e a5 = 10. Logpo,

u(l) =2 ((120) + 1o> 110

e, de fato, a particao é dada por a; = 10 e a; = 10. Obtemos, portanto o sistema de Togliatti
minimal monomial suave

2 2
I= (5E07ifl,952,1537134,935,%,557,%8,939) + (9510,3311,9312,9313,9314,11315757616,%17,1618,!319) .
Corolério 2.1.6 ([19], Observagao 3.3). Para n > 3, temos p*(n,2) = (3) + 3.

Demonstracao: Neste caso, consideramos a; =n — 1 e as = 2. Pelo Corolario 2.1.1,

- () o) ()9

= ((n—l)z(n—2)+n_1) +3
_ n22—n+3

|
No caso n = 3, temos
n+1
b=n+2<p’(n,2) =p°n,2) = ( 5 ) = 6.
J& para n = 4,
1
6=n+2<p’(n2) <p’(n,2) = (n—2|— ) = 10.
Paran >4
n+1
n+2<u’(n,2) < p’(n,2) < ( 9 )
Além disso, como pu(n,2) > 2n+1e I = (x2,2? -+, 22, 2071, ToT2, -+ , ToTy) falha

WLP em grau 1, temos que
pu(n,2) =2n+ 1.
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2.2 Cudbicas

Os sistemas de Togliatti monomiais cliibicos sdo um exemplo especifico de sistemas polino-
miais que podem ser estudados usando variedades tdrica e a partir desse estudo, poderemos
compreender as propriedades geométricas de tais sistemas.

Denotaremos por L,, 4 :=| Opn(d) | 0 sistema linear de hipersuperficies de grau d em P"

ng = dim(L, 4) = (n Z d) -1

a dimensao projetiva.

Definicao 2.2.1. Dizemos que um subespaco £ C L,, 4 ¢ um subespaco linear monomial se
pode ser gerado por monomios.

Exemplo 2.2.2 (Simplexo truncado). Considere o sistema linear de cubicas:
L= |{z{rj}ocitjcn | C Lus.
Observemos que dim £ = n(n+ 1) — 1. Assim, consideremos o mapa racional associado a £
o P —-» prnt-1

ou seja, hd n 4+ 1 pontos fundamentais.
Definimos também,

X :=Im(p,) C Prnb-1
como sendo a variedade da projecdo de Veronese V(n,3) para o subespaco linear

n+3Y_
L= | (@ 2% {miwjmibocicionen)) [C PUS)

Afirmamos que X satisfaz uma equacdo de Laplace de ordem 2 e é suave.
Pelo Teorema 1.1.10, sabemos que X satisfaz uma equacdo de Laplace, se e s6 se, o ideal

I = (x4, ) {zwjznfocicjencn}) C R = K[zo, -+, 2]

falha W LP em grau 2. Para isso, podemos usar a Proposicdao 1.2.6 e o Teorema 1.1.10, uma
vez que todos os pontos de vértice em Z"!, correspondentes & base monomial de £, estdo
contidos na quddrica com equacao

2 (ixf) -5 ( Z xix]) = 0.
i=0 0<i<j<n

Também podemos utilizar o Lema 0.2.11. Por ele, é suficiente notarmos que a restricdo de
clbicas 3, -+, 23 {x;x;24 }o<icj<r<n} para um hiperplano geral tornam-se k-linearmente
dependentes e, pela Proposicao 0.2.10, verificamos que eles se tornam xs-linearmente depen-

dentes quando restringimos ao hiperplano zo +x; + -+ z, = 0.

Sendo A, o simplexo padrdo n-dimensional no reticulado Z"*!, consideramos 3A,,, ob-
serve que o envoltdrio convexo Py de Ay C Z™*! é obtido removendo todos os vértices, logo,
P; é um simplexo truncado e, portanto, pela Proposicao 1.2.7, a variedade X é suave.
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Para o caso n = 2, temos o Exemplo de Togliatti 1.24. Em [16], C. Ilardi conjecturou
que o exemplo do simplexo truncado era o Unico sistema monomial de Togliatti suave cuja
dimensao é n(n + 1) — 1. No entanto, em [20], E. Mezzetti, R. M. Miré-Roig e C. Ottaviani,
mostraram que tal conjectura é falsa.

A sequir, faremos para n = 3.

Exemplo 2.2.3. Seja
M = {afz;}ocizj<nstigiz o1y U{zot1 2 acicn C Lo

um sistema linear de cubicas.

Por argumentos combinatérios, temos que |[M| = n? + 2n — 3. Assim, consideramos
@ P ——» P+27=4 g mapa racional associado a M. Considere X := Im(pp,) C P77 4274
é a projecao da variedade de Veronese V' (n,3) para o subespaco linear

I 3,3 3 .2 2 n)
M= (xg, @y, -+ T, 2521, BoxT, {2%; Tk fo<icjchan,(i,)£(0,1)) C p("3)-1,

Temos que, analogamente ao exemplo anterior, X satisfaz uma equacdo de Laplace de
ordem 2.

Observe que, para n = 3, obtemos um contraexemplo para a conjectura de G. llardi, pois,
n’+2n—4=n*>+n-1,seesése n=3.

Exemplo 2.2.4. Seja
N _ < 2 2 2 2 2 .2 2 2,2
= L1, L2, XLnx3, LoL1, LoLo, L1L2, L1X3, L1Lg, LoX3, LoX1X3, LoL2X3, x1$2x3>

o sistema linear 12-dimensional de ctbicas.
Considere oy : P32 --» P! 0 mapa racional associado a A. O fecho da imagem X :=
Im(pp) C P ¢ a projecao para o subespaco linear

3 3.3 3 .2 92 2
N = (p, 21, 75, T3, ToT3, T173, VT3, ToT1T3)
da variedade de Veronese V/(3,3) C P(N) = P*.

Pelos politopos associados abaixo, veremos que ha singularidades em ((0,0,0,1)) e, com
isso, X nao é suave.

1002y (0,10.2)

(2.0,01y (1,101 (0,201)
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X3

Xq

0030
(0,0,0,3)

(1.002y/ (0,0,12) 0102/ 004 7}
{ (0 )4 (0,01.2)
hd ® o °

2,001y (1011) (00271 0201/ 0111 % (0021

0210

XO X2 1 2

Além disso, X satisfaz uma equacao de Laplace de ordem 2. De fato, como 3, x3, x3, (zo+
Ty + T2)3, Tox1 T2, To(To + 21 + T2)?, w1 (20 + T1 + X9)%, To(T0 + 1 + 22)? sdo linearmente
dependentes, temos, pelo Lema 0.2.11, que o ideal

3 .3 .3 .3 2 2 2
I = (z, 27, 3, T3, To5, 105, ToXs, ToX123) C R = K[Tg, 1, T2, T3]
falha WLP em grau 2.

Teorema 2.2.5 ([20], Teorema 4.11). Seja I C K[z, z1, x2, 23] um ideal monomial de grau 3.
Considere, também, X como sendo a imagem de um sistema apolar. Assuma a variedade X
seja suave e que satisfaz uma equacao de Laplace de ordem 2. Entdo, a menos de mudanga
de coordenada, o sistema de Togliatti /=% é um dos exemplos:

(@) I71 = (zdwy, 2iwg, 2iws, 23, 1023, 103, 309, T3, 173, 1123, X33, ToTE).

(b) I™' = (zom122, o123, 20, X223, TOT3, TOT3, TIT2, TIT3, T1 T3, X123, X3T3, ToT3).

() I7' = (wow1 29, X173, ToT2T3, T1T2T3, TaTo, TAT3, ToTs, ToTs, T2To, T2X3, T1X3, T123).
Além disso, se substituirmos “suave” por “quase suave’, teremos 0s casos.

(d) I7' = (zwowoxs, 1 T0m3, 29, 23, T3, TOTE, X319, XIT3, 1123, 1122, X373, TRTS ).

(e) Uma projecdo do caso (b), removendo um ou ambos os monémios (xox;xe, xox1x3), OU
uma projecao do caso (c) removendo um subconjunto dos monoémios (roz1x2, ToT1T3, ToTaTs, T1T2T3)
ou uma projecdo do caso (d) removendo um ou ambos 0s mondmios (zoT2T3, T1T2T3).

Demonstracao: Veja [[20] Teorema 4.11].
|

O teorema acima, classifica os casos para 4 varidveis. O proximo resultado, classifica o
caso de cubicas no caso geral e nos da exemplos em relacao a conjectura de G. llardi para
n > 4.

Proposicao 2.2.6. [[21], Exemplo 3.3] Considere a particdo n + 1 = a; + -+ + a,, com
n—1>a; > --->as>1¢e o ideal

I = (J}'(),"' ,I’a1_1)3+"'+ (xn—i-l—asy'” 7$n)3+<]7
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onde
J= (o, |1 <j<kVI<XA<s# ({i,5,k} NS\ <1)

com

SA:{ > aa,---,Zaa—l}.

a<A—1 a<<)

Entdo I é um sistema de Togliattt monominal minimal de cubicas.

Demonstragao: Primeiramente, observe que como J é gerado por > ;< @i@;a; monod-
mios, temos que I é gerado por

Hay,as = Z ( ak;_ 2 ) + Z ;a0
k=1

0<i<j<k<s

monomios.
Primeiramente, observe que, I falha a propriedade fraca de Lefschetz em grau 2.

Para isto, basta ver que todos os vértices em Z" ! correspondendo a mondmios no sistema
apolar P estdao contidos na quddrica (ver Exemplo 1.2.6)

Q = 2Zn::cf—5 Soommi+9 Y
i=0

0<i<j<n 0<i<j<a;—1
a1<i<j<ai+az—1 n+l—an<i<j<an

Também, pode-se observar que a restricao de todas as clubicas em I para o hiperplano
o+ - -+ + x, tornar-se k-linearmente dependente. Além disso,

n-+3
Bar, an = ‘Pl = ( 3 > — May, - an

e o fecho da imagem do mapa racional pp : P* — PParan=1 & yma variedade suave X

de dimensdo n que pode ser vista como a projecao de V(n,3) do espaco linear gerado por
todos os mondmios cubicos em I.

Vejamos que I é minimal.

Observe que a quadrica ) acima, que contém todos os pontos integrais em P, ndo contém
nenhum ponto integral de 3A\P. Vejamos que @ é (nica.
De fato, suponha que exista outra

n
! 2
Q=) i+ D piymi
i=0 0<i<j<n
e considere dois (ndices @ < j tais que

# ({7 {2 aer 1 e 2 pn@a— 1) SLVI <A < s,
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Seque que z7x; e x3x; pertencem a P e obtemos

2
5

Api + 15 + 2055 = 0
{u%+@%+2MJ—0 S
De cada ponto do sequndo conjunto, e, z;x;x) tal que i < j, e V1 < X\ < s,{i,5} C S\
e k & I\ seque que pu; + i + pi + pij + pak + pje = 0.
Como {i,k} e {j, k} satisfazem a primeira condicdo, temos
21kik _2Mjk

Mi:MkZMj=—5 = 5

Substituindo na equacédo acima,

A,
Mij = 24 = — 5

Em resumo,

pig = =2, i<iVI<XA<s,#{i,51NnS) <1
pij = 245, 1< j;{i,7} C Iy '

Logo, podemos escrever

Q = Z pia; — g Z iy + 2 Z piZiTy + -+ 2 Z PiZiZ

0<i<n 0<i<j<n| 0<i<j<ai—1 ntl—as<i<j<n
#{i.73NIN)<1

B 5 D 9 9

= Z Pty = 5 Z HiZiZj + 5 Z HiZij =+ - B Z HiTi T

0<i<n 0<i<j<n 0<i<j<a;—1 n+l—as<i<j<n

que é projetivamente equivalente (por uma mudanca de varidveis) a ). Portanto, I é um
sistema de Togliatti monomial minimal suave. |

Portanto, temos uma série de exemplos de sistema de Togliatti monomiais suaves e, se
ag=n—1leay=a3=1o0ua =ay="--+=ay,41 =1, eles tém dimensdo n(n + 1) — 1.

Foi conjecturado em [[20], Observacdo 6.2] que todos os sistemas de Togliatti cibicos
monomiais suaves sao obtidos pelo procedimento acima. Esta conjectura é provada em [21].

Teorema 2.2.7 ([21] Teorema 3.4). Seja I um sistema de Togliatti de cibicas monomial

n+1)+n—|—1ese || =

minimal suave, como o da proposicao acima. Entdo, |I| < ( 3

( n ;)_ 1 ) +n + 1, corresponde a uma das sequintes partigoes:

(@ n+l=mn-1)+1+1
) ntl=1+1+4 - +1;
() d=2+2

Demonstracao: Veja [[21] Teorema 3.4]. |
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Proposigao 2.2.8 ([19], Observagao 3.3). Sendo I um sistema de Togliatti de cibicas, temos:
(a) p*(2,3) =p"(2,3) = 4;
(b) 1°(3,3) = p*(3,3) =8
(c) 13 =p*(4,3) < p*(4,3) = 15;

(d) Para n > 4, seque que

1
p’(n,3) = <n§ )—l—n—i—l

A
+ 2 n A+3 cen — 9\
“(n.3) 3 3
p'(n,3) =
2<)\;3> sen=2\+1.

Demonstracao:
(a) Imediato. Basta olharmos os limitantes;
(b) Sejam n =3 e d = 3. Pela Proposicdo 2.2.6 e pelo Teorema 2.2.7, temos os casos.
e a1 =3 ay=1;

I = (wg,71,29)% + 23

(.3 .3 .3 .2 2 3 2 3
= (5, 2y, Ty, XGT1, THT2, T)To, T1T5, Ty).

3 3
I = (xoaxl) + (.%'2,1’3)
3.3 2 2 .3 .3 .2 2
= (xy, 2], T5T1, ToTT, Ty, T3, THT3, Tols).
e a1 =2 a,=a3=1;

I = (zo,z1)* +ab+as+J

3 3 2 2 3 3
= (g, 21, T5T1, ToTY, Ty, T3, TT2T3, T1ToT3).

® 0y =ay=a3 = a4 = 1.

I = gp+ai+as+a5+J

_ 3 .3 .3 .3
= (370,1’173527513'3,$0$1$2,350371953,5C0$23?37CC1$2$3)-

Particao N° de geradores
a; = 3,@2 =1 38
aL = ag = 2 8
a1 =2,a0 =a3 =1 3
a1:a2:a3:a4:1 3

Em todos os casos, temos 8 geradores.
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(c) Sejan =4.
® a; =3, a3 =2;

I = (wg,71,29)° + (73,74)%

3.3 .3 .2 2 2 2 .2 2 3 .3 .3 3
= (xy, 2], x5, TEL, LT, ToXT, ToTs, T1T2, T1T5, ToL1To, Ty, Ly, T3Ta, T3TY ).

Alternativamente, podemos calcular a quantidade de geradores como
3+2 242
I)= = 14.

I = (xo,xl,x2)3+m§+xi+ J

. 3 3 3 2 2 2 2 2 2
= (x(), L1, Lo, Ty, Tyl2, LoL1, LoLg, 1T, L1Tgy,

® a; =3,a3 =az =1

3 3
ToX1X2, T3, Ly, LoL3Ty4, L1T3L4, $2$39€4)-
® a =ay =2,a3 =1;

I = (x0,21) + (w9, 23)° + 23 +J

3.3 2 2 .3 .3 .2 2 .3
= (%a9317%131,93051717iUza9337%5153,932553,5U4a930552934,$o$3$4>$1$2$4,$1933$4)-
o a1 =2,a0=a3 =ay4 = 1;

3 3 3 3
o 3 3 2 2 3 3 3
= (x5, 27, 2521, ToTT, Ty, T3, Ty, LoTal3, ToTaLa, ToL3Ty, T1L2T3,

T1T2X3, T1X2T4, $1$35E4,$2$3$4)-
e gy =Qy=a3=as=a5 =1

3 3 3 3 3
To+ x| + x5+ 23+ 1y
3 3.3 .3 3
(%,%, Lo, T3, Ty, LoL1T2, LoL1L3, ToL1L4, LoL1T5, LoL2T3, LToT2T4,

ToX3Ty,T1T2T3,T1T2T4, $2$3I4)-

Particao N? de geradores
CL1:3,CL2:2 14
a =3,a9 =a3=1 15
a; =as =2,a3 =1 13
a1:2,a2:a3:a4:1 13
a1:a2:a3:a4:a5:1 15

(d) Consideremos n > 4.
A quantidade de geradores de p3(n, 3), seque diretamente do Teorema 2.2.7.

Para u®(n,3), primeiramente, considere n = 2\.

Fixemos A > 2.
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Pela Proposicao 2.2.6, sabemos que dada uma particdo n+1 = Z a; talquen—1>

t=1
a; > --- > as > 1, temos o sistema de Togliatti

I = (CCOa"' 7xa1—1)3+"'+ (xn—l—l—as)"' al‘n)3+Ja
onde

Ji=(rwjrpi<j<k e VISB<s #{i.4k0{ ) au -, aa—1}) <1).

a>pB-1 a<p
No caso em que n = 2), se xz;z € J, entdo zx;0; € (Tngi—as, " > 2n)?, sendo
assim,
]’ o 3 3
—(x(h"' 7xa1—1) +"'+(xn+l—a57”' ,.Tn) .

Afirmamos que a1 = A+ 1 e ay = A\
De fato, sabemos que a; +as =n+1 =2+ 1.

Desse modo, temos

a, = )\+k3+1
a9 = A—k

para k > 0.

Queremos ver que, para todo k£ > 0, vale

() < p(l)

ondeemY,alz)\—{—leazz)\e,emf,alz)\+k:+1ea,2:)\—k:.

Dado que’
o 2 a; + 2
Ma17~~~7as - ; ( 3 ) )

para a; = A+ 1 e as = A, obtemos

- A+3 A+ 2
i = (137)+ ()
A+3)!  (A+2)!
3L T 3= 1)!
A+3)A+2)A+ 1)+ AN +2)(A+1)
6
A+ 2)[A+3)A+1) + (N2 + V)]
6
2X3 +9N2 + 130+ 6

6

"N&o hd J em nosso caso.
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eparaay =A+k+1leay=AN—k comk >0,

. A+k+3 A—k+2

= () ()
A+k+3)!  (A—k+2)!
BN+ 3A—k—1)!
A+Ek+3)A+E+2)A+E+1D)+ A —kE)A—k+2)(A—k+1)

6
203 + 902 + 60k%2 + 60k + 13N+ 9K%2 + 9k + 6

6

o que nos da a desigualdade desejada, pois, como k>0 e A > 2,

X O+ 13A+6 < 223+ 9N+ 6AE% + 60k + 13N+ 9k + 9k + 6
0 < 6ME®+ 6\k + 9k + Ok.

Portanto, *(2A,3) = (,\;3) + ()‘?,)FZ).

Para n = 2\ + 1, as contas sdo andlogas com a; = as = A + 1, chegando a p*(2\ +
1,3) =2(*"7?).

[
Dado que u(n,3) > 2n+1e que o ideal I = (3,23, 23 23wy, 22wy, -, x32,) falha
WLP em grau 2, concluimos que u(n,3) = 2n + 1 para n > 3. Além disso, verificamos que

©(2,3) = 4, uma vez que u(2,3) > 4 e o ideal I = (3,23, 23, xoz175) também falha WLP

do grau 2 para o grau 3. E importante notar que p*(n,2) > 2n + 1 a menos que n = 2,3, e
pf(n,3) > 2n+ 1 a menos que n = 2,3,

2.3 Classificacao parad>4en > 2

A partir de agora, consideraremos d > 4 e n > 2. Nosso objetivo nesta secao é mostrar
que p*(n,d) = p(n,d) = 2n + 1. Além disso, classificaremos todos os sistemas Togliatti
minimatis e suaves I C K[xg, -+ ,x,| de formas de grau d > 4 com p(I) = 2n+ 1. Também
abordaremos todos os sistemas Togliatti minimais suaves I C k[xg,- - ,2,| de formas de
grau d > 4 com p(I) = p¥(n,d) + 1 = 2n 4+ 2. Veremos também que ndo existe sistema de
Togliatti no intervalo 2n+2 < u(I) < 3n. Uma das principais ferramentas serd combinatdria
que permitird deduzir propriedades puramente geométricas das projecdes das variedades de
Veronese n-dimensionais V' (n, d).

Inictalmente, comentaremos e exemplificaremos um método que serd utilizado para estu-
darmos os sistemas de Togliatti a partir de politopos associados.

Considere o ideal artiniano

-1 n—1
(gl gl gttt :
I_<$O,...’xn’x0x1 ...xn’...’l'o 'CEI ...xnn

ondeZaZ:d,codeZLelgjgn—l.
i=0
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Seja I um sistema de Togliatti monomial minimal de grau d como o acima, considerando
A; C Z"! o conjunto de todos os pontos integrais correspondentes ao mondmio de grau d
em I, definimos, para qualquer inteiro 0 <i < d, H; = {(ag, - ,a,) € Z"™ | ag = i} e
Al = A;n H;. Assim, temos A; = UL AS.

Ilustraremos este método com um exemplo.

Exemplo 2.3.1. Considere o ideal I = (a3, 27, 3, x3x122) C K[T0, T1, To]. Temos

-1 3 3 2,2 .2 2 3 3 2 2 .3 2,.2 3

e, desse modo,

Ar = {(3,1,0),(3,0,1),(2,2,0),(2,0,2),(1,3,0), (1,0, 3),
(1,2,1),(1,1,2),(0,3,1),(0,2,2),(0,1,3) }.

(2,0,2) 0,2, 2)
...{1: 1,2) ._
(3,0 1) 2 1.1 (1 2 1) (0,31)
(4 0, 0) ‘ (0.4 0)
(3,1, 0) (2,2 0) (1,3 0)
Xy X

Assim, temos:
e Seqp=0

0

{(0,3,1),(0,1,3),(0,2,2)}
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.Sea[):l

A} = ArnH
= {(1,0,3),(1,3,0),(1,2,1),(1,1,2)}

OSea[):Q

A2 = AN H,y
= {(2,2,0),(2,0,2)}

L.

e Seqp=3

AY = A;NHs
{(3,1,0),(3,0,1)}



Capltulo 2. Classificacao dos sistemas de Togliatti 50

Teorema 2.3.2 ([19], Teorema 3.9). Sejam n > 2 e d > 4. Entao,

5 (n,d) = pu(n,d) = 2n + 1.

Em particular, se I C K[z, -+ ,x,] é um sistema de Togliatti minimal monomial (respec-
tivamente minimal suave) de formas de grau d, entdo p(I) = 2n + 1.
Além disso, todo sistema de Togliattt minimal monomial I C k[zg, -, z,]| de formas de

grau d > 4, com pu(I) = 2n + 1, a menos de mudanca de coordenadas, sdo triviais com
excecdo dos casos.

(a) Para (n,d) = (2,5), temos I = (3, 23, 25, x3x1 29, ToT3T3);
(b) Para (n,d) = (2,4), temos I = (x4, z], x5, wox 23, 2323).
Mais ainda, o sistema de Togliatti de (a) é suave, enquanto (b), ndo.

Demonstragao: De inicio, observemos que

I = (Jig, 7‘77?[1)_'_%371(];17"' 71:"),

.

Vv TV
n+1 geradores n geradores

é um sistema de Togliatti minimal monomial de grau d e, pelo critério de suavidade (Pro-
posicao 1.2.7), para d > 4 é também suave (a todo tempo na demonstracao estamos usando
d > 4).

Logo,

p(n,d) < p(n,d) < 2n+ 1.
Queremos ver que p(I) =2n + 1.
Para isto, vamos mostrar que para qualquer ideal artintano monomial do tipo

1 1 n—1 n—1 1
_ d d 9%, al g ay an
[_<$07...7xn’x0x1 ...mnn’...7$0 331 ...xnn

n
onde Zaf:dondedzéle 1<5<n—1,tem WLP em grau d — 1.
i=0
Pelo critério de minimalidade (Proposicao 1.2.5), basta mostrar que ndo existe nenhuma
hipersuperficie de grau d—1 que contém todos os pontos de A; C Z"*!, onde A; é o conjunto
de todos os pontos integrais correspondentes aos mondmios de garu d em I~
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Vamos proceder por inducdo em n.

Suponha n = 2.

Considere X

I= (xgvxcllamg7$0 x(lllx(212)

onde a} + a} + ay = d.

Provaremos que ndo existe curva plana de grau d — 1 que contém todos os pontos de
Ar C Z3.

Como 4 < d = aj + a7 + a3, podemos assumir que 2 < aj.

Suponha que exista uma curva plana Fy_; de grau d — 1 que contém todos os pontos de
Ar.

Sendo assim, F;_; contém todos os d pontos de A}, podemos expressar Fj;_; como

Fov=LiFq

onde L; é a reta que contém todos os pontos de A}
Do mesmo modo, temos que Fy o contém dos d — 1 pontos de AY e, assim,

Fyg1= Lol Fy_s3.

Se aj = 2, entdo A? tem d — 2 pontos e, se a} > 2, entdo A? contém d — 1 pontos. Em
qualquer caso,
Fy 3= Loly 4

para uma forma F;_4 de grau d — 4. Repetindo o argumento, seque que
Fy1 = LoLy -+ La—s

e, assim, F;_; ndo contém os pontos de A%~!, que é ndo vazio por hipétese, contradizendo a

existéncia de uma curva plana de grau d — 1 contendo todos os pontos integrais de A;.
Agora, vamos super n > 3 e assuma que a afirmacao seja valida para n — 1. Provaremos

que ndo existe hipersuperficie de grau d — 1 contendo todos os pontos de A; C Z"™! onde

al CLI 1 anfl anfl n—1
I_(x(),...,xd xooxll...:l;?ln’...’xoo xll ‘..xa"

comZa{zdelgjgn—l.

=0
Sem perda de generalidade, assuma que aj > a} > - > a. 0 e ap > a3, logo aj >0

e, sendo assim, xp aparece explicitamente no mondmio xo xl xn e A% é igual a dA, 4
menos os n vértices e no maximo n — 2 outros pontos.

Por hipdtese de inducao, nenhuma hipersuperficie em n—1 varidveis de grau d—1 contém
AY, entao

Fy 1= LoFy_o,

onde F,; 5 é uma hipersuperficie de grau d — 2 contendo todos os pontos de A7\ AY.

Se 0s n — 1 mondmios tém a} = a2 =--- =aj~' <1, entdo

A? = (d - Q)Anfla T aA?_l = An*1

e deduzimos que
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Fy1 = LoLy- -+ La-,

pois para j =2,--- ,d—1 o simplexo (d — j)A,_1 ndo estd contido em nenhuma hipersuper-
ficte em n — 1 varidveis de grau d — j. Isto nos dd uma contradicdo, pois é retirado de Fy_4
todos os pontos de A} # (). Caso contrdrio, terlamos Al = (d — 1)A,,_1 menos no mdximo
n — 2 pontos. Portanto, pela hipétese de indugao, ndo ha hipersuperficie de grau d — 1 em
n — 1 varidveis contendo Al Entdo repetimos o argumento até chegarmos a uma contradicao.

Classificaremos todos os sistemas de Togliatti minimais monomiais I C k[zg, - - ,z,] de
formas de grau d > 4 com u(I) =2n + 1.

Comecaremos com o caso n = 2. Queremos mostrar que todos eles sdo triviais, a menos
que d=>5e I = (25,23, 23, 30120, mox323) ou d =4 e I = (23, 21, 25, wow123, 2223).

Considere

I = (2,29, 2%, my,my) C Klwo, 11, 7o)

com m; = xglxl x; e Z = d um sistema de Togliattt minimal. Se existe 0 <1 < 2 tal

que a},a? > 2 (suponha, sem perda de generalidade, que ¢ = 0), entao a curva plana Fy_,
contendo todos os pontos integrais de Aj, se fatora como

Fd—l = LOLl e Ld—2

e, uma vez que F;_; ndo pode perder nenhum ponto de A;, devemos ter A4™" = §), o que
forca my = a:g_1$1,m2 = :1:8_1552.

Agora, assuma que, para todo 0 < i < 2, existe 1 < j < 2 com af < 1. Como d > 4,
podemos supor aj,al <1 e a3 < 1. Logo,

d—
my € {woria§ 2 woxdt wyad !

my € {adad ™ " wy, 2329 | 0> a,a < d — 1},

No entanto, nenhum deles gera um sistema de Togliatti minimal, pois z¢, ¢, x4, my, my

sao linearmente independentes em uma reta geral de P2, a menos nos casos em que d =5 e
my = Tor1T5 e my = Tixixre ou d =4 e my = AT T2 € My = TerIT2. Além disso, usando
o critério de suavidade (Proposicao 1.2.7), temos que I = (2, 23, x5, zx 179, Tox323) define
uma variedade suave.

Agora, suponha que n > 3 e d > 4 e considere

]:(l’gyxcli7 al‘;lumh'" amn) CK["L‘CH"' axn]

com m; = z0xl - 2 e > i a} = d um sistema de Togliatti.

Existe um inteiro 7,0 < 7 < n, tal que #{i | aé- > 1} > 2. Desse modo, sem perda de
generalidade, podemos assumir a}, a3 > 1. Com argumentos andlogos ao jd usados nesta
demonstracao, obtemos que qualquer hipersuperficie F;_; de grau d — 1 que contenha todos
os pontos integrais de A; se fatora como Fy_1 = LoLy--- Ly 5, e como Fy_1 ndo pode perder
nenhum ponto de A;, devemos ter Ald_1 = (), fazendo com que

d—1 d—1 d—1
m; =%y T1,M2 =Ty T2, -, My =Ty Tnp,

concluindo assim que I é trivial. |
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Pelo teorema acima 232, se I € T(n,d), comn >2ed >4, com u(I) =2n+1, a
menos de permutacao de varidveis, temos

I: (l'f’... ax2)+$g_1($07“' 71'”)‘

Exceto nos casos (a) e (b) cujos politopos descreveremos a sequir.

(@) Para o cason =2 e d =5, temos

A; = {(4,1,0),(4,0,1),(1,0,4),(1,4,0),(0,4,1),(0,1,4),
(3,2,0),(3,0,2),(2,3,0),(2,0,3), (0,3,2),
(0,2,3),(2,2,1),(2,1,2), (1,3,1),(1,1,3)}.

P

Figura 2.1: Sistema de Togliatti suave nao trivial paran =2e d=>5

b) Para o caso n =2 e d = 4, temos

Ar = {(3,1,0),(3,0,1),(1,3,0),(1,0,3),(0,3,1),
(0,1,3),(2,0,2),(0,2,2),(2,1,1),(1,2,1)}.
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(1.0,3./ 0. 1,3)

(3,01

@00/

(0,4 0)

&
(3.1,0) (2.2.0) (1,3 0)

Figura 2.2: Sistema de Togliatti ndo trivial paran=2ed =4

Observe que, pela Proposicao 1.2.7, a variedade X associada, ndo é suave em razdo
do ponto (2,2,0).

Agora, estamos interessados em classificar todos os sistemas Togliatti monomiais minimats
suaves I € T*(n,d) cujo nimero minimo de geradores excede em um o m{nimo possivel. Para
isto, precisamos do sequinte lema.

Lema 2.3.3 ([19], Lema 3.15). Considere o sistema de Togliatti minimal monomial de grau
d>3
I = (:Egu 7x$l17m17'” 7mh) C /1[1'0,"' 7xn]

o i . _
comh>nem;=ax"--sy" parai=1,--- h. Assuma que a} > --- > al. Se al ™" > (,

entdo ajy > 0, para todo i.

Demonstracao: Dado I um sistema de Togliatti, temos que existe uma forma F,_; de grau
d — 1 passando por todos os pontos de A;. A restricao a Hy, Fy_1(0, 1, -+ ,x,), desaparece
em todos os pontos de AY.
Para obtermos A%, podemos remover de dA,,_; os n vértices e no maximo n — 2 pontos.
Seja

! d d
I e (xl,... ’xn> C H['rlu"' ’xn]
e mqy,--- , My, 05 Mondmios que nao contém z.
Se Fy_1(0,21,--- ,x,) # 0, I é um sistema de Togliatti em n varidveis e p(I’) < 2n—2,

o que contradiz o Teorema 2.3.2.
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Logo, Fyy—1(0, 21, ,x,) = 0 e, assim, Fy_1 = LoFy_5. Mas, como I é minimal, temos
pela Proposicdo 1.2.5 que Ly ndo contém nenhum ponto de dA,\ Ay, exceto os vértices, o que
implica que @} > 0 para qualquer i.

[

Teorema 2.3.4 (19 Teorema 3.17). Seja I C k[xzg,-- ,x,] um sistema Togliatti minimal
monomial suave de formas de grau d > 4. Suponha que p(I) = 2n + 2. Entdo, I é trivial, a
menos que n = 2, e, a menos de permutacao de coordenadas, um dos seguintes casos ocorre.

(@) d=5¢e

5 .5 .5 3 2 2 3
I = (x3,2], 25, T5x129, TGLT T2, ToX T2) OU
I = (25,23, 25, vpwio i 5)
= 0) L1, Lg, LoL1T2, LoLiL2, Lol1Ty) OU
_ (5 .5 5 22 2 2 22\,
I = (xy,x7], x5, xga]Ta, TEL1TS, ToT1TS);
(b) d=Te
— (7 T 7 3.3 3. .3 3.3
I = (xf, 2], x5, xqxize, xyw 1Ty, ToxTy) OU
T T T 5 5 5
I = (xf, 2], z5, xqr129, T T2, ToX1T5) OU
(T T T 5,33 2.2 3
I = (xy,xy, T4, xox1Ty, Tyx|Ta, TGLITS).

Demonstragao: Primeiro, faremos o caso n = 2 e posteriormente, estenderemos para n > 3.
Para n = 2, temos o sistema de Togliatti minimal monomial suave

d d d
I = (5, 27, 25, m1, M2, m3) C K[z, T1, 2]
2
aé al al i . .
onde m; = z,"z,'zy° tal que E a; = d. Considere os sequintes casos.
J=0

Assumimos que existe 0 < j < 2 tal que aj,a3, a3 > 2.

Sem perda de generalidade, podemos assumir j =0 e a} > a3 > a3 > 2.

Considere Fy_; a curva plana contendo todos os pontos de A;. Sendo assim, F;_; contém
todos os d pontos de A} e os d — 1 pontos de A9, podemos entdo escrever F;_; como

Fy1 = LoLlrFas.

Seja 2 < i < d. Entdo, H; contém d — ¢ + 1 pontos integrais de dA;. Para obter A%,
precisaremos remover trés pontos: O primeiro de H,s, o sequndo de H,2 e o terceiro de
H,i. Precisamos excluir que aj < a?, caso contrdrio, Fy 3 tem Lo, - - , Lz como fatores,
entretanto, pela minimalidade, H,s C Ay, 0 que nos dd uma contradigdo e, assim, concluimos

que aj = a3 e podemos dividir em dois subcasos.
1_ .2 _ 3.
1. ay=a5=ay:=s>2
Neste caso,
Fy1=LyLs1Lgi1- Ly

e Fy_1 contém todos os pontos de A; se, e s6 se, s = d — 2. Mas, neste caso,
my = x8 222 my = 202w 29, m3 = 28222 e pela condicao (ii) da Proposicdo 1.2.7, o
sistema de Togliatti

_d d .d d-2.2 d-2 d—2 2
I = (x5, 2%, x5, x5 “xf, x5 “T1T2, Ty ~X3)

nao seria suave.
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2. u=ab > ad=al=s>2

Neste caso,

Fyy = LoLl1Fys
e F;_3 contém todos os pontos integrais em UZ QIAI se, e sdse, u =s5+1ce
(my,mg, mg) = xoxlzg 17075 (30,21, 25) para um certo @ > 0. Portanto, 1 é um

sistema de Togliatti minimal suave trivial.

Caso 2: | Assumimos a;'» > 1 para todo 7, j e que para todo 0 < j < 2 existe 1 <14; <3
tal que a7 = 1.
Distinguimos em 4 subcasos e, por um cadlculo simples, ao olhamos o politopo associado,
segue que:
1 (2d, 29, 2, 23722 200, 2029 209, moz 1252 é UM sistema de Togliatti minimal suave se,
esdse,d=5ou7.

2. (28, 2%, 2d, 282w 20, 2oxt 220, w2202) com (a,b,¢) # (1,1,d —2) é um sistema de

Togliatti minimal suave se, e sé se, d =5 e (a,b,c) = (2,2,1).
3. (:Egl,m‘f,a:g,xgmlxgl 2 xglxl{xz,mgx{xg> com a,b >2e (e, f,g) # (d— 2,1,1),(1,d —

2, 1) (1 1,d— 2) é um sistema de Togliatti minimal suave se, e sé se, d = 7, (a,b) =
(

d d b f
ad xd 28, worial, i xS, xhrdxs)é um sistema de Togliatti minimal suave se, e sé se,

d=5ea=b=c=e=f=g=2oud=Tanda=b=c=e=f=g=3.

Assumimos que aio =0 a} > 1 para todo (i,7) # (i0,J0) € que, para todo
0<5<2 eXLste1<zj<3talquea =1

Pelo critério de suavidade (PropOSano 1.2.7), a menos de mudanca de coordenadas, m; =
z$ 1 ry e podemos assumir que my = zdx 24 e ms = xS, com a,b,c,d,e > 1. Desse
modo, conclutmos que

d d _d _d-1 b e d e
I= (%71‘17%7% xg,xoxle,xox1x2)

ndo é um sistema de Togliatti minimal suave.

Assumimos que existe a;% = ]1 = 0 e que, para todo 0 < j < 2, existe
1§z’§3talquea§§1.
Como no caso anterior, pela Proposicao 1.2.7, a menos de mudanca de coordenada, m; =

29 g, my = 287 2y @ my = adabx§. Entretanto,

d d .d _.d-1 d—1 d b.c
I= (%7551»51727351 T2, Xy x?axofﬁ%)

ndo é um sistema de Togliattt minimal suave.

Agora estamos interessados no caso n > 3. Vamos provar que todos os sistemas Togliatti
monomiais minimatis suaves I C K[xg,- - , x| de formas de grau d > 4 com p(l) = 2n + 2
sdo triviais. Desta vez analisaremos dois casos.
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[Caso 1:|Para 0 < j <m,#{i|al>1} <2

Isto implica que cada varidvel z; aparece explicitamente em exatamente dois dos monomios
my,- -+ ,Mp+1. Equivalentemente, olhando para o simplexo, os n + 1 pontos integrais a
serem removidos de dA,, para obter A; estdo todos nas faces externas, e em cada face, ha
exatamente n — 1 pontos. Consideramos agora a restricao da hipersuperficte Fy_; a uma
face, pelo Teorema 2.3.2, obtemos que os n — 1 mondmios correspondentes, juntamente com
as d-ésimas poténcias das varidveis correspondentes, formam um sistema de Togliatti trivial
em n varidveis da forma (z¢,--- ,2%) 4+ 28 (20, - - - ,2,), 0 que d4 uma contradicéo.

[Caso 2:| Existe 0 < j < n tal que # {i | ai > 1} > 3.

Sem perda de generalidade, assuma que a} > a2 > --->agt* > 0e ad > 1. Logo, pelo
Lema 2.3.3, aﬁ“ > (. Isto é, todos os mondmios my, -+, my,1 contém x.

Considere as restricoes de :L’g, e ,x‘fl,ml, -+ Mpeq a0 hiperplano z, = xo+-- -+ 2,1
e, por hipodtese, sdo linearmente dependentes. No entanto, em (I0+--~+xn_1)d, existe
algum mondmio que nao contém xy e que nao pode ser cancelado com os outros, entao seu
coeficiente em uma combinacao linear nula deve ser 0, consequentemente, os coeficientes de

x¢, -+ xd | também sdo 0. Logo, os mondmios my, - - ,my,;; divididos por zg, juntamente
com 37! ... 2471 forma um sistema Togliatti, mas de um grau a menos, com as mesmas

propriedades. Entdo podemos proceder por inducdo no grau, até chegarmos a d = 4. Resta
provar que nao existe hipersuperficie F3 de grau 3 contendo todos os pontos de A; a menos
que I seja um sistema de Togliatti monomial trivial. Como a™ > 0,F3 = LoF, e F
contém todos os pontos de A;\AY. Isso é possivel se e somente se I for trivial do tipo
(zd,-- ,2) +m(xo, -+ ,x,), onde m é um mondmio de grau d — 1 envolvendo pelo menos
2 variavets. |

Proposigao 2.3.5 ([19], Proposicao 3.19). Considere o sistema de Togliatti trivial
I= (Igv ,CL’Z) +m(x0,-~~ 7In)

onde m é um monomio de grau d — 1. Entao, I é suave se, e so se, é um dos casos (a menos
de mudanca de coordenadas).

(@ d=2en=2o0un=23
(b) d=3,n=2em =z
(c)d>4,n=2e m:xg_l ou m:a:gox?x?, com ig > i > 19 > 0;
(d d>4,n>3em=a"oum=al. -z comiyg>--->1i, >0.
Demonstracao:
(@) Sen=2e m = xy temos
I = (23,27, 23) + mo(21, T2).

Desse modo X é apenas um ponto e, portanto I é suave. Para n > 3, temos que
A; = AY ou seja, o simplexo (n — 1)-dimensional menos os n vértices. Por cada vértice
de Py, existem 2(n — 2) arestas. Mas pela Proposicdao 1.2.7, para que X seja suave,
precisamos que o nimero de arestas incidentes de cada vértice seja n — 1. Portanto, o
sistema é suave para n = 3 e singular para n > 3.
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(b) Se d = 3 e n = 2, a menos de mudanca de coordenadas, podemos ter m = z2 ou
m = xor1. Nos dois casos, os politopos associados sdo trapézios, seque do critério
de suavidade que para m = 22 o sistema é suave, como podemos ver pelo politopo

associado

%z

0,03
S

-

o2/ 012

enquanto, para m = xyr; segue que o sistema é singular, devido a presenca do ponto

(1,1,1) na aresta do politopo.

0,03
? S

o2/

(2,0,1)

-

(1,1, 1)

() Sejad>4en =2 Sem=xl" o sistema de Togliatti é trivial em consequéncia do
Teorema 2.3.2.

Se m = zi 2y, temos

d d d d—1 -2 2 _d—2
I = (xf,x],25) + (2 @1, 2y “xf, ) “T122)
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e é sinqular em razao de situa¢des andlogas da figura a sequir, onde os pontos pretos
denotam Aj.

Se m = 28"z’ com i > 2, o sistema

_(d d d d—it1 i—1 d—i i d—i, i—1
I = (zg, 27, 25) + (xg "2y, xy "2y, 25wy @)
é sinqgular, pois a aresta formada por zd — z¢ de P; temos que cortar dois pontos ao

meio.

Por fim, se m = xz{'x%, com i; > 0 para todo j € {0,1,2}, temos que todos os
pontos de [ estdao em P; e, portanto, I é um sistema de Togliatti suave.



Capltulo 2. Classificacao dos sistemas de Togliatti 60

(d) Sed > 4 en > 3 entdo, para m = z0 ', o sistema é suave. Se m = x0 %z, ou

m = xg_’xii — 1, com ¢ > 2, o sistema é singular, pois, neste caso, P; tem uma face

bidimensional que é (nica. Se m contém pelo menos 3 das varidveis, o sistema é suave,
uma vez que nas arestas unidimensionais de P, nao hd pontos de I, enquanto nas faces
de P; de dimensdao pelo menos 2, os pontos de I estdo no interior.

[
Em resumo, provamos que:

Teorema 2.3.6. Fixados n >3 e d > 3 e sendo I C k[zg,- - ,x,] um sistema de Togliatti
minimal monomial de formas de grau d, assuma que u(I) = 2n + 2. Entdo, a menos de
mudanga de varidvel,
[: (xg’... ’xz)+m(x07... ’:L'n)
comm:xéo--‘xﬁ? onde ig>--->14,>0,i4,>0eig+i1+ - +i,=d—1.
Agora, fixemos n = 2.

Proposicao 2.3.7 ([19], Proposicao 4.1). Para n = 2, vale que:

(a) Para todo d > 4, temos p*(2,d) = p(2,d) = 5;

(b) Para todo d > 4 e para todo 5 <r < d+ 1 existe [ € T°(2,d) tal que u(l) =r;

(c) Para todo d > 4, temos p*(2,d) = p(2,d) =d + 1.
Demonstragao:

(a) Isto seque diretamente do Teorema 2.3.2;

(b) Queremos mostrar que para 5 < r < d+1, comd > 4, I é um sistema e Togliatti suave
com r geradores.
Primeiro considere o caso em que 7 = 5.

Utilizando o Teorema 2.3.2:
d d ..d d—1
Is = ( 07x1’$2) + (21, 22).
Para r > 6, vejamos que, para
6 r—6 r—5 _r—>5

_ d d ,.d d—r+3 r—5 _r— —
I, = (x5, 2%, 75) + 4 r1wo(Ty ", 20 L1, e, Texy LAY Ty ),

temos u(I.) =r e, por 1.25 e 1.2.7, seque que I, € T*(2,d);
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(c) Sabemos que

d—1
n+2 < p(n,d) < p’(n,d) < p’(n,d) < p(n,d) < (n—l— )

n—1
Como n = 2, temos que p*(n,d) < p(n,d) <d-+ 1.

Por outro lado, pelo item (b), p*(2,d) > d+ 1. Uma vez que I, = p® e p* < p° e
I, =r<d+1

Portanto, p(2,d) = p*(2,d) = d + 1.

|

Estamos agora interessados em entender o que acontece no caso em que n > 3, em como

se comportam os seus limitantes. No lema a sequir faremos para d = 3 e posteriormente,
generalizaremos para d > 3.

Lema 2.3.8 ([19], Lema 4.3). Seja I um sistema de Togliatti minimal de clbicas e considere
n > 4.2 Entdo, u(I) > 2n + 1. Além disso, temos que

(@) u(I) =2n+ 1 se, e somente se, I é trivial. Em particular, I € T(n,3)\ T*(n, 3);
(b) u(I) =2n+ 2 se, e somente se, I é trivial. Em particular, I € T(n,3)\ T*(n, 3);

(c) u(l) #2n+ 3.

Demonstragao: Faremos por inducao em n.
Se n = 4, usando o programa Macaulay? [11], temos que, para todo I € T(4,3), u(I) > 9.
Suponha agora que seja vdlido para n — 1, com n > 4.

Considere

Y n’

]:(;pg,... 3 My, M1,

n
ai i .
onde m; = xy” -+ - " com E aj, = 3.
k=0

Afirmamos que nenhuma hiperquddrica F, contém todos os pontos de Aj.

Para provar esta afirmacdo, suponha que exista uma hiperquadrica F» contendo todos os
pontos de A;. Sem perda de generalidade, podemos assumir que x, aparece explicitamente
no mondmio m; e A? é dado por 3A,_1 menos n vértices e ao menos n — 2 outros pontos.
Por inducdo, nenhuma hiperquédrica em zy, - - ,z, contém AY. Assim, F, decompde como

Fy = LyF}.

No entanto, como ndo existe hiperplano F} contendo todos os pontos de A;\ AY, chegando
assim a uma contradicdo. Portanto, ndo existe hiperquddrica contendo todos os pontos de A;
e, consequentemente, para todo n >4, u(I) > 2n + 1.

Vamos agora analisar os casos em que 2n + 1 < u(l) < 2n+ 3.

’Paran =3 e d=3 4 foi classificado no Teorema 2.2.5.
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(a)

Queremos mostrar que I = (z3,-+- ,23) + 22(z1,- - , ).

Também procederemos por inducao em n.

Assuma n = 4.

Para I € T(4,3) e u(I) = 2n + 1, usando o Macaulay2 [11], obtemos que I é trivial.
Suponha n > 4 e que seja valido para n.

Sendo
3 3
I: (1’0’... 7$n’m1’... ,mn)7

. n

al i i . C . .
com m; = xy" -+ xy" onde E a;, = 3 um sistema de Togliatti, considere F, como

k=0

sendo uma hiperquédrica que passa pelos pontos de Aj.

Sem perda de generalidade, assuma aj, a3 > 1. Assim,

F2 = L()Ll.
Uma vez que Fy deve conter todos os pontos de Az, temos que A? = ) o que faz com
que my = z2xy,- -+ ,m, = zix, e, portanto, I é trivial.
Queremos mostrar que I = (x3, -+ ,23) + zx;(x1, -+, ).

Por indugao em n, temos que, para n =4 e u(l) = 2n + 2, por Macaulay2 [11], I é
trivial. Agora, suponhan >4 e

_ (3 3
[_<:U()7'..7xn7m17”'7mn+1)
. . n
ag ay, i
com m; = " - - - x," onde aj, = 3.
k=0

Sem perda de generalidade, suponha que a} > -+ >al™' > 0e a} > 0.

Se a3 > 0, entdo, pelo Lema 233, af™ >0 e

Fy = LoFy
onde F} é um hiperplano contendo todos os pontos de A\ AY. Isto é vélido se e sd se
I = (238, e 71:?1) + xia:j(xlv T 7:6”)

com i # j.
Se a3 =0, pela hipétese de inducao e pelo fato que a} > 0, a restricdo de 3, -+ , a3,
mq, -+, Mp41 a0 hiperplano xy = 0 é trivial do tipo

(SE?, e 7x:731> + SL’%(IQ, T 7xn)
ou

3 3
(@7, - @) + (@, 2n)

com 1 < i< j<n. Sendo assim,
2
I= (SUS,SL’?, ,xi)—l—:l:l(l’g,'-- 7xn)

ou
I= (:Ug,xi‘,-‘- ,xi) +azi(zy, -, xp)

com 1 <i < j <n, no entanto, nesses casos I ¢ T (n,3).
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(c) Novamente, vamos proceder por inducdo. Para o caso n = 4, provamos que é verdade
usando Macaulay2 [11]. Isto é, ndo existe I € T(4,3) tal que u(I) = 11.

Agora, considere n > 4. Seja

_ (3 3
I= (xO’”' s Ly My = v - 7mn+2)
. . . n
al al 7 .
com m; =z’ -yt e E a; =3
j=0

Sem perda de generalidade, assuma aj > --- > ag™ > 0 and a > 0.

Se aj > 0, entdo, pelo Lema 233, af™ >0 e
Fy = LyF;.

Entretanto, como ndo existe nenhum hiperplano contendo todos os pontos de A;\ A% e
nenhum ponto de 3A,, \ A, exceto os vértices, isto é impossivel.

Se aj = 0, pela hipdtese de inducao e pelo fato de que aj > 0, temos que a restricao

de z3,--- a2 my,--+ ,mu.o ao hiperplano o = 0 é trivial do tipo
3 3 2
(l‘lf" ,xn)+x1(x2,--- 7IN)
ou
3 3
(xlu"' 7'rn) +xixj<x17"' 7wn)

com1<i<j<n, ou
(x:{)7 e 7x§7,) + x%(lé? T 71’71) + (:L‘ilxigxig,)?

onde 1 <14 <iy<ig<mn,ou

(Ii’v T 795?1) + $i$]’($1, U ’xn) + (Ihxizxi:a)?

para 1 <1 <7< n,1 <4 <iy <ig<n

Portanto,
I= (xg,x:f, ,l’i)—I—l‘%(l‘Q,--- 7xn)

ou
3 .3 3
I= (x(]?xl"“ 7xn) +£Cil’j(.’L'1,'~- 7xn)7
onde 1 <7< j5<mn,ou
3 .3 3 2
I= (Iovmla o 7xn) + wl(x% e ’xn) + (xi1mi2$i3)7
coml<i <ip<13<n,o0uU

I= (x%,xi’, U 7'T§z) + ZEi.ij(.Tl, e 7xn) + (milxizfﬂig)a

com1<i<j<n1<i <1y <iz3<n. Entretanto, nesses casos, I ¢ T (n,3).

Com o teorema acima, classificamos todos os sistemas de Togliatti I € T (n,3) paran > 4
e 2n+ 1 < u(l) <2n+ 3. Vamos agora generalizar o resultado para d > 3.
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Proposigdo 2.3.9. Sejam n > 3 e d > 4. Entao ndo existe I € T*(n,d) com u(I) = 2n + 3.

Demonstragao: Analizaremos dois casos.

Para todo 0 < j < n, temos #{i | a} > 1} <3.

Neste caso, estamos interessados em quando cada varidvel aparece em no maximo trés
dos monomios myq, - -+, My4o.

Se um dos mondmios contém todas as varidveis, enquanto os outros n + 1 mondmios
contém duas varidveis cada, encontramo-nos na mesma situacao descrita no Teorema 2.3.4,
Caso 1, o que é impossivel. Desse modo, conclu{imos que nenhum monomio contém todas as
varidveis e que pelo menos duas varidveis aparecem em trés monomios diferentes.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que x aparece em trés monomios. Nesse caso,
a superficie F;_; passa pelos pontos integrais de A% Vale ressaltar que A% é igual a dA,,_;
menos 0s n vértices e mais n — 1 outros pontos. Assim, os pontos removidos formam um
sistema Togliatti I em n varidveis 1, -+ ,z, com u(l) = 2n — 1. Assim, podemos aplicar o
Teorema 2.3.2.

Existem duas possibilidades.

1. n=23e I' é um dos sistemas de Togliatti especiais do Teorema 2.3.2 de grau 4 ou 5.

Se d =5, a menos de mudanca de varidvel, a Unica possibilidade é
5.5 .5 .5 4 4 3 2.2 a, b
I = (xg, 27, x5, T3, TyTa, Ty, T]Toly, T1T5Ts, LX),
com a,b > 0. Mas, pela Proposicao 1.2.5, verificamos que tal I ndo define um sistema
de Togliatti.

Se d = 4 existem duas possibilidades:

_ 4 4 4 4 .3 3 2 2.2 _a, b c

com a,b > 0,c >0, ou

(A A4 42 2 292 ab c d
I = (x4, 27, Ty, T3, TGL1To, T1 LT3, TITS, THT, TELS),

com a,b,c,d > 0. Entretanto, ambos ndo sao sistema de Togliatti.

2. 1I'=(z¢,--+ ,2%) +xf‘1(9§2,--- L Tp)

Neste caso z; aparece em pelo menos n — 1 mondémios, sendo assim, n = 3 ou n = 4.
Se n = 3, 0s outros trés mondmios de I podem ser escrito como x3 *(z9, 73), TixS,
ou 8 (21, 3), x8abas, com a > 0,b > 0,¢ > 0. Novamente, por 125 estes ndo sao

sistemas Togliatti.

Se n = 4 entdo os seis mondmios my, - - - , mg sao da forma xd~1 (&9, 3, 24), 24 (2o, T3, T4).
Também, neste caso I, ndo definird um sistema de Togliatti.

Existe j tal que #{i | a} > 1} > 4.

Neste caso, estamos interessados em quando uma das varidveis aparece em pelo menos
4 mondmios.
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Assuma j = 0. Pelo Lema 2.3.3, xy aparece em todos 0os mondmios my, - -+ , My4o.

Seja m; = m;/xg,i =1,--- ;n+ 2. Como na prova do Teorema 2.3.4, no caso 2, obser-
vamos que m/, - -+ ,m/,,,, juntamente com zd ', x4, formam um sistema Togliatti I, de
grau d — 1.

Temos as seqguintes possibilidades.

1. Pelo menos um dos mondmios m, é a (d — 1)-ésima poténcia de uma varidvel, entdo
pu(l) < 2n+3;

Neste caso, se d > 4,1 é trivial. Logo, I contém um sistema de Togliatti trivial e,
consequentemente, ndo ¢ minimal, gerando assim, uma contradicao.

Sed=4,1€T(n,3) e pn(l) <2n+2

2. p(l) =p(l)=2n+3

Nesta segunda possibilidade, podemos usar o mesmo argumento da primeira em I e,
posteriormente, aplicar inducdo.

Em qualquer caso, ao aplicarmos repetidamente este argumento, possivelmente en-
volvendo diferentes varidveis, chegamos a um sistema Togliatti /; de grau d = 3 com
1 < 2n+3, que é obtido da divisao I os mondmios my, - -+ , My,+2 por um fator monémio
comum M.

Se n = 3, concluimos utilizando Macaulay2 [11].

Se n > 4, pelo Lema acima, I; ¢ trivial do tipo (z3,---,23) + 23(z1,- -+ ,z,) ou
(3, 23) + zxj(xg, -+ ,x,). Em ambos os casos, I ndo é minimal, o que também
gera uma contradicdo.

Para o caso em que n = 3 e d = 4, utilizando o Macaulay2 [11], podemos ver que existem
dois sistemas de Togliatti minimais ndo suaves com 9 geradores. Sao eles:

4 4 4 4 2 2
I = (g, x1, 3, 15) + x5(Tox2, Toxs, T, T12T2, T1T3)

1,003) (0,13,0)

(0.3.1,0)

.(1210)

~N
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*3

(1003) (0.0,1.3) (0,103) (0013)

(40,00

3010) (20200  (1030)

0310

0.220) 0.130)

4 4 4 4 2 2 2 2
I = (g, 77, 13, ¥3) + 25 (7073, T7, T1T9, T, T1T2, T3).

(103,0) (0.1,3,0) 1.0,03) (0,10,3)

12101).

L

(40,00

0100 (2200

0,1,0.3),

0,0.1.3)

p 101,1.2)

030.1)

0,031
.(OiZH (¢ )

~

(0,4,0,0)

0310

0220) 0.13,0)

Os délculos realizados com Macaulay?2 [11] evidenciam a complexidade do caso geral.
Contudo, é possivel construir familia de exemplos.

Exemplo 2.3.10. Sejam d > n e n > 3. Para qualquer r entre (“1".%) +n+2 < r <
(") +d+ 1, existe I € T*(n,d) com p(I) =r.

De fato, basta tomar

I = (x(), xl? “ e ’xn72>d + (xi_]_’ xd> + (./,Cnfl, xn)d_h m/

n

onde 2 < h<d—-n+1em'éum mondmio de grau h contendo apenas zg, - , Ty 2

[lustraremos 0 caso n =3 e d = 4:
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Considere n = 3 e d = 4. Para este caso, teremos que p(/) = 10, pois 10 < r < 10.
Além disso, teremos h = 2 e, como m’ é um polindmio de grau 2 nas varidveis xy e 1, temos
m' = xox;.

Desse modo,

I = (zo,21)* + (23, 73) + (2, 23)* (z021)

A 4 4 43 3 .22 2 2
= (g, 2], Ty, T3, L1, ToTY, THET, ToT1TS, ToL1 L5, ToL1T2Ls).

Se eliminarmos a hipdtese de suavidade, podemos generalizar a Proposicdo 2.3.7:
Proposicao 2.3.11 ([19] Proposicdo 4.7). Vale que:
(a) Para todo d > 4, u(n,d) = 2n + 1;
(b) Para todo d > 4, p(n,d) = (171,

n—1

(c) Para todo d > 4,n = 3 e todo inteiro r com u(3,d) =7 <1 < p(3,d) = (*}?), existe
I €T(3,d) compu(l)=r.

Demonstragao:
(a) Isto seque diretamente do Teorema 2.3.2.
(b) Sabemos que, para d > 2,

d—1
w2 ) < ) < ) < plmd) < (0T,

n—1
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n+d—1
n—1

Queremos ver que, existe I € T (n,d) tal que p(1)( ). Para isto, precismos mostrar

que p(n,d) > ("*97"). De fato, considere

_ (yd d d d-1
I = (x0>3:17"' 7xn)+x1($17"'7$n>
d-1 -1 .3 d-3
+ x?(l‘% T 7xn) + -+ xn—2<xn—2a Tp—1, xn) + xo(l‘n—lv xn) .
Observemos que, temos n + 1 mondémios da forma xd, z¢,... 2¢ que geram I. Mais
ainda, para cada 2 < i < n — 1, adicionamos (d}l“) mondmios. Esses mondmios sdo
escolhidos de maneira que x;, x9, ..., z, sao elevados a poténcias que somam até d—1,

e subtrai-se 1 uma vez que j4 contamos x¢ nos termos iniciais, assim, somamos mais

n—1 .
d—1
Z {( ) + Z) — 11 geradores. Também devemos adicionar d—2 mondmios da forma
7

=2
Tpo(Tp_9, Tp_1,7,)% 1 e 23(x,_1,2,)%3 Desse modo, a quantidade de geradores de
I é dada por

w(I) = n+1+

B d—14+n
soma ;ralela n—1 .

Ao considerarmos zg = x; + x9 + --- + x,, 0s geradores de [ serdo linearmente
dependentes. Desse modo, I falha W LP em grau d — 1. Além disso, I é um sistema
de Togliatti minimal, pois nele nao existe subconjunto préprio de geradores que define
um sistema de Togliatti.

Agora, trabalharemos no caso em que n = 3.

Para r = 7, podemos tomar
d .d .d .d d—1
I = (xf,xf, 25, 25) + x5~ (21, 22, T3),

para r = 8§,
d d .d d d—2
I = (%v%al‘zaﬂcs) + zy $1($0,$1,$2>$3)

e parar =9,
d—2

d d 2
I = (%7%7%7%) + Ty (xlaxoxlax27x2x37x3>
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Faremos a prova por inducao em d.

Para d = 4, exibimos um exemplo explicito para qualquer 10 < r < 14. 3
1. Se r =10, entdo I = (wg,z1)* + (22, 73)* e, neste caso, é suave:

%, *3
0,0,0,4)

(1,0,3,0), (0,1,3,0) (1,003), (0,1,0.3)

(2.0,2,0) y (0220 (200.2), /(1102 \0202)

(3.0.1,0)

(0,3,1,0) (3.00,1) (0.3.0.1)

2110 (1210)

X, X,

0,1,3) (0,01.3)
(1,003) X ©0.10.3)

0,121
( ) .

(20.2,0) (1.03,0)

0.2.2,0) (0.13,0)

0.3.1,0)

2. Se r =11, entdo I = (o, x1)* + (23, ¥3ws, 2323, 3, ToT213, T12273);

3. Se r =12, entdo I = (wg, x1)* + (x5, T3x3, 1273, 23, 22203, 21123, 2323);

4. Ser =13, entdo I = (zg, 1) + (73, 323, 1223, 25, T35, 220173, TOTIT3, X373);
5. Se r = 14, entdo I = (x§, 27,13, 73) + xo(ma, -+ ,myg), onde cada m;, com

1 <4 <10, ¢ um monémio de grau 3.

Agora, suponha d > 4.

Queremos provar que para qualquer 7 < r < (d'zﬂ), existe I € T(3,d) com u(I) =r.

Para isto, para todo 7 < 7 < (“3"), tome J € T(3,d — 1) com u(J) = s e defina

[ = (28,29, 2%) + 23,

Observe que, I € T(3,d) e u(I) = u(J) + 3 e, assim, 10 < pu(J) +3 < (41 +3.
Também temos que I = (ad, 24, 2%, 23) + zo(z1, 22, 23)4"1 € T(3,d) e, consequente-
mente, usando o mesmo raciocinio da proposicao anterior para analisar as combinacoes
monomiais da quantidade minima de geradores de I, obtemos que u(I) = (dH). Sendo

+4
assim, nos resta analisar o intervalo

d+1 d+2
4<r< :

30 caso em que r = 15, recai no item (b) desta proposicéo.
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Visando a isso, para todo 3 < i < d — 1, defina

I = (wg, 2, 25, 25) + (ah a5 2) +aj(vaw5) "
N——

*

em que, em *,4; +io+i3=de 1l <4 <d

De inicio, observemos que u(1;) = (“3?) +3 —i. Para i variando de i =3 ai = d — 1,
analisaremos o intervalo [(d”) d + 4, (‘”2)}

Vamos mostrar que I; € T(3,d).

Afirmamos que existe uma superficie F;_; contendo todos os pontos integrais de Aj,.

De fato, como A} =d — 1Ay, A" = (d —i — 1)Ay, temos
Fov=1Ly- FiaFgy

onde F,;_; é uma superficie de garu d — i contendo todos os pontos integrais de Ay, \
i1 AJ
Ui A

As superficies F; ; de grau d — ¢ sdo parametrizadas por um xk—espaco vetorial de
dimencao (d3 ) Por outro lado, para conter os pontos d — 1 de A}, impde d — i+ 1
condicoes nas superficies de grau d — i, para conter os pontos de AZle =(d—1i-—

1Ay, --- Ad ' = A, impée (d ;H), -, 3 condigdes, respectivamente, e finalmente

para conter os pontos de AI impoe (dé”) — (d—1i+1) condicbes. Em resumo, temos

(d ;“3) 1 condicbes. Portanto, existe pelo menos uma superficie Fy;_; de grau d —

passando por todos os pontos integrais de Ay, \ Ué;ll A‘L e, consequentemente, uma
superficlte Fy_y =Ly ---L;_1F,;_; de grau d — 1 contendo todos os pontos integrais de
Ap,.

7

Em [19], E. Mezzetti e R- M. Miré-Roig, para n = 3 e d = 4, obtiveram, utilizando o
Macaulay? [11], a lista de todos os sistemas Togliatti minimais com u(/) < 13 e que para
p(I) = 14,15 os cdlculos ficam muito pesados.

Em [23] R M. Miré-Roig e M. Salat, trabalharam na classificagdo de sistemas de Togliatti
suaves cujo numero minimo de geradores era 2n + 3, considerando formas de grau d > 4 e
n > 2, além de trabalharem com ideais em 3 varidveis, onde o nimero minimo de geradores
é igual a 7, para formas de grau d > 6. Listamos abaixo os resultados que fazem tal
classificacdo. As demonstracoes e as conta dos mesmos podem ser consultadas em [23].

Para d > 3, defina M(d) := {zfaba5|a+b+c=d e a,b,c <d—1}. Considere os
tdeats:
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2 3 2 2 3 2
{(550332,5309517351,331952) (%l‘mxoﬂ?lxz,xlaﬂ?lxz),($0$2,1’0$1$2,9€1,$1$2),

)
2 2 .3 2\ (.2 2 3 2
(:onl,xon,xl,arlxg) (xgx1, xS, 7, T125), (T5T2, ToTs, T, T125),

2
0
(woa?, xoxg, xl, r123), (xo21, 1023, 23, 3), (T0T3, 2379, T3, 73),

(w29, 2023, 2320, 1123, (T3, XoX5, T3To, T125), (T5Ta, T3 X0, T3, T3),
(z2z1, 320, T3, 73), (T]T0, 125, 23, 23), (T0T5, 379, 7175, 73),
(w0129, ToT3, T3, 2173, (X579, ToT5, T3, X3 13), (X017, ToT3, X7, T3),

2 2 3 3 2 3 2 2 2 2 3
(x5xe, ToxT, TY, T5), (Tox1 T2, ToTs, T, T1X2), (T5Te, T1T2, T1T5, T7), }-

2 3,4 3 3 2 4 3
B = {(zijxi:9, moTs, T], T7X2), (XyTa, ToTT, Ta, T7, T1T5),
2 2 2 44y (2 2.2 4 4
(xga3, Tox T2, 1, ), (X301%2, T1T3, T, 25) }
2. 2 3 3,3 (.3 2.2 3 3
C = {(zgmay, voxyae, a7, ¥3), (200102, LoTi T3, T7, 25) }

Teorema 2.3.12 ([23], Teorema 3.8). Seja I C K[zg,x1,x2] um sistema Togliattt minimal
monomial de formas de grau d > 10. Suponha que p(I) = 7. Entdo, de mudanca de
coordenadas, um dos seguintes casos é valido:

(@) I = (28,24, 23) + m(xd, 23, xoxa, T172) onde m € M(d — 2);
(b) I = (xd, 2%, 29) +m(x, 22, 2oy, 232) onde m € M(d — 2);
(0 I = (2 24, 23) +m(xd, 23, 23, xox129) onde m € M(d — 3);
(d) I = (2f, 2, 2) + 28737 onde J € A;
(e) I = (xd 2% 29) + 23 *J onde J € B;
(f) I = (2f, 28, 23) 4+ 28T onde J € C.
Demonstracdo: Veja [[23] Teorema 3.8]. [

Para d > 3, defina M°(d) = {z@2bxS |a+b+c=d. e a,bc>1}.

Teorema 2.3.13 ([23], Teorema 3.9). Seja I C k[xg,- - ,x,] um sistema Togliattt monomial
minimal suave de formas de grau d > 10. Suponha que p(I) = 2n + 3. Entdo, n =2 e, a
menos de mudanca de coordenadas, um dos sequintes casos é valido.

() I = (af,af,25) +m(xf, 27, wo2, 1122) com m € M°(d - 2);
(b) I = (xd, 24, 23) +m(2, 22, 2oz, 23) com m € M°(d — 2);
(0 I = (2, 2%, 23) +m(xd, a3, 23, zox122) coOm m € M°(d — 3).

Demonstragao: Pela Proposicao 2.3.9, para n > 3 e d > 4 nao existe sistema de Togliatti
minimal monomial suave I C k[zg,--- ,x,] de formas de grau d com p(I) = 2n + 3. Desse
modo, n = 2. Para n = 2, o resultado seque do Teorema acima 2.3.12 e do critério de
suavidade 1.2.7.

[

Observe que a hipétese de suavidade é extremamente importante no Teorema acima. Pois,

se n =3 e d > 10, podemos verificar que I = (z¢, 2%, 23, 23) + 23 2(xox1, T23, T3, 23, 22)
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é um sistema de Togliatti minimal monomial de grau d com p(I) = 2n + 3 =9, no entanto,
ndo é suave.

Vamos agora trabalhar na classificacdo de sistemas de Togliatti em que a quantidade de
geradores de [ estd entre 2n+ 3 e 3n + 1.

Proposicao 2.3.14 ([1] Proposicdo 3.1). Seja n > 4. Entdo, ndo existe I € T(n,3) com
2n +2 < u(I) < 3n.

Demonstragdo: Provaremos por inducdo em n.
Se n =4, temos que 10 < p(I) < 12, o que nos dé que u(I) =11 =2n+3 =3n— 1.
Entretanto, pelo Lema 2.3.8, item (c), ndo existe I € T(4,3) com u(I) =2n+ 3 = 11.
Suponha que o resultado seja valido paran —1 > 4.
Assuma que existe I € T(n,3) tal que u(I) =2n+k, com2 <k <n-—1.
Assim, temos

_ (.3 3
I= (*7:07 e 7$n> + (mb e 7mn+k71)7
A v NS vy
vV vV
n+1 geradores n+k—1 mondmios
onde m; € K|z, -+ ,,] € um mondmio de grau 3.

Considere
si=#{m; € I;z; | m;}

o nimero de monomios m; € I que sao divisiveis por z; e

s = max {s;}.
ogz‘gn{ i}
Observemos que, se s = 0,1, ou 2, temos u(I) < 2n + 2. Assim, estamos interessados em
quando s > 3.
Temos dois caso a analisar.

[Caso 1:]s < k.

Sem perda de generalidade, podemos assumir s = sg = #{m; € I;xo | m;}. Isto é,
queremos que o apareca explicitamente em m;.

Sendo assim, considere {my, -+ ,ms} o conjunto de todos os mondmios que sdo divisiveis
por xy e o ideal

[1 :Sxi)»"' 7xiz+£m5+lv"' 7mn+k—1)
Vv Vv

n geradores n+k—s—1 mondmios

em que sdo retirados os termos divisiveis por xg.

Uma vez que I é um sistema de Togliatti minimal, deve existir, pela Proposicdo 1.2.5, uma
hiperquddrica F5 passando por todos os pontos de A;. Em particular, F, passa por todos
os pontos de A%, que é dado por 3A,,_1 menos os n vértices, e I; é um possivel sistema de
Togliatti nao minimal.

Do fato de que p(l1) =2n+k — s —1 e das desigualdades 3 < s<ke3 <k <n-—1,
obtemos

2n—1<u(l)<2n+k—4<3n->5.

Considere I' C I; um sistema de Togliattt minimal. Temos que p(I’) < u(lh) < 3(n —1).
Desse modo, pela hipdtese de indugao, temos 2n — 1 < p(I’) < 2n, isto é, u(I') = 2n—1 ou
p(I") = 2n. Analisaremos cada caso:
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T.ul')y=2n—-1=2(n—1)+1.

Pelo Lema 2.3.8, item (a),
I'= (zzfv U >$§z) +l‘%(£27' oo ,l‘n),

assim, s = n — 1, que é a quantidade de monomios que aparece explicitamente z.
Logo,
I = (3 3 2
- ('rO?“' ,.an)—i-.fl?l(l’%'-- 7xn)+(ml7"' 7mn—1)

n
. al al @ ; i
onde cadai=1,--- ,n—1,m; = x,°x,% - - 2" tal que g a; =3 e af, # 0 para todo
. 1=0
1=1,--- ,n—1

Mas, nesse caso, a menos de mudanca de coordenadas, temos
(3 3 2 2
I = (‘%07“' ,l‘n) +$1<£L'2,'-- 73371) +$0($2,~-- 7:[71)

no entanto, pela dependéncia linear entre as varidveis, temos, pelo Lema 0.2.11, que I
tem WLP e, consequentemente, ndo é um sistema de Togliatti.

2. p(I'y =2n=2(n — 1) + 2. Novamente, pelo Lema 2.3.8, item (b),

I = (xi’, e ,xi) +!L“¢9Uj(9€i, C L Tn),

onde 7,5 =0,--- ,n e i # j. No entanto, nesse caso, terlamos s = n, o que gera uma
contradicdo.

[Caso 2] s > k.

Neste caso, pelo Lema 2.3.3, sabemos que, pelo menos uma varidvel divide todos os
mondmios m;. Sem perca de generalidade, assuma que x seja tal varidvel.
Pela Proposicao 1.2.5, existe uma hiperquadrica F» em xy, - - - ,x, passando por todos os
pontos de A; e, assim,
Fy = LoF.

Entretanto, como nao existe nenhum hiperplano Fj contendo todos os pontos de A; \ A% e
nenhum ponto de 3A,, \ Ay, isto é impossivel. Caso contrdrio, sem perda de generalidade, po-
demos escrever Fy = Ly, o que nos dd que (3, -+, 23)+zoz1 (20, -+ ,2,) C I, contrariando
a minimalidade I.

Pela proposicao acima, garantimos que nao existe nenhum sistema de Togliatti de cubicas
com geradores entre 2n + 2 e 3n. Uma pergunta natural, é se é possivel generalizar para
d > 4. O proximo resultado nos responde isso.

Teorema 2.3.15 ([1], Teorema 3.2). Sejam n > 4 e d > 3. Entdo, ndo existe I € T(n,d) tal
que 2n +2 < pu(I) < 3n.



Capltulo 2. Classificacao dos sistemas de Togliatti 74

Demonstragao: Vamos provar por indugdo em n e em d.

Primeiramente, fixemos n = 4. E faremos a inducdo em d. Se d = 3, o resultado segue
pela proposicdo anterior.

Assuma que o resultado seja valido para d — 1 > 3 e vamos provar para d. Sabemos
que, para n = 4, estamos interessados na ndo existéncia de sistemas de Togliatti I com
p(l)=11=2n+3=3n—1.

Suponha que existe I € T(4,d) com pu(l) = 11. Assim,

_od od od o d d
I= (1307 L1, Lo, I‘3, l‘4) + (mh ma, M3, My, Ms, m6)7
com cada m; € K[z, 1, X2, 3, 4] sendo um mondmio de grau d.
Temos dois casos a analisar.

Caso 1:| Cada varidvel divide no maximo 3 monomios.

Se cada varidvel divide no maximo 2 monémios, temos que u(I) < 2n + 3, o que gera
uma contradigao.

Desse modo, existe uma varidvel que aparece ao menos em 3 mondmios. Sem perda de
generalidade, assuma que xg seja tal varidvel e considere

I = (2%, 23, 24, 29) + (ma, ms, me).

I; é um possivel sistema de Togliatti ndo minimal.

Considere I C I; um sistema de Togliattlt minimal. Observe que, desse modo, pu(I’ <
p(11) < 7. Por outro lado, como I’ é minimal, pela Proposicdo 2.3.11, u(I') > 7, logo, I} = I'.

Pelo Teorema 2.3.2

Il = ( ?,{L‘%,(L’%,l’i) +17(1i_1(1‘2,$3’$4),

desse modo, a menos de mudanca de coordenadas,
d d .d .d .d d—1 d—1
I = (x4, 21, 25, x5, x4) + 25 (T2, T3, 24) + 27 (72, 3, 74)

que ndo forma um sistema de Togliatti, pois tem WLP pela independéncia linear (Lema 0.2.11).

Caso 2 :| Existe uma varidvel que divide mais de 4 mondmios.

Sem perda de generalidade, assuma que z seja tal varidvel. Neste caso, pelo Lema 2.3.3,
xo divide todos os monomios m;.

Seja mj, := m;/xo e considere

I = (Igv ‘Tclla $g7 xg’ ZL’Z) + (mlh m/2> mg’n mib m/5’ mlﬁ)
um sistema de Togliatti possivelmente ndo minimal.

Considere I' C I,. Entao, u(I') < p(ly) < p(l) = 11, mais ainda, pelo Teorema 2.3.2,
sabemos que p(I’) > 2n + 1, logo, u(I") = 9,10 ou 11. Por hipdtese de inducdo, devemos
ter u(1') # 11. Se p(I’) =9 ou 10, estamos nos casos u(I') =2n+1 e pu(I') = 2n + 2,
respectivamente, que correspondem aos Teoremas 2.3.2 e 2.3.4. Loqo,

d—1 d—2
Ly Ty Ty ,Tz ,T4 )"’xo (x17x27173;$4)
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ou

I/:(dfl d—-1 ,d-1 ,.d-1 ,_.d—

— 1
Lo Ty Ty T3 Ty )+m<$0,l‘1,$2,l‘3,:€4)-

No entanto, I ndo ¢ minimal, uma vez que I’ esta propriamente contido em I. Portanto, o
resultado é valido para n =4 e para todo d > 3.

Agora, suponhamos que seja valido para n — 1 > 4 e provaremos para n. Além disso,
suponhamos que existe I € T(n,d) tal que u(I) =2n+k, para 3 <k <n — 1. Escreva

[:<l’g, 7xi)+(m17'“ y Mptk—1

onde cada m; € k[xg, - , ), para 1 <i<n+k—1,é um mondmio de grau d.
Considere
si=#{m; € I;z; | m;}
o numero de monomios m; € I que sao divisiveis por z; e
s = max {s;}.
ogign{ i}
Observemos que, se s = 0,1, ou 2, temos u(l) < 2n 4+ 2. Assim, estamos interessados em

quando s > 3.
Temos dois caso a analisar.

[Caso 1:]s < k.

Sem perda de generalidade, podemos assumir s = so = # {m; € I;xo | m;}, isto ¢,
queremos que xz, apareca explicitamente em m;.
Sendo assim, considere {my,--- ,ms} o conjunto de todos os monémios que sao divisiveis
por zo e o ideal
I = (xcll7 T ,l‘i) + (m8+17 T 7mn+k—1>

N S [ J

n geradores n+k—s—1mondmios

em que sdo retirados os termos de I que sao divisiveis por xy.

Uma vez que I é um sistema de Togliatti minimal, deve existir, pela Proposicdo 1.2.5, uma
hiperquddrica F,;_; passando por todos os pontos de A;. Em particular, F;;_; passa por todos
os pontos de AY, que é dado por dA,_; menos os n vértices, e I; é um possivel sistema de
Togliatti nao minimal.

Do fato de que pu(l;) =2n+k —s—1 e das desiqualdades 3<s<ke3<k<n-—1,
obtemos

2n—1<u(l)<2n+k—4<3n-05.

Considere I" C I; um sistema de Togliatti minimal. Temos que u(I" < u(ly) < 3(n —1).
Desse modo, pela hipdtese de inducao, temos 2n — 1 < p(I’) < 2n, isto é, u(I') = 2n—1 ou
p(I") = 2n. Analisaremos cada caso:

1. uwI)y=2n—-1=2(n—-1)+1.

Pelo Lema 2.3.8, item (a),
]I = ($¢1i, e 71%) + x(f_l(x% e 7xn)a

assim, s = n — 1, que é a quantidade de monomios que aparece explicitamente .
Logo,
d d d—1
[:([EO,"',I'”)+I1 (I2)'”an)+(ml7"'7mn—1)
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n
. al al i ; i
onde cadai=1,---,n—1 m; = z°xy* - - 2" tal que g a; = d e ajy # 0 para todo
. 1=0
1=1,--- ,n—1
Mas, nesse caso, a menos de mudanca de coordenadas, temos
d d d—1 d—1
]:(xo’...,xn)+xl (I27"'7xn)+x0 (1‘27...’1'71)

no entanto, pela independéncia linear entre as varidveis, temos, pelo Lema 0.2.11, que
I tem WLP e, consequentemente, nao é um sistema de Togliatti.

2. p(I') =2n =2(n — 1) + 2. Novamente, pelo Lema 2.3.8, item (b),

I = (xfll7 R ,J;Z> —|—LL’¢.T]‘(.T2‘, T 7xn)7

onde 7,5 =0,--- ,n e i # j. No entanto, nesse caso, terlamos s = n, o que gera uma
contradicdo.

[Caso 2] s > k.

Neste caso, fixaremos n e faremos a inducao em d. Pela proposicdo anterior, o resultado
é vélido para d = 3. Suponha valido para d — 1 > 3 e provaremos para d. Tendo em vista
que, estamos na situacao em que s > k, pelo Lema 2.3.3, temos que pelo menos uma varidvel
divide todos os mondémios m;. Sem perca de generalidade, assuma que z seja tal varidvel.
Considere também que m) = m;/xq e o ideal

[1 = (:Cgilv o 7'%7%71) + (m/lv e 7miz+k71)'

Seja I' C I; um sistema de Togliattt minimal. Temos que p(I") < u(l;) < u(I). Sendo
assim, temos dois casos a analisar.

Top" < p(l);
Neste caso, pela hipétese de inducdo, (I’ = 2n + 1 ou u(I’ = 2n + 2. Em ambos os
casos, I’ é um sistema de Togliatti é trivial e consequentemente, I ndo é trivial.

2. p(I" = p(l);
Pela hipdtese de inducdo em d, I’ ndo existe e consequentemente, I ndo existe.
Portanto, ndo existe sistema de Togliatti I tal que p(l) € [2n+ 3,3n — 1], paran >4 e

d> 3.
|

E importante destacar que, nos dois resultados mencionados anteriormente, a desiqual-
dade pu(I) < 3n deve ser estrita. Isso ocorre porque, para p(l) = 3n, obtemos um exemplo
de sistema de Togliatti da sequinte forma:

I = (I‘g, 7x§lz) +xg_1(x17"' axn—l) _’_"Eg_Q"En(xla"' 79371)'

Nesse caso especifico, a igualdade () = 3n é atingida, e esse sistema é um exemplo
valido de sistema de Togliatti.
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Proposicao 2.3.16 ([1], Proposicdo 4.1). Seja I € K[z, -+ ,x,|, com n > 3, um sistema de
Togliatti minimal de cibicas. Se p(I) = 3n, entdo, a menos de mudanca de coordenadas,

I=(xp, -, 22)+ad(xr, - x0) + wowy (X1, -+, ).

Demonstragao: Provaremos por inducao em n.
Se n = 3, usamos o programa Macaulay?2 [11] para mostrar que para I € 7(3,3) minimal
com u(I) =9,

I = (23,23, 23, 23) + x2(21, 29, 73) + T0w3(21, To, T3).

Suponha que o resultado seja valido para n — 1 > 3 e provaremos para n.

Considere
R 3
I= (9507 T #Un) + (mla e ,mzn—1),
Vv - ~ vV
n+1 geradores 2n—1mondmios
onde m; € klxg,- - ,x,] € um mondmio de grau 3. Considere

si =#{m; € I;x; | m;}
o nimero de mondmios m; € I que sdo divisiveis por z; e

s = max {s;}.
ogign{ i}
Observemos que, se s = 0,1, ou 2, temos p(I) < 2n + 2. Assim, estamos interessados em
quando s > 3.
Temos dois caso a analisar.

[Caso 1:]s <.

Sem perda de generalidade, podemos assumir s = sg = #{m; € I;zo | m;}. Isto ¢,
queremos que xzp apareca explicitamente em m;.
Sendo assim, considere {my,--- ,m4} o conjunto de todos os monémios que sdo divisiveis

por xg e o ideal
3 3
IO_ (331,“' 7'Tn) (m5+17"' am2n—l)-
NS vy A vy

n geradores 2n—s—1mondmios

Este é um sistema de Togliatti monomial, possivelmente ndo minimal, com p(ly) < 3(n—1),
pois (/) =3n—1—s e s > 3. Por argumentos analogos aos usados na demonstragao da
Proposicao 2.3.14, temos duas possibilidades.

1. u(I)=2n—-1=2(n—-1)+1.

Pelo Lema 2.3.8, item (a), a menos de mudanca de coordenada,
I(/) = (les? T ,l’i) + x%(l’z, te 7xn)a

H 3 .3 3 2 / /
assim,n—1<sy <sp<mel D (x5}, - ,x))+xy (T2, ,Tn) + x0 (MY, ,m),
onde m; = m;/xo. Tendo em vista que s; < 59 < n, no mdximo, um mondémio m; é
divisivel por x1. Se existir s; = sg = n e assumirmos que m’s0 é divisivel por zy, temos,
neste caso, que

L = (1’8, T 71;2) + xo(m/h T 7m;071>
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é um sistema de Togliatti. Mais ainda, observe também que u(l;) = 2n — 1, logo, é
minimal e, a menos de mudanca de coordenadas,

Il = (wgvx; axi) +x(2)(x27"' 73371)

e I D(xd,a, - ad) + 2t (e, - ,xn) + 2d (22, -+, 2n) + Tox120.

Como (1) = 3n, seque que
I= (xga Z’?, T 7:[;:731) + x?(@, e 7:Cn) + Z’%(I’Q, T 7xn) + ToT1T2,

no entanto, neste caso, I ndo define um sistema de Togliatti.

Se x; ndo divide nenhum dos mondmios m;, para i = 1,--- ,sg, entdo s; = n — 1 e,
assim, temos duas possibilidades.

a) sp=mn;

Teremos que

I = (ZE%,JZ%, T 7x§z) +$0(m/1,--- am;())

é um sistema de Togliatti possivelmente nao minimal.
Seja I{ C I; um sistema de Togliatti minimal. Novamente, temos

I{ - (Ig7 ,l’i) +$(2)(:L’2,--- ,ZEn)
ou
]{ - (l’g, e 7x::L) + l’().rg(l'o,flfg e 7‘7;71)‘
Sendo assim,
/.3 3 2 2
I=(xy,-,x) +a5(we, -+ ,mpn) +xf(z2, -+, Ty) + ToT2x3
ou
=g, a)) +a (g, @) + ToTa (20, Ta - -+, L) + 23 (T, + , Tn).

Entretanto, em nenhum dos dois casos, I é um sistema de Togliatti.
b) u(I}) =2n=2(n—-1)+2

Neste sequndo caso, a menos de mudanca de coordenadas, pelo Lema 2.3.8, item

(b),

[(/) = (le))a e 7332) +.T1.Z'2(.T1, e 7$n)-

Desse modo, temos s =ne I D (a3, -+, 23)+x1x9(T1, -+, T0)+T0(MY, -+ ,mh),
no entanto, tertamos p(I) > 3n, o que gera uma contradicao.

[Caso 2|5 > n.

Pelo Lema 2.3.3, temos que a8 > (), assim, podemos considerar
I= (I?D ,l’i) +x0(m,1 + 7m,2n71>

mais ainda, também pelo lema e pela minimalidade de I, obtemos s; <,---,s, < n (lem-
brando que s; = # {my € I;x; | my}).
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Tendo em vista que p(I) = 3n, existem ao menos dois (ndices i, j tais que s;,s; > 2.
Eliminando os monomios divisiveis por z;, temos um sistema de Togliatti
L= (a3, a3, 23) +axolml -, m)] )
i = (Lo, y Ly y Ly To mila 7mi2n,175i
(respectivamente para x;).

Se s; =2 e I; é um sistema de Togliatti minimal com u(/;) = 3n—3, aplicando a hipdtese
de inducao,

_ (3 3 3 2 3 3 3 3
]i — (IO"” 71'2,’... 7xn)+x0(x17... ’xi7... an)_’_'xoxn(ajla”' 7562_’... 7xn)
(respectivamente para x;).
Desse modo,
_ (.3 3 2 3 3
I =(zg, - ,x,) +ag(z, -, x,) + xoxp(Ty, -+, 2,.)
Caso contrdrio, terlamos as sequintes possibilidades.
3 3 3 2 ~ .
a) I’L D:L'O’... 71'7:’... ’xn)+x0(xl’... ’xh... ,gjn)’
3 3 3 ~ .
b) [’L D (x())'.. ’xi’... 7xn)+x0$u($07“' ,xi’... 7.1'”)’
3 3 3 2 ~ .
C) (IJ D (1‘07... ,:ij... ’xn)_i_xo(ml,... 7'%]'7"‘ ,xn)’
3 3 3 ~
d) ]j D (x07"' 7xja"' 7wn)+xoxv(x07"' 7'Tj7"' 7wn)~
Sendo assim, temos 3 casos a analisar.
_ 3 3 .
Tu=velD (x5 ,x0)+ xoxu(To, -+ ,Tn);
Nesse caso, a minimalidade de [ seria contrariada.
3 3 2 .
2. 1D (xg,- -, x0) +ag(xy, -+, xy);
I ndo seria minimal.
_ (.3 3 2 ~ ~
3. ]_ (ajo’... 7xn)+x0(x17... 71*1.’... 7xn)+$0xv(x07... a‘rju"' 71'”)_
Neste Ultimo caso, se v # i, entdo, I contém um sistema Togliatti minimal e, assim, I
ndo seria minimal. Caso contrério, se v = i, entdo terlamos que I D (z3,--- ,23) +
22(x1, Ty xn) + Toxi(To, -0+, Ty, ,xn). No entanto, neste caso, I contém
(23, 23) + 23(x1, - ,1,) e, consequentemente, I ndo seria minimal, o que gera

uma contradicao

Generalizando a proposicao acima, temos o sequinte teorema.

Teorema 2.3.17 ([1], Teorema 4.2). Seja I € T(n,d), com n > 4 e d > 3, um sistema de
Togliattt minimal. Se p(I) = 3n, entdo, a menos de mudanga de coordenadas,

I= (flfg, ’x;’iL> +xg_l(x17"' ,ZEn) —|—.T6l_21’1($1,--- 7‘7:71)'
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Demonstragao: Faremos por inducdo em d. O caso base, d = 3, j& foi feito na proposicdo
anterior (2.3.16). Suponha que seja valido para d —1 > 3 e vamos mostrar para d e considere

I:<x6l7 ,xi)+(m1,~~ 7m2n71)

onde cada m; € k[xg, -+ ,x,] é um monémio de grau d.
Considere

si=#{m; € I;z; | m;}

o numero de monomios m; € I que sao divisiveis por z; e

5 = 012&); {si}.

Observemos que, se s = 0,1, ou 2, temos u(l) < 2n 4+ 2. Assim, estamos interessados em
quando s > 3.
Temos dois caso a analisar.

[Caso 1:]s <.

Sem perda de generalidade, podemos assumir s = so = #{m; € I;xo | m;}. Isto é,
queremos que o apareca explicitamente em m;.
Sendo assim, considere {my,--- ,ms} o conjunto de todos os monémios que sao divisiveis
por zo e o ideal
Iy = ("E?? T in) + (m8+17 T 7m2n—1)'

Este é um sistema de Togliatti monomial, possivelmente ndo minimal, com u(ly) < 3n —
s — 1. Por argumentos analogos aos usados na demonstracdo da Proposicao 2.3.14, temos
duas possibilidades.

1. u(l)=2n—-1=2(n-1)+1.

Pelo lema 2.3.8, item (a), @ menos de mudanca de coordenada,
I(/) = (szv T ,l’i) + I%($2, T 7xn>7

isto €, 1 divide no maximo um dos monomios myq, - -+ , My,
Se x7 ndo divide nenhum desses monomios, entdo o ideal
_(d d d
[1 - <x07x27"' ,$n> + (mlv"' 7mn)
é um sistema de Togliatti, possivemente ndo minimal.

Seja I} C I; um sistema de Togliattl. Por argumentos andlogos aos usados na de-
monstracao da Proposicdo 2.3.14, temos que u(I7) € {2n — 1,2n}. Analisaremos cada
caso:

a) p(I)=2n—-1=2n—1)+1;
Utilizando novamente o lema 2.3.8, item (a), @ menos de mudanca de coordenadas,

I{ - (xgvx(217 e 7xi> —i—ZL’g_l(ZL’Q, T w'En)
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0 que nos da
I= (28, 2%+ 23 Yoy, - xy) + 28 (20, 20) +m,

onde m é um mondmio de grau d, que nao é divisivel por ;. No entanto, terlamos
que I ndo seria um sistema de Togliatti, pois nao fatlha a WLP por 0.2.11.

b) u(l}) =2n=2(n—1)+2.
Utilizando o Lema 2.3.8, item (b), a menos de mudanca de coordenada,

[{ = (xg>$gv 71%) +m(x0,x2,--- 7xn)

onde m é um mondémio de garu d — 1, e que ndo é divisivel por x;.

Sendo assim, seque que
I= (‘T07 o ,Qfg) + x(lj_l(x% T axn) + m(l'o,a?g, T axn)

e como x; { m, pelas mesmas razdes do caso anterior, I ndo é um sistema de
Togliatti.

Por outro lado, se z; divide um dos monomios my, - - - , m,,, podemos assumir, sem perda

de generalidade, que tal monomio é m,,.

Desse modo, o ideal

Il = ($g7x621a 7372) + (mla"' 7mn—1)

é um sistema de Togliatti possivelmente ndo minimal. Considere I] C I;.

Pela Proposicao 2314, u(I{) =2n+1=2(n — 1) + 1 e, consequentemente,
]{ = (l’g, e ’l’g) + xg_l(x% T al‘n)‘

Logo,

/

I = (xo, . ,xfl)+x3_1(x2,-~- ) + 2 (2, ) F

onde m/ é um monémio de grau d.

No entanto, neste caso, / é um sistema de Togliatti se, e sé se, m' = z& 'x; ou

m' = 2ox?"!, mas I ndo seria minimal e terfamos uma contradicao.

2. w(If) =2n=2(n—1)+2.
Pelo Lema 2.3.14, item (b),

/ d d
]0 = (xb'” 7In)+m(‘r1a"' 71771)
com m, um mondémio de grau d — 1 nas varidveis x;,,--- ,x;,, onde k > 2 é o nimero
de varidveis deste monomio. Observe que, se s; = n, entdo 59 = s = n, logo
ID (@l - 28)+(my, -+ ,my)+m(my, -+, x,), no entanto, tertamos u(I) > 3n+1,

que é uma contradigao.
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[Caso 2] s > .

Neste caso, como o Lema 2.3.3, nos garante que a > 0, obtemos

I= (ZL‘S, T 7xi) + xo(mlh T 7m/2n—1)'
Considere
IU = ("L‘g_la U 71,(2—1) + (mllv o 7m,2n—1)
um sistema de Togliatti de grau d —1 possivelmente nao minimal. Considere, também, I}, C I
um sistema de Togliatti minimal. Pelo Teorema 2.3.15, (I} € {2n+1,2n+2,3n}. Analisemos
0S €asos.
1. u(ly) € {2n+1,2n + 2},

Neste caso, pelo Lema 2.3.8,

Iy D (:L“g_l, ‘e ,mi_l) + mg_Q(arl, ce L Ty)
ou
Iy D (xgl_l, e ,:L‘Z_l) + xg_sxl(xo, C Ty,

mas, assim, I nado seria minimal, o que é uma contradicao.

2. p(If) = 3n.
Por hipdtese de inducao,
_ d—1 d—1 d—2 — -~
[0 - (x() Ty )"—Zl?u (x07"'7'xu7”'axva"'7$n)
\ - v . vy
Vv Vv
n+1 geradores n—1 geradores
d—3 —
+ Ly, .’,U,U<LL’0,"‘ y Layy* " " ,Q?n>.
N -~ >
n geradores
Logo,
_ d d d—2 _ -~ d—3 _
I= (IO7 e ,$n>+$0xu (I()a R 2T P ,I‘n)+x0$u Iv(x(); R 7P 7xn)'

Observemos que, para I falhar WLP (0.2.11) e, consequentemente, ser um sistema de
Togliatti, devemos ter x,, = xg e x, = x,, ou seja,

I = (ZL‘S, T 71;(2) + xg_l(xlv T 71:71—1) + Ig_an(xh T ,l‘n)
como quer{amos.

[

Agora, sabemos que paran > 4 e d > 3, existe um sistema de Togliatti com 3n geradores.

Como estamos interessados na classificacdo de sistemas de Togliatti, uma das preocupacoes é

sobre suas caracteristicas. Sendo assim, o proximo resultado nos diz a respeito da suavidade
de um sistema de Togliattt com 3n geradores.

Corolério 2.3.18 ([1], Corolédrio 4.3). Para n > 4 e d > 3, ndo existe I € T*(n,d) com
w(I) = 3n.
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Demonstragdo: Pelo resultado anterior, sabemos que, dado I € T (n,d), com u(I) = 3n,

I = (ZL’g, U 71}%) + xg_l(xb U 71:”—1) + l‘g_2xn(l’1, T w'En)‘
Observe que o ponto (d —2,0,---,2) estd na aresta do politopo associado a A; , mas nao
estd em Ay, portanto pelo critério de minimalidade 1.2.5, I ndo é um sistema Togliatti suave.

J& classificamos os sistemas Togliatti com até 3n geradores. Agora, focaremos nas relagoes
dos ideais que possuem 3n + 1 geradores e nos sistemas de Togliatti.

Uma das primeiras observacoes que podemos fazer é que o resultado anterior nos diz
que o intervalo de inexisténcia do nimero de geradores de sistemas monomiais suaves de
Togliatti é pelo menos [2n+3, 3n]. No entanto, como podemos ver no seguinte exemplo, este
intervalo ndo pode ser ampliado, jd no caso de 3n + 1.

Exemplo 2.3.19. Considere o ideal

—

I = (1737 e ,{Ei) + xg_gxlxn—l(x()y e al‘n—1> + xg_gxlxn(x(:l, o, Tp—1, mn)a

para d >4 e n > 4. Vejamos que I € T*(n,d), com 3n + 1 geradores.
Para isso, pela Proposicao 0.2.10 e pelo Teorema 1.1.10, basta mostrar que os geradores
de I tornam-se linearmente dependente quando restrito ao hiperplano xg+x1+-- -+, = 0.

Tome x9 = —x9 — 1 — X3 — Tp,. Assim,
_ d ,.d d d
I ’{$0+rl+-~-+xn:0} - (xvab (_xU — &y — T3~ xn) e 7xn)
d—3
+ x xlxn—l(x07xla_xna"' 7'In—1)
d—3 o
+ Lo $1l‘n($07 L1, =Tp—1,""" , Tp-1, xn)7

e, consequentemente, I falha W LP, pois 3 3x,x,_1z, aparecem na segunda e na terceira
parte do ideal. Portanto, I é um sistema de Togliatti.

Para a minimalidade, ao seguir o mesmo raciocinio, podemos ver que todos os subconjuntos
préprios dos geradores de I mantém sua independéncia linear quando restritos ao hiperplano
To+ 1+ -+ x, = 0. Assim sendo, todos esses subconjuntos préprios dos geradores de [
tem W LP e, consequentemente, ndo existe subconjunto préprio em I que define um sistema
de Togliattt. Logo, I é minimal. Finalmente, em relacdo a suavidade, temos que o politopo
associado a A; é o simplexo truncado, e, portanto, I é um sistema de Togliatti monomial
minimal suave.

Com o exemplo acima e os resultados anteriores, concluimos que ndo existe sistema de
Togliatti I € T*(n,d), parad >4 en >4, com2n+2 < u(I) < 3n+ 1.

Tendo estabelecido a existéncia de uma lacuna no intervalo admissivel para o nimero de
gerados dos sistemas de Togliatti minimais monomiais, a pergunta que surge naturalmente
é se essa lacuna é Unica. A sequir elencamos uma série de familias de exemplos que nos
auxiliardo a determinar o que ocorre no caso n = 4.

Exemplo 2.3.20. Considere os ideais para d > 4:

1.1 = (2, 28, D) 422 (zy, -, 24) P 2420 (00, T3, 24) T 202 (29, 23, 24) 2 F20 (23, 24);

Afirmamos que I forma um sistema de Togliattt minimal com (1) = (dgz) + 11.
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De fato, para a quantidade de geradores, vejamos que

d .d ,d 2 d—2 d—1
I = (xg,25,7) +21(21, ,04)" " + T2, T3, 74)
Vv - N - N "
3 geradores Parte 2 Parte 3

d—2 2 d—1 .
+ Lo (I2,$3,$4) +ZE0 (ZE3,I4),
A TV 7 N TV 7

6 geradores 2 geradores

A férmula para calcular o nimero de combinacées para obter monomios de grau d em

r varidvels ¢ dada por (*1"7).

Para aplicar essa formula a Parte 2 do ideal, onde estamos lidando com 4 varidveis

d — 2, a expressao é
d—2+4-1\ [(d+1
d—3 -~ \d-3)"

Na parte do ideal, onde lidamos com 3 varidveis e grau d — 1, a expressao é:

d—1+3-1\ [d+1
d—2 S \d—-2)/°

Somando a quantidade de geradores da parte 2 e da parte 3 de I, temos:
(d+1) (d+1) (d+ 1)! (d+1)!
- = -

d—3 d—2 21(d—1)! " 31(d —2)!
d(d+1) , d(d+1)(d 1)

2 6
_3d(d+1)+d(d+1)(d—1)
B 6
_dd+1)3+d—1)

B 6
_ dd+1)(d+2)
6

(5

Desse modo, somando todos os geradores de I, concluimos que, u(l) = (df) + 11.

Observe que (zd, x4, 2%, x4, 2$) estd em I. Omitimos x¢ e xd da primeira parte, pois ja

aparecerdo na parte 2 e parte 3, respectivamente.
Vejamos agora que I define um sistema de Togliatti minimal. Para isto, basta provar

que seus geradores tornam-se linearmente dependentes quando restritos ao hiperplano
Zo +£C1 + i) —|—I3 +£L'4 = O (0210 e 1110)

Tomando x4 = —xy — 1 — 2 — x3, Seque que
_.d d d 2 d—2
I ‘{x0+x1+---+x4=0}_ (x[)a"' ,1'3,(—370 - _373) ) +3?1<.CE1,.’E2,373,—370) +

J/

~
Parte 1

§’2(x27 T3, —To — $1)d71/+£€g72(5527 T3, —To — xl)iﬂzzg’l(ws, —Ty — T1 — xzz

VvV TV TV
Parte 2 Parte 3 Parte 4
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Considere m; = xo(—x9 — 21)*! € Parte 2. Na parte 1, este gerador simplifica

para 20 'zy + 28 2212y, Sendo my = x37%(—x9 — 21)? € Parte 3, na parte 1 este
simplifica para z&'x;. Agora, pode-se ver que os geradores m; e my, juntamente com

os geradores mg = xg_le + xg_lxl € Parte 4 e my = xg_sz(—xo — x1) € Parte 3

sao linearmente dependentes e, consequentemente, / forma um sistema de Togliatti.

Para a minimalidade, procedendo da mesma forma, pode-se verificar que todos os sub-
conjuntos proprios dos geradores de I permanecem linearmente independentes quando
restritos ao hiperplano xo+ 1+ - - -+ x4 = 0. Portanto, todos os subconjuntos proprios
dos geradores de I possuem WLP e, portanto, I é um sistema de Togliatti minimal.

2. J= ( ga l’g,l’g) + x%(xb U ’x4)d_2 + $2($2,$3,$4)d_1 + ‘73372(3327 €3, x4>2

222873 (23, 24).

Tal ideal forma um sistema de Togliatti com u(J) = (“3?) + 11. Para ver isto, os

argumentos sdo analogos aos usados para provar que ideal I do item anterior é um

sistema de Togliatti com (dgz) + 11 geradores.

Para o caso de minimalidade, temos que J é minimal se, e sé se, d = 4. De fato, se

> 95, Toxr] T , hf
d > 5, ao removermos o gerador x2z{ 3z de J, podemos verificar que

J = ( 8,x§,xi)+x§(x1, e ,904)d_2+$2(902,$3>$4)d_1+$g_2($2,$3,$4)2+$(Q)$‘f_3$4,

com J' C J, ainda falha WLP, pois restringindo ao hiperplano zo+x1+zo+z3+x4 = 0
os geradores sdo linearmente dependentes.

No proximo resultado, estabeleceremos a reciproca do Teorema 2.3.17. Demonstraremos
também a existéncia de sistemas de Togliattt com u(I) = 4n — 2 geradores. Além disso,
apresentaremos a demonstracao de que um ideal especifico com 3n + 1 geradores é, de fato,
um sistema de Togliatti.

Lema 2.3.21 ([1], Lema 5.2). Paran >4 e d > 3, vale que:
(@) O ideal

I=(xd - 28+ a8 2w, (zy, - a) + 28 N2y, 20y)
é um sistema de Togliattt monomial minimal com u(I) = 3n;
(b) O ideal
I= (28, a8+ 2822, 1 (20, s Tn1) + 20 220 (T0, Tty Tn)
é um sistema de Togliattt monomial minimal com p(I) = 3n + 1;
(c) O ideal
I= (20, al)+ad 2w (21, 1) 420 2w (21, @)+ 38 (@1, Too)
é um sistema de Togliattt monomial minimal com pu(I) = 4n — 2.

Demonstragao: Todos os itens seqguem o mesmo argumento.

O fato de I ser um sistema de Togliatti, seque em razao dos geradores de [ serem
linearmente dependentes quando o restringimos ao hiperplano o +x;+--- 4+, =0 (0.210
e 1.1.10).
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Para a minimalidade, basta mostrar que qualquer hipersuperficie de grau d —1 que passa
pelos pontos de A;, ndo contém nenhum ponto integral de dA,,_1\A; exceto possivelmente
alguns dos vértices de dA,,.

Como nas demonstracoes ja feitas neste capitulo, seja Fy_; uma hipersuperficie de grau
d — 1 contendo todos os pontos integrais de A;. Sendo assim, F,_; se fatora como

Fy1 = L1 Fyo.

A hipersuperficie F;_» contém todos os pontos integrais de A% Uma vez que AY é igual a

dA,,_1 menos os vértices, o que nos da que
Fq_o = LoFy_3.

Como A2 = (d —2)A,_4,
Fy_g5= Loy 4.

Repetindo o argumento, seque que
Fo1 = LoLy--- L3,

onde Fy é o hiperplano contendo os pontos inteiros de A% U A" U A% Tais pontos

sdo pontos inteiros da forma (d — 1,0,---,1) ou (d — 2,a1,az, -+ ,a,-1,0) com a; > 0 e
n—1
Zai = 2. Pode-se verificar que existe um unico hiperplano £} passando por esses pontos,
i=1
a saber,
d—2 d—2 d—2
F=xy— ( 5 )xl— ( 5 )xg—---—%xn_l—(d—l)mn.

Claramente, F;_1 ndo contém nenhum ponto integral de dA,,_1\A;. Concluimos assim que [
é um sistema Togliattt monomial minimal. |

Lema 2.3.22 ([1], Lema 53). Paran >4,d>3e1<i<d-1,
I= (xga ,ZEi) +xg_i(971>"' axn)i

é um sistema Togliatti monomial minimal com p(I) = ("*'7") +n+1

n—1

Demonstragao: Analoga a 2.3. [
Lema 2.3.23 ([1], Lema 54). Paran >4,d>3,1<i<d—2e1<j<i+1, o0 ideal
I = ('rg7 ,I'i)—’—[['l(l’l,"‘ 7xn)d_1+xg_i_lx2(x27”' 7xn)i+xg_j(x37"' 7xn)J

: : . - - +d-2 +i—2 +j—3
é um sistema de Togliatti monomial minimal com p(1) = ("F97%) + ("% + ("175°) + n.
Demonstragao: Basta provar que os geradores do ideal I torna-se linearmente dependente
quando restrito ao hiperplano z¢p + 1 + ---x, = 0 e qualquer subconjunto préprio dos
geradores I permanece linearmente independente quando restrito a g + 21 + -+ + 2, = 0.
Tomando x,, = —x9g — 1 — - -+ — x,,_1 e fixando j e i, obtemos
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_ d d d d—1
1 |{xo+x1+~~~+$n:0} = ('T07 R (_xO -t xnfl) ) + xl(xb T Tn—1, _xO) .
TV
Parte 1
d—i—1 7
+ x, To(wg, -+, Tp_1, —To — T1)
TV 4
Parte 2
d—j j
+ay (w3, w1, —T0 — 1 — X2) .
NS ~~ >
Parte 3

Considere o gerador xy 7 (—x9 — 21 — x2)? € Parte 3. Queremos analisar a dependéncia
linear deste termo com relacdo aos outros que estdo em I. Para isto, trabalharemos nele.

(o —ar —w) = a7 [(=1)(wo + @1+ 3))

= Xy (—1) '(IQ + 1+ l’g)j.

Aplicamos a expansdo binomial, obtemos temos

J .
xg_j(—l)j(wo + 1z + xz)j = $g_‘j Z (‘7) (—l)j_k:plgx{_ka:g
k=0

7 .
= =)+ (] el ek - 2

k=1

Uma vez que 1 < j < i+1, podemos ver que 2 7 (—zg—z1) e Zizl(—l)k(‘;)mgﬂx’;(—xo—
x1)77* sdo combinacdes lineares de zg, parte 1 e parte 2, respectivamente. Portanto, I é um
sistema de Togliatti. Além disso, da mesma maneira, podemos ver que todos os subconjuntos
proprios dos geradores tem WLP e, consequentemente, concluimos que I é um sistema de
Togliatti monomial minimal. |

Lema 2.3.24 ([1], Lema 5.5). Para d > 3, vale que

(@) O ideal
I = (xg, e ,xff) + 22 (2, - - - ,x4)d_2 + 23 (z9, T3, x4)d_2 + xg_l(xl, )
+ 282w (23, 24) + (23, 24)°

é um sistema de Togliatti monomial minimal com u(I) = (“3?) +6;
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(b) O ideal

I= (:L'g, T 7xfll) + xl(xh ce 7x4)d71 + xgil(x%m?nlﬁ)

¢ um sistema de Togliatti monomial minimal com p(I) = (“3?) +7;

(c) O ideal
I= (2, aD+a?(xy, - 24) a2y, w3, 24) T 03 (23, 24)+28 201 (20, 23, 24)

é um sistema de Togliatti monomial minimal u(I) = (df) +38

Demonstracao: A prova de que é um sistema de Togliatti monomial minimal é andloga a

prova de 2.3.23. Para a contagem de geradores, utilizamos o mesmo processo feito no Exemplo
2.3.20.

|
Lema 2.3.25 ([1], Lemas 5.6 e 5.7). Para d > 4, temos que:

(@) Para 2 <¢<d—2, 0 ideal

d—2

I = (:1:3, . ,:)sj)+:vf (1, x4)" "1 (xg,xg,u)d*kl—xg_l (23, 24)+a ($2,$3,$4)i

é um sistema de Togliatti monomial minimal com p(I) = (“3?) + ("1?) +5;

(b) Para 1l <7< d— 3, oideal

)d—l

I = (mga e 71:2) + 2 (xh T, Ty X2 (l’Qa e 7m4)d_1 + xg_i (x37x4)i

. . " d+2 d+1y | .
é um sistema de Togliatti com (1) = (“3%) + (“51) + i+ 4
Demonstragao: A prova de que é um sistema de Togliatti monomial minimal é andloga a
prova de 2.3.23. Para a contagem de geradores, utilizamos o mesmo processo feito no Exemplo
2.3.20.
[

A seguir veremos que para n = 4 a lacuna determinada pelo Teorema 2.3.15 é Unica.

Teorema 2.3.26 ([1], Teorema 5.8). Para d > 3 e para todo r € [9, ("1*)]\11, existe I €
T (4,d) com u(I) =r.

d+n—1
n—1

n=4,9<pu(l)< (d;“q’). Sendo assim, faremos a prova por indugao em d.

Demonstracao: De inicio, observemos que, como 2n + 1 < ,u([) < ( ) temos que, para

Para d = 3, temos que r € [9,20]\11, uma vez que ndo existe sistema de Togliatti com
11 geradores pra n = 4, pois, neste caso, u(I) = 11 = 2n + 3. Sendo assim, analisaremos
caso a caso, estes possiveis valores de r.
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r | Resultado Ideal
9 232 I = (1‘07--- ,$Z)—|—ZL‘3(I17 ,ZE4)
10 234 I=(x3, - ,2}) + xoz1(T0, -, T4)
12 2.3.21 (a) I = ('Tga ) n)+l’g 2$n($1,--' 7$n>+x(c)l_l(xla"' 7$n71)
131 2321 (b) | I = (xg,--- ,2d) +x0 xn_l(xo,---  Tp_1) —i—xg_an(xo,--- Ty 1, Tp)
.« o o d d_2 .« . o
14 232/] (C) ] - (x[)v 7$n) + zO :fn—l(wh ,In_l)
+I0 In<xly" +I0 (Ilv"' 7xn—2)
15 2322 I= (xo,--- )+ 2l (wy, x,)?
I=(2d - ad) +a2(xy, -, 24)T 2 + 22 (20, 13, 24)0 2
16 2324 0 )y M4 1 ) ) 2 ) )
@) +ag (z1,2) + $3_2$1($37 x4) + (23, 74)*
17 | 2324 (b) IT= (a2 +a (g, 20)T 4 28 (29, 3, 24)
— . .d 2 . d—2 d—1
18 2324 (C) -[ (x()v 71;14_)1_{_ 331(1'1, 7_'24) + $2(I2a €3, 374)
+af " (23, 24) + xo x1(z0, T3, 24)
f— d .« o o d . o o d 1 d 2 .« . e
19 2323 I= (x()a ,l’n) + xl('%;lljl xn) + o x?(x% ,an)
+xg (23, 1)
—(rd ... d d—1 d—2
20 2323 I= (1’0, 7xn) + xl(l;ll—’z 7xn) ‘z% xQ(x% axn)
+ xy (a3, , Ty)

Portanto, percebemos que para todo u(l) = r € [9,20]\11, obtemos um sistema de
Togliatti monomial minimal de cubicas.

Agora, suponha que o resultado seja valido para d — 1 > 3 e provaremos para d > 3.

De inicio, observe que, para J € T(4,d — 1), o ideal I = (zd,--- ,29) + zoJ pertence a
T(4,d) e u(l)=u(J)+ 4.

Desse modo, tomando J € T (4,d — 1) com u(J) € [9,(*5*)] \{11}, seque que I €
T(4,d) com u(I) € [13, (d;’r?) +4] \{15}. CGarantimos a existéncia de I € T(4,d) com
pu(l) € {9,10,12,15} pelos Teoremas 2.3.2 e 234 e pelos Lemas 2321 2.3.22. Os ideais
dados nos Lemas 2.3.22 (parai = d—1) e 2.3.24 percorrem o intervalo [(d+2) +5, (d+2) + 8}

Agora, considere J; e J;; dois sistemas de Togliatti minimais como nos Lemas 2.3.23 e
2.3.25, respectivamente. Observemos que

1. Para cada inteiro ¢ fixado, os ideais J;;, com 1 < j < ¢+ 1 percorrem o intervalo
[(57) + (57 +6.("5%) + (757) + i +6];

2. Para 2 <i<d -2,
d+2 )+ 2
u(Jz-_l,iz( g )+(Z; )+z’+5

e
d+ 2 1+ 2
Desse modo, o Unico nimero inteiro que falta entre p(J;—1,;) (d§2) + (“L?)
Assim, os ideais J; e J; j combinados percorrem o intervalo [(‘HQ) (d;rz) + ( ) +d+ 4]
E, por fim, os ideais dados no Lema 2.3.25, percorrem o intervalo [(d“) ) +d+5 (d+3)}

encerrando assim, nossa demonstracao.
[ |

Como nossos estudos foram voltados para os resultados jd obtidos até o momento sobre a
classificacao de sistemas de Togliatti minimais monomiais, os resumimos na tabela a sequir.
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Cassificacao dos sistemas de Togliatti minimais monomiais

Sistema de Togliatti Suave
d=2
n =2\ ou I=(xo, - ,23) + (Tog1, "+ ,Tn)? Sim
n=2\+1
d=3 I=(zo, a1+ 4 @nt1-aes @) +J | Sim
n—i-lzzaz ) yLag n-+ as») yn
I = ([Bg, ‘Ig)"i_xg_l(xl"" )
d >4 4,4 2 2.2
- I = (23, 21, 3, vow 23, w32?) I eI
u(I) =2n+1 5 .5 5 .3 2,2
I3 = (2,23, 23, xgx 1T, X1 T7X3)
I = (28, ,2%) + m(zo, - a:n)
I = (x3, x?,x%,x%xlxg, x%xlxg, Tox3Ts)
I3 = (2, 23, 25, 233179, T T2, TOT173)
d=4 5 5 5 :
B I, = (xo,xl,xQ,xoxlxg,xoxlxg,xoxl%) Sim
u(I) =2n+2 7,7 .7 3.3 .3
Is = (zf, 2], 2b adadny, wdx 23, xoied)
Is = (xf, 27, 28, 2dw129, BT, ToT175)
I; = (xf, 27, 2}, wox 23, w3a3wy, 2203x3)
Se u(I)=2n+3 I = (28, 2, 29) + m(a3, 23, vore, T172)
e d> 10, I = (z&, 2, 29) + m(a3, 22, vox1, 23) Sim
entdo n = 2 Iy = (2, 24, 23) + m(x}, 23, 23, vow112)
d>3, n>4
p(I) estd entre Néo existe
2n+3,3n — 1]
d>3n=>4 I:<l’g7 )_’_ngl(xl,”. ,Sl]n,1>+ N3
wu(l) =3n a:g 2xn(x1, Cee L Tp) a0
d>3n=>4 I = (1,37 Ty n) + ‘Tgig‘rlxn—l(mo? T an—l)—’_ Né&o
d—3 —
u(l) =3n+1 x 95137n(i€0d, e T, Tp)
d>3n2=>4 I= (5, ,a0) + 25 “n1(T0, -+, Tn1)+ Nao
pu(l) =4n —2 a8 2x, (2, )2l (g, )
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Conclusao

Nesta dissertacdo, nosso primeiro objetivo fot entender como ideais que falham a proprie-
dade fraca de Lefschetz se relacionam com variedades que satisfazem ao menos uma equacao
de Laplace, uma vez que é esta conexdo que estabelece nosso objeto de estudo, os sistemas
de Togliattt. A partir disso, voltamos nossa atengao para a existéncia ou nao existéncia de
Togliatti com relacdo a quantidade minima de geradores de um ideal artiniano monomial.
Sendo assim, buscamos os resultados j& existentes sobre a classificacdo. Para a classifica-
cdo em si, comegamos com o artigo “Laplace Equations and Weak Lefschetz Property” [20],
onde se define pela primeira vez sistema de Togliatti a partir do Teorema do Chd, Teorema
1.1.10, e é feita a classificagdo para sistemas de Togliatti de cibicas em 4 varidveis, como
podemos ver no Teorema 2.25. Como estdvamos interessadas em estudar inicialmente os
resultados nos graus mais baixos, estudamos também o artigo “Smooth monomial Togliatti
systems of cubics” [21], um artigo com uma linguagem bastante combinatéria e que comega
com um resultado para quddricas, e que nos diz que dado I € T%(n,2) e n > 2, existe uma
biparticdo de n +1 = a; + as, comn —1 > a; > ay > 2, tal que, a menos de mudanga de
coordenadas, I = (x¢, - ,%a,)” + (Ta,, -+ ,2n)>. A partir desse resultado, ao observarmos
varios exemplos, obtemos o Coroldrio 2.1.1 e a Proposicdo 2.1.2, que nos auxiliam a identi-
ficar o sistema de Togliattt monomial minimal suave procurado. Uma vez que, dependendo
da quantidade de varidveis do anel de polindmios em que o ideal estd contido, existem di-
versas possibilidades para a; e as. As demonstracoes para sistemas de Togliatti quadraticos
e cubicos foram todas originais, com excecao da Proposicdo 2.2.6, e inéditas na literatura.
Para as clbicas, como vimos na Proposicdo 2.2.6, temos que I = (xg, -+ ,Za,) + -+ +
(Tnt1—ays - s Tpn) +J, onde J = (zxjop | i< j <k V1I<AN<s.,# ({i,5,k}NSy) <1)
om Sx = {Dacr1lar *+ Doacrla— 1} €D a;=n+1.

Depois de entendermos como se comportam esses sistemas para d = 2,3 fomos para
d > 4, estudando o artigo “The minimal number of generators of a Togliatti system” [19],
onde a classificacdo é feita a partir do nimero minimo de geradores de um ideal I, u(I), e
é concentrado no intervalo admissivel 2n + 1 < p(I) < (d::l). Em resumo, no Teorema
2.3.2, fot mostrado que para d > 4 e pu(I) = 2n + 1, com n > 2, todo sistema de Togliatti
monomial minimal suave é trivial, com excecao dos casos especiais para d = 4 e d = 5,
para 2n + 2, com n > 2, foi mostrado no Teorema 2.34 que, para d > 3, o sistema de

Togliatti monomail minimal suave é dado por I = (z&,---,z%) + m(xg,--- ,z,), onde m
é¢ um monomio de grau d nas varidveis xg,--- ,x,, com excecao dos casos especiais para

d=5ed=7 Parao caso em que pu(I) = 2n+ 3, com n > 3, foi mostrado na Proposicao
2.3.9, que ndo existe sistema de Togliatti, para d > 3. Nessa linha de estudos, apds estudar
toda a classificacao feita em [19] fomos para o artigo “Gaps in the number of generators
of monomial Togliatti systems” [1]. Como mostrado neste trabalho, ndo existem sistemas de
Togliatti para p(l) € [2n + 3,3n — 1], para n > 4 e d > 3, como pode ser vimos no
Teorema 2.3.15. J& para p(I) = 3n, com n > 4, temos que o sistema de Togliatti monomial

minimal é dado por I = (2, -+ ,2%) +2~ (21, -+ , 20 1)+ 28 (21, ,2,), onde d > 3,
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sendo este o Teorema 2.3.17. Também vimos, no Exemplo 2.3.19, que ao acrescentarmos um
gerador, isto é, u(l) = 3n + 1, temos o sistema de Togliatti minimal monomial suave, para

n>4ed>3 1= (Ig7 T 7‘%169 + a;gigxlxn—l(x(]? T an—l) + xgig)xl‘xn(‘rm e ,.f/njl,l’n),
e para u(I) = 4n — 2, com n > 4, pelo Lema 2321, temos que I = (ad,--- z%) +
2820, 1 (20, -+, Tn1) F 2022, (21, - -+, 1) + 28 (21, -+, 2,) é um sistema de Togliatti

minimal suave para d > 3. No Ultimo resultado dessa dissertacdo, o Teorema 2.3.26, vimos
sobre a existéncia de sistemas de Togliatti monomiais minimais para I C k[xg, T1, T2, T3, T4).
Sendo assim, estamos interessados em compreender, futuramente, o que acontece para n = 5.
Temos como objetivos:

1. Verificar se pra d > 4 e n > 5 existem novas lacunas no intervalo admissivel;

2. Classificar, a menos de mudanca de coordenadas, os sistemas de Togliatti minimais
monomiais parad >4 en > 5;

3. Classificar as variedades associadas aos sistemas de Togliatti, a partir do defeito oscu-
latério e determinar quais e quantas equacoes de Laplace sdo satisfeitas exatamente.
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