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Resumo

A teoria das filas é a drea de pesquisa que estuda sistemas nos quais os clientes precisam
esperar para serem atendidos. Dentre os modelos de filas tradicionais, destacam-se as filas
M/M/1 e sua generalizagao, as filas M/FE, /1. Um problema de interesse nestes modelos
de filas é a estimacao da intensidade de trafego, que representa a proporcao do tempo em
que clientes estao sendo atendidos. Nesta dissertacao foram analisados os momentos cen-
trais (média e variancia) do estimador de maxima verossimilhanca (EMV) da intensidade
de trafego em filas M/M/1 e M/E,./1. Esta andlise é vélida para amostras pequenas e
grandes, o que representa um avanco comparativamente aos resultados assintéticos exis-
tentes na literatura, que nao valem para amostras pequenas. Simulacoes de Monte Carlo
foram utilizadas para confirmar a exatidao das expressoes analiticas obtidas. Observou-se
que o EMV da intensidade de trafego é enviesado, sobretudo em amostras pequenas e em
sistemas carregados. Esse comportamento nao era previsto pelas expressoes assintoticas.
Por fim, destacou-se a eficiéncia numérica das expressoes analiticas desenvolvidas, com-
parativamente as simulacoes numéricas que seriam necessarias para obter os momentos
centrais do EMV.

Palavras-chave: teoria das filas; filas markovianas; inferéncia.



Abstract

Queueing Theory is a research area that studies systems where customers must wait in
order to be served. Among the traditional queueing models, the M/M/1 queues and
their generalization, the M/E,/1 queues, are relevant. A problem of interest in these
models is to estimate the traffic intensity, which represents the proportion of time on
which customers are being served. This thesis analyzed the central moments (mean and
variance) of the maximum likelihood estimator (MLE) of traffic intensity for M /M /1 and
M/E,/1 queues. This analysis is valid for both small and large samples, representing an
improvement over the asymptotic results present in the literature, which are not valid for
small samples. Monte Carlo simulations were used to confirm the accuracy of the obtai-
ned analytical expressions. It was observed that the MLE of traffic intensity is biased,
especially for small samples and heavily loaded systems. This behavior was not predic-
ted by the asymptotic expressions. Finally, it was noted the efficiency of the developed
analytical expression, compared to the numerical simulations that would be required to

approximate the central moments of the MLE.

Keywords: queueing theory; markovian queues; inference.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria das filas é uma area de pesquisa antiga, com trabalhos majoritariamente focados
no desenvolvimento de modelos probabilisticos e medidas de desempenho para sistemas
nos quais os clientes precisam esperar para serem atendidos (Choudhury & Basak; 2018).
Por outro lado, a inferéncia estatistica em filas, sobretudo a inferéncia bayesiana, ¢ mais
recente.

Um dos modelos de filas mais simples e populares na literatura ¢é a fila markoviana
de servidor tnico, referida como fila M/M/1 na notagao de Kendall (1953). O traba-
lho seminal de inferéncia cldssica em filas M/M/1 deve-se a Clarke (1957), que derivou
os estimadores de maxima verossimilhanca (EMV) para a taxa de chegadas e a taxa de
servigo desses sistemas, além de propor aproximacoes para esses estimadores. Posterior-
mente ocorreram diversos avangos na inferéncia cldssica em sistemas de filas M/M/1 e
suas generalizagoes, entre os quais citam-se aqueles relatados nos trabalhos de Basawa &
Prabhu (1981) e Basawa & Prabhu (1988), que descobriram propriedades assintéticas dos
EMVs para as taxas de chegada e de servigo das filas, e o trabalho de Wolff (1965), com
resultados assintoticos para os processos de nascimento e morte, que englobam as filas
M/M/1.

Esses trabalhos, todavia, consideram esquemas amostrais mais complexos, tais
como observar todas as alteragoes do sistema até um critério de parada pré-definido (veja
Basawa & Prabhu; 1988). Ainda assim, analises sob esse modelo podem ser encontradas
em trabalhos recentes na literatura (veja Singh & Acharya; 2019).

Ao longo do tempo novos esquemas amostrais foram propostos, dentre eles aqueles
em que se observa o tamanho da fila em tempos aleatérios suficientemente espacados
ou em tempos de partidas suficientemente espacados. Trabalhos de inferéncia sob esses
esquemas amostral incluem Srinivas & Udupa (2014), Quinino & Cruz (2017), Choudhury
& Basak (2018) e Basak & Choudhury (2021). Embora popular, esse esquema amostral
é oneroso, pois requer a coleta de amostras suficientemente espacadas para garantir a
suposicao izd. Dessa forma, coletar amostras rapidamente sob esse esquema amostral é
um desafio.

Uma recente alternativa a esses esquemas amostrais tradicionais, que é de interesse

desta dissertacao, foi proposta por Srinivas et al. (2011). O método de coleta consiste em
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contar o numero de clientes que chegam durante os tempos de servico. Dessa forma, é
possivel obter amostras 7id de maneira eficiente, pois nao ha correlacao entre observagoes

sucessivas do sistema de filas.

1.1 Motivacao

Poucas andlises sob o recente esquema amostral proposto por Srinivas et al. (2011)
estao disponiveis na literatura. Dentre essas andlises pode-se citar o artigo de Chowdhury
& Maiti (2014), que apresenta a derivagao de estimadores cldssicos e bayesianos para filas
Erlang de servidor tunico (M/E,/1), uma generalizacao das filas markovianas de servidor
unico.

Em Chowdhury & Maiti (2014), assim como em outros trabalhos baseados nesse
esquema amostral, a exemplo de Singh et al. (2024), a distribuigdo do estimador de
maxima verossimilhanca da intensidade de trafego p é apresentada sob uma perspectiva
assintética, que desconsidera o truncamento do espago paramétrico de p e é aplicavel
apenas para amostras grandes.

Esse truncamento do espaco paramétrico afeta a distribuicao do estimador de
méxima verossimilhanca e seus momentos centrais (esperanga e variancia). Em parti-
cular, como pode ser visto na Figura 1.1, o truncamento torna o estimador enviesado em

sistemas com intensidades de trafego moderadas e altas (p > 0.5).

0.000

-0.025

Viés

-0.050

-0.075

-=— EMV via Monte Carlo

T T
0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 1.1: Viés em funcao de p

Dessa forma, essa dissertacao é motivada pela limitacao das analises presentes na
literatura acerca dos estimadores de maxima verossimilhanca da intensidade de trafego
em filas markovianas e Erlang. Visa, portanto, expandir o conhecimento que se tem desses

estimadores para amostras finitas considerando-se o truncamento do espaco paramétrico.
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Especificamente, buscam-se determinar a esperanca e a variancia exatas dos es-
timadores de maxima verossimilhanca para filas markovianas e filas Erlang, que valem
para amostras finitas e, como caso limite, devem convergir aos resultados assintéticos. A
determinacao desses momentos depende da distribuicao dos estimadores. Assim, a de-
terminacao da distribuicao exata do estimador de maxima verossimilhanca também faz

parte do escopo deste trabalho.

1.2 Contribuicoes

Diante da motivacao apresentada, as principais contribuicoes desta dissertacao,

sob o esquema amostral de Srinivas et al. (2011), sdo citadas a seguir:

e Determinagao original da esperanca e variancia dos EMVs para filas M/FE,. /1 e seu
caso particular M/M/1;

e Determinagao original da distribuicdo dos EMVs para filas M/E, /1 e M/M/1;

e Explicacao do comportamento enviesado dos EMVs para filas M/FE,/1 e M/M/1.

1.3 Organizacao do Texto

O restante do texto esta organizagao como se segue. No Cap. 2 sao definidos os
modelos probabilisticos de filas analisados neste trabalho e os estimadores de maxima
verossimilhanca respectivos, discutidas determinadas propriedades de distribuicoes per-
tencentes a familia exponencial e apresentado o bootsrap nao-paramétrico. No Cap. 3
deduzem-se os momentos dos estimadores de maxima verossimilhanca de filas markovia-
nas e Erlang. O Cap. 4 apresenta simulacoes Monte Carlo e estimativas pelo bootstrap,
para validacao das expressoes desenvolvidas para os momentos. Finalmente, o Cap. 5
encerra o texto, com as principais conclusoes desta dissertacao e uma breve discussao de

topicos para futuros trabalhos na area.
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Capitulo 2

Modelos de Filas e Inferéncia

Este capitulo desenvolve a fundamentacao tedrica necessaria para a determinacao de mo-
mentos nos modelos de fila markovianas de servidor tnico e filas Erlang, objetos de estudo
deste trabalho. Nesse sentido, a secao 2.1 descreve o modelo de filas markovianas de ser-
vidor unico. A secao 2.2 descreve uma generalizacao desse modelo de filas, que sao as
filas Erlang de servidor tnico. A secao 2.3 trata de propriedades da familia exponencial
que serao necessarias para a determinagao do segundo momento central (variancia) do
estimador de maxima verossimilhanca. Por fim, a secao 2.4 descreve o bootstrap nao-
paramétrico, que é um conhecido algoritmo computacionalmente intensivo que permite

aproximar os momentos do estimador de maxima verossimilhanca.

2.1 Filas Markovianas de Servidor Unico

As filas markovianas de servidor tinico sao denotadas por filas M /M /1, de acordo
com o sistema de notacao de Kendall, em que a primeira letra representa um processo
de chegada (M, de markoviano, ou Poisson), a segunda letra representa a distribuigao do
tempo de servigo (M, de markoviano, ou exponencial) e o terceiro simbolo representa o
nimero de servidores (1, para servidor inico).

Serdo considerados, para a andlise do modelo de filas M/M/1, dados proveni-
entes da contagem do numero de chegadas durante os tempos de servico dos clientes.
Assim, considere X, Xs,..., X;, ..., variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas que denotam essas contagens. Entao, as varidaveis aleatérias X;,i = 1,2, ...,

tém a seguinte funcao massa de probabilidade comum,

Pr(X = z) = Pr{z chegadas durante o tempo de servigo do cliente}

:/OOPr{X:a:|T:t}dB(t), r=0,1,..., (2.1)
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definida em termos de uma integral de Stieltjes, por generalidade, em que B(t) é a distri-
buicao acumulada do tempo de servico.
Como estamos assumindo que as chegadas ocorrem de acordo com um processo de

Poisson, condicionado em um tempo de servigo {T" = t}, ou seja,

67)\t()\t)x

Pr{X =z|T =t} = '
!

,2=0,1,2,..., (2.2)

e que os tempos de servigo sao exponenciais, ou seja, com a seguinte funcao densidade de
probabilidade,

b(t) = pe ™, t >0, (2.3)
podemos escrever a equagao (2.1) mais simplificadamente, em termos de um integral de
Riemann, substituindo dB(t) por b(t)dt,

0o —At 2\)®

Pr(X =2x) = / %ue“tdt, x=0,1,2,..., (2.4)
0 .
em que A > 0 e p > 0 sao as taxas de chegada e de servigo, respectivamente.

Por meio de integragao por partes, pode-se mostrar que a variavel aleatéria comum

X tem a seguinte funcao massa de probabilidade:

N [
Pr(X =z) = ,u/ tre” Tt gy
0

z!

*
:< p) . 2=0,1,2,..., (2.5)

14+p/) 1+p

em que p = A/ € © é referida como a intensidade de trafego da fila. Este é o parametro
de interesse para inferéncia nesta dissertacao. Para que a fila seja estavel, define-se o
espago paramétrico © = {p : 0 < p < 1}, o que equivale a considerar que a taxa de
chegada ¢é inferior a taxa de servigo.

Logo, tem-se que a variavel aleatéria X segue uma distribuicao geométrica com
parametro 1/(1 + p), ou seja, X ~ Geo(1/(1+ p)).

Tome-se uma amostra aleatéria simples de X de tamanho n, x = (1,9, ..., T,).

Entao, a funcao de verossimilhanca de x é dada por

L(pl) = [[ Pr(X =2

=L@+ p)

i=1

= /(14 p)~ ), (2.6)

n
em que y =y ., ;.



2.2. Filas Erlang de Servidor Unico 13

O estimador de maxima verossimilhanca é obtido ao se tomar a derivada da
equagao (2.6) com respeito a p e igualar essa derivada a zero, sob a restrigao do espago

paramétrico 0 < p < 1. Assim, derivando-se a equacao (2.6) obtém-se:

d y n+vy
iy -7 _
b =2~
y—np
= = 2.7
p(1+ p) 27)

Ao tomar essa expressao igual a zero, chega-se ao estimador p = y/n, que é a
média amostral. Entretanto, é possivel que ocorra que y > n. Dessa forma, o estimador
gera valores de p fora do espago paramétrico.

Quando y > n a equagao (2.7) é estritamente maior que 0 para todo p € ©, o que
significa que a fungao de verossimilhanca é maximizada no extremo superior de O, que
serda denotado por 17. Via regra pratica, 1~ = 1 — ¢ onde € é uma tolerancia numérica
pré-especificada.

Portanto, o estimador de maxima verossimilhanca para a intensidade de trafego

para filas M /M /1 com base em x, como derivado por Srinivas et al. (2011), é dado por

. T sey<n,
p=4q N (2.8)

17, caso contrario.

2.2 Filas Erlang de Servidor Unico

As filas Erlang de servidor unico sdo denotadas por filas M/FE, /1 na notagao de
Kendall. As filas Erlang generalizam as filas markovianas para casos em que o servico é
realizado em r etapas exponencialmente distribuidas e com mesma taxa. Especificamente,
as filas M/FE,./1 sao caracterizadas por numero de chegadas seguindo um processo de
Poisson com taxa A e tempos de servico realizados em r etapas, em que o tempo de
servigo de cada etapa segue uma distribuicao exponencial com taxa .

Da construcao do modelo, segue-se que os tempos de servico sao somas de r
varidveis exponenciais com taxa ru. Logo, os tempos de servigo tém distribuigao Erlang(r, ru).
Entao, a densidade dos tempos de servigo ¢ dada por

ryr—1,—rut
b(t) = % £>0. (2.9)
Similarmente ao modelo M/M/1, considere X uma varidvel aleatéria contando o

nimero de chegadas durante um tempo de servigo. Condicionando X ao evento {S = t},
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observa-se que a distribuigao de {X|S = t} é Poisson(At). Portanto, a fun¢ao massa de

probabilidade de X pode ser obtida marginalizando com respeito a S da forma a seguir:

00 e—)\t()\t)r (T’M)TtT_le_T‘ut

Pr(X =x) = /0 p =) dt

_ A* (Tﬂ)r /Oo e—()\-i-ru)t =1t
xl(r—=1)! Jo

_1 X T
:(%Lr )( P ) ( d ) r=0,1,2, ..., (2.10)
x p+r p+r

obtida por meio de integragao por partes.

Em outras palavras, a variavel aleatéria X segue uma distribuicao binomial nega-
tiva, X ~ BinNeg (7’, r/(p+ T)) Esse resultado é esperado, uma vez que a distribuicao
Erlang é um caso particular da distribuicao gama com parametro de forma restrito a
valores inteiros.

Seja x = (x1,%9,...,T,) uma amostra aleatéria simples de tamanho n de X, a

funcao de verossimilhanca de x é dada por

n

Lp|x) = HPr(X = ;)

- i +r—1 T —(z+r
:H( )pl(pﬂ")(“
i=1 Li
o o (p 4 7)), (2.11)

A derivada da equagao (2.11) com respeito a p é, entao,

d y nr+vy
—L(plx) =% —
e =2 -
Yr — nrp
= . (2.12
p(p+7) )

Quando y > n, a derivada em (2.12) é estritamente maior que 0 para todo p € ©,
o que significa que a funcao de verossimilhanca é maximizada no extremo superior do
espago paramétrico. Caso y < n, a verossimilhanga é maximizada na média amostral.

Portanto, o estimador de méxima verossimilhanca para a intensidade de trafego
para filas M/E,/1 com base em x ¢é idéntico ao estimador obtido para filas M/M/1,
equagao (2.8), ou seja,
g, se y < n,
n

p= (2.13)

17, caso contrario.
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2.3 Propriedades da Familia Exponencial

Considere f,(z]f) uma familia de densidades ou fungdes massa de probabilidade
indexadas por um parametro # (apenas o caso de § unidimensional é relevante para este
trabalho) dado um parametro de forma a. Entao, f,(z|f) é uma familia exponencial se

puder ser escrita na forma a seguir (Casella & Berger; 2024):

fa(x|0) = h(x)c(@)ew(g)t(ﬂﬁ), (2.14)

em que h(x) > 0, para todo = no espacgo amostral, e ¢(f) é a constante de normalizagao,
também chamada de inversa da transformada de Laplace da familia.

Um importante teorema de inferéncia garante que, se f,(x|f) é uma familia expo-
nencial na parametrizacao da equagao (2.14), o primeiro e o segundo momento central
(esperanga e variancia, respectivamente) podem ser obtidos por meio de operagoes de
diferenciagao (Casella & Berger; 2024):

Teorema 1 (Momentos na Familia Exponencial). Se X ¢ uma varidvel aleatoria com
densidade ou fun¢ao massa de probabilidade f.(x|0), uma famdlia exponencial na parame-

trizagao apresentada pela equagao (2.14), entao

E _dZ—go)t(X)_ = —dil‘glog c(0),
(2.15)
[dw(6) | d? d*w(6)
Var _Wt<X)_ = —ﬁlog c(d) —E { 77 t(X)} :

Para este trabalho é suficiente considerar o caso particular onde w(f) = 0 e t(X) =
X. Nessas condigoes a familia exponencial é dita estar na forma candnica e as expressoes

em (2.15) se reduzem a

E[X] = _d% log ¢(9),

(2.16)

2

de?

A fungao —logc(f) é conhecida como fungao cumulante, pois suas derivadas sao

Var[X| = log ¢(8).

os cumulantes (momentos centrais) das distribuigoes da familia f,(x|6).
Portanto, o Teorema 1 permite obter os momentos de variaveis aleatérias na familia
exponencial por meio de derivadas, que frequentemente sao procedimento mais simples

que as integracoes requeridas para obtencao direta de momentos.
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2.4 O Bootstrap

Os momentos da distribuicao amostral de um estimador podem ser aproximados
por meio de algoritmos computacionalmente intensivos. Um exemplo tradicional de algo-
ritmo adequado para essa finalidade é o bootstrap (Efron & Tibshirani; 1993).

Tome x = (x1,Z3,...,T,) uma amostra aleatéria simples de tamanho n de uma
variavel aleatéria X. Em sua versao nao-paramétrica (Efron; 1979), o bootstrap aproxima
a distribuicao de X pela distribuicao empirica (de x) cuja fungao massa de probabilidade

fp é definida por

() = %, se x = x; para algum i =1,2,... n,
0, caso contrario.

Em outras palavras, a distribuicao de X ¢é aproximada por uma distribuicao uni-
forme discreta, cuja massa é restrita aos valores observados na amostra x. Entao, amos-
tras de X podem ser obtidas de maneira aproximada por uma amostragem aleatéria
simples com reposicao de x. Consequentemente, a funcao massa de probabilidade con-
junta f(x’) de uma amostra aleatéria simples x' = (2, 2),...,2]) de X é aproximada
por fp(x') = [I} fb(x}).

Para aproximar a esperanca de um estimador 0 para um parametro ¢ de X, a

seguinte relacao ¢ utilizada

B0 =Y 0x)f(x|0) ~ Y 0(xp.) f5(xp.), (2.17)

VxeEX i=1

em que Xp;,% = 1,2,..., B s@o amostras de tamanho n simuladas pelo bootstrap (B é um
nimero tipicamente arbitrado em torno de 1.000) e x é o espago amostral.

Note que a Var[d] := E [(é - E[é])ﬂ pode ser aproximada de maneira similar.
Dessa forma, o procedimento do bootstrap nao-paramétrico consiste em simular amostras
Xp,i,t = 1,2,..., B, de tamanho n por meio de reamostragem simples com reposicao de
x. Entao, avalia-se o estimador nas amostras simuladas e as aproximacoes bootstrap da
esperanca e variancia amostrais do estimador podem ser obtidas pela média e variancia

amostrais calculadas sobre as estimativas simuladas.
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Capitulo 3

Determinacao de Momentos do
Estimador de Maxima

Verossimilhanca

Um dos poucos trabalhos presentes na literatura sob esse esquema amostral fundamentam-
se no Teorema Central do Limite para argumentar que a distribuicao assintética de p é
normal (veja Singh et al.; 2024). Entretanto, essa distribui¢do nao vale para pequenas
amostras e nao considera a restrigao do estimador ao espaco paramétrico.

O desenvolvimento deste capitulo é um avanco tedrico em dois aspectos: permite
obter a distribuigao exata de p, que vale para tamanhos de amostra pequenos (diferente
da distribuicdo assintética), e considera o efeito da restrigao do espago paramétrico na
distribuicao do estimador.

No desenvolvimento que se segue, considerou-se as filas Erlang de servidor tinico,
pois as filas markovianas de servidor inico podem ser obtidas a partir das filas Erlang ao
se tomar o numero de estagios r = 1.

O estimador de maxima verossimilhanga p para p, apresentado na equacao (2.13),

¢ reproduzido a seguir e o interesse é calcular os momentos de p:

~ {g7 Sey<n7
p: n

17, caso contrario.

Note que a expressao analitica do estimador apresenta uma mudanca de compor-
tamento de p quando y < n e quando y > n. Portanto, condicione a esperanca de p ao
evento {Y < n}:

E[p]:E[p[I(Y<n)+I(an)H
=E[p|Y <n]Pr(Y <n)+E[p|Y >n|Pr(Y >n)

1
=—E[Y|Y <n]Pr(Y <n)+ 1" Pr(Y >n),
n

em que I ( ° ) ¢ a funcao indicadora,
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1, se {A} ocorre,
[(a) = et oeom
0, caso contrario.
Como X ¢é uma variavel aleatoria com distribuicao binomial negativa, ou seja,
X ~ BinNeg(r,7/(p + 7)), segue entdo que Y = 31 X; ~ BinNeg(nr,r/(p + r)). Logo
Y*:={Y |Y <n}tem adistribui¢ao de uma varidvel aleatéria binomial negativa truncada
a direita.
Sob outra perspectiva, a varidvel aleatoria p é uma transformacao injetiva f da
variavel aleatéria Y* | que tem uma distribuicao binomial negativa truncada a direita, a

saber,

f: {0,1,...,n} —[0,1)
Y*/n, seY* <mn,

17, se Y* =n.

Y™ —

Portanto, a distribuicao de p pode ser estudada a partir de uma distribui¢ao bino-
mial negativa truncada a direita.

Os momentos de uma distribuicao binomial negativa truncada a esquerda foram
obtidos por Gurmu & Trivedi (1992), mas a variancia apresentada esta incorreta. Essa
questao foi analisada posteriormente por Shonkwiler (2016), que propds os momentos
corrigidos para a distribuicao binomial negativa truncada a esquerda ou a direita, mas nao
apresentou a demonstracao das féormulas obtidas. De outro lado, Geyer (2007) apresentou
a demonstracao de férmulas para os momentos de uma distribuicao binomial negativa

truncada a esquerda, por meio de propriedades da familia exponencial.

3.1 Esperancga

Uma férmula para a esperanca de uma distribuicao binomial negativa truncada a
direita pode ser derivada a partir da expressao da esperanca de uma distribuicao binomial
negativa truncada a esquerda. A expressao proposta por Geyer (2007) para o truncamento

a esquerda é

 k+1
HWY>M—M+RTHW

emque f=Pr(Y > k+1)/Pr(Y =k+1), 4 é amédia da distribui¢do binomial negativa
(ndo truncada) e p é a probabilidade de sucesso.
Relacionando E[Y]Y < k|, E[Y|Y > k] e E[Y] = u, tem-se:
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EY]=E [Y [I(Y <k)+I1(Y > n)H
=E[Y]Y <k|Pr(Y <k)+E[Y|Y >k Pr(Y > k). (3.1)

Logo

_ p—E[Y|Y > k][l - Pr(Y < k)]
B Pr(Y <k)

k+1
= (M+m> [1=Pr(Y < k)]

Pr(Y < k)
(k+1)[1—Pr(Y <k)]Pr(Y =k+1)
pPr(Y > k) Pr(Y < k)
k4 1Pr(Y =k +1)
p  Pr(Y <k)

E[Y|Y < k]

(3.2)

Defina v,41 = Pr(Y <k)/Pr(Y =k+1),k=0,1,2,.... A razao disso ficara clara
na demonstracao da variancia. Entao, a esperanca de uma distribuicao binomial negativa

truncada a direita no ponto k + 1 é:

_k+1

Ve+1D
Logo, a esperanca do estimador de maxima verossimilhanca da intensidade de

EY|Y <k =p

(3.3)

trafego em filas M/E,/1 sob o esquema amostral de observar o nimero de clientes que

chegam durante os tempos de servico é dada por

B[p] %(u - %) Pr(Y <n)+1- {1 _Pr(Y < n)} | (3.4)

3.2 Variancia

A obtencao da variancia do EMV nao é tao elementar quanto seu valor esperado.
Um procedimento mais direto envolve as propriedades da familia exponencial vistas na
Segao 2.3. Por isso, a equagao (2.14), que caracteriza a familia exponencial, é reproduzida

a seguir na sua forma canonica:

fa(yl0) = h(y)c(0)e".
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Considere inicialmente a distribuicao binomial negativa tradicional, sem trunca-

mento. Uma conveniente parametrizagao dessa distribuicao é

I'(y + )
[(a)y!

em que « é o parametro de forma (nimero de sucessos) e p = u/(p+a) é a probabilidade de

fa(y|p(0)) = pa(l _p)y, Y= 0,1,2,..., (35)

sucesso (nao confundir com p) de uma distribui¢ao binomial negativa com valor esperado

L.
Manipule algebricamente a equagao (3.5) para obter

M @ oy log(1-p)
P(a)y! ’
Comparando com a familia exponencial obtém-se § = log(1 —p), p = ae’ /(1 —¢?)

e c() =p(0)* = (1 — %) Logo, a funcdo cumulante é 1(6) = —alog(1 — €%).

Derivando a funcdo cumulante com respeito a 6, obtém-se () = ae’ /(1—¢’) = u

fo(ylp(8)) = y=01,2,....

e " (0) = ae? /(1 —e?)? = u/p = 02, como esperado.
Considere agora a distribuicao binomial negativa truncada a direita no ponto k-+1

e reescreva-a em termos da func¢ao indicadora:

fa(ylp(0)) = %pa(l —p)¥/Fop(k), y=0,1,2,...,k,
= %I@ < k)p*(1—p)?/Fap(k), y=0,1,2,..., (3.6)

em que F,,(k) = F(k) := Pr(Y < k) é a func@o distribuigdo da binomial negativa
tradicional avaliada no ponto k.

Note que tanto I(y < k) como Fy ,(k) sao individualmente fungoes de 6 ou y, mas
nao de ambos. Dessa forma, a distribuicao binomial negativa truncada a direita pertence
a familia exponencial e tem o mesmo parametro canoénico 6 = log(1 — p).

Isso significa que a derivada da fungao cumulante é a esperanca dessa distribuicao,

que ja foi obtida anteriormente, equacao (3.3). Logo,

kE+1

Vit 12(0)
Derivando essa expressao com respeito ao parametro canonico 6 é possivel obter a

¢'(6) = u(d)

variancia da distribuicao binomial negativa truncada a direita. Com efeito,

d d k+1
Ui 9 —- 9 -
A R R)

_du k+1 ¢dp dVi41

~dh {pwgﬂ(dﬂ”ﬁ df p) ' (37)
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Sejam dpu/df = 1" (0) = 0% e dp/df = —e® = —(1—p). Resta determinar dr,/df,

a saber,

% d Z F(y"i_of)pa( o )y {?ii;klj‘lo;?pa(l _p)k+11_

d —T(y+a) setosny [TE+1+a)]™
2 T 0P e i)

Como o somatério possui apenas termos finitos, a fungao somatério possui con-
tinuidade com respeito a 6, o que significa que a derivacao pode ser realizada termo a

termo:

k _
dVr+1 _ Z I'(y + ) [ie[y—(kﬂ)]@] [F(k t1+ a)] 1

Wom el r(a)(k +1)!
) y=0 Fézéa—;yo!é) ly — (k+Dp"(1 —p)* {Wpa(l _ p) -

Reconhecendo esse somatério como uma esperanga condicional, a seguinte ex-

pressao é justificada:

dyry1r  E[Y — (E+1)|Y <E]F(k)
o Pr(Y =k +1)

= [EYY <k) = (k+ 1]k

1—p k+1
a— —

p Ve+1P

(I=p)y k+1

= - - (k + 1)’Yk+1-
p p

- (k + 1) Vik+1

Substituindo essas derivadas na equacao (3.7) obtém-se uma expressdo para a

variancia da distribuicao binomial negativa truncada a direita, a saber,

7 k+1 1—»p k+1
R R )
PYE p p
,  k+1
=0t 53 (1 =p)(a = Dy = (b + D1 + pygs) |- (3.8)
P41

Para obter a variancia do estimador de méaxima verossimilhanga p, note que Var|[p| =
E[p?] — E[p]?. Logo,
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Varlg] = { B[y < n] Pr(Y <n) +E [)|Y = n] Pr(Y 2 n)} — B[]’

—E[Y2/n?|Y <n]Pr(Y <n)+E[17]Y >n] Pr(Y >n) — E[p]’
1

= SE[YY <] Pr(Y <n) + 17 Pr(Y 2 n) — E Bk
1
= [+ 02 Pr(Y <m)+ 17 Pr(Y 2 m) ~ E[p]” (3.9)

em que i, = E[Y|]Y <n—1]eoc? , = Var[Y|Y <n — 1], dados pelas expressoes (3.3)

e (3.8), respectivamente.
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Capitulo 4

Simulacoes Numéricas

As deducoes matematicas apresentadas no Cap. 3 sao suficientes para validacao das ex-
pressoes obtidas para os momentos do estimador de méaxima verossimilhanca de filas
Erlang de servidor uinico. Adicionalmente, foram realizadas simulacoes Monte Carlo para
atestar a eficiéncia da obtencao analitica da esperanca e variancia do EMV, comparati-
vamente a abordagem numeérica, convencional.

Nessa anélise, consideraram-se tamanhos de amostra n € {10, 20, 50,100,200},
valores de intensidade de trafego p € {0,01;0,10;0,20; 0,50;0,70;0,90; 0,99} e ntimero de
estagios r € {1,2,3}. Os momentos analiticos foram avaliados para cada combinagao
de p,r e n. Para as simulagoes Monte Carlo, foram avaliadas a esperanca e a variancia
de 10.000 replicagoes de amostras para cada combinacao de p,r e n. Para o bootstrap,
foram simuladas 1.000 amostras para cada combinagao de p,r e n, e para cada amostra
considerou-se 1.000 replicacoes bootstrap. Quantidades maiores e menores de amostras e
replicagoes também foram testadas, sem alteracao significativa nas conclusoes apresenta-
das.

Os resultados obtidos sao apresentados na Tabela 4.1. Percebe-se que as esperancas
e variancias obtidas pelas simulagoes Monte Carlo sao proximas dos valores tedricos ob-
tidos por meio das expressoes analiticas, conforme desejado.

Os resultados da tabela sao sintetizados nas Figuras 4.1 e 4.2. Na Figura 4.1
apresentam-se as esperangas dos EMVs em fungao da intensidade de trifego (valor médio
para os tamanhos de amostra considerados). Pode-se notar que o truncamento torna
os estimadores mais enviesados para altas intensidades de trafego. As curvas tedricas e
numéricas se sobrepoem, como ¢é desejavel. As curvas do bootstrap sao uma aproximagcao
do valor esperado e por isso nao se sobrepoem as demais, ainda que sejam proximas.

Na Figura 4.2 apresentam-se as variancias médias dos EMVs em funcao da in-
tensidade de trafego. Observa-se que o truncamento reduz a variancia dos estimadores
para altas intensidades de trafego, levando a estimativas com maior variancia no meio
do espaco paramétrico, resultado caracteristico das estimativas de proporcoes, em que a
variancia maxima ocorre com p = 0,50. Por fim, percebe-se que as variancias simuladas e
tedricas se sobrepoem, conforme esperado. As curvas do bootstrap sao uma aproximagao

da variancia e por isso nao se sobrepoem as demais, ainda que sejam proximas.
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Tabela 4.1: Esperancas e variancias (entre parénteses) obtidas por simulagoes Monte

Carlo, pelas expressoes analiticas e pelo bootstrap

n
r Estimador p 10 20 50 100 200

1 Simulagao 0,01 0,010 (0,0010) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)

0,10 0,100 (0,0110) 0,100 (0,0056) 0,100 (0,0022) 0,100 (0,0011) 0,100 ( 0,0006 )

0,20 0,197 (0,0233) 0,199 (0,0118) 0,200 (0,0047) 0,200 (0,0024) 0,200 (0,0012)

0,50 0,488 (0,0630) 0,497 (0,0363) 0,500 (0,0147) 0,499 (0,0074) 0,500 (0,0038)

0,70 0,652 (0,0701) 0,680 (0,0443) 0,698 (0,0218) 0,699 (0,0117) 0,700 (0,0059 )

0,90 0,776 (0,0597) 0,821 (0,0357) 0,865 (0,0176) 0,882 (0,0106) 0,893 (0,0064 )

0,99 0,818 (0,0517) 0,868 (0,0288) 0,916 (0,0124) 0,938 (0,0066) 0,955 (0,0035)

Tedrico 0,01 0,010 (0,0010) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)

0,10 0,100 (0,0110) 0,100 (0,0055) 0,100 (0,0022) 0,100 (0,0011) 0,100 ( 0,0006 )

0,20 0,200 (0,0240) 0,200 (0,0120) 0,200 (0,0048) 0,200 (0,0024) 0,200 (0,0012)

0,50 0,492 (0,0638) 0,499 (0,0361) 0,500 (0,0150) 0,500 (0,0075) 0,500 (0,0038)

0,70 0,655 (0,0702) 0,683 (0,0442) 0,697 (0,0219) 0,700 (0,0117) 0,700 (0,0059)

0,90 0,778 (0,0593) 0,824 (0,0354) 0,864 (0,0178) 0,882 (0,0107) 0,893 (0,0064 )

0,99 0,819 (0,0520) 0,870 (0,0286) 0,915 (0,0126) 0,938 (0,0067) 0,955 (0,0035)

Bootstrap 0,01 0,010 (0,0010) 0,010 (0,0005) 0,011 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)

0,10 0,103 (0,0102) 0,100 (0,0052) 0,102 (0,0022) 0,100 (0,0011) 0,101 ( 0,0006 )

0,20 0,202 (0,0209) 0,196 (0,0111) 0,205 (0,0049) 0,199 (0,0024) 0,202 (0,0012)

0,50 0,466 (0,0441) 0,488 (0,0286) 0,508 (0,0146) 0,498 (0,0075) 0,503 (0,0038)

0,70 0,606 (0,0472) 0,651 (0,0316) 0,697 (0,0185) 0,695 (0,0109) 0,702 (0,0059)

0,90 0,711 (0,0444) 0,776 (0,0279) 0,844 (0,0150) 0,861 (0,0092) 0,885 (0,0055)

0,99 0,751 (0,0417) 0,819 (0,0250) 0,890 (0,0120) 0,914 (0,0068) 0,941 (0,0035)

2 Simulagao 0,01 0,010 (0,0011) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)

0,10 0,100 (0,0106) 0,099 (0,0052) 0,099 (0,0021) 0,100 (0,0010) 0,100 ( 0,0005 )

0,20 0,201 (0,0221) 0,199 (0,0110) 0,200 (0,0044) 0,200 (0,0022) 0,200 (0,0011)

0,50 0,493 (0,0564) 0,496 (0,0306) 0,499 (0,0125) 0,499 (0,0062) 0,500 (0,0031)

0,70 0,665 (0,0626) 0,685 (0,0377) 0,698 (0,0178) 0,699 (0,0094) 0,700 (0,0047)

0,90 0,796 (0,0511) 0,836 (0,0297) 0,872 (0,0146) 0,887 (0,0089) 0,895 (0,0053)

0,99 0,840 (0,0440) 0,884 (0,0231) 0,925 (0,0097) 0,945 (0,0052) 0,960 (0,0027)

Tebrico 0,01 0,010 (0,0010) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)

0,10 0,100 (0,0105) 0,100 (0,0053) 0,100 (0,0021) 0,100 (0,0011) 0,100 ( 0,0005 )

0,20 0,200 (0,0220) 0,200 (0,0110) 0,200 (0,0044) 0,200 (0,0022) 0,200 (0,0011)

0,50 0,495 (0,0561) 0,499 (0,0307) 0,500 (0,0125) 0,500 (0,0062) 0,500 (0,0031)

0,70 0,667 (0,0617) 0,689 (0,0379) 0,699 (0,0180) 0,700 (0,0094) 0,700 (0,0047)

0,90 0,798 (0,0498) 0,838 (0,0293) 0,872 (0,0147) 0,887 (0,0088) 0,895 (0,0052)

0,99 0,842 (0,0421) 0,886 (0,0227) 0,926 (0,0098) 0,946 (0,0052) 0,960 (0,0027)

Bootstrap 0,01 0,009 (0,0008) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)

0,10 0,100 (0,0091) 0,101 (0,0050) 0,099 (0,0020) 0,100 (0,0010) 0,100 ( 0,0005 )

0,20 0,201 (0,0187) 0,200 (0,0105) 0,197 (0,0043) 0,199 (0,0022) 0,200 (0,0011)

0,50 0,477 (0,0392) 0,494 (0,0259) 0,497 (0,0120) 0,501 (0,0062) 0,501 (0,0031)

0,70 0,627 (0,0420) 0,665 (0,0288) 0,688 (0,0155) 0,698 (0,0088) 0,702 (0,0047)

0,90 0,742 (0,0379) 0,799 (0,0245) 0,845 (0,0128) 0,871 (0,0076) 0,888 (0,0045)

0,99 0,783 (0,0351) 0,843 (0,0211) 0,896 (0,0100) 0,925 (0,0053) 0,946 (0,0028)

3 Simulagao 0,01 0,010 (0,0010) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)

0,10 0,101 (0,0101) 0,100 (0,0051) 0,100 (0,0021) 0,100 (0,0010) 0,100 ( 0,0005)

0,20 0,200 (0,0210) 0,199 (0,0106) 0,200 (0,0042) 0,200 (0,0021) 0,200 (0,0011)

0,50 0,494 (0,0532) 0,497 (0,0284) 0,500 (0,0116) 0,499 (0,0058) 0,500 (0,0029)

0,70 0,668 (0,0591) 0,688 (0,0356) 0,699 (0,0166) 0,699 (0,0087) 0,699 (0,0043)

0,90 0,804 (0,0471) 0,841 (0,0277) 0,874 (0,0137) 0,888 (0,0083) 0,895 (0,0048)

0,99 0,849 (0,0392) 0,890 (0,0210) 0,930 (0,0088) 0,948 (0,0047) 0,962 (0,0024 )

Teérico 0,01 0,010 (0,0010) 0,010 (0,0005) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,0001)

0,10 0,100 (0,0103) 0,100 (0,0052) 0,100 (0,0021) 0,100 (0,0010) 0,100 ( 0,0005 )

0,20 0,200 (0,0213) 0,200 (0,0107) 0,200 (0,0043) 0,200 (0,0021) 0,200 (0,0011)

0,50 0,496 (0,0533) 0,500 (0,0288) 0,500 (0,0117) 0,500 (0,0058) 0,500 (0,0029)

0,70 0,671 (0,0585) 0,691 (0,0356) 0,699 (0,0166) 0,700 (0,0086) 0,700 (0,0043)

0,90 0,806 (0,0464) 0,843 (0,0272) 0,875 (0,0136) 0,889 (0,0081) 0,896 (0,0048)

0,99 0,851 (0,0385) 0,892 (0,0206) 0,930 (0,0088) 0,949 (0,0046) 0,962 (0,0024)

Bootstrap 0,01 0,009 (0,0009) 0,009 (0,0004) 0,010 (0,0002) 0,010 (0,0001) 0,010 (0,00005)

0,10 0,095 (0,0091) 0,100 (0,0049) 0,101 (0,0021) 0,099 (0,0010) 0,099 (0,0005 )

0,20 0,195 (0,0182) 0,201 (0,0102) 0,200 (0,0042) 0,198 (0,0021) 0,200 (0,0011)

0,50 0,476 (0,0389) 0,496 (0,0249) 0,502 (0,0114) 0,499 (0,0058) 0,500 (0,0029)

0,70 0,633 (0,0414) 0,670 (0,0276) 0,692 (0,0146) 0,698 (0,0082) 0,699 (0,0043)

0,90 0,753 (0,0374) 0,805 (0,0228) 0,851 (0,0116) 0,873 (0,0069) 0,888 (10,0042 )

0,99 0,795 (0,0342) 0,853 (0,0194) 0,902 (0,0088) 0,927 (0,0048) 0,949 (0,0026 )
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Em termos de eficiéncia numérica, observou-se que as expressoes analiticas foram
avaliadas com tempo computacional 10% vezes menor que os resultados das simulacoes
Monte Carlo e 10* vezes menor que os resultados do bootstrap. As analises também
sugerem crescimento linear do tempo de computacao das simulacoes Monte Carlo com
o tamanho de amostra. Em contrapartida, as expressoes analiticas possuem tempo de

computacao constante para todo tamanho de amostra.
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Capitulo 5

Conclusoes

5.1 Observacoes Finais

Este trabalho teve como objetivo determinar os momentos centrais do estimador
de maxima verossimilhanga para filas Erlang de servidor tinico e, consequentemente, para
filas markovianas de servidor inico. As expressoes analiticas foram obtidas em termos da
distribuicao acumulada de uma variavel aleatéria binomial negativa e validadas comple-
mentarmente por meio de simulacoes Monte Carlo e pelo bootstrap, que comprovaram a
exatidao dos resultados.

Como produto dessa andlise, observou-se que o estimador de maxima verossimi-
lhanca estudado é uma transformacao injetiva de uma variavel aleatéria binomial negativa
truncada a direita. Logo, sua distribuicao e momentos podem ser deduzidos a partir de

conhecidas propriedades da familia exponencial.

5.2 Toépicos para Trabalhos Futuros

Expressoes analiticas para a esperanca e a variancia de variaveis aleatérias cons-
tituem, por si s6, um objeto de interesse nas pesquisas em Estatistica e Probabilidade.
Inobstante, as expressoes desenvolvidas nesta dissertacao em conjunto a distribuicao do
EMV podem ser utilizadas em trabalhos futuros para realizacao de testes de hipotese,
intervalos de confianga e correcao de viés das estimativas de maxima verossimilhanca nas

filas Erlang de servidor tnico.
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#°
#7
#°
#2
#°
#2

This script is related to the thesis:

Gomes, E. S. (Cruz, F. R. B.):
"Determinacao de Momentos do Estimador de Maxima Verossimilhanca

para Filas Erlang e Filas Markovianas de Servidor Unico"

Programmed by:

Eriky S. Gomes & Frederico R. B. Cruz
Universidade Federal de Minas Gerais
E-mail: eriky-tnQ@ufmg.br

E-mail: fcruz@est.ufmg.br

(c) 2024 Gomes & Cruz

v.2024.05.30

mean of a right-truncated negative binomial distribution
E(Y | Y <= k)
@param k The truncation point (not included).

@param r The number of success in the negative binomial distribution.

@param p The probability of success

@return: The mean of the right-truncated distribution.

MeanRTruncNB <- function(k, r, p){

#°
#2
#°
#3
#°
#J

mu <- r * (1 - p) / p # untruncated
par <- pnbinom(k, r, p) / dnbinom(k + 1, r, p)
return(mu - (k + 1) / (p * par))

variance of a right-truncated negative binomial distribution
Var(Y | Y <= k)
@param k The truncation point

@param r The number of success in the negative binomial distribution.

@param p The probability of success

Q@Qreturn: The variance of the lower truncated distribution.

VarRTruncNB <- function(k, r, p){

sigma2 <- r * (1 - p) / p~"2 # variance of untruncated distribution

par <- pnbinom(k, r, p) / dnbinom(k + 1, r, p)
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delta <- (k+1) / (p * par)~2 * ((1 - p) * (r - 1) * par -

par))
return(sigma2 + delta)

# maximum likelihood estimator - MLE
MLE <- function(x, r){
tol <- 1e-3
n <- length(x)
y <- sum(x)
if (y < n)
return(y / n)
else
return(l - tol)

# expected value of MLE
MeanMLE <- function(p, n, r){
prob <- r / (r + p)

extremeR <- 1 - 1le-3

muR <- MeanRTruncNB(n - 1, n * r, prob)

return(l / n * muR * pnbinom(n - 1, n * r, prob) +
extremeR * (1 - pnbinom(n - 1, n * r, prob)))

# variance of MLE
VarMLE <- function(p, n, r){
prob <- r / (r + p)

(k + 1) x (1 + p *

muR <- MeanRTruncNB(n - 1, n * r, prob)

varR <- VarRTruncNB(n - 1, n * r, prob)

extremeR <- 1 - 1le-3

moment2 <- 1 / (n~2) * (muR"2 + varR) * pnbinom(n - 1, n * r, prob) +
extremeR"2 * (1 - pnbinom(n - 1, n * r, prob))

return (moment2 - MeanMLE(p, n, r)~2)

# non-parametric bootstrap
NpBoot _Mean<-function(x, r, fEst, ...){
rep <- 1000
est_boot <- numeric(rep)
size <- length(x)
for(i in 1l:rep){
resample <- sample(x, replace=T)
est_boot[i] <- fEst(resample, r, ...)
}

return(mean (est_boot))

NpBoot _Var<-function(x, r, fEst, ...){
rep <- 1000
est_boot <- numeric(rep)
size <- length(x)
for(i in 1:rep){
resample <- sample(x, replace=T)
est_boot[i] <- fEst(resample, r, ...)
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return(var (est_boot))

MonteCarlo <- function(rep, p, size,
set.seed (2024)
x <- numeric(size)
estimates <- numeric(rep)
for (i in 1:rep) {
x<-rnbinom(size, r, 1 / (1 + p /
estimates[i] <- fEst(x, r, ...)

}

r, fEst,

r))

return(c(mean(estimates), var(estimates)))

# monte carlo table for simulation
# the number of stages ’r’ cannot be

MC <- function(rep, p, size, r, fEst,

a vector

nameEst

DA

tab <- matrix(nrow = length(p) * length(size), ncol = 7

col.names <- c(’name’
))
for(i in 1:length(p)){
for(j in 1:1length(size)){
start <- Sys.time ()
result <- MonteCarlo(rep, plil,
end <- Sys.time ()
time <- as.numeric(end - start)
tab[(i - 1) * length(size) + j,

c(nameEst, pl[il, sizeljl, r,

}

cat (round (i / length(p) * 100, 0)
}
return (tab)

# teoric mle table for simulation

# the number of stages ’r’ cannot be

Teoric_MLE_tab <- function(p, size, r,

, ’rho’,

>

’size’, ’r’,

size[jl, r, fEst,
1:7] <-

result, time)

, 2 h\n?)

a vector
nameEst) {

tab <- matrix(nrow = length(p) * length(size), ncol =7
)

col.names <- c(’name’,

))
for(i in 1:length(p)){
for(j in 1:length(size)){
start <- Sys.time ()

’rho’,

result <- c(MeanMLE(p[il, sizel[jl, r),

end <- Sys.time ()

time <- as.numeric(end - start)

tab[(i - 1) * length(size) + j,
c(nameEst, p[i]l, sizel[jl, r,

1:7] <-
result,

’size’, ’r

VarMLE (p[i],

time)

>

B

mean’, ’var’,

’mean’, ’var’,

size[jl, T))

’time’

’time’
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}
return(tab)

rho <- ¢(0.01, 0.1, 0.2, 0.5, 0.7, 0.9, 0.99)
size <- c¢(10, 20, 50, 100, 200)
r <- c(1, 2, 3)

for(i in 1:length(xr)){

cat(’We are in the simulation’, i, ’of’, length(r),’\n’)
simMLE <- MC(10000, rho, size, r[i], MLE, pasteO(’Simulado r = ’, r[i]))
teoMLE <- Teoric_MLE_tab(rho, size, r[i], paste0(’Teorico r = ’, r[i]))

bootMLE_Mean <- MC(1000, rho, size, r[i], NpBoot_Mean, paste0O(’Bootstrap r = ’
, r[il), MLE)

bootMLE_Var <- MC(1000, rho, size, r[i], NpBoot_Var, pasteO(’Bootstrap r = ’,
r[i]), MLE)

save (rho, size, r, simMLE, bootMLE_Mean, bootMLE_Var, teoMLE, file = pasteO(’
simulation’, i,’.rdata’))

rm(simMLE, teoMLE, bootMLE_Mean, bootMLE_Var)

#write.table (MLE, "clipboard", sep="\t",dec = ’,’)
#write.table (meanMLE, "clipboard", sep="\t",dec = ’,’)
#write.table (varMLE, "clipboard", sep="\t",dec = ’,’)

# testing MLE
rho <- ¢(0.9)#(0.01,0.10,0.20,0.50,0.70,0.90,0.99)
size <- ¢(100)#(10,20,50,100,200)
r <- 1#(1,4)
MCrep <- 1000
estimates <- numeric (MCrep)
for (i in 1:MCrep) {
x <- rnbinom(size, r, r / (r + rho))
(estimates[i] <- MLE(x, r))
}
estimates <- estimates[!is.na(estimates)]
c(mean(estimates), var(estimates))
MonteCarlo (rho, size, r, MLE)

# testing negative binomial right-truncated moments
r <- 2

k <- seq(5,50,1)

diff _mean <- numeric(length(k))

diff_var <- numeric(length(k))
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rho = 0.9

prob = r / (r + rho)

#prob <- 0.3 # higher prob means less traffic intensity

for(i in 1:length(k)){
(diff _mean[i] <- MeanRTruncNB(k[i], r, prob) - r * (1 - prob) / prob)
(diff_var[i] <- VarRTruncNB(k[i], r, prob) - r * (1 - prob) / prob~2)

}
plot(k, diff_mean, ’1’, main = pasteO(’prob = ’, prob))
plot(k, diff_var,’l’, main = paste0O(’prob = ’, prob))

rm (prob, r, k)

# testing moments of MLE
r <- 1
n <- seq(5,100,1)
diff _mean <- numeric(length(n))
diff_var <- numeric(length(n))
rho = 0.9
prob = r / (r + rho)
#prob <- 0.3 # higher prob means light traffic intensity
for(i in 1:length(n)){
(diff _mean[i] <- MeanMLE(rho, nl[il, r) - rho)
(diff _var[i] <- VarMLE(rho, n[i], r) - rho / (n[i] * prob))

}
plot(n, diff_mean, ’1’, main = pasteO(’rho = ’, rho))
plot(n, diff_var,’l’, main = pasteO(’rho = ’, rho))

rm(prob, r, n)

exp—erl-dis.R
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