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Resumo

Os ciclos Brayton de CO2 supercrítico oferecem uma solução promissora para sistemas de
energia eficientes e ecologicamente corretos. No entanto, modelar com precisão o compor-
tamento do sCO2 apresenta desafios que dificultam o projeto de compressores altamente
eficientes. Por um lado, as propriedades não-lineares do CO2 próximo ao seu ponto crítico
exigem o uso de versões simplificadas e suavizadas de equações de estado em modelos
de Dinâmica dos Fluidos Computacional (CFD) para garantir a convergência. Por outro
lado, modelos matemáticos 0-D combinados com relações empíricas de perda de pressão,
comumente usados no campo, não são recomendados para esse caso. Como alternativa,
propomos uma análise diferencial que combina termodinâmica e mecânica dos fluidos. Este
modelo alternativo considera a geometria do canal do rotor, incorpora os termos completos
da equação da energia de Helmholtz e utiliza formas analíticas para as perdas de pressão.
Foram realizadas simulações para demonstrar o desempenho de várias geometrias do rotor.
É importante notar que este modelo não considera o gradiente de pressão nas direções radial
e tangencial do rotor, pois não é um método CFD 3-D. A derivação de todas as equações
utilizadas no modelo matemático é fornecida no Capítulo 4. Os resultados mostraram que
o ângulo de inclinação da pá, β, e o raio de curvatura do canal de escoamento, rc, surgem
como os fatores geométricos de maior impacto no processo de compressão. Além disso, a
influência desses fatores é maior quando o estado do CO2 está próximo do ponto crítico. Em
conclusão, recomendamos incorporar essa abordagem inovadora durante a fase de projeto
preliminar de compressores centrífugos de sCO2.

Palavras-chave: armazenamento de energia, dimensionamento de compressores centrífugos,
dióxido de carbono pseudocrítico, termodinâmica de gases reais.



Abstract

Supercritical CO2 Brayton cycles offer a promising solution for efficient and environmen-
tally friendly power systems. However, accurately modeling the behavior of sCO2 presents
challenges that make the design of highly efficient compressors difficult. On the one hand,
the nonlinear properties displayed by CO2 near its critical point require the utilization of sim-
plified and smoothed versions of equations of state in Computational Fluid Dynamics (CFD)
models to ensure convergence. On the other hand, 0-D mathematical models combined with
empirical pressure loss relations, commonly used in the field, are not recommended for this
case. As an alternative, we propose a differential analysis that combines thermodynamics and
fluid mechanics. This alternative model considers the rotor’s channel geometry, incorporates
the full terms of the Helmholtz equation of state (EoS), and utilizes analytical forms for
the pressure losses. Simulations were conducted to showcase the performance of various
rotor’s geometries. It is important to note that this model does not account the pressure
gradient in the radial and tangential directions of the rotor, as it is not a 3-D CFD method.
The derivation of all equations used in the mathematical model is provided in the Chapter 4.
The results revealed that the blade’s angle of inclination, β, and the radius of curvature of
the flow channel, rc, emerge as the most influential geometric factors in the compression
process. Furthermore, the influence of these factors is more pronounced when the CO2 state
is near the critical point. In conclusion, we recommend incorporating this novel approach
during the preliminary design phase of sCO2 centrifugal compressors.

Keywords: energy storage, centrifugal compressor design, pseudocritical carbon dioxide,
real gases thermodynamics.
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U velocidade tangencial da pá (m/s)

VA velocidade de fluxo absoluta (ms)

Vm velocidade de fluxo meridional (m/s)

Vt velocidade de fluxo tangencial (m/s)

W velocidade de fluxo relativa (m/s)

weixo trabalho específico de eixo (J/kg)

Z compressibilidade (−)

Zr quantidade de pás do rotor (−)

Letras gregas

α ângulo de fluxo absoluto (◦)

β ângulo de fluxo relativo (◦)

ε altura da folga entre a carcaça e a pá (m)

ηp eficiência politrópica (-)

µ viscosidade dinâmica (Pa · s)

ν volume específico (m3/kg)

ω rotação (rad/s)

ϕ ângulo da superelipse (◦ ou rad)

ρ massa específica (kg/m3)

θ direção tangencial (◦)

Subscritos



0 propriedade total ou propriedade de estagnação

1 sucção do rotor

2 descarga do rotor

A absoluto

(ϕ) em função de ϕ

(L) em função de L

h referente ao núcleo do rotor (hub)

m médio, meridional

sh referente à carcaça do rotor (shroud)

tc referente à aresta da pá ou à abertura entre a aresta e a carcaça

W relativo
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1 Introdução

A demanda global por energia limpa e sustentável tem aumentado exponencialmente nas
últimas décadas, impulsionada pelo crescimento populacional e pelo desenvolvimento industrial.
Nesse contexto, a geração de energia a partir do vapor de água tem desempenhado um papel
fundamental, representando atualmente cerca de 80% da energia produzida no mundo. No
entanto, essa tecnologia tem sido amplamente utilizada e aprimorada há mais de um século,
tornando cada vez mais difícil obter avanços significativos apenas por meio de modificações de
seus componentes (SHAO et al., 2021).

Diante desse cenário, torna-se necessário explorar alternativas tecnológicas promissoras
e ambientalmente responsáveis que possam impulsionar uma ruptura no campo da geração de
energia. Uma dessas alternativas é o ciclo Brayton de recompressão de sCO2, que oferece várias
vantagens em relação às tecnologias convencionais, como design compacto, baixo custo e alta
eficiência térmica (CHO et al., 2020; PASCH; STAPP, 2018; DU et al., 2021). No entanto, a
implementação desse ciclo requer o funcionamento do compressor próximo ao ponto crítico
do dióxido de carbono (CO2), região em que as variações das propriedades termodinâmicas do
fluido são altamente não-lineares, dificultando o cálculo preciso do processo de compressão.

A literatura científica apresenta diversas metodologias para calcular o processo de com-
pressão do sCO2. Duas abordagens comumente utilizadas são a abordagem 0-D, que emprega
correlações semi-empíricas, e a análise politrópica, recomendada pela norma ASME PTC-10
(1997, reafirmada em 2014). No entanto, essas abordagens possuem limitações quando aplicadas
ao cálculo do compressor de sCO2 próximo do ponto crítico, pois muitas equações presentes
nesses modelos foram deduzidas utilizando considerações de gás ideal. A análise dessas equações
é dificultada pela escassez de dados experimentais de testes reais de compressores de sCO2

disponíveis na literatura (LIU et al., 2018; CHO et al., 2020). Além disso, o cálculo iterativo
necessário para a aplicação de métodos numéricos exige um alto custo computacional próximo
ao ponto crítico devido à magnitude das derivadas das propriedades termodinâmicas nessa região.

Outra abordagem amplamente utilizada para a análise do processo de compressão é a
dinâmica de fluidos computacional (CFD), que se trata de uma modelagem 3-D do escoamento.
No entanto, a utilização do CFD enfrenta desafios devido ao elevado custo computacional
associado à complexidade matemática da equação de estado da energia de Helmholtz para
determinar as propriedades termodinâmicas do CO2 próximo ao ponto crítico.

Tendo em vista este cenário, a literatura ainda carece de metodologias específicas para
os compressores que operam com o sCO2, e por isso muita pesquisa tem sido publicada nos
últimos anos (CRESPI et al., 2017; CHO et al., 2016). Diante dessa necessidade, o presente
trabalho propõe uma nova abordagem para realizar o cálculo do processo de compressão do
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CO2 próximo ao ponto crítico. O modelo matemático desenvolvido por meio de equações
diferenciais é capaz de realizar o cálculo do processo de compressão levando em consideração
as variações bruscas das propriedades do CO2 e a influência da geometria do rotor, permitindo
análises mais detalhadas desse processo. Os resultados gerados pelo modelo incluem os caminhos
termodinâmicos dos processos de compressão e a variação das propriedades do fluido ao longo
do canal de escoamento entre-pás.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver um modelo matemático para o cálculo do
processo de compressão do CO2 próximo do ponto crítico, utilizando uma abordagem diferencial
que abranja as variações abruptas nas propriedades termodinâmicas do fluido e promova uma
compreensão sobre os efeitos de gás real no processo de compressão.

Os objetivos específicos deste trabalho são:

i. Analisar os resultados do modelo matemático para estados termodinâmicos perto e longe
do ponto crítico.

ii. Analisar os impactos do formato da pá no desempenho do rotor em processos que ocorrem
perto e longe do ponto crítico.

1.2 Estrutura do trabalho

Este trabalho é dividido em seis capítulos, começando pela Introdução. O Capítulo 2
apresenta o ciclo de recompressão do sCO2 e a recente demanda por pesquisa nessa área. O
Capítulo 3 apresenta as equações e modelos matemáticos disponíveis na literatura aberta comu-
mente utilizados para dimensionamento e cálculo da performance dos compressores centrífugos,
juntamente com as discussões sobre a necessidade de modelos que considerem os efeitos de gás
real do sCO2 quando seu estado termodinâmico está próximo do ponto crítico. O Capítulo 4
apresenta a dedução de um modelo matemático, baseado em equações diferenciais, que calcula o
caminho termodinâmico da compressão considerando os efeitos de gás real e o formato das pás
do rotor. Este modelo é utilizado em um estudo de caso detalhado no Capítulo 5. Nesse Capítulo,
são realizadas simulações nas quais o CO2 é submetido a processos de compressão, perto e
longe do ponto crítico, em compressores centrífugos cujas geometrias se diferem pelo formato
das pás. Os resultados são discutidos por meio da comparação das curvas de compressão e da
performance de cada processo. Por fim, o Capítulo 6 apresenta as conclusões deste trabalho. Os
Apêndices disponíveis na sequência apresentam (1) instruções para o uso do modelo matemático,
e (2) as curvas que descrevem as variações das propriedades termodinâmicas e das componentes
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de velocidade do sCO2 durante o escoamento no rotor, obtidas pelas simulações realizadas no
Capítulo 5.
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2 Ciclo Brayton de recompressão do
sCO2

Atualmente, 80% da energia produzida no mundo é proveniente da geração baseada em
vapor de água, tecnologia que vem sendo utilizada há mais de um século. Após tantos anos de
aperfeiçoamento e pesquisa, é razoável concluir que os sistemas baseados no ciclo Rankine de
vapor de água dificilmente oferecerão grandes saltos tecnológicos apenas pela modificação do
design de seus componentes (SHAO et al., 2021).

Ao mesmo tempo, a matriz energética mundial carece de tecnologias de geração de
energia mais eficientes e sustentáveis. Uma tecnologia que vem ganhando atenção é o ciclo de
recompressão do sCO2, esquematizado na Figura 1. Suas principais vantagens são: alta eficiência
térmica, layout das turbomáquinas compacto, baixo custo, temperaturas moderadas para a turbina
e para o compressor e redução da erosão das pás da turbina (em comparação com o ciclo Rankine
de vapor de água) (GUO et al., 2018; CHO et al., 2020; LEE et al., 2012). Além disso, o CO2 é
um gás ecologicamente sustentável, não-tóxico e quimicamente estável, e por isso ele pode ser
utilizado com uma variedade de materiais metálicos (DU et al., 2021).

Devido às suas vantagens, tem havido um aumento significativo na quantidade de pu-
blicações científicas sobre a geração de energia utilizando o ciclo de potência sCO2 na última
década (CRESPI et al., 2017; CHO et al., 2016). Atualmente, ele é considerado como o sistema

Figura 1 – Representação esquemática (fora de escala) do ciclo de recompressão do CO2 supercrítico no diagrama
T-s. Neste ciclo, a compressão ocorre próximo ao ponto crítico do fluido.

Fonte: Autoria própria.
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de geração de potência do futuro para diversas fontes de calor, abrangendo combustíveis fósseis,
energia solar, energia nuclear e aproveitamento de calor residual, entre outros. O aprimoramento
dessa tecnologia pode trazer mudanças substanciais aos mercados globais (CHO et al., 2020;
PASCH; STAPP, 2018; DU et al., 2021).

Para que o potencial do ciclo seja aproveitado, o compressor deve operar próximo do
ponto crítico, pois nessa região o sCO2 possui propriedades termodinâmicas favoráveis, como
alto calor específico, alta compressibilidade isotérmica, viscosidade de um gás e densidade de
um líquido (CHO et al., 2020; LEE et al., 2012). Sob essas condições, o trabalho de compressão
é reduzido e, como consequência, a eficiência do ciclo é aumentada (LI et al., 2017; CHO et al.,
2019).

No entanto, as mesmas características que tornam o sCO2 vantajoso para a operação do
compressor dificultam o cálculo do processo de compressão, pois todo fluido possui compor-
tamento altamente não-ideal próximo ao ponto crítico, incluindo mudanças abruptas em suas
propriedades termodinâmicas (PROCTOR; MAYNARD-CASELY, 2020). Para o CO2, esse com-
portamento pode ser observado na Figura 2, que apresenta as isolinhas de algumas propriedades
termodinâmicas em função da temperatura e pressão reduzidas. As isolinhas tendem a ficar
muito próximas no entorno do ponto crítico (Pr = 1 e Tr = 1), evidenciando um comportamento
altamente não-ideal do fluido nessa região. Na pressão crítica, as variações das propriedades do
fluido atingem o seu máximo, como pode ser observado na Figura 3.

Por causa disso, a literatura científica tem destacado várias limitações nos modelos
matemáticos e simulações numéricas convencionais quando utilizados para o projeto de com-
pressores de sCO2 que operam próximo do ponto crítico, pois muitos desses modelos possuem
considerações de gás ideal (LEE; CHO; LEE, 2018; LEE et al., 2012; CHO et al., 2016). Há
também evidências experimentais de um comportamento instável desse fluido à medida que
se aproxima do ponto crítico. (BALTADJIEV; LETTIERI; SPAKOVSZKY, 2015; AMELI;
TURUNEN-SAARESTI; BACKMAN, 2018; CHO et al., 2020; LI et al., 2020; SHAO et al.,
2021).

Os próximos capítulos serão dedicados a apresentar modelos matemáticos e numéricos
comumente utilizados para o cálculo dos processo de compressão em compressores centrífugos.
Serão abordadas algumas discussões presentes na literatura científica sobre a utilização destes
modelos em processos que ocorrem nas proximidades do ponto crítico, e os progressos realizados
nos últimos anos.
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Figura 2 – Isolinhas das propriedades termodinâmicas (a) coeficiente isentrópico ns, (b) coeficiente isentrópico ms,
(c) compressibilidade Z, (d) calor específico à pressão constante cp(kJ/kgK), (e) velocidade do som c(m/s) e
(f) compressibilidade isotérmica βT (Pa−1). No entorno do ponto crítico (Pr = 1 e Tr = 1), a proximidade das
isolinhas evidencia as variações abruptas de cada propriedade.
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Figura 3 – Variações de propriedades termodinâmicas do CO2, na pressão crítica, em função da temperatura.
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3 Modelos utilizados em compressores
de sCO2

Os modelos utilizados para a estimativa da performance de compressores centrífugos que
operam com sCO2 podem ser (1) numéricos, isto é, que se utilizam de simulações computacionais
para prever o comportamento do fluido durante o seu escoamento no compressor, ou (2) analíticos,
que são aqueles que assumem a forma de um ou mais sistemas de equações provenientes das
equações clássicas da Termodinâmica e da Mecânica dos Fluidos, além de correlações semi-
empíricas. Ambos os tipos de modelos necessitam de, ao menos, uma equação de estado do
fluido de trabalho, a fim de calcular as relações entre as suas propriedades termodinâmicas.

Este capítulo é dividido em quatro seções. A Seção 3.1 apresenta as principais equações
de estado do CO2; na 3.2, são mostrados os desafios das simulações CFD utilizadas para o estudo
do processo de compressão do sCO2; a Seção 3.3 apresenta a análise 0-D dos compressores cen-
trífugos; e a última seção, 3.4, aborda o cálculo da performance dos compressores recomendado
pela norma ASME PTC-10 (1997, reafirmada em 2014).

3.1 Equações de Estado do CO2

Existem diversas equações de estado (EOS) para CO2, cada uma com diferentes níveis
de precisão, dependendo do intervalo de temperatura e pressão considerado. As principais delas
são mencionadas a seguir.

3.1.1 A equação de van der Waals e suas derivações

O modelo de van der Waals (Eq. 3.1) (WAALS, 1873) é baseado na equação de gases
ideais, mas com duas correções, adicionadas devido às forças de atração e repulsão entre as
partículas. A partir do modelo de Van der Waals, outras equações foram deduzidas, mostradas na
Tabela 1. Em geral, quanto maior o nível de complexidade de uma equação, maior também a sua
acurácia. (PROCTOR; MAYNARD-CASELY, 2020)

As equações da Tabela 1 podem ser resolvidas analiticamente sem processos iterativos,
o que representa vantagens computacionais em seu uso (DIMITRAKOPOULOS, 2016). No
entanto, apesar da simplicidade matemática, elas apresentam limitações no cálculo dos fatores de
compressão próximo ao ponto crítico, quando comparados aos dados experimentais (PROCTOR;
MAYNARD-CASELY, 2020).
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Tabela 1 – Equação de van der Waals e suas derivações. a, b, a′, m, K, Ωa e X são constantes calculadas para cada
fluido (PROCTOR; MAYNARD-CASELY, 2020).

Autor e data Modelo

van der Waals (1873) P =
RT

V − b
− a

V 2
(3.1)

Redlich-Kwong (1949) P =
RT

V − b
− a′

(V − b) ·
√
T

(3.2)

Redlich-Kwong-Soave (1972) P =
RT

V − b
− a′

V (V − b)

[
1 +m

(
1−

√
T

Tc

)]2
(3.3)

Peng-Robinson (1976) P =
RT

V − b
− a′

V (V + b) + b(V − b)

[
1 +K

(
1−

√
T

Tc

)]2
(3.4)

Patel-Teja (1982) P =
RT

V − b
− Ωa(RTc)

2

Pc[V (V + b) + c(V − b)]

[
1 +X

(
1−

√
T

Tc

)]2
(3.5)

3.1.2 O modelo de Lee-Kesler

O modelo de Lee e Kesler (1975) é dado pela Eq. 3.6. Ele consiste no cálculo da
compressibilidade Z de um fluido real em função do seu fator acêntrico ω, que é um parâmetro
adimensional que mede a não-esfericidade da molécula.

Z = Z(0) +
ω

ω(r)
(Z(r) − Z(0)) (3.6)

O termo ω(r) é o valor da excentricidade de um fluido de referência, e os termos Z(r) e
Z(0) são obtidos pela Eq. 3.7, mas usando dois conjuntos de coeficientes diferentes.

Z(0),(r) =
Prvr
Tr

= 1 +
B

vr
+

C

v2r
+

D

v5r
+

c4
T 3
r v

2
r

(
β +

γ

v2r

)
e

(
− γ

v2r

)
, vr =

Pcv

RTc

(3.7)

A equação de Lee-Kesler foi construída principalmente para os hidrocarbonetos, e no
entanto, apresenta uma boa acurácia para o CO2 (BALTADJIEV; LETTIERI; SPAKOVSZKY,
2015; DIMITRAKOPOULOS, 2016). Apesar de ser um modelo implícito (o que representa uma
desvantagem em relação às equações da Tabela 1), tornou-se consolidado devido à sua acurácia,
e é amplamente empregado na indústria (BALTADJIEV; LETTIERI; SPAKOVSZKY, 2015; LI
et al., 2020).

No entanto, nas proximidades do ponto crítico, a compressibilidade Z obtida por esse mo-
delo possui um erro máximo de 5, 84%. Propriedades termodinâmicas compostas, como o calor
específico à pressão constante cp e a velocidade do som c, apresentam erros maiores, de 70, 7% e
43, 0%, respectivamente (BALTADJIEV, 2012), tornando esse modelo não-recomendado para o
CO2 próximo do ponto crítico.
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3.1.3 O modelo pela equação da energia livre de Helmholtz

Uma equação de estado mais recente foi obtida através da equação da energia livre de
Helmholtz, dada por:

A(ρ, T )

RT
= ϕ(δ, τ) = ϕo(δ, τ) + ϕr(δ, τ) (3.8)

em que δ = ρ
ρc

e τ = Tc

T
são a massa específica reduzida e o inverso da temperatura reduzida,

respectivamente.

O termo ϕo(δ, τ) representa a influência do gás ideal, e o termo ϕr(δ, τ), do gás real.
Enquanto o primeiro é obtido quase que totalmente de forma analítica, o segundo é dado pela
seguinte expressão:

ϕr(δ, τ) =
7∑

n=1

niδ
diτ ti +

34∑
n=8

niδ
diτ tie−δci+

+
39∑

n=35

niδ
diτ tie−αi(δ−εi)

2−βi(τ−γ)2 +
42∑

n=40

ni∆
biδe−i(δ−1)2−Di(τ−1)2

(3.9)

Em 1996, Span e Wagner (1996) encontraram os valores dos coeficientes da equação de
Helmholtz especificamente para as propriedades termodinâmicas complexas do sCO2. A acurácia
de seu modelo, mesmo nas proximidades do ponto crítico, é da mesma ordem de grandeza dos
erros de medição experimentais, que é de 0, 05% na massa específica. Esse valor implica num
erro máximo de 1% na velocidade do som c e 1, 5% no calor específico cp (SPAN; WAGNER,
1996). Apesar de ser um modelo implícito e de alta complexidade, tem sido amplamente adotado
na comunidade científica devido à possibilidade de seu uso nas proximidades do ponto crítico.

3.2 Simulações numéricas do processo de compressão do

CO2 próximo do ponto crítico

Uma das ferramentas que pode ser utilizada para prever o comportamento do sCO2 no
interior do compressor é a dinâmica de fluidos computacional (CFD). A simulação numérica do
escoamento do fluido necessita, entre outros fatores, da modelagem tridimensional da geometria
do canal de escoamento. Como exemplo, a Fig. 4 apresenta o compressor modelado por Rinaldi,
Pecnik e Colonna (2014).

Durante o funcionamento do compressor, o fluido experiencia simultaneamente um
aumento de pressão, devido ao trabalho de eixo realizado, e irreversibilidades, devido ao atrito
e a outros fenômenos indesejados, os quais são responsáveis por reduzir a pressão e a entalpia
do fluido. Normalmente, os mecanismos de perda de carga são caracterizados em internos, que
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Figura 4 – Exemplo de malha computacional de um compressor, evidenciando as pás do rotor e do estator.

Fonte: Rinaldi, Pecnik e Colonna (2014).

acontecem na região entre-pás do impelidor (ou escoamento principal), e externos, que ocorrem
fora do impelidor (LEE et al., 2012; JEONG et al., 2020). As simulações numéricas normalmente
consideram apenas as perdas internas, sendo as externas podem ser adicionadas posteriormente
para que seja possível a comparação dos resultados com dados experimentais (LIU et al., 2018).

As simulações de processos que ocorrem nas proximidades do ponto crítico do CO2

apresentam desafios inerentes às propriedades termodinâmicas complexas desse fluido, a co-
meçar pela a impossibilidade do uso direto da equação da energia de Helmholtz durante a
simulação, pois sua complexidade matemática torna o custo computacional inviável (AMELI;
TURUNEN-SAARESTI; BACKMAN, 2018). Em vez disso, é comum a aplicação de tabelas de
interpolação previamente construídas contendo os valores das propriedades termodinâmicas do
fluido calculadas pelo modelo de Span e Wagner através da equação da energia de Helmholtz, ou
mesmo por dados experimentais (RINALDI; PECNIK; COLONNA, 2014; HOSANGADI et al.,
2019; SHAO et al., 2020; SHAO et al., 2021; XU; ZOU; FU, 2022; LIU et al., 2018; LETTIERI
et al., 2014; KIM et al., 2014).

Ameli, Turunen-Saaresti e Backman (2018) destacaram que as tabelas de interpolação
devem ser de alta resolução, para abranger o comportamento altamente não-linear do fluido. Os
autores constataram diferenças significativas entre os resultados gerados com tabelas de diferentes
resoluções, como mostrado na Fig. 5. No entanto, ao aumentar a precisão da tabela, os custos
computacionais e as instabilidades da simulação aumentam rapidamente. A simulação numérica,
portanto, possui o desafio de conciliar o custo computacional e a precisão das interpolações
realizadas.
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Figura 5 – (a) Temperatura adimensional e (b) pressão adimensional obtidas por simulações CFD. Para os rotores da
esquerda, os resultados foram obtidos por meio de uma tabela de interpolação de baixa resolução. Para os da direita,
a tabela era de alta resolução.

Temperatura adimensional

(a)

(b)

Pressão adimensional

Fonte: Ameli, Turunen-Saaresti e Backman (2018).

3.3 Modelo matemático 0-D de compressores de sCO2

Outro método para prever a performance de compressores é conhecido como análise 0-D
do escoamento (XU; ZOU; FU, 2022). Essa abordagem é amplamente utilizada na literatura,
possui considerações simplificadoras usualmente adotadas, e normalmente assume a forma de um
sistema não-linear. Ao contrário do método 3-D utilizado nas simulações numéricas, o modelo
0-D não considera o formato tridimensional das pás, mas apenas as suas dimensões na sucção
e na descarga do rotor, como também o comprimento da linha média do canal de escoamento.
O modelo 0-D também não é capaz de calcular o caminho termodinâmico de compressão em
si, mas apenas o estado termodinâmico na sucção e na descarga do compressor. Esta seção
irá abordar o escoamento que ocorre dentro do impelidor, que é a região mais importante do
compressor.
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Os próximos parágrafos apresentam as equações comumente utilizadas na abordagem
0-D, a começar pelas Eqs. 3.10 e 3.11.

∆h0 = ∆

(
h+

V 2
A

2

)
= ∆(U · Vt) (3.10)

∆(ρVmA) = 0 (3.11)

A Eq. 3.10 é conhecida como equação de Euler das turbomáquinas, que calcula o trabalho
total do impelidor realizado sobre o fluido (XIA et al., 2021; UTAMURA et al., 2012). Essa
equação pode ser deduzida a partir de um balanço de momento angular do fluido de trabalho, e
possui a consideração de escoamento permanente e uniforme (FOX ROBERT W., 2006), pois
negligencia o desenvolvimento do perfil de velocidade e do perfil de ρ ao longo das seções
transversais do escoamento. A equação 3.11, por sua vez, é a equação da continuidade. Em
ambas as equações, o símbolo ∆ representa a variação do estado do fluido entre a sucção e a
descarga.

A equação de estado do fluido de trabalho também é necessária para o modelo 0-D.
Através dela, pode-se calcular a massa específica na descarga do compressor em função da
pressão e da entropia:

ρ2 → f(P2, s2) (3.12)

Ao considerar o processo de compressão como adiabático e irreversível, a energia dissi-
pada devido às irreversibilidades, ou perdas de carga, levam a um aumento da entropia do fluido.
Essas perdas podem ser calculadas em termos das propriedades termodinâmicas na entrada e na
saída do compressor . Define-se assim mais uma equação para o sistema:

∆hperdas = h2 − h2s (3.13)

O termo h2s é um estado termodinâmico hipotético que o fluido teria caso o processo de
compressão fosse isentrópico e ocorresse entre as pressões de entrada e saída do compressor.
Mais uma vez, recorre-se à equação de estado do fluido para determinar a entalpia, em função,
por exemplo, da pressão e entropia:

h2s → f(P2, s1) (3.14)

Um sistema formado pelas equações 3.10 a 3.14 é possível e indeterminado, pois ainda
é necessário adicionar uma equação para o cálculo das perdas internas do processo (∆hperdas)
em função das principais dimensões do canal de escoamento. Os mecanismos de perda de
carga em um compressor são complexos, e a literatura aberta dispõe de inúmeras correlações
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semi-empíricas para o seu cálculo. O principal mecanismo de perda de carga ocorrre pelo atrito
entre o fluido e as paredes das pás.

A energia dissipada devido às irreversibilidades é a soma das energias de cada mecanismo
de perda de carga, isto é,

∆hperdas = ∆hperda1 +∆hperda2 +∆hperda3 + . . . , (3.15)

e os termos do segundo membro da equação representam as correlações empíricas de perda
de carga. A adição dessa última equação torna o sistema de equações em questão possível e
determinado.

A solução do sistema de equações adotado pela abordagem 0-D, no entanto, também
pode requerer um alto custo computacional quando o compressor opera próximo do ponto crítico,
pois a quantidade de iterações necessárias para a solução do sistema não-linear é aumentada
devido às variações bruscas nas propriedades termodinâmicas do fluido (SON et al., 2020).

Nos últimos anos, vários estudos foram realizados para testar as correlações de perda
de carga em rotores que utiliza-se de CO2 próximo do ponto crítico. É importante mencionar
que a análise da acurácia dessas correlações é dificultada pela escassez de dados experimentais
de testes reais de compressores disponíveis na literatura (LIU et al., 2018; CHO et al., 2020).
Dentre os estudos que se propuseram a testar a acurácia dos modelos 0-D e 3-D, destacam-se os
listados no próximo parágrafo.

Cho et al. (2020) testaram três conjuntos de correlações de perda de carga, e obtiveram,
para dois deles, resultados dentro do intervalo de incerteza que eles estimaram para os dados
experimentais, mas ainda com a necessidade de ajustes em algumas dessas correlações. Os
autores identificaram um fator de atrito superestimado, e o cálculo da perda de carga pelas arestas
das pás teve sua acurácia reduzida devido à consideração de que a folga é constante durante
todo o escoamento. Concluíram que a abordagem 0-D pode ser usada para uma estimativa
inicial do projeto de compressores que operam com CO2 próximo do ponto crítico. Shao et al.

(2021) também comparou simulações 0-D e 3-D com resultados experimentais, e identificou
a necessidade de ajustes para as correlações empíricas de perdas de carga. Xia et al. (2021)
conduziram um estudo para comparar dados experimentais com resultados obtidos por um
modelo 0-D e uma simulação 3-D (simulação numérica) utilizando um modelo de enxame
de partículas. Os autores relataram ter encontrado uma boa acurácia entre os resultados. Mais
recentemente, Xu, Zou e Fu (2022) destacaram a necessidade de metodologias específicas para
o projeto de compressores que operam com CO2 próximo do ponto crítico, pois tem sido dada
pouca atenção às diretrizes do projeto aerodinâmico com considerações específicas para gases
reais. Eles desenvolveram uma metodologia de cálculo baseada em parâmetros de similitude,
que são adimensionais construídos especificamente para os compressores que apresentam fortes
efeitos de gás real.
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3.4 Análise politrópica e pseudopolitrópica do processo de

compressão

Uma abordagem para o cálculo da performance do processo de compressão consiste
na análise politrópica, que representou um avanço significativo no estudo de compressores
centrífugos (SCHULTZ, 1962). Essa análise é atualmente recomendada pela norma ASME
ASME PTC-10 (1997, reafirmada em 2014) em seu procedimento de teste para determinar o
desempenho termodinâmico de compressores centrífugos para gases ideais e reais.

Schultz (1962) definiu uma metodologia para o cálculo da eficiência politrópica de
compressores centrífugos, dada por

ηp =

P2∫
P1

νdP

h2 − h1

= 1−

s2∫
s1

Tds

h2 − h1

, (3.16)

em que
∫ P2

P1
νdP é o trabalho útil e

∫ s2
s1

Tds é a energia dissipada devido às irreversibilidades.

O cálculo da integral
∫ P2

P1
νdP necessita que o caminho termodinâmico do processo seja

conhecido. Schultz, então, considerou-o como politrópico, isto é, que obedece à equação

Pνn = constante, (3.17)

e determinou uma relação entre o expoente n e a eficiência ηp. Essa relação pode ser calculada
pelas equações a seguir.

n =
1

Y −m(1 +X)
(3.18)

m =
ZR

cp

(
1

ηp
+X

)
(3.19)

X =
T

Z

∂Z

∂T

∣∣∣∣
P

(3.20)

Y = 1− P

Z

∂Z

∂P

∣∣∣∣
T

(3.21)

As propriedades X e Y são conhecidas como fatores de compressibilidade de Schultz.

Para que o expoente n seja constante ao longo do processo de compressão, Schultz
assumiu duas considerações simplificadoras: (i) a eficiência ηp é constante, e (ii) as propriedades
X e Y também o são. A primeira consideração diz respeito ao processo de compressão em si: a
eficiência ηp será constante somente se a razão entre a energia dh recebida pelo fluido e a energia
dissipada Tds for constante ao longo de todo o processo.
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Assumindo ηp constante, tem-se

ηp = ν
dP

dh
. (3.22)

A segunda consideração simplificadora diz respeito ao comportamento do fluido, e é
facilmente aplicável a gases ideais. Para os casos em que o fluido se comporta como gás real,
pode-se utilizar um valor de n médio, obtido pela média aritmética entre os valores na sução e
na descarga do rotor. Schultz ainda propõe um fator f (Eq. 3.23) para corrigir o erro causado
pelo uso do expoente politrópico médio.

f =
h2s − h1(

ns

ns−1

)
(P2 ν2s − P1 ν1)

. (3.23)

Adotando as duas considerações simplificadoras supracitadas, define-se o caminho termo-
dinâmico entre os estados (P1, T1) e (P2, T2), e o trabalho útil de compressão pode ser calculado
por

∫ P2

P1

νdP = f

(
n

n− 1

)
P2 ν2

[(
P2

P1

)n−1
n

− 1

]
. (3.24)

O conjunto de equações de Schultz não se propõe a ser uma alternativa ao modelo descrito
na Seção 3.3, porque não faz menção à geometria do rotor ou às equações do movimento do
fluido, e porque o cálculo exige que os estados (P1, T1) e (P2, T2) sejam conhecidos. Em vez
disso, ele pode pode ser utilizado para uma análise complementar do escoamento, especialmente
da compressão que ocorre na região do impelidor.

Evidentemente, a análise politrópica de Schultz não é bem aplicável em processos que
ocorrem próximo do ponto crítico, uma vez que o fator de correção da Eq. 3.23 não é suficiente
quando o expoente politrópico varia bruscamente. No entanto, pode-se utilizar uma abordagem
pseudopolitrópica para contornar essa limitação.

Um processo pseudopolitrópico consiste em uma sequência de infinitos processos poli-
trópicos infinitesimais, de forma que o expoente n seja atualizado em cada processo (PORTO,
2022). Essa abordagem elimina a necessidade do fator de correção da Eq. 3.24, e tem o potencial
de abranger mesmo processos complexos como os que ocorrem próximo do ponto crítico.

Nesse sentido, Dimitrakopoulos (2016) propôs um método iterativo para a determinação
da curva de compressão pseudopolitrópica entre os estados termodinâmicos (P1, T1) e (P2, T2).
Em seu modelo, o processo é dividido em uma grande quantidade de elementos finitos, e a
eficiência politrópica ηp é inserida como estimativa inicial. Sob a consideração de eficiência
constante, os processos finitos são calculados um a um, atualizando-se o expoente politrópico por
meio dos fatores de compressibilidade de Schultz e da equação de estado do fluido. O resultado
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do cálculo é um estado termodinâmico (P2, Taprox.), referente à descarga do compressor. O
cálculo é, então, reiniciado com um valor diferente de ηp, até que Taprox. ≈ T2. No entanto, o
método de Dimitrakopoulos, assim como o de Schultz, não pode substituir o método 0-D da
Seção 3.3 usado no projeto de compressores, pois não contém as equações do movimento e as
equações da geometria do rotor.
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4 Modelo matemático baseado em equa-
ções diferenciais

Este capítulo apresenta a dedução de um modelo matemático para calcular o escoamento
do sCO2 em rotores de compressores centrífugos. É utilizada uma abordagem diferencial do
escoamento, a fim de contemplar as variações abruptas das propriedades termodinâmicas do
sCO2 próximo do ponto crítico.

Uma visão geral do modelo matemático pode ser observada nas Figuras 6 e 7 A Fig. 6
apresenta um rotor de compressor centrífugo com a descrição das variáveis utilizadas no modelo
matemático, enquanto a Fig. 7 oferece uma representação esquemática dos volumes infinitesimais,
onde cada seção transversal pode ser localizada em relação ao ângulo ϕ. O fluxo do sCO2 ocorre
de ϕ = 0 a ϕ = π

2
.

Neste capítulo, as Seções 4.1 a 4.4 apresentam as deduções de equações diferenciais para
os três conjuntos de variáveis representados na Fig. 7. Após a realização de todas essas deduções,
a Seção 4.5 apresenta as equações reunidas para que o modelo matemático seja visualizado
como um todo, e então as considerações simplificadoras utilizadas nas deduções são discutidas.
A Seção 4.6, por sua vez, apresenta algumas constatações sobre os efeitos da geometria do rotor
na eficiência do processo de compressão.

4.1 Diferenciais do triângulo de velocidades

O triângulo de velocidades varia durante o escoamento, e a variação de cada componente
pode ser escrita em termos dos ângulos que o constituem:

VA = Vmsecα ⇒ dVA = d(Vmsecα) ⇒ dVA = Vmsecα tanα dα + secα dVm

⇒ dVA

VA

= tanα dα+
dVm

Vm

(4.1)

Vt = VAsenα ⇒ dVt = d(VAsenα) ⇒ dVt = VAcosα dα+ senα dVA

⇒ dVt

VA

= cosα dα+ senα
dVA

VA

(4.2)

U = Vm(tanα + tanβ) ⇒ dU = d[Vm(tanα + tanβ)]

⇒ dU

Vm

=
dα

cos2α
+

dβ

cos2β
+ (tanα + tanβ)

dVm

Vm

(4.3)



Capítulo 4. Modelo matemático baseado em equações diferenciais 39

Figura 6 – Geometria do rotor, triângulos de velocidade e direções do fluxo do fluido de trabalho. É possível observar
o caminho meridional (L), coordenadas radial (r) e tangencial (θ). Três seções transversais são mostradas, cada
uma associada a três conjuntos de variáveis: o primeiro conjunto está relacionado à geometria do canal, e compõe
por sua altura (b), curvatura do canal (rc), ângulo de inclinação da pá (β), raio máximo (rsh), raio médio (rm) e
raio mínimo (rh). O segundo conjunto diz respeito aos componentes de velocidade do fluido: velocidade absoluta
(VA), tangencial (Vt), meridional (Vm), velocidades relativa (W ) e da pá (U ). O ângulo α representa o ângulo de
inclinação da velocidade absoluta. O terceiro conjunto abrange propriedades termodinâmicas, que são definidas por
variáveis independentes como pressão (P ) e entalpia (h).
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Figura 7 – Representação dos volumes de controle infinitesimal. Em (a), a visualização 3D esquematiza as posições
das infinitas seções transversais, bem como de um volume de controle infinitesimal delimitado por duas seções: a
seção de entrada do volume de controle com área Am, e a seção de saída com área Am + dAm. Na visualização
axial em (b), cada seção pode ser localizada por um ângulo ϕ, variando de 0 a π

2 radianos. O comprimento dL é
medido ao longo da linha média. Na projeção meridional em (c), pode-se observar que o fluido que passa por cada
área transversal possui um triângulo de velocidades e um estado termodinâmico.

Fonte: Autoria própria.

A variação de U também pode ser escrita em termos da definição da rotação ω:

ω =
U

rm
=

U + dU

rm + drm
⇒ dU = U

drm
rm

(4.4)
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4.2 Metodologia para definição do formato das pás

Esta seção apresenta estratégias para descrever matematicamente o formato da pá de um
rotor de compressor centrífugo. Foram escolhidas funções matemáticas que se aproximam do
formato de rotores reais, e que sejam diferenciáveis.

4.2.1 O perfil da pá como uma superelipse

A linha média do canal de escoamento pode ser aproximada para o arco de um círculo
ou elipse (VENTURA et al., 2012). Na metodologia apresentada nesta seção, no entanto, é
conveniente encontrar uma forma geométrica mais complexa, para que se possa obter geometrias
variadas para o canal de escoamento. A superelipse, ou curva de Lamé, é uma opção conveniente
porque permite a modificação da geometria do canal de escoamento simplesmente através do uso
de um fator de forma. Outra vantagem é que a equação da superelipse é diferenciável na forma
polar, e pode ser parametrizada para que o seu raio de curvatura seja calculado analiticamente.

A Fig. 8 mostra as duas superelipses que delimitam o formato da pá, apresentadas sob a
vista axial. Uma superelipse intermediária foi adicionada para traçar a linha média. As funções
das superlipses foram escritas em coordenadas polares por conveniência, e portanto a variável
independente é o ângulo ϕ representado nas Figuras 6 e 7. O escoamento do fluido de trabalho
vai de ϕ = 0 a ϕ = π

2
rad.

Sejam Esh(ϕ), Em(ϕ), Eh(ϕ) as três superelipses representadas na figura. O sufixo (ϕ)

indica que a variável está em função de ϕ. Na forma polar:

Esh(ϕ) =

[(
cosϕ

r2 − rsh1

)k

+

(
sinϕ

hr − b2

)k
] 1

k

(4.5)

Em(ϕ) =

( cosϕ

r2 − rm1

)k

+

(
sinϕ

hr − b2
2

)k
 1

k

(4.6)

Eh(ϕ) =

[(
cosϕ

r2 − rh1

)k

+

(
sinϕ

hr

)k
] 1

k

(4.7)

A constante k se refere a um fator de forma, sendo que k = 2 torna a superelipse uma
elipse.

Assim:
bϕ = Eh(ϕ) − Esh(ϕ) (4.8)

rsh(ϕ) = r1 − Esh(ϕ) · senϕ (4.9)
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Figura 8 – Superelipses que delimitam o canal de escoamento.
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Fonte: Autoria própria.

rm(ϕ) = r1 − Em(ϕ) · senϕ (4.10)

rh(ϕ) = r1 − Eh(ϕ) · senϕ (4.11)

4.2.2 Raio de curvatura do canal de escoamento

O raio de curvatura rc é a curvatura da elipse média Em, e é necessário para calcular o
fator de atrito para tubulações curvas. A Eq. 4.6 na forma parametrizada é:[

x(ϕ)

y(ϕ)

]
=

[
R1cos

2
kϕ

R2sin
2
kϕ

]

em que R1 = r2 − rm1 e R2 = hr − b2
2

.
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O raio de curvatura de uma função parametrizada é dado por:

rc =
(x′2 + y′2)

3
2

|x′y′′ − y′x′′|

Portanto, o raio de curvatura rc(ϕ) da superelipse média é:

rc(ϕ) =
(R2

1sin
2ϕ cos

4
k
−2ϕ+R2

2cos
2ϕ sin

4
k
−2ϕ)

3
2

R1R2(senϕ cosϕ)
2
k
−1(k − 1)

(4.12)

4.2.3 Comprimento meridional L

As dimensões do rotor, apresentada nas seções anteriores, foram deduzidas em função
do ângulo ϕ. No entanto, esse ângulo não é uma medida da distância percorrida pelo fluido no
interior do rotor. É necessário calcular todas as propriedades do fluido em termos da distância
meridional L, e para isto pode-se converter o diferencial dϕ em um comprimento dL, calculado
na linha média. O valor de dL depende de ϕ e de dϕ, como mostra a Fig. 9.

Figura 9 – Comprimento diferencial da linha média
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E
m(Φ)E

m
(Φ+dΦ)

rm(Φ+dΦ)

Φ
Φ
+d
Φ x

dL

y

Fonte: autoria própria

A partir de relações trigonométricas simples, chega-se a:

dL(ϕ) =

√[
Em(ϕ)sin(ϕ)− Em(ϕ+dϕ)sin(ϕ+ dϕ)

]2
+
[
rm(ϕ) − rm(ϕ+dϕ)

]2
(4.13)

Analogamente, o comprimento diferencial da aresta da pá (Eq. 4.5) é dado por:

dLtc(ϕ) =

√[
Esh(ϕ)sin(ϕ)− Esh(ϕ+dϕ)sin(ϕ+ dϕ)

]2
+
[
rsh(ϕ) − rsh(ϕ+dϕ)

]2
(4.14)
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O comprimento total da linha média deve ser calculado pelo comprimento do arco da
superelipse, dado por

Lm =

∫ π
2

0

dL(ϕ), (4.15)

4.2.4 Ângulo de inclinação da pá (β)

O ângulo de inclinação da pá, β, pode ser obtido pela derivada da função fL que descreve
o perfil da pá, ou seja:

β(L) = tan−1

[
dfL
dL

]
(4.16)

Figura 10 – Perfil da pá e ângulo de fluxo relativo

fL
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Fonte: autoria própria

Aqui, é conveniente que a função fL seja matematicamente simples, diferenciável, e ao
mesmo tempo atenda às características comumente observadas nos rotores de compressores. A
pá deve possuir um valor de β acentuado na entrada do rotor; ao longo do escoamento β deve
reduzir; atingindo seu valor mínimo na descarga. Uma função matemática simples que intercepta
a origem e que atende a esses requisitos é:

fL = n · ln(mL+ 1) (4.17)

onde m e n são coeficientes a serem determinados.

Substituindo 4.17 em 4.16:

β(L) = tan−1

(
mn

mL+ 1

)
(4.18)
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Os coeficientes m e n podem ser determinados pelo sistema{
β(0) = β1

β(Lm) = β2

cuja solução é: 
m =

1

Lm

·
(
tanβ1

tanβ2

− 1

)
n =

tanβ1

m

(4.19)

Substituindo 4.19 em 4.18, tem-se o ângulo β em função de L:

β(L) = tan−1

 tanβ1

L
Lm

·
(

tanβ1

tanβ2
− 1
)
+ 1

 (4.20)

Outra função que pode representar o perfil da pá é

fL = n · tan−1(mL) (4.21)

Seguindo o mesmo procedimento da equação anterior, chega-se aos valores dos coefici-
ente m e n.


m =

1

Lm

·

√
tanβ1

tanβ2

− 1

n =
tanβ1

m

(4.22)

Para este caso, a função β(L) é

β(L) = tan−1

 tanβ1(
L
Lm

)2
·
(

tanβ1

tanβ2
− 1
)
+ 1

 (4.23)

4.2.5 Componentes de área

Conforme mostrado na Fig. 6, o plano do triângulo de velocidades é sempre perpendicular
à área da seção transversal. No entanto, como há três componentes de velocidade Vm, VA e W ,
também deve haver três componentes de área Am, AA e AW , como mostra a Fig. 11.

Evidentemente, área e velocidade estão relacionadas através da equação da continuidade:

ṁ = ρV A
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Figura 11 – Relações entre áreas e velocidades.

Fonte: autoria própria

Portanto:
VAAA = VmAm = WAW

Aplicando relações trigonométricas no triângulo de velocidades, chega-se a:

AA = Amcosα (4.24a)

AW = Amcosβ (4.24b)

AW = AA
cosα

cosβ
(4.24c)

As áreas Am(ϕ) e AW (ϕ) e os perímetros Pm(ϕ) e PW (ϕ) variam em função de ϕ, e foram
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calculados através da casca de um tronco de cone, como mostrado na Fig. 12.

Figura 12 – Áreas e perímetros das seções Am e AW .

Fonte: autoria própria

Am(ϕ) =
π · b(ϕ) · (rsh(ϕ) + rh(ϕ))

Zr

(4.25)

Pm(ϕ) = 2bϕ +
2π(rsh(ϕ) + rh(ϕ))

Zr

(4.26)
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AW (ϕ) =
π · b(ϕ) · (rsh(ϕ) + rh(ϕ)) · cosβ(ϕ)

Zr

(4.27)

PW (ϕ) = 2b(ϕ) +
2πcosβϕ(rsh(ϕ) + rh(ϕ))

Zr

(4.28)

Os diâmetros hidráulicos meridional e relativo são, respectivamente:

Dm(ϕ) = 4
Am(ϕ)

Pm(ϕ)

(4.29)

DW (ϕ) = 4

Eq.4.27︷ ︸︸ ︷
AW (ϕ)

PW (ϕ)︸ ︷︷ ︸
Eq.4.28

=
4Am(ϕ)cosβ(ϕ)

2b(ϕ) +
2πcosβϕ(rsh(ϕ)+rh(ϕ))

Zr

=
2Am(ϕ)cos

b(ϕ) +
Am(ϕ)cosβ(ϕ)

b(ϕ)

=

(
b(ϕ)

2Am(ϕ)cosβ(ϕ)

+
1

2b(ϕ)

)−1

(4.30)

As deduções da área, perímetro e diâmetro hidráulico na direção ortogonal à velocidade
absoluta não são relevantes para este modelo. É importante ressaltar que os cálculos de Am e AW

tratam-se de aproximações, pois desconsidera o fato de que as áreas possuem uma determinada
curvatura, característica do tronco de cone. O erro causado por essa curvatura é nulo na sucção do
rotor (região onde a área é calculada através de uma superfície anular), e é máxima na descarga
do rotor (onde a área é calculada através da casca de um cilindro). O erro também será menor
quanto maior for a quantidade de pás do rotor.

Para calcular o erro devido a essa consideração simplificadora, é necessário comparar a
área da casca do cilindro (área ideal) com a área real da seção transversal na descarga do rotor
(área real). Esta última pode ser obtida através da área lateral de um prisma cuja base é um
polígono de Zr lados, sendo Zr a quantidade de pás do rotor. A razão r entre a área ideal e a
área real é

r =
2πr2b2

2Zrr2b2sen(
π
Zr
)
=

π

Zrsen(
π
Zr
)
.

Assim, um rotor com 10 pás, por exemplo, terá uma razão r de 1, 017, o que corresponde
a um erro de 1, 7% na área da descarga. Já um rotor com 20 pás terá um erro de 0, 4%. O erro
será nulo para um rotor com infinitas pás.
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4.3 Balanço de momento linear, massa, entalpia, entropia

e momento angular do fluido de trabalho

Seja o volume de controle infinitesimal representado na Fig. 13.

Figura 13 – Representação do volume de controle infinitesimal. (a) é uma visualização 3-D de Zr volumes de
controle lado a lado, sendo Zr a quantidade de pás do rotor. (b) é a representação do VC na projeção meridional.
(c) é a vista axial do VC. Há entrada e saída de massa, energia e momento linear no VC. E há apenas entrada de
momento angular, representado por dH⃗ . O diferencial dṁtc é a massa que entra e sai do VC através da folga entre
as pás e a carcaça do rotor.

θ

L

dL

Fonte: autoria própria.

Através de um balanço de momento linear, chega-se a

ṁdVA︸ ︷︷ ︸
(A)

+AAdP︸ ︷︷ ︸
(B)

= dFeixo︸ ︷︷ ︸
(C)

− dFatrito︸ ︷︷ ︸
(D)

− dFṁtc︸ ︷︷ ︸
(E)

(4.31)
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em que

(A) variação do momento linear do fluido de trabalho, dada por:

ṁdVA = ρAAVAdVA (4.32)

(B) força causada pela diferença de pressão no escoamento.

(C) força que o eixo do rotor realiza sobre o fluido de trabalho.

(D) força devido ao atrito da parede com o fluido.

(E) força associada à redução da quantidade de movimento do fluido devido à entrada de massa
através da folga entre a carcaça e a pá.

4.3.1 Trabalho de eixo do rotor

O termo (C) da Equação 4.31 pode ser calculado pela dedução

VAdFeixo = ṁdweixo

dFeixo =
ṁdweixo

VA

dFeixo =
ρ��VAAAdweixo

��VA

dFeixo = ρAAdweixo

(4.33)

em que dweixo é a potência específica que o fluido recebe do eixo.

4.3.2 Perda de carga pelo atrito

O termo (D) da Equação 4.31 é

dFatrito = τwdAwet, (4.34)

sendo τw a tensão cisalhante na parede e dAwet a superfície molhada. Esse termo pode ser
desenvolvido a partir das equações a seguir, algumas já desenvolvidas nas seções anteriores,

Pwet = PW = 2b+
2π cosβ (rsh + rh)

Zr

(4.28)

DW =
4Amcosβ

Pwet

(4.30)
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dAwet = Pwet · dLW︸︷︷︸
dL

cosβ

(4.35)

τw = fc ·
ρW 2

2
(4.36)

em que Pwet é o perímetro molhado e fc é o fator de atrito corrigido para tubulações curvas, dado
por (LIU et al., 2018; VENTURA et al., 2012)

fc = f ·

(
1 + 0.075 ·Re0.25 ·

√
DW

2rc

)
. (4.37)

Na Equação 4.37, f é o fator de atrito de Fanning, equivalente a 1/4 do fator de atrito
de Darcy fD, e pode ser calculado explicitamente pela correlação de Sousa-Cunha-Marques
(SOUSA; CUNHA; MARQUES, 1999)

f =
fD
4

= 0, 25 ·
(
−2log10

[
k

3.7DW
− 5.16

Re
· log10

(
k

3.7DW
+

5.09

Re0.87

)])−2

, (4.38)

em que DW é o diâmetro hidráulico relativo.

Substituindo 4.24a e 4.28 em 4.35:

dFatrito = fc ·
ρW 2

�2
·
�2b+ �2π cosβ (rsh+rh)

Zr

cosβ
· AA

AA

· dL

= ρAAfc ·
W 2

(
b

cosβ
+ π(rsh+rh)

Zr

)
Amcosα

· dL

= ρAAfc
W 2VA

AmVm

(
b

cosβ
+

π(rsh + rh)

Zr

)
dL

(4.39)

4.3.3 Perda de carga pela aresta da pá

O termo (E) da Equação 4.31 é:

dFṁtc = Vmdṁtc = VmρtcVtcdAtc ·
AA

AA

=
ρtcAAVmVtcεdLtc

Amcosα
=

ρtcAAVAVtcεdLtc

Am

em que ρtc e Vtc são, respectivamente, a massa específica e a velocidade do fluido que entra
no volume de controle através da folga entre a pá e a carcaça da turbomáquina, ε é a altura
dessa folga, dLtc é o comprimento diferencial da aresta da pá e o termo dAtc = εdLtc é a área
de passagem do fluido que escoa por essa folga. Como simplificação, será utilizado ρtc = ρ e
Vtc = U . Portanto:

dFṁtc =
ρAAVAUε

Am

dLtc (4.40)
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4.3.4 Entalpia e entropia

Substituindo 4.32, 4.33, 4.39 e 4.40 em 4.31, tem-se

ρAAVAdVA+AAdP = ρAAdweixo−ρAAfc
W 2VA

AmVm

(
b

cosβ
+

π(rsh + rh)

Zr

)
dL−ρAAVAUε

Am

dLtc.

Dividindo todos os termos por ρAA:

VAdVA +
dP

ρ
= dweixo − fc

W 2VA

AmVm

(
b

cosβ
+

π(rsh + rh)

Zr

)
dL− VAUε

Am

dLtc (4.41)

A primeira e a segunda Leis da Termodinâmica podem, respectivamente, ser escritas
como

dh+ VAdVA = dh0 (4.42)

Tds = dh− dP

ρ
(4.43)

em que h0 é a entalpia de estagnação, ou entalpia total, do fluido de trabalho.

Na Eq. 4.43, o diferencial ds equivale a

ds = dsq + dsger.

em que dsq = δq
T

é a variação de entropia devido à troca de calor e dsger é a entropia gerada
pelas irreversibilidades do processo. Este último termo, em processos reais, é sempre positivo.

Neste modelo, é suposto que o escoamento é adiabático, o que significa que a variação
de entropia do fluido será causada apenas pelas irreversibilidades do processo. Portanto:

ds =
�
�
�δq

T
+ dsger ⇒ ds = dsger

Substituindo 4.42 e 4.43 em 4.41:

dh0 − Tds = dweixo − fc
W 2VA

AmVm

(
b

cosβ
+

π(rsh + rh)

Zr

)
dL− VAUε

Am

dLtc (4.44)

Os dois últimos termos dessa equação estão relacionados às irreversibilidades do sistema.
Então, a energia dissipada devido às irreversibilidades é:

dhperdas = fc
W 2VA

AmVm

(
b

cosβ
+

π(rsh + rh)

Zr

)
dL︸ ︷︷ ︸

dhatrito

+
VAUε

Am

dLtc︸ ︷︷ ︸
dhtc

(4.45)

em que dhatrito é a perda de carga pelo atrito e dhtc é a perda de carga pela aresta da pá.

Pode-se reescrever a Equação 4.44 e relacionar seus termos como se segue:

dh0 − Tds = dweixo − dhperdas
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Portanto, define-se o sistema: {
dh0 = dweixo

Tds = dhperdas

(4.46)

A primeira equação do sistema descreve a energia que é transferida do eixo do compressor
para o fluido de trabalho. A segunda equação, por sua vez, apresenta a relação entre as perdas de
carga e o aumento da entropia específica do fluido.

4.3.5 Momento angular

Através de um balanço do momento angular H⃗ do fluido, e sabendo-se que a derivada de
H⃗ é o torque T⃗eixo, chega-se a uma relação entre velocidade tangencial e trabalho de eixo:

(H⃗ + dH⃗)− H⃗ = dH⃗

∂

∂t
(H⃗ + dH⃗)− ∂

∂t
H⃗ =

∂

∂t
(dH⃗)

ṁ · (⃗h+ dh⃗)− ṁ · h⃗ = d
∂H⃗

∂t

ṁ · (rm + drm)(Vt + dVt)ṁ · rmVt = dT⃗eixo

���rmVt −���rmVt + rmdVt + Vtdrm + drmdVt =
dT⃗eixo

ṁ

d(rmVt) · ω =
dT⃗eixo

ṁ
· ω

d(ωrmVt) =
Ẇeixo

ṁ

d(UVt) = dweixo

UdVt + VtdU = dweixo

(4.47)

Esta dedução possui uma consideração simplificadora: o momento angular do fluido é
calculado utilizando-se rm, que é a distância entre o eixo do rotor e a linha média. No entanto, é
provável que a massa de cada elemento infinitesimal não esteja equidistribuída, e por isso seu
centro de massa não está localizado exatamente na linha média. Neste modelo matemático, no
entanto, a distância entre a linha média e o centro de massa de cada elemento finito é considerada
desprezível.

4.3.6 Definição do sistema de equações

Substituindo 4.42, 4.45 e 4.47 em 4.46, forma-se o sistema
dh+ VAdVA = UdVt + VtdU

Tds = fc
W 2VA

AmVm

(
b

cosβ
+

π(rsh + rh)

Zr

)
dL+

VAUε

Am

dLtc

(4.48)
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A primeira equação do sistema é a equação de Euler das Turbomáquinas na forma
diferencial. A segunda descreve as irreversibilidades do sistema em função da geometria do rotor
e das componentes de velocidade do fluido.

4.4 Relação matemática fundamental entre as proprieda-

des termodinâmicas h, ρ e s

Esta seção apresenta a dedução de uma equação que relaciona as três propriedades
termodinâmicas mais importantes do modelo matemático: entalpia, entropia e massa específica.
Considerando h = f(ρ, s), os diferenciais dh, ds e dρ podem ser relacionados como se segue:

dh =
∂h

∂ρ

∣∣∣∣
s

dρ+
∂h

∂s

∣∣∣∣
ρ

ds (4.49)

Sejam os coeficientes isentrópicos do fluido ms e ns definidos como:

ms =
P

T

∂T

∂P

∣∣∣∣
s

(4.50)

ns =
ρ

P

∂P

∂ρ

∣∣∣∣
s

(4.51)

O quadrado da velocidade do som de um gás é

c2 =
∂P

∂ρ

∣∣∣∣
s

= nsRTZ. (4.52)

A função da energia interna na forma diferencial leva a uma das relações de Maxwell da
Termodinâmica, dada pela equação

du = Tds− Pdv ⇒ ∂T

∂v

∣∣∣∣
s

= − ∂P

∂s

∣∣∣∣
v

. (4.53)

A propriedade ∂h
∂ρ

∣∣∣
s

da Equação 4.49 pode ser deduzida a partir das Equações 4.43 e 4.52:

∂h

∂ρ

∣∣∣∣
s

=
���T∂s+ ∂P

ρ

∂ρ

∣∣∣∣∣
s

=
1

ρ

∂P

∂ρ

∣∣∣∣
s

=
c2

ρ
(4.54)

A propriedade ∂h
∂s

∣∣
ρ
, também da equação 4.49, pode ser deduzida utilizando as equações

4.43, 4.50, 4.51 e 4.53:
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∂h

∂s

∣∣∣∣
ρ

=
∂h

∂s

∣∣∣∣
v

=
T∂s+ ∂P

ρ

∂s

∣∣∣∣∣
v

= T +
1

ρ

∂P

∂s

∣∣∣∣
v

=

= T − 1

ρ

∂T

∂v

∣∣∣∣
s

= T − 1

ρ

∂T

∂P

∣∣∣∣
s

∂P

∂v

∣∣∣∣
s

=

= T +
1

�ρ

∂T

∂P

∣∣∣∣
s

ρ�2
∂P

∂ρ

∣∣∣∣
s

= T +
T

P
ms ρ nsRTZ =

= T +
T

����ρRTZ
ms �ρ ns���RTZ = T + Tmsns = T (1 +msns)

(4.55)

Substituindo 4.54 e 4.55 em 4.49, finaliza-se a dedução:

dh = c2
dρ

ρ
+ (1 +msns) Tds (4.56)

4.5 Visualização do modelo matemático

Para visualizar o modelo como um todo, as equações deduzidas nas seções anteriores
estão reunidas nas Tabelas 2 e 3.

A Tab. 2 apresenta as equações da geometria do rotor obtidas pela metodologia da
Seção 4.2. Através dessas equações, é possível determinar as curvas das variações de rm, rh, rsh,
b, Am, DW , β, rc e DW em função de ϕ e L, que são as variáveis geométricas necessárias para o
cálculo do processo de compressão.

A Tab. 3, por sua vez, trata-se das equações diferenciais que descrevem o escoamento
do fluido, deduzidas nas Seções 4.1, 4.3 e 4.4. Essas equações formam um sistema possível e
determinado, cujas variáveis são: três diferenciais de propriedades termodinâmicas (dh, ds e
dρ) e cinco diferenciais de propriedades do escoamento (dVA, dVm, dVt, dU e dα). O sistema de
equações é linear se, através de um cálculo numérico, for considerado que cada diferencial é
uma variável finita.

O modelo matemático proposto neste estudo assume que as variações de pressão e
temperatura ocorrem apenas na direção meridional, ou seja, o fluxo é considerado uniforme nas
coordenadas radiais. No entanto, na realidade, o fluxo de fluido envolve perfis de velocidade
e temperatura que são influenciados por vários fatores, como a atrito entre o fluido e a parede
das pás e o gradiente de pressão causado pelas forças centrífugas. Como consequência, as
simulações usando esse modelo matemático diferirão dos resultados experimentais, mesmo
na linha meridional de observação. Próximo às pás, o modelo CFD observará a formação de
gotículas de líquido, por exemplo, o que não pode ser observado usando este modelo matemático.
Por outro lado, as equações de estado são altamente não lineares em algumas regiões do diagrama
termodinâmico do sCO2. Nessas regiões, o modelo matemático proposto oferece uma vantagem
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Tabela 2 – Equações para o cálculo da geometria do rotor. Nas equações 4.58, 4.59, 4.60, and 4.69, as constantes k
e j são fatores de forma. Cada rotor deve ter um valor de k e j dependendo de sua geometria.

Descrição Definição

ângulo das superelipses 0 ≤ ϕ ≤ π

2
(4.57)

superelipse (carcaça) Esh(ϕ) =

[(
cosϕ

r2 − rsh1

)k

+

(
sinϕ

hr − b2

)k
] 1

k

, 1.6 < k < 3 (4.58)

superelipse média Em(ϕ) =

( cosϕ

r2 − rm1

)k

+

(
sinϕ

hr − b2
2

)k
 1

k

, 1.6 < k < 3 (4.59)

superelipse (núcleo) Eh(ϕ) =

[(
cosϕ

r2 − rh1

)k

+

(
sinϕ

hr

)k
] 1

k

, 1.6 < k < 3 (4.60)

altura da pá b(ϕ) = Esh(ϕ) − Eh(ϕ) (4.61)

raio máximo rsh(ϕ) = r2 − Esh(ϕ) · cosϕ, drsh = rsh(ϕ+dϕ) − rsh(ϕ) (4.62)

raio médio rm(ϕ) = r2 − Em(ϕ) · cosϕ, drm = rm(ϕ+dϕ) − rm(ϕ) (4.63)

raio mínimo rh(ϕ) = r2 − Eh(ϕ) · cosϕ (4.64)

área meridional Am(ϕ) =
π · b(ϕ) · (rsh(ϕ) + rh(ϕ))

Zr
, dAm = Am(ϕ+dϕ) −Am(ϕ) (4.65)

linha média dL(ϕ) =

√[
Em(ϕ)sin(ϕ)− Em(ϕ+dϕ)sin(ϕ+ dϕ)

]2
+ [drm]2 (4.66)

aresta da pá dLtc(ϕ) =

√[
Esh(ϕ)sin(ϕ)− Esh(ϕ+dϕ)sin(ϕ+ dϕ)

]2
+ [drsh]2 (4.67)

linha média (total) Lm =

∫ π
2

0

dL(ϕ) (4.68)

ângulo relativo β(L) = tan−1

 tanβ1(
L
Lm

)j
·
(

tanβ1

tanβ2
− 1
)
+ 1

 , j = 1 or j = 2 (4.69)

curvatura do canal rc(ϕ) =
(R2

1sin
2ϕ cos

4
k−2ϕ+R2

2cos
2ϕ sin

4
k−2ϕ)

3
2

R1R2(senϕ cosϕ)
2
k−1

(4.70)

diâmetro hidráulico DW (ϕ) =

(
b(ϕ)

2Am(ϕ)cosβ(ϕ)
+

1

2b(ϕ)

)−1

(4.71)

em relação ao CFD, devido ao uso da equação de estado de Span e Wagner sem precisar recorrer
a interpolações.

Na dedução das equações da Seção 4.3, também é considerado que o escoamento é
adiabático. Para um compressor que opera próximo ao ponto crítico do CO2, onde a temperatura
é próxima à do ar atmosférico, a transferência de calor entre o compressor e o ambiente é reduzida.
No entanto, são necessárias análises posteriores para verificar os impactos dessa consideração.
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Tabela 3 – Sistema de equações que descrevem o processo de compressão de um fluido que escoa por um rotor de
compressor centrífugo.

Descrição Definição

equação de Euler dh+ VAdVA = UdVt + VtdU (4.72)

equação das perdas Tds = fc
W 2VA

AmVm

[
b

cosβ
+

π(rsh + rh)

Zr

]
dL︸ ︷︷ ︸

dhatrito

+
VAUε

Am
dLtc︸ ︷︷ ︸

dhtc

(4.73)

relação termodinâmica dh = c2
dρ

ρ
+ (1 +msns) Tds (4.74)

equação da continuidade
dρ

ρ
+

dVm

Vm
+

dAm

Am
= 0 (4.75)

dVA

VA
= tanα dα+

dVm

Vm
(4.76)

equações do triângulo de velocidades
dVt

VA
= cosα dα+ senα

dVA

VA
(4.77)

dU

Vm
=

dα

cos2α
+

dβ

cos2β
+ (tanα+ tanβ)

dVm

Vm
(4.78)

equação da rotação dU = U
drm
rm

(4.79)

4.6 Efeitos da geometria do rotor na potência e perdas de

carga locais

Uma consideração simplificadora comum nos modelos presentes na literatura aberta é
a de eficiência constante. A análise politrópica de Schultz descrita na Seção 3.4, por exemplo,
adota esta consideração ao supor que a razão entre os diferenciais vdP e dh é constante durante
todo o escoamento. Os modelos 0-D também consideram um valor de eficiência calculado através
da análise do processo como um todo, sem considerar variações locais. O modelo matemático
deste artigo, no entanto, não faz uso dessa consideração simplificadora, pois permite o cálculo
dos diferenciais das propriedades termodinâmicas como funções das dimensões locais do rotor.
Em outras palavras, é possível calcular as regiões do canal de escoamento nas quais o fluido
recebe mais energia, como também as regiões em que haverá mais energia dissipada. Esta análise
é tratada nas seções a seguir.
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4.6.1 Relação entre a geometria do rotor e a potência local

A quantidade de energia recebida pelo fluido de trabalho durante o escoamento é a
variação da entalpia de estagnação dh0 (ver Eq. 4.72), dada por

dh0 = dh+ VAdVA = UdVt + VtdU = d(UVt).

.

Isso significa que a energia recebida depende das variações de Vt e U , ou do produto
UVt. Observando os triângulos de velocidade na Figura 14, pode-se constatar que dVt e dU

dependem, entre outros fatores, de drm e dβ. Se houver, simultaneamente, um aumento em rm e
uma redução em β, o produto UVt aumenta.

Figura 14 – Três representações de triângulos de velocidade na entrada e saída de um elemento infinitesimal. (a)
mostra a influência de um aumento no raio rm. (b) mostra a influência de uma redução em β. (c) mostra os efeitos
combinados de ambas as influências. Nos três casos, há um aumento no produto UVt. No entanto, a variação do
produto UVt é maior no terceiro processo, indicando que este é o processo em que o fluido recebe mais energia.

Isso faz sentido, uma vez que o torque do eixo do rotor causa uma variação no mo-
mento angular do fluido, manifestada através do aumento de suas componentes de velocidade
tangenciais.

Portanto, a quantidade de energia recebida pelo fluido será maior quanto maiores forem
drm e |dβ|. É interessante concluir que a troca de energia depende não dos valores absolutos de
β e rm, mas de suas variações.
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4.6.2 Relação entre a geometria do rotor e as perdas de carga

A quantidade de irreversibilidade gerada durante o processo de compressão também
depende da geometria do rotor (ver Eq. 4.73). A perda de energia total devido ao atrito entre as
pás e o fluido (dhatrito) será maior quanto maior a rugosidade relativa das pás e o comprimento
total do canal de escoamento (ou comprimento total da pá), dado por:

LW =

∫ π
2

0

dL(ϕ)

cosβ(ϕ)

(4.80)

A perda pelo atrito local do processo de compressão depende do raio de curvatura local
do canal de escoamento (rc), sendo que quanto menor rc, maior a perda. A variação de rc ao
longo da pá, portanto, influencia na taxa de variação da energia dissipada.

A perda pela folga da ponta da pá (dhtc), por sua vez, será maior quanto maior for o
comprimento total da aresta da pá, equivalente ao comprimento da superelipse Esh, dado por:

Ltc =

∫ π
2

0

dLtc(ϕ) (4.81)

A perda de carga local causada pela folga da ponta dependerá do valor local de ε.
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5 Estudo de Caso

As equações do modelo matemático do Capítulo 4 foram utilizadas para construir um
código na linguagem de programação Python, conforme representado na Figura 15. O código
foi escrito no Colaboratory, plataforma de programação gratuita do Google, e pode ser en-
contrado pelo DOI 10.5281/zenodo.8270200. As propriedades termodinâmicas do CO2 foram
calculadas através do banco de dados da biblioteca CoolProp (BELL et al., 2014) do domínio
www.coolprop.org. Através dessa biblioteca, é possível obter o estado termodinâmico do CO2

pelo uso direto da equação da energia livre de Helmholtz, dispensando o uso de tabelas de
interpolação.

O modelo matemático escrito em Python recebeu três conjuntos de entradas: (a) as di-
mensões do rotor, (b) o triângulo de velocidade na sucção do rotor e (c) o estado termodinâmico
na sucção. As saídas do modelo são: as curvas que descrevem o formato da pá, o caminho
termodinâmico de compressão do CO2 e as curvas das propriedades termodinâmicas e fluidodi-
nâmicas do CO2 em função do comprimento meridional L. A eficiência politrópica também foi
calculada. Nenhum cálculo iterativo foi utilizado, pois o sistema de equações da Tabela 3 é linear,
possibilitando que a sua solução seja obtiva por meio da aplicação de uma eliminação gaussiana.

Foram utilizados seis rotores com geometrias diferentes, obtidas pela combinação de três
perfis do canal de escoamento (k = 1, 6, k = 2, 0 e k = 3, 0) com dois perfis das pás do rotor
(j = 1 e j = 2), conforme mostrado na Fig. 16. Todos os rotores nesta figura têm as mesmas
dimensões na sucção e descarga, mostradas na Tabela 4.

Tabela 4 – Dimensões do rotor na sucção (que recebem o subscrito “1”) e na descarga (subscrito “2”).
Dimensão Valor

rsh1 0.020 m
rh1 0.010 m
rm1 0.5 · (rsh1 + rh1)
r2 0.040 m
b1 rsh1 − rh1
b2 0.002 m
hr 0.030 m
β1 70◦

β2 20◦

Zr 10 pás
kr 0.0002 m
ε 0.02 · b2

Para cada rotor apresentado na Figura 16, foram realizadas duas simulações, uma para
o sCO2 próximo ao ponto crítico e outra para o sCO2 longe do ponto crítico, região em que
o fluido se comporta como um gás ideal, totalizando 12 simulações. A Tabela 5 apresenta as
propriedades termodinâmicas e as variáveis do triângulo de velocidade para cada simulação.
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Figura 15 – Sequência de cálculos utilizada no código desenvolvido em linguagem de programação Python.

Definição do ângulo 𝜙:

0 < 𝜙 <
𝜋

2
e 𝑑𝜙 =

𝜋

2𝑞
.

Definição da variável 𝑞
(quantidade de elementos finitos).

Criação do vetor 𝜙 com 𝑞 + 1 elementos:

𝜙 = 0, 𝑑𝜙, 2𝑑𝜙, 3𝑑𝜙,… , 𝑞 − 2 𝑑𝜙, 𝑞 − 1 𝑑𝜙,
𝜋

2
.

Escolha do valor de 𝑘 (fator de forma) e cálculo 

dos vetores 𝐸𝑠ℎ (Eq. 4.58), 𝐸𝑚 (Eq. 4.59) e 𝐸ℎ
(Eq. 4.60), com 𝑞 + 1 elementos cada.

Criação dos vetores 𝑏 (Eq. 4.61), 𝑟𝑠ℎ
(Eq. 4.62), 𝑟𝑚 (Eq. 4.63), 𝑟ℎ (Eq. 4.64), 𝑟𝑐

(Eq. 4.70), com 𝑞 + 1 elementos cada.

Criação dos vetores 𝑑𝐿 (Eq. 4.66) e 𝑑𝐿𝑡𝑖𝑝
(Eq. 4.67), com 𝑞 elementos.

Criação do vetor 𝐿, com 𝑞 + 1 elementos, 

através do vetor 𝑑𝐿:

𝐿 = 0, 𝐿0 + 𝑑𝐿0, 𝐿1 + 𝑑𝐿1, … , 𝐿(𝑞−1) + 𝑑𝐿(𝑞−1) .

Criação do vetor 𝛽 (Eq. 4.69), com 𝑞 + 1
elementos, usando 𝑗 = 1 ou 𝑗 = 2.

Criação dos vetores 𝐴𝑚 (Eq. 4.65) e 𝐷𝑊
(Eq. 4.71), com 𝑞 + 1 elementos cada.

Definição da pressão 𝑃1 e da temperatura 𝑇1 na 

sucção do rotor, e cálculo das propriedades ℎ1, 

𝑠1, 𝜌1, 𝑐1, 𝑚𝑠1, 𝑛𝑠1 e 𝜇1 através do CoolProp.

Cálculo das componentes do triângulo de 

velocidades na sucção do rotor, 

considerando 𝛼1 = 0.

Cálculo do número de Reynolds 𝑅𝑒
(Eq. 4.37) e do fator de atrito 𝑓𝑐

(Eq. 4.38).

Resolução do sistema linear da Tabela 3 

para encontrar os valores de 𝑑ℎ, 𝑑𝜌, 𝑑𝑠, 

𝑑𝑉𝐴, 𝑑𝑉𝑡, 𝑑𝑉𝑚, 𝑑𝑈 e 𝑑𝛼.

Atualização dos valores das variáveis 

através das somas ℎ + ℎ + 𝑑ℎ,

𝑠 = 𝑠 + 𝑑𝑠, 𝑉𝐴 = 𝑉𝐴 + 𝑑𝑉𝐴, etc.

Atualização dos valores das outras 

variáveis através do CoolProp e das 

demais equações do modelo matemático.

Fim dos 

elementos 
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Fonte: autoria própria

Para validar o modelo, as 12 simulações descritas no parágrafo anterior foram primeira-
mente realizadas considerando processos isentrópicos e reversíveis. Para isso, a Equação 4.73 foi
substituída por Tds = 0. Uma vez que o modelo foi validado, as 12 simulações foram realizadas
novamente utilizando a Equação 4.73 completa.
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Figura 16 – Representação da geometria dos seis rotores. Os perfis do canal de escoamento são delimitados pelas
superelipses nas Equações 4.58 e 4.60. Os perfis das pás do rotor são dados pelas Equações 4.17 e 4.21, e a variação
de β para cada perfil é determinada pela Equação 4.69. Para k = 2 (canal B), a superelipse torna-se uma elipse.
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ROTOR B1
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ROTOR B2
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Fonte: autoria própria

Tabela 5 – Estado termodinâmico e variáveis do triângulo de velocidades na sucção do rotor.
Dimensão gás real gás ideal
P1(MPa) 9.0 20
T1(

◦C) 39.8 400
α1(rad) 0 0
VA1(m/s) 50 50

5.1 Resultados e Discussão

5.1.1 Simulações dos processos reversíveis

As simulações realizadas sob a consideração de entropia constante estão organizadas na
Tabela 6.

Observa-se uma proximidade entre os estados termodinâmicos na descarga do rotor para
os seis processos realizados com o gás real, e para os seis realizados com o gás ideal. Isso
significa que o formato da pá tem pouca influência quando o processo é reversível.
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Tabela 6 – Estados termodinâmicos na descarga de cada rotor representado na Fig. 19 considerando processos
adiabáticos e isentrópicos, e portanto reversíveis.

Rotor gás real gás ideal
P [MPa] T [◦C] ρ[kg/m3] P [MPa] T [◦C] ρ[kg/m3]

A1 54,040 120.9 784.09 32.452 462.69 222.30
B1 54,028 120,9 784.06 32.449 462.68 222.28
C1 54,013 120,9 784.02 32.445 462.66 222.27
A2 53,967 120,8 783.88 32.434 462.61 222.21
B2 53,965 120,8 783.88 32.434 462.61 222.21
C2 53,958 120,8 783.86 32.432 462.61 222.20

Figura 17 – Curvas da geometria do rotor. Os perfis do canal de escoamento (a) e os perfis das pás (d) também são
mostrados na Fig. 16. As curvas de (a) são dadas pelas Eqs. 4.17 e 4.21. As curvas de (b) pela Eq. 4.69. As curvas
de (d) pelas Eqs. 4.58, 4.59 e 4.60. As curvas de (e) pela Eq. 4.63. As curvas de (c) e (f) são as derivadas de (b) e (e),
respectivamente.
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Fonte: autoria própria

5.1.2 Geometria e transferência de energia

A Figura 17 apresenta o perfil dos canais de escoamento e das pás, juntamente com as
curvas de β, dβ, rm, and drm para cada um dos rotores da Figura 16.

Conforme apresentado na Seção 4.6.1 e considerando a Figura 14, uma derivada positiva
da função rm (Figura 17e) e uma derivada negativa da função β (Figura 17b) aumentariam
a variação da entalpia de estagnação, o que significa que mais energia é transferida para o
fluxo. Como observado nas Figuras 17(c) e 17(f), a pá 1 apresenta uma derivada absoluta
maior no primeiro quarto do percurso. Somando os efeitos de drm (Fig.,17f) e dβ (Fig.,17c) na
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Figura 18 – Fatores geométricos que influenciam as perdas de pressão no processo de compressão. Em (a),
Lm representa o comprimento da superelipse média (Em), LW representa o comprimento total da pá e Ltc o
comprimento da aresta da pá (Esh). Um valor mais alto de LW leva a um aumento do atrito entre o fluido e as pás.
No entanto, o atrito também depende do raio de curvatura, mostrado em (b) e calculado pela Eq. 4.70. Um raio de
curvatura maior resulta em menos atrito. O raio de curvatura para o canal C tende ao infinito na sucção e descarga,
indicando que o canal é perfeitamente reto nessas regiões. Em (c), é mostrada a localização dos comprimentos Lm,
LW e Ltc no rotor.
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Fonte: autoria própria

transferência de energia, espera-se que a pá 1 com o canal C (rotor C1 da Fig. 16) tenha uma
maior transferência de energia na primeira metade do escoamento. Também pode ser observado
nas Figuras 17(c) e 17(f) que há oscilações em drm e dβ. Portanto, espera-se que o rotor C2 (ver
Figura 17) tenha a maior transferência de energia próxima à descarga.

5.1.3 Geometria e perdas de carga

A Figura 18 apresenta o comprimento da superelipse Esh (representado por Ltc), o
comprimento da linha média Lm, o comprimento do canal LW e o raio de curvatura para cada
rotor. Esses parâmetros geométricos estão relacionados às irreversibilidades do processo de
compressão.

O rotor C2 apresenta os maiores valores de LW e Ltc, o que significa valores maiores nas
perdas pelo atrito e pela folga da aresta. O rotor A1, por outro lado, representa o caso oposto,
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com os menores valores de LW e Ltc.

O raio de curvatura rc varia de maneira diferente entre os três perfis de canal. O perfil do
canal A possui os menores raios de curvatura próximos à sucção e à descarga, o que aumenta
o fator de atrito nessas regiões. No entanto, na região central do canal A, são encontrados os
maiores valores de rc, o que reduz as irreversibilidades locais. Por outro lado, o canal C possui
uma seção reta na sucção e descarga, reduzindo as perdas de carga nessas regiões. O canal B,
por sua vez, possui um raio de curvatura quase constante.

5.1.4 Simulações de processos irreversíveis

A curva do processo de compressão depende não apenas dos fatores mencionados nas
seções anteriores (dβ, rm, LW , Ltc e rc), mas também da variação das propriedades termodi-
nâmicas do CO2. Foram realizadas simulações para os seis rotores da Fig. 16 operando com
o CO2 perto do ponto crítico (Fig. 19a) e longe do ponto crítico (Fig. 19b). As isolinhas de
pressão e temperatura permitem acompanhar a evolução dessas propriedades ao longo do pro-
cesso. Para visualizar mais detalhadamente as variações dessas e outras propriedades, consulte o
Apêndice A).

Figura 19 – Processos de compressão simulados para os seis rotores com o CO2 (a) próximo ao ponto crítico e (b)
longe do ponto crítico (gás ideal). Ambos os gráficos foram construídos na mesma escala para fins de comparação.
A variação da entalpia é aproximadamente a mesma para todos os processos, mas a variação da entropia é maior
para os processos que ocorrem próximo ao ponto crítico.
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Fonte: autoria própria

Em ambos os casos, (a) e (b) da Fig. 19, as curvas tracejadas correspondentes ao perfil de
pá 1 possuem um distanciamento das curvas contínuas correspondentes ao perfil de pá 2. Isso
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ocorre porque a taxa de transferência de energia oscila de maneiras diferentes para cada perfil de
pá.

Observa-se também que o rotor C1 não apresenta a mesma tendência dos rotores A1 e
B1. No rotor C1, ocorre o aumento do atrito entre o fluido e as pás na maior parte do escoamento,
devido aos baixos valores de rc. O mesmo se aplica na comparação entre os rotores A2, B2 e C2.

No caso da Fig. 19(a), o processo termodinâmico do rotor A2 apresenta uma redução
significativa na pressão do fluido no início do fluxo. Isso acontece por uma combinação de dois
fatores: valores próximos a zero de dh (devido a dβ ≈ 0 próximo à sucção) e alta perda de
pressão causada pelo baixo raio de curvatura do canal. Como resultado, o fluido perde mais
energia devido ao atrito do que ganha com a rotação do rotor. O extremo oposto desse caso é o
rotor C1, que exibe valores pronunciados de dβ no início do fluxo juntamente com um alto raio
de curvatura. A influência da forma da pá no caminho termodinâmico da compressão se torna
evidente.

A Tabela 7 apresenta o estado termodinâmico na saída para todos os processos na Figura
19.

Tabela 7 – Estados termodinâmicos na descarga de cada rotor representado na Fig. 19 considerando processos
adiabáticos e irreversíveis

Rotor gás real gás ideal
P [MPa] T [◦C] ρ[kg/m3] P [MPa] T [◦C] ρ[kg/m3]

A1 46,150 120,2 738.60 30,520 461,3 210,59
B1 46,328 120,3 739,61 30,550 461,3 210,77
C1 45,526 120,0 735,13 30,313 461,1 209,32
A2 43,689 119,1 724,57 30,021 460,9 207,55
B2 44,014 119,3 726,49 30,163 460,9 207,81
C2 43,162 118,9 721,45 29.815 460.7 206,28

Em geral, os processos que ocorreram com o gás ideal ficaram mais próximos uns dos
outros do que os processos com o gás real. Isso ocorre devido ao fato de que, próximo ao ponto
crítico, as derivadas das propriedades termodinâmicas do CO2 são maiores, o que resulta num
impacto maior da geometria do rotor no processo.

A Fig. 20 apresenta as eficiências politrópicas de cada processo da Fig. 19, como também
o percentual de contribuição de cada perda de carga. Os valores das eficiências estão listados na
Tab. 8.

Nota-se que o rotor B1 tem a maior eficiência do processo, e o rotor C2, a menor. Tendo
em vista as curvas da Fig. 17, esse era um resultado esperado considerando as derivadas de β e
rm.
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Figura 20 – Percentual do trabalho politrópico
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Tabela 8 – Eficiência politrópica para cada processo da Fig. 19.

Rotor Eficiência Eficiência
(gás real) (gás ideal)

A1 0.8665 0.8735
B1 0.8702 0.8757
C1 0.8547 0.8602
A2 0.8191 0.8417
B2 0.8256 0.8447
C2 0.8088 0.8281
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6 Conclusão

Neste trabalho, foi proposto um novo modelo matemático para estimar o impacto das
alterações na geometria de um compressor centrífugo no processo de compressão. O modelo
combina uma formulação diferencial para a geometria do canal do rotor com equações de fluxo
baseadas em princípios de termodinâmica e mecânica dos fluidos. O objetivo foi lidar com os
desafios impostos pelo uso de CO2 supercrítico como fluido de trabalho em ciclos Brayton de
sCO2, especialmente próximo ao ponto crítico.

O modelo matemático proposto oferece várias vantagens em comparação com abordagens
existentes. Ele fornece uma melhor compreensão das alterações nas propriedades termodinâmicas
ao longo dos canais do compressor em comparação com o método politrópico de Schultz e o
método 0-D tradicional. Ao incorporar as equações da mecânica dos fluidos, o modelo oferece
uma solução mais abrangente que leva em conta o impacto do formato meridional e axial das pás.
Além disso, a formulação diferencial permite uma solução puramente analítica, o que simplifica
a implementação computacional.

Foi apresentada uma descrição detalhada do modelo matemático, incluindo as equações
diferenciais para a geometria do canal do rotor e a formulação do escoamento do fluido usando
termodinâmica e mecânica dos fluidos. As suposições do modelo foram analisadas criticamente,
levando em consideração as limitações e o escopo da abordagem proposta.

Para demonstrar o potencial do modelo matemático, foram realizadas simulações usando
um conjunto de dados. Os resultados dessas simulações demonstraram a capacidade do modelo
de estimar o impacto das alterações na geometria do compressor em seu desempenho, como
também o impacto dos efeitos de gás real do CO2 no processo de compressão. O modelo
proporcionou a obtenção de informações importantes sobre o escoamento do CO2, perdas de
carga e propriedades termodinâmicas ao longo dos canais entre-pás do rotor.

Foram realizadas análises detalhadas sobre o impacto das principais características do
rotor no processo de compressão, com especial atenção aos parâmetros do ângulo β e ao raio
de curvatura rc. É notável a distinção entre a pá 1 e a pá 2, que se diferenciam pela derivada do
ângulo β. A pá 1 demonstrou um aprimoramento de cerca de 5 pontos percentuais na eficiência
politrópica dos processos de compressão, quando comparada à pá 2.

A influência do raio de curvatura rc também se revelou significativa, visto que o canal B
proporcionou valores de eficiência politrópica aproximadamente 1,5 ponto percentual maiores
em relação ao canal C. É importante ressaltar que a influência do comportamento do gás real
nos processos de compressão, especialmente nas proximidades do ponto crítico, se destaca ao
contrastá-los com os processos ocorrendo a distâncias maiores do ponto crítico. Um achado
notável é a redução de pressão ocorrida exclusivamente nos processos próximos ao ponto crítico
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quando a pá 2 foi empregada. Isso evidencia o impacto do comportamento do gás real nessas
condições específicas.

Embora o modelo matemático proposto ofereça vantagens significativas em relação aos
métodos existentes, ele possui limitações. Ele não pode prever os gradientes de pressão nas
direções radial e tangencial do rotor, pois não é um método tridimensional como a dinâmica
dos fluidos computacional (CFD). Portanto, pode não ser adequado para análises que exigem
informações locais detalhadas.

Em conclusão, o modelo matemático proposto representa uma ferramenta para enge-
nheiros e pesquisadores que trabalham no projeto e na otimização de compressores centrífugos
para ciclos Brayton de sCO2. Ele fornece uma abordagem abrangente e analítica para estimar o
impacto das alterações na geometria do compressor em seu desempenho.

6.1 Sugestão para trabalhos futuros

Investigações futuras podem aprimorar o modelo matemático incorporando a variação de
pressão nas direções tangencial e radial. Esse refinamento permitiria uma análise das variações
locais nas propriedades termodinâmicas do CO2.

As equações que descrevem a geometria do rotor não apenas fornecem uma base para
a análise, mas também possibilitam o desenvolvimento de uma formulação diferencial para
descrever a transferência de calor entre o rotor e o ar atmosférico. Dessa forma, é viável avaliar
as implicações decorrentes da inclusão do conceito de escoamento adiabático.

Além disso, é possível confrontar os resultados do modelo matemático com simulações
CFD e dados experimentais, com o intuito de identificar nuances que podem não ser evidentes
apenas pela avaliação teórica do problema. Isso proporcionaria uma compreensão mais completa
e robusta da dinâmica do sistema.

Por fim, pode-se utilizar o modelo em um algoritmo de otimização, para obter um formato
de pá ideal para cada condição de operação específica.
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APÊNDICE A – Curvas das proprieda-
des do CO2 em função
do comprimento meridi-
onal L

Esta seção apresenta as curvas do desenvolvimento do estado termodinâmico do sCO2 ao
longo do comprimento meridional adimensional dos canais de escoamento de todas as simulações
apresentadas na Fig. 19.

A.1 Pressão, temperatura e entalpia (totais e estáticas)

As Figs. 21 e 22 apresentam as curvas obtidas pelas simulações realizadas com o gás real
e com o gás ideal, respectivamente. São mostradas as propriedades entalpia (total e estática),
pressão (total e estática) e temperatura (total e estática).

A.2 Outras propriedades

Outras propriedades mencionadas ao longo do trabalho estão representadas nas Figs. 23
e 24, correspondentes ao gás real e ideal, respectivamente. Apenas propriedades estáticas estão
representadas.

A.3 Triângulos de Velocidades

As variáveis do triângulo de velocidade para o gás real e ideal estão representadas nas
Figs. 25 e 26, respectivamente.
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Figura 21 – Variação das propriedades termodinâmicas em função do comprimento meridional adimensional do
rotor para as simulações realizadas com o CO2 próximo do ponto crítico. Para cada simulação, há duas curvas: a
superior representa a propriedade total, ou propriedade de estagnação, e a inferior representa a propriedade estática.
Em (a), são mostradas as curvas da pressão total (P0) e pressão estática (P ). Em (b), são apresentadas as curvas da
temperatura total (T0) e temperatura estática (P ). As curvas de (c), por sua vez, são da entalpia total (h0) e entalpia
estática (h).
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Figura 22 – Variação das propriedades termodinâmicas em função do comprimento meridional adimensional do
rotor para as simulações realizadas com o CO2 longe do ponto crítico. Para cada simulação, há duas curvas: a
superior representa a propriedade total, ou propriedade de estagnação, e a inferior representa a propriedade estática.
Em (a), são mostradas as curvas da pressão total (P0) e pressão estática (P ). Em (b), são apresentadas as curvas da
temperatura total (T0) e temperatura estática (P ). As curvas de (c), por sua vez, são da entalpia total (h0) e entalpia
estática (h).
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Figura 23 – Variação das propriedades do fluido em função do comprimento meridional adimensional do rotor para
as simulações realizadas com o CO2 próximo do ponto crítico. As propriedades representadas são: (a) entropia, (b)
massa específica, (c) compressibilidade, (d) calor específico à pressão constante, (e) coeficiente isentrópico ms, (f)
coeficiente isentrópico ns, (g) viscosidade, (h) velocidade do som e (i) número de Mach.
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Figura 24 – Variação das propriedades do fluido em função do comprimento meridional adimensional do rotor para
as simulações realizadas com o CO2 longe do ponto crítico. As propriedades representadas são: (a) entropia, (b)
massa específica, (c) compressibilidade, (d) calor específico à pressão constante, (e) coeficiente isentrópico ms, (f)
coeficiente isentrópico ns, (g) viscosidade, (h) velocidade do som e (i) número de Mach. Esse último não é uma
propriedade termodinâmica, mas uma propriedade do escoamento.
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Figura 25 – Variação das componentes de velocidade e do ângulo α do fluido em função do comprimento meridional
adimensional do rotor nas simulações realizadas com o CO2 próximo do ponto crítico. As variáveis mostradas são:
(a) velocidade absoluta, (b) velocidade meridional, (c) velocidade da pá, (d) velocidade tangencial, (e) velocidade
relativa e (f) ângulo de inclinação α.
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Figura 26 – Variação das componentes de velocidade e do ângulo α do fluido em função do comprimento meridional
adimensional do rotor nas simulações realizadas com o CO2 longe do ponto crítico. As variáveis mostradas são:
(a) velocidade absoluta, (b) velocidade meridional, (c) velocidade da pá, (d) velocidade tangencial, (e) velocidade
relativa e (f) ângulo de inclinação α.
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