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Resumo

Os ciclos Brayton de CO2 supercritico oferecem uma solug¢do promissora para sistemas de
energia eficientes e ecologicamente corretos. No entanto, modelar com precisdo o compor-
tamento do sCO; apresenta desafios que dificultam o projeto de compressores altamente
eficientes. Por um lado, as propriedades nao-lineares do CO préximo ao seu ponto critico
exigem o uso de versdes simplificadas e suavizadas de equacdes de estado em modelos
de Dindmica dos Fluidos Computacional (CFD) para garantir a convergéncia. Por outro
lado, modelos matematicos 0-D combinados com relagdes empiricas de perda de presséao,
comumente usados no campo, ndo sdo recomendados para esse caso. Como alternativa,
propomos uma andlise diferencial que combina termodindmica e mecanica dos fluidos. Este
modelo alternativo considera a geometria do canal do rotor, incorpora os termos completos
da equac@o da energia de Helmholtz e utiliza formas analiticas para as perdas de pressao.
Foram realizadas simula¢des para demonstrar o desempenho de vdrias geometrias do rotor.
E importante notar que este modelo no considera o gradiente de pressdo nas dire¢des radial
e tangencial do rotor, pois nao é um método CFD 3-D. A derivacao de todas as equacdes
utilizadas no modelo matemético € fornecida no Capitulo 4. Os resultados mostraram que
o angulo de inclinagdo da p4, 3, e o raio de curvatura do canal de escoamento, 7., surgem
como os fatores geométricos de maior impacto no processo de compressdo. Além disso, a
influéncia desses fatores ¢ maior quando o estado do COs estd préximo do ponto critico. Em
conclusdo, recomendamos incorporar essa abordagem inovadora durante a fase de projeto
preliminar de compressores centrifugos de sCOs.

Palavras-chave: armazenamento de energia, dimensionamento de compressores centrifugos,
diéxido de carbono pseudocritico, termodindmica de gases reais.



Abstract

Supercritical COy Brayton cycles offer a promising solution for efficient and environmen-
tally friendly power systems. However, accurately modeling the behavior of sCO4 presents
challenges that make the design of highly efficient compressors difficult. On the one hand,
the nonlinear properties displayed by COs near its critical point require the utilization of sim-
plified and smoothed versions of equations of state in Computational Fluid Dynamics (CFD)
models to ensure convergence. On the other hand, 0-D mathematical models combined with
empirical pressure loss relations, commonly used in the field, are not recommended for this
case. As an alternative, we propose a differential analysis that combines thermodynamics and
fluid mechanics. This alternative model considers the rotor’s channel geometry, incorporates
the full terms of the Helmholtz equation of state (EoS), and utilizes analytical forms for
the pressure losses. Simulations were conducted to showcase the performance of various
rotor’s geometries. It is important to note that this model does not account the pressure
gradient in the radial and tangential directions of the rotor, as it is not a 3-D CFD method.
The derivation of all equations used in the mathematical model is provided in the Chapter 4.
The results revealed that the blade’s angle of inclination, 3, and the radius of curvature of
the flow channel, 7., emerge as the most influential geometric factors in the compression
process. Furthermore, the influence of these factors is more pronounced when the COs state
is near the critical point. In conclusion, we recommend incorporating this novel approach
during the preliminary design phase of sCOq centrifugal compressors.

Keywords: energy storage, centrifugal compressor design, pseudocritical carbon dioxide,
real gases thermodynamics.
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1 Introducao

A demanda global por energia limpa e sustentdvel tem aumentado exponencialmente nas
ultimas décadas, impulsionada pelo crescimento populacional e pelo desenvolvimento industrial.
Nesse contexto, a geracdo de energia a partir do vapor de dgua tem desempenhado um papel
fundamental, representando atualmente cerca de 80% da energia produzida no mundo. No
entanto, essa tecnologia tem sido amplamente utilizada e aprimorada ha mais de um século,
tornando cada vez mais dificil obter avancos significativos apenas por meio de modificagdes de
seus componentes (SHAO et al., [2021)).

Diante desse cendrio, torna-se necessario explorar alternativas tecnoldgicas promissoras
e ambientalmente responsdveis que possam impulsionar uma ruptura no campo da geracao de
energia. Uma dessas alternativas € o ciclo Brayton de recompressao de sCO-, que oferece varias
vantagens em relacdo as tecnologias convencionais, como design compacto, baixo custo e alta
eficiéncia térmica (CHO ef al., [2020; PASCH; STAPP, [2018; DU et al., [2021)). No entanto, a
implementagdo desse ciclo requer o funcionamento do compressor proximo ao ponto critico
do diéxido de carbono (CO,), regido em que as variacdes das propriedades termodindmicas do

fluido sdo altamente ndo-lineares, dificultando o célculo preciso do processo de compressao.

A literatura cientifica apresenta diversas metodologias para calcular o processo de com-
pressao do sCOs. Duas abordagens comumente utilizadas sao a abordagem 0-D, que emprega
correlacdes semi-empiricas, e a andlise politropica, recomendada pela norma/ASME PTC-10
(1997, reafirmada em 2014)). No entanto, essas abordagens possuem limitacdes quando aplicadas
ao cdlculo do compressor de sCO, proximo do ponto critico, pois muitas equagOes presentes
nesses modelos foram deduzidas utilizando consideragdes de gés ideal. A andlise dessas equacdes
¢ dificultada pela escassez de dados experimentais de testes reais de compressores de sCO-
disponiveis na literatura (LIU et al., 2018} CHO et al., 2020). Além disso, o cdlculo iterativo
necessdrio para a aplicacao de métodos numéricos exige um alto custo computacional proximo

ao ponto critico devido a magnitude das derivadas das propriedades termodinamicas nessa regiao.

Outra abordagem amplamente utilizada para a andlise do processo de compressao € a
dinamica de fluidos computacional (CFD), que se trata de uma modelagem 3-D do escoamento.
No entanto, a utilizagdo do CFD enfrenta desafios devido ao elevado custo computacional
associado a complexidade matemdtica da equacdo de estado da energia de Helmholtz para

determinar as propriedades termodinamicas do CO, préximo ao ponto critico.

Tendo em vista este cendrio, a literatura ainda carece de metodologias especificas para
os compressores que operam com o sCO,, e por isso muita pesquisa tem sido publicada nos
ultimos anos (CRESPI et al., 2017; |(CHO et al., [2016). Diante dessa necessidade, o presente

trabalho propde uma nova abordagem para realizar o cdlculo do processo de compressao do
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CO, préximo ao ponto critico. O modelo matemético desenvolvido por meio de equagdes
diferenciais € capaz de realizar o célculo do processo de compressao levando em consideracao
as variagoes bruscas das propriedades do CO; e a influéncia da geometria do rotor, permitindo
andlises mais detalhadas desse processo. Os resultados gerados pelo modelo incluem os caminhos
termodinamicos dos processos de compressdo e a variacdo das propriedades do fluido ao longo

do canal de escoamento entre-pas.

1.1  Objetivos

O objetivo geral deste trabalho € desenvolver um modelo matematico para o cdlculo do
processo de compressdao do CO, préximo do ponto critico, utilizando uma abordagem diferencial
que abranja as variagOes abruptas nas propriedades termodinadmicas do fluido e promova uma

compreensao sobre os efeitos de gds real no processo de compressao.

Os objetivos especificos deste trabalho sdo:

i. Analisar os resultados do modelo matematico para estados termodinamicos perto e longe

do ponto critico.

ii. Analisar os impactos do formato da pa no desempenho do rotor em processos que ocorrem

perto e longe do ponto critico.

1.2 Estrutura do trabalho

Este trabalho € dividido em seis capitulos, comecando pela Introdugdo. O Capitulo 2
apresenta o ciclo de recompressdao do sCO; e a recente demanda por pesquisa nessa drea. O
Capitulo 3 apresenta as equacdes e modelos matematicos disponiveis na literatura aberta comu-
mente utilizados para dimensionamento e cdlculo da performance dos compressores centrifugos,
juntamente com as discussoes sobre a necessidade de modelos que considerem os efeitos de gés
real do sCO, quando seu estado termodindmico estd préximo do ponto critico. O Capitulo 4
apresenta a dedu¢do de um modelo matemaético, baseado em equacdes diferenciais, que calcula o
caminho termodindmico da compressdo considerando os efeitos de gds real e o formato das pés
do rotor. Este modelo € utilizado em um estudo de caso detalhado no Capitulo 5. Nesse Capitulo,
sdo realizadas simulacdes nas quais o CO, € submetido a processos de compressao, perto e
longe do ponto critico, em compressores centrifugos cujas geometrias se diferem pelo formato
das pds. Os resultados sdo discutidos por meio da comparacao das curvas de compressdo e da
performance de cada processo. Por fim, o Capitulo 6 apresenta as conclusdes deste trabalho. Os
Apéndices disponiveis na sequéncia apresentam (1) instrugdes para o uso do modelo matemético,

e (2) as curvas que descrevem as variacdOes das propriedades termodindmicas e das componentes
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de velocidade do sCO, durante o escoamento no rotor, obtidas pelas simula¢des realizadas no
Capitulo 5.
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2 Ciclo Brayton de recompressao do
SC02

Atualmente, 80% da energia produzida no mundo € proveniente da geracdo baseada em
vapor de dgua, tecnologia que vem sendo utilizada ha mais de um século. Apds tantos anos de
aperfeicoamento e pesquisa, € razodvel concluir que os sistemas baseados no ciclo Rankine de
vapor de dgua dificilmente oferecerao grandes saltos tecnolégicos apenas pela modificacao do

design de seus componentes (SHAO et al., 2021)).

Ao mesmo tempo, a matriz energética mundial carece de tecnologias de geracdo de
energia mais eficientes e sustentaveis. Uma tecnologia que vem ganhando atencdo € o ciclo de
recompressdo do sCO,, esquematizado na Figura[l] Suas principais vantagens sdo: alta eficiéncia
térmica, layout das turbomdaquinas compacto, baixo custo, temperaturas moderadas para a turbina
e para o compressor e reducio da erosdo das pas da turbina (em comparagdo com o ciclo Rankine
de vapor de dgua) (GUO et al.l 2018 |CHO et al.| 2020; LEE et al., 2012). Além disso, o0 CO, é
um gas ecologicamente sustentdvel, ndo-toxico e quimicamente estivel, e por isso ele pode ser

utilizado com uma variedade de materiais metalicos (DU et al., 2021)).

Devido as suas vantagens, tem havido um aumento significativo na quantidade de pu-
blicagdes cientificas sobre a geracdo de energia utilizando o ciclo de poténcia sCO, na dltima
década (CRESPI et al.,2017;|CHO et al., 2016). Atualmente, ele é considerado como o sistema

Figura 1 — Representacdo esquematica (fora de escala) do ciclo de recompressdo do COg supercritico no diagrama
T-s. Neste ciclo, a compressdo ocorre préximo ao ponto critico do fluido.
\

aquecimento
isobdrico

resfriamento
isobdrico

compressdo

|

ponto critico
P =737 MPa
T=311°C

Temperatura

\J

Entropia

Fonte: Autoria prépria.
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de geracdo de poténcia do futuro para diversas fontes de calor, abrangendo combustiveis fosseis,
energia solar, energia nuclear e aproveitamento de calor residual, entre outros. O aprimoramento
dessa tecnologia pode trazer mudancas substanciais aos mercados globais (CHO et al., 2020
PASCH; STAPP, 2018} DU et al., 2021).

Para que o potencial do ciclo seja aproveitado, o compressor deve operar proximo do
ponto critico, pois nessa regiao o sCO, possui propriedades termodinamicas favoraveis, como
alto calor especifico, alta compressibilidade isotérmica, viscosidade de um gas e densidade de
um liquido (CHO et al., 2020; LEE et al., 2012). Sob essas condig¢des, o trabalho de compressado
¢ reduzido e, como consequéncia, a eficiéncia do ciclo é aumentada (LI ez al.,[2017; CHO et al.,
2019).

No entanto, as mesmas caracteristicas que tornam o sCO, vantajoso para a operacao do
compressor dificultam o cdlculo do processo de compressao, pois todo fluido possui compor-
tamento altamente ndo-ideal préximo ao ponto critico, incluindo mudangas abruptas em suas
propriedades termodinamicas (PROCTOR; MAYNARD-CASELY/ [2020). Para o CO,, esse com-
portamento pode ser observado na Figura[2] que apresenta as isolinhas de algumas propriedades
termodinamicas em fun¢do da temperatura e pressdao reduzidas. As isolinhas tendem a ficar
muito préximas no entorno do ponto critico (P, = 1 e T, = 1), evidenciando um comportamento
altamente nao-ideal do fluido nessa regido. Na pressao critica, as variacdes das propriedades do

fluido atingem o seu méximo, como pode ser observado na Figura[3]

Por causa disso, a literatura cientifica tem destacado vdrias limita¢cdes nos modelos
matemadticos e simulacdes numéricas convencionais quando utilizados para o projeto de com-
pressores de sCO5 que operam préximo do ponto critico, pois muitos desses modelos possuem
consideragdes de gés ideal (LEE; CHO; LEE, 2018}; LEE et al., 2012; |(CHO et al.,2016)). H4
também evidéncias experimentais de um comportamento instavel desse fluido a medida que
se aproxima do ponto critico. (BALTADJIEV; LETTIERI; SPAKOVSZKY, [2015; |]AMELI;
TURUNEN-SAARESTI; BACKMAN 2018}, |CHO et al., 2020; |LI et al., [2020; SHAO et al.,
2021).

Os préximos capitulos serdao dedicados a apresentar modelos matematicos € numéricos
comumente utilizados para o cdlculo dos processo de compressao em compressores centrifugos.
Serdo abordadas algumas discussOes presentes na literatura cientifica sobre a utilizacdo destes
modelos em processos que ocorrem nas proximidades do ponto critico, e os progressos realizados

nos ultimos anos.
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Figura 2 — Isolinhas das propriedades termodinamicas (a) coeficiente isentrépico ns, (b) coeficiente isentropico my,
(¢) compressibilidade Z, (d) calor especifico a pressdo constante ¢, (kJ/kgK), (¢) velocidade do som c(m/s) e
(f) compressibilidade isotérmica B7(Pa~!). No entorno do ponto critico (P, = 1 e T}, = 1), a proximidade das
isolinhas evidencia as variag¢des abruptas de cada propriedade.
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Fonte: Autoria prépria.
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Figura 3 — Variagdes de propriedades termodinamicas do CO-, na pressdo critica, em fun¢do da temperatura.
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3 Modelos utilizados em compressores
de sCOy

Os modelos utilizados para a estimativa da performance de compressores centrifugos que
operam com sCO; podem ser (1) numéricos, isto €, que se utilizam de simulagdes computacionais
para prever o comportamento do fluido durante o seu escoamento no compressor, ou (2) analiticos,
que sdo aqueles que assumem a forma de um ou mais sistemas de equagdes provenientes das
equacodes classicas da Termodinamica e da Mecénica dos Fluidos, além de correlagdes semi-
empiricas. Ambos os tipos de modelos necessitam de, a0 menos, uma equagao de estado do

fluido de trabalho, a fim de calcular as relacdes entre as suas propriedades termodinamicas.

Este capitulo € dividido em quatro se¢des. A Secdo 3.1/ apresenta as principais equagoes
de estado do CO»; na[3.2] sdo mostrados os desafios das simulagdes CFD utilizadas para o estudo
do processo de compressao do sCO,; a Se¢do[3.3|apresenta a andlise 0-D dos compressores cen-
trifugos; e a ultima se¢do, |3.4} aborda o cdlculo da performance dos compressores recomendado
pela norma ASME PTC-10[ (1997, reafirmada em 2014)).

3.1 Equacobes de Estado do CO,

Existem diversas equacdes de estado (EOS) para CO,, cada uma com diferentes niveis
de precisdo, dependendo do intervalo de temperatura e pressdo considerado. As principais delas

s30 mencionadas a seguir.

3.1.1 A equagao de van der Waals e suas derivagoes

O modelo de van der Waals (Eq. [3.1) (WAALS] [I1873) ¢ baseado na equagio de gases
ideais, mas com duas corre¢des, adicionadas devido as forcas de atragcdo e repulsdo entre as
particulas. A partir do modelo de Van der Waals, outras equac¢des foram deduzidas, mostradas na

Tabela[I] Em geral, quanto maior o nivel de complexidade de uma equagdo, maior também a sua
acuracia. (PROCTOR; MAYNARD-CASELY/, 2020)

As equagdes da Tabela[I| podem ser resolvidas analiticamente sem processos iterativos,
0 que representa vantagens computacionais em seu uso (DIMITRAKOPOULOS, 2016). No
entanto, apesar da simplicidade matematica, elas apresentam limitacdes no calculo dos fatores de
compressao proximo ao ponto critico, quando comparados aos dados experimentais (PROCTOR;
MAYNARD-CASELY] 2020).
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Tabela 1 — Equagéo de van der Waals e suas derivagdes. a, b, a’, m, K, 2, e X sdo constantes calculadas para cada
fluido (PROCTOR; MAYNARD-CASELY, [2020).

Autor e data Modelo

van der Waals (1873) P = % - % G.1)
RT a’
Redlich-Kwong (1949 P= — — 3.2
g ( ) T Vb VT (3.2)
RT ! T ?
Redlich-Kwong-Soave (1972) P = A V(‘;l— ) 1+m (1 — Tc> (3.3)
RT / 7\
a
Peng-Robi 1976 P = — 1+K|1—4/— 3.4
eng-Robinson (1976) Vb VVIb bV 0 + ( Tc) 34
RT Q.(RT,)>2 7\’

Patel-Teja (1982 P = — = < 1+ X ([1—4/=—= 3.5
ael-Tega (1982) Vob BVVb Vb | < n) G-

3.1.2 O modelo de Lee-Kesler

O modelo de Lee e Kesler (1975) é dado pela Eq. Ele consiste no célculo da
compressibilidade Z de um fluido real em funcdo do seu fator acéntrico w, que é um parametro

adimensional que mede a ndo-esfericidade da molécula.

(Z0) — 7o) (3.6)

7z =270 4
w(T)

O termo w'™) é o valor da excentricidade de um fluido de referéncia, e os termos Z(") e

70 30 obtidos pela Eq. mas usando dois conjuntos de coeficientes diferentes.

PT’UT B C D Cy -5 PCU
2O = =1 +_+_+W2@+%%(@’WZM’ G7)

T 7‘

A equacdo de Lee-Kesler foi construida principalmente para os hidrocarbonetos, € no
entanto, apresenta uma boa acurécia para o CO, (BALTADJIEV; LETTIERI; SPAKOVSZKY
2015; DIMITRAKOPOULOS, 2016). Apesar de ser um modelo implicito (o que representa uma
desvantagem em relac@o as equagdes da Tabela|[I]), tornou-se consolidado devido a sua acurdcia,
e ¢ amplamente empregado na industria (BALTADJIEV; LETTIERI; SPAKOVSZKY/ 2015; LI
et al.|, [2020).

No entanto, nas proximidades do ponto critico, a compressibilidade Z obtida por esse mo-
delo possui um erro maximo de 5, 84%. Propriedades termodindmicas compostas, como o calor
especifico a pressdo constante ¢, e a velocidade do som ¢, apresentam erros maiores, de 70, 7% e
43, 0%, respectivamente (BALTADIJIEV, 2012), tornando esse modelo ndo-recomendado para o

CO4 préximo do ponto critico.
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3.1.3 O modelo pela equacédo da energia livre de Helmholtz

Uma equacdo de estado mais recente foi obtida através da equacdo da energia livre de

Helmholtz, dada por:

Alp. ) )t
L = 0(6.) = 67(6,7) + 07 5,7) G

em que 0 = pﬂ eT = % sd0 a massa especifica reduzida e o inverso da temperatura reduzida,
C

respectivamente.

O termo ¢°(6, 7) representa a influéncia do gés ideal, e o termo ¢" (4, 7), do gas real.
Enquanto o primeiro € obtido quase que totalmente de forma analitica, o segundo é dado pela

seguinte expressao:

7 34
= E n;o%rt + g nid%iTtie " 4
42

+an(5d i(0—€)2=B;i(1—)? _i_znlAb(selﬁl D;(1—1)2

n=35 n=40

(3.9)

Em 1996, Span e Wagner] (1996) encontraram os valores dos coeficientes da equagdo de
Helmbholtz especificamente para as propriedades termodinamicas complexas do sCOs. A acuricia
de seu modelo, mesmo nas proximidades do ponto critico, ¢ da mesma ordem de grandeza dos
erros de medic@o experimentais, que é de 0, 05% na massa especifica. Esse valor implica num
erro maximo de 1% na velocidade do som c e 1, 5% no calor especifico ¢y (SPAN; WAGNER,
1996)). Apesar de ser um modelo implicito e de alta complexidade, tem sido amplamente adotado

na comunidade cientifica devido a possibilidade de seu uso nas proximidades do ponto critico.

3.2 Simulagbes numéricas do processo de compressao do
CO, préximo do ponto critico

Uma das ferramentas que pode ser utilizada para prever o comportamento do sCO; no
interior do compressor € a dindmica de fluidos computacional (CFD). A simulagdo numérica do
escoamento do fluido necessita, entre outros fatores, da modelagem tridimensional da geometria
do canal de escoamento. Como exemplo, a Fig. 4] apresenta o compressor modelado por Rinaldi
Pecnik e Colonnal (2014).

Durante o funcionamento do compressor, o fluido experiencia simultaneamente um
aumento de pressdo, devido ao trabalho de eixo realizado, e irreversibilidades, devido ao atrito
e a outros fendmenos indesejados, os quais sdo responsaveis por reduzir a pressdo e a entalpia

do fluido. Normalmente, os mecanismos de perda de carga sdo caracterizados em internos, que
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Figura 4 — Exemplo de malha computacional de um compressor, evidenciando as pds do rotor e do estator.

Fonte: |Rinaldi, Pecnik e Colonna| (|2014[).

acontecem na regido entre-pas do impelidor (ou escoamento principal), e externos, que ocorrem
fora do impelidor (LEE et al., 2012; JEONG et al.,2020). As simulagdes numéricas normalmente

consideram apenas as perdas internas, sendo as externas podem ser adicionadas posteriormente

para que seja possivel a comparacéo dos resultados com dados experimentais (LIU ef al., 2018)).

As simulagdes de processos que ocorrem nas proximidades do ponto critico do CO,
apresentam desafios inerentes as propriedades termodinamicas complexas desse fluido, a co-
mecar pela a impossibilidade do uso direto da equagdo da energia de Helmholtz durante a
simulagdo, pois sua complexidade matematica torna o custo computacional invidvel
TURUNEN-SAARESTI; BACKMAN, 2018). Em vez disso, é comum a aplicac@o de tabelas de

interpolacdo previamente construidas contendo os valores das propriedades termodinamicas do

fluido calculadas pelo modelo de Span e Wagner através da equacdo da energia de Helmholtz, ou

mesmo por dados experimentais (RINALDI; PECNIK; COLONNA| 2014; HOSANGADI et al.}
2019 [SHAO et al.,[2020; [SHAO et al.| 2021} XU; ZOU; FU, 2022; [LIU et al.| 2018 LETTIERI
et al.,2014; KIM et al., 2014).

'/Ameli, Turunen-Saaresti e Backman| (2018]) destacaram que as tabelas de interpolag@o

devem ser de alta resolucdo, para abranger o comportamento altamente nao-linear do fluido. Os
autores constataram diferencas significativas entre os resultados gerados com tabelas de diferentes
resolugdes, como mostrado na Fig.[5] No entanto, ao aumentar a precisdo da tabela, os custos
computacionais e as instabilidades da simulacdo aumentam rapidamente. A simulacdo numérica,
portanto, possui o desafio de conciliar o custo computacional e a precisdo das interpolacdes

realizadas.
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Figura 5 — (a) Temperatura adimensional e (b) pressdo adimensional obtidas por simula¢des CFD. Para os rotores da
esquerda, os resultados foram obtidos por meio de uma tabela de interpolacdo de baixa resolucdo. Para os da direita,
a tabela era de alta resolucéo.
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Fonte: Ameli, Turunen-Saaresti ¢ Backman|(2018).

3.3 Modelo matematico 0-D de compressores de sCO,

Outro método para prever a performance de compressores € conhecido como anélise 0-D
do escoamento (XU; ZOU; FU, 2022). Essa abordagem é amplamente utilizada na literatura,

possui consideragdes simplificadoras usualmente adotadas, e normalmente assume a forma de um

sistema ndo-linear. Ao contrario do método 3-D utilizado nas simula¢gdes numéricas, o modelo
0-D nao considera o formato tridimensional das pas, mas apenas as suas dimensdes na suc¢ao
e na descarga do rotor, como também o comprimento da linha média do canal de escoamento.
O modelo 0-D também nao € capaz de calcular o caminho termodindmico de compressdao em
si, mas apenas o estado termodinadmico na suc¢do e na descarga do compressor. Esta secao
ird abordar o escoamento que ocorre dentro do impelidor, que € a regido mais importante do

COmMpressor.
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Os préximos paragrafos apresentam as equacdes comumente utilizadas na abordagem
0-D, a comegar pelas Eqs.[3.10 e 3.11]

V2
Ahy = A (h + TA) =AU -V,) (3.10)
A(pV,nA) = 0 (3.11)

A Eq.[3.10]¢é conhecida como equagio de Euler das turbomdquinas, que calcula o trabalho
total do impelidor realizado sobre o fluido (XIA et al., 2021; [UTAMURA et al., 2012). Essa
equagdo pode ser deduzida a partir de um balango de momento angular do fluido de trabalho, e
possui a consideracdo de escoamento permanente e uniforme (FOX ROBERT W., 2006), pois
negligencia o desenvolvimento do perfil de velocidade e do perfil de p ao longo das se¢des
transversais do escoamento. A equacdo [3.11] por sua vez, é a equacdo da continuidade. Em
ambas as equagdes, o simbolo A representa a variacio do estado do fluido entre a sucgdo e a

descarga.

A equacdo de estado do fluido de trabalho também € necesséria para o modelo 0-D.
Através dela, pode-se calcular a massa especifica na descarga do compressor em funcido da

pressdo e da entropia:

P2 — f(PQ, 82) (312)

Ao considerar o processo de compressdo como adiabdtico e irreversivel, a energia dissi-
pada devido as irreversibilidades, ou perdas de carga, levam a um aumento da entropia do fluido.
Essas perdas podem ser calculadas em termos das propriedades termodinamicas na entrada e na

saida do compressor . Define-se assim mais uma equagao para o sistema:

Ahperdas = h2 - h25 (313)

O termo hys € um estado termodinamico hipotético que o fluido teria caso o processo de
compressao fosse isentropico e ocorresse entre as pressdes de entrada e saida do compressor.
Mais uma vez, recorre-se a equacao de estado do fluido para determinar a entalpia, em fungao,

por exemplo, da pressdo e entropia:

hgs — f(PQ, 51) (314)

Um sistema formado pelas equagdes [3.10]a[3.14]é possivel e indeterminado, pois ainda
¢ necessdrio adicionar uma equagdo para o cdlculo das perdas internas do processo (Ahperdas)
em func¢do das principais dimensdes do canal de escoamento. Os mecanismos de perda de

carga em um compressor sao complexos, e a literatura aberta dispde de inlimeras correlagdes
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semi-empiricas para o seu cdlculo. O principal mecanismo de perda de carga ocorrre pelo atrito

entre o fluido e as paredes das pas.

A energia dissipada devido as irreversibilidades € a soma das energias de cada mecanismo

de perda de carga, isto é,

Ahperdas = Ahpe’/‘dal + Ah;{)erdaQ + Ahperdafﬂ + . (315)

e os termos do segundo membro da equagio representam as correlacdes empiricas de perda
de carga. A adicdo dessa dltima equacdo torna o sistema de equacdes em questdo possivel e

determinado.

A solucdo do sistema de equagdes adotado pela abordagem 0-D, no entanto, também
pode requerer um alto custo computacional quando o compressor opera proximo do ponto critico,
pois a quantidade de iteragOes necessdrias para a solugdo do sistema nao-linear € aumentada

devido as variacdes bruscas nas propriedades termodinamicas do fluido (SON et al., 2020).

Nos ultimos anos, vérios estudos foram realizados para testar as correlagdes de perda
de carga em rotores que utiliza-se de CO, préximo do ponto critico. E importante mencionar
que a andlise da acurdcia dessas correlacdes € dificultada pela escassez de dados experimentais
de testes reais de compressores disponiveis na literatura (LIU ef al., 2018; (CHO et al., 2020).
Dentre os estudos que se propuseram a testar a acuracia dos modelos 0-D e 3-D, destacam-se os

listados no préximo paragrafo.

Cho et al.| (2020) testaram trés conjuntos de correlacdes de perda de carga, e obtiveram,
para dois deles, resultados dentro do intervalo de incerteza que eles estimaram para os dados
experimentais, mas ainda com a necessidade de ajustes em algumas dessas correlacdes. Os
autores identificaram um fator de atrito superestimado, e o cdlculo da perda de carga pelas arestas
das pds teve sua acurdcia reduzida devido a consideracdo de que a folga € constante durante
todo o escoamento. Concluiram que a abordagem 0-D pode ser usada para uma estimativa
inicial do projeto de compressores que operam com CO, préximo do ponto critico. [Shao et al.
(2021)) também comparou simulagdes 0-D e 3-D com resultados experimentais, e identificou
a necessidade de ajustes para as correlacdes empiricas de perdas de carga. |Xia et al.| (2021)
conduziram um estudo para comparar dados experimentais com resultados obtidos por um
modelo 0-D e uma simula¢do 3-D (simulacdo numérica) utilizando um modelo de enxame
de particulas. Os autores relataram ter encontrado uma boa acurécia entre os resultados. Mais
recentemente, Xu, Zou e Fu (2022) destacaram a necessidade de metodologias especificas para
o projeto de compressores que operam com CO, proximo do ponto critico, pois tem sido dada
pouca atenc¢do as diretrizes do projeto aerodindmico com consideracdes especificas para gases
reais. Eles desenvolveram uma metodologia de cdlculo baseada em pardmetros de similitude,
que sdo adimensionais construidos especificamente para os compressores que apresentam fortes

efeitos de géas real.
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3.4 Andlise politropica e pseudopolitrépica do processo de
compressao

Uma abordagem para o cédlculo da performance do processo de compressao consiste
na andlise politrépica, que representou um avango significativo no estudo de compressores
centrifugos (SCHULTZ, [1962). Essa anélise é atualmente recomendada pela norma ASME
ASME PTC-10| (1997, reafirmada em 2014) em seu procedimento de teste para determinar o

desempenho termodindmico de compressores centrifugos para gases ideais e reais.

Schultz| (1962) definiu uma metodologia para o célculo da eficiéncia politrépica de

compressores centrifugos, dada por

P 52
[ vdP [ Tds
Py S1
= =1— 3.16
L —— ho — Iy’ (3.16)

em que | FI,: * vdP é o trabalho util e f;f T'ds € a energia dissipada devido as irreversibilidades.

. . P . . A .
O cdlculo da integral |’ Pf vd P necessita que o caminho termodinadmico do processo seja

conhecido. Schultz, entdo, considerou-o como politrépico, isto €, que obedece a equagao

Pv" = constante, (3.17)

e determinou uma relagdo entre o expoente n e a eficiéncia 7,. Essa relagdo pode ser calculada

pelas equacgdes a seguir.

1
"TY mtx) (3.18)
m= 21 (i+X) (3.19)

Cp \"lp

T 07

X=-9% 2
Z T |, (3.20)
P oz

Y_l_Ea_PT (3.21)

As propriedades X e Y s@o conhecidas como fatores de compressibilidade de Schultz.

Para que o expoente n seja constante ao longo do processo de compressdo, Schultz
assumiu duas consideragdes simplificadoras: (i) a eficiéncia 7, € constante, e (ii) as propriedades
X e Y também o s@o. A primeira consideracdo diz respeito ao processo de compressao em si: a
eficiéncia 7, serd constante somente se a razdo entre a energia dh recebida pelo fluido e a energia

dissipada 7T'ds for constante ao longo de todo o processo.
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Assumindo 7, constante, tem-se

dP
Np = 1/%. (3.22)

A segunda consideracdo simplificadora diz respeito ao comportamento do fluido, e é
facilmente aplicdvel a gases ideais. Para os casos em que o fluido se comporta como gas real,
pode-se utilizar um valor de n médio, obtido pela média aritmética entre os valores na sugdo e
na descarga do rotor. Schultz ainda propde um fator f (Eq. para corrigir o erro causado
pelo uso do expoente politrépico médio.

. has — ha , (3.23)

<n7;i1> (PZ Vog — pl Vl)

Adotando as duas consideracdes simplificadoras supracitadas, define-se o caminho termo-
dindmico entre os estados (P, 11) e (F»,T5), e o trabalho util de compressao pode ser calculado

por

P> P anl
/ vdP = f (L) Py vy (-2) —1f. (3.24)
P n—1 Pl

O conjunto de equacgdes de Schultz ndo se propde a ser uma alternativa ao modelo descrito
na Segdo [3.3] porque ndo faz mengdo a geometria do rotor ou as equagdes do movimento do
fluido, e porque o célculo exige que os estados (P, 711) e (P, T5) sejam conhecidos. Em vez
disso, ele pode pode ser utilizado para uma andlise complementar do escoamento, especialmente

da compressdo que ocorre na regido do impelidor.

Evidentemente, a andlise politropica de Schultz ndo € bem aplicdvel em processos que
ocorrem préximo do ponto critico, uma vez que o fator de correcdo da Eq. [3.23|ndo ¢ suficiente
quando o expoente politropico varia bruscamente. No entanto, pode-se utilizar uma abordagem

pseudopolitrépica para contornar essa limitagao.

Um processo pseudopolitrépico consiste em uma sequéncia de infinitos processos poli-
tropicos infinitesimais, de forma que o expoente n seja atualizado em cada processo (PORTO,
2022)). Essa abordagem elimina a necessidade do fator de correcdo da Eq.[3.24] e tem o potencial

de abranger mesmo processos complexos como 0s que ocorrem proximo do ponto critico.

Nesse sentido, Dimitrakopoulos (2016) propds um método iterativo para a determinacgao
da curva de compressao pseudopolitropica entre os estados termodinamicos (P, T7) e (P, T5).
Em seu modelo, o processo é dividido em uma grande quantidade de elementos finitos, e a
efici€ncia politropica 7, € inserida como estimativa inicial. Sob a consideragado de eficiéncia
constante, os processos finitos sdo calculados um a um, atualizando-se o expoente politropico por

meio dos fatores de compressibilidade de Schultz e da equacdo de estado do fluido. O resultado
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do cdlculo € um estado termodindmico (P, Ty, ). referente a descarga do compressor. O
calculo €, entdo, reiniciado com um valor diferente de 7,, at€ que 7;;,,.,. = T5. No entanto, o
método de Dimitrakopoulos, assim como o de Schultz, ndo pode substituir o método 0-D da
Sec¢do [3.3|usado no projeto de compressores, pois ndo contém as equacdes do movimento e as

equagdes da geometria do rotor.
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4 Modelo matematico baseado em equa-
coes diferenciais

Este capitulo apresenta a dedu¢@o de um modelo matemaético para calcular o escoamento
do sCO, em rotores de compressores centrifugos. E utilizada uma abordagem diferencial do
escoamento, a fim de contemplar as variagdes abruptas das propriedades termodinamicas do

sCO, préximo do ponto critico.

Uma visdo geral do modelo matematico pode ser observada nas Figuras|[6]e [7] A Fig.[]
apresenta um rotor de compressor centrifugo com a descri¢@o das variaveis utilizadas no modelo
matemadtico, enquanto a Fig.[/|oferece uma representacdo esquematica dos volumes infinitesimais,
onde cada secdo transversal pode ser localizada em relacio ao angulo ¢. O fluxo do sCO, ocorre

— —
dep=0a¢=7.

Neste capitulo, as Secdes 4.1 a[4.4] apresentam as dedugdes de equacdes diferenciais para
os trés conjuntos de varidveis representados na Fig. |7/l Apés a realizacdo de todas essas deducdes,
a Segdo 4.5 apresenta as equagdes reunidas para que o modelo matemdtico seja visualizado
como um todo, e entdo as consideracdes simplificadoras utilizadas nas dedugdes sdo discutidas.
A Secao por sua vez, apresenta algumas constatagdes sobre os efeitos da geometria do rotor

na efici€ncia do processo de compressao.

4.1 Diferenciais do triangulo de velocidades

O triangulo de velocidades varia durante o escoamento, e a variacdo de cada componente

pode ser escrita em termos dos angulos que o constituem:

Va = Vipseca = dVy = d(V,,seca)) = dVy = V,,seca tana da + seca dV,

d “4.1)
ﬂ = tana do + %
A Vm

Vi = Vasena = dV; = d(Vasena) = dV, = Vacosa da + sena dVy

= % = cosa dov + sena % *2)
Va Va
U = Vp(tana + tanB) = dU = d[V,,(tana + tanf)]
AU da  df v, (4.3)

= = / ' Sim
Vin  cosa + cos?f3 + (tana+ tanf) Vin



Capitulo 4. Modelo matemdtico baseado em equagdes diferenciais 39

Figura 6 — Geometria do rotor, tridngulos de velocidade e dire¢des do fluxo do fluido de trabalho. E possivel observar
o caminho meridional (L), coordenadas radial (r) e tangencial (6). Trés se¢Ges transversais sdo mostradas, cada
uma associada a trés conjuntos de varidveis: o primeiro conjunto esta relacionado a geometria do canal, e compde
por sua altura (b), curvatura do canal (r.), angulo de inclinacdo da pa (5), raio maximo (7sp), raio médio (r,,,) e
raio minimo (). O segundo conjunto diz respeito aos componentes de velocidade do fluido: velocidade absoluta
(V4), tangencial (V}), meridional (V,,,), velocidades relativa (W) e da pa (U). O angulo « representa o angulo de
inclinagdo da velocidade absoluta. O terceiro conjunto abrange propriedades termodinamicas, que sao definidas por
variaveis independentes como pressao (P) e entalpia (h).
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Figura 7 — Representacao dos volumes de controle infinitesimal. Em (a), a visualizacdo 3D esquematiza as posi¢des
das infinitas se¢des transversais, bem como de um volume de controle infinitesimal delimitado por duas se¢des: a
secdo de entrada do volume de controle com édrea A,,, e a se¢do de saida com drea A,,, + dA,,. Na visualizagio
axial em (b), cada se¢éo pode ser localizada por um angulo ¢, variando de 0 a 7 radianos. O comprimento d €
medido ao longo da linha média. Na proje¢do meridional em (c), pode-se observar que o fluido que passa por cada
area transversal possui um tridngulo de velocidades e um estado termodinamico.
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Fonte: Autoria prépria.
A variacdo de U também pode ser escrita em termos da defini¢do da rotacdo w:
U U+dU dr
w=—=—""" S qU=U—" (4.4)

Tm  Tm =+ drm T
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4.2 Metodologia para definicao do formato das pas

Esta secdo apresenta estratégias para descrever matematicamente o formato da pa de um
rotor de compressor centrifugo. Foram escolhidas fungdes matematicas que se aproximam do

formato de rotores reais, € que sejam diferencidveis.

4.2.1 O perfil da p4 como uma superelipse

A linha média do canal de escoamento pode ser aproximada para o arco de um circulo
ou elipse (VENTURA ez al., 2012). Na metodologia apresentada nesta se¢do, no entanto, é
conveniente encontrar uma forma geométrica mais complexa, para que se possa obter geometrias
variadas para o canal de escoamento. A superelipse, ou curva de Lamé, € uma opc¢ao conveniente
porque permite a modificacdo da geometria do canal de escoamento simplesmente através do uso
de um fator de forma. Outra vantagem € que a equacgdo da superelipse € diferencidvel na forma

polar, e pode ser parametrizada para que o seu raio de curvatura seja calculado analiticamente.

A Fig.[§|mostra as duas superelipses que delimitam o formato da p4, apresentadas sob a
vista axial. Uma superelipse intermedidria foi adicionada para tragar a linha média. As funcdes
das superlipses foram escritas em coordenadas polares por conveniéncia, € portanto a varidvel
independente é o angulo ¢ representado nas Figuras[6|e[7] O escoamento do fluido de trabalho

1 — _
vaide ¢ =0a ¢ = Frad.

Sejam Egp(4), Em(s)> En(g) as trés superelipses representadas na figura. O sufixo (¢)

indica que a variavel estd em funcdo de ¢. Na forma polar:

k , k
cos¢p stng
E =|{——- 4.5
Sh(?) [(7’2 —Tsm) * <h'r_b2> ()

==

k , k
CcoSQ s
E = ||l — 4.6
() (Tg—rm) +<hr_b72> (4.6)

B cos¢p F stng ok
Eh(qb) = [(7‘2 __Th1> + <h_r) ] “4.7)

A constante k se refere a um fator de forma, sendo que k = 2 torna a superelipse uma

el

elipse.

Assim:
by = Ens) = Esn(o) (4.8)

Tsh(g) = T1 — Esn(g) - s€ng (4.9)
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Figura 8 — Superelipses que delimitam o canal de escoamento.
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Fonte: Autoria propria.

Tm(g) = 1 — Em(g) - seng (4.10)

Thig) = "1 — Eng) - s€NQ “4.11)

4.2.2 Raio de curvatura do canal de escoamento

O raio de curvatura r. € a curvatura da elipse média F,,, e é necessario para calcular o

fator de atrito para tubulagdes curvas. A Eq.[d.6na forma parametrizada é:
z(9)
y(0)

emque Ry =ry — 1y e Ry = T—%Q.

Rlcos%¢
Rgsin%gb
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O raio de curvatura de uma fungdo parametrizada é dado por:

B ({E’Q + y/Q)%
c |£L’/y” _ y’l‘”|

Portanto, o raio de curvatura r.(4) da superelipse média €:

(R2sin’p cost ¢ + Ricos>p sink~2¢)2

Te(g) =
@) Ry Ry(sene cosg)i 1k — 1)

4.2.3 Comprimento meridional L

(4.12)

As dimensodes do rotor, apresentada nas se¢des anteriores, foram deduzidas em funcao

do angulo ¢. No entanto, esse angulo ndo € uma medida da distancia percorrida pelo fluido no

interior do rotor. E necessdrio calcular todas as propriedades do fluido em termos da distancia

meridional L, e para isto pode-se converter o diferencial d¢ em um comprimento d L, calculado

na linha média. O valor de dL depende de ¢ e de d¢, como mostra a Fig.[9]

Figura 9 — Comprimento diferencial da linha média
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Fonte: autoria prépria

A partir de relacdes trigonométricas simples, chega-se a:

. . 2 2
dLy) = \/ [Eun(e)5in(0) — Em(g1dg) i@+ do)|” + [Fin(s) = Tm(orda))

Analogamente, o comprimento diferencial da aresta da pa (Eq.[4.5) € dado por:

. . 2 2
dLe(g) = \/ [Eshis)5in(®) = Esn(ordpysin(d +do)]” + [Fon(g) = Tsn(s+de))

4.13)

4.14)
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O comprimento total da linha média deve ser calculado pelo comprimento do arco da

superelipse, dado por
L, = / dLg), (4.15)
0

4.2.4 Angulo de inclinagcdo da pa (5)

O angulo de inclinacio da p4, 3, pode ser obtido pela derivada da funcdo f; que descreve

o perfil da p4, ou seja:

(4.16)

/B(L) = tan~" [%]

dL

Figura 10 — Perfil da p4 e angulo de fluxo relativo
distancia tangencial (m)
A

fu 5,

By

[

Lm L (m)

Fonte: autoria prépria

Aqui, € conveniente que a funcdo f7 seja matematicamente simples, diferencidvel, e ao
mesmo tempo atenda as caracteristicas comumente observadas nos rotores de compressores. A
pa deve possuir um valor de 3 acentuado na entrada do rotor; ao longo do escoamento 3 deve
reduzir; atingindo seu valor minimo na descarga. Uma fun¢do matematica simples que intercepta

a origem e que atende a esses requisitos é:

fo=n-Iln(mL+1) 4.17)
onde m e n sdo coeficientes a serem determinados.

Substituindo em

_ 1 mn
By = tan (—mL " 1) (4.18)
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Os coeficientes m e n podem ser determinados pelo sistema

cuja solugdo é:

1 (tfmﬂl 1)
m = — - —
L \tanf, (4.19)
tanf;
n =
m

Substituindo em4.18| tem-se o angulo 5 em fungdo de L:

t
By = tan™" | —— “ﬁ”ﬁ ! (4.20)
L (1) 41
Outra funcdo que pode representar o perfil da pa é
fr=mn-tan ' (mL) 4.21)

Seguindo o mesmo procedimento da equacdo anterior, chega-se aos valores dos coefici-

1 tan By
m=—: —1
L tanfs (4.22)

tany
n =
m

ente m e n.

Para este caso, a fungao B( L) €

1 tan;

2
L tanf
(&) (g —1) 1

By = tan™ (4.23)

4.2.5 Componentes de area

Conforme mostrado na Fig.[6] o plano do tridngulo de velocidades é sempre perpendicular
a drea da secdo transversal. No entanto, como h4 trés componentes de velocidade V,,,, V4 e W,

também deve haver trés componentes de area A,,, A4 e Ay, como mostra a Fig.

Evidentemente, drea e velocidade estdo relacionadas através da equacao da continuidade:

m = pVA
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Figura 11 — Relacdes entre dreas e velocidades.

direcdo tangencial

RN TSR TR
LA VA VENENELEAN

ARt S B R

4

dire¢do meridional

Velocidade relativa (W)

R IR R RN R R R KR RS
A~ O\ 0\ L LV VLV VA
R S R R R R R

Velocidade absoluta (Va)

Fonte: autoria prépria

Portanto:
VaAs =V, A, = WAW

Aplicando relacdes trigonométricas no triangulo de velocidades, chega-se a:

Ay = A, cosa (4.24a)

Aw = A, cosp (4.24b)

Ay = A, 22 (4.24c¢)
cosf3

As dreas A, () € Aw(g) € 0s perimetros Pp,(4) € Py () variam em funcdo de ¢, e foram
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calculados através da casca de um tronco de cone, como mostrado na Fig.[12]

Figura 12 — Areas e perimetros das secoes A, e Ay .

271y, cosB

Fonte: autoria prépria

T+ bgy * (Tsnio) + Th(e))
7,

Am(p) = (4.25)

270 (T'sn(g) + Th(g))

Pm(¢) = 2[)¢ + 7

(4.26)
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T+ big) * (Tsn(g) + Th(e)) - C0SB )

Aw(g) = 7 (4.27)
2mcosBy(Tshis) + Th
Pivis) = 2bis) + o Z(qs) ) (4.28)
Os diametros hidraulicos meridional e relativo sdo, respectivamente:
A
Do) = 4P—“’5) (4.29)
m(¢)
Eqf127]
Dy = 40 _ __ AAnie)c055()
- o 2mwcosBy (T +Th(e))
Py () 2b(4) + ¢ Zhr<¢) h(®)
EqlZ78
2A,,(p)c05 (4.30)
- Ao (4)C08B
bis) + <¢b>(¢> ©)

_( b(g) L )_1
2Am@g)cosBg)  2by)

As dedugdes da drea, perimetro e diametro hidraulico na direcao ortogonal a velocidade
absoluta no sio relevantes para este modelo. E importante ressaltar que os célculos de A,, e Ay,
tratam-se de aproximacdes, pois desconsidera o fato de que as dreas possuem uma determinada
curvatura, caracteristica do tronco de cone. O erro causado por essa curvatura € nulo na suc¢do do
rotor (regido onde a drea € calculada através de uma superficie anular), e € maxima na descarga
do rotor (onde a area é calculada através da casca de um cilindro). O erro também serd menor

quanto maior for a quantidade de pas do rotor.

Para calcular o erro devido a essa consideracdo simplificadora, € necessario comparar a
area da casca do cilindro (4rea ideal) com a érea real da secdo transversal na descarga do rotor
(4rea real). Esta ultima pode ser obtida através da drea lateral de um prisma cuja base é um
poligono de Z,. lados, sendo Z, a quantidade de pas do rotor. A razdo r entre a area ideal e a

areareal €

27T7’2b2 ™

- 2Z,robysen(%-) B Zrsen(z-)

r

Assim, um rotor com 10 pés, por exemplo, terd uma razdo r de 1,017, o que corresponde
aum erro de 1, 7% na érea da descarga. J4 um rotor com 20 pés terd um erro de 0,4%. O erro

serd nulo para um rotor com infinitas pas.
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4.3 Balanco de momento linear, massa, entalpia, entropia
e momento angular do fluido de trabalho

Seja o volume de controle infinitesimal representado na Fig.[13]

Figura 13 — Representacdo do volume de controle infinitesimal. (a) € uma visualizacdo 3-D de Z, volumes de
controle lado a lado, sendo Z, a quantidade de pds do rotor. (b) € a representacdo do VC na projecao meridional.
(c) é a vista axial do VC. H4 entrada e saida de massa, energia e momento linear no VC. E hd apenas entrada de
momento angular, representado por dH . O diferencial driny. é a massa que entra e sai do VC através da folga entre
as pas e a carcaca do rotor.

eixo

sentido de
rotagdo das pas

\
Am+dAm\2Aw+dAW Ax+dA,
m B+dB

vt‘l’dvt

VitdV, T4\ 48

VorkdVil \ W74 div
U+dU

Fonte: autoria propria.

Através de um balanco de momento linear, chega-se a

4.31)

tc

(A) (B) (@) (D) (E)

deA + AAdP = dFeiaco - dFatrito - dFm
—— N e N
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em que

(A) variagdo do momento linear do fluido de trabalho, dada por:

mdVy = pAaVadVy (4.32)
(B) forca causada pela diferenca de pressdo no escoamento.
(C) forga que o eixo do rotor realiza sobre o fluido de trabalho.
(D) for¢a devido ao atrito da parede com o fluido.

(E) forca associada a reducdo da quantidade de movimento do fluido devido a entrada de massa

através da folga entre a carcaca e a pa.

4.3.1 Trabalho de eixo do rotor

O termo (C) da Equagdo[4.31|pode ser calculado pela dedugao

VAdFeixo = mdwei:po

dFei:w = md‘l/uemo
A
4.33
o p%AAdweiro ( )
dFeixo - - < -
WA
dFeixo = pAAdweixo
em que dw.;, € a poténcia especifica que o fluido recebe do eixo.
4.3.2 Perda de carga pelo atrito
O termo (D) da Equagao 4.31]¢é
dFatm'to = deAweta (434)

sendo 7, a tensdo cisalhante na parede e dA,.; a superficie molhada. Esse termo pode ser

desenvolvido a partir das equagdes a seguir, algumas ja desenvolvidas nas se¢des anteriores,

27 cosf (rsp + 1)

Pyt = Py =2b+ #.28)

T

Dy — 4A]n;cos 16 @30)
wet
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dA’wet - Pwet N dLW (435)
~—~—
dL
cosf3
W2
Tw=f.- 2 > (4.36)

em que P,.; é o perimetro molhado e f. é o fator de atrito corrigido para tubulag¢ées curvas, dado
por (LIU ez al.,[2018; [VENTURA et al., 2012)

D
fo=f- (1 +0.075 - Re"® . %) . (4.37)

Na Equagédo[4.37, f é o fator de atrito de Fanning, equivalente a 1/4 do fator de atrito
de Darcy fp, e pode ser calculado explicitamente pela correlagdo de Sousa-Cunha-Marques
(SOUSA; CUNHA; MARQUES, |1999)

o.
3.7Dw  Re 3.7Dw = Re0ST
em que Dy, € o didmetro hidrdulico relativo.

Substituindo [4.24h e 4.28 em

k 1 k : -
f= JiTD =0,25- <2l0g10 [ 5.16 -logio ( + >-09 >}> , (4.38)

pW2 Zb + Zﬂ' COSﬁZ(:S}L+rh) AA
2 cosf3 Ay
e (

AFoirito = fc : dL

b ﬂ—(rsh+7’h)>
wsp Tz
it ) (4.39)

et A ¢’
pAal A,,cosa

WQVA( b 7T(7”Sh+7“h)>dL

pAal AV \ cosp + Z,

4.3.3 Perda de carga pela aresta da pa

O termo (E) da Equagao[4.3T]¢é:

AA o ptcAAVmV;tcgstc - ptcAAVAchstc

dFy;, = Viodmge = Vi peeViedAse - —
te 1 PreVuc@ ey A A,,cosa A,

em que p; e V. sdo, respectivamente, a massa especifica e a velocidade do fluido que entra
no volume de controle através da folga entre a pa e a carcaga da turbomdquina, ¢ é a altura
dessa folga, dL,. € o comprimento diferencial da aresta da pd e o termo dA;. = edL. é a area
de passagem do fluido que escoa por essa folga. Como simplificacdo, serd utilizado p;. = p e
Vie = U. Portanto:

B pAAVUe

dF,, =
tc Am

dLy. (4.40)
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4.3.4 Entalpia e entropia

Substituindo 4.32] [4.33] 4.39| e [4.40| em [4.31], tem-se

WQVA b W(Tsh + Th) pAAVAU8
AaVadVa+AsdP = pAsdweizo—pAafe dL— dLie.
PAAVAdV s +A 4 pAxdw pAAS AT, <0085 + 7 A ¢
Dividindo todos os termos por pA 4:
dpP ? b s
VadVis + 2L = duwyy — f, A L )Y gy VaUe o an
p A Vi, \ cosp Z, m

A primeira e a segunda Leis da Termodindmica podem, respectivamente, ser escritas

como
dh + VadVa = dhg (4.42)
Tds = dh — % (4.43)

em que hg € a entalpia de estagnacao, ou entalpia total, do fluido de trabalho.

Na Eq. 4.43| o diferencial ds equivale a

ds = dsq + dsger-

em que ds; = 57‘1 ¢ a variac@o de entropia devido a troca de calor e dsg., € a entropia gerada

pelas irreversibilidades do processo. Este dltimo termo, em processos reais, ¢ sempre positivo.

Neste modelo, € suposto que o escoamento € adiabatico, o que significa que a variacao

de entropia do fluido serd causada apenas pelas irreversibilidades do processo. Portanto:

)
ds = 7]? + dSger = ds = dsge,
Substituindo 4.42] e d4.43] em .41t

2 b
dho — Tds = dw,ipy — f. ZV gf‘ (COS 5+ ”(TS’ZZJF Th)) dL — Vng AL, (4.44)

Os dois ultimos termos dessa equacao estdo relacionados as irreversibilidades do sistema.

Entdo, a energia dissipada devido as irreversibilidades é:

W2VA b 7T(7"sh +7“h) VAU€
dL
AV, (003/8 + Z, + A,

VvV vV
dhatm’to dhic

dhperdas = fc stc (4.45)

J/

em que dhy.it, € a perda de carga pelo atrito e dh;. é a perda de carga pela aresta da p4.

Pode-se reescrever a Equagdo [4.44] e relacionar seus termos como se segue:

dho(j_qu\: dweixo - dhperdas
v
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Portanto, define-se o sistema:

dhO = dweixo
(4.46)

Tds = dhperdas
A primeira equacdo do sistema descreve a energia que € transferida do eixo do compressor

para o fluido de trabalho. A segunda equacao, por sua vez, apresenta a relacdo entre as perdas de

carga e o aumento da entropia especifica do fluido.

4.3.5 Momento angular

Através de um balango do momento angular H do fluido, e sabendo-se que a derivada de

Héo torque fem, chega-se a uma relagado entre velocidade tangencial e trabalho de eixo:

(7 +dff) — fi — dif

0 = - 0 - 0 -
—(H H)— —H=—(dH
g\ +dH) = 5. H = 7 (dH)
S - 9H
n-(h+dh)—m-h=d—
m - (h+dh) —m o
m-(rm—i-drm)(Vt—l—th)anth:dfeim
dT;
TiVi = ToiVi + 1oV + Vidry, + drpdVy = —=2 (4.47)
m
diimo
d(T‘mV%)-OJ: " s W
.
Weiaco
d(wry, Vi) = —

d(U‘/t) - dweixo
Ud‘/t + V;de = dweixo

Esta deducao possui uma considerag¢ao simplificadora: o momento angular do fluido é
calculado utilizando-se 7,,,, que € a distancia entre o eixo do rotor e a linha média. No entanto, é
provével que a massa de cada elemento infinitesimal ndo esteja equidistribuida, e por isso seu
centro de massa nao esta localizado exatamente na linha média. Neste modelo matematico, no

entanto, a distincia entre a linha média e o centro de massa de cada elemento finito € considerada
desprezivel.

4.3.6 Definicdo do sistema de equacdes

Substituindo 4.42] [4.45|e 4.47 em 4.46] forma-se o sistema

dh + VadVy = UdV, + V,dU

W2V, b i 7T(7"sh + 7ﬁh)
A Vi, \ cosf Z,

(4.48)
VA Ue stc

Tds = f, )dL+

m
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A primeira equacdo do sistema é a equacdo de Euler das Turbomdaquinas na forma
diferencial. A segunda descreve as irreversibilidades do sistema em func¢io da geometria do rotor

e das componentes de velocidade do fluido.

4.4 Relacao matematica fundamental entre as proprieda-
des termodinamicas h, p € s

Esta secdo apresenta a dedugcdo de uma equacao que relaciona as trés propriedades
termodinamicas mais importantes do modelo matematico: entalpia, entropia e massa especifica.

Considerando h = f(p, s), os diferenciais dh, ds e dp podem ser relacionados como se segue:

dh = —| dp+ | ds (4.49)
s p

P 0T
s = — —— 4.50
"I T 9P|, (40

p OP
s = —= — 4.51
=5 5. (4.51)

O quadrado da velocidade do som de um gas é

P
= il nyRTZ. (4.52)
dp |,

A fung¢do da energia interna na forma diferencial leva a uma das relacdes de Maxwell da

Termodinamica, dada pela equagdo

du =Tds — Pdv = 8_T
ov

__or
- Os

S

(4.53)

v

A propriedade g—z L da Equacdo 4.49|pode ser deduzida a partir das Equacgdes 4.43|e4.52

oh

Fs + °F
5 =

dp

1 0P

p Op

2
S p

(4.54)

S

. oh
A propriedade

.43 .50, @.5T e .53

» também da equacdo 4.49, pode ser deduzida utilizando as equacdes
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@
O0s

_oh

_T83+37P 1 9P
p_E)s N

0s +p ds

v

1 0T| OP

p 0PS%

v v

:T—— _— e
p Ovlg ] (4.55)

1 oT| ,op T
__‘pza_ =T 5 my pn,RTZ =
Pl

ms g BRFZ =T + Tmgng = T(1 + mgny)

Substituindo .54 e d.55|em [4.49] finaliza-se a deducéo:

d
dh = L 1+ (1 + mgn,) Tds (4.56)

p

4.5 Visualizagdo do modelo matematico

Para visualizar o modelo como um todo, as equagdes deduzidas nas se¢des anteriores

estdo reunidas nas Tabelas2le

A Tab. [2] apresenta as equagdes da geometria do rotor obtidas pela metodologia da
Secao[#.2] Através dessas equacdes, é possivel determinar as curvas das variagdes de r.,, T, 7'sp,
b, A, Dw, B, r. € Dy, em fungdo de ¢ e L, que sdo as varidveis geométricas necessdrias para o

célculo do processo de compressao.

A Tab.[3] por sua vez, trata-se das equagdes diferenciais que descrevem o escoamento
do fluido, deduzidas nas Secoes [@.1} [4.3]e [4.4] Essas equagdes formam um sistema possivel e
determinado, cujas varidveis sdo: trés diferenciais de propriedades termodinamicas (dh, ds e
dp) e cinco diferenciais de propriedades do escoamento (dV4, dV,,, dV;, dU e da). O sistema de
equacoes € linear se, através de um cdlculo numérico, for considerado que cada diferencial é

uma variavel finita.

O modelo matemadtico proposto neste estudo assume que as variacdes de pressdo e
temperatura ocorrem apenas na dire¢do meridional, ou seja, o fluxo é considerado uniforme nas
coordenadas radiais. No entanto, na realidade, o fluxo de fluido envolve perfis de velocidade
e temperatura que sao influenciados por varios fatores, como a atrito entre o fluido e a parede
das pas e o gradiente de pressdo causado pelas forcas centrifugas. Como consequéncia, as
simulagdes usando esse modelo matematico diferirdo dos resultados experimentais, mesmo
na linha meridional de observacdo. Préoximo as pds, o modelo CFD observara a formacgao de
goticulas de liquido, por exemplo, o que ndo pode ser observado usando este modelo matemaético.
Por outro lado, as equagdes de estado sdo altamente ndo lineares em algumas regides do diagrama

termodinamico do sCO,. Nessas regides, o modelo matematico proposto oferece uma vantagem
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Tabela 2 — Equacdes para o célculo da geometria do rotor. Nas equagdes |4.58} 4.59] 4.60} and |4.69] as constantes k
e j sdo fatores de forma. Cada rotor deve ter um valor de k e j dependendo de sua geometria.

Descricao Definicao
angulo das superelipses 0<p< g 4.57)
coSp k sing ok
superelipse (carcaga) Esng) = ( > + ( ) , 1l6<k<3 (4.58)
T2 — Tshl hy — by
k, , K *
superelipse média Eomg) = <COS¢) + SZ"QZ L 16<k<3 (4.59)
2 — Tml hy — %
cos¢p k sing F1F
superelipse (nicleo) Engy = l() + ) 1 , 16<k<3 (4.60)
T2 — Thl Iy
altura da pa b(¢) = Esh(¢) — Eh(¢) 4.61)
raio maximo Tsh(¢) = T2 — Esn(g) - 08¢, dTsp = Tsn(p+dg) — Tsh(4) (4.62)
raio médio Tm(p) = T2 — Em(¢) . COS(b, dT’m = Tm(¢+de) — Tm(¢) (463)
raio minimo Thig) = T2 — En(g) - coso (4.64)
) (7 +
4rea meridional Am(e) = 29 (TZM@ Th(¢)), dAp = Apm(p+de) — Am(e) (4.65)
linha média dLg) = \/[Em(¢)5in(q5) — E(gtde)sin(o + d¢)]2 + [dr]? (4.66)
. . . 2
aresta da pa dLie(g) = \/ [Esh(6)511(9) = Esh(gtde)sin(¢ + do)|” + [drap]? (4.67)
linha média (total) L, = / ’ dLy) (4.68)
0
t
angulo relativo Bipy = tan™" _ tanfy ,j=lorj=2 (4.69)
( L )J.<tanﬂ1 _1) +1
L, tan B2
22 4_9 20020 =2 1\3
curvatura do canal Te(g) = (Risin”¢ cost "¢ + Rycos f) sint"¢)* (4.70)
Ry Ra(seng cosp)® —1
diametro hidrauli D < be) - >_1 (4.71)
idmetro hidraulico W) = .
O\ 240088 2D

em relacdo ao CFD, devido ao uso da equagdo de estado de Span e Wagner sem precisar recorrer

a interpolacdes.

Na deducdo das equagdes da Secgdo 4.3 também é considerado que o escoamento &
adiabdtico. Para um compressor que opera préximo ao ponto critico do CO,, onde a temperatura
€ proxima a do ar atmosférico, a transferéncia de calor entre o compressor e o ambiente € reduzida.

No entanto, sdo necessdrias andlises posteriores para verificar os impactos dessa consideracao.
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Tabela 3 — Sistema de equagdes que descrevem o processo de compressdo de um fluido que escoa por um rotor de
compressor centrifugo.

Descricao Definicao
equagdo de Euler dh +VadV4 = UdV; + Vi, dU 4.72)
W2V, b s ViU

equacdo das perdas Tds = f, AmV:,, o3 m(r th_ k) dL + jlmEstc 4.73)

dhatrito dhic
. A o dp

relagdo termodindmica dh =c¢* — 4 (1 + mgn,) Tds (4.74)

P

d AV  dAp,
equacdo da continuidade id +——+—=0 4.75)
P Vin A,

dv, dVim,
d d
equacdes do tridngulo de velocidades ﬁ = cosa da + sena % “4.77)
A A
dUu da g AV
— =+ —=+ (¢ t — 4.78
Vin  cos?a  cos?f + (tana+ tanf) Vi 4.78)
< < drm
equagdo da rotacdo dU =U 4.79)

r’rn

4.6 Efeitos da geometria do rotor na poténcia e perdas de
carga locais

Uma consideragdo simplificadora comum nos modelos presentes na literatura aberta é
a de eficiéncia constante. A analise politropica de Schultz descrita na Seg¢do [3.4] por exemplo,
adota esta consideracdo ao supor que a razdo entre os diferenciais vd P e dh € constante durante
todo o escoamento. Os modelos 0-D também consideram um valor de eficiéncia calculado através
da andlise do processo como um todo, sem considerar variacdes locais. O modelo matemético
deste artigo, no entanto, ndo faz uso dessa consideracdo simplificadora, pois permite o calculo
dos diferenciais das propriedades termodinamicas como func¢des das dimensdes locais do rotor.
Em outras palavras, € possivel calcular as regides do canal de escoamento nas quais o fluido
recebe mais energia, como também as regides em que haverd mais energia dissipada. Esta andlise

¢ tratada nas sec¢des a seguir.
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4.6.1 Relagao entre a geometria do rotor e a poténcia local

A quantidade de energia recebida pelo fluido de trabalho durante o escoamento € a
variag@o da entalpia de estagnacao dh, (ver Eq.4.72), dada por

dho = dh + V4dVy = UdV, + V,dU = d(UV;).

Isso significa que a energia recebida depende das variagdes de V; e U, ou do produto
UV;. Observando os tridngulos de velocidade na Figura pode-se constatar que dV; e dU
dependem, entre outros fatores, de dr,, e d3. Se houver, simultaneamente, um aumento em 7,,, €

uma reducdo em [, o produto UV, aumenta.

(a) (b) (c)

. N N P
i’ I N 4 ~ ‘ i
i I S 4 i e ; I
o | . . . e |
‘ g N y I - . !
; 1 . b 1 N I |

i I : SV N /

/ ‘ i )

U=uwrn U=wr, U=uwr,
dr,, >0 dr, =0 dr. >0
d3=0 dB <0 dB <0

VitrdVi | S Vivdvi | 7 VikdVi
U+dU = w(r,+dr,, U=uwr, U+dU = w(r,+dr,,)

Figura 14 — Trés representagdes de tridngulos de velocidade na entrada e saida de um elemento infinitesimal. (a)
mostra a influéncia de um aumento no raio r,,. (b) mostra a influéncia de uma redugdo em f. (c) mostra os efeitos
combinados de ambas as influéncias. Nos trés casos, hd um aumento no produto UV;. No entanto, a variagdo do
produto U'V; € maior no terceiro processo, indicando que este € o processo em que o fluido recebe mais energia.

Isso faz sentido, uma vez que o torque do eixo do rotor causa uma variagdo no mo-
mento angular do fluido, manifestada através do aumento de suas componentes de velocidade

tangenciais.

Portanto, a quantidade de energia recebida pelo fluido serd maior quanto maiores forem
drp, e |dB|. E interessante concluir que a troca de energia depende ndo dos valores absolutos de

B e r,,, mas de suas variagdes.
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4.6.2 Relacao entre a geometria do rotor e as perdas de carga

A quantidade de irreversibilidade gerada durante o processo de compressao também
depende da geometria do rotor (ver Eq.[4.73)). A perda de energia total devido ao atrito entre as
pas e o fluido (dhgyrito) S€rd maior quanto maior a rugosidade relativa das pds e o comprimento

total do canal de escoamento (ou comprimento total da pa), dado por:

7 dLy
Ly = | —9 (4.80)
0 CosBy)

A perda pelo atrito local do processo de compressdao depende do raio de curvatura local
do canal de escoamento (r.), sendo que quanto menor 7., maior a perda. A variacio de 7. ao

longo da p4, portanto, influencia na taxa de variacdo da energia dissipada.

A perda pela folga da ponta da pa (dh;.), por sua vez, serd maior quanto maior for o

comprimento total da aresta da p4, equivalente ao comprimento da superelipse F, dado por:

™

L. = / dLye(g) (4.81)
0

A perda de carga local causada pela folga da ponta dependera do valor local de ¢.
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5 Estudo de Caso

As equagdes do modelo matematico do Capitulo 4 foram utilizadas para construir um
cédigo na linguagem de programagdo Python, conforme representado na Figura[I5] O cédigo
foi escrito no Colaboratory, plataforma de programacao gratuita do Google, e pode ser en-
contrado pelo DOI 10.5281/zenodo.8270200. As propriedades termodindmicas do CO, foram
calculadas através do banco de dados da biblioteca CoolProp (BELL et al.,[2014)) do dominio
www.coolprop.org. Através dessa biblioteca, é possivel obter o estado termodinamico do CO,
pelo uso direto da equacdo da energia livre de Helmholtz, dispensando o uso de tabelas de

interpolacgdo.

O modelo matemdtico escrito em Python recebeu trés conjuntos de entradas: (a) as di-
mensodes do rotor, (b) o tridangulo de velocidade na sucg¢@o do rotor e (¢) o estado termodindmico
na succdo. As saidas do modelo sdo: as curvas que descrevem o formato da pd, o caminho
termodinamico de compressdo do CO, e as curvas das propriedades termodinamicas e fluidodi-
namicas do CO, em fun¢@o do comprimento meridional L. A eficiéncia politropica também foi
calculada. Nenhum célculo iterativo foi utilizado, pois o sistema de equagdes da Tabela[3]¢é linear,

possibilitando que a sua solugd@o seja obtiva por meio da aplicacdo de uma eliminacio gaussiana.

Foram utilizados seis rotores com geometrias diferentes, obtidas pela combinacao de trés
perfis do canal de escoamento (kK = 1,6, £k = 2,0 e k£ = 3,0) com dois perfis das pas do rotor
(j = 1 e j = 2), conforme mostrado na Fig.[I6] Todos os rotores nesta figura t¢ém as mesmas

dimensdes na sucgdo e descarga, mostradas na Tabela 4]

Tabela 4 — Dimensdes do rotor na suc¢ao (que recebem o subscrito “1”) e na descarga (subscrito “2”).

Dimensao Valor
Tshl 0.020 m
Thi 0.010 m
m1 0.5 - (Tshl + Thl)

9 0.040 m
by Tshl — Thl
bo 0.002 m
h, 0.030 m
B1 70°

B2 20°

Ly 10 pas
k. 0.0002 m
€ 0.02 - by

Para cada rotor apresentado na Figura|l6| foram realizadas duas simulacdes, uma para
0 sCO, préximo ao ponto critico e outra para o sCO, longe do ponto critico, regido em que
o fluido s