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RESUMO

A anadlise estrutural de placas e cascas é um tépico de extrema relevancia na engenharia
estrutural e tem recebido crescente atencao nas tltimas décadas, compondo um campo de
pesquisa vasto e ainda com muitas lacunas a serem exploradas. Neste trabalho, é estudada
a resposta nao linear de natureza fisica e geométrica em problemas envolvendo placas e
cascas. Para superar o bloqueio por cisalhamento e membrana, ¢ adotado um elemento
que combina o método das interpolagoes tensoriais mistas (MITC) com o Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG), pois esse método é comprovadamente menos
propenso a influéncia da malha, tornando-se mais vantajoso para este tipo de analise.
O elemento de casca é formulado no contexto da formulagao Lagrangiana Total com
deformagoes/tensoes levadas em conta usando o tensor de deformagdes nao linear de
Green-Lagrange. No presente estudo, a nao linearidade fisica considerada refere-se a
descricao do comportamento elastoplastico sob deformagoes finitas, avaliada através da
adocao de relagoes tensao-deformacgao adequadas a resposta do material e deduzidas a
partir da hipdtese principal da decomposicao multiplicativa do gradiente de deformagoes.
Essa implementagao, expande de forma genérica os modelos apresentados em Oliveira
(2016)) e garante que modelos elastoplasticos originalmente formulados para pequenas de-
formagoes sejam também aplicados a problemas de grandes deformacgoes. Para capturar
as variagoes de tensao e deformagcao através da espessura, o elemento de casca é subdivi-
dido em N camadas discretas permitindo medir o comportamento inelastico do material.
Neste cenario, é apresentada a cinematica de elementos de casca plana em camadas adap-
tados ao MEFG. Além disso, é apresentada uma formulacao para um algoritmo de retorno
Implicito/Explicito baseado no algoritmo padrao de retorno pelo método da proje¢ao do
ponto mais préximo (Closest Point Projection) adaptado para o modelo de deformagoes
finitas. Para avaliar e validar o elemento proposto, resultados provenientes de solugoes
numéricas de outros elementos de casca encontrados na literatura e solugoes analiticas sao
comparados com o elemento. E mostrado que o modelo proposto, além de convergir rapi-
damente, apresenta resultados coerentes com os apresentados na literatura e em solugoes

analiticas.

Palavras-chave: cascas; grandes deslocamentos; grandes deformacgoes; MEFG; MITC;

deformacgoes finitas.



ABSTRACT

The structural analysis of plates and shells is an extremely relevant topic in structural
engineering and has received increasing attention in recent decades, composing a vast
field of research with many gaps yet to be explored. In this work, the nonlinear physical
and geometrical response in problems involving plates and shells is studied. To overcome
the shear and membrane locking, an element is adopted that combines the mixed tenso-
rial interpolation method (MITC) with the Generalized Finite Element Method (MEFG),
as this method is proven to be less prone to mesh influence, becoming more advanta-
geous for this type of analysis. The shell element is formulated within the context of
the Total Lagrangian formulation with deformations/stresses taken into account using
the nonlinear Green-Lagrange strain tensor. In the present study, the physical nonline-
arity considered refers to the description of elastoplastic behavior under finite strains,
evaluated through the adoption of stress-strain relationships suitable for the material res-
ponse and deduced from the principal hypothesis of the multiplicative decomposition of
the deformation gradient. This implementation generically expands the models presented
in |Oliveira, (2016) and ensures that elastoplastic models originally formulated for small
strains are also applied to finite strain regime. To capture stress and strain variations
through the thickness, the shell element is subdivided into N discrete layers, allowing the
measurement of the material’s inelastic behavior. In this scenario, the kinematics of flat
shell elements in layers adapted to the MEFG is presented. In addition, a formulation
for an Implicit/Explicit return algorithm based on the standard Closest Point Projection
method for stress integration is presented, adapted for the finite deformation model. To
evaluate and validate the proposed element, results from numerical solutions of other shell
elements found in the literature and analytical solutions are compared with the element.
It is shown that the proposed model, in addition to converging rapidly, presents results

consistent with those presented in the literature and in analytical solutions.

Key-words: shells; large displacements; large strain; MEFG; MITC; finite strain.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Com o avanco da tecnologia e o desenvolvimento de materiais mais leves e resistentes,
a engenharia tem se destacado na concep¢ao e utilizacao de estruturas esbeltas e alta-
mente flexiveis. No entanto, essas estruturas sao mais propensas a sofrerem instabilidades,
grandes deflexoes, flambagem e outros fenémenos.

Portanto, é essencial que se tenha um profundo conhecimento sobre a natureza desses
fendmenos, a fim de prever o desempenho e a capacidade resistente das estruturas de
forma mais precisa. Isso permitira que sejam tomadas medidas preventivas ou corretivas,
garantindo a seguranca e a eficiéncia estrutural.

Neste contexto, destacam-se as cascas, estruturas que podem ser obtidas a partir de
uma placa impondo-se a sua superficie média inicial uma curvatura simples ou dupla. Elas
se caracterizam por apresentar elevadas relacoes entre resisténcia-peso, bem como rigidez-
peso. Tais estruturas sao frequentes em diversas realizagoes da engenharia moderna,
abrangendo pontes, telhados, antenas espaciais, velas solares, estruturas de asas, fusela-
gem de aeronaves e naves espaciais, bragos robdticos flexiveis em engenharia mecanica,
vasos de pressao. Além disso, as cascas encontram aplicagdoes em cascos submarinos na
industria naval, tecidos moles e instrumentacao avancada no campo da bioengenharia. A
notavel versatilidade e eficiéncia das cascas as tornam elementos essenciais no panorama
contemporaneo da engenharia (Figura .

A analise estrutural de placas e cascas é um topico de extrema relevancia na engenharia
estrutural e tem recebido crescente atencao nas tltimas décadas. Devido a complexidade
desse tipo de estrutura, associada a diversos fatores, como sua espessura e curvatura, bem
como as condig¢oes de contorno e carregamentos aplicados, problemas envolvendo placas e
cascas frequentemente apresentam comportamentos nao lineares. Adicionalmente, essas
nao linearidades podem ser de natureza fisica, como a rela¢ao constitutiva do material, ou
geométrica, como a influéncia da deformacao excessiva na geometria da estrutura. Essas
nao linearidades podem estar acopladas, o que pode levar a um grande desafio na analise
e solugao desses problemas

O acoplamento dessas nao linearidades pode aumentar significativamente a comple-

xidade do problema, pois as solucoes analiticas sao geralmente restritas, resultando em
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(¢) Casco de submarino (d) Antenas solares

(e) Domo (f) Nanotubos

Figura 1.1: Exemplos de geometrias de cascas QC’OPILOH, ‘2023D

desafios adicionais. Por exemplo, o desempenho de uma estrutura pode ser afetado pela

resposta do material (nao linearidade fisica), conduzindo a uma instabilidade da estrutura



26

em uma configuracao deformada, o que por sua vez desencadearia uma nao linearidade
geométrica adicional.
Até a década de 1960, problemas envolvendo placas e cascas eram resolvidos por meio

de solugoes analiticas, geralmente em séries, por métodos como os de Ritz, de Galerkin e

de Navier (Mendonca, [2019). Com o advento dos computadores, os métodos numéricos,

como o Método dos Elementos Finitos (MEF), tornaram-se mais acessiveis, permitindo o
tratamento de problemas mais complexos. Nas tultimas décadas, a analise estrutural de
cascas avanc¢ou significativamente, impulsionada pelo desenvolvimento do MEF'.

A solucao de uma analise, apds definido o problema fisico envolvendo uma casca, pode
ser dividida em duas etapas principais, como mostrado na Figura Em primeiro lugar,
um modelo matematico bem definido é proposto para descrever a estrutura fisica. Em

seguida, a solucao deste modelo é aproximada usando o método dos elementos finitos.

( ) erodeIo matematico da casca\ (Solut;éo de elementos finitos\
do modelo matematico:
- eHipéteses cineméticas; *Selecdo de elementos;
Problema fisico envolvendo um . ! «Malha:
sélido de paredes finas = casca *Geometria da casca; - -
«Dados do material; eImposigdo de condigbes de
*Condi¢des de contorno; cont.ornNo, N
oC ¢ Avaliagdo do erro na solugdo;
arregamento. )
*Refinamento do modelo
\ S \ J \discreto J

Refinamento do modelo
matematico

Figura 1.2: Analise de um sistema estrutural de cascas. Adaptado de (]Cha.pelle e Ba.thel ’20 10[).

No entanto, é importante ressaltar que a solugao de elementos finitos s6 pode prever
as respostas contidas no modelo mateméatico. Portanto, uma vez obtida uma solucao,
pode ser necessario revisar e aprimorar o modelo matemético para obter informacoes
mais precisas sobre a resposta real da estrutura fisica da casca.

Em paralelo, é crucial utilizar elementos finitos que sejam adequados a representacao
do problema, a fim de garantir que os resultados sejam suficientemente proximos da
solucao do modelo matematico. Dessa forma, é possivel obter uma andlise precisa e
confiavel da estrutura de casca em questao.

Embora tenha havido um grande esforco nas ultimas décadas para desenvolver elemen-
tos finitos para analise linear e nao linear de cascas, é extremamente dificil encontrar um
elemento que seja adequado para qualquer problema, independentemente das condigoes
de geometria, contorno e carregamento, e que tenha um comportamento de convergéncia
mondtona mesmo em malhas distorcidas. O principal desafio esta relacionado aos com-

portamentos altamente sensiveis e complicados da estrutura do tipo casca, especialmente

quando sua espessura ¢ pequena (Chapelle e Bathel [1998| |Ko, Lee ¢ Bathel 2017| [Trinh ¢f
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Jun, 2021).

Um elemento de casca deve ser capaz de representar adequadamente todos os termos
geométricos e de deformacao (condi¢do de consisténcia). Ele ndo deve exibir modos de
energia espurios de valor zero, para nenhum elemento individual, para nenhuma mon-
tagem de elementos e para nenhuma geometria e condi¢oes de contorno (condi¢ao de
elipticidade). Ademais, ele deve mostrar boa convergéncia da solu¢ao para todas as ca-
tegorias assintéticas de comportamentos de casca, incluindo comportamentos dominados
por membrana, dominados por flexdo e mistos (Bathe, 2006).

Um elemento de casca ideal deve ser capaz de modelar geometrias complexas de casca,
considerando tanto os efeitos de membrana quanto os de flexdo. Além disso, deve ser capaz
de satisfazer testes de malha e de deformacao constante (Soriano, 2009), estar livre de
bloqueios de solug¢ao por membrana e cisalhamento, ser facilmente combinado com outros
tipos de elementos e fornecer resultados precisos para malhas espessas (Onate, 2013).

A formulagdo do elemento de casca deve atender ao critério da conformidade que es-
tabelece que a funcao de interpolacao de deslocamentos deve ser continua no interior do
elemento e nas interfaces entre elementos. Adicionalmente, tal funcao deve ter continui-
dade das derivadas associadas aos graus de liberdade nodais. Por fim, a formulacao do
elemento deve ser simples, evitando, sempre que possivel, o uso de derivadas de desloca-
mento como variaveis nodais.

A cinematica utilizada neste trabalho sera baseada em formulagoes Lagrangianas, que
sao amplamente empregadas em problemas de grandes deformagoes. A estrutura de plas-
ticidade isotrépica de grandes deformagoes empregada serd descrita de forma detalhada,
a fim de assegurar a consisténcia da formulagao proposta. O ponto central deste trabalho
é o acoplamento das nao linearidades geométricas e fisicas, a resposta estrutural depen-
dente destes fenomenos, a predominancia entre os comportamentos e a resposta conjunta
do modelo nao linear (fisico e geométrico).

A proposta foi implementada no sistema INSANE (INteractive Structural ANalysis
Environment), desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas na Universi-
dade Federal de Minas Gerais.

A formulagao matematica de problemas nao lineares requer a utilizacdo de uma ampla
gama de técnicas matematicas, determinando, assim, em grande parte a estrutura deste
trabalho. A fim de assegurar a robustez da proposta, serdo realizados testes de malha
e de deformagao constante, que sdo essenciais para a validagdo do método numérico. O
desempenho do método em problemas de placas e cascas também serd avaliado, a fim de
verificar a capacidade da formulagao proposta em representar problemas de natureza mais
complexa contemplando a resposta material e estrutural.

Em suma, o presente trabalho representa um avanco na busca por modelos numéricos e
formulacoes mais eficientes, confidveis e completas para a analise de estruturas de placas

e cascas com grandes deslocamentos e deformagoes. Embora ainda existam desafios a
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serem enfrentados, os resultados obtidos até o momento sao bastante promissores.

1.1 Justificativa e contribuicoes do trabalho

Nas ultimas décadas, diversos pesquisadores tém se dedicado a investigacoes com
o proposito de melhorar e desenvolver técnicas confidveis para compreender e simular
fendmenos nao lineares em diversas areas do conhecimento, como biomecanica, mecanica
dos fluidos, geotecnia, mecanica dos solidos, entre outras. Assim, surge a necessidade
de desenvolver modelos numérico-computacionais que sejam capazes de representar de
maneira simples e eficiente problemas complexos da engenharia.

A representacgao precisa de cascas, seja na teoria de pequenos ou grandes deslocamen-
tos, tem sido objeto de estudo constante ao longo das tltimas décadas, como evidenciado
pela revisao de literatura. Varios trabalhos foram desenvolvidos para estudar o com-
portamento nao linear de cascas, incluindo os estudos de [Lee e Bathe| (2004), Areias e
Belytschko (2004), |Areias et al. (2005), Coda e Paccolal (2007), Belo (2009), Sussman e
Bathe (2013), Brouzoulis e Fagerstrom (2013, 2015), Jeon et al. (2015), Nguyen-Thanh
et al. (2015), Areias et al. (2016), Yazdani et al. (2016), Li (2016), Kzam| (2016), Song e
Dai (2016), Ko, Lee e Bathe (2017), Yazdani et al. (2018) e Pham et al. (2019).

Analises com nao linearidade geométrica sdo caracterizadas por significativas dis-
tor¢oes da malha de elementos, devido aos efeitos de grandes deslocamentos e deformagoes
considerados. Essas distor¢oes podem eliminar alguns termos da funcao de aproximacao
dos elementos, resultando em uma perda de qualidade na aproximacao da solugao por
elementos finitos.

De acordo com Barros| (2002) e Alves (2012), o Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizados (MEFG) demonstrou ser menos suscetivel a influéncias de distor¢oes na malha,
por proporcionar um aumento das aproximagoes dos elementos a partir da insercao de
fungoes de enriquecimento. Além disso, o ganho de flexibilidade da aproximacao através
do MEFG também contribui para o tratamento dos problemas de travamento da solucao
em elementos de cascas finas baseados na teoria de Reissner-Mindlin, tornando-o uma
ferramenta significativamente vantajosa para esse tipo de analise.

Entre as diversas metodologias propostas para tratar o travamento da solucao, os ele-
mentos baseados no Método da Interpolagao Mista com Componentes Tensoriais (MITC),
desenvolvidos por Bathe e Dvorkin (1984, 1985, [1986)), se popularizaram ao longo das
ultimas décadas. O esquema MITC tem sido utilizado com muito sucesso no desenvol-
vimento de elementos de cascas gerais e um grande ntimero de trabalhos utilizando essa
abordagem para o tratamento de problemas de placas e cascas geometricamente nao li-
neares podem ser encontrados na literatura, com destaque para Bucalem e Bathe| (1983),
Dvorkin| (1995), Hernandez et al. (2003), Chapelle et al. (2003), Lee e Bathe (2010), |Gai-
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otti et al. (2014), Jeon et al. (2015), Ko et al. (2016), Juna et al. (2018), Katili et al.
(2018), |Cinefra et al. (2020), Mi e Yu| (2021), Trinh e Jun (2023) e|Choi e Lee (2023).

A literatura evidencia que o uso dos elementos MITC ainda é atual e vem sendo
explorado para o tratamento adequado da andlise de estruturas de placas e cascas nao
lineares. Uma das principais caracteristicas da formulacao do elemento MITC é o uso de
componentes tensoriais de deformagoes de cisalhamento, tornando o elemento resultante
relativamente insensivel a distorcao. Neste sentido, este trabalho buscou combinar a
abordagem MITC com a formulacao do MEFG, buscando obter melhorias no tratamento
do bloqueio que pode acontecer quando os elementos de casca MITC tradicionais sao
distorcidos geometricamente.

A bibliografia ainda mostra que o acoplamento das nao linearidades fisicas e geométricas
com o uso de elementos MITC é um campo pouco explorado, abrindo campo para a busca
de estudos nessa area. Embora exista um numero grande de problemas nao lineares, ti-
picamente materiais, que poderiam ser abordados, foi escolhido o modelo elastoplastico
com deformagoes finitas de von Mises. Esta opc¢ao se justifica na grande importancia,
na aplicacao potencial desse modelo em muitas areas da engenharia e na necessidade de
se considerar apropriadamente o regime de grandes deformacoes que podem surgir ao se
tratar problemas geometricamente nao lineares.

Adicionalmente, propoe-se a criagao de um framework para modelos de deformagoes
finitas, evidenciando que os modelos elastopléasticos classicos presentes na literatura po-
dem ser expandidos para contemplar o regime de grandes deformagoes. Mesmo que apenas
uma medida de deformacao, especificamente a medida de deformacéoes logaritmicas, tenha
sido abordada inicialmente, a proposta permanece aberta para outras medidas. Isso se
deve ao fato de que a estrutura apresentada para a implementacao/formulagdo dos mo-
delos, assim como o algoritmo de retorno, sao de natureza geral, permitindo modificagoes
especificas na interacao entre o modelo constitutivo e a integracao das tensoes.

Nesse contexto, as principais contribuicoes deste trabalho incluem a proposicao de
uma formula¢do geometricamente nao linear utilizando o Método dos Elementos Finitos
Generalizados acoplada a modelos elastoplasticos com deformagoes finitas para elementos
de casca do tipo MITC, que é uma proposta ainda ndo tratada na literatura.

E relevante ressaltar, que embora o presente trabalho esteja centrado no modelo J;
(von Mises), foi apresentada a extensao para deformagoes finitas de outros modelos de
plasticidade classicos (Tresca, Rankine, Drucker Prager e Mohr-Coulomb). Essa imple-
mentagao, expande de forma genérica os modelos apresentados em Oliveira, (2016) e ga-
rante que modelos elastoplasticos originalmente formulados para pequenas deformagoes
sejam também aplicados a problemas de grandes deformagoes. Um conjunto de problemas
de referéncia comumente utilizados para a elastoplasticidade de pequenas deformagoes foi
ampliado para os modelos de grandes deformagoes e suas solugoes foram obtidas para que

sirvam como uma base conveniente para comparagoes subsequentes.
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Além da generalizacao dos modelos constitutivos elastoplasticos, também deve ser
observada e destacada a formulacao adotada para o algoritmo de mapeamento de re-
torno, necessario para a integracao das relagoes constitutivas que governam o comporta-
mento do material. A proposta apresentada é derivada diretamente a partir de conceitos
completamente analogos da teoria infinitesimal e faz uso da metodologia de algoritimos
implicitos/explicitos apresentadas por Oliver et al. (2008).

Adicionalmente, vale destacar a possibilidade de aplicacdo da metodologia proposta
em estruturas de concreto armado. Embora o enfoque principal nao esteja direcionado
a esse material em particular, a adaptabilidade do framework proposto sugere que novos
modelos constitutivos possam ser incluidos e modelos ja existentes no sistema INSANE
(como os de fissuracao distribuida) possam ser utilizados, desde que sejam compativeis
com modelos de grandes deformacgoes. Isso amplia ainda mais a aplicabilidade pratica e
o impacto potencial desta pesquisa em diferentes cenarios da engenharia estrutural.

Em decorréncia, diante da escassez de resultados sobre o acoplamento das nao lineari-
dades, este trabalho apresenta também uma contribui¢ao na ampliacao de resultados de
simulagoes numéricas de problemas relacionados a estruturas submetidas a grandes des-
locamentos, grandes deformagdes e efeitos inelasticos. A relevancia deste estudo ¢ ainda
mais evidente em face dos crescentes desafios apresentados por projetos de estruturas cada
vez mais esbeltas e leves. E importante ressaltar que a maioria dos programas comer-
ciais para projeto e dimensionamento de estruturas, atualmente disponiveis no mercado,
restringe-se a andlise estrutural de materiais elasticos homogéneos, em um contexto de

pequenos deslocamentos e pequenas deformacoes.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo geral desta tese é o acoplamento da analise fisica e geometricamente nao
linear aplicado a estruturas de cascas. Para isso, é necessario levar em consideracao o
comportamento nao linear da estrutura e do material, abrangendo problemas de grandes
deslocamentos e grandes deformacoes, e lidar com as instabilidades numéricas ou fisicas
e a sensibilidade a distor¢cao das malhas decorrentes dessa classe de problemas. Nesse
sentido, a proposta é utilizar o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFQG)
combinado com o Método das Interpolacgoes Tensoriais Mistas (MITC) e aplicd-lo em
problemas praticos de engenharia.

Assim, espera-se contribuir para o desenvolvimento de uma ferramenta computacional
robusta para andlise de elementos de cascas e placas com nao-linearidades geométricas

e fisicas, permitindo uma analise mais precisa de estruturas em engenharia. Com isso,
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espera-se avancar o conhecimento cientifico e tecnologico nessa area, promovendo melho-
rias em projetos e processos relacionados a estruturas de cascas e placas em diferentes
setores da engenharia.

Para isso, foi desenvolvido um cédigo de elementos finitos capaz de lidar com com-
portamentos nao lineares associados a geometria acoplada a modelos de plasticidade para
grandes deformacoes em elementos de cascas e placas. O cddigo foi validado por meio
de simulacoes numéricas e comparacoes com outras técnicas de analise numérica, como o
Método dos Elementos Finitos (MEF) convencional. A partir da validagao do cédigo, fo-
ram realizadas analises em casos de estudo relevantes, a fim de demonstrar sua capacidade

de resolver problemas praticos e fornecer solucoes precisas.

1.2.2 Objetivos Especificos

Visando atingir o objetivo geral, os seguintes objetivos especificos foram perseguidos:

(1) Formular, a partir da descricdo cinemaética, o elemento de casca utilizando a es-
tratégia do MEFG;

(2) Formular e implementar no sistema INSANE os modelos elastoplasticos com de-
formagoes finitas segundo o Ambiente Unificado para modelos constitutivos, desen-
volvido por Pennal (2011);

(3) Revisar e generalizar para o modelo de deformagoes finitas a implementagdo dos
algoritmos de retorno para a integracao das equagoes constitutivas;

(4) Realizar uma série de simulagbes numéricas para validar o cédigo desenvolvido em
relacao a resultados experimentais ou outros codigos de elementos finitos bem es-
tabelecidos. Essa etapa permitiu avaliar a precisao e eficicia do codigo, garantindo

que ele seja capaz de lidar com problemas complexos;

1.3 Organizacao do Texto

Este trabalho esta organizado em sete capitulos e trés apéndices.

O Capitulo [1] apresenta a motivagao, a delimitacao e os objetivos do trabalho, for-
necendo uma perspectiva abrangente e contextualizada do problema tratado, como guia
para a organizacao do trabalho como um todo.

No Capitulo[2/foi realizada uma revisao sobre a teoria de placas e cascas e é apresentada
a base tedrica para a formulacao do elemento de casca que serd implementada.

No Capitulo (3| foi realizada uma revisao tedrica, apresentando os aspectos relevantes
do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG);

O Capitulo 4] abrange uma revisao geral sobre andlise geometricamente nao linear,
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onde sao discutidos os conceitos basicos relativos a descricao matematica da formulacao
nao linear, incluindo os tipos de medidas de tensoes e deformagoes utilizadas. Apds essa
introducao, é detalhada a formulacao Lagrangiana Total, empregada na andalise geométrica
nao linear através do Método dos Elementos Finitos de Grandes Deformagoes (MEFG).
O capitulo conclui com a apresentagao do modelo discreto do elemento de casca geome-
tricamente nao linear.

O Capitulo 5| traz uma revisao geral sobre a Teoria Matematica da Plasticidade para
grandes deformagoes. Nele, sao apresentados os conceitos basicos relativos a descricao
matematica de um modelo constitutivo elastoplastico, destacando-se a formulacao das
relacoes incrementais entre tensao e deformacao da teoria da plasticidade, os conceitos
de superficies de falha, escoamento plastico e leis de encruamento, com énfase para o
algoritmo de integracao das tensoes.

A proposta deste trabalho é validada nos capitulos [6] [7] e [8. No Capitulo 6, sdo
apresentados exemplos de validacao para o elemento de casca geometricamente nao li-
near implementado, destacando principalmente sua generalidade e seu desempenho. No
capitulo |7} sao apresentadas e discutidas diversas simulagoes numéricas para validagao do
modelo constitutivo para grandes deformagoes implementado, onde os resultados obtidos
sao confrontados com resultados experimentais e numéricos obtidos por outros autores.
No Capitulo [8] sdo apresentadas simula¢des numéricas com o objetivo de investigar o
acoplamento das nao linearidades fisica e geométrica, discutindo como isso pode levar a
um aumento significativo da complexidade dos problemas e abordando as possibilidades
proporcionadas pela consideracao de ambas as nao linearidades na analise de estruturas.

O Capitulo|9] traz consideragdes finais acerca do desenvolvimento do trabalho e dos re-
sultados obtidos. Finalmente, a partir das discussoes realizadas, sao apresentadas algumas
sugestoes para trabalhos futuros.

Adicionalmente, este trabalho inclui trés apéndices que abordam temas secundarios,

porém de extrema relevancia para a compreensao do texto.



33

CAPITULO 2

TEORIAS DE CASCAS

As cascas representam um tipo particular de componentes estruturais caracterizadas
por sua geometria curva (Figura , sendo um sélido tridimensional cuja espessura é
muito menor do que as outras duas dimensoes. A geometria especifica dessas estruturas
incentiva o uso de uma cinemaética particular em vez de uma cinematica geral para corpos
solidos.

Uma casca pode ser vista, em esséncia, como a extensao de uma placa para uma
superficie ndo plana. A nao coplanaridade introduz esforgos axiais (membrana) além
da flexdo e do cisalhamento, proporcionando assim uma maior resisténcia estrutural ge-
ral. Para cascas finas sem mudancas abruptas na espessura, inclinacao ou curvatura, as
tensoes de membrana sdo uniformes em toda a espessura da parede. A teoria de flexao
geralmente compreende uma solu¢ao de membrana, corrigida nas areas em que os efeitos
de descontinuidade sao pronunciados.

De maneira geral, a teoria das cascas ¢ visa reduzir o problema de elasticidade tri-
dimensional para um problema de duas dimensoes aplicado a essa classe particular de
estruturas. A reducao do problema tridimensional requer suposi¢oes cinematicas que sao
consideradas através da imposicao de hipoteses sobre o campo de deslocamentos, que
quando empregadas em conjunto com os métodos variacionais levam as equagoes de casca
bidimensionais, que fornecem a base para a discretizacao dos elementos finitos.

As teorias de diversas ordens para cascas podem ser expressas simplesmente por suas
relagoes cinematicas. Este capitulo comeca apresentando um histérico da evolugao das
teorias de placas e cascas. As diferentes teorias serdo referenciadas de maneira ilustrativa
em ordem crescente de complexidade. Além disso, uma breve exposicao das diferentes
abordagens de elementos finitos para gerar elementos de casca é apresentada com foco
nas vantagens e desvantagens da formulagao dos elementos. Por fim, foi descrito o método
de integracao numérica das equagoes governantes dos elementos finitos que serao derivadas
no capitulo [5]
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(a) Shed (b) Elipse

(c) Cilindro (d) Domo

(e) Hiperbole

Figura 2.1: Exemplos de geometrias de cascas

2.1 Historico da Teoria de Placas e Cascas

Existem véarias teorias para a andlise de flexdo de placas e cascas, sendo as mais

difundidas e utilizadas as teorias de Kirchhoff] (1850), também conhecida como teoria de
Kirchhoff-Love ou teoria classica, ¢ a de Reissner-Mindlin (Reissner} |1944] |1945, 1947
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Mindlin, [1951).

Fundamental para o desenvolvimento da teoria nao linear classica, a teoria proposta
por Kirchhoff (1850)) ¢ limitada ao estudo de placas delgadas e nao considera a deformagao
por cisalhamento transversal. Esta formulacao, baseada na hipotese de Bernoulli para
vigas, resulta em uma equacao diferencial de quarta ordem para a deflexao da placa. Além
disso, o método de Kirchhoff introduz significado fisico na teoria das placas, tornando-a
mais intuitiva e facil de aplicar em problemas praticos de engenharia.

Para tratar as placas espessas, foi introduzida a teoria da deformagao por cisalhamento
ou de primeira ordem ou simplesmente teoria de Reissner-Mindlin de placas (Reissner,
1944, 1945, 1947, Mindlin, [1951), que leva em consideragao as deformagao transversais.
Cinco variaveis sao consideradas para descrever a deformagao: trés translagoes, tendo
como referéncia a superficie média e duas rotagoes. Esta abordagem nao satisfaz as
condi¢oes de limites transversais de cisalhamento nas superficies superior e inferior da
placa, uma vez que um angulo de cisalhamento constante através da espessura é assumido
e as secoes planas permanecem planas apds a deformacdo. Como consequéncia desta
aproximacao, a teoria de Reissner-Mindlin requer fatores de correcao de cisalhamento
para consideragoes de equilibrio.

As teorias de Kirchhoff e Mindlin preveem apenas uma variagao linear dos deslocamen-
tos e das tensoes ao longo da espessura da placa. Portanto, fornecem resultados apenas
aproximados, muitas vezes acompanhados por erros significativos nas tensoes.

Em placas e cascas com maior espessura, a distribuicao dos deslocamentos assume um
comportamento progressivamente nao linear a medida que a relagdo entre espessura/com-
primento aumenta. A mecanica do comportamento ndo linear de placas e cascas e suas
caracteristicas, tem sido objeto de estudo por parte de diversos pesquisadores, os quais
empregaram abordagens distintas na busca por teorias que captem de maneira adequada
a variacao dos deslocamentos e das tensoes ao longo da espessura.

Fooppl (1923) apud |Szilard (2004) em seu livro sobre Mecéanica de Engenharia, pu-
blicado pela primeira vez em 1907, ja havia tratado a teoria nao linear de placas. A
forma final da equagdo diferencial, no entanto, foi desenvolvida por von Karman (1910)
apud Reddy (2003)), que estendeu a teoria de Kirchhoff para estudar a deformagao fi-
nita de placas, considerando termos nao lineares. Deve-se ressaltar ainda, as importantes
contribui¢des de Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) para a teoria de placas e cas-
cas, dentre elas, estdo a solugdo de placas circulares considerando grandes deflexdes e a
formulacdo de problemas de estabilidade elastica.

Donnell (1934) estabeleceu a teoria nao linear de cascas cilindricas circulares sujeitas
a carga torcional sob a hipotese simplificadora de casca rasa. Devido a sua relativa sim-
plicidade e precisao pratica, esta teoria tem sido amplamente utilizada. As equagoes de
Donnell sao obtidas negligenciando a inércia no plano, a deformacao transversal do cisa-

lhamento e a inércia rotativa, dando resultados precisos somente para cascas muito finas.
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Essa limitagao da teoria proposta por Donnell (1934) também esté ligada a deslocamentos
tangenciais e modos de corpo rigido. Os termos nao lineares predominantes sao retidos,
mas outros efeitos secundarios, tais como as mudancas de curvatura sao expressas por
funcoes lineares do deslocamento radial.

von Karman e Tsien (1941) realizaram um estudo sobre a estabilidade de cascas
cilindricas carregadas axialmente, com base na teoria nao linear de Donnell. Os autores
mostraram que as grandes discrepancias entre o comportamento experimental e a teoria
da estabilidade classica eram relacionados ao comportamento pds-flambagem altamente
instavel encontrado em muitas estruturas de casca finas.

Sanders Jr (1963) desenvolveu uma teoria nao linear mais refinada de cascas, expressa
em forma tensorial, sendo esta considerada uma das melhores teorias de primeira ordem
para analise de problemas de instabilidade e dindmica. As mesmas equacoes foram obtidas
por Koiter| (1966) em torno do mesmo periodo, levando a designagao dessas equagoes como
as equacoes de Sanders-Koiter. De acordo com a teoria de Sanders-Koiter, todos os trés
deslocamentos sao usados nas equacoes do movimento. As alteracoes na curvatura e a
tor¢ao sao lineares de acordo com as teorias nao lineares de Donnell e Sanders-Koiter
(Yamaki, 1984).

Para calcular a energia de deformacao elastica, utilizam-se quatro teorias de casca
fina nao linear, as teorias de Donnell, Sanders-Koiter, Fligue-Lur’e-Byrne (Ginsberg,
1973) e Novozhilov, que negligenciam a inércia rotativa e a deformacgao por cisalhamento.
Essas teorias de cascas sao praticamente as tnicas geralmente aplicadas a problemas
geometricamente nao lineares entre as teorias que utilizam apenas trés variaveis, que sao
os trés deslocamentos de superficie média.

Até a década de 1960, a tinica maneira de solucionar problemas de placas e cascas,
isotropicas ou nao, era através de solugoes analiticas. KEssas solucoes geralmente eram
expressas em séries, por métodos como o de Ritz, de Galerkin, de Navier ou outras
formas e variagoes. Em problemas envolvendo a analise de placas e cascas a partir da
formulagao analitica, a determinagao do campo de deslocamentos, as deformagoes internas
ou as tensoes atuantes no sistema devido a aplicacao de cargas apresenta dificuldades por
vezes intransponiveis.

Desta forma, houve um esfor¢o para desenvolver e aplicar abordagens aproximadas
que possibilitassem a aplicagao dos principios subjacentes a essas teorias de maneira mais
acessivel e precisa. De acordo com |Arciniega e Reddy (2005), os avangos mais significa-
tivos nas analises de cascas ocorreram através do uso do Método dos Elementos Finitos,
especialmente no que diz respeito a discretiza¢do no espaco.

Gallagher| (1973) apresentou uma formulagdo nao linear de elementos finitos para a
andlise de instabilidades de cascas finas usando dois tipos de elementos, um quadrilateral
arbitrario e um elemento triangular. Um elemento triangular curvo com 27 graus de liber-

dade baseado nos pressupostos de Kirchhoff foi empregado por Bathoz et al.|(1976) para
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estudar as configuracoes de pré e pos flambagem de cascas elasticas finas com curvaturas
gaussianas nulas, negativa e positiva. Uma andlise geometricamente nao linear de cascas,
utilizando o MEF, foi realizada por Horrigmoe e Bergan (1978), com especial atencao aos
problemas de instabilidade.

Reddy e Chandrashekhara/ (1985) introduziram a teoria de deformagao de cisalhamento
de primeira ordem nao linear de cascas, para tratar cascas laminadas moderadamente
espessas. Cinco variaveis independentes, trés deslocamentos e duas rotacoes, sao usadas
para descrever a deformagao da casca. Esta teoria pode ser considerada como a versao de
cascas espessas da teoria de Sanders para termos lineares e da teoria de casca nao linear de
Donnell para termos nao lineares. Pitkaranta et al. (1999) estudaram o efeito da laminacao
na deformacao das cascas, uma vez que as tensoes maximas geralmente ocorrem perto dos
limites das camadas. Isso, de fato, é uma das caracteristicas que tornam os problemas
das cascas bastante singulares entre os problemas da mecanica computacional.

Os elementos finitos mais utilizados para modelagem de estruturas do tipo casca sao
os elementos degenerados. Em menor escala de uso, tém-se os elementos bidimensionais
baseados em uma teoria de casca, além dos elementos planos e dos elementos sélidos tri-
dimensionais. Desde meados da década de 1960, quando surgiram os primeiros elementos
finitos para cascas, a literatura sobre o assunto vem se desenvolvendo rapidamente. Yang
et al. (2000) apresentaram um resumo dos trabalhos mais relevantes sobre elementos fi-
nitos de cascas, publicados entre os anos de 1985 e 2000. Foram catalogados trabalhos
que envolviam a abordagem de cascas com elementos degenerados, formulagoes baseadas
em tensoes no continuo de Cosserat, integracao reduzida com estabilizacao, abordagem
de modos incompativeis, formula¢ées com enriquecimento de deformacgoes, elementos tri-
dimensionais, formulagoes corrotacionais e teorias de ordem superior para a analise de
laminados.

O elemento de casca degenerado apresentado por Ahmad, Irons e Zienkiewicz (Ahmad
et al., [1970) tem gozado de bastante prestigio nas ultimas décadas constituindo até os
dias atuais a base para as andlises de cascas por elementos finitos. A formulagdo parte
da ideia um tanto ébvia de modelar a casca apenas pelo comportamento de sua superficie
média, através de uma definicdo adequada das coordenadas nodais.

Por sua versatilidade, esse elemento é capaz de analisar problemas de cascas nao li-
neares, e pode ser empregado com sucesso para investigar o comportamento de cascas
arbitrarias, com base em uma formulacdo nao linear consistente. Em Ribeiro e Lan-
dau (1991)) foi apresentada uma formulagao Lagrangiana total para andlise nao linear
geométrica de estruturas de cascas utilizando-se elementos finitos tridimensionais dege-
nerados, representados pelas normais e pelas coordenadas dos nés da superficie média.
Buechter e Ramm| (1992) compararam o conceito de degeneragao com uma formulagao da
teoria de cascas para grandes rotagoes incluindo deformagoes transversais de cisalhamento.

No entanto, ao se utilizar tal abordagem, frequentemente surge o problema de solucoes



38

excessivamente rigidas. Esse fendmeno é conhecido como travamento e deve ser mitigado
para assegurar analises confiaveis utilizando elementos finitos de casca. Buscando superar
essas limitagoes, muito esfor¢o de pesquisa foi empregado, como em Huang e Hinton (1986)
que propuseram um elemento de casca degenerado de nove noés, onde uma interpolacao
aprimorada das deformagoes de cisalhamento transversais no sistema de coordenadas na-
tural é usada para superar o problema de travamento de cisalhamento, e uma interpolagao
aprimorada das deformagcdes da membrana no sistema de coordenadas cartesianas local é
aplicada para evitar comportamento de travamento da membrana.

Entre diversos esquemas para evitar o travamento da solugdo, os elementos MITC
(Método da interpolagao mista das componentes tensoriais) foram desenvolvidos (Bathe
e Dvorkin, (1984, 1985, [1986), e se tornaram o elemento padrao para muitos programas
de elementos finitos que fazem a analise de cascas. Uma vantagem particular da aborda-
gem MITC é que uma formulagao desenvolvida para analise linear pode ser prontamente
estendida para andlises nao lineares, através da incorporacao das medidas adequadas de
tensao e deformacao.

Recentemente os elementos MITC+ foram propostos objetivando melhorar o desem-
penho dos elementos MITC (Jeon et al., 2015, Ko et al., 2016, Ko, Lee, Lee e Bathe,
2017). Hale et al. (2018) apresentaram uma reinterpretagdo do procedimento do elemento
MITC como um método de elementos finitos com hibridizacdo mista e um método de
integracao reduzida seletiva parcial de alta ordem polinomial. Em Pham et al.| (2019), o
elemento MITC é combinado com elementos finitos suavizados dando origem ao elemento
denominado ES-MITC3, visando melhorar a precisao do MITC3 original para analise de
cascas.

Cinefra et al. (2020) discutiram a robustez dos elementos de placa baseados na técnica
MITC e a abordagem de cinematica variavel da Formulacao Unificada de Carrera (CUF)
com relac¢ao ao problema de malhas distorcidas. Trinh e Jun (2021) apresentaram um ele-
mento quadrilateral de alta ordem aplicando a técnica MITC. Mi e Yu (2021) propuseram
uma formulagao isogeométrica da casca de Reissner-Mindlin, utilizando MITC para aliviar
o travamento por cisalhamento e o travamento por membrana. Lee et al. (2022)) aplicaram
a formulag¢ao Lagrangeana Total para estender a formulacdao do elemento MITC3+ para
andlises nao lineares. Trinh e Jun (2023) utilizaram a técnica MITC para avaliar o es-
tudo do comportamento geometricamente nao linear de cascas compésitas com gradiente
funcional sob grandes deslocamentos e grandes rotacoes. (Choi e Lee (2023) desenvolve-
ram um elemento MITC4+ que busca simplificar a implementac¢ao do campo assumido
de deformacao por membrana.

Belo| (2009) apresentou um elemento finito bidimensional de casca capaz de avaliar
o problema da nao-linearidade material (hiperelasticidade) e geométrica de uma dada
estrutura, de forma precisa e acurada, submetida a grandes deslocamentos e rotacées. Em

Sussman e Bathe (2013) foram apresentados elementos finitos de 3 e 4 nés, usando a teoria
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do continuo tridimensional com o comportamento constitutivo tridimensional completo,
para analise de grandes deformacoes em cascas, eles sao referidos como elementos de casca
3D e foram formulados de modo a evitar os bloqueios de cisalhamento e volumétrico.

Sampaio et al. (2015) apresentaram uma formulagao alternativa de elementos finitos
para a analise de placas e cascas laminadas refor¢gadas com fibra, desenvolvendo pequenas e
grandes deformagoes. Em Kiendl et al. (2015) foram apresentadas formulagoes para cascas
finas hiperelasticas compressiveis e incompressiveis que podem usar modelos constitutivos
3D gerais. A condi¢ao de estado plano de tensoes é aplicada analiticamente para materiais
incompressiveis e iterativamente para materiais compressiveis.

Em [Dornish et al. (2016), foi desenvolvida uma formulacao isogeométrica robusta
baseada na teoria de cascas de Reissner-Mindlin para a simulagao mecanica de estruturas
de paredes finas.

Kzam (2016) empregou elementos finitos de cascas na analise da instabilidade estru-
tural em grandes deslocamentos considerando-se pequenas imperfeicoes na geometria dos
elementos estruturais. Burzynski et al. (2016) apresentram uma formulac¢ao da lei cons-
titutiva eldstica para materiais com gradiente funcional (FGM) em uma teoria de cascas
nao linear de 6 parametros. Esses materiais sao caracterizados por uma mudanca continua
dos seus constituintes e foram propostos como uma nova geracao de compositos laminados
que estao livres das disparidades do material nas superficies de interface das camadas do
laminado. A lei constitutiva é derivada pela integracao através da espessura das equacoes
de tensdo e a influéncia da escolha da superficie de referéncia é observada especialmente
na andalise da estabilidade nao linear.

Em [Song e Dai (2016), foi desenvolvida uma teoria geral de cascas sob deformacoes
finitas, que é consistente com o principio da energia potencial estacionaria. A chave
no desenvolvimento dessa teoria estd em derivar as relagoes de recursao exatas para os
coeficientes de expansao de alta ordem do sistema. As vantagens da teoria de cascas
apresentada incluem consisténcia, alta precisao, incorporando ambos os efeitos de alon-
gamento e flexdo, sem o envolvimento de resultantes de tensao de ordem superior e sua
aplicabilidade a cargas gerais.

Em |Areias et al. (2016), foi apresentado um novo algoritmo escalonado para materiais
elasticos e elastoplasticos para a analise de placas e cascas sob deformagoes finitas com
base em um modelo de regularizacao de trinca. O comportamento de deformacao finita
para ambas as leis constitutivas elastica e elastoplastica foi compatibilizado com o modelo
de phase field pelo uso de um algoritmo Lagrangiano atualizado e consistente.

O trabalho de [Li et al. (2017) resultou no desenvolvimento de um elemento finito
triangular elastoplastico corrotacional de trés nés. No ambito da andlise elastoplastica,
empregou-se o critério de Maxwell-Huber-Hencky-von Mises. Este critério adota uma
relacdo constitutiva elastica condensada, que é combinada com uma superficie de escoa-

mento baseada nos cinco componentes de tensao, excluindo a componente normal fora do
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plano. Para lidar com a avaliacao do estado de tensao elastoplastica, foi utilizado um algo-
ritmo de mapeamento de retorno do tipo backward-FEuler. Nesse processo, ¢ utilizada uma
matriz tangente consistente, garantindo uma abordagem mais precisa na consideracao da
convergéncia elastoplastica.

Em Tang et al. (2017), uma formulagao corrotacional simplificada foi desenvolvida
para elementos finitos de casca quadrilaterais, utilizando o pressuposto de pequenas de-
formacgoes, que é valido na abordagem corrotacional, com os efeitos de deformagdes con-
siderados como excentricidades. Um elemento quadrilateral plano que permite rotacoes é
adotado e incorporado no algoritmo corrotacional simplificado para a analise geometrica-
mente nao linear envolvida com grandes deslocamentos e grandes rotagoes.

Entretanto, ha fendmenos cujo comportamento exige ajustes diversos na discretizacao,
dependendo da tipologia da estrutura e das particularidades vinculadas a sua geometria e
carregamento. Essas adaptagoes podem abranger o refinamento da malha ou até a adocao
de polindmios de alta ordem. Isso pode dificultar a aplicacdo convencional do Método
dos Elementos Finitos (MEF) ou resultar em elevados custos computacionais na anélise,
como destacado por Nirschl e Proenca (2008).

Em muitas dessas abordagens, ha uma notavel sensibilidade em relacao a malha, o que
torna necessaria a adogao de técnicas de enriquecimento ndo convencionais para aprimorar
a aproximagcao obtida pelo MEF. Um exemplo é o Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizados (MEFG), que, mesmo quando utilizado com malhas pouco refinadas, produz
resultados satisfatorios por meio do enriquecimento da aproximacao inicial.

Dolbow et al. (2000) desenvolveram uma forma de dominio apropriada da interagao
integral em conjunto com o Método dos Elementos Finitos Estendidos (eXtended Finite
Element Method - XFEM) para modelar a propagacao de trincas em placas de Reissner-
Mindlin. |Garcia (2003) utilizou elementos finitos generalizados na anélise estatica de
placas e cascas constituidas de materiais com comportamento elastico linear.

Areias e Belytschko (2004) apresentaram uma metodologia para analisar o crescimento
arbitrario de fissuras em cascas laminadas utilizando o XFEM. A metodologia pode ser
aplicada a ambas as nao linearidades geométricas e dos materiais, mas é restrito a fissuras
de espessura total que sdo normais a superficie média e abrangem um elemento inteiro.

Areias et al. (2005) apresentaram um elemento finito melhorado do tipo Kirchhoff-
Love, com raizes longas na histéria de elementos finitos. O elemento resultante é valido
para grandes rotagoes e grandes deslocamentos e apresenta generalizacao para deformacoes
finitas no quadro de uma teoria classica de cascas. |Areias e Belytschko (2006) apresen-
taram uma analise de fissuras em cascas finas no regime elastoplastico de grandes de-
formagdes, utilizando um modelo de casca de Kirchhoff-Love (a discretizacao correspon-
dente por elementos finitos) e fazendo uso do XFEM na forma (implicita) de deslocamento
da superficie média e descontinuidades do campo do diretor. Sdo apresentadas aplicacoes

que mostram as possibilidades desta técnica e o efeito da anisotropia plastica no padrao
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de fissura é avaliado numericamente.

Suarez et al. (2011) investigaram o desempenho da aproximagao de uma familia de
fungoes de forma polinomial racional, que sao enriquecidas por um conjunto de monémios
de ordem p para obter aproximagcoes de alta ordem. Uma atencao especial foi dada ao
problema de travamento, bem como ao conhecido problema de dependéncia linear, que é
responsavel pelo mau condicionamento da matriz de rigidez. Para validar numericamente
a eficacia do método proposto, a solucdo numérica foi explorada em relacdo a resposta
mecanica e aos problemas de vibracao livre em placas e cascas axissimétricas elasticas.

Em [Nguyen-Thanh et al. (2015) foi apresentada uma abordagem que combina o
método dos elementos finitos estendidos e uma formulagdo isogeométrica para andlise
de fissuras através da espessura em estruturas de cascas finas. A formulacao é baseada na
teoria de Kirchhoff-Love, onde a continuidade C! do campo de deslocamento é necesséria
e elimina a necessidade de graus de liberdade rotacionais ou a discretizagao do campo
diretor, facilitando a estratégia de enriquecimento.

Kumar et al. (2016) apresentaram trés diferentes esquemas de enriquecimento para
investigar a resposta dindmica de estruturas fissuradas utilizando elementos finitos de
casca. Nos esquemas de enriquecimento propostos, apenas dois graus adicionais de liber-
dade sao adicionados em cada n6 do elemento de ponta de trinca para reduzir o tamanho
da matriz.

Zarrimzadeh et al.| (2016) estudaram os pardmetros de fratura em cascas metélicas fis-
suradas. Para viabilizar esse estudo, foi desenvolvido um cddigo com elementos de casca
de oito nés com dupla curvatura na estrutura do XFEM. |Zarrinzadeh et al. (2020) utili-
zaram o XFEM em um cédigo capaz de resolver estruturas ortotrépicas tridimensionais
com elementos de casca.

Em Nasirmanesh e Mohammadi (2017a) foi realizada a anélise dos modos de flamba-
gem para cascas cilindricos fissurados com graduagao funcional submetidas a diferentes
condigoes de carga. Na andlise foram usados oito elementos de casca degenerados no
ambito do método dos elementos finitos estendidos. Nasirmanesh e Mohammadi (2017)
investigaram o comportamento de cascas com graduacao funcional submetidas a vibracao.
Uma formulacao geral do XFEM, com precisao e desempenho testados, foi apresentada
devido a sua capacidade intrinseca de lidar com problemas com descontinuidades, como
trincas.

O método dos elementos finitos generalizados tem sido constantemente empregado na
analise de laminados compostos. Uma abordagem comumente adotada para esse problema
¢ modelar cada camada individualmente (ou um conjunto de camadas) usando vérios
elementos so6lidos ou de casca empilhados, levando a uma grande quantidade de graus de
liberdade, especialmente quando o nimero de camadas aumenta.

Brouzoulis e Fagerstrom (2013)) utilizaram o XFEM para desenvolver um elemento de

cascas computacionalmente eficiente para o estudo de estruturas discretizadas em camadas
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e propuseram um unico elemento de casca que possa discretizar (internamente) as descon-
tinuidades que se desenvolvem durante a delaminacao. Esse elemento foi construido pelo
enriquecimento de um elemento de casca adequado com func¢oes de forma descontinuas de
acordo com o Método dos Elementos Finitos Generalizados. Em Brouzoulis e Fagerstrom
(2015) esse elemento finito enriquecido é utilizado na modelagem de danos progressivos
em polimeros reforcados com fibras.

Yazdani et al. (2016) desenvolveram um elemento finito plano de quatro nés para
andlises fisica e geometricamente nao lineares de cascas laminadas. A formulagdo em-
pregada baseou-se em uma teoria de deformacao de cisalhamento de primeira ordem e é
valida para grandes deslocamentos, mas rotacoes moderadas. O XFEM foi usado para
impor o dominio descontinuo em um local arbitrario através da espessura.

Mostofizadehand et al. (2016) abordaram o delicado equilibrio entre a eficiéncia com-
putacional e o nivel de detalhamento na modelagem de fratura ductil em estruturas de
paredes finas. Para representar a natureza em escala fina do processo de ductilidade, foi
proposto um novo método de enriquecimento baseado no método dos elementos finitos
estendidos do campo de deslocamento. Esse método permite a representacao de pontas
de trincas que terminam ou dobram dentro de um elemento, possibilitando uma melhor
representacao da cineméatica descontinua. Isso ¢é alcangado sem afetar o procedimento da
solugdo na macroescala, o que seria uma consequéncia direta de um refinamento regular
da malha.

Li (2016) combinou o método dos elementos finitos generalizados e a teoria de cama-
das para desenvolver um Método Estendido de Camadas. Esse método foi aplicado na
descrigao de cascas de dupla curvatura com multiplas camadas e fissuras transversais. Na
hipotese de deslocamento do Método Estendido de Camadas, uma func¢ao descontinua
ao longo da direcao da espessura ¢ adotada para simular o deslocamento descontinuo re-
sultante de multiplas delaminagoes, enquanto as fissuras transversais sao modeladas na
discretizagao dos deslocamentos no plano pelo XFEM. Li e Zhang (2017) aplicaram uma
versao modificada do Método Estendido de Camadas para evitar a dependéncia da regiao
de delaminagao nos elementos finitos.

Yazdani et al. (2018) desenvolveram uma formulagdo para cascas planas no regime
geometricamente nao linear, a fim de estudar a resposta de cascas com multicamadas
em pequenas deformacoes e rotagdes moderadas usando o XFEM. A teoria de camada
tnica equivalente (ESLT) foi empregada para simular os laminados multicamadas. Essa
formulagdo foi aprimorada com a topologia XFEM para modelar dominios descontinuos
e uma formulacao coesiva bilinear de modo misto para rastrear o crescimento da dela-
minacao.

Atualmente, a teoria de placas e cascas continua a evoluir com abordagens mais
avancadas e constitui um campo em constante desenvolvimento que desempenha um pa-

pel crucial na analise e projeto de estruturas em uma ampla gama de aplicagoes. Desde
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suas origens historicas até as contribuigoes modernas com métodos avancados de analise,
a teoria de placas e cascas tem sido fundamental para a compreensao do comportamento

estrutural e continua a influenciar o progresso na engenharia e na ciéncia dos materiais.

2.2 Teorias de primeira ordem e de ordem superior

2.2.1 Teoria de Kirchhoff-Love

Baseada na hipdtese de Kirchhoff-Love esta é a teoria mais antiga para placas e cascas.
A teoria classica pode ser resumida por suas hipoteses basicas, a definicio dos campos
de deslocamentos e pelas relagoes tensao-deformagao. A teoria de Kirchhoff-Love para
cascas encontra-se fundamentada em trés hipoteses:
(1) Todos os pontos contidos numa reta normal ao plano médio tém o mesmo desloca-
mento transversal;
(2) A tensdo normal na dire¢ao transversal é desprezivel;
(3) Retas normais ao plano médio da casca indeformada permanecem retas e normais
ao plano médio, apds sua deformacao.
Assim, a deformacao da casca pode ser descrita completamente a partir da deformagao
do seu plano médio, pelo qual a teoria pode ser reduzida a uma descricao bidimensional.
A Figuratraz uma representacao do campo de deslocamentos, onde ¢é possivel observar

as suposi¢oes assumidas.

Estado deformado

Deformada do
plano médio

Estado
indeformado

Plano médio v,w

Figura 2.2: Deslocamento de um ponto na casca. Teoria de Kirchhoff
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O campo de deslocamentos da teoria classica é dado como:

a /
u'(2 ) = ug(:v’,y’)—z'(;;? (2.1a)
a /
@y ) = vhaly) -2 5;? (2.1b)
w2y, ) = wi(d,y) (2.1c)

Onde, o/, v' e w’ sdo deslocamentos nas direcoes locais x’, vy’ e 2/, respectivamente. O
campo de deslocamentos descrito nas Equagoes(2.1]é linear e as rotagdes normais coincidem
com as inclinagoes do plano médio dw’/dx’ e Ow'/Dy’, respectivamente.

Uma das principais vantagens da teoria classica das cascas é sua simplicidade. Apesar
do campo de deslocamentos das equagoes envolver apenas trés fungoes ug, v e wy,
a implementacao de um modelo de elementos finitos nessa teoria envolve cinco graus de
liberdade por n6. No entanto, a teoria classica é limitada a cascas finas e, de peque-
nas curvaturas em razao da dimensao no plano e assim como os elementos de viga de
Euler-Bernoulli, elementos de casca de Kirchhoff requerem continuidade C* do campo de
deflexao devido a presenca de segundas derivadas da deflexao, tornando a implementacao
por elementos finitos mais complexa e menos satisfatéria.

Em relacao as placas/cascas laminadas, a teoria cldssica produz resultados insatis-
fatérios se a rigidez no plano for significativamente maior do que a rigidez transversal,
porque podem ocorrer deformagoes de cisalhamento transversais relativamente altas que

nao sao contabilizadas nas hipoteses de Kirchhoff-Love.

2.2.2 Teoria de Reissner-Mindlin

A teoria de cascas de Reissner-Mindlin, também conhecida como teoria da deformagao
por cisalhamento de primeira ordem, é uma extensao da teoria classica das cascas que
inclui alguns dos efeitos das deformagoes transversais negligenciadas. Como na teoria
classica, ela desconsidera os efeitos das deformacoes normais transversais, mas explica as
deformacoes de cisalhamento transversais, permitindo que a normal gire. Assim, as duas
primeiras hipoteses da teoria de Kirchhoff permanecem as mesmas, e a terceira é alterada
como se segue

(3) Retas normais ao plano médio da casca indeformada permanecem retas, mas nao

necessariamente normais ao plano médio, apds sua deformacao.
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O campo de deslocamentos para a teoria de Reissner-Mindlin é dado por:

U2y ) = w2 y) — 20y (2 y) (2.2a)
V(Y ) = e y) — A0y (2 y) (2.2h)
Wy, ?) = wey) (2.2¢)

Apesar de suas deficiéncias tedricas a teoria de Reissner-Mindlin é amplamente utili-
zada na engenharia para determinar o comportamento de placas e cascas. Ao contrario da
teoria classica, esta teoria fornece resultados satisfatorios em deslocamentos e tensoes co-
planares em cascas semi-espessas. Como os graus de liberdade ug, vy, wg, 8, ¢ 8,y (Figura
sao independentes entre si, a implementacao computacional da teoria de Reissner-
Mindlin é mais facil em relagao a teoria de cascas de Kirchhoff-Love, pois requer apenas

continuidade C?, o que simplifica consideravelmente a construcio de elementos finitos.

Estado deformado

Deformada do
plano médio

Estado O .= 0 B

indeformado 0 \ P
Plane médio v,w

Figura 2.3: Deslocamento de um ponto na casca. Teoria de Reissner-Mindlin

As principais desvantagens associadas a teoria de cascas de Reissner-Mindlin devem-se
ao fato das suposicoes basicas empregadas excluirem os efeitos das deformacgoes normais
transversais, restringindo sua aplicacao a problemas de pequenas deformacoes. Com-
putacionalmente, a principal desvantagem da teoria esta relacionada ao fendomeno de

travamento (locking) por rigidez excessiva em placas finas.

2.2.3 Teorias de ordem superior

Virios autores propuseram teorias de ordem superior (Schmitd} |1977, Reddy e Chan-|
drasekharal [1985] Reddy} [1990] [Kant ¢ Komminenil [1992] (1994} [Arciniega ¢ Reddy} [2005]

'Trinh e Jun| 2021) para superar as limita¢des das teorias cldssica ¢ de primeira ordem

de cascas/placas na tentativa de se obter uma teoria capaz de produzir uma variagao
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correta da solugdo dos deslocamentos e tensoes ao longo da espessura (Mendongal [2019).

Essas teorias sao mais precisas do que a teoria de primeira ordem, uma vez que essa é
capaz de representar apenas variagoes lineares para a distribuicao dos deslocamentos, pro-
vendo apenas resultados aproximados. As teorias de ordem superior buscam trabalhar as
hipoteses cinematicas para que nao se restrinjam a uma variagao linear dos deslocamen-
tos coplanares, tomando uma distribui¢do néo linear através da espessura (Figura ,

buscando representar o empenamento da secao transversal na configuracao deformada.

—_

Estado deformado

Deformada do
plano médio

Estado SO .= e

indeformado ' f
Plane médio v,w

Figura 2.4: Deslocamento de um ponto na casca. Teoria de ordem superior

Proposta p0r|Kant e Konnnineni| (11994[) para analise nio linear de cascas, a teoria C°

de terceira ordem com termos quadraticos é baseada na expansao:

o (Y2 = w0 () PO (2 Y+ 2P0 (2 y) (2.3a)
Oy, 2 = oY) 4 20y (2 y) + 200, (2 ) + 2P (2 Y) (2.3b)
w2y, 2 = wi(x,y) (2.3¢)

A teoria ¢ obtida a partir da multiplicacio dos termos de z™ por rotacoes de ordem
superior @, utilizando apenas funcdes de continuidade C°. Apesar da teoria descrita
aumentar o custo computacional, em decorréncia do aumento do ntimero de variaveis,

esta ¢ uma formulacao diretamente implementavel em elementos finitos.

2.2.4 Teoria de Marguerre Modificada

Nesta secao sera apresentada a formulagao para analise de cascas implementada neste
trabalho. A formulacao adotada ¢ baseada na teoria de Marguerre, modificada pela
introducao da hipétese de Mindlin, de que retas normais ao plano médio da casca in-

deformada permanecem retas, mas nao necessariamente normais ao plano médio, apos
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sua deformacao, permitindo assim efeitos de deformacgao por cisalhamento transversal.
Marguerre estendeu a teoria nao linear de placas de von Karman para cascas abatidas e
placas com imperfei¢oes geométricas iniciais (Crisfield, [1991).

Os deslocamentos de um ponto arbitrario do elemento sao definidos através dos deslo-
camentos nodais da superficie de média. Estes por sua vez devem ser escolhidos de forma
a garantir unicidade de valores em nos que pertencem as interfaces entre elementos, isto

¢, deve-se garantir a continuidade do campo. Nesta teoria, o campo de deslocamentos é

dado por:
u'(2 Y, 2) =g (2 y) + 200 (2 y) (2.4a)
V(Y 2 ) = (e y) = 20, (2 y) (2.4Db)
w'(x', Y, 2" = wy(2', y) (2.4¢)

onde uy, v}, e wy sdo os deslocamentos do ponto O’ sobre o plano médio ao longo dos eixos
locais 2',y' e 2. 6,y e 8, sdo a rotagdo da normal O'A’ contida nos planos locais (Figura

2.3)), que de acordo com a teoria de Reissner-Mindlin pode ser representado por

O (2',y') = 5 T (2.5a)
;o Ouy
O, (2", y') = 8y’0 + oy (2.5b)

Enquanto a teoria classica de Marguerre tem apenas trés variaveis independentes,

) . . T

deve-se notar que a teoria apresentada tem cinco graus de liberdade [ug, vo, wo, 8,,0,]",
como na teoria de Reissner-Mindlin. A modificacao facilita a formulacao pelo Método dos

Elementos Finitos, como sera discutido mais adiante.

2.2.4.1 Campo de deformacoes e de tensoes

Considerando-se as direcoes ortonormais z’, v’ e 2/, as componentes de deformacao sao

dadas pelo tensor de Green

T
€= (5z’ Ey Nary V' Vy’z’) = €L TENL (2.6)
sendo
g™ er ENL
S R R T (2.7)
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onde 7, €} e 3 sao vetores de deformagdo locais lineares generalizados devido a efeitos
de membrana (alongamentos), flexdo (curvaturas) e cisalhamento transversal, respectiva-
mente. A parcela €%}, apresenta os termos nao lineares das deformagdes no plano.

Observa-se que o vetor de deformacgoes contém cinco componentes, uma vez que a
hipotese de que a tensdo normal a superficie de referéncia é nula permite eliminar a
componente de deformacao local ... A partir do campo de deslocamentos, as componentes

das deformacoes nao nulas sdo escritas nos eixos locais como

Eqxt Ou’ (%u/’) (8729)
T ox’ T 1
/ /
SR BT G T 7 (57) (5)
o | o' ow'\ ( 9z ow'\ ( 9z
o'y oy T ow (52) (52) + (5) (52)
2
1 (0w
2 (830’ )2
1 (0w
+ . (8y’) (2.8a)
ow'’ ow’
ox’ oy’
00,
Ko a7
b __ _ 0,1
e = zy ky (=2 — 55 (2.8b)
]{} aay/ . 861,
'y’ oy’ By
ow'’
1ot —l— 9 /
ES = 71 ? = gl"/ Y (28C)
wo—0
’yylzl ay/ !

Considerando as condicoes planas de tensdao nos eixos locais, a equacao constitutiva
da teoria da elasticidade classica permite que a seguinte relacao entre tensao-deformacao

seja escrita como:

(%
.,
Y b
P mo__
o £ zE
o=3 Twy = =D — D¢ (2.9)
S S
o g
T
Tylzl

onde D é a matriz constitutiva generalizada que sera definida posteriormente.

2.2.4.2 Discretizagcao em camadas

Teorias de casca discretizadas em camadas podem ser derivadas assumindo expansoes
de ordem superior para o campo de deslocamento ao longo da direcdo da espessura ou
mesmo uma distribuicdo linear das variaveis cinemaéticas dentro de cada camada. As
varias combinacgoes de orientacoes, espessuras e materiais de cada camada que compoe

um laminado fazem com que o comportamento deste possua caracteristicas diferentes
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das observadas em cada camada individual. A Figura ilustra esta decomposi¢ao em

camadas adotada aqui.

Camadas—

Figura 2.5: Decomposicdo em camadas da espessura da casca.

Este método de discretizacao de espessura pode ser visto como uma aproximacao ao
longo da direcdo da camada correspondente. Pela subdivisao da espessura em n camadas
discretas, é possivel obter a variacao do estado de tensao e deformacao ao longo da direcao
local z' da casca, permitindo assim capturar as variacoes das propriedades do material
devido a danos ou plastificacdo. Portanto, para realizar uma andalise fisicamente nao
linear, cada camada deve ser analisada separadamente. A partir da contribuicao de cada
camada, calcula-se a rigidez dos elementos, e as tensoes internas sao o resultado da soma
das partes das camadas.

Na analise de estruturas discretizadas em camadas, ¢ importante modelar o compor-
tamento do material tanto no regime elastico quanto ap6s os primeiros sinais de falha,
culminando na determinacao de sua capacidade de carga. Na andlise de falha de camada,
podem ser adotados diferentes critérios de resisténcia, cada um fornecendo uma superficie
de falha diferente, delimitada pela tensao limite do material.

Considerando uma casca formada por n camadas ortotrépicas, é possivel simplificar a
integracao dos esforcos ao longo da espessura decompondo-a em n pequenas areas. Esse
tipo de aproximagao permite o monitoramento de tensoes e deformacoes em cada uma
dessas areas para aproximar a resposta da secao transversal pela soma de suas contri-
buicoes.

O vetor de tensdo generalizada resultante e as forcas axiais (IV), momentos fletores

(M) e forgas de cisalhamento transversais (@) em um ponto do elemento sdo dadas por:
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N,
N,
Ny

AT
a

(S}
Il
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|
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gt s = = [ ZoP pdz = [ ZoP pdz=D{ 2
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>
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Qy’

(2.10)

As componentes das tensoes ou das deformagoes de uma camada sao os elementos
bésicos necessarios para a analise da resisténcia da casca. O processo de andlise de tensoes

nas camadas esta sintetizado no fluxograma da Figura

N
M Ey, E3,G13,V12, 0, b
Q Para cada camada

v

Loop sobre o n® de camadas (k =k + 1)

v

Matriz de rigidez: [K]j'-_1
( Deformacdes: h
gm N
éb = D_l M
. s Q y,

Figura 2.6: Fluxograma para analise de tensao nas camadas.
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A matriz constitutiva generalizada é composta por quatro submatrizes, D™, Db, D™
e D? associado a membrana, flexdo, acoplamento de flexdo de membrana e cisalhamento,
respectivamente. A modelagem é baseada na decomposicao em camadas da espessura da

casca. Para materiais ortotrépicos, esta matriz é dada pela seguinte expressao:

D™ D™ 0 2 D?  ZDP 0
D=|D™ Db 0|= / ZDP Z?DP 0 (2.11)
t/2
0 0 D° 0 0 D?
onde
Ex/ V:Jc’y’E:Jc’ 0
1
DP - Vy’x’ECC’ Ey/ 0 (212)
1 — V$/ylyy/z/
0 0 (]_ — Vl"y/yy/l‘/> ley/
51Gz, O
S =— (2.13)
6|0 a,
onde F é o médulo de Young, v, é a razao de Poisson e G é o médulo de cisalhamento
dado por
EFE;
Gij = — 2.14
T B(1+v) + Bi(1+ vy) 214)
Assim, deduz-se que
D™ =Y " (D")* (z,’ngl — z,/g) (2.15a)
k=1
D’ = 1zn:(m) (21 — =) (2.15b)
3 2 k+1 — “k .
pmt — 1 znj(Dp)k (221 — ) (2.15¢)
2 & k+1 — “k .
S 5 u S
D =53 Z(D MEWESA (2.15d)

Se as propriedades do material forem simétricas em relacdo ao plano médio, ou se
o material é homogéneo, entdo D™ = (. Dessa forma, cada um dos esforcos pode ser
calculado de forma desacoplada a partir de suas correspondentes deformacoes generali-
zadas. Assim, as forgas axiais resultantes locais (/V), momentos fletores (M) e forgas de

cisalhamento transversais (()) do elemento sao

N, i
N={ Ny =20 (2hys —2)e" (2.16)
N k=1

'y



o2

M.,
1 n
M={ M, =33 Z P)E (22 — ) € (2.17)
Mx/y/ k=1

x'z! 5) “ /
Q= { « , } — gZ:: (D) (2har — 24) (2.18)

E importante ressaltar que a inclusao da espessura da casca nas expressoes anteriores
decorre do fato de que a matriz constitutiva dos elementos apresentados estabelece uma
relacao direta entre as deformacoes definidas pela Equacao e os esforgos resultantes

(momentos, cortantes e normais).
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CAPITULO 3
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS

Neste capitulo, serao apresentados os aspectos teodricos relevantes do Método dos Ele-
mentos Finitos Generalizados utilizado nas simulac¢ées de problemas de cascas. Sera
abordada a formulacdo do método e apresentada a nomenclatura que sera utilizada ao
longo do texto, conforme proposto por Barros (2002).

E importante ressaltar a existéncia de varios outros métodos capazes de tratar nume-
ricamente os modelos de cascas, como o Método dos Elementos Finitos convencional, o
Método das Diferencas Finitas, os Métodos Sem Malha e o Método dos Elementos de Con-
torno. No entanto, a escolha pelo MEFG se justifica devido a sua menor propensao a ter
seus resultados influenciados por distor¢oes da malha, tornando sua aplica¢do adequada,

principalmente, a problemas com nao linearidade geométrica.

3.1 MEFG

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), proposto de forma indepen-
dente por Babuska et al. (1994), e Duarte e Oden (1995, 1996), pode ser compreendido
como uma variagdo ou forma nao convencional do Método dos Elementos Finitos, res-
ponsavel por estabelecer uma conexao deste com os métodos sem malha desenvolvidos
na década de 1990 (Barros, 2002). Embora seja um método relativamente recente se
comparado a outros métodos numéricos consolidados, como o MEF e o MEC, ja foram
realizados diversos estudos na area de cascas utilizando o MEFG.

A formulacao do MEFG incorpora caracteristicas importantes dos métodos sem ma-
lha, como o enriquecimento proposto através das familias de Nuvens-hp (Duarte, 1996).
Isso resulta em uma maior flexibilidade na aproximacao, em comparagao com o MEF, ga-
rantindo ao MEFG certa independéncia da malha de elementos finitos, tornando-o menos
propenso a sofrer os efeitos negativos da distor¢cao da malha (Barros,|2002).

A estratégia do MEFG, visando aprimorar a analise de problemas nos quais a incor-
poracao de fungdes especiais (contendo singularidades, por exemplo) confere vantagens

significativas, estd baseada no uso da Parti¢ao da Unidade (PU) associada a um conjunto
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de elementos finitos. A escolha das func¢oes de PU depende do tipo de problema a ser ana-
lisado (Alves, 2012). O emprego das fungoes convencionais do MEF (como as fungoes de
Lagrange) como fungoes de PU facilita a aplicacdo do MEFG pois, de forma diferente dos
métodos sem malha, verifica diretamente as condi¢ées de contorno e garante estabilidade
ao problema analisado (Barros, 2002). Aplicando-se as fungoes de forma convencionais,
forma-se a PU, assim definida pois para qualquer ponto do dominio do problema de n

pontos nodais, tem-se:
> Mi(x) =1 (3.1)
J

A discretizacao do dominio do problema no MEFG ¢ realizada através de nuvens de
elementos, w;, definidas como as unides de elementos finitos que partilham um mesmo né
() no dominio, conforme representado na Figur O conjunto de func¢oes interpo-
ladoras de Lagrange associadas ao né z; define a funcao .4;(x). No MEFG, o conjunto de
fungbes 4 (x) constituem uma alternativa para compor a funcao de PU, que enriquecida
define a funcao de forma, como pode ser observado na Figura m

O conjunto Z; de fungoes de enriquecimento, denominadas fungoes de aproximacao
local (Figura, ¢ composto por g; fungoes linearmente independentes e sao definidas
para cada né x;. As funcoes de aproximacao local sao especificas para um determinado
tipo de problema e podem ser escolhidas a partir de um conhecimento prévio da solugao

(Alves| [2012).

7% {Lj1(2), Lja(@), ..., Ljg(z)} = {Lji(z) }i_, (3.2)

com Lj;(xz) = 1. As fun¢bes presentes na Equa@éopodem ser tanto polinomiais quanto
nao polinomiais, sendo escolhidas de acordo com a natureza do problema em analise. A
forma como o enriquecimento é aplicado pode variar entre os elementos, enquanto ainda
se alcanca uma aproximagao continua, observando o critério de conformidade entre os
elementos.

Ao final do processo, a funcao de forma ¢;i!_, do MEFG (Figura , associada
ao n6 xj, é construida através do enriquecimento da funcao de PU pelos componentes do
conjunto Z;. Assim, ¢;i{_, é obtida através do produto das funcoes béasicas que formam a,
PU pelas fungoes de enriquecimento.

{08}, = H@) x Li(a)! (3.3)

i i=1

sem somatorio em j.
Uma aproximagao genérica para os deslocamentos, i(x), pode ser obtida pela seguinte

combinagao linear das fungoes de forma:

() = 3 () {uj iy Lﬁ-<x><x>sz} (3.4
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onde u; ¢ o parametro nodal convencional, associado a .4;(x), e bij§:2 840 0s parametros
nodais adicionais, associados as Aj(x) - L;;(x) do MEFG.
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(¢) Fungao de aprox. local Lj;(x) (d) ¢ji(x) = A5(x) x Lj;(x)

Figura 3.1: Estratégia de enriquecimento da nuvem w; via MEFG 2002).

Assim, uma funcao produto que apresenta as caracteristicas aproximadoras da funcao

de aproximacao local, ao mesmo tempo que herda o suporte compacto da PU, é obtida
como resultado final do processo .

Uma implicacdo decorrente dessa estratégia de enriquecimento se torna proeminente,
basicamente, quando uma PU polinomial é enriquecida com monémios. Nesse contexto,
o conjunto de fungoes torna-se linearmente dependente, e consequentemente o sistema
de equagoes passa a exibir uma matriz de rigidez semi-definida positiva, mesmo apos a
eliminacao dos movimentos de corpo rigido.

A ocorréncia de uma matriz singular e suas implicagoes no processo de solugdo, no

entanto, nao inviabilizam a utilizacao do MEFG. Para lidar com a questao da singulari-

dade ¢é possivel adotar as abordagens numéricas propostas por Stroubolis et al.| (2000),

que incluem um método iterativo conhecido como procedimento de Babuska. Segundo
, esse ¢ um preco razoavel a ser pago quando comparado ao potencial e aos
beneficios oferecidos pelo MEFG. Isso porque, além da facilidade com que o enriqueci-
mento pode ser realizado, é possivel introduzir novas funcoes na aproximagao conforme o

tipo de problema e aplicacao desejados.
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CAPITULO 4
ANALISE GEOMETRICAMENTE NAO LINEAR

Neste capitulo, sao apresentados os principais aspectos tedricos referentes a formulagao

utilizada na andlise geometricamente nao linear.

4.1 Introducao a nao Linearidade Estrutural

A previsdo de uma resposta linear associada a um problema estrutural baseia-se na
suposicao de que os deslocamentos sao pequenos e as condicoes de contorno permanecem
inalteradas durante a aplicacdo das cargas. O sistema de equagoes de equilibrio é da

forma.

KU =R (4.1)

Em uma anélise linear a resposta de deslocamento U é uma func¢ao linear do vetor de
carregamentos aplicado R. Isto é, se as cargas forem aR em vez de R - onde a é uma
constante - os deslocamentos correspondentes sao aU. Quando este nao é o caso, tem-se
uma relagao nao linear entre cargas e deslocamentos.

A discussao das suposicoes basicas usadas em uma andlise linear define o que se quer
dizer com uma analise nao linear e também sugere como categorizar as diferentes analises
nao lineares: (i) fisica (ou material) e (ii) geométrica.

De modo geral, na analise do comportamento fisicamente nao linear dos materiais,
considera-se que os mesmos sao homogéneos, eldsticos e isotropicos, admitindo-se que,
com aplicagao de carga e consequentes deformagoes, eles se tornam heterogéneos (dei-
xando de ser eldsticos e isotropicos) pela deterioragdo nas regides mais solicitadas (Pi-
tangueira, 1998). A nao linearidade material caracteriza-se entao pela relagao nao linear
entre a tensao e a deformacao, representada na lei constitutiva do material. Dessa forma,
os deslocamentos e tensbes envolvidas na analise sdo infinitesimalmente pequenos. Por
conseguinte, as denominadas medidas de tensao e deformacgdo de engenharia habituais
podem ser empregadas na descricao da resposta.

A nao linearidade geométrica deriva de consideragoes puramente geométricas como

por exemplo uma relacao deformacao-deslocamento nao linear, que por sua vez ocorre em
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analises onde as grandes rotacoes e deslocamentos devem ser considerados. A Tabela
apresenta uma classificagao proposta por Bathe (2006]) que é usada de maneira conveniente

porque considera separadamente efeitos nao lineares materiais e cinemaéticos.

Tabela 4.1: Classificacdo das anélises ndo lineares. Adaptado de (Bathe, 2006)

Tipo de analise Descricao Formulacao Medidas de
utilizada tensao e de-
formacao
Nao linearidade | Deslocamentos e | Nao Linearidade do | Tensoes e  de-
do material deformagobes infini- | material formacoes de
tesimais. A relacao engenharia

tensao deformagcao
é nao linear

Grandes deslo-
camentos, Gran-

des rotacoes e
pequenas de-
formacoes

Os deslocamentos
e rotacoes de fibras
sao grandes, mas as
extensoes da fibras
e as mudancgas
de angulo entre
as fibras sao pe-
quenas; A relacao
tensao-deformacao

Lagrangiana  To-
tal,  Lagrangiana
Atualizada, Co-

rotacional, Posicio-
nal

Segundo tensor de
tensao de Piola-
Kirchhoff, Tensor
de deformacao de
Green-Lagrange,
tensor de tensao
de Cauchy, tensor
de deformacgao de
Almansi

pode ser linear ou

nao linear.
Grandes desloca- | Extensoes de fi- | Lagrangiana Total, | Segundo tensor de
mentos, grandes | bra e mudancas | Lagrangiana Atua- | tensdo de Piola-

Kirchhoff, Tensor
de deformacgao de
Green-Lagrange,

rotacoes e gran- | de éangulo entre | lizada, Posicional
des deformacgoes | fibra sao grandes,

deslocamentos da

fibra e rotacgoes tensor de tensao
também podem ser de Cauchy, De-
grandes; A relagao formacao lo-
tensao-deformacao garitmica

pode ser linear ou
nao linear

Em uma analise real, é necessario decidir se um problema é do tipo linear ou nao linear
e, se nao linear, qual a nao linearidade envolvida, pois isso determina qual formulacao
serd usada para descrever a situagao fisica (Bathe, 2006). Inversamente, pode-se dizer
que, com o uso de uma formulagao especifica, é assumido um modelo da situacao fisica
real e a escolha da formulagao faz parte do processo de modelagem completo. O uso
da formulacdo de grandes deformacoes mais geral serd capaz de representar qualquer
modelo de maneira “correta”. Contudo, o uso de uma formulagao mais restritiva pode
ser computacionalmente mais eficaz e também pode fornecer mais informagoes sobre a

previsao de resposta.
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Segundo Bathe (2006), a formulagdo Lagrangiana é particularmente adequada para a
analise nao linear incremental iterativa de sélidos, em que o interesse é a trajetéria de
deformacoes de cada ponto do solido durante o processo de carregamento. A descricao
Lagrangiana mede as mudancas de configuracao nas estruturas a partir de um referencial
fixo no espago. Sao utilizadas coordenadas materiais associadas ao corpo antes de ser
deformado e, portanto, todas as operagoes, inclusive as derivadas, sao realizadas a partir
de uma posicao conhecida.

Na chamada descri¢ao Lagrangiana total (LT) as varidveis estéaticas e cineméticas sao
formuladas em relagdo a uma configuracao de referéncia fixa, em geral, a configuracao ini-
cial do corpo. Na formulagao Lagrangiana atualizada (LA) as varidveis sao formuladas em
relacdo a ultima configuracao deformada conhecida, ou seja, a configuragao é mantida fixa
durante o processo interativo e uma vez atingido o equilibrio, todas as variaveis envolvidas
no problema sao atualizadas definindo uma nova configuracao de equilibrio. Ambas as
formulagoes incluem os efeitos cinematicos nao lineares devido aos grandes deslocamentos
e as grandes deformacoes, no entanto, sao as relagoes constitutivas assumidas quem dirao
se o comportamento devido as grandes deformagoes estd bem modelado (Fonseca, 2008).

A descrigao corrotacional (CR) tem como principio bésico a separagdo do movimento
do corpo em movimentos de corpo rigido e de deformagoes (Crisfield, [1991). A formulagao
tem raizes antigas e surgiu de estudos de Cauchy que envolviam pequenas deformacoes
acompanhadas de grandes movimentos de corpos rigidos (Truesdell, [1966). A cinematica
corrotacional tem se destacado principalmente frente as formulagdes Lagrangianas por
sua eficiéncia no tratamento de problemas envolvendo grandes rotagoes e grandes de-
formagoes e ainda pela facilidade no estudo de nao linearidades fisicas em conjunto com
nao linearidades geométricas. Entretanto, essa descricdo nao tem se mostrado eficiente
em problemas que envolvem grandes deformacoes plasticas, pois a complexidade das for-
mulagoes matematicas, devido a dupla configuracdo do movimento, nao é compensada
pelos beneficios da formulagao (Menin, 2006).

A formulacao Posicional (FP) ¢ a mais recente das formulagoes utilizadas na andlise
nao linear de estruturas tendo sida apresentada originalmente por Coda (2003) para casos
estaticos e eldsticos. |Greco (2004) apresentou uma formulagao exata para o tratamento de
estruturas reticulados no plano, considerando grandes deslocamentos e grandes rotagoes.
Entretanto, a formulacao posicional ainda nao atingiu o mesmo nivel de desenvolvimento
das demais formulagoes sendo, portanto, um grande campo a ser explorado.

Todas as formulacoes descritas aqui consideram todos os efeitos cinematicos nao li-
neares devido a grandes deslocamentos, grandes rotagoes e grandes deformacoes, mas a
modelagem apropriada do comportamento em grandes deformagoes depende das relacoes
constitutivas especificadas. A vantagem de se usar uma formulacao em detrimento a outra

reside na sua maior eficiéncia computacional.
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4.1.1 Descricao do Movimento no Meio Continuo

A descricao do movimento de um sélido inicia-se com a divisao da trajetéria de car-
regamento em diferentes configuragoes de equilibrio. Como mostrado na Figura sao
definidas duas configuracoes do solido em termos de um sistema de coordenadas: a con-

figuracio inicial indeformada (C?) e a configuracio deformada atual (C).

f m
Co /—\) “v"
Q
dxg C 1

N

Figura 4.1: Deslocamento do sdlido no espago tridimensional e mapeamento das configuragoes
indeformada e deformada.

A relacao entre as coordenadas inicial e atual dos pontos materiais de um corpo sub-
metido a uma mudanca de posicao, ¢ dada aqui pelo campo vetorial de deformacao -
ou mudanca de forma - representado por f. Assim, admitindo-se que as mudancas sao
continuas, a mudanca de forma f é empregada para mapear um sélido que sai da confi-
guracao C para C' devido a alguma acdo fisica (Figura.

Denominam-se as coordenadas de um ponto material arbitrario P dentro do sélido nas

929, 29) e (z1, 22, 23), em que o subscrito

configuragoes indeformada e deformada por (x
direito se refere ao eixos coordenados. Portanto, as coordenadas do ponto P em C? sdo

escritas como:
(0
z = f(z°) (4.2)
Parametrizando as configuragoes inicial e final por meio dos valores nodais e de um

espago auxiliar adimensional representado por z;, a func¢ao de mudanga de forma pode
ser dada por (Coda e Paccolal [2007):
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f=f(f") (4.3a)
fi=x(§) ou (fi)i=wi(&1,62,8) (4.3b)
fo =2°(¢) ou (fo)i = a7(&1,62, &) (4.3¢)

onde fy e f; sdo, respectivamente, os mapeamentos das posicoes inicial e atual. A funcao
mudanca de forma total entre as posigoes inicial e atual, representada por f, é obtida
indiretamente com uso das expressoes

Para que se possa quantificar e analisar a mudanca de configuracao de um corpo sub-
metido a uma agao fisica (carregamento), sao usadas as medidas de deformagao. Definida
a notacao para as coordenadas, pode-se passar para a definicao de algumas medidas de

deformagoes e tensoes que serao utilizadas no decorrer deste trabalho.

4.1.2 Medidas de Deformacoes e Tensoes

Diversos tensores de deformagoes e tensoes podem ser empregados no estudo da nao li-
nearidade geométrica de sélidos. Deve-se entao, estabelecer um procedimento para analise
geral desses tensores via método de elementos finitos, assim serdao considerados o gradiente
da fun¢ao mudanca de configuracao, a deformacgao de Green-Lagrange e as tensoes de Cau-
chy e de Piola-Kirchhoff. Demais medidas de deformacao e tensao que sejam necessarias

a este estudo, como a deformacgao logaritmica, serao descritas posteriormente.

4.1.2.1 Gradiente de Deformacao

O tensor gradiente da fungdo mudanga de configuragdo (ou gradiente de deformacao)
permite que as posicoes relativas de duas particulas vizinhas depois da deformagao sejam
descritas em termos de suas relativas posi¢oes materiais antes da deformacao. O gradiente

pode ser descrito pela seguinte expressao:

of
F =Vf = B0 (4.4)
ou af
Fy = 8959 (4.5)

onde F;; é denominado Tensor Gradiente Mudanca de Configuracao ou Tensor Gradiente

de deformacao. Expandindo Fj;, tem-se:

axl/ﬁx? axl/axg 8x1/3mg (9f1/8§1 8f1/(9£2 8f1/8£3
F = |02:/0%] Oxy/0x3 0%5/025| = |0f2/0& 0f2/0& Of2/0& (4.6)
8953/830‘13 8I3/8m8 a$3/8$g 8f3/8§1 8f3/8§2 8f3/8§3
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O tensor gradiente pode representar movimentos de corpo rigido locais e globais,
rotagoes em torno de um eixo e alongamentos ou extensoes numa ou mais dire¢des. O gra-
diente avalia a mudanca de posi¢ao em cada ponto determinando a maneira pela qual um
segmento infinitesimal de linha na posi¢ao inicial ira se transformar no seu correspondente

segmento infinitesimal na posicao atual, isto é,
dx = Fdx (4.7)

onde dzy ¢ um segmento infinitesimal de linha na configuracdo indeformada e dz ¢é lu-
gar geométrico desse segmento na configuracao deformada, apods sofrer a transformacao
descrita por F.

Tendo em vista que nao ha perda do material e que a mudanca de configuracao s6 é

fisicamente possivel se Fdz® # 0V da® # 0, o tensor F deve ser nao singular, ou seja
J = det(F) # 0 (4.8)
onde J ¢é o jacobiano da mudanca de configuragao.

4.1.2.2 Mudanca de Volume

Grande parte das equagoes de equilibrio descritas nas formulagoes cinematicas a se-
guir envolvem integrais sobre areas e volume. Com o efeito da deformacao do corpo,
é necessario avaliar como isso afeta sua area e volume. Assim, inicialmente defini-se o
volume e a superficie do elemento nas configuracoes deformada (C') e de referéncia (Cp).
Considerando trés segmentos lineares nao-coplanares dz9, dx9 e dz$ que formam um pa-
ralelepipedo no ponto Py com vetor posicao x" na configuracio de referéncia do corpo
(Figura [4.2), portanto:

dx; =F - x} (4.9)

Os vetores dx; nao sao necessariamente paralelos ou tém o mesmo comprimento de
dx?. Assumindo que {dx?, dx3, dx3} sejam positivamente orientados para que o produto

escalar dx{ - dx3 - dx$ > 0, o volume do paralelepipedo pode ser obtido por:
dVy = dx - dx§ x dx§ = (nf - n) x n3) dafdadda (4.10)

onde nY é o vetor unitdrio na diregao dxy. O volume na configuracio deformada é dado

por

dV = dxy-dxy x dxs = |(F-n{) (F-n) x (F - nj)| dafdaydas
= det[F]dx\daydxl = JdVj (4.11)

Assumindo que os volumes dos elementos sejam positivos, tem-se J > 0 e a orientacao
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Figura 4.2: Transformaciao de um elemento de volume através do mapeamento. Adaptado de

Bel (2009

relativa dos segmentos ¢ preservada apds a deformacao. Assim, o determinante do gra-
diente de deformacao passa a ter um significado fisico, representando a razao local do

volume na configuracao deformada com o volume na configuracao referéncia do elemento.

4.1.2.3 Tensor de Deformacoes de Green-Lagrange

Uma mudanga de forma ou de configuracao ¢ dita de corpo rigido quando o gradiente

satisfaz a relacao:

onde dij ¢ o delta de Kronecher e B;; é o tensor de deformagao de Cauchy-Green direito.
Para os casos em que a funcdo mudanca de forma f representa apenas deslocamento de
corpo rigido (ou seja, indeformabilidade do material).

Uma das medidas utilizadas para medir a intensidade da mudanca de forma de um
corpo ¢ o tensor de deformacdes de Green-Lagrange. Considerando uma linha P(Q) de com-
primento dz” na configuracio original que passou a ter comprimento dz na configuracao
atual (Figura[4.1), o tensor de deformagoes de Green-Lagrange do sélido na configuragao

deformada em relagao a configuragao inicial, €, pode ser definido por:
2edada = (dx)* — (da®)? (4.13)
em que

(d)? = dada; (4.14a)
(da?)? = dadda? (4.14b)

i
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Como 5
d; = o (4.15)
]
pOdC—SC cscrever
Oy, O:
(dx)? = SR TR 120420 = i Fyydalda’) (4.16)

00 0xY
Substituindo as equacoes 4.14b e em obtém-se a seguinte expressao

para o tensor de deformagoes de Green-Lagrange:

1
€ = 5 (Bij — 0y) (4.17)

4.1.2.4 Tensor de Tensoes de Cauchy

O tensor de tensoes de Cauchy se caracteriza pelo fato de ser sempre expresso em
relacao a configuracao em que a tensao ocorre, por isso também é chamado de tensor de
tensao real ou simplesmente tensor de tensoes. Para a interpretacao do significado fisico
das tensoes de Cauchy, considere-se a vizinhanga, de um ponto genérico P (no formato de

um paralelepipedo infinitesimal retangular), como visto na Figura

F 3 Tlg
A\
|
I

P [ >

___\\ \
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Figura 4.3: Definicao do Tensor de Tensoes de Cauchy.

As tensoes de Cauchy 7;; sao definidas como as forcas internas por unidade de area
atuantes na direcado normal e nas duas direcoes tangenciais de cada superficie lateral
do paralelepipedo. Considerando-se um sistema ortogonal de eixos coordenados como

referéncia para os pontos do sélido deformavel, o tensor 7 pode ser representado por:

11 T2 T3

T = [To1 Too To3 (418)

731 T32 733
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4.1.2.5 Segundo Tensor de Tensoes de Piola-Kirchhoff

Em contraste com o tensor de tensoes de Cauchy, os tensores de tensao de Piola-
Kirchhoff sao utilizados para representar a tensao referida a configuragao inicial nao de-
formada. Apesar de ser um conceito fisico natural, o tensor de tensdes de Cauchy, nao
se mostra conveniente para uma para a analise nao linear, em que é necessario relacio-
nar tensoes a deformagoes (Fonseca, 2008). Em um regime de grandes deformagdes, as
mesmas sao referidas a configuracao inicial de um meio continuo, deve-se entao definir
as tensoes em relacao a essa mesma configuracao, sendo em geral requerido o uso dos
tensores de Piola-Kirchhoff.

O segundo tensor de Piola-Kirchhoff é o conjugado energético do tensor de deformagdes
de Green-Lagrange e relaciona as forcas internas por unidade de area atuantes na direcao
normal e nas duas diregoes tangenciais sobre a configuracao deformada. O segundo tensor

de Piola-Kirchhoff e o tensor tensao de Cauchy podem ser relacionados por:

0 9.0 9.0
p° Oz Ox;
= - 4.1
Sij p Oz, aqupq (4.19a)

0 940 9,07 PE
P Ox) Oz

onde p e pY representam a densidade do material nas configuracoes indeformada e defor-

mada e S;; € o segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff.

4.2 Formulacao Lagrangiana Total

Considerando a andlise de estruturas submetidas a grandes deformacoes, nao é possivel
resolver o sistema de equacgoes de equilibrio e de compatibilidade nao lineares de um
corpo na configuracao deformada de maneira direta. Um processo incremental-iterativo é
necessario para determinar o equilibrio da estrutura, sendo recomendado o uso do método
iterativo de Newton-Raphson. O objetivo é avaliar as posi¢oes de equilibrio do corpo
em pontos de tempo discretos. A estratégia de solug¢ao assume que a determinacao das
variaveis estaticas e cinematicas, para todos os passos de tempo, do tempo 0 ao tempo ¢,
foram obtidas. Em seguida, o processo de solu¢ao para a préxima posi¢ao de equilibrio
necessaria correspondente ao tempo t + At.

Ao longo das ultimas décadas foram propostos diversos procedimentos para a solucao
de problemas nao lineares, a partir da construcao de trajetérias de equilibrio, obtidas pela
imposicao das relagoes cinematicas, condi¢oes de equilibrio e modelo do material (Fuina,
2009). Os principais aspectos do algoritmo para solugao de equagoes nao lineares adotados
sao mostrados no apéndice [A| deste trabalho.
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Tradicionalmente sao empregadas na andlise geometricamente nao linear das estrutu-
ras as formulagoes Corrotacional, Lagrangiana Atualizada e Lagrangiana Total. Conforme
mencionado anteriormente, a complexidade do tratamento mateméatico para a formulacao
corrotacional nos modelos elastoplasticos sob deformagoes finitas, que serao utilizados
nesses trabalho, sao maiores que os beneficios da formulacao.

A formulagao Lagrangiana Atualizada é baseada nos mesmos procedimentos utiliza-
dos na formulac¢ao Lagrangiana Total, mas todas as variaveis estaticas e cinematicas sao
referidas a configuragdo de equilibrio anterior. Seus parametros nodais sao atualizados a
cada passo de tempo. Porém, a descricao da variavel cinematica tendo como referéncia a
configuragao de equilibrio anterior do procedimento de solucao incremental-iterativa é in-
consistente com o uso de fungoes de enriquecimento associadas as coordenadas das posigoes
nodais da malha adotada no MEFG (Gomes et al., 2020). Uma estratégia alternativa é
necessaria para superar tal inconsisténcia. Por outro lado, a formulacao Lagrangiana To-
tal, mesmo apresentando parametros nodais adicionais para o MEFG, é muito semelhante
ao caso padrao do MEF, pois o sistema de referéncia é sempre a configuracao inicial do
Corpo.

Neste cenario, este trabalho é baseado em uma formulacao Lagrangiana Total devido
as desvantagens da forma Lagrangiana Atualizada quando adotado o MEFG e a com-
plexidade da formulacao Corrotacional em representar regimes de grandes deformagoes.
A abordagem Lagrangiana ¢ usada aqui para descrever o comportamento da casca de-
formavel na andlise geometricamente nao linear no contexto do MEFG.

A formulagao adotada segue Bathe (2006), e é apresentada para embasar a discussao
sobre caracteristicas especificas da estratégia de enriquecimento do MEFG.

Para a analise incremental, é possivel empregar medidas de tensao e deformacao a fim
de melhor representar o Principio dos Trabalhos Virtuais. Esse principio é utilizado para
expressar o equilibrio do corpo em um instante de tempo ¢+ At. Na abordagem da anélise
incremental Lagrangiana Total, dado o conhecimento da trajetéria das deformagoes, é

possivel fazer referéncia a configuracao inicial do corpo (no tempo 0). Portanto, temos:
/ 0Si; 8 oeiydVo = W, (4.20)
Vo

onde S;; ¢ o segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff, ¢;; é o tensor de deformacoes
de Green-Lagrange, V4 é o volume de referéncia do corpo na configuragdo indeformada
e W, corresponde ao trabalho virtual externo na configuracao deformada. O subscrito
esquerdo indica a configuracao em relagao a qual a grandeza é medida. Na formulacao
Lagrangiana Total, todas as varidveis estaticas e cinematicas sdo referidas a configuracao

0

inicial do corpo z", e por essa razao, o subscrito sera omito nos préximos passos.

Usando as relagdes para a decomposicdao incremental das tensoes e deformagoes e



66

linearizando a Equagao [4.20, obtém-se a seguinte equacao de equilibrio:
/ tCijrsers(SeijdVo +/ tsijémjdvo = We - / tSij(Seijd‘/o (421)
Vo Vo Vo

onde *Cyj.s ¢ o tensor incremental das propriedades do material na ultima configuragio
t aferida (indicada pelo sobrescrito a direita), *S;; representa os valores conhecidos das
tensoes de Piola-Kirchhoff. e;; e 7;; sdo as componentes lineares e nao lineares de de-

formagoes incrementais, respectivamente:

Hey = leytey (4.22a)
Eij = €yt (4.22b)
1
€ij = 5 (Uz‘,j + Uy 5 + tukﬂ-um + Uk, tuk7j> (4220)
1
mj = 5 (ki) (4.22d)

A Equacao ¢ empregada no célculo do incremento de deslocamentos que irdao
atualizar os valores das aproximagoes dos deslocamentos, tensoes e deformagoes referentes
a configuracao atual.

A formulagao LT pode ser reescrita de modo a se obter as fun¢oes de interpolacgao a
serem utilizadas no procedimento numérico adotado (MEF ou MEFG). Discretizando-se o
problema via MEF ou MEFG, a Equacao pode ser substituida pela seguinte equacao
matricial:

("Ky + "Kyr) AUD =R — FU-V (4.23)

onde 'K e 'Ky, sdo as matrizes de rigidez incrementais de deformacoes lineares e nao
lineares na ultima configuracao aferida, respectivamente. AUV ¢ o vetor de incrementos
de deslocamentos nodais na j-ésima iteracao. R é o vetor de forgas externas aplicadas nos
pontos nodais na configuracao atual e 'FU~1 é o vetor de forcas equivalentes as tensoes
nos elementos na ultima configuracao aferida.

E importante mencionar que a presente técnica pode ser aplicada a qualquer medida
de deformacgdo baseada no tensor de tensdes de Cauchy-Green e em qualquer relagdao
constitutiva. A composicao da matriz global e do vetor de forca internas se da pela soma

dos graus de liberdade coincidentes, como nos procedimentos de MEF comuns.

4.3 Formulacao discreta para cascas

Aqui é utilizada a abordagem Lagrangiana para descrever o movimento do sélido
deforméavel na analise geometricamente nao linear, seguindo a formulacao proposta por
Bathe (2006). O principio basico da analise nao linear utilizando a formulagao do Método

dos Elementos Finitos é o mesmo da andlise linear. Deve-se obter as fungoes de inter-
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polacao para o elemento finito desejado e, a partir delas, calcular as matrizes necessarias
para a analise.

No contexto de um elemento finito de casca sujeito a uma carga superficial t (um vetor
que engloba as cargas distribuidas atuantes na superficie da casca, bem como os momen-
tos distribuidos presentes nos planos xz e yz), juntamente com as cargas ¢ momentos
concentrados , representados por p; (conforme ilustrado na Figura , o Principio dos
Trabalhos Virtuais ¢ dado da seguinte forma:

5eTadVy = f siaTtd A, + 3 67 p; (4.24)
Ao -

Vo

onde V) e Ay sdo o volume da casca e a area da superficie, respectivamente.

Figura 4.4: Definicio dos carregamentos em um ponto da casca

O trabalho virtual interno ¢ obtido pela soma das contribuicées da membrana, flexao
e cisalhamento transversal. Substituindo a Equacao na Equacao e desprezando

a deformacao inicial, resulta em

seTadVy = f (8(=™) 0" + 28(M)To” + (") 0") dVi
Vo

Vo

t/2
_ / (6™ T / oPdz| dAg +
Ag —

t/2

L om

L2 t/2
+ / (Jeb)Tf Jpzdz+((5es)T/ ofdz| dAy (4.25)
Aq =

t/2 /2
— e —— N———
ob o

onde of = {am, Ty Tm,y,} eo’ = {Tm,z, Ty,zf}. Uma forma de simplificar a Equacaol4.25

e reduzir o dominio de integracao de trés para duas dimensoes ¢ realizar a integracao das
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tensoes através da espessura da casca. Nesse sentido, as parcelas [am,ab,as] presentes
na Equagao correspondem aos esforcos resultantes ao longo da espessura da casca,
conforme ilustrado na Equagao Ao efetuar a substitui¢ao desses termos pelos seus
esfor¢os equivalentes, obtém-se:

AT A ~ ~
62'6dAy = | sa"tdAy+ > 5] ps (4.26)

T

Ao Ay ;

Na teoria de Marguerre para cascas planas, todas as derivadas nas integrais da Equagao
sao de primeira ordem, permitindo o uso de elementos de continuidade Cj. Pela

discretizacao da superficie de casca, onde cada elemento esta no plano local x e y, os

deslocamentos locais sao interpolados como

di”
n d(;)
i = Y ¢d = [d1, b0, , 0] = ¢d (4.27)
i=1
dle

onde, ¢ é a matriz das funcoes de forma e d® é o vetor de deslocamento local de um né
contendo os deslocamentos no plano ug e vg, o deslocamento transversal wy e as rotagoes
t, e 6,, mostradas na Flgura

Figura 4.5: Casca discretizada com retangulos planos de 4 noés l, 2013).

Substituindo a Equagao nas Equagoes para a deformacgao local generalizada,
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resulta em
di
dy)
e=[By,Bs,---,B,]{ ~ ;=Bd® (4.28)
d®
Assim, tem-se que
be = Bosd"@ (4.29)

onde B representa as matrizes de deformacao generalizadas locais para o elemento, que
contém as derivadas das fungoes de forma utilizadas na interpolagao dos deslocamentos.
Na verdade, a matriz B é composta por duas parcelas distintas. A primeira, By, é
derivada da mesma matriz empregada na andlise linear (deformagoes infinitesimais). A
segunda parcela, By, esta associada aos deslocamentos e é dependente deles. Essas

matrizes podem ser expressas da seguinte maneira:

Bm
B=B,+By, = |B (4.30)
BS

onde B™, B e B?® sdo respectivamente as matrizes de membrana, flexdao e cisalhamento

transversal de um né, cujas parcelas lineares sao dadas por

00, 91y, 0 0
o o, gr
Br=|0 ayf a—nyy/ 00 (4.31a)
Op; 00 O, i
Ly + ==Ly
Oy Or' o' + ox' " 0 0_
000 0 %f
96, ox
B.=10 0 0 —ayj 0 (4.31b)
0p;i  0¢;
000 -55 5]
0 0 (%j' 0 &
B: = gz (4.31c)
00 L o—¢; 0
L oy’ ¢
onde Z,s e Z, sao dados por
= 00 = 0
Zx/ == zl: %ZOZ Zyl - zZ: @ZOl (432)

O campo de deslocamentos pode ser definido em termos das coordenadas naturais

(&,m). Assim, é necessario relacionar as derivadas das fungdes de forma ¢ em relacao a
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esse sistema de coordenadas. Essa relacao pode ser dada por:

0; 0§ on dp;

dx Sz oz | | on
= = J 'Dgy (4.33)
06 LSS I K
oy oy oyl | on
onde D¢y contém as derivadas do campo de deslocamentos e J é a matriz jacobiana, que
é dada por
ox Oy
5 6¢
J= (4.34)
ox Oy
on on

Como pode ser visto a expressao na Equagao é independente dos deslocamentos
devido & disting¢ao entre termos lineares e nao lineares feita na Equacao[2.6l Consequente-
mente, a variacao do vetor de deformacoes lineares é dada simplesmente por de = Brdd.

Para determinar a matriz da relacao deformacao-deslocamento nao linear, exclusiva aos
termos de membrana, considera-se a variacao da parte nao linear do vetor de deformacao

como dado a partir da definicao de deformagao na Equagao [2.6] declarado novamente

como: o i
5w/ 0 5w/
1 (55(] 511)’ 5x/ 1
en, == 0 S0 =—-Ap (4.35)
2 Yy Sw' 2
ow'  ow'
Loy ox’ ] 0y’

A variagao de e na Equagao produz a seguinte expressao:
1 1

Uma vez que A e 3 sao fungoes dos deslocamentos nodais. Ao inserir as expressoes para
£ e A na Equacao observa-se que 0A 3 = AdS (Crisfield, 1991). Com isso a Equagao

4.36| pode ser reescrita simplesmente como
denp = Adp = AGdHd (4.37)

A matriz A nao é adequada para representar a relacdo deformacgao-deslocamento, uma
vez que €y, deve ser uma funcao direta dos deslocamentos nodais, para isso, é necessaria

a introducao da matriz auxiliar, G, dada por:

6—¢00

G = or! (4.38)
00 ﬁ 00
oy’
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logo i i

00 a¢f Wy 00

5%,
m =AG=10 0 8yf Wy 00 (4.39)
0¢i 0¢i

00 Wy +—W, 0 0

i oz Y * oy |
onde os termos W, e W,/ sao definidos abaixo:

= J; = J9;

Determinadas as parcelas linear e nao linear da matriz da reagao deformacoes genera-
lizadas - deslocamentos, a matriz de deformagao-deslocamento em sua forma geral pode
ser obtida como B = By + Byr.

Introduzindo a discretizacao de elementos finitos e seguindo o processo padrao do
Principio dos Trabalhos Virtuais (Equagao , as equagoes de equilibrio para um tnico
elemento sao obtidas como

Pe) = Kode) — 1o (4.41)

em que p(e ¢ o vetor de forcas nodais e K ¢ a matriz de rigidez. f.) é o vetor de forcas
nodais equivalente devido as cargas distribuidas para o elemento nos eixos locais e pode

ser representado por:

fro) = /A B”SdA (4.42)

onde S é o segundo tensor de tensao de Piolla-Kirchhoff.

4.3.1 Matriz de rigidez

A matriz de rigidez K(.) na Equacao incorpora tanto os termos lineares de rigi-
dez, utilizados em analises com pequenos deslocamentos, quanto os termos nao lineares,
resultantes do emprego do tensor de deformacao de Green-Lagrange. A matriz pode ser

escrita da seguinte forma:

K =K, +Ki, + Ky =K + Ky (4.43a)
K, = / B.’DBrdA (4.43b)
A
Kz, = [ (B."DByy + By DBy + B DBy ) dA (4.43¢)
A
Kn.od = / 0BT NdA (4.43d)
A

A matriz Ky, representa a matriz de rigidez convencional para pequenos deslocamentos,
K, ¢ a matriz de deslocamentos iniciais ou matriz de grandes deslocamentos, e a matriz

Ky, é denominada matriz das tensoes iniciais ou matriz geométrica.
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Na matriz Ky, apenas os componentes de membrana dos esfor¢os sao relevantes,

T
isto ¢, N = {Nx/ N,/ Nx/y/} . Assim, a matriz Ky pode ser deduzida a partir das
Equagoes e 4.43d. Derivando a Equacao em relacao aos deslocamentos, obtém-se:

SBnL = 0AG = (6Bnp)" = GT6AT (4.44)
Substituindo em 4.43d, resulta em:
Kyod = / GTSATNdA (4.45)
A

Ao considerar a parcela dATIN e reorganizar seus termos, obtém-se:

[ow' ow’
5%’ O (')"y/ Na:’
SA'TN = N,
ow' ow'| INL.,
0 oy ox! i
ow'
i ox’
N ! N YU
= * Y =S8 = SGHd (4.46)
_Nl"y’ Ny/ 5wl
oy’

Visto que a Equacao estabelece que §5 = Gdd. Por fim, substituindo na
Equacao obtém-se:
Kni = / GTSGdA (4.47)
A

A matriz de rigidez do MEFG contém a matriz de rigidez padrao do MEF, incluindo
os graus de liberdade suplementares derivados do enriquecimento. Nas situagdes que

envolvem o MEFG, a matriz K pode ser desmembrada da seguinte maneira:

(4.48)

K — Kyer Kyervera
Kyeremer Kyera

Aqui, Ky/gr representa a matriz de rigidez conforme o Método dos Elementos Finitos
convencional, enquanto K grg encapsula os termos adicionais na matriz que estao as-
sociados apenas aos enriquecimentos introduzidos pelo MEFG. Por sua vez, Kyprymerc
estd associada a interagao entre os graus de liberdade provenientes do MEF e aqueles
relacionados as fungoes de enriquecimento.

Além disso, deve-se destacar a simplicidade da formulagao, considerando que a cons-
trucao do elemento é feita a partir da existéncia das matrizes de deformacao referentes

aos estados de flexao (elemento de flexdao de placa) e membrana (elemento de membrana),
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que podem ser obtidas separadamente.

K] = /A (B™TD™B"dA (4.492)
K, = /A (BY)TD'BYdA (4.49h)
K, = /A (B*)TD*B*dA (4.49¢)

4.4 Fenomeno de travamento

O fenomeno de travamento, também conhecido como bloqueio da solugao, que tem sido
amplamente investigado ao longo do tempo no ambito da modelagem e andlise numérica
de estruturas. Esse comportamento dos elementos pode ser delineado por duas abordagens
distintas:

« Bloqueio por efeito de cortante: O elemento mostra-se incapaz de reproduzir
com precisao as condi¢oes de deformacao de cisalhamento nulo & medida que a espes-
sura tende a zero. Essa presenca de termos espurios leva a um aumento progressivo
da rigidez a medida que o valor da espessura diminui. Esse fenomeno ¢é inerente a
formulacdo da teoria de cascas baseada na teoria de Reissner-Mindlin.

« Bloqueio por efeito de membrana: O bloqueio da membrana pode ser inter-
pretado como a incapacidade do elemento em reproduzir um campo de deformacao
de flexao pura sem introduzir deformacoes de membrana esptrias. Em cascas onde
que os efeitos de flexdo sdo dominantes, o bloqueio da membrana possui menor
relevancia, sendo necessario considerar apenas o bloqueio por cisalhamento. No en-
tanto, em problemas com alto acoplamento flexdo-membrana, o bloqueio da mem-
brana pode perturbar a solucao. Isso ocorre frequentemente em cascas discretizadas
em camadas ou em elementos com curvatura.

O problema de travamento da solugdo pode ser visto, de maneira qualitativa, como
uma incapacidade da analise por elementos finitos de conseguir reproduzir a energia de
deformagao exata do modelo matematico/mecénico considerado, resultando em uma su-
perestimativa da rigidez e consequentemente levando a uma tendéncia de divergéncia dos
resultados obtidos a partir de solugoes tedricas (Chapelle e Bathe, 2010, Ko et al., 2016).

Além da influéncia da espessura, a formulacao do elemento, as condi¢oes de contorno
impostas ao modelo da casca e o tipo de interpolagao utilizadas para o campo de desloca-
mentos também sao apontados na literatura como pontos que favorecem o aparecimento
do fenomeno de bloqueio |Valente| (2004).

Matematicamente, é possivel ilustrar o fendmeno de travamento, considerando-se a
matriz de rigidez de um elemento de espessura constante e desprezando-se o acoplamento

local membrana/flexao. Partindo dessas premissas a Equacao de equilibrio pode ser
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reescrita como:
tK]" + £°K? + tK:| d. — f. = p. (4.50)

Como pode ser observado, os termos de membrana e cortante da matriz de rigidez podem
ser agrupados, uma vez que a influéncia da espessura t na matriz é da mesma ordem de
grandeza. Assim:

K+t (K + K7)| de — £, = pe (4.51)

A Equagao esta referida ao sistema local e, assim, se todos os elementos fossem
coplanares, e supondo que somente atuassem carregamentos que provocam flexao e cisa-

lhamento, o problema reduziria-se ao caso de elementos de placas sujeitos as hipoteses de
Mindlin:

(K’ +aK*)d" = f* (4.52a)
K™d™ = ™ (4.52D)

onde f? e f™ sdo os vetores de carga equivalentes de forca nodal devido as cargas de flexdo
e no plano.

Pode-se observar que nao ha problema em encontrar a solu¢ao de membrana resolvendo
a Equacao 4.52b. No entanto, o termo a na Equacao 4.52a é funcdao do material e das
caracteristicas geométricas da placa, e, segundo Onate (2013), representa um fator de

penalidade, podendo ser explicitado por:

(4.53)

onde F e (G sdo, respectivamente, os modulos de elasticidade longitudinal e transversal,
L é um comprimento de referéncia e k é o coeficiente de distor¢ao transversal.

Analisando a Equacao conclui-se que a medida que a espessura diminui, t — 0,
ocorre a — 00. Assim, ao tornar a placa mais fina, os termos de cortante vao progres-
sivamente dominando a solucao, e a menos que K* seja singular, os deslocamentos irao
tender a zero, d — 0, representando o bloqueio da solucao.

Os termos de membrana também podem contribuir para o comportamento de trava-
mento em cascas, embora esse efeito geralmente seja menos significativo do que o tra-
vamento de cisalhamento. Uma representacdo matematica do travamento de membrana
pode ser obtida ao escrever a equacdo de equilibrio global, dividida por 3, da seguinte
forma:

K’ +a(K"+K)|d=f (4.54)

Essa Equagao sofre do mesmo problema da Equacao 4.52a, ou seja, a soma dos termos
de membrana e cisalhamento transversal tera uma grande influéncia para situagoes em

que a espessura da casca ¢ excessivamente fina.
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Assim, a precisao da solucao da Equagao vai se deteriorar para a seguinte situagao:
(K"+K°)d=K™d =0 (4.55)

o que requer a singularidade de K™ = K™ + K? para a obtencao de uma solugao nao
trivial.

O travamento da solu¢ao pode entao suscitar a questao de saber se o uso de modelos
de elementos finitos de cascas é realmente eficaz do ponto de vista computacional, quando
comparado a uma andlise a partir de solugbes tedricas.

Uma das abordagens pioneiras e mais simples para tratar este problema é o uso de
técnicas de integracao reduzida ou integragao seletiva (Bathe, 2006). Essas técnicas tem
como objetivo singularizar a matriz de rigidez devido ao cisalhamento, realizando a inte-
gracao de forma independente das matrizes de membrana e flexao. Isso é alcancado por
meio da utilizacao de ordens diferentes na integracao,a partir da reducdao do nimero de
pontos de Gauss-Legendre na integracao.

No entanto, o uso dessa técnica é restrito pelo fato de que a redugao da quadratura im-
plica no surgimento de modos esptrios. A propagacao ou nao destes mecanismos depende
essencialmente da compatibilidade dos elementos e das condi¢oes de contorno. Portanto,
as técnicas de integracao reduzida ou seletiva devem ser utilizadas com cautela, conside-
rando esse fendomeno que pode afetar diretamente a qualidade da solucao, uma vez que
a propagacao dos modos de energia nula pela malha pode deteriorar a solucao. Existem
métodos para eliminar esses modos espirios, mas que sao particulares para determinados
tipos de elementos, o que restringe a natureza geral do processo de integracao reduzida
ou seletiva.

A literatura aponta a utilizacdo de campos de deformagoes assumidas ou impostas
como uma forma mais geral e eficiente de se tratar o fendémeno de bloqueio da solucao.
Desenvolvida por Bathe e Dvorkin (1984) a técnica é atualmente designada como método
da interpolacao mista das componentes tensoriais (Mized Interpolation of Tensorial Com-
ponents - MITC) (Bathe et al., [1990). O esquema MITC tem sido utilizado com muito

sucesso no desenvolvimento de elementos de cascas gerais.

4.4.1 Método da interpolacao mista das componentes tensoriais
- MITC

O objetivo do método é criar um campo de deformacgoes mais adequado do que o
campo original, que seja capaz de anular a parcela de deformagao resultante de esforgos
cisalhantes em espessuras pequenas e, a0 mesmo tempo, garantir que o elemento possa
reproduzir estados de flexdo pura sem apresentar deformagoes por membrana.

Uma caracteristica importante da formulagao do elemento MITC é o uso de compo-
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nentes tensoriais de deformagoes de cisalhamento, tornando o elemento resultante rela-
tivamente insensivel a distorcao. Para evitar o problema de travamento devido ao cisa-
lhamento, os efeitos de flexdo e cisalhamento sdao incorporados na matriz de rigidez do
elemento por meio de interpolagoes distintas.

A abordagem de interpolagdo mista de componentes tensoriais (MITC) é um método
do tipo “deformacoes impostas”, no qual o campo de deformacao transversal original,
baseado em deslocamento, de um dado elemento é re-interpolado com base em novos
pontos de amostragem, que sdo diferentes dos pontos gaussianos. Esses novos pontos
sao projetados para atender as condi¢oes de placas finas ou cascas finas. Em termos
gerais, o campo interpolado de deformacao transversal é representado por componentes

modificados e pode ser expresso da seguinte maneira:

=ar(u)+ay(u)l+az(u)n+---+a, )P =0 (4.56)

onde £° é uma das componentes de deformacao por cisalhamento escrita em funcao das
coordenadas naturais do elemento, e «; sao os coeficientes do polindémio aproximador em
funcao dos deslocamentos.

Para se obter £° = 0, é preciso que

A Equagao[d.57)estabelece uma restrigao linear entre as deflexdes nodais e as rotagoes, o
que pode ser compreendido sob uma perspectiva fisica. No entanto, em muitos elementos,
a; é dependente apenas das rota¢oes nodais. Nestes casos, a condi¢ao «; (6) = 0 torna-se
excessivamente restritiva, resultando em um campo de deslocamentos nulo. Essa condicao,
por sua vez, nao apenas falha em refletir com precisao a realidade fisica em algumas
situagoes, mas também caracteriza o fenémeno de bloqueio da solugao.

Conclui-se, a partir do exposto, que uma maneira de evitar o bloqueio da solucao é
avaliar as deformagoes transversais de cisalhamento em pontos onde os termos indesejados
a; (0) se anulam. A partir disso, as condigoes de placas e cascas finas podem ser obtidas
impondo o campo de deformagdes impostas (que na andlise recebe o indice (AS)) que
satisfaga a condigdo estabelecida pela Equagdo [4.47, Desse modo, as deformagoes de

cisalhamento passam a ser interpoladas da seguinte maneira
m
s = D Dk ek (4.58)
k=1

para um dado ponto de Gauss. Na Equacao [4.58] ) sdo os valores das deformagoes de

cisalhamento em m pontos dentro do elemento e ¢ sdo as funcdes de forma correspon-



7

dentes. Combinando as equacoes e[4.58] obtém-se:

Sl = 3 0f By = Bigd (1.59)
k=1
onde B%¢ ¢ a matriz da relacao deformacao generalizada-deslocamento de cisalhamento
imposta, a ser definida. A partir desse ponto, a matriz B¢ passa a ser utilizada no
processo da formulagado por elementos finitos, da maneira usual, no lugar da matriz original
B¢ para calcular a matriz de rigidez de cisalhamento.

Por fim, é possivel determinar o campo de deformacoes impostas para os elementos
finitos de casca adotados nesse trabalho. No sistema INSANE, os elementos que tratam
do problema de travamento da solucao foram implementados por Saliba (2007) para pro-
blemas de flexdo de placas, recebendo a denominagao de elementos RMCI (Elemento de

Reissner-Mindlin com Cortante Imposta).

4.4.2 Elemento quadrilateral de 4 né6s (MEFGMITC4)

O conceito por tras da formulacao do elemento MEFGMITC4 esta bem estabelecido na
literatura de elementos finitos (Bathe e Dvorkin, 1985, Bucalem e Bathe, 1997, |Chapelle
e Bathe, 1998, Bathe, 2006). A metodologia apresentada anteriormente é agora aplicada
ao elemento quadrilateral de quatro nés seguindo a abordagem proposta por Bathe e
Dvorkin| (1984) e generalizada por Huang e Hinton| (1986), incorporando a independéncia
da malha e insensibilidade a distor¢ao angular dos elementos presente na formulacao do
MEFG (Barros, 2002).

Esta abordagem combinada com formulacao do MEFG busca aliviar o bloqueio que
pode acontecer quando os elementos de casca MITC4 tradicionais sao distorcidos ge-
ometricamente. Este estudo, representa um passo adiante no estudo do fendémeno de
travamento por cisalhamento na andlise de elementos finitos de casca fina.

O primeiro passo ¢é interpolar as deformagoes de cisalhamento () no sistema natural

(&,1m), conforme ilustrado na Figura 4.6(a). Logo:

’)/5 =1 + Qg7 (4603)
”)/,7 = Q3 + Oé4£ (460b)

Os parametros «; sao encontrados nos pontos de amostragem 1, 2, 3 e 4 representados no
elemento da Figura . Assim, as deformagdes de cisalhamento nos pontos amostrais
é dada por

Yas = (a1 + agn) cos B; + (a3 + au) senf; (4.61)

onde (; é o angulo que uma dire¢do natural pré-definida, éi, forma com a direcao natural
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Figura 4.6: Elemento quadrilateral de quatro nés. a) Campo de deformagoes transversais im-
postos. b)Pontos de amostragem para o elemento de 4 nds.

. As deformacoes v45 estdo relacionadas com ¢ e v, por:

— - "’fl

’*/i;s 10 0 “/i

2 n

o 01

a5t = B (4.62)

Vas ~10 A

Vg 0 01, ;ﬁ

\ N

onde 4’ contém as componentes da deformacio no sistema natural avaliadas nos pontos de
amostragem e T é a matriz formada pelos cossenos diretores dos eixos &;. As deformacoes
transversais de cisalhamento cartesianas nos pontos de amostragem estao relacionadas

com as deformacoes transversais no sistema natural por:

1
Yz
J! ol {3
32 fyz
’?/f = J3 = C""/AS (463)
~4
0 J/l xz
~4
\Tyz

A relacao entre as deformacoes transversais de cisalhamento cartesianas nos quatro

pontos de amostragem e os deslocamentos nodais ¢ dada por:
m
Yas =Y oL Bid;, = Bd (4.64)
k=1

onde ¢* correspondem as funcgoes de forma enriquecidas.

Este elemento recebeu diferentes denominacoes na literatura. Neste contexto, sera
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referido como MEFGMITC4 (indicando a combinagao da cortante imposta com o método
dos elementos finitos generalizados). O calculo da matriz de rigidez requer uma quadratura
completa para todos os termos, o que preserva a integridade do elemento em relacao a
mecanismos espurios.

Ao contrario do elemento RMCI tradicional, que exige malhas finas em certas aplica¢oes
(Onate, 2013), o elemento MEFGMITCA4 se beneficia da independéncia da malha e da re-
lativa insensibilidade a distor¢ao angular dos elementos, alcangadas por meio das funcoes

de enriquecimento, para aprimorar a andlise.
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CAPITULO 5

ANALISE FISICAMENTE NAO LINEAR: MODELO CONS-

TITUTIVO ELASTOPLASTICO COM DEFORMACOES FINI-
TAS

Neste capitulo, é apresentada formulag¢ao de modelos constitutivos elastoplasticos para
uma andlise de grandes deformagoes. Os principios tedricos e algoritmos aqui discutidos
constituem uma extensao da formulagao proposta por|Souza Neto et al. (2008) e detalhada
por (Oliveira (2016) para modelos elastopldsticos no regime de pequenas deformagoes.

A teoria apresentada neste contexto serve como base para a compreensao da teoria
matematica da plasticidade isotrépica de grandes deformagoes. E importante ressaltar
que a generalizacao dos modelos de deformacoes finitas abordados aqui abrangem todos os
aspectos fundamentais necessarios ao desenvolvimento de modelos multiaxiais isotropicos
de grandes deformagoes.

Como destacado por|Souza Neto et al. (2008), a formulagdo de um modelo constitutivo
elastoplastico requer a descri¢cao dos seguintes elementos: a decomposicao de deformagoes
elasticas e plasticas, uma lei eldstica, um critério de escoamento, uma regra para o fluxo
plastico e uma lei de endurecimento ou amolecimento do material.

E fundamental reconhecer que os modelos constitutivos frequentemente adotam notagoes
especificas, e embora compartilhem semelhancas em muitos casos, a falta de uniformidade
nas formulagoes dificulta uma implementagdo computacional genérica e objetiva. Neste
trabalho foi utilizado o Ambiente Unificado proposto por [Penna (2011) e explorado por
Gori et al. (2017). Esse Ambiente apresenta uma expansao da tedrica proposta por Ca-
rol et al. (1994) e permite a inclusdo de uma ampla variedade de modelos constitutivos
- elastoplasticos ou de degradacao elastica; isotrépicos, ortotrépicos ou anisotrépicos -
formulados com uma ou varias funcoes de carregamento.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: A sec¢éo tem inicio com uma
breve revisao do desenvolvimento da plasticidade computacional de deformagoes finitas,
seguida da descricdo do modelo geral de plasticidade multiplicativa baseada em elasto-
plasticidade multiaxial. Na secdo [5.2], explora-se a formulagao do modelos constitutivo
segundo o Ambiente Unificado. Detalham-se as parcelas necessarias para a descri¢ao de

cada modelo, destacando a relagdo entre a forma original e a abordagem proposta neste
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trabalho. Finalmente, na se¢ao [5.3, apés a descri¢do do modelo geral, prossegue-se com
a derivacao de um algoritmo para a integracao das equagoes constitutivas de plasticidade

no contexto das deformacoes finitas.

5.1 Modelo constitutivo elastoplastico geral para gran-
des deformacoes

A teoria da plasticidade compreende grande parte da modelagem constitutiva de ma-
teriais em geral. Essa teoria busca descrever matematicamente as deformacoes imediatas
e nao reversiveis que ocorrem em um corpo sélido, ou seja, deformacoes que nao desa-
parecem totalmente ao serem removidas as for¢as que lhe deram origem(Owen e Hinton,
1980, Lubliner, 1990, Chen e Han, 2007, Souza Neto et al., 2008).

Teorias infinitesimais podem ser adotadas para modelar o comportamento de sélidos
inelasticos desde que as deformagoes e rotacoes permanecam suficientemente pequenas.
No entanto, quando as deformagoes e/ou rotagoes se tornam tao grandes que ndo podem
ser desprezadas, as hipoteses da deformacao infinitesimal nao podem ser introduzidas sem
uma significativa perda de precisao.

A formulacao de modelos constitutivos elastoplasticos para grandes deformacoes origina-
se no final da década de 1950. Nos ultimos anos, a abordagem baseada na decomposi¢cao
multiplicativa do gradiente de deformagdes ganhou ampla aceitagao (Simo e Hughes, 1998)
e compoe as bibliotecas atuais de muitos softwares para analise de elementos finitos com
modelos constitutivos elastoplasticos de grandes deformacoes.

O modelo constitutivo elastoplastico isotrépico sob deformagoes finitas formulado a
seguir, pode ser definido seguindo o axioma da termodinamica com variaveis internas,
derivado do Método do Estado Local. A premissa para a formulacdo de um modelo
constitutivo considera que um processo nao equilibrado pode ser descrito a partir de seu
estado de equilibrio e consequentemente pelo processo de variacdo de suas varidveis de
estado (Murakami, [2012). Essencialmente, o modelo constitutivo é definido postulando

1. Um potencial de energia livre, a partir do qual a lei hiperelastica ¢ derivada;

2. uma funcao de escoamento para definir o inicio das deformagoes plasticas;

3. um potencial de dissipacao, a partir do qual derivam a regra de fluxo plastico e as

leis de evolucao para as varidveis internas.

5.1.1 Decomposicao multiplicativa do gradiente de deformacoes

A hipétese principal subjacente a estrutura do modelo constitutivo elastoplastico sob

deformacoes finitas é a decomposicao multiplicativa do gradiente de deformagdes, F, em
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parcelas elasticas e plasticas, isto é, presume-se que o gradiente de deformacoes pode ser

decomposto como o produto

F = F°F” (5.1)

onde F¢ e F? sao, respectivamente, os gradientes de deformacao elastica e plastica. Deve-
se enfatizar que nenhum dos dois fatores do lado direito da Equacao é necessariamente
o gradiente de um campo de deformagoes nem satisfaz quaisquer condigdes de compati-
bilidade (Naghdi, 1990).

A decomposicao multiplicativa de F, incorpora a suposicdo da existéncia de uma
configuragao intermediaria sem tensoes definida pelo gradiente de deformagoes plésticas,
FP. Em cada ponto material, a configuracao intermediaria local é obtida a partir da
configuragao deformada com descarregamento puramente eldstico (associada ao inverso
de F¢) de sua vizinhanga. Esse conceito é ilustrado esquematicamente na Figura

Em vez de ser apenas uma extensao matematica da decomposicao aditiva, carac-
teristica da teoria da plasticidade em regime de pequenos deslocamentos e pequenas de-
formagoes, a decomposi¢cao multiplicativa do gradiente de deformagoes encontra uma jus-
tificativa solida e consistente na teoria da plasticidade aplicada a cristais (Asaro, 1983,
Fornel, 2018). Essencialmente, a deformagao plastica é resultante do deslizamento de
por¢oes do cristal (devido ao movimento de discordéncias) em relacao a planos crista-
lograficos bem definidos (Figura [5.1)).

Sob deformacao finita genérica, os blocos do cristal deslizam uns sobre os outros sob
a agao simultanea de rotacao e distorcao da rede. A deformacao plastica esta relacionada
com o movimento de discordancias através da rede cristalina preservando a estrutura do
cristal. Entao a parte plastica do gradiente de deformacoes ndo modifica a orientacao dos
vetores diretores dos sistemas de deslizamento cristalograficos. A contribuicao elastica
por outro lado, representa a rotagao e distorcao da rede cristalina.

Apos a divisao multiplicativa, os alongamentos e rotagoes associados as partes elasticas
e plasticas do gradiente de deformagoes sao obtidos através da realizacao de decomposigoes

polares:
F¢=R°U° = V°R¢ (5.2)

F? = RPU” = V’R? (5.3)

onde U¢(UP) e V¢(V?) sao tensores simétricos positivos definidos, denominados tensores
de deformacao elastica (pldstica) direito e esquerdo, respectivamente. Os tensores U e
V representam a deformacao pura sofrida pelo corpo, sendo que o tensor U opera sobre
vetores materiais e o tensor V opera sobre vetores espaciais. O tensor R¢(RP) representa
a rotagao elastica (plastica) do corpo mapeando vetores materiais em espaciais.

A decomposicao multiplicativa de F tem implicacoes no gradiente de velocidade defi-
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Figura 5.1: Decomposi¢ao multiplicativa do gradiente de deformagdes. Adaptado de
Neto et al}[2008)

nido por:
L=V,v=FF! (5.4)

Introduzindo a Equacao em e derivando a Equacao resultante usando a regra

do produto, obtém-se a seguinte decomposicao aditiva de L
L =L¢ + FLP(F*)™! (5.5)

onde L e F? sdo, respectivamente, os gradientes de velocidade elastica e plastica, definidos

CcoImo

L° = F°(Fo)! (5.6a)
L? = F'(F)! (5.6b)

O gradiente de velocidade, L, ¢ uma variavel na configuracao deformada. Consequen-
temente, o gradiente de velocidade plastico, LP, na Equagf—io ¢ pré e pos-multiplicado,
respectivamente, por F¢ (que mapeia a configuragiao intermedidria local na configuragao
deformada) e sua inversa. Isso faz com que a contribui¢ao plastica para L na Equagao
seja uma variavel na configuracao deformada.

Para estabelecer uma regra de fluxo de plastico dentro da estrutura da plasticidade
multiplicativa, ¢ conveniente definir os tensores tensores taxa de deformacao e taxa de

rotagao plastica como

D? = sym[L7] (5.7a)
WP = skew[L?] (5.7b)
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O tensor taxa de rotacao plastica, WP representa uma taxa instantanea de rotacao
rigida da configuragao intermediaria. Por outro lado, o tensor de taxa de deformacao, D,
estd associado a um campo de velocidade de deformacoes puras que alonga o corpo local-
mente, sob trés dire¢coes mutuamente ortogonais, a partir de sua configuracao deformada
atual definida pelos autovetores de D.

O tensor DP? pode ser interpretado de maneira analoga. No entanto, este tensor esta
relacionado exclusivamente com F? que define a configuragdao intermediaria. Portanto,
DP quantifica a taxa instantanea de deformacao plastica na configuracao intermediaria ao
longo das trés dire¢oes mutuamente ortogonais definidas pelos autovetores de D?P. Usando

e; para denotar uma base ortonormal dos autovetores de D?, tem-se o seguinte:
3
1

onde @ é o autovalor de DP associado ao autovetor e;. Cada autovalor dd a taxa ins-
tantanea de deformacao da configuracao intermediaria ao longo de uma direcao de e;.

A formulagado do modelo constitutivo multiplicativo e todas as varidveis cinematicas
envolvidas na formulacao constitutiva serao expressas na configuracao deformada den-
tro do contexto da estrutura constitutiva atual. Ao definir a regra de fluxo plastico, é

necessario empregar a seguinte rotacao para DP:
D’ = R°D’R¢" = Resym[F"F*'|R*" (5.9)

O tensor acima representa a taxa de deformacao plastica que foi rotacionada (pela
rotagao elastica) para a configuracao deformada, e serd denominado de taxa de deformagao

plastica rotacionada. Pode ser representado como:
D = deéi ® €; (5.10)
1
onde €; = Rfe;

5.1.2 Deformacgao elastica logaritmica

Na descricao deste modelo geral elastoplastico sob deformagoes finitas, o modelo de
Hencky para o material elastico linear é adotado e a deformagao logaritmica é usada para
medir as deformagoes elasticas (Lubliner, 1990). Sob condi¢oes de tensdao uniaxial, a lei

de hiperelasticidade de Hencky pode ser expressa como:
7 = Eln\ (5.11)

onde 7 representa a tensao axial de Kirchhoff e A é a deformagao uniaxial. A Equagao|5.11]
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pode ser reescrita em termos de deformacao elastica, ou seja, pode-se utilizar a seguinte

extensao da Equacao constitutiva elastica unidimensional:
T = Fe° (5.12)

onde ¢, representa as deformacgoes logaritmicas elasticas, que, para o modelo geral de

grandes deformagdes, podem ser definidas como:

1
et = §lnB6 (5.13)

onde In(+) acima denota o logaritmo do tensor (-) e
B¢ = Fe(Fe)T

é o tensor de tensao Cauchy-Green elastico esquerdo, também conhecido como deformagao
Lagrangiana de Hencky.

O uso medida de deformacao logaritmica para descrever o comportamento elastico
do material é particularmente adequada para o modelo de grandes deformacoes. Além
do seu apelo fisico como extensdo da medida de deformacao elastica infinitesimal, seu
uso, aliado a aproximagoes adequadas a regra de fluxo pléastico, resulta em simplificacoes
substanciais no algoritmo de integracao de tensoes e permite uma extensao natural, a faixa
de deformagoes finitas, dos algoritmos de mapeamento de retorno adotados no contexto
da teoria da plasticidade em regime de pequenos deslocamentos e pequenas deformacoes
(Souza Neto et al., 2008)).

5.1.3 Energia potencial livre e a lei elastica

Para formular uma lei constitutiva, é necessario postular a existéncia de um poten-
cial termodinamico que seja determinado por um conjunto finito de variaveis de estado
relacionadas aos fendmenos que o modelo visa descrever. Essas variaveis podem ser cate-
gorizadas como variaveis observaveis e varidveis internas.

Como apontado por Murakami (2012), as variaveis observaveis sao aquelas que podem
ser medidas diretamente e tém a capacidade de quantificar fendmenos mecanicos, como
deformacgoes elasticas, viscoelasticas, plasticas, bem como dano e fissuracao. Exemplos
dessas variaveis incluem a temperatura, 7, e a deformagao total, €. Por outro lado,
as variaveis internas desempenham um papel fundamental em fenomenos dissipativos e
estao associadas a representacao adequada das mudancas no estado interno do material.
Portanto, essas variaveis internas sao dependentes do fendmeno que esta sendo descrito e
refletem os processos irreversiveis, como o desenvolvimento de deformagoes plasticas, &P,
ou o encruamento.

Dentro do enfoque da termodinamica dos processos irreversiveis, definidas as variaveis
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observaveis e as variaveis internas, o potencial de energia livre para a teoria da plasticidade

é construido de modo a ter a seguinte forma geral:

U(ef a) (5.14)

do qual a lei hiperelastica é derivada. Nesta forma geral @ é expresso em funcao da
deformacgao logaritmica elastica e um conjunto genérico v = vy, @, - -+ , ay de variaveis

internas associadas a mecanismos dissipativos. A derivada temporal da energia livre é

dada por
oY 1
= . ée + jA * O{ 515
b (5.15)
onde A = Ay, Ay, - -+, Ay s@0 as forgas termodindmicas conjugadas as variaveis internas e

p é a densidade de massa de referéncia. O simbolo % denota um produto adequado entre
A e &, definido em funcao das ordens dos tensores envolvidos.
Aplicando a regra da cadeia a defini¢ao da Equacao [5.13, a diferenciagdo no tempo

desta ultima expressao, resulta em

o 10¢ OB .. 1.
= = ———:B +-A
VT 8= B Toara
1w OMBY)] . e a1,
_ Q[age. e ].B BB oAa (5.16)

O primeiro termo da Equacao anterior pode ser obtido utilizando o produto interno de
tensores |'| E importante observar que, de acordo com a definicao de ¢, os tensores ¢
e B¢ compartilham os mesmos eixos principais. Além disso, devido a isotropia de v, o

tensor ggﬁ também possui os mesmos eixos principais. Portanto, a seguinte identidade é

véalida no contexto atual:

v 9(WB) . O

i ———B = 5.17
Oe¢ oB¢ Oe¢ (5.17)
e a Equagao pode ser reescrita como
: 10y e .1 1
= - : B B¢ —Axd 5.18
V=550 +oAxa (5.18)

Por definicao, B¢ = F°F° | ou, em vista da suposi¢cao de decomposicao elastoplastica
multiplicativa, B¢ = F(F?"")(F? " )FZ. A diferenciaciio no tempo desta tltima expressao

e substitui¢do em [5.18| resulta, apds algumas manipulagoes, em

0 1 1
= 9D+ = [FFP(FP ) F" + FE(FP T ) FTFe! } —A
v = LD [FEE YR R |} +2axa
1 - 1
L {D — SVRS[LP + LPT] RGTVH} +ZAxd (5.19)
Oe® 2 p

'IR:ST=STR:T=RT?:S
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onde foram utilizadas as relagoes

1

PP (F7) = -F'FY = -1 (5.20)
(F) ¥ = —F (F) = -1 (5.21)
obtidos, respectivamente, a partir da derivada no tempo das identidades

FPFP =] (5.22a)
| I (5.22b)

Finalmente, com a introducao da defini¢ao do tensor de taxa de deformacao
plastica, DP e, levando em consideracao a isotropia elastica, a taxa de mudanca de energia
livre pode ser expressa como

% . (D-D") + iA % (5.23)

v= Oe® P

A partir da Equacao da energia livre, pode-se expressar a segunda lei da termo-
dindmica, que estabelece a irreversibilidade dos processos dissipativos, na forma da desi-

gualdade Clausius-Duhem e requer que
7:D—ph >0 (5.24)

de modo que, ao introduzir [5.23, obtém-se

<T—p§i):D—p§i:Dp—A*d20 (5.25)

O requisito de dissipacao nao negativo é entao reduzido a
D' —Axa>0 (5.26)

Como a desigualdade acima deve ser valida para qualquer movimento (e, portanto,
qualquer tensor D), o que tem implicagdes na Equagdo constitutiva para o tensor de
tensoes de Kirchhoff. Da mesmo forma que acontece no caso de pequenas deformagoes,
assumindo que a Equagdo[5.26]deve ser satisfeita para todos os processos termodindmicos,
adota-se uma lei de escoamento geral , ®(7, A), para definir o inicio do fluxo plastico.

Isso nos leva as seguintes relagoes constitutivas

o
T=Ppe (5.27a)
_ow

onde p ¢é a densidade de massa de referéncia.
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Consequentemente, o dominio eldstico onde ocorrem apenas fendmenos reversiveis é
definido como o conjunto

& = {r|®(r,A) <0},

do espago das tensoes. O escoamento plastico pode ocorrer apenas se 7T estiver na superficie

de escoamento - limite do dominio elastico - definida por
Y ={r|®(1,A) =0}, (5.28)

As tensdes de Kirchhoff admissiveis devem situar-se no dominio eldstico ou na su-
perficie de escoamento. Para um dado conjunto A, as tensoes Kirchhoff admissiveis sao
definidas como

& = {r|®(1,A) <0}, (5.29)

5.1.4 Regra de fluxo plastico sob deformacoes finitas

A caracterizacdo completa de um modelo elastoplastico, requer a definicdo de uma
lei que descreva a evolugao das variaveis associadas aos fendmenos dissipativos (Oliveira,
2016). No presente contexto é adotada uma regra de fluxo plastico geral, ¥(7, A), expressa,
como uma func¢ao das tensoes de Kirchhoff e do conjunto de forcas termodinamicas. Com

o potencial de dissipa¢ao, a evolucao do escoamento plastico toma a forma

0¥
D’ =55 (5.30a)

WP =0 (5.30D)

As duas equagoes acima definem completamente a evolucao de FP. De fato, a defini¢ao
de D", juntamente com as leis constitutivas sao equivalentes a seguinte lei de
evolucao para o gradiente de deformacao plastica
r 0¥

b o el e
L =F (F")" = A(R)" 5

R° (5.31)
onde A representa a magnitude das deformacdes plésticas e é um escalar denominado
multiplicador plastico, cujo valor é nulo durante as deformagoes elasticas e positivo em
caso de deformacoes plasticas.

A hipétese de rotagao plastica zero é compativel com a isotropia plastica, que é a
condi¢ao a qual o modelo atual esta restrito. A introdugao da anisotropia plastica exigiria
a definicao de uma equacao constitutiva adequada para a rotagao plastica.

A isotropia plastica também implica que os tensores 7 e OW /0T sdo coaxiais, o que
significa que eles compartilham os mesmos eixos principais. Portanto, na equagdo cons-
titutiva mencionada acima, as diregoes principais do alongamento na configuracao in-

termediaria sdo obtidas girando os eixos principais da tensdao de Kirchhoff de volta a
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configuracao intermediaria. Na auséncia de rotacoes elasticas, as principais dire¢oes do
alongamento plastico coincidem com as direcoes da tensao de Kirchhoff.

Sob a isotropia elastoplastica, a regra de fluxo plastico mencionada acima é equiva-
lente a seguinte equacgao constitutiva para a contribuicao plastica total, F¢LP (Fe)_l, ao
gradiente de velocidade [5.31} -

FL? (F¢) ' = Ao (5.32)
T

A equivaléncia entre as duas equacoes pode ser estabelecida usando primeiro a decom-

posicao polar esquerda de F¢, o que, apés um rearranjo direto da

L? = AR (Vo)™ %‘fveRe (5.33)

Devido a isotropia elastoplastica assumida, V¢ e 0¥ /07 se deslocam para que os
termos V¢ e (V€)™ se cancelam na Equacio acima, resultando em m

Na teoria infinitesimal, a divisao aditiva do tensor de deformagoes permite que o mo-
delo elastopléstico seja moldado de maneira equivalente em termos da taxa de deformagao
plastica ou da taxa de deformacgao elastica (Souza Neto et al., [2008). A definicao de
equacoes equivalentes baseadas em taxas elasticas também é possivel dentro da estrutura
atual para a plasticidade sob deformacéoes finitas. No entanto, devido a natureza da ci-
nematica da decomposicao multiplicativa, a relagao entre as taxas elastica e plastica é
mais complexa do que na teoria infinitesimal. A Equacao de evolucao do gradiente de
deformacao elastica correspondente a Equacao de fluxo plastico dentro da estrutura

cinematica multiplicativa é a seguinte:

. 0¥

F(F) ' =FF ! - \=— 5.34
(F) = (5:34)
ou, com uma notag¢ao mais compacta,
oA
L°=L—-)\— 5.35
or ( )

A Equacao acima é obtida simplesmente pela introducao da Equacao de fluxo de
pldstico nas expressoes dos gradientes de velocidade [5.5 e [5.6]
Com o potencial de dissipa¢do, uma Equacao para evolucao do conjunto de variaveis

internas pode ser postulada com o seguinte formato
&= MH(T,A) (5.36)

Se a formulacdo potencial da evolugao das variaveis internas for adotada, a funcao
constitutiva H é dada por

AH(T,A) = —gi

Na Equacao acima, o multiplicador de plastico, A, é necessario para satisfazer as relagoes

(5.37)
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de complementaridade de Kuhn-Tucker
d<0 , A>0 e PA=0, (5.38)

responsaveis por definir quando a evoluc¢ao das deformacgoes plasticas e das variaveis in-

ternas podem ocorrer.

5.2 Formulacao geral para modelos constitutivos elas-
toplasticos

De acordo com |Carol et al. (1994), as equagoes de taxa para a formulagao elastoplastica
baseada em tensao podem ser expressas como

ij = Eijl (€ — €50) (5.39)

1,

com
e = Amyy (5.40)

onde E?jkl sao os componentes da rigidez do tensor elastico, \ é o multiplicador pldstico,
my; sao os gradientes das fungoes de potenciais plasticos @ (com my = 0Q/0oy), que
representa geometricamente a diregdo da regra de fluxo e £}, é a variagao das deformacoes
plasticas.

A Equagao abaixo representa a forma linearizada da condi¢ao de consisténcia da
superficie de rendimento F'(o,p) onde os argumentos da fungao sao o tensor de tensdo o

e as variaveis internas p.

. oF oF
F=—06;+—| p.=0 5.41
anjp0]+ apk gpk ( )
Podendo ser escrita como:
com oF

i = 5.43
n J 30@‘ ) ( )

¢ oF or| 9

Di

— 2| - _ e 44
H B ) o ) 5szkl (5.44)

onde n;; representa gradientes de I’ para valores constantes do multiplicador plastico A e
H é o médulo de endurecimento isotropico, obtido de F' derivado para valores constantes
de o, sendo positivo para o caso de endurecimento, zero para o caso de plasticidade
perfeita e negativo para amolecimento.

Em um modelo associativo, a taxa de deformacao plastica é um vetor normal a su-
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perficie de escoamento no espaco de tensoes. Neste caso, a func¢ao de carregamento F' e
a regra de fluxo sdo definidas de tal forma que n e m sao totalmente proporcionais (ou
seja, @ = F'). Em modelos de plasticidade nao associativa, o vetor de deformagao pléstica
geralmente nao é normal a superficie de escoamento.

O multiplicador pléstico ()\) apresentado na Equagao ¢ um escalar de valor posi-
tivo no caso de deformacoes plasticas. Substituindo as Equagoes e na Equacao
temos o formato classico para o multiplicador plastico, dado por

O .
. nchcdkzgkl
H 4+ np,ES  mys

pgrs

A

(5.45)

As derivadas apresentadas fornecem as parcelas para o operador tangente, que relaci-
ona as taxas de varia¢oes de deformacao com as taxas de variacoes de tensao e é necessario

para a montagem da rigidez tangente. Assim, a Equacao constitutiva pode ser dada por

A substituicao das Equagoes e na Equagao 65.45] resulta em um tensor que

¢ chamado de tensor tangente elastopléastico e é dado por
EY,

H +ny, EDomiys

qrs

0
pMabTed Er

t 0
B = Eijig —

(5.47)

5.2.1 Modelo Constitutivo .J,

O critério proposto por von Mises em 1913 (Chen e Han, 2007) estabelece que o
escoamento comeca quando o valor critico da energia de distor¢ao por unidade de volume
é atingido. Esta suposicdo equivale a considerar que o segundo invariante do tensor
desviador, Jo, atinge um valor critico. Para o modelo de deformacdes finitas, o tensor de
tensao de Cauchy, o, é substituido pelo tensor de tensao de Kirchhoff, 7. A representacao
matematica do modelo constitutivo J, e a regra de fluxo para encruamento linear misto
permanece no mesmo formato apresentado para pequenas deformagoes (Oliveira, 2016) e
é dada por

®(7,a) = /3Ja(s) — (0, + H ) (5.48)

onde 7 é o médulo de endurecimento isotropico linear, o é a funcao do fluxo plastico

acumulado e Jy é dado por
1
Jy = —Iy(s) = =tr[s’] = =s:s = ||s||? (5.49)

e 0 tensor anti-esférico é

s=71— =(tr(7))I (5.50)
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onde ||7]| = /7 : T e I é o tensor identidade.

Desta forma,

0P 2 s
= — = = 5.51
"= o T\ 3]s (5:51)
onde ||s|| = /s s.
Em um modelo associativo
5 20 0 0
_ _ 1
0 0 —%a

onde m;; = O¥/01. A lei associada aos fendmenos de encruamento (endurecimento ou

amolecimento) é dada por
o® or

com 8@ a
T
- = .54
or ¢ oD¥, (5:54)

Outros modelos de plasticidade podem ser facilmente implementados a partir da me-
todologia apresentada. Além do modelo de von Mises apresentado, os modelos de Tresca,

Rankine, Drucker-Prager e Mohr-Coulomb para grandes deformagoes foram implementa-
das neste trabalho (Apéndice B).

5.3 Algoritmo de retorno: Método Implicito/Explicito

Os modelos de plasticidade classica nao apresentam uma relacao total entre tensao e
deformagao portanto, deve ser utilizado um algoritmo de mapeamento de retorno, capaz
de integrar a lei constitutiva para que sejam obtidas as partes eldstica e plastica do
incremento de deformacao total (Oliveira et al., 2020).

Ortiz e Popov (1985) apontam trés requisitos basicos que algoritmos eficientes devem
cumprir:

(1) garantir a consisténcia das equagbes constitutivas a serem integradas;
(2) possuir estabilidade numérica;
(3) e garantir a consisténcia do modelo incremental.

Existe uma grande variedade de métodos de integracao, com diferentes niveis de com-
plexidade (Taqgieddin, 2008). Neste contexto, destaca-se que a escolha de um algoritmo
inadequado pode nao apenas levar a uma solucao imprecisa para as tensoes, mas também
pode atrasar a convergéncia do equilibrio ou até mesmo levar a divergéncia do processo.

A estrutura do algoritmo de mapeamento de retorno para o modelo de plasticidade

de deformacao finita é semelhante a estrutura para pequenas deformacoes com algumas
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modificacoes. A formulacdo apresentada é baseada no algoritmo de integracao de tensoes
classificado na categoria de método de mapeamento de retorno implicito/explicito baseado
no esquema de integragdo proposto por Oliver et al. (2008). Destaca-se no entanto que,
qualquer outro algoritmo de mapeamento de retorno pode ser facilmente adaptado a partir
desta metodologia.

Neste trabalho, ¢ utilizado uma versao modificada do esquema de integragao apresen-
tado (Prazeres et al., 2015) em que o algoritmo é combinado com o método de mapea-
mento de retorno de projegao do ponto mais préximo (“Closest-Point Projection”) (Simo
e Hughes, 1998). Essa modificagdo expande o algoritmo para modelos de deformagoes
finitas combinando esquemas de integragao implicitos e explicitos que tiram vantagem de
ambas as metodologias.

A Figura mostra um fluxograma para o algoritmo implementado para modelos de
deformacoes finitas.

Conceitualmente, a ideia do algoritmo é bastante simples e consiste em uma estratégia
para diminuir a nao linearidade do algoritmo de retorno, estimando o multiplicador
plastico a partir das tensoes, deformacgoes e variaveis histéricas. Deste modo, o calculo
das derivadas do multiplicador plastico é dispensavel simplificando assim a obtencao da
matriz tangente consistente e consequentemente do algoritmo de integragao. O algoritmo
é explicado a seguir em um contexto generalizado utilizando as notacoes propostas por
Simo e Hughes (1998) com a abordagem de deformagdes finitas apresentada por Souza,
Neto et al. (2008).

Diferentemente dos algoritmos propostos para pequenos deslocamentos e pequenas
deformacoes, no algoritmo para deformacoes finitas a lei eldstica é definida em termos
da deformagao logaritmica eldstica e, o procedimento eldstico de previsao/mapeamento
de retorno tem e¢ = % InB® como a variavel cinematica a ser armazenada. Para cada
incremento de tempo [t,, t,11] é assumido um estado de teste baseado em uma deformagao
puramente elastica, e o algoritmo é executado da seguinte forma:

(1) Dado o campo de deslocamento incremental Au, atualizar o gradiente de de-
formacao

Fpo:=1+V,[Au], F,; :=F,F, (5.55)

onde Fa é o gradiente de deformacao incremental.

(2) Calcular o estado elastico inicial

B = exp(2e)) (5.56a)

B:Y, == FAB:(Fa)” (5.56b)
1

el = 3 In[BgY,] (5.56¢)

an g =y (5.56d)



1 - Dado o deslocamento incremental Au, atualizar o gradiente de deformacdo

v

2 — Calcular o estado elastico inicial (BE2,; €22, a®, )

v

Algoritmo para pequenos deslocamentos e pequenas deformagdes:

3 — Calcular o estado eldstico inicial (B2,; €¢9.; a%.1)

v

> L 0Op sobre o n° de interag¢des (k = k + 1)

v

4 —Verificar os critérios de escoamento e avaliar a
regra de fluxo/lei de endurecimento residual

nao
Converge?

‘ sim

5 — Calcular médulo elastico e médulo tangente consistente.

v

6 — Obter incrementos da deformagao plastica e das varidveis internas.

v

7 — Atualizar as variaveis de estado e os parametros consistentes.
Encerra o algoritmo para pequenas deformacdes

v

8 — Atualizar as tensdes de Cauchy.

Figura 5.2: Diagrama de atividades para o algoritmo de retorno.
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(3) Imicialize €|, qyuy1 = Qn, 0Ynyr = 0 e AZh, | = Ael. Extrapolando explicita-

mente:

€ . Yy =
Epy1 = €nt1 — € — Afnyp

(5.57)
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A caracteristica do esquema implicito-explicito é que, ao contrario da integracao
implicita padrao, os valores de Ag, .| permanecem constantes durante o passo de tempo
atual. Eles sao independentes do valor atual das deformacoes €, ; e sao conhecidos no
inicio do passo de tempo n + 1.

(4) Verificar a condi¢ao de escoamento e avaliar os residuos da regra de fluxo/lei de en-
durecimento. Calculado o estado elastico teste, prosseguir para o algoritmo de integragao
de deformacoes infinitesimais padrao para atualizar ¢, « e as forcas correspondentes 7 e

A. A tensio elastica é entao calculada
(%) el
T = VW () (5.58)

onde W representa a energia elastica acumulada, dada por

1
W = 5eeo%e (5.59)

portanto
VW =C%° =7 (5.60)
T =C"e"?) (5.61)

Em seguida, as varidveis internas sao calculadas por

(k) (k)
An+1 = _ij(an—f—l) (562)
sendo .
H = 5ozTDoz (5.63)

onde D é o modulo plastico generalizado. Desta forma

VA = Da (5.64)
o que leva a
A:fj*l = _Difjrla;fjrl (5.65)
portanto
D1 = 0510, (5.66)
Em casos simples, D ¢ o médulo de endurecimento (A;kjrl =—-K ozifjrl).

A func¢ao de escoamento pode ser avaliada a partir do estado de tensao teste dado pela
Equacao Assim, a condigao de escoamento é definida como

(k) (k) (k)
Frm Al ) = o)) + Al — 7, <0 (5.67)

* 4 -
onde ¢(7,, ;) ¢ a superficie de escoamento.
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Finalmente, a lei de endurecimento residual é calculada por

(k)

afn—&—l
_61p;(+)1 + Sg(k) orT
(k) (k)
Rn+1 = + A7n+1 (568)
( ) af 1
n 1 + an, nt
! DA

k) - . . ~ . .
onde €7 | sdo deformagdes pldsticas de iteragdo, calculadas durante o processo iterativo, e
(k)
eP sao as deformagoes plasticas do passo atual; e, 11 € @, s30 as variaveis internas iterativas

e correntes respectivamente; o multiplicador plastico iterativo (A% +1) é calculado durante

Ofn Ofn
o algoritmo por Ay = A+ A e J;H e ({;Xl
T

sao gradientes da regra de
fluxo na iteracao k.
A convergéncia é verificada de acordo com a fungao de escoamento e variaveis de estado

de escoamento plastico residual

Se: f:il <TOL; e ||Rif4>r1|| < TOL; convergéncia alcangada;

Senao: Proximo passo.

(5) Calcular o incremento do médulo tangente consistente
(k) (*) (k) *) )
AQ (k) fn+1 [a f aAf ]TNnJranJrl

Yn+1 = (k) ®)
a (k) a (k) (k) a f
[ TJn+1 Af ] n+1 aAf(lc)

(5.69)

O calculo do parametro de consisténcia requer a soluc¢ao de dois sistemas lineares, que

Sao0:
(k) (k) (k)
[Nn—H] 1X/n+1 = Rn+1 (5-70)
a f(k) (k)
(k) 4_ (k)
[Nn+1] 1X/’n+1 - { 8Af(k) } (571)
portanto
(k) (k) (k)
X/nJrl = Nn+1Rn+1 (572)
8 f(k) *)
(k) (k)
X" ne1 = Ny { aAf(k) } (5.73)

(6) Calcular as deformag()es plasticas incrementais e as varidveis internas

(k)
Os incrementos Asn 11 ¢ Aa, ., podem ser calculados por

(k) (k)

Ae, c:l, 0 " A o | ol
o ! N:H)rl R:ﬂ)rlA277(lJ)rl <k> (5.74)
Aan+1 0 Dn+1 aAf
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assim como no passo (5), o algoritmo requer a solu¢ao de um sistema de equagoes lineares,

dado por
(k)

*) (k) (k) w | O f(k)
-1 " _ 2
[Nn—‘rl] ‘% n+1 — Rn—l—lA n+1 (k)
Oafny

(k)

(k) (k) (k) (k) a fUc)

" 2

‘% +1 Nn+1 R’ﬂ+1A n+1 o (k)
AS

(7) Atualizar as variaveis de estado e os parametros consistentes.

A atualizagdo das varidveis correntes e dos incrementos é dada por

pHD) (0 p(®

6n+1 = 8n+1 A8n+1a
(k+1) (k> (k)
an+1 - n+1 + A n+l?
(k+1) 9 (k)
A’}/n—i-l = A n+1 + A n+1

(8) Atualizar o tensor de tensoes de Cauchy

Ont1 = det [Fn+1] _lTn+1

(5.75)

(5.76)

(5.77)

(5.78)
(5.79)

(5.80)

A vantagem dessa abordagem para problemas de elastoplasticidade é que a matriz

constitutiva tangente Ciﬂl se torna constante, resultando na matriz de rigidez tangente

elastica constante durante toda a andlise (Prazeres et al., 2015).
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CAPITULO 6
VALIDACAO DO ELEMENTO

Neste capitulo, um conjunto de problemas popularmente empregados em vigas, placas
e cascas foi selecionado para avaliar o desempenho do elemento finito de casca geometri-
camente nao linear implementado.

A convergéncia dos elementos finitos desempenha um papel fundamental na validacao
das analises numéricas. Independentemente do modelo de elementos finitos utilizado,
é essencial que as caracteristicas dos elementos atendam a condigdes especificas para
garantir que, a medida que a malha é refinada, os resultados calculados se aproximem
da solugao analitica desejada. Isso é crucial para garantir a confiabilidade dos resultados
obtidos em andlises numéricas. Os modelos a seguir foram escolhidos para andlise e

validagao do elemento de casca proposto:

(1) Efeito da distor¢ao da malha;

(2) Problema da membrana de Cook;

(3) Placas assimétricas;

(4) Telhado de Scordelis-lo;

(5) Placa Quadrada;

(6) Coberturas cilindricas articuladas - Casca abatida,;
(7) Casca esférica

As analises podem ser divididas em dois blocos. No primeiro bloco, que abrange as
analises de 1 a 4, sao realizados testes de convergéncia utilizando problemas lineares bem
estabelecidos. Embora esses problemas geralmente envolvam geometrias, carregamentos
e condic¢odes de contorno simples, eles proporcionam uma visao aprofundada sobre como
as formulagoes dos elementos de casca convergem. Esses testes de convergéncia sao uma
parte crucial do processo de validagao, pois ajudam a verificar se os elementos de casca
sao capazes de fornecer resultados confiaveis, especialmente quando soluc¢oes analiticas
nao estao disponiveis para problemas praticos. Portanto, a convergéncia dos elementos
finitos desempenha um papel critico na garantia da qualidade e da precisao das analises
numéricas, mesmo em situagoes em que a resposta analitica é desconhecida.

No segundo bloco, de 5 a 7, sdo apresentados problemas da analise geometricamente

nao linear, para avaliar o desempenho do elemento em relacao as técnicas de obtencao
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das trajetérias de equilibrio, permitindo a realizacao de andlises utilizando a formulacao
Lagrangeana Total pelo MEFG.

Nas analises apresentadas neste capitulo, o elemento MEFGMITC4, apresentado no
Capitulo sera utilizado com dois tipos de enriquecimentos. O primeiro deles é o
enriquecimento com mondémios de primeiro grau (denominado P1), que resulta em um
espaco de aproximacao quadratico com termos (1 x y xy 2% y* 2%y zy?). Essa abordagem
resulta em um espaco de aproximacao equivalente ao das fungoes de forma do elemento
quadrilateral de oito nés (MEF-Q8).

A matriz das funcoes de forma associadas a cada né z; é dada por:

AT (N0 SN 0 BEN 0

PolooN 0 mEN 0 RN,

(6.1)

O segundo tipo de enriquecimento envolve mondémios de primeiro e segundo grau, de-
nominado P2, gerando uma aproximacao capaz de representar um espago de aproximagcao
ctibica com termos (1 x y xy 22 y? 2%y xy? 23 y3 2%y ry?). Esse enriquecimento permite
uma representacao ainda mais precisa das deformagoes e do comportamento do elemento
na andlise, tornando-o equivalente ao elemento quadrilateral de doze nés (MEF-Q12).

Neste caso, a matriz das funcoes de forma associadas a cada né z; ¢ dada por:

N, 0 HN;, 0 LUEN, 0

NT = 0 R S A
0 N, 0 RN 0 LUN,
(52)N 0 ()N o
0 (I;LIJ,)QNJ 0 (%)2]\/} (6.2)

6.1 Efeito da distorcao da malha

6.1.1 Comportamento de Membrana

A fim de avaliar o efeito da distor¢ao da malha para o comportamento de membrana,
é realizada a analise de uma placa quadrada fina formada por elementos com geometria
irregular. A geometria e os carregamentos adotados foram descritos em Ko et al. (2016).
O padrao de distor¢ao e os carregamentos adotados para este exemplo estao apresentados
na Figura A espessura da casca ¢ igual a 1,0 unidade de comprimento, o médulo de
elasticidade é 2,1 x 10% uf/uc?, o coeficiente de Poisson ¢ 0,3 e a carga P ¢é igual a 1,0
unidade de forca.

Os resultados obtidos pelo elemento de casca MEFGMITC4 com enriquecimento P1
para a distor¢ao apresentada e as diferentes condi¢bes de carregamento de contorno, sdo

comparados com os resultados analiticos e com os resultados obtidos a partir do elemento
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(10,10)

(0,0 (10,0)

(a)

(c) (d)

Figura 6.1: Patch test: (a) Geometria e malha; (b) - (d) Condigoes de carregamento e de
contorno.

de casca MITC4+ proposto por Ko et al.|(2016). Os resultados estao resumidos na Tabela
6.1

Tabela 6.1: Teste para verificar o efeito da distor¢do da malha

Analitico | [Ko et al[(2016) | MEFGMITC4 | Resultado
Ovaz Oyy Ozy | Oax Oyy  Oay | Ozx Oyy Oay
Configuragao I(b) | 0 02 0 | 0 02 0 0 02 0 | PASSOU
Configuragao II(¢) | 0 0 02| 0 0 02| 0 0 02| PASSOU
Configuragao III(d) | 02 0 0 |02 0 0 |02 0 0 | PASSOU

6.2 Problema da Membrana de Cook

Para testar o comportamento de membrana do elemento MEFGMITC4 quando sub-

metido a flexdo e cisalhamento no plano, foi analisada uma placa trapezoidal fixada em
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uma extremidade e sujeita a uma carga de flexdo distribuida no plano (Figura|6.2), conhe-

cida na literatura como problema da membrana de Cook. Neste exemplo, apresentado por

Simo et al.|(1989), a robustez da formulagio de elementos finitos ¢ testada em fungio da

topologia de malha assimétrica empregada, predominando deformacgoes de cisalhamento

no plano.

as
v

W\“ﬂ\“““\

AR e e

Ao i SRR R Y

(e) (f)

Figura 6.2: Problema da membrana de Cook: Geometria e condi¢oes de contorno. Malhas a)
2x2,b)4x4,¢)8x8,d) 16 x 16, e) 24 x 24, ) 32 x 32

O objetivo principal deste teste é avaliar corretamente o deslocamento vertical do
ponto médio da extremidade livre da viga na direcao da for¢a aplicada. O deslocamento
vertical no ponto A deve convergir para 23,91, que ¢é a solucao de referéncia adotada (Simo
, a medida que a malha vai sendo refinada. Os parametros de geometria e do
material aplicados sdao: 1,0 uc para a espessura, 1,0 uf/uc? para o médulo de elasticidade,
0,33 para o coeficiente de Poisson e 1,0 uf para a carga P.

O gréafico da Figuraaprescnta os deslocamentos do ponto A obtidos com o elemento
de casca implementado utilizando um enriquecimento P1, a medida que o refinamento da
malha vai aumentado. Os resultados obtidos sao comparados com diversos resultados
obtidos na literatura, e revelam que o elemento apresenta desempenho semelhante aos re-
sultados apresentados pela literatura, convergindo para a solucao de referéncia e validando

o comportamento no plano do elemento de casca.
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Figura 6.3: Viga em balango de Cook - Verificagao da convergéncia com refinamento de malha

6.3 Placas assimétricas

Outro problema de referéncia usado para testar a eficiéncia de elementos de casca,
com o objetivo de verificar a influéncia da distorcao e do travamento por cisalhamento
transversal, sdo as placas assimétricas simplesmente apoiadas. A ideia, mais uma vez,
¢ avaliar o desempenho do comportamento a flexao dos elementos de casca com o uso
do MEFG, enriquecido por monémios de primeiro grau, quando utilizados em malhas
grosseiras e distorcidas.

Serao utilizados dois tipos de distorgao, a distorgao de 30° (Figura|6.4(a))), que carac-

teriza o problema da placa originalmente proposto por (1963) e a distor¢ao de 60°
(Figura|6.4(b)), introduzida por |Razzaque| (1973).

Figura 6.4: Placas assimétricas: (a) Placa de Morley; (b) Placa de Razzaque.

As solugoes de referéncia para esses problemas sao fornecidas para o caso de placas
finas. Para ambos os problemas foram consideradas nas analises os conjuntos de malha

compreendendo 4 x4, 8x8, 16x16 e 32x32 elementos de casca.
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6.3.1 Placa de Morley

A placa avaliada neste teste é simplesmente apoiada em suas arestas, com rotacoes
livres em ambas as diregoes. Este é um problema especifico, pois momentos principais
teoricamente infinitos vao ocorrer nos cantos obtusos da placa, um com sinal positivo e
outro com sinal negativo. Essa propriedade tnica resulta em uma convergéncia mais lenta
para a solugao correta na analise de elementos finitos.

Uma relagdo comprimento/espessura caracteristica L/t = 100 é empregada (L =
100 uc e t = 1 uc). Além disso, as propriedades do material utilizadas foram o médulo
de elasticidade de E = 10° uf/uc® e o coeficiente de Poisson v = 0,3. As condigoes
de carregamento sao representados por uma pressao uniformemente distribuida de ¢ =
1 uf/uc?

A solucao analitica considerando as hipéteses de placas finas foi fornecida por Morley

(1963) e é dada por: ,
10°w.D
w = T (6.3)
onde D ¢ a rigidez a flexdo da placa dada por D = Et3/[12(1 — v?)] e w é o deslocamento
central normalizado e assume o valor de limite de 0,408 para os parametros geométricos
e do material adotados.
Os resultados da analise de elementos finitos sdo mostrados no grafico da Figura [6.5]
Os resultados obtidos com a formulagao proposta sao comparados com os resultados
apresentados por Bathe e Dvorkin (1984)), Simo e Rifai (1990), Andelfinger e Ramm (1993)

e [Valente| (2004), tomando como referéncia a solugao analitica proposta por Morley.
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Simo e Rifai (1990)
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Deslocamento vertical

Figura 6.5: Placa de Morley - Verificacdo da convergéncia com refinamento de malha

A andlise da placa de Morley costuma ser de dificil solu¢ao, mas com base nos resulta-
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dos obtidos para a deflexdo da placa, ficou evidente a excelente precisao alcancada com o

uso do MEFG, visto que a solucao converge para a resposta exata com uma malha 16x16.

6.3.2 Placa de Razzaque

O problema de placa assimétrica proposto por Razzaque apresenta uma estrutura
simplesmente apoiada em duas arestas opostas e livre nas outras duas arestas (Figura
. O razao comprimento/espessura adotada é L/t = 1000 (L = 100 uce t = 0,1 uc),
o médulo de Elasticidade adotado é E = 1092 uf /uc? e o coeficiente de Poisson é v = 0, 3.
Assim como na placa de Morley foi adotada um carga uniformemente distribuida de
q=1uf/uc’

Razzaque adotou um modelo de diferencas finitas de placa fina em uma malha de
16x16 pontos como solugao de referéncia, que é dada aqui em termos de deslocamento
transversal central normalizado

10%w.D
qL*

= 0,7945 (6.4)

w =

Os resultados da anélise de elementos finitos sio mostrados no grafico da Figura[6.6]em
comparacao com a solugao proposta por Razzaque (1973) e pelos resultados encontrados
por Bathe e Dvorkin| (1984), Ayad et al. (1998)) e Guo et al. (2013)). Pode-se destacar aqui,
que a apesar da malha mais grosseira (4x4) apresentar um erro maior do que o aferido
em outros elementos para a mesma malha, o elemento MEFGMITC4 consegue convergir

para a solu¢do com uma malha 8x8.

T T T T T T T T T T T

—— MEFGMITC4 ]

. — Razzaque (1973) o
8 Bathe e Dvorkin| (1984) | |
§ Ayad et al. (1998) i
s Guo et al. (2013) |
E )
(D] ¢
= | i
S
S 0.7¢ )
%) i i
)

0.6 |

05y % 12 16 20 2 28 3

Numero de elementos por lado

Figura 6.6: Placa de Razzaque - Verificacdo da convergéncia com refinamento de malha

Da mesma forma que o problema de Morley, a placa de Razzaque é conhecida por ser
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de dificil convergéncia. Isso ressalta ainda mais a capacidade do elemento MEFGMITC4,
que potencializado pela insensibilidade do método dos elementos finitos generalizados a
distor¢ao dos angular dos elementos, apresenta alta precisao e robustez, mesmo quando
utilizando malhas pouco refinadas.

Um ponto particularmente interessante nesta analise ¢ a forma como ocorre a con-
vergéncia para a solucdo de referéncia com o uso do elemento MEFGMITC4. Como
pode-se observar no grafico da Figura com maior destaque para a malha 4 x 4, ela
ocorre por valores superiores a solucao de referéncia. Esse comportamento contrasta com
o observado nas solucoes apresentadas pela literatura, onde a convergéncia ocorre sempre
por valores inferiores a solucao de referéncia. Uma explicacdo para esse tipo de con-
vergéncia pode ser a flexibilidade conferida a solu¢ao pelo MEFG, devido ao aumento dos
graus de liberdade por n6 obtidos através do enriquecimento. No entanto, estudos mais

aprofundados sobre esta questao precisam ser feitos.

6.4 Telhado cilindrico de Scordelis-Lo

O problema do telhado proposto por Scordelis e Lo| (1964) ¢ mostrado na Figura

Neste exemplo, uma casca cilindrica rasa suportada por diafragmas rigidos esta sujeita ao
seu peso préprio, levando a um problema dominado pela resposta do comportamento de
membrana. A base fisica do problema consiste em um teto arqueado apoiado apenas em
suas bordas curvas de modo que a forma curva seja mantida inalterada. Essas condigoes
de contorno se refletem como v = w = ¢, = 0. A geometria ¢ tal que o ponto central
do telhado (ponto de vértice) se move para cima sob a carga de peso proprio direcionada

para baixo.

Figura 6.7: Telhado cilindrico: Geometria, condi¢ées de contorno e condigdes de carregamento.

Devido a simetria, apenas um quarto da estrutura do telhado, correspondente a regiao

sombreada ABCD da F igura ¢ modelada. Foram adotadas os seguintes valores para a



106

geometria e para as propriedades do material: L; = 50,0 uc, Ly = 32,14 uc, R = 25,0 uc,
uma espessura t = 0,25 uc, o médulo de elasticidade F = 4,32 x 10® uf/uc* e um
coeficiente de Poisson v = 0,0 sdo utilizados. As magnitudes de carga correspondentes
ao peso proprio da estrutura sao dimensionadas usando a densidade p = 360 uf /uc®.
Para este problema, o deslocamento vertical no ponto médio da borda livre (ponto
A) é monitorado em comparagao com a solugdo numérica de referéncia w = 0,3024 uc
(Belytschko et al. [1985). As solugbes sao obtidas usando malhas de elementos do tipo
NxN (N =5,7¢e9). Para fins de comparagao, os valores de deslocamento obtidos com os

elementos propostos por Valente (2004) e Ko, Lee, Lee e Bathe (2017) sdo considerados.
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Figura 6.8: Telhado de Scordelis-Lo - Verificagdo da convergéncia com refinamento de malha

O grafico da Figura[6.8 apresenta a convergéncia do deslocamento normalizado no cen-
tro da aresta livre (wa/wy.r). Pelo grafico podemos observar que elemento MEFGMITC4
apresenta um excelente desempenho, e mesmo para a malha menos refinada, conduz pra-

ticamente ao resultado de referéncia.

6.5 Placa quadrada

6.5.1 Placa isotrépica

Neste exemplo, analisa-se uma placa quadrada isotropica submetida a uma carga uni-
formemente distribuida, conforme mostrado esquematicamente em Este exemplo foi
tratado incluindo formulagoes de casca em Buechter et al. (1994), Miehe (1998), Valente
(2004) e Reddy| (2003).

Um dos objetivos deste exemplo ¢ ilustrar e aferir a qualidade dos elementos de casca

implementados nas andlises em que as nao linearidades geométricas governam a solucao,
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destacando principalmente o potencial do uso do MFEG. As propriedades geométricas da
placa sao definidas pelo comprimento total L = 304,8 mm e pela espessura £ = 0, 6096
mm . A placa é submetida a uma carga uniformemente distribuida de
qo = 33,61 MPa. O material utilizado na composi¢ao ¢ linear e suas propriedades sao
dadas pelo modulo de elasticidade E = 53.780 MPa e o coeficiente de Poisson, v = 0, 3. As

condi¢oes de contorno restringem apenas os deslocamentos nas arestas (u = v = w = 0).

Figura 6.9: Placa Isotrdpica

Foram utilizadas dois tipos de malhas na simulagao. O primeiro consiste em 100
elementos quadrilaterais de oito nds para andlise via MEF convencional (341 nés e 1705
graus de liberdade) e o segundo tipo considera 100 elementos quadrilaterais de quatro nds
para a andlise via MEFG (121 nés e 1415 graus de liberdade). Um enriquecimento do
tipo P1 (polinémio do primeiro grau) esta associado a todos os nés.

Para a realizacao da andlise nao linear, foi adotado o método de controle de carga,
assumindo um pardmetro de carga P = qyL'/Et! com AP = 6,25. Foi adotada uma
tolerdncia para convergéncia de 1 x 10~ para as forcas.

A relacao entre o deslocamento vertical (w,.) do né central da placa e o fator de carga
para os modelos considerados ¢ apresentada na Figura 0 na Tabola Como pode
ser observado, as trajetorias de equilibrio estao de acordo com os resultados advindos do
trabalho de utilizado aqui como solugao de referéncia.

Algumas conclusoes podem ser extraidas da comparacao dos resultados provenientes
das analises via MEF ¢ MEFG. Um comportamento equivalente ao resultado de referéncia
pode ser obtido com elementos de ordem superior, como o quadrilatero de oito nés. No
entanto, com a estratégia de enriquecimento MEFG, aproximacoes de diferentes graus
polinomiais podem ser facilmente combinadas, tornando possivel obter uma resposta es-
trutural a partir da utilizagao de elementos menos sofisticados (quadrildteros de 4 nés),
conforme ilustrado na Figura muito préxima daquela observada pela solugao de
referéncia. Apesar de apresentar um erro de 7,50% (Tabcla para o primeiro ponto

de convergéncia da andlise, a estratégia de enriquecimento polinomial aplicada consegue
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Figura 6.10: Placa isotrépica - trajetéria de equilibrio: Fator de cargaxDeslocamento do né
central

convergir para a solucao de referéncia, resultando em uma trajetéria de equilibrio pra-
ticamente coincidente com a resposta descrita pelo MEF. Deve-se destacar ainda que a
estratégia de enriquecimento polinomial deve ser utilizada com prudéncia, pois apesar
de contribuir para uma melhora na qualidade da solu¢ao, ela pode acabar onerando de

maneira sensivel o tempo de processamento.

Tabela 6.2: Deslocamento w, do né central para o problema da placa isotropica

AP | Referéncia | MEF-GNL | Erro(%) | MEFG-GNL | Erro(%)
6,25 0,2790 0.2790 0,00 0.2580 7,50
12,5 0,4630 0,4630 0,00 0,4413 4,70
25,0 0,6911 0,6911 0,00 0,6747 2,37
500 | 0,9575 0,9569 0,01 0,0481 0,08
75,0 1,1333 1,1321 0,01 1,1247 0,75
100,0 1,2688 1,2670 0,14 1,2649 0,30
125,0 1,3809 1,3786 0,17 1,3783 0,19
150,0 | 1,4774 1,4748 0,17 1,4759 0,10
175,0 1,5628 1,5599 0,18 1,5621 0,04
200,0 1,6398 1,6367 0,19 1,6397 0,00

6.5.1.1 Placa Ortotrdpica

Neste exemplo, a aplicacao dos elementos de casca com o MEFG combinado com a

decomposicao da se¢ao em camadas ¢é explorado. O objetivo principal é avaliar a evolugao
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do campo de deslocamentos de pontos sobre uma placa quadrada ortotropica submetida

a cargas distribuidas.

Figura 6.11: Placa ortotrépica

A placa ortotrépica possui um comprimento total L = 304,8 mm e espessura ¢ =
2,24 mm, discretizada em quatro camadas de mesma espessura (0,56 mm por camada).
Conforme ilustrado na F igura as camadas foram orientadas de maneira simétrica em
0°/90°/90°/0°. Um material linear elastico foi utilizado, com as seguintes propriedades:
mobdulos de elasticidade Ey, = 12.600 MPa e Fy; = 12.630 MPa, modulos de cisalhamento
G19 = G113 = Gaz = 2.150 MPa e coeficiente de Poisson 15 = 0, 2395. Nesta configuracao,
assume-se que a placa esta fixada nas bordas (v = v = w = 0 nas arestas) e aplica-se uma
carga uniformemente distribuida, gy = 6,895 kPa.

Nesta simulacao, uma malha de 100 elementos quadrilaterais de quatro noés foi adotada
para a analise do MEF convencional, enquanto uma malha de 36 elementos quadrilaterais
de quatro nés foi usada para o MEFG com enriquecimento polinomial do tipo P2 (equi-
valente & aproximacao do elemento quadrilateral de doze nés do MEF), associado a todos
08 Nos.

Para a solugao, o método de controle de carga foi novamente adotado, com 12 in-
crementos de carga e um parametro de carga de AP = 0,2, com uma tolerancia a con-
vergéncia de 1 x 107* para as forcas. O grafico da F igurae a Tabola comparam a
deflexiio do né central obtida nas anélises com os resultados numéricos obtidos por[Reddyl|
(2003) para essas malhas especificas.

Assim como observado no caso da placa isotrépica, a analise utilizando o elemento
implementado forneceu resultados bastante préximos dos obtidos por . E
interessante notar que mesmo para uma malha menos refinada (6 x 6 elementos), a es-
tratégia de enriquecimento do MEFG foi capaz de reproduzir a resposta correta da estru-
tura. Os resultados sugerem que para placas inicialmente planas, tanto isotrépicas quanto

lamelares, o elemento de casca implementado apresenta bons resultados.
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Tabela 6.3: Deslocamento w. do né central para o problema da placa ortotrépica

AP | Referéncia | MEF-GNL | Erro(%) | MEFG-GNL | Erro(%)
0,2 0,07324 0,07353 0,40 0,07266 0,80
0,4 0,09946 0,09973 0,27 0,09994 0,48
0,6 0,11677 0,11704 0,23 0,11807 1,11
0,8 0,13012 0,13038 0,20 0,13206 1,49
1 0,14116 0,14141 0,17 0,14362 1,74
1,2 0,15067 0,15090 0,16 0,15356 1,91
1,4 0,15980 0,15931 0,31 0,16233 1,58
1,6 0,16670 0,16688 0,11 0,17022 2,11
18 | 017360 | 0,17380 | 0,11 0,17742 2,20
2 | 0,18001 | 0,18019 | 0,10 0,18405 2,24
2,2 0,18597 0,18614 0,09 0,19021 2,28
2,4 0,19156 0,19171 0,08 0,19597 2,30

6.6 Coberturas cilindricas articuladas - Casca aba-
tida

Nesta simulacao ¢ analisada a resposta de uma cobertura semicilindrica articulada
isotropica e laminada, que esta sujeita a uma forga de compressao central (Figura .
Este problema tem sido amplamente estudado em varios trabalhos, destacando-se Simo
e Rifai (1990), Peng e Crisfield (1992), Flores et al. (1995), Sze e Zheng (1999), |Sze
et al. (2002), Valente (2004), Sze et al. (2004); Carrera et al. (2020), (Wu et al.| (2021),

Pagani et al.| (2021)), e é particularmente popular devido a possibilidade de verificar nao
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linearidades geométricas em elementos de casca.

As dimensoes do telhado apresentado na Figuraséo L=508,0uc, #=0,1rad e
R = 2540,0 uc. Duas espessuras diferentes foram usadas nas simulacgoes t; = 12,70 uc e
ty = 6,35 uc. Os pardmetros do material isotrépico sao E = 3102,75 uf/uc® e v =0, 3.
Para o material ortotrépico, F; = 3300 wf/uc®, Ey = 1100 uf/uc®, Gy = 660 uf/uc? e
Vg = 3 = vy = 0,25 com duas camadas diferentes[0° = 90° = 0°] e [90° = 0° = 90°]. O

nivel maximo de carga atingido é P = 3000 uf.

(b)

Figura 6.13: Telhado cilindrico articulado submetido a uma for¢a de compressao central. (a)
Geometria e malha de elementos finitos; (b) Estrutura em camadas

Na simulacao adotou-se o modelo MEFG-GNL com a casca discretizada em 100 ele-
mentos quadrilaterais de quatro nos (121 nés e 1595 graus de liberdade) e enriquecimento
do tipo P1 associado a todos os nés (Figura 6.14(a)). A solugdo nao linear apresentada
fez uso do método do comprimento de arco, e uma tolerancia para a convergéncia no

deslocamento do né central de 1 x 103 uc.

I ——
Vista Frontal
Detalhe dos apoios

a) Vista superior

Figura 6.14: Telhado cilindrico articulado submetido a uma forca de compressao central.

As arestas retas da estrutura sao articuladas enquanto as arestas curvas estéo livres

para se deslocar (Figura 6.14(b)-(c)). Esta condigdo de contorno induz um comporta-
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mento instavel apresentado nos graficos das Figuras 6.17, onde sdo representadas as

deflexdes do né central da casca (ponto C). Os resultados obtidos sdo comparados com

os resultados apresentados por Sze et al (2004), sendo evidente a boa concordancia entre

todas as solugoes.
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Figura 6.16: Telhado cilindrico - Ortotrépico [0° = 90° = 0°]
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Figura 6.17: Telhado cilindrico - Ortotrépico [90° = 0° = 90°]

Conforme observado, independentemente da espessura utilizada, a casca isotrdpica
demonstra maior rigidez em compara¢do com a casca laminada, devido a baixa rigidez

do compésito no sentido transversal as fibras (Es). Um ponto que chama a atengdo nas

andlises das Figuras |6.16(a)| e [6.17(a), é que apds o primeiro ponto critico de carga, as

respostas com a utilizacdo do MEFG se mostraram um pouco mais flexiveis do que a
resposta de referéncia (apresentando uma pequena divergéncia), mas logo apds voltaram
a convergir novamente. Deve-se também destacar nas cascas de menor espessura que, além
dos pontos criticos de carga, ocorre o surgimento de pontos criticos de deslocamento, o
que inviabiliza o uso dos métodos de controle de carga e de deslocamento para a obtencao
da trajetoria de equilibrio.

Este exemplo também permite que possa se avaliar a influéncia da modificacdo da
orientacao das fibras na resposta mecanica da estrutura. Nota-se em ambas as andlises
que o comportamento das cascas laminadas ¢é similar durante o trecho linear inicial da
trajetoria de equilibrio. Entretanto, a medida que os deslocamentos aumentam, surgem
diferencas significativas na rigidez entre os dois casos, mais acentuadas no caso de maior
espessura.

As Figuras apresentam as isofaixas dos deslocamentos transversais, w, junta-
mente com a configuragdo deformada das cascas isotropicas correspondentes aos pontos
criticos apresentados nos graficos da Figura Conforme claramente demonstrado nos
graficos, é possivel observar uma consideravel variacado no comportamento das placas em
decorréncia da alteragdo em sua espessura. Na Figura|6.18(d), é possivel ainda identificar
o fené6meno amplamente reconhecido como ”snap-back,”que ocorre quando se atinge um

ponto de reducao nos deslocamentos.
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(e) h =12.7 (f) h=6.35

Figura 6.18: Telhado cilindrico - Isotrépico - Deformada

As Figuras exibem as isofaixas para os pontos criticos dos deslocamentos trans-
versais da casca ortotréopica com espessura de 6,35mm e orientacdo das fibras em 0° =
90° = 0°. Este modelo apresenta um caminho de equilibrio notadamente distinto dos
demais, conforme evidenciado no gréafico da Figura Nessa analise identificamos a
existéncia de dois pontos criticos de carregamento e dois pontos criticos de deslocamento.
O que torna essa analise particularmente intrigante é o comportamento da casca, que
exibe um movimento oscilatério caracterizado por alternancias entre carregamento e des-

carregamento, acompanhado pelo alivio dos deslocamentos.
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(e) h = 6.35 (f) h = 6.35

Figura 6.19: Telhado cilindrico - Ortotrépico [0° = 90° = 0°]- Deformada

6.7 Casca esférica

Neste exemplo, analisa-se a resposta a grandes deslocamentos de uma casca esférica
submetida a uma carga concentrada. Os detalhes da geometria e do carregamento estao
ilustrados na Figura[6.20. A estrutura foi modelada com elementos finitos quadrilaterais
de quatro nds do tipo MEFG-GNL e enriquecimento P2 associado a todos os nds. O
material utilizado para modelar a casca é mais uma vez linear elastico, com as seguintes
propriedades: Modulo de elasticidade E' = 68,95 MPa e coeficiente de Poisson v = 0, 3.
A geometria da placa é definida pelo lado a = 1568, 81 mm, pelo raio R = 2540mm e pela
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espessura t = 99, 45 mm.

Figura 6.20: Casca esférica - Geometria e carregamento

Esta estrutura foi estuda anteriormente por |Reddy| (2003) para as condicoes de con-
torno definidas como CCl (r = +a:u=v=w=0ey = £b: u=v = w = 0), utilizando
elementos finitos de 4 e 9 nés (Figura [6.22). Nesta primeira etapa a analise nao linear

geométrica é comparada com os resultados correspondentes disponiveis na literatura.

(a) Malha de elementos finitos (b) CC1 — Detalhe dos apoios

Figura 6.21: Casca esférica

Para a solugao do modelo, empregou-se o método de controle direto de deslocamento,
incrementando-se de -5,00 mm o deslocamento vertical do né central da estrutura, com
tolerancia para convergéncia de 1 x 101 e a carga P = 1 N/mm. A trajetéria de equilibrio

do deslocamento vertical do ponto de aplicacao da carga é mostrada na Figuram
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Figura 6.22: Casca esférica - Trajetoria de equilibrio: Fator de carga x Deslocamento do né
central.

Com base nos resultados apresentados nas curvas exibidas na Figura pode-se
observar uma boa concordancia entre o resultado alcancado com o elemento de casca
enriquecido e o elemento de 9 nés empregado por . Essa correspondéncia
valida as implementagoes realizadas, demonstrando sua capacidade de reproduzir resulta-
dos obtidos com malhas e elementos sofisticados, mesmo quando utilizando malhas menos
refinadas.

A fim de investigar a eficiéncia do método para satisfazer as varias condigoes de con-
torno na analise nao linear da casca, trés condigoes de contorno adicionais sao modeladas
(Figura. As condicoes de contorno assumidas para este exemplo sao definidas como:

(CC2) z=da:u=v=w=¢,=¢,=0ey=tb:u=v=w=0;
(CC3) z=da:u=v=w=¢,=¢,=0ey=Fa:u=v=w=¢, = ¢, =0;
(CCH) s=da:u=v=w=¢, = ¢, =0;

(a) CC2 (b) CC3 (c) CC4

Figura 6.23: Casca esférica

Comparando os resultados apresentados nos graficos da Figura nota-se que o

comportamento é semelhante durante o trecho inicial linear da curva. Esses resultados
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Figura 6.24: Casca esférica - Variagao das condi¢bes de contorno

confirmam a necessidade da abordagem nao linear, especialmente quando consideramos
a influéncia das condi¢oes de contorno na resposta da estrutura. A diferenca entre as
cargas criticas no trecho linear e os valores de carga nos pontos limite do caminho carga-
deslocamento da solugao nao linear varia significativamente (dependendo das condigoes
de contorno). Isso destaca como as condigoes de contorno desempenham um papel fun-
damental na resposta da estrutura e por que a analise nao linear é essencial para uma

avaliacao mais precisa.
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CAPITULO 7

EXEMPLOS DE APLICACAO DO MODELO CONSTITUTIVO
ELASTOPLASTICO COM DEFORMACOES FINITAS

Neste capitulo, sao apresentadas simulagoes numéricas para validar a implementacao e
a generalizacao do modelo constitutivo. As simulagoes foram baseadas em casos classicos
da literatura, destacando as caracteristicas individuais do modelo de deformagoes finitas.

Dentre os problemas estabelecidos para analise e validagao dos modelos, tém-se:

(1) viga em balango;

(2) chapa tracionada com furo;

(3) flexdo pura de uma barra,;

(4) placa circular com carregamento uniforme;

Para a analise incremental, as iteragoes de Newton-Raphson foram realizadas em cada
etapa considerando a tolerancia de 107°. E importante observar que uma tolerancia de
convergéncia tao pequena ¢é usada essencialmente para enfatizar as taxas quadraticas de
convergéncia obtidas pela adoc¢ao do modulo tangente consistente com o algoritmo de

mapeamento de retorno.

7.1 Viga em balanco

O primeiro problema apresentado é o colapso plastico de uma viga em balango mo-
delada com 2x50 elementos quadrilaterais de oito nés. A configuragdo geométrica, o
carregamento, as condi¢oes de contorno e a malha de elementos finitos sdo mostrados na
figura

Foram utilizados os modelos de von Mises e de Drucker-Prager, considerando modulo
de elasticidade de 210,0 GPa, coeficiente de Poisson de 0,3 e tensdo de escoamento de
0,24 GPa. Com base no trabalho de Nguyen et al. (2020), um endurecimento linear de
0,4 GPa foi inserido nesta andlise em condigoes de estado plano de tensoes.

A solugao analitica para a carga limite de colapso da viga apresentada neste problema
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L =1000mm

Figura 7.1: Viga em balango: geometria e malha de elementos finitos (]Souza Neto et al.L ‘2008[).

foi fornecida por|Lubliner| (1990). A carga limite analitica ¢ dada por

a,bh
Pim: 4
! 4L

(7.1)

em que b e h sdo a largura e a altura da secao transversal, respectivamente, e L. o compri-
mento total da viga. Para a geometria e propriedades do material apresentados, o limite

de carga analitico é Fj;,,, = 30,0 kN.
A analise nao linear foi processada utilizando o método de controle de deslocamento

generalizado descrito em |Yang e Shieh| (1990), com incremento de deslocamento de 0,05

mm. A ﬁgura apresenta as trajetorias de equilibrio “Carga aplicada x Deslocamento

vertical” correspondentes ao deslocamento do n6 de aplicacao da carga.

0

40
= $
= @
= D
s ©
=21 &
= @
= @
2 g
z %
o 10+ ¢ —a— von Mises
s Drucker-Prager
§ — Limite de carga analitico
& | | | | 1
0 50 60 0 <0 e

10 20 30 40
Deslocamento vertical do né carregado (mm)

Figura 7.2: Viga em balanco: Carga aplicada x Deslocamento vertical para a viga em balango

Os deslocamentos, estado de tensoes e deformacoes plasticas quando a carga de colapso
delimitada pela resposta analitica ¢ atingida, sao mostrados na Figura Observa-se
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os deslocamentos e a carga limite plastica obtidos com o modelo de deformagoes fini-
tas sdao consistentes com a solucao analitica ressaltando-se que o deslocamento vertical
maximo (100 mm) é de 10% do comprimento da viga, o que significa um deslocamento

grande e significativo, que resulta em grandes deformagoes plasticas proximas ao apoio da

viga. Observa-se nas figuras|7.3(a)|e|7.3(b)|que grandes deslocamentos e também grandes

deformacoes plasticas sao atingidos.

-67.461363 -61.547307 - 35632652 -9.7179%6 Walue: Displacements-Dy
-100419291 ~74 504635 -48.58398 -22 675324 a Min: -100.419291
Max.: 0

(a)

+0.012338 +0.033185 +0.066032 +0.032879 Value: Alpha

-0.001085 +0.025762 +0.052609 +0.073458 +0.102347 Min.: -0.001085
Max: +0.102947

(b)

Figura 7.3: Viga em balan¢o: (a) Malha deformada; (b) Deformagoes plasticas acumuladas
associadas ao hardening.

7.2 Chapa com furo

Neste exemplo, é apresentada a simulagao numérica de uma chapa fina perfurada sub-
metida a esfor¢os de tracao ao longo do seu eixo longitudinal. Este é um exemplo classico,

frequentemente utilizado como referéncia para validacao do estado plano de tensoes de

modelos de plasticidade (Fuschi et al.| [1992). Este problema j foi avaliado em diversos
trabalhos (Souza Neto et al.|(2008),|Caminero et al. (2011), Nguyen et al.|(2020) e Bruno|
(2020)), e é particularmente popular para verificar nao linearidades sob deformacoes

finitas.

A geometria da placa e a malha de elementos finitos quadrilaterais de quatro nés
adotada sdo mostradas na Figura[7.4] A placa é carregada ao longo do eixo longitudinal
e apenas um quarto dela é modelado, dada a sua simetria.

Foram adotados os modelos elastoplasticos de von Mises e Rankine, com médulo de
Elasticidade E = 70,0 GPa, coeficiente de Poisson v = 0,20, tensao de escoamento

oy = 0,243 GPa e médulo de endurecimento de H = 0,2 GPa. A analise nao linear
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foi processada para Estado Plano de Tensao (EPT) utilizando o método de controle de
deslocamentos generalizado, com incremento de 0,001 N do fator de carga inicial ¢ com

carga de referéncia P =1N

h =36mm

- —

-y —

- —

L=20mm —| d=10mm .
-~ —

- —

- —

P =‘1,0N P = 1,01{1

Figura 7.4: Chapa com furo: Geometria e malha de elementos finitos

A Figura mostra o caminho de equilibrio correspondente ao deslocamento vertical

da face de aplicagao de carga para ambos os modelos. As respostas das andlises numéricas

sdo comparadas com os resultados apresentados em [Souza Neto et al.| (2008). Pode-se

observar que, apés o escoamento, ambos os modelos apresentam uma boa concordancia
com a referéncia, porém, o modelo de Rankine simplesmente para ue nao avanca por

instabilidade numeérica.

3 .

Z 2|

=

Q

=

(&3]

=

e 1
—— von Mises
—r— Rankine
—|Souza Neto et al.| (2008)

0 - : : : - : : : - : -
0 5.10720.1 015 0.2 025 03 035 04 045 0.5 055 0.6

Deslocamento u(mm)

Figura 7.5: Chapa com furo: Reacao na borda (kN) x Deslocamento na borda (mm)

A evolucao do fluxo plastico é representada na Figura que mostra os graficos de
contorno da variavel interna correspondente as deformagoes plasticas acumuladas (a) em
diferentes etapas do processo de carregamento para os modelos de von Mises e Rankine.
Pode-se observar que os dois modelos sao capazes de representar a evolugao da regiao de

plastificacao.
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(g) u=0.60mm (h) u=0.60mm

Figura 7.6: Chapa com furo - von Mises (a), (c), (e) e (g); Rankine (b), (d), (f) e (h).

7.3 Barra com entalhe sujeita a flexao

O colapso de uma barra metalica retangular contendo um entalhe profundo em forma

de V e submetido a flexdo é analisado nesta simulagdo. A Figura[7.7jmostra a geometria da
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barra e a malha de elementos finitos adotada na analise. Conforme apresentado por
Neto et al.| (2008), o material é caracterizado por um médulo de elasticidade £ = 210000

MPa, coeficiente de Poisson v = 0, 30 e tensao de escoamento o, = 240 MPa.

(

F = 1233625

L

|

a=5mm )M

Figura 7.7: Flexdo pura de uma barra com entalhe em V: Geometria e malha de elementos
finitos. Adaptado de‘Souza Neto et (Ll.| QZOOSD

YYVYVYY

F = —233625

Esta barra foi estudada por|Green|(1953)), que determinou um limite de carregamento
para este problema. Para um angulo de entalhe de 90°, o momento limite por unidade de
largura da barra é

M, = 0,623ca® (7.2)

onde a ¢ a espessura da barra medida a partir do entalhe e ¢ ¢ a resisténcia ao cisalhamento,
definida por

c= (7.3)

onde oy ¢ a tensao de escoamento do material.

Substituindo a equacao em e usando o valor prescrito para a tensao de escoa-
mento e as medidas que definem a geometria da barra, o valor limite para o momento é
dado por

M, ~ 1869N.m (7.4)

Da equacao do momento fletor

M, = Fh (7.5)

onde F' é a forca aplicada e h é a altura da barra, obtemos
F = 233625N (7.6)

que ¢é a carga aplicada na modelagem deste problema.
A solugao nao linear foi realizada usando o método de controle de deslocamento gene-

ralizado (Yang e Shieh|[1990), fator de carga inicial 2,50 x 107°. O modelo de material

adotado para a barra ¢ a extensao para deformacoes finitas multiplicativa dos modelos
elasto-perfeitamente pldsticos de von Mises e Tresca. As trajetorias de equilibrio com

relacio entre a deflexio da aresta x momento fletor analitico normalizado, M/ca?, é
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apresentada na Figura
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Figura 7.8: Flexao pura de uma barra com entalhe em V: Comparacido entre o limite de
(1953) e os resultados obtidos pelos modelos de deformacoes finitas de Tresca e von Mises

Como pode ser observado, as trajetorias de equilibrio estao de acordo com os resultados

obtidos em |Green| (1953) considerando o regime de deformacoes finitas. Uma vez que a
carga limite é atingida, um comportamento de amolecimento ¢ observado. Este fenémeno

pode ser explicado por uma reducao da area da secao transversal proxima ao entalhe e

que nao ¢ captado na analise de pequenas deformacoes.

7.4 Placa circular com carregamento uniforme

A placa circular simplesmente apoiada e submetida a um carregamento uniforme-
mente distribuido ilustrada na Figurafoi analisada com os modelos de Tresca e Mohr-
Coulomb para deformacoes finitas. Devido a simetria, foi considerada uma analise axis-
simétrica do problema. A malha é composta por 10 elementos axissimétricos de oito nés

distribuidos em duas camadas ao londo da espessura.

S T

X jh=10mm

w (Deflexdo no centro da placa)
L 4
!

| R =100mm

<
<

-..|
/I

Figura 7.9: Placa circular. Geometria e malha de elementos finitos (ISouza. Neto et al.l |2008[).
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Para determinar o limite de carga da placa por andlise numérica, adotou-se plasticidade
perfeita em ambos os modelos, com médulo de elasticidade de 107 kPa, coeficiente de
Poisson de 0,24 e tensao de escoamento de 16000 kPa.

A carga limite para o presente problema pode ser obtida usando métodos de andlise
limite combinados com o método de diferencas finitas. O procedimento é descrito por

Skrzypek (1993) e a carga correspondente é

1,630,h?
Prim ~ TQ?J (7.7)
Para os parametros apresentados nesta andlise a carga limite é
Piim = 260, 8N/mm?* (7.8)

Para a analise nao linear utilizou-se o método de controle de deslocamento direto, con-
trolando o deslocamento vertical do né central da parte inferior da placa com incremento
de 0,05 mm e carga de referéncia P =1 N.

As curvas mostradas nas Figuras e representam a trajetéria de equilibrio
“Deslocamento no centro da placa x Carga aplicada” para pequenas deformagoes e plas-

ticidade de deformacdes finitas, respectivamente.

300
&
<
= 20| &
g $
e $
< S
< 100 | ¢
g $ —o— Tresca
% o Mohr-Coulomb
— © — Limite de Skrzypek
0 e : : : : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Deslocamento vertical no centro da placa (w)

Figura 7.10: Placa circular, modelo de pequenas deformagoes: Diagrama Carga x Deslocamento.

Foram obtidos resultados semelhantes entre os modelos de plasticidade de Tresca e
Mohr-Coulomb. Os modelos apresentaram uma diferenca relativa de 0,89% e 1,99%,
respectivamente, quando comparados com a solug¢ao analitica, e esta precisao foi obtida
apesar da utilizacdo de uma malha pouco refinada.

O efeito das grandes deformagdes exerce uma influéncia significativa na resisténcia
final da estrutura. No inicio da trajetéria de equilibrio, ambas as solugoes (de pequenas
deformagdes e de deformagoes finitas) exibem comportamento semelhante, como mos-

trado na Figura [7.11l No entanto, a medida que a andlise prossegue com a evolugao
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Figura 7.11: Placa circular, modelo de grandes deformacdes: Diagrama Carga x Deslocamento.

dos deslocamentos, é observado uma diminui¢ao sensivel na rigidez da placa, indicando
um amolecimento. E fundamental apontar que esse comportamento nao é observado
ao utilizar o modelo de pequenas deformacoes, destacando a importancia de estudar o
comportamento do material em condig¢oes de grandes deformacgoes e os seus efeitos no

comportamento das estruturas
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CAPITULO 8

EXEMPLOS PARA VALIDACAO DO ACOPLAMENTO DAS
NAO LINEARIDADES GEOMETRICA E DO MATERIAL

Neste capitulo, sao apresentados exemplos para avaliar o acoplamento das nao linea-
ridades do material e da geometria, comparando os resultados obtidos com referéncias da
literatura.

O acoplamento das nao linearidades pode aumentar significativamente o nivel de difi-
culdade do problema. Esses efeitos acoplados podem ser de dificil representacao, especi-
almente em problemas mais complexos.

Para todas as analises apresentadas nesse capitulo foi adotado o modelo elastoplastico
de deformacoes finitas multiplicativa com critério de plasticidade J2 (von Mises). Esse
critério é comum em analises estruturais nao lineares, permitindo a simulagdo de compor-
tamentos inelasticos de materiais, como o escoamento plastico. Além disso, o ajuste dos
parametros de endurecimento é importante para a simulagao de materiais que apresentam
endurecimento com o aumento da deformacao, o que é comum, por exemplo, em materiais
metalicos.

O acoplamento de nao linearidades é um tema essencial, embora desafiador, na analise
estrutural avancada. E relevante destacar que a aplicacado do MEFG nesse contexto,
permite a utilizacao de malhas mais simples e menos refinadas sem comprometer a repre-
sentatividade, o que é particularmente valioso. No entanto, é fundamental observar que
a literatura sobre o acoplamento de nao linearidades ainda é limitada e, portanto, os es-
tudos apresentados se baseiam em cendrios conhecidos, com modificagoes propostas para
capturar o comportamento dos materiais em condi¢oes de nao linearidade geométrica.
Isso reflete a caréncia de resultados abrangentes nessa area e enfatiza a necessidade de
pesquisas adicionais para explorar completamente o acoplamento das nao linearidades em

estruturas.

8.1 Cascas dobradas - Porticos estruturais

O teste do pértico abatido introduzido por Williams (1964), serd analisado com o uso
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de elementos de casca, submetidos a diferentes tipos de nao linearidades. Para esta analise,
o modelo foi simulado em diferentes cenarios, incluindo casos com e sem consideracao das
nao linearidades. Nas andlises com acoplamento das nio linearidades (PGNLMODEL),
foi empregado um modelo elastoplastico com critério de escoamento de von Mises.

Este ¢ um problema frequentemente abordado para a validagao de modelos numéricos
nao lineares e ja foi apresentado por diversos autores, come¢ando por Williams| (1964) e
seguido por outros como Wood e Zienkiewicz (1977), Meek e Tan| (1984), |Fonseca/ (2008),
. O comportamento com nao linearidades acopladas foi investigado anteri-

ormente por Chan|(1988)), que considerou um material elastoplastico perfeito.
O material puramente elastico foi utilizado nas analises linear e geometricamente nao

(1977), que

incluem o médulo de elasticidade de E = 200 x 10 uf /uc® e o coeficiente de Poisson de

linear (GNLMODEL) com os pardmetros propostos por Wood e Zienkiewicz

v = 0,0. Os materiais elastoplasticos utilizados possuem o mesmo modulo de elasticidade
e coeficiente de Poisson do primeiro material, bem como tensoes de escoamento de o, =
165 uf Juc* e o, =124 uf/uc®, respectivamente, conforme sugerido por ll As
analises eslastoplasticas também incluiram o ajuste dos parametros de encruamento para
o comportamento de plasticidade perfeita, com um coeficiente de encruamento (para uma
lei de endurecimento linear) definido como H = 0,0.

As condig¢oes de contorno e a malha MEFG adotadas no modelo estao ilustradas na
Figura Foram utilizados 10 elementos quadrilaterais de quatro noés, com enriqueci-
mento do tipo P2 aplicado a todos os nds. Isso permite a representacao de gradientes
elevados de deslocamento na fronteira de cada elemento, o que ¢ essencial para simular o
comportamento da estrutura sob grandes deformagoes. As restrigdes impostas incluiram

fixacoes em todos os graus de liberdade nas extremidades do portico.

Figura 8.1: Pértico de Williams: Geometria e malha de elementos finitos.
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A espessura do portico foi discretizada em 10 camadas, garantindo a representacao do

comportamento da estrutura em cada uma delas.

Para a obtencao das trajetorias de equilibrio, empregou-se o método de controle direto

de deslocamentos com fator de incremento de 0, 00325 uc para um dos nés de aplicacao da

carga, e uma tolerancia para a convergéncia do deslocamento de 1 x 107*. A intensidade

de carga de referéncia foi definida como Fy = 20 uf.

Os gréficos das Figuras (8.2 e[8.3|apresentam as trajetérias de equilibrio corresponden-

tes ao deslocamento vertical do ponto de aplicacao da carga.
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Figura 8.2: Pértico de Williams - Trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto

de aplicagdo da carga - Andlise geometricamente nao linear
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Figura 8.3: Pértico de Williams - Trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical do ponto
de aplicacdo da carga - Acoplamento de nao linearidades
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As trajetorias de equilibrio mostram boa conformidade entre os resultados aqui obtidos
e os de Wood e Zienkiewicz (1977) e/Chan (1988) tanto para o modelo com nao linearidade
geométrica quanto para o modelo com acoplamento das nao linearidades. Observa-se
nas andlises elastoplasticas, conforme destacado por Chan (1988), que a plastificagao da
secao exerce uma influéncia significativa na resisténcia final da estrutura. Para melhor
visualizacao deste efeito a Figura apresenta num mesmo grafico as curvas incluindo

os casos com e sem consideracao das nao linearidades.
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Figura 8.4: Pértico de Williams - Efeito das Nao Linearidades

No inicio da trajetoéria de equilibrio, como esperado, ambas as solugoes apresentam
a mesma resposta. No entanto, pode-se observar que as curvas correspondentes ao aco-
plamento das nao linearidades apresentam cargas significativamente menores nos pontos
limites. Devido a plastificagdo da se¢ao, ocorre uma diminui¢ao na rigidez, o que resulta
numa redugao na carga critica da estrutura, mesmo que este ponto tenha sido atingido
no mesmo nivel de deslocamento da estrutura com material eldstico. A medida que a
trajetoria avanca, a diferenca entre as duas curvas é ampliada, em resposta a plastificacao
adicional das camadas a cada etapa de carregamento.

As Figuras e[8.6)apresentam as isofaixas suavizadas de valores para o fluxo pléstico,
juntamente com as deformadas correspondentes, para os dois casos elastoplasticos apre-
sentados. Os pontos criticos considerados abrangem o inicio do escoamento do material, o
ponto imediatamente anterior a ocorréncia do fendomeno de “snap-through” e o momento
em que a estrutura comeca a endurecer novamente. Essas Figuras ilustram o processo de
plastificagdo ao longo da estrutura.

E importante notar que, nas simulagoes numeéricas, a localizagao dos pontos de maior

concentracao de deformagoes plasticas varia de acordo com o estdgio de escoamento e a
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intensidade da tensao de escoamento. Em niveis de escoamento mais baixos, o inicio do
escoamento ocorre no centro das barras que compoem o pértico. Ao longo da anélise,
as maiores deformacoes plasticas gradualmente se concentram na regiao mais préxima ao
ponto de aplicagao da carga.

Por outro lado, em patamares de escoamento mais elevados, observa-se um compor-
tamento diferente. Conforme representado nas Figura [8.6, o inicio do escoamento ocorre
na regiao mais proxima ao ponto de aplicacao das cargas e é nessa regiao onde se registra

a maior concentracao de deformagoes plasticas ao longo de toda a analise.
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Figura 8.5: Pértico de Willians (PGNL124): (a) - (c¢) Fluxo plastico nos pontos criticos; (d)
Deformada
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Figura 8.6: Pértico de Willians (PGNL165): (a) - (c) Fluxo plastico nos pontos criticos; (d)
Deformada

8.2 Casca abatida

Esta simulag¢ao consiste em se considerar o comportamento inelastico do material
no problema da casca abatida em que a nao linearidade geométrica é bastante acentu-
ada. O objetivo deste exemplo é analisar o comportamento da trajetéria de equilibrio
carga-deslocamento da estrutura quando as nao linearidades geométrica e fisica ocorrem
simultaneamente, a fim de compreender como o modelo responde a cada uma delas.

A geometria, condigdes de contorno e os parametros elasticos do material adotados
para analise sdo os mesmos da casca isotrépica de espessura h = 12, Tuc apresentada na
se¢ao 6.6l O pardmetro de escoamento, que caracteriza o colapso plastico da estrutura,
utilizado nas simulagoes elastoplasticas, o,, foi sucessivamente alterado, assumindo os

valores 30 uf/uc®, 20 uf/uc®, 15 uf/uc* e 10 uf/uc* para as analises com acoplamento
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das nao linearidades. Ressalva-se que o material nao falha por escoamento plastico para
a analise que considera apenas a nao linearidade geometrica. Foi realizado o ajuste dos
parametros de escoamento para o comportamento de plasticidade perfeito.

Os graficos da Figura [8.7 apresentam as curvas “carga x deflexao” obtidas. Conforme
destacado as trajetorias de equilibrio estdo em boa concordancia. O comportamento
inelastico do material tem grande influéncia na resposta da estrutura. Quando ocorre a
falha do material é possivel observar uma sensivel diminuicao da rigidez, que pode ser
associada ao parametro de escoamento. A medida que os deslocamentos vao crescendo
pode-se observar que as curvas, apesar de apresentarem comportamento semelhantes,
apresentam diferencas quanto as cargas criticas. (Quanto menor a tensao de escoamento,
menor serd a carga critica da estrutura devido a plastificacdo da secdo. Também vale
destacar que o modelo foi afetado de maneira mais intensa para uma tensao de escoamento
o, =10 uf/uc* a simulagdo acabou sendo interrompida por instabilidade numérica para

um deslocamento de aproximadamente 1,47 uc resultando numa nao convergéncia da

analise.
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Deflexao no centro da casca (x10)
Figura 8.7: Casca abatida - Diagrama Carga x deflexao

Em relacao ao comportamento da estrutura quando submetida a um material nao

linear, tem-se nas Figuras as isofaixas suavizadas do fluxo plastico no passo em

que ocorre o escoamento do material e no final da analise.
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Figura 8.8: Casca Abatida. Fluxo pléstico o, = 10 uf/uc?
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Figura 8.9: Casca Abatida. Fluxo plastico o, = 15 uf/ uc?
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Figura 8.10: Casca Abatida. Fluxo pldstico o, = 20 uf /uc?
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Figura 8.11: Casca Abatida. Fluxo pldstico o, = 30 uf /uc?

Para todos os niveis de tensao de escoamento, a plastificacdo da estrutura esteve
localizada no centro da placa. Posteriormente, ela foi se distribuindo ao longo da casca
em direcao as extremidades livres. Ao final do processo, apesar de boa parte da estrutura
ter atingido o escoamento, plastificacao estava altamente concentrada no né central da
casca.

Esse comportamento s6 foi diferente na casca com a menor tensao de escoamento, o, =

10 uf /uc?, que apresentou um escoamento de toda a estrutura e uma maior concentracao
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de deformacdes plasticas nas extremidades livres. Essa diferenca na resposta do fluxo
plastico pode ser explicada pelo colapso da solugao, causada por instabilidade numérica,
j4 observada na trajetéria de equilibrio da Figura

8.3 Placa quadrada simplesmente apoiada

Neste exemplo, é realizada uma analise elastoplastica do problema da placa quadrada
simplesmente apoiada submetida a um conjunto de cargas de pressao (a placa é semelhante
a apresentada na Figura[6.9] com comprimento total de L = 508 mm e espessura t = 2, 54
mm). Os trabalhos de Eberlein e Wriggers (1999), Betsch e Stein (1999) e Valente (2004)
trataram deste exemplo, adotando diversas configuragoes de malha.

O comportamento do material é descrito pelas seguintes propriedades: modulo de
clasticidade £ = 6,9 x 10* M Pa, coeficiente de Poisson v = 0,3 e tensdo de escoamento
09 = 248 M Pa. Para representar o comportamento de plasticidade perfeita, a andlise
procedeu com o ajuste dos parametros de encruamento, adotando uma lei de endureci-

mento/amolecimento linear (o(k) = 0¢ + #’k) com o médulo isotrépico H;s, = 0, 0.
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Figura 8.12: Placa simplesmente apoiada - Deflexdo do ponto central x Fator de carga

Para avaliar como o acoplamento das nao linearidades influencia a analise da placa,
adotou-se uma malha com 20x 20 elementos regulares. A Figura[8.21apresenta a trajetéria
de equilibrio obtida, que mostra a deflexdao correspondente do ponto central da placa para
um fator de carga maximo em comparac¢ao com as solugoes obtidas por outros autores,
como [Eberlein e Wriggers| (1999) (usando uma malha 15X 15 refinada nos cantos), Betsch e

Stein|(1999) (usando uma malha regular de 24 x24 elementos) e duas solugoes apresentadas
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por |Valente| (2004): a primeira com uma topologia de 24 x 24 clementos regulares ¢ a

segunda com 1375 elementos, incluindo refinamento nos cantos.

De forma geral, os resultados obtidos convergiram para os resultados da literatura.
Pode-se observar, nessa analise, um enrijecimento da estrutura a medida que os des-
locamentos aumentam. Esse enrijecimento esta provavelmente relacionado ao efeito de
membrana, caracteristico em estruturas de casca fina, em que, devido a capacidade da
membrana de suportar tensoes tangenciais, a rigidez da estrutura acaba aumentando.

A configuracao deformada da placa quando a mesma atinge a carga de colapso e o

contorno da varidvel de fluxo plastico acumulado, «, sdo ilustrados na Figura[3.13]
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Figura 8.13: Placa simplesmente apoiada: (a) Malha deformada e (b) Fluxo Plastico.

Apéds a andlise da estrutura deformada, ¢ possivel compreender melhor o comporta-
mento da placa avaliada nesse problema. Conforme apresentado na Figura m a
estrutura deformada adquiriu uma configuracao em forma de almofada, resultado de dis-
torcoes consideraveis fora do plano dos elementos préoximos aos vértices da placa. Esse
comportamento pode ser confirmado ao avaliar o diagrama de contorno das deformacoes
plasticas acumuladas, ilustrado na Figura Como esperado, ¢ observada uma
maior concentracao de deformacoes plasticas nas proximidades dos vértices e bordas da
placa, indicando o local onde ocorre a plastificacaio do material e, consequentemente,

maiores deformacoes na estrutura.

8.4 Problema de estriccao

Os testes a seguir incluem a andlise de um corpo de prova plano e de um cilindro

vazado, utilizados para simular a estriccao em estruturas submetidas a tensoées ao longo
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do eixo longitudinal. A defini¢io das geometrias e das malhas de elementos finitos, bem
como os carregamentos sao vistos na Figura O comprimento total dos corpos de
prova ¢ de L = 50 mm, enquanto a largura (o raio interno, no caso do cilindro) ¢ de
W = 10 mm, e a espessura ¢ de t = 1 mm. Os corpos de prova sao fixados em uma

extremidade e submetidos a tracao uniaxial na outra extremidade.

10 o d,
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(b) (c)

Figura 8.14: Problema de estric¢ao sob tensao plana. (a) Geometria e condigdes de contorno.
Malha de elementos finitos do (b) corpo de prova plano e do (c¢) cilindro vazado.

Para ambos os casos, os parametros do material utilizados na analise sao: o méodulo
de elasticidade E = 1,89 x 10° M Pa, o coeficiente de Poisson v = 0,29, e a tensao de
escoamento oy = 343 M Pa. Nesta andlise, é utilizada uma funcao de endurecimento
exponencial dada por o(k) = 343 + (680 — 343)(1 — e 1693 4 3009, Foram utilizadas
malhas com 500 elementos (50 na dire¢cao do comprimento e 10 na direcao da largura),
sendo adotado o elemento PGNLMODEL com anélise de nao linearidades acopladas. As
simulagoes sao realizadas sob controle de deslocamento com incrementos fixos de desloca-
mento.

As curvas carga-deslocamento obtidas sdao comparadas com os dados de referéncia
apresentados em |Liu et al|(2022) e plotadas na F igura onde uma bhoa concordancia

¢ alcancada.
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Figura 8.15: Problema de estriccdo sob tensao plana - Trajetérias de equilibrio

As Figuras e exibem o contorno do fluxo plastico acumulado, obtido na
simulagdo numérica, utilizando o modelo elastoplastico de von Mises para grandes de-
formagoes em varias etapas do processo de carga.

Uma vez que o material da placa entra na zona de escoamento e antes que a re-
sisténcia maxima seja alcangada (Figura , pode-se observar uma concentragao de
deformacoes plasticas na regiao préxima ao engaste, indicando o local onde a plastificacao
do material tem inicio. Conforme a deformacao progride, em uma determinada etapa apds
a resisténcia maxima ser alcancada (Figura , a deformacao plastica comeca a se
concentrar de maneira mais intensa no centro da chapa onde o estrangulamento se forma
(Figura8.16(d)) e se ramifica em diregao as bordas livres até a falha final (Figura|8.16(c))).

Para o corpo de prova cilindrico, a estric¢do, de maneira semelhante ao apresentado
na chapa plana, também ocorre na regiao central (Figura Como pode-se observar

nas Figuras 8.18(a)f8.18(c)| apds a carga mdxima ser atingida, a varidvel de endureci-

mento se localiza na regiao central do espécime e tem o valor maximo ao longo de toda a

circunferéncia do cilindro na zona de estrangulamento.
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Figura 8.16: Chapa plana: (a) - (c¢) Fluxo plastico em vdrios estdgios de carregamento. (d)
Malha deformada
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Figura 8.17: Cilindro vazado: (a) - (¢) Fluxo plastico em véarios estagios de carregamento. (d)
Malha deformada
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8.5 Painel quadrado - Polak e Vechio| (1994)

No estudo conduzido por [Polak e Vechio| (1994), foram realizados ensaios experimen-

tais em trés painéis quadrados de concreto armado submetidos a flexao fora do plano
combinada com cisalhamento no plano, conforme ilustrado na Figura[3.18] Para modelar
as estruturas, a espessura do painel foi discretizada em 10 camadas de concreto armado
e 4 camadas com 1,25% e 0,42% de ago por camada nas diregoes x e y, respectivamente,

seguindo a definicao do experimento.

(c) (d)

Figura 8.18: Painel quadrado de Polak: (a) - (¢) Condi¢oes de contorno e carregamento; (d)
Secao transversal.

Para representar o concreto simples foi adotado um modelo de fissuracao distribuida.
Neste trabalho, o modelo de fissuragao distribuida foi combinado com as leis de
reira e Chu| (1985), para compressio, e [Boone et al| (1986), para tragio (Apéndice

C). Para andlise dos trés painéis quadrados, foram consideradas as resisténcias a com-
pressao e a tragao apresentadas na Tabela além de um moédulo de elasticidade de
F = 30000 M Pa, um coeficiente de Poisson de v = 0,20, uma energia de fratura de
Gy =0,0001 MN/m e um comprimento caracteristico do material de h = 0,075 m.

Para modelar as armaduras, foi adotado o critério elastoplastico de von Mises, assu-
mindo plasticidade perfeita, caracterizado por um moédulo de elasticidade £ = 210000, 0

MPa, um coeficiente de Poisson v = 0, 3. As tensoes de escoamento nas dire¢oes X e y sao
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dadas na tabela Em todos os trés casos foi considerada aderéncia perfeita entre aco

e concreto.

Tabela 8.1: Painel quadrado de Polak - Parametros dos materiais

Modelo | f. (MPa) | f, (MPa) | Reforco na dir. x | Reforco na dir. y
fe MPa) pg (%) | f. MPa) py (%)

SM1 47 4,7 425 1,25 430 0,42
SM2 62 6,2 425 1,25 430 0,42
SM3 26 2,6 425 1,25 430 0,42

Na presente simulacao, foi adotada uma malha composta por 16 elementos quadrila-
terais de quatro nds para o MEFG, com enriquecimento polinomial do tipo P2 associado
a todos os nds. Para fins de comparagao com outros estudos, Luu et al. (2017) utilizaram
16 elementos quadrilaterais de oito nds, enquanto Silva e Horowitz (2022) optaram por
64 elementos quadrilaterais de quatro nos.

As trajetérias de equilibrio foram obtidas utilizando-se método de controle de deslo-
camentos, assumindo incrementos de 0,001 uc no né central, e uma tolerancia para a
convergéncia no deslocamento de 1 x 1073, Os resultados dos momentos x curvaturas
para os carregamentos modelados a partir da andlise MEFG foram comparados com os

resultados experimentais e numéricos apresentados na literatura, conforme mostrado nos

graficos das Figuras -

500 T T T T T T T T T T T T T
| ..000000:’\0’\ | 6000000000060
400 - = :
— °
g i o |
~— L ]
g 4
> 300 + 4 :
= | ] |
o ( ]
§ 200 | e |
3 - e Polak e Vechio (1994) | |
= 100 | e Luu et al.| (2017) |
* —|[Silva e Horowitz/ (2022)
—o— PGNLModel |
0 I | I | I | I | I | I | I
0 5 10 15 20 25 30 35

Curvatura (10e~3rad/m)

Figura 8.19: Painel quadrado de Polak - Momento x curvatura SM1
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O modelo desenvolvido apresentou boa concordancia com os resultados experimentais

e numéricos das referéncias. Isso se deve a estratégia de enriquecimento do MEFG, que

permite a combinacao de diferentes graus polinomiais, possibilitando a representacao da

resposta estrutural de forma muito proxima aquela obtida pela analise referencial, mesmo

com uma malha mais simples. A estratégia de enriquecimento polinomial utilizada no

modelo apresentou um caminho de equilibrio praticamente coincidente com a resposta

obtida pelo MEF classico, porém, com a vantagem de requerer uma malha menos refinada.
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Esses resultados evidenciam a eficiéncia do modelo desenvolvido na andlise estrutural e
sua capacidade de proporcionar resultados precisos e econémicos.

Este teste é fundamental para validar a eficacia do acoplamento das ndo linearidades
fisica e geométrica na analise estrutural. Essa abordagem avancada leva em consideracao
os efeitos da deformacao e das forcas nao lineares na geometria da estrutura, proporcio-

nando resultados mais precisos e completos do que as analises estruturais convencionais.
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CAPITULO 9
CONSIDERACOES FINAIS

9.1 Sobre as contribuicoes deste trabalho

Neste trabalho é proposta uma formula¢ao numérica para descrever o comportamento
de cascas e placas sob grandes deformacoes que incorpora a teoria da plasticidade de de-
formagoes finitas, contornando as limitagoes impostas por esse tipo de andlise. O acopla-
mento de nao linearidades pode ser particularmente desafiador em termos de modelagem
e simulagdo computacional, pois é necessario levar em conta os efeitos de cada uma das
fontes de nao linearidade individualmente, bem como os efeitos da interacao entre elas.
Isso pode exigir modelos matematicos e algoritmos computacionais mais complexos do
que aqueles usados para sistemas lineares ou para sistemas que apresentam apenas uma
fonte de nao linearidade.

A principal contribuicao deste trabalho consiste na implementacdo de um elemento
finito de cascas combinando formulagao baseada no Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizados em uma estrutura Lagrangiana total com a metologia do Método da Interpolacao
Mista das Componentes Tensoriais, o que possibilita a realizacao de analises de estruturas
de cascas finas e grossas acoplando as nao linearidades fisica e geométrica. Os elemen-
tos utilizados sao baseados na teoria classica de placas e cascas e sao adequados para o
tratamento de patologias numéricas, como o travamento de cisalhamento transversal e o
travamento de membrana. Essas patologias podem surgir tanto em faixas lineares quanto
nao lineares, sejam elas materiais e/ou geométricas.

Um ponto distintivo desta formulagao é que ela utiliza exclusivamente a abordagem
do MEFG, juntamente com a formulacao convencional baseada em deslocamento. Isso a
torna uma abordagem robusta e confidvel para andlise de estruturas de cascas e placas
sujeitas a grandes deformagoes.

Os modelos constitutivos elastoplasticos apresentados no Capitulo 4 tem como prin-
cipal caracteristica a decomposi¢ao multiplicativa do gradiente de deformacdao em partes
elasticas e plasticas, o que permite modelar adequadamente a plasticidade no regime de

deformacoes finitas. A formulacao é apresentada inicialmente de forma geral e, em se-
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guida, é particularizada para o classico modelo de plasticidade J2, seguindo o Ambiente
Teoérico-Computacional para Modelos Constitutivos desenvolvido por Penna (2011).

E importante destacar a formulacao do algoritmo de mapeamento de retorno para a
integracao das relagoes constitutivas que governam o comportamento do material. Para
os modelos de plasticidade de deformacodes finitas, foi apresentado que o algoritmo de
mapeamento de retorno pode ser derivado com base em conceitos andlogos da teoria
infinitesimal de forma simples. Dessa forma, foi apresentada uma versao modificada do
algoritmo Implicito/Explicito, combinado com o algoritmo de retorno padrao, expandindo
os algoritmos para a aplicacao em modelos de deformagoes finitas.

A formulacao implementada neste trabalho é considerada relativamente simples e
capaz de considerar os relevantes efeitos do acoplamento das nao linearidades fisica e
geométrica. Vale ressaltar que a abordagem adotada para a modelagem constitutiva pos-
sui grande potencial, uma vez que nao ¢ particularizada apenas para os modelos de analise
de cascas e placas, podendo ser adaptada para modelos unidimensionais, planos e sélidos,
independentemente do método numérico aplicado.

A implementacao computacional foi realizada no sistema INSANE (INteractive Struc-
tural ANalysis Environment) e foi facilitada por sua estrutura segmentada, permitindo
a incorporacao de novos modelos de andlise ao sistema. Além disso, a generalidade das
implementacoes dos modelos e dos recursos para modelagem constitutiva permitiu a in-
corporacao dos modelos de plasticidade de deformagoes finitas ao arcabouco tedrico e
computacional para modelagem fisicamente nao linear do INSANE, ampliando significa-

tivamente sua ja vasta biblioteca de modelos constitutivos.

9.2 Sobre as simulagoes numéricas

Nos capitulos [6] [7) e [8] foram apresentadas diversas simulag¢des numéricas de casos
classicos encontrados na literatura com a finalidade de ilustrar, validar e ressaltar as
caracteristicas do elemento de casca e do modelo constitutivo implementados. A partir
do que foi apresentado, podem ser feitas as seguintes consideragoes:

e O modelo numérico proposto ¢ adequado para a andlise de estruturas de placas e
cascas (com pequenas curvaturas) finas em que ocorrem grandes deslocamentos e
grandes deformagoes.

e Com o aumento do nimero de elementos finitos, as solugdes numéricas convergem
para as solucao de referéncia, no entanto, a taxa de convergéncia utilizando o ele-
mento implementado a partir do MEFG ¢é tdao boa quanto a obtida utilizando os
elementos tradicionais.

o A implementacao especifica do método dos elementos finitos generalizados para

problemas nao lineares mostrou-se uma escolha direta e eficiente, uma vez que a
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estrutura tedrica da abordagem para problemas lineares foi mantida inalterada.

O acoplamento das nao linearidades foi tratado com sucesso, permitindo a analise
efetiva de diversos problemas ja tratados na literatura.

A nao linearidade do material é implementada levando em consideracao o modelo
elastoplastico de von Mises (Modelo J2), no entanto, o sistema ja dispde de outras
leis constitutivas elastoplasticas integradas, conforme os exemplos apresentados no
capitulo [7].

As simulagdes numéricas mostraram que o Ambiente Teorico-Computacional para
Modelos Constitutivos é capaz de usar uma ampla gama de modelos constituti-
vos para diferentes simulacoes em modelos discretos comuns, sem a necessidade de
grandes intervencoes.

O algoritmo de mapeamento de retorno proposto mostrou-se adequado para o mo-
delo de deformacgoes finitas.

Analisando as simulac¢ées numéricas, os modelos constitutivos elastoplasticos de
deformacgoes finitas apresentaram uma boa correlacdo entre as respostas numéricas
e os resultados experimentais e analiticos para situacoes com cargas monotonicas.

Conclui-se que esses exemplos foram capazes de validar os modelos implementados.

9.3 Sobre a continuidade da linha de pesquisa

A partir desta tese, tém-se as seguintes sugestoes de trabalhos futuros:

Desenvolver a formulacdo combinando a metodologia MITC e o MEFG para andlise
de cascas com grandes curvaturas.

Desenvolver a formulagdo combinando a metodologia MITC+ e o MEFG.

Avaliar o comportamento dos modelos elastoplasticos de deformacoes finitas com a
insercao de novas medidas de deformacao.

Implementar modelos de deformacées finitas mais complexos, compostos por multiplas
superficies acopladas ou nao.

Adaptar os modelos de deformagoes finitas para carregamentos ciclicos, a fim de
realizar andlises em fadiga, por meio da implementacao de leis de encruamento
cineméatico ou misto.

Realizar analises utilizando o elemento de cascas finas em estruturas de concreto ar-
mado, incluindo painéis de concreto armado submetidos a uma combinacao de cisa-
lhamento e flexao, paredes de cisalhamento de concreto armado e tanques cilindricos

de concreto armado submetidos a carregamentos monotonicos e ciclicos.
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APENDICE A

ALGOTIMO PARA SOLUCAO DE EQUACOES NAO LINEA-
RES

Para se obter as trajetérias de equilibrio executa-se um processo incremental-iterativo
cujo objetivo é resolver um sistema com N + 1 incognitas, sendo N deslocamentos incre-
mentais e um incremento no fator de carga, e N + 1 equacodes de equilibrio e uma equacao
de restri¢do. O diagrama da Figura[A.1|mostra os principais passos do algoritmo genérico
proposto por Yang e Shieh (1990), relativo a um processo incremental-iterativo.

Um dos processos incrementais-iterativos implementados no sistema INSANE ¢é o
método de Newton-Raphson. Segundo Bathe (2006), esse método pressupoe que a matriz
de rigidez tangente seja recalculada a cada interacao. Desse modo, a equacao de equilibrio

incremental que corresponde a iteragao j do passo ¢ pode ser escrita na forma que se segue:

(K)o - {0UY; = A% - {P} +{Q)}), (A1)

onde,

(K ]2_1 ¢é a matriz de rigidez tangente da interacao j — 1 do passo i, fun¢do do campo de
deslocamentos {JU };_1, obtida a partir da soma das parcelas linear e nao linear da matriz
de rigidez indicadas na equagao [4.23}

{6U }3 é o vetor de deslocamentos incrementais da iteracao j do passo i;

dAj € o incremento do fator de carga da iteracdo j do passo i;

{P} é o vetor de cargar de referéncia. Na equagao o vetor de cargas é representado
pela soma dos vetores R e F’;

{Q};—1 é o vetor de forgas residuais da iteragao iteracao 7 — 1 do passo ;

A solugao da equagao[A.1]passa por estabelecer um valor para o incremento de fator de
carga, 0\, em funcao do método de controle, a partir do qual, pode-se obter o incremento

dos pardmetros nodais, {0U},
{6U}; = ox; - {0U}] + {oU}? (A.2)
(K1 - {6U}; = {P} (A.3)
[K]jfl : {5U}JQ = {Q}j—l (A4)
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[ Montagem do vetor de cargas de referéncia: {P} ]

—— Loop sobre o n° de incrementos (i =i + 1)

— Loop sobre o n° de iteragdes (j =j + 1)

[ Matriz de rigidez: [K]j,—_1 ]

Deslocamentos incrementais associados a carga de
referéncia,({dU}j—’), e A carga residual, ({6U}?)

i
Incremento do fator de cargas 64; [—(@=----

(Dependente do Método de Controle)

[ Vetor de deslocamentos incrementais: {6U}j,— ]

Novo incremento
Nova iteracao

[ Atualizagdo das variaveis: 4; e {U}; ]

v

[ Vetor de forgas internas: {F}; ]

v

[ Vetor de forgas residuais {Q}; ]

Converge?

Figura A.1: Algoritmo para métodos de controle

Obtidos os valores de 0A; e {0U} ; a atualizagao das variaveis fator de carga e de

deslocamentos ¢ feita da seguinte forma

{U}; ={U};., +{0U}; (A.6)

Na primeira iteragao de cada passo, o vetor de cargas residuais, {Q} i ¢ igual a zero.

Nas iteragoes seguintes ele ¢ dado por:

{Q}; =X - {P} = {F}; (A7)

onde {F'} ; € o vetor de forgas equivalentes as tensoes ao final da iteragao j.
Ao final de cada iteracio, o equilibrio /convergéncia do sistema ¢ verificado pelo critério

de forgas e/ou pelo critério de deslocamentos, através da magnitude dos vetores de forgas
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residuais ({Q};) e de deslocamentos incrementais ({0U};), respectivamente. O processo
iterativo ¢ repetido até que a convergéncia seja alcancada.

Novas iteragoes serao necessarias se a convergéncia nao for atingida. Nesse caso, apos
calculados os valores de {6U }f e {oU }? através das equagdes A3 ¢ A4, o valor de 0
pode ser obtido com uma equagao de restricao que envolve combinacoes das grandezas do

problema.

A.1 Métodos de Controle

Como destacado no diagrama da F igura a obtencao do parametro de carga 5)\;-
requer uma atengao especial, pois é um valor que pode ser calculado por diferentes ma-
neiras, dependendo do método de controle adotado. A escolha do método de controle ¢é
importante para o estudo pos-critico em placas e cascas, permitindo classificar a perda de
estabilidade, determinar a capacidade de carga da estrutura e quantificar a sensibilidade
da mesma as imperfeicoes iniciais. Dentre os varios métodos de controle existentes para a
realizacao dos procedimentos incrementais iterativos, destacam-se os métodos de controle
de carga, de controle de deslocamentos e de controle de comprimento de arco.

O modo mais simples de resolver o sistema de N 4 1 equagoes ¢ através do método
chamado controle de carga. Neste método, a carga externa ¢ incrementada de um valor
constante em cada passo, ndo variando durante as iteragoes, assim a variavel 0A; = 0 para

as outras iteragoes. A Figura[A.2]apresenta um esquema do processo deste método.

o]
)
~
S
[}
D
<=
5 Trajetoria de
S Iteracio
= 7(0 Ky
[ 7
Q1 :
SyAS |
1 1
51 | |
! | i Trajetéria de
| | Equilibrio
1 1
1 [}
A 1 1
S A
SUL 18U, b
Lt
1 [}
1 [}
! ! Deslocamento

vt U, U, U
Figura A.2: Processo incremental-iterativo com controle de carga. (2009)

Uma vez que as iteragcoes sao processadas a carga constante, utilizando o método de
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controle de carga, pode-se tracar o caminho de equilibrio completo de estruturas nas quais
a carga se apresente sempre crescente ou sempre decrescente. Caso haja mudanca no sinal
da carga, haverd o surgimento de um ponto limite (ponto B na Figura. Nesse caso
o método de controle de carga ira falhar, pois uma vez que a carga externa ultrapassa
o valor correspondente ao ponto limite, a linha horizontal que controla a trajetéria de
iteracao nao obtém correspondéncia na trajetéria de equilibrio, logo nenhum ponto de
convergéncia sera obtido.

O método de controle direto de deslocamento. proposto inicialmente porBathoz et al/
, pressupoe que as iteragoes sao processadas a um deslocamento constante. Assim
como no método de controle de carga, uma das variaveis é eliminada do problema, ja que
o f = 0 para 7 > 1. Portanto, torna-se necessario isolar o restante das componentes do

vetor de deslocamentos incrementais, 6U, e o incremento do fator de carga, 0.

g
=
b
3
(&)
3 Trajetoria de
5 Iteracao
=
L,
__ -il- ________________ S
Ko/ | for
Al Z |
N :
I
sud
p == Trajetéria de
['__1 0o Equilibrio
AT
ol
Deslocamento
yi-t* Ui

Figura A.3: Processo incremental-iterativo com controle direto de deslocamentos. (2009)

Ao contrario do método de controle de carga, esse método permite ultrapassar pontos
limites de carga. Porém, o método de controle de deslocamentos torna-se ineficiente em
estruturas em que se observe um decréscimo do deslocamento de controle experimente
diminuicao de um nivel de carga para outro. Isto se deve ao fato da trajetoria de iteracao,
controlada por uma linha vertical, nunca cruzar a trajetéria de equilibrio (Figura .
Além disto a escolha do deslocamento a ser controlado pode ser dificil dependendo da
estrutura analisada e a escolha de um incremento em deslocamento ndo ¢ tao natural
quanto a escolha de um incremento de carga, de modo a requerer um conhecimento prévio
da estrutura a ser analisada, para que se possa escolher o grau de liberdade adequado a

ser usado para o controle.
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Apesar das limitagoes dos métodos de controle de carga e de deslocamento, estes
métodos passaram a constituir um padrao para o desenvolvimento de outros métodos
mais gerais e eficazes. Os métodos de controle de comprimento de arco surgem a partir
dessa necessidade. A ideia central deste método consiste em controlar o processo iterativo
a partir de uma combinagao geométrica entre as variaveis deslocamentos e fator de carga
proporcional, buscando superar as limitacoes apresentadas pelos métodos anteriormente
apresentados. A Figura ilustra a metodologia para a obtencao de ponto de equilibrio
B, a partir do ponto de equilibrio A.

Trajetoria de
Iteracao

|
22, Fator de carga

|
|
o) |
A
= |
|
S
Io,
= |
I
S
L

At {
N -
Trajetoria de
. A Equilibrio
Al*l

olU; |

AU;_4
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Figura A.4: Processo incremental-iterativo com controle de comprimento de arco. (2009)

A Figuraaprescnta as equacgoes para obtencao do fator de carga nas iteracgoes j = 1
e j > 1, segundo os métodos de controle implementados no sistema INSANE.
apresenta de maneira detalhada as formulagoes relativas aos equacionamentos para a ob-
tencao do incremento do fator de carga. Além dos métodos de controle de carga, controle

direto de deslocamento ja abordados, também sao apresentados os métodos de compri-

mento de arco com trajetéria de iteragao ortogonal & tangente inicial (Ricks| 1972} |1979),
ortogonal a tangente da iteracio anterior ou cilindrica (Crisfield| 1981}
1983), método de deslocamento generalizado (Yang e Shieh| |1990), método de controle
por trabalho (Yang e McGuire, [1985) e método de residuo ortogonal (Krenk e Hededal,
193] [Krenkl [1995).
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APENDICE B

MODELOS ELASTOPLASTICOS PARA DEFORMACOES FI-
NITAS

No capitulo |5] foi apresentada a formulagdo matematica geral do modelo hiperelas-
toplastico formulado segundo o Ambiente Unificado proposto por Penna (2011). Nao foi
abordada diretamente a formulacdo de todos os modelos elastoplasticos, sendo especifi-
cado apenas o modelo J5. A seguir, serd apresentada a formulacao para os modelos cons-
titutivos elastoplasticos de Tresca, Rankine, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager, seguindo
a estrutura tedrica proposta. As parcelas necessarias a descricao de cada modelo sao

explicitadas indicando a correlagdo entre a forma original e a proposta por este trabalho.

B.1 Tresca

O critério de Tresca é um critério isotrépico e por isso pode ser descrito em termos
dos invariantes do tensor de tensoes. O critério de Tresca pode ser escrito em funcao do
segundo invariante do tensor desviador ou tensor anti-esférico, Jo = Ju(s), e do angulo de
carregamento, #. A funcao de escoamento, com encruamento linear isotrépico, assume o

formato

®(1,A) = 2\/7200s9 — (o, + ICA) (B.1)

O angulo de carregamento é definido como uma fun¢ao do segundo e terceiro invari-

antes do tensor anti-esférico:

1 (—3\/§J3

0 =—sen | ——==>
23/

. (B.2)

) com —ZSHS
6

|

Assim como o critério de von Mises o critério de Tresca é associativo,assim, os gra-
dientes da funcao de escoamento e da funcdo de potencial plastico, para um material

isotrépico, podem ser obtidos por:

L _ow_owor, 0w o), 0@ 0,
Y 9r 0L ot OJy O OJy OT

(B.3)

’I’Lij =
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em que as derivadas dos invariantes em relacao a tensao sao:

ol

s B4
or % (B4
0J

877-2 = Sij (B.4b)
0J 1

787'3 = tlij = SikSkj — §J25ij (B.4c)

onde d;; é o delta de Kronecher, s;; sdo as componentes do tensor de tensoes desviadoras
e t;; ¢ o desvio quadratico do tensor de tensoes desviadoras. As derivadas da fungao de

escoamento em relagao aos invariantes sao

0%
ol

P 0
87 _ cos 3v/3.J; (B.5h)
0Js Vo 2J%2(4cos?f — 1)

o V3 (B.5¢)
0J3 Jo(4cos? 0 — 1)

=0 (B.5a)

B.2 Drucker-Prager

O critério proposto por Drucker-Prager é uma generalizacao do critério de von Mises,
consistindo numa modificacdo do critério, no qual um termo extra é incluido para que
o modelo se torne sensivel ao efeito da pressao hidrostatica. Enquanto o critério de von
Mises é interpretado em termos do tensor de tensoes octaédrico, o critério de Drucker-
Prager impoe que o escoamento plastico ocorre quando o invariante da tensao desviadora
Jy e a tensao hidrostatica atingem uma combinagcao critica(Lubliner, 1990). A fung¢ao que

modela o critério de Drucker-Prager é dada por:
®(r, A) = \/a(s(7)) +np(7) — k (B.6)

onde p(7) = I;/3 é a componente da pressao hidrostatica e n é uma constante relacio-
nada ao material e a fungdo k. Considerando endurecimento isotropico, a funcao k esta
relacionada a curva de tensao uniaxial de tra¢do |[Chen e Han| (2007) e pode ser definida
como:
k= (77 + \%) T(A) (B.7)
O modelo de Drucker-Prager é ndo associado (F' # @)). A lei nao associativa Drucker-
Prager ¢ obtida através da adogao, para a fung¢ao de potencial plastico, de funcao uma
similar & funcao de escoamento, em que o angulo de atrito, ¢, é substituido pelo angulo
de dilatancia (v)

Qo 0y) =\ J2(s(7)) + 7p(7) (B-8)
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em que ¥ < ¢ e i é uma constante adicional do material, obtida através da substituicao
de ¢ por v nas equagoes

Portanto, os gradientes de F' e (), para valores constantes do multiplicador pléstico,
representados pelos tensores m e n, sao dados por:

2

o 5o |0 o] oo
1 n
o= 2 1 T 1 B.9
iy 0Ty \/;\/s:s 8 S’T ?T +3 8 0 (1) (B.9)
3
00 5 2r 0 0 100
1 n
= N _1 = 1 B.10
iy 0T \/;\/s:s 8 ST ?T +3 g 0 2 ( )
3

O modulo ineléastico, é dado por

o (737 N \}g) o (B.11)

B.3 Mohr-Coulomb

O critério de Mohr-Coulomb ¢é baseado na hipdtese de que as deformacoes plasticas
resultam do escorregamento entre as particulas materiais. Generalizando a lei de atrito de
Coulomb, estabelece-se que o escoamento plastico inicia quando, num plano do corpo, a

tensao limite de cisalhamento, 7, e a tensao normal, o,,, atingem uma combinacao critica:

Ts =€ — oy tan ¢ (B.12)

onde ¢ é a coesao e ¢ é o angulo de atrito interno. A forma tridimensional da superficie
de falha de Mohr-Coulomb ¢ dada por:

®(1,A) = (cos 0 — %sen@senqb) Jo + p(T)seng — ccos ¢

(B.13)
Da definicao geral da funcao de escoamento, tem-se o gradiente dado por

00 00Ol 0D J, 0D oW
i o = oL, or 94, 0r 90 0r (B.14)

As derivadas da fungao de escoamento em relacao aos invariantes para o critério de Mohr-
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Coulomb séao

0P  seng
oL = 3 (B.15a)
0P 1 senflsen¢

0P cos fseng
50 = —\/J: <sen6’ + \/§> (B.15c¢)

A derivada 00/0T1 é dada por:

00 (—9\/§J3 aJQ) 1 . (3\/5&]3) 1 (B16)
3 3

a_ = 5 > 2 >
or 47 or i _ 247;}153 2.5 or i _ 247}1233

O modelo de Mohr-Coulomb é nao associado (F' # ). As derivadas para a lei ndo

associativa de Mohr-Coulomb sao obtidas através da substituicdo do angulo de atrito, ¢,
pelo angulo de dilatancia, .

O modulo inelastico é dado por

H = 57 cos ¢ (B.17)

B.3.1 Tratamento das singularidades

Os modelos Tresca e Mohr-Coulomb possuem superficies de escoamento descontinuas
com vértices (0 < 6 < 60F) em que a fungao de escoamento nao é diferenciavel. Existem
varias abordagens para lidar com essas singularidades. Este trabalho utilizou uma das
abordagens classicas, o chamado método do "arredondamento” dos vértices da superficie
de escoamento. Nas imediagoes dos vértices, este procedimento utiliza as fungao de esco-
amento de von Mises para arredondar o critério de Tresca e a funcao de escoamento de
Drucker-Prager para arredondar o critério de Mohr-Coulomb. Assim, para valores de 6
nas imediagoes dos vértices (f = 0 ou 6 = 601 temos

A abordagem pratica adotada neste trabalho é usar as expressoes gerais dos critérios
de Tresca e Mohr-Coulomb indicados nas Equagoes e para regioes afastadas dos
vértices (0,57 < 0 < 59, 57) e, nas proximidades das singularidades, utilizar o critério de
von Mises em substituicao ao critério de Tresca e o critério de Drucker-Prager no lugar
de Mohr-Coulomb. Fisicamente esse artificio é equivalente a um ”arredondamento” dos
cantos da superficie de escoamento. Portanto, as derivadas da funcao de cedéncia em

relacao aos invariantes sao dadas por:
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Para o modelo de Tresca:

g—i =0 (B.18a)
g}i _ i2’>||§|| (B.18b)
3(]1; = (B.18c)
Para o critério de Mohr-Coulomb:
g;}i =0 (B.19a)
gi - gle + 73711 (B.19D)
(?;;) =0 (B.19¢)

Embora esta abordagem permite obter os gradientes das fungoes de escoamento para
todos casos em que o estado de tensdao se encontra em um vértice da superficie, ou em
suas imediagoes, deve-se ressaltar quem em algumas situagoes pode ocorrer um salto no
gradiente no ponto em que a transicao é feita de uma superficie de escoamento para a

outra. Isso pode fazer com que as tensoes calculadas passem a ser imprecisas.

B.4 Rankine

O critério de escoamento de Rankine é geralmente usado para determinar se um ma-
terial fragil falha por tragao. De acordo com esse critério, a falha ocorre quando a tensao
principal maxima em um ponto no interior do material atinge um valor igual ao da re-
sisténcia a tracao encontrada num teste de tracao simples, independentemente das tensoes
normais ou de cisalhamento que atuam em outros planos através deste ponto. A equacao

para a superficie de ruptura definida por este critério é:
®(1,A) =2/3Jycos60 + I} — 3(0, + HA) (B.20)

As derivadas das funcoes de escoamento e de potencial plastico podem ser obtidas a
partir da equacao em que as derivadas dos invariantes em relagao a tensao sao as

mesmas apresentadas na equacao e as derivadas da funcao de escoamento em relacao



aos invariantes sao

0P

ar, = 1

e V/3cos b 9J3

0, Nk 2J22(4cos?f —1)
oL 3

0J3 Jo(4cos?0 — 1)

O moéddulo inelastico associado ao critério de Rankine sera

H = (3)(X)
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(B.21a)
(B.21b)

(B.21c)

(B.22)
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APENDICE C
MODELO DE FISSURACAO DISTRIBUIDA

Nos modelos de fissuracao distribuida, utilizados para representar o processo de fratu-
ramento do concreto, o meio material é idealizado como continuo durante todo o processo
de andlise. A partir desse pressuposto, o processo de fissuracdo e as descontinuidade
no campo de deslocamentos causadas por ele sao propagados pelo meio através da al-
teracao das equacoes constitutivas. Relagoes tensao-deformacao sao adotadas para seguir
o processo de fratura, sendo os limites do concreto e a energia de fratura os parametros
caracteristicos do material.

Tradicionalmente, a lei tensao-deformacao para os modelos de fissuragao distribuida
é formulada em relacdo aos eixos principais do tensor de deformacao €. A possibilidade
de se ter fungoes diferentes para cada dire¢ao permite ao modelo que capte de forma
independente o comportamento, seja de tragao ou de compressao e de modo indireto o
cisalhamento (no caso particular do modelo aqui formulado). A equagao das variagoes de
tensao podem ser escritas da seguinte forma

o = Eiju (EO @rs) Ekl (C.1)

pqrs?

em que Fjjy (qum, .@rs) é o tensor de rigidez escrito em funcao das varidveis de dano,

9, que por sua vez podem ser escritas em um tensor de integridade dado por

¢ 0 0
0 0 &

onde as componentes ¢ dependem das relaces tensdo-deformacao ou das lei de evolucio
do dano.
O processo de degradacao ¢ entao assumido como sendo governado por F; funcoes de

carregamento desacopladas, expressas como:

onde ¢g; sao os autovalores do tensor de deformacao e k; é uma variavel histérica, depen-
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dente dos autovalores do tensor de deformacao. As derivadas das fungoes de carregamento

em relacao as deformacoes principais sdo entao expressas como:

%5000 0 0] 00 O
= O, . OF:
ngt = 521 =0 00 | 032000 0 (C4)
Eklp OF3
0 00| 0 0 00 %5

Supondo que a variavel histérica é dada como o maior valor de deformacao (em cada
dire¢do) ja atingido pelo material durante a andlise, o tensor das derivadas das fungoes
de dano ¢ a forma inversa do dos médulos pés-critico, obtido em Assim,

031 0
851 _
Hyp={0 92 0 (C.5)
993
0 0 55

O tensor de evolugao do dano, m, pode ser obtido pela degradacao do tensor de rigidez

e pode ser calculado da seguinte forma
Mij = | MiijpeEpg M 2i5pqEpq M3iqu5pq] (C.6)

onde o tensor M,,;;p, ¢ dado por

Y aEiqu
mijpq — = %mrs C e
JPq a@rs ( )

e representa a forma como a rigidez ira se degradar. O tensor .#,,,, indica a direcao da
propagacao do dano. Desta forma, considerando as dire¢oes locais de dano, para o caso

de fungoes desacopladas, tem-se

100 0001|000
Muprs=10 00 | 01 0] 000 (C.8)
0001|000/ 001

Obtidos os tensores descritos nas equagoes |C.4] |C.5) e |C.6, o operador tangente pode

SEer eXpresso comao:

1 - _
Efjkl = Eiji + TMmiqugpqnnkl (C.9)

Como ja destacado, este modelo permite a utilizacao de diferentes hipéteses para
as leis de evolugao (relagoes tensdo-deformagao ou leis de dano) capazes de calcular a
degradagao das propriedades fisicas do material. Neste trabalho, o modelo constitutivo
de fissuracao distribuida combina as leis de |Carreira e Chu (1985), para compressao, e
a lei de Boone et al. (1986), para tracao, como mostrado na Figura . Os parametros
materiais necessarios para descrever as relagoes tensao-deformacao incluem o moédulo de

elasticidade incial, Ej, as tensoes limites de resisténcia a compressao, f., e a tracao,
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fi, a energia de fratura por unidade de comprimento de fissura, Gy e o comprimento

caracteristico do material, h.

fe

Et
ES

Figura C.1: Leis Tensao-Deformagao adotadas no modelo - Carreira-Ingrafea

A proposta de|Carreira e Chu| (1985) utilizada neste trabalho para modelar o compor-

tamento a compressao do concreto apresenta formas polinomiais baseadas nos limites de

tensao e deformacao para compressao, dado pela equacao

o= fck(i)k with k= b (C.10)
k—1+(2) 1= ()

A proposta de Boone et al|(1936) utilizada para representar a resposta a tragao do

concreto, aproxima o comportamento por uma lei exponencial baseada na energia da

fratura e nos limites de tensao e deformacao admitidos. O modelo ¢ dado por

hf
“keme) com k:i (C.11)

Gy

a = fte
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