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virtual da Escola de Engenharia da Universidade Federal de Minas Gerais
- UFMG, a Comissão Examinadora indicada pelo Colegiado do Programa
em 24 de novembro de 2023, para julgar a defesa da Tese de Doutorado
intitulada "Formulação e Implementação Computacional para  Análise
Fisicamente e Geometricamente Não Linear de Cascas pelo Método dos
Elementos Finitos  Generalizados", cuja aprovação é um dos requisitos
para a obtenção do Grau de DOUTOR EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS na área
de ESTRUTURAS.
 
Abrindo a sessão, o Presidente da Comissão, Prof. Dr. Samuel Silva
Penna, após dar a conhecer aos presentes o teor das Normas
Regulamentares passou a palavra ao candidato para apresentação de seu
trabalho. Seguiu-se a argüição pelos examinadores, com a respectiva
defesa do candidato. Logo após, a Comissão se reuniu, sem a presença do
candidato e do público, para julgamento e expedição do resultado final.
Foram atribuídas as seguintes indicações:
 
Prof. Dr. Samuel Silva Penna  - DEES - UFMG (Orientador)
Prof. Dr. Felício Bruzzi Barros - DEES - UFMG 
Prof. Dr. Roque Luiz da Silva Pitangueira - DEES - UFMG
Prof. Dr. Gray Farias Moita - CEFET - MG
Prof. Dr. Raul Rosas e Silva - PUC - RIO
 
 
Após reunião, a Comissão considerou a candidata  APROVADO, conforme
pareceres em anexo.
 
O resultado final foi comunicado publicamente ao candidato pelo
Presidente da Comissão.
 
Nada mais havendo a tratar, o Presidente encerrou a reunião e lavrou a
presente ATA, que será assinada por todos os membros participantes da
Comissão Examinadora.
 
Belo Horizonte, 22 de março de 2024.
 

Ata de defesa de Dissertação/Tese 3109871         SEI 23072.215418/2024­57 / pg. 1



Observações:

1. A aprovação do candidato na defesa da Tese de Doutorado não
significa que o mesmo tenha cumprido todos os requisitos
necessários para obtenção do Grau de Doutor em Engenharia de
Estruturas;

2. Este documento não terá validade sem a assinatura do Coordenador do
Programa de Pós-Graduação.

Documento assinado eletronicamente por Felicio Bruzzi Barros,
Professor do Magistério Superior, em 22/03/2024, às 13:25, conforme
horário oficial de Brasília, com fundamento no art. 5º do Decreto nº
10.543, de 13 de novembro de 2020.

Documento assinado eletronicamente por Samuel Silva Penna, Professor
do Magistério Superior, em 22/03/2024, às 13:25, conforme horário
oficial de Brasília, com fundamento no art. 5º do Decreto nº 10.543,
de 13 de novembro de 2020.

Documento assinado eletronicamente por Gray Farias Moita, Usuário
Externo, em 22/03/2024, às 13:25, conforme horário oficial de
Brasília, com fundamento no art. 5º do Decreto nº 10.543, de 13 de
novembro de 2020.

Documento assinado eletronicamente por Roque Luiz da Silva
Pitangueira, Professor do Magistério Superior, em 22/03/2024, às
13:26, conforme horário oficial de Brasília, com fundamento no art.
5º do Decreto nº 10.543, de 13 de novembro de 2020 .

Documento assinado eletronicamente por Raul Rosas e Silva, Usuário
Externo, em 22/03/2024, às 13:29, conforme horário oficial de
Brasília, com fundamento no art. 5º do Decreto nº 10.543, de 13 de
novembro de 2020.

Documento assinado eletronicamente por Leandro Lopes da Silva,
Subcoordenador(a), em 09/04/2024, às 11:00, conforme horário oficial
de Brasília, com fundamento no art. 5º do Decreto nº 10.543, de 13 de
novembro de 2020.

A autenticidade deste documento pode ser conferida no site
https://sei.ufmg.br/sei/controlador_externo.php?
acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0, informando o código
verificador 3109871 e o código CRC B053BF8C.

 

Referência: Processo nº 23072.215418/2024-57 SEI nº 3109871

Ata de defesa de Dissertação/Tese 3109871         SEI 23072.215418/2024­57 / pg. 2
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hoje. Em especial ao Prof. Carlos H. Alexandrino.

Aos meus amigos que sempre torceram por mim e me incentivaram durante este
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RESUMO

A análise estrutural de placas e cascas é um tópico de extrema relevância na engenharia
estrutural e tem recebido crescente atenção nas últimas décadas, compondo um campo de
pesquisa vasto e ainda com muitas lacunas a serem exploradas. Neste trabalho, é estudada
a resposta não linear de natureza f́ısica e geométrica em problemas envolvendo placas e
cascas. Para superar o bloqueio por cisalhamento e membrana, é adotado um elemento
que combina o método das interpolações tensoriais mistas (MITC) com o Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG), pois esse método é comprovadamente menos
propenso à influência da malha, tornando-se mais vantajoso para este tipo de análise.
O elemento de casca é formulado no contexto da formulação Lagrangiana Total com
deformações/tensões levadas em conta usando o tensor de deformações não linear de
Green-Lagrange. No presente estudo, a não linearidade f́ısica considerada refere-se à
descrição do comportamento elastoplástico sob deformações finitas, avaliada através da
adoção de relações tensão-deformação adequadas à resposta do material e deduzidas a
partir da hipótese principal da decomposição multiplicativa do gradiente de deformações.
Essa implementação, expande de forma genérica os modelos apresentados em Oliveira
(2016) e garante que modelos elastoplásticos originalmente formulados para pequenas de-
formações sejam também aplicados a problemas de grandes deformações. Para capturar
as variações de tensão e deformação através da espessura, o elemento de casca é subdivi-
dido em N camadas discretas permitindo medir o comportamento inelástico do material.
Neste cenário, é apresentada a cinemática de elementos de casca plana em camadas adap-
tados ao MEFG. Além disso, é apresentada uma formulação para um algoritmo de retorno
Impĺıcito/Expĺıcito baseado no algoritmo padrão de retorno pelo método da projeção do
ponto mais próximo (Closest Point Projection) adaptado para o modelo de deformações
finitas. Para avaliar e validar o elemento proposto, resultados provenientes de soluções
numéricas de outros elementos de casca encontrados na literatura e soluções anaĺıticas são
comparados com o elemento. É mostrado que o modelo proposto, além de convergir rapi-
damente, apresenta resultados coerentes com os apresentados na literatura e em soluções
anaĺıticas.

Este é um texto na cor branca.
Palavras-chave: cascas; grandes deslocamentos; grandes deformações; MEFG; MITC;
deformações finitas.



ABSTRACT

The structural analysis of plates and shells is an extremely relevant topic in structural
engineering and has received increasing attention in recent decades, composing a vast
field of research with many gaps yet to be explored. In this work, the nonlinear physical
and geometrical response in problems involving plates and shells is studied. To overcome
the shear and membrane locking, an element is adopted that combines the mixed tenso-
rial interpolation method (MITC) with the Generalized Finite Element Method (MEFG),
as this method is proven to be less prone to mesh influence, becoming more advanta-
geous for this type of analysis. The shell element is formulated within the context of
the Total Lagrangian formulation with deformations/stresses taken into account using
the nonlinear Green-Lagrange strain tensor. In the present study, the physical nonline-
arity considered refers to the description of elastoplastic behavior under finite strains,
evaluated through the adoption of stress-strain relationships suitable for the material res-
ponse and deduced from the principal hypothesis of the multiplicative decomposition of
the deformation gradient. This implementation generically expands the models presented
in Oliveira (2016) and ensures that elastoplastic models originally formulated for small
strains are also applied to finite strain regime. To capture stress and strain variations
through the thickness, the shell element is subdivided into N discrete layers, allowing the
measurement of the material’s inelastic behavior. In this scenario, the kinematics of flat
shell elements in layers adapted to the MEFG is presented. In addition, a formulation
for an Implicit/Explicit return algorithm based on the standard Closest Point Projection
method for stress integration is presented, adapted for the finite deformation model. To
evaluate and validate the proposed element, results from numerical solutions of other shell
elements found in the literature and analytical solutions are compared with the element.
It is shown that the proposed model, in addition to converging rapidly, presents results
consistent with those presented in the literature and in analytical solutions.

Este é um texto na cor branca.
Key-words: shells; large displacements; large strain; MEFG; MITC; finite strain.
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(d) Deformada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
8.6 Pórtico de Willians (PGNL165): (a) - (c) Fluxo plástico nos pontos cŕıticos;
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Caṕıtulo 3: Método dos Elementos Finitos Generalizados

ωj Nuvem de elementos
Nj(x) Função de forma que compõe a PU
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Caṕıtulo 5: Análise fisicamente não linear: Modelo constitutivo para deformações
finitas

A Forças termodinâmicas associadas
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Nℓ Funções de forma referentes a um nó ℓ
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B Modelos elastoplásticos para deformações finitas 171
B.1 Tresca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
B.2 Drucker-Prager . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
B.3 Mohr-Coulomb . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

B.3.1 Tratamento das singularidades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
B.4 Rankine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

C Modelo de fissuração distribúıda 177
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Este é um texto na cor branca.
Com o avanço da tecnologia e o desenvolvimento de materiais mais leves e resistentes,

a engenharia tem se destacado na concepção e utilização de estruturas esbeltas e alta-
mente flex́ıveis. No entanto, essas estruturas são mais propensas a sofrerem instabilidades,
grandes deflexões, flambagem e outros fenômenos.

Portanto, é essencial que se tenha um profundo conhecimento sobre a natureza desses
fenômenos, a fim de prever o desempenho e a capacidade resistente das estruturas de
forma mais precisa. Isso permitirá que sejam tomadas medidas preventivas ou corretivas,
garantindo a segurança e a eficiência estrutural.

Neste contexto, destacam-se as cascas, estruturas que podem ser obtidas a partir de
uma placa impondo-se à sua superf́ıcie média inicial uma curvatura simples ou dupla. Elas
se caracterizam por apresentar elevadas relações entre resistência-peso, bem como rigidez-
peso. Tais estruturas são frequentes em diversas realizações da engenharia moderna,
abrangendo pontes, telhados, antenas espaciais, velas solares, estruturas de asas, fusela-
gem de aeronaves e naves espaciais, braços robóticos flex́ıveis em engenharia mecânica,
vasos de pressão. Além disso, as cascas encontram aplicações em cascos submarinos na
indústria naval, tecidos moles e instrumentação avançada no campo da bioengenharia. A
notável versatilidade e eficiência das cascas as tornam elementos essenciais no panorama
contemporâneo da engenharia (Figura 1.1).

A análise estrutural de placas e cascas é um tópico de extrema relevância na engenharia
estrutural e tem recebido crescente atenção nas últimas décadas. Devido à complexidade
desse tipo de estrutura, associada a diversos fatores, como sua espessura e curvatura, bem
como as condições de contorno e carregamentos aplicados, problemas envolvendo placas e
cascas frequentemente apresentam comportamentos não lineares. Adicionalmente, essas
não linearidades podem ser de natureza f́ısica, como a relação constitutiva do material, ou
geométrica, como a influência da deformação excessiva na geometria da estrutura. Essas
não linearidades podem estar acopladas, o que pode levar a um grande desafio na análise
e solução desses problemas

O acoplamento dessas não linearidades pode aumentar significativamente a comple-
xidade do problema, pois as soluções anaĺıticas são geralmente restritas, resultando em
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(a) Ponte (b) Fuselagem de aernoves

(c) Casco de submarino (d) Antenas solares

(e) Domo (f) Nanotubos

Figura 1.1: Exemplos de geometrias de cascas (COPILOT, 2023)

desafios adicionais. Por exemplo, o desempenho de uma estrutura pode ser afetado pela
resposta do material (não linearidade f́ısica), conduzindo a uma instabilidade da estrutura
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Jun, 2021).
Um elemento de casca deve ser capaz de representar adequadamente todos os termos

geométricos e de deformação (condição de consistência). Ele não deve exibir modos de
energia espúrios de valor zero, para nenhum elemento individual, para nenhuma mon-
tagem de elementos e para nenhuma geometria e condições de contorno (condição de
elipticidade). Ademais, ele deve mostrar boa convergência da solução para todas as ca-
tegorias assintóticas de comportamentos de casca, incluindo comportamentos dominados
por membrana, dominados por flexão e mistos (Bathe, 2006).

Um elemento de casca ideal deve ser capaz de modelar geometrias complexas de casca,
considerando tanto os efeitos de membrana quanto os de flexão. Além disso, deve ser capaz
de satisfazer testes de malha e de deformação constante (Soriano, 2009), estar livre de
bloqueios de solução por membrana e cisalhamento, ser facilmente combinado com outros
tipos de elementos e fornecer resultados precisos para malhas espessas (Oñate, 2013).

A formulação do elemento de casca deve atender ao critério da conformidade que es-
tabelece que a função de interpolação de deslocamentos deve ser cont́ınua no interior do
elemento e nas interfaces entre elementos. Adicionalmente, tal função deve ter continui-
dade das derivadas associadas aos graus de liberdade nodais. Por fim, a formulação do
elemento deve ser simples, evitando, sempre que posśıvel, o uso de derivadas de desloca-
mento como variáveis nodais.

A cinemática utilizada neste trabalho será baseada em formulações Lagrangianas, que
são amplamente empregadas em problemas de grandes deformações. A estrutura de plas-
ticidade isotrópica de grandes deformações empregada será descrita de forma detalhada,
a fim de assegurar a consistência da formulação proposta. O ponto central deste trabalho
é o acoplamento das não linearidades geométricas e f́ısicas, a resposta estrutural depen-
dente destes fenômenos, a predominância entre os comportamentos e a resposta conjunta
do modelo não linear (f́ısico e geométrico).

A proposta foi implementada no sistema INSANE (INteractive Structural ANalysis
Environment), desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas na Universi-
dade Federal de Minas Gerais.

A formulação matemática de problemas não lineares requer a utilização de uma ampla
gama de técnicas matemáticas, determinando, assim, em grande parte a estrutura deste
trabalho. A fim de assegurar a robustez da proposta, serão realizados testes de malha
e de deformação constante, que são essenciais para a validação do método numérico. O
desempenho do método em problemas de placas e cascas também será avaliado, a fim de
verificar a capacidade da formulação proposta em representar problemas de natureza mais
complexa contemplando a resposta material e estrutural.

Em suma, o presente trabalho representa um avanço na busca por modelos numéricos e
formulações mais eficientes, confiáveis e completas para a análise de estruturas de placas
e cascas com grandes deslocamentos e deformações. Embora ainda existam desafios a
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serem enfrentados, os resultados obtidos até o momento são bastante promissores.

1.1 Justificativa e contribuições do trabalho

Este é um texto na cor branca.
Nas últimas décadas, diversos pesquisadores têm se dedicado a investigações com

o propósito de melhorar e desenvolver técnicas confiáveis para compreender e simular
fenômenos não lineares em diversas áreas do conhecimento, como biomecânica, mecânica
dos fluidos, geotecnia, mecânica dos sólidos, entre outras. Assim, surge a necessidade
de desenvolver modelos numérico-computacionais que sejam capazes de representar de
maneira simples e eficiente problemas complexos da engenharia.

A representação precisa de cascas, seja na teoria de pequenos ou grandes deslocamen-
tos, tem sido objeto de estudo constante ao longo das últimas décadas, como evidenciado
pela revisão de literatura. Vários trabalhos foram desenvolvidos para estudar o com-
portamento não linear de cascas, incluindo os estudos de Lee e Bathe (2004), Areias e
Belytschko (2004), Areias et al. (2005), Coda e Paccola (2007), Belo (2009), Sussman e
Bathe (2013), Brouzoulis e Fagerstrom (2013, 2015), Jeon et al. (2015), Nguyen-Thanh
et al. (2015), Areias et al. (2016), Yazdani et al. (2016), Li (2016), Kzam (2016), Song e
Dai (2016), Ko, Lee e Bathe (2017), Yazdani et al. (2018) e Pham et al. (2019).

Análises com não linearidade geométrica são caracterizadas por significativas dis-
torções da malha de elementos, devido aos efeitos de grandes deslocamentos e deformações
considerados. Essas distorções podem eliminar alguns termos da função de aproximação
dos elementos, resultando em uma perda de qualidade na aproximação da solução por
elementos finitos.

De acordo com Barros (2002) e Alves (2012), o Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizados (MEFG) demonstrou ser menos suscet́ıvel a influências de distorções na malha,
por proporcionar um aumento das aproximações dos elementos a partir da inserção de
funções de enriquecimento. Além disso, o ganho de flexibilidade da aproximação através
do MEFG também contribui para o tratamento dos problemas de travamento da solução
em elementos de cascas finas baseados na teoria de Reissner-Mindlin, tornando-o uma
ferramenta significativamente vantajosa para esse tipo de análise.

Entre as diversas metodologias propostas para tratar o travamento da solução, os ele-
mentos baseados no Método da Interpolação Mista com Componentes Tensoriais (MITC),
desenvolvidos por Bathe e Dvorkin (1984, 1985, 1986), se popularizaram ao longo das
últimas décadas. O esquema MITC tem sido utilizado com muito sucesso no desenvol-
vimento de elementos de cascas gerais e um grande número de trabalhos utilizando essa
abordagem para o tratamento de problemas de placas e cascas geometricamente não li-
neares podem ser encontrados na literatura, com destaque para Bucalem e Bathe (1983),
Dvorkin (1995), Hernández et al. (2003), Chapelle et al. (2003), Lee e Bathe (2010), Gai-
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otti et al. (2014), Jeon et al. (2015), Ko et al. (2016), Juna et al. (2018), Katili et al.
(2018), Cinefra et al. (2020), Mi e Yu (2021), Trinh e Jun (2023) e Choi e Lee (2023).

A literatura evidencia que o uso dos elementos MITC ainda é atual e vem sendo
explorado para o tratamento adequado da análise de estruturas de placas e cascas não
lineares. Uma das principais caracteŕısticas da formulação do elemento MITC é o uso de
componentes tensoriais de deformações de cisalhamento, tornando o elemento resultante
relativamente insenśıvel à distorção. Neste sentido, este trabalho buscou combinar a
abordagem MITC com a formulação do MEFG, buscando obter melhorias no tratamento
do bloqueio que pode acontecer quando os elementos de casca MITC tradicionais são
distorcidos geometricamente.

A bibliografia ainda mostra que o acoplamento das não linearidades f́ısicas e geométricas
com o uso de elementos MITC é um campo pouco explorado, abrindo campo para a busca
de estudos nessa área. Embora exista um número grande de problemas não lineares, ti-
picamente materiais, que poderiam ser abordados, foi escolhido o modelo elastoplástico
com deformações finitas de von Mises. Esta opção se justifica na grande importância,
na aplicação potencial desse modelo em muitas áreas da engenharia e na necessidade de
se considerar apropriadamente o regime de grandes deformações que podem surgir ao se
tratar problemas geometricamente não lineares.

Adicionalmente, propõe-se a criação de um framework para modelos de deformações
finitas, evidenciando que os modelos elastoplásticos clássicos presentes na literatura po-
dem ser expandidos para contemplar o regime de grandes deformações. Mesmo que apenas
uma medida de deformação, especificamente a medida de deformações logaŕıtmicas, tenha
sido abordada inicialmente, a proposta permanece aberta para outras medidas. Isso se
deve ao fato de que a estrutura apresentada para a implementação/formulação dos mo-
delos, assim como o algoritmo de retorno, são de natureza geral, permitindo modificações
espećıficas na interação entre o modelo constitutivo e a integração das tensões.

Nesse contexto, as principais contribuições deste trabalho incluem a proposição de
uma formulação geometricamente não linear utilizando o Método dos Elementos Finitos
Generalizados acoplada a modelos elastoplásticos com deformações finitas para elementos
de casca do tipo MITC, que é uma proposta ainda não tratada na literatura.

É relevante ressaltar, que embora o presente trabalho esteja centrado no modelo J2

(von Mises), foi apresentada a extensão para deformações finitas de outros modelos de
plasticidade clássicos (Tresca, Rankine, Drucker Prager e Mohr-Coulomb). Essa imple-
mentação, expande de forma genérica os modelos apresentados em Oliveira (2016) e ga-
rante que modelos elastoplásticos originalmente formulados para pequenas deformações
sejam também aplicados a problemas de grandes deformações. Um conjunto de problemas
de referência comumente utilizados para a elastoplasticidade de pequenas deformações foi
ampliado para os modelos de grandes deformações e suas soluções foram obtidas para que
sirvam como uma base conveniente para comparações subsequentes.
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Além da generalização dos modelos constitutivos elastoplásticos, também deve ser
observada e destacada a formulação adotada para o algoritmo de mapeamento de re-
torno, necessário para a integração das relações constitutivas que governam o comporta-
mento do material. A proposta apresentada é derivada diretamente a partir de conceitos
completamente análogos da teoria infinitesimal e faz uso da metodologia de algoŕıtimos
impĺıcitos/expĺıcitos apresentadas por Oliver et al. (2008).

Adicionalmente, vale destacar a possibilidade de aplicação da metodologia proposta
em estruturas de concreto armado. Embora o enfoque principal não esteja direcionado
a esse material em particular, a adaptabilidade do framework proposto sugere que novos
modelos constitutivos possam ser inclúıdos e modelos já existentes no sistema INSANE
(como os de fissuração distribúıda) possam ser utilizados, desde que sejam compat́ıveis
com modelos de grandes deformações. Isso amplia ainda mais a aplicabilidade prática e
o impacto potencial desta pesquisa em diferentes cenários da engenharia estrutural.

Em decorrência, diante da escassez de resultados sobre o acoplamento das não lineari-
dades, este trabalho apresenta também uma contribuição na ampliação de resultados de
simulações numéricas de problemas relacionados a estruturas submetidas a grandes des-
locamentos, grandes deformações e efeitos inelásticos. A relevância deste estudo é ainda
mais evidente em face dos crescentes desafios apresentados por projetos de estruturas cada
vez mais esbeltas e leves. É importante ressaltar que a maioria dos programas comer-
ciais para projeto e dimensionamento de estruturas, atualmente dispońıveis no mercado,
restringe-se à análise estrutural de materiais elásticos homogêneos, em um contexto de
pequenos deslocamentos e pequenas deformações.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Este é um texto na cor branca.
O objetivo geral desta tese é o acoplamento da análise fisica e geometricamente não

linear aplicado a estruturas de cascas. Para isso, é necessário levar em consideração o
comportamento não linear da estrutura e do material, abrangendo problemas de grandes
deslocamentos e grandes deformações, e lidar com as instabilidades numéricas ou f́ısicas
e a sensibilidade à distorção das malhas decorrentes dessa classe de problemas. Nesse
sentido, a proposta é utilizar o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG)
combinado com o Método das Interpolações Tensoriais Mistas (MITC) e aplicá-lo em
problemas práticos de engenharia.

Assim, espera-se contribuir para o desenvolvimento de uma ferramenta computacional
robusta para análise de elementos de cascas e placas com não-linearidades geométricas
e f́ısicas, permitindo uma análise mais precisa de estruturas em engenharia. Com isso,
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espera-se avançar o conhecimento cient́ıfico e tecnológico nessa área, promovendo melho-
rias em projetos e processos relacionados a estruturas de cascas e placas em diferentes
setores da engenharia.

Para isso, foi desenvolvido um código de elementos finitos capaz de lidar com com-
portamentos não lineares associados à geometria acoplada a modelos de plasticidade para
grandes deformações em elementos de cascas e placas. O código foi validado por meio
de simulações numéricas e comparações com outras técnicas de análise numérica, como o
Método dos Elementos Finitos (MEF) convencional. A partir da validação do código, fo-
ram realizadas análises em casos de estudo relevantes, a fim de demonstrar sua capacidade
de resolver problemas práticos e fornecer soluções precisas.

1.2.2 Objetivos Espećıficos

Este é um texto na cor branca.
Visando atingir o objetivo geral, os seguintes objetivos espećıficos foram perseguidos:

(1) Formular, a partir da descrição cinemática, o elemento de casca utilizando a es-
tratégia do MEFG;

(2) Formular e implementar no sistema INSANE os modelos elastoplásticos com de-
formações finitas segundo o Ambiente Unificado para modelos constitutivos, desen-
volvido por Penna (2011);

(3) Revisar e generalizar para o modelo de deformações finitas a implementação dos
algoritmos de retorno para a integração das equações constitutivas;

(4) Realizar uma série de simulações numéricas para validar o código desenvolvido em
relação a resultados experimentais ou outros códigos de elementos finitos bem es-
tabelecidos. Essa etapa permitiu avaliar a precisão e eficácia do código, garantindo
que ele seja capaz de lidar com problemas complexos;

1.3 Organização do Texto

Este é um texto na cor branca.
Este trabalho está organizado em sete caṕıtulos e três apêndices.
O Caṕıtulo 1 apresenta a motivação, a delimitação e os objetivos do trabalho, for-

necendo uma perspectiva abrangente e contextualizada do problema tratado, como guia
para a organização do trabalho como um todo.

No Caṕıtulo 2 foi realizada uma revisão sobre a teoria de placas e cascas e é apresentada
a base teórica para a formulação do elemento de casca que será implementada.

No Caṕıtulo 3 foi realizada uma revisão teórica, apresentando os aspectos relevantes
do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG);

O Caṕıtulo 4 abrange uma revisão geral sobre análise geometricamente não linear,
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onde são discutidos os conceitos básicos relativos à descrição matemática da formulação
não linear, incluindo os tipos de medidas de tensões e deformações utilizadas. Após essa
introdução, é detalhada a formulação Lagrangiana Total, empregada na análise geométrica
não linear através do Método dos Elementos Finitos de Grandes Deformações (MEFG).
O caṕıtulo conclui com a apresentação do modelo discreto do elemento de casca geome-
tricamente não linear.

O Caṕıtulo 5 traz uma revisão geral sobre a Teoria Matemática da Plasticidade para
grandes deformações. Nele, são apresentados os conceitos básicos relativos à descrição
matemática de um modelo constitutivo elastoplástico, destacando-se a formulação das
relações incrementais entre tensão e deformação da teoria da plasticidade, os conceitos
de superf́ıcies de falha, escoamento plástico e leis de encruamento, com ênfase para o
algoritmo de integração das tensões.

A proposta deste trabalho é validada nos caṕıtulos 6, 7 e 8. No Caṕıtulo 6, são
apresentados exemplos de validação para o elemento de casca geometricamente não li-
near implementado, destacando principalmente sua generalidade e seu desempenho. No
caṕıtulo 7, são apresentadas e discutidas diversas simulações numéricas para validação do
modelo constitutivo para grandes deformações implementado, onde os resultados obtidos
são confrontados com resultados experimentais e numéricos obtidos por outros autores.
No Caṕıtulo 8, são apresentadas simulações numéricas com o objetivo de investigar o
acoplamento das não linearidades f́ısica e geométrica, discutindo como isso pode levar a
um aumento significativo da complexidade dos problemas e abordando as possibilidades
proporcionadas pela consideração de ambas as não linearidades na análise de estruturas.

O Caṕıtulo 9 traz considerações finais acerca do desenvolvimento do trabalho e dos re-
sultados obtidos. Finalmente, a partir das discussões realizadas, são apresentadas algumas
sugestões para trabalhos futuros.

Adicionalmente, este trabalho inclui três apêndices que abordam temas secundários,
porém de extrema relevância para a compreensão do texto.
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CAPÍTULO 2

TEORIAS DE CASCAS

Este é um texto na cor branca.
As cascas representam um tipo particular de componentes estruturais caracterizadas

por sua geometria curva (Figura 2.1), sendo um sólido tridimensional cuja espessura é
muito menor do que as outras duas dimensões. A geometria espećıfica dessas estruturas
incentiva o uso de uma cinemática particular em vez de uma cinemática geral para corpos
sólidos.

Uma casca pode ser vista, em essência, como a extensão de uma placa para uma
superf́ıcie não plana. A não coplanaridade introduz esforços axiais (membrana) além
da flexão e do cisalhamento, proporcionando assim uma maior resistência estrutural ge-
ral. Para cascas finas sem mudanças abruptas na espessura, inclinação ou curvatura, as
tensões de membrana são uniformes em toda a espessura da parede. A teoria de flexão
geralmente compreende uma solução de membrana, corrigida nas áreas em que os efeitos
de descontinuidade são pronunciados.

De maneira geral, a teoria das cascas é visa reduzir o problema de elasticidade tri-
dimensional para um problema de duas dimensões aplicado à essa classe particular de
estruturas. A redução do problema tridimensional requer suposições cinemáticas que são
consideradas através da imposição de hipóteses sobre o campo de deslocamentos, que
quando empregadas em conjunto com os métodos variacionais levam às equações de casca
bidimensionais, que fornecem a base para a discretização dos elementos finitos.

As teorias de diversas ordens para cascas podem ser expressas simplesmente por suas
relações cinemáticas. Este caṕıtulo começa apresentando um histórico da evolução das
teorias de placas e cascas. As diferentes teorias serão referenciadas de maneira ilustrativa
em ordem crescente de complexidade. Além disso, uma breve exposição das diferentes
abordagens de elementos finitos para gerar elementos de casca é apresentada com foco
nas vantagens e desvantagens da formulação dos elementos. Por fim, foi descrito o método
de integração numérica das equações governantes dos elementos finitos que serão derivadas
no caṕıtulo 5.
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Mindlin, 1951).
Fundamental para o desenvolvimento da teoria não linear clássica, a teoria proposta

por Kirchhoff (1850) é limitada ao estudo de placas delgadas e não considera a deformação
por cisalhamento transversal. Esta formulação, baseada na hipótese de Bernoulli para
vigas, resulta em uma equação diferencial de quarta ordem para a deflexão da placa. Além
disso, o método de Kirchhoff introduz significado f́ısico na teoria das placas, tornando-a
mais intuitiva e fácil de aplicar em problemas práticos de engenharia.

Para tratar as placas espessas, foi introduzida a teoria da deformação por cisalhamento
ou de primeira ordem ou simplesmente teoria de Reissner-Mindlin de placas (Reissner,
1944, 1945, 1947, Mindlin, 1951), que leva em consideração as deformação transversais.
Cinco variáveis são consideradas para descrever a deformação: três translações, tendo
como referência a superf́ıcie média e duas rotações. Esta abordagem não satisfaz as
condições de limites transversais de cisalhamento nas superf́ıcies superior e inferior da
placa, uma vez que um ângulo de cisalhamento constante através da espessura é assumido
e as seções planas permanecem planas após a deformação. Como consequência desta
aproximação, a teoria de Reissner-Mindlin requer fatores de correção de cisalhamento
para considerações de equiĺıbrio.

As teorias de Kirchhoff e Mindlin preveem apenas uma variação linear dos deslocamen-
tos e das tensões ao longo da espessura da placa. Portanto, fornecem resultados apenas
aproximados, muitas vezes acompanhados por erros significativos nas tensões.

Em placas e cascas com maior espessura, a distribuição dos deslocamentos assume um
comportamento progressivamente não linear à medida que a relação entre espessura/com-
primento aumenta. A mecânica do comportamento não linear de placas e cascas e suas
caracteŕısticas, tem sido objeto de estudo por parte de diversos pesquisadores, os quais
empregaram abordagens distintas na busca por teorias que captem de maneira adequada
a variação dos deslocamentos e das tensões ao longo da espessura.

Fooppl (1923) apud Szilard (2004) em seu livro sobre Mecânica de Engenharia, pu-
blicado pela primeira vez em 1907, já havia tratado a teoria não linear de placas. A
forma final da equação diferencial, no entanto, foi desenvolvida por von Kármán (1910)
apud Reddy (2003), que estendeu a teoria de Kirchhoff para estudar a deformação fi-
nita de placas, considerando termos não lineares. Deve-se ressaltar ainda, as importantes
contribuições de Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) para a teoria de placas e cas-
cas, dentre elas, estão a solução de placas circulares considerando grandes deflexões e a
formulação de problemas de estabilidade elástica.

Donnell (1934) estabeleceu a teoria não linear de cascas ciĺındricas circulares sujeitas
a carga torcional sob a hipótese simplificadora de casca rasa. Devido à sua relativa sim-
plicidade e precisão prática, esta teoria tem sido amplamente utilizada. As equações de
Donnell são obtidas negligenciando a inércia no plano, a deformação transversal do cisa-
lhamento e a inércia rotativa, dando resultados precisos somente para cascas muito finas.
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Essa limitação da teoria proposta por Donnell (1934) também está ligada a deslocamentos
tangenciais e modos de corpo ŕıgido. Os termos não lineares predominantes são retidos,
mas outros efeitos secundários, tais como as mudanças de curvatura são expressas por
funções lineares do deslocamento radial.

von Kármán e Tsien (1941) realizaram um estudo sobre a estabilidade de cascas
ciĺındricas carregadas axialmente, com base na teoria não linear de Donnell. Os autores
mostraram que as grandes discrepâncias entre o comportamento experimental e a teoria
da estabilidade clássica eram relacionados ao comportamento pós-flambagem altamente
instável encontrado em muitas estruturas de casca finas.

Sanders Jr (1963) desenvolveu uma teoria não linear mais refinada de cascas, expressa
em forma tensorial, sendo esta considerada uma das melhores teorias de primeira ordem
para análise de problemas de instabilidade e dinâmica. As mesmas equações foram obtidas
por Koiter (1966) em torno do mesmo peŕıodo, levando à designação dessas equações como
as equações de Sanders-Koiter. De acordo com a teoria de Sanders-Koiter, todos os três
deslocamentos são usados nas equações do movimento. As alterações na curvatura e a
torção são lineares de acordo com as teorias não lineares de Donnell e Sanders-Koiter
(Yamaki, 1984).

Para calcular a energia de deformação elástica, utilizam-se quatro teorias de casca
fina não linear, as teorias de Donnell, Sanders-Koiter, Flügue-Lur’e-Byrne (Ginsberg,
1973) e Novozhilov, que negligenciam a inércia rotativa e a deformação por cisalhamento.
Essas teorias de cascas são praticamente as únicas geralmente aplicadas a problemas
geometricamente não lineares entre as teorias que utilizam apenas três variáveis, que são
os três deslocamentos de superf́ıcie média.

Até a década de 1960, a única maneira de solucionar problemas de placas e cascas,
isotrópicas ou não, era através de soluções anaĺıticas. Essas soluções geralmente eram
expressas em séries, por métodos como o de Ritz, de Galerkin, de Navier ou outras
formas e variações. Em problemas envolvendo a análise de placas e cascas a partir da
formulação anaĺıtica, a determinação do campo de deslocamentos, as deformações internas
ou as tensões atuantes no sistema devido à aplicação de cargas apresenta dificuldades por
vezes intranspońıveis.

Desta forma, houve um esforço para desenvolver e aplicar abordagens aproximadas
que possibilitassem a aplicação dos prinćıpios subjacentes a essas teorias de maneira mais
acesśıvel e precisa. De acordo com Arciniega e Reddy (2005), os avanços mais significa-
tivos nas análises de cascas ocorreram através do uso do Método dos Elementos Finitos,
especialmente no que diz respeito à discretização no espaço.

Gallagher (1973) apresentou uma formulação não linear de elementos finitos para a
análise de instabilidades de cascas finas usando dois tipos de elementos, um quadrilateral
arbitrário e um elemento triangular. Um elemento triangular curvo com 27 graus de liber-
dade baseado nos pressupostos de Kirchhoff foi empregado por Bathoz et al. (1976) para
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estudar as configurações de pré e pós flambagem de cascas elásticas finas com curvaturas
gaussianas nulas, negativa e positiva. Uma análise geometricamente não linear de cascas,
utilizando o MEF, foi realizada por Horrigmoe e Bergan (1978), com especial atenção aos
problemas de instabilidade.

Reddy e Chandrashekhara (1985) introduziram a teoria de deformação de cisalhamento
de primeira ordem não linear de cascas, para tratar cascas laminadas moderadamente
espessas. Cinco variáveis independentes, três deslocamentos e duas rotações, são usadas
para descrever a deformação da casca. Esta teoria pode ser considerada como a versão de
cascas espessas da teoria de Sanders para termos lineares e da teoria de casca não linear de
Donnell para termos não lineares. Pitkaranta et al. (1999) estudaram o efeito da laminação
na deformação das cascas, uma vez que as tensões máximas geralmente ocorrem perto dos
limites das camadas. Isso, de fato, é uma das caracteŕısticas que tornam os problemas
das cascas bastante singulares entre os problemas da mecânica computacional.

Os elementos finitos mais utilizados para modelagem de estruturas do tipo casca são
os elementos degenerados. Em menor escala de uso, têm-se os elementos bidimensionais
baseados em uma teoria de casca, além dos elementos planos e dos elementos sólidos tri-
dimensionais. Desde meados da década de 1960, quando surgiram os primeiros elementos
finitos para cascas, a literatura sobre o assunto vem se desenvolvendo rapidamente. Yang
et al. (2000) apresentaram um resumo dos trabalhos mais relevantes sobre elementos fi-
nitos de cascas, publicados entre os anos de 1985 e 2000. Foram catalogados trabalhos
que envolviam a abordagem de cascas com elementos degenerados, formulações baseadas
em tensões no cont́ınuo de Cosserat, integração reduzida com estabilização, abordagem
de modos incompat́ıveis, formulações com enriquecimento de deformações, elementos tri-
dimensionais, formulações corrotacionais e teorias de ordem superior para a análise de
laminados.

O elemento de casca degenerado apresentado por Ahmad, Irons e Zienkiewicz (Ahmad
et al., 1970) tem gozado de bastante prestigio nas últimas décadas constituindo até os
dias atuais a base para as análises de cascas por elementos finitos. A formulação parte
da ideia um tanto óbvia de modelar a casca apenas pelo comportamento de sua superf́ıcie
média, através de uma definição adequada das coordenadas nodais.

Por sua versatilidade, esse elemento é capaz de analisar problemas de cascas não li-
neares, e pode ser empregado com sucesso para investigar o comportamento de cascas
arbitrárias, com base em uma formulação não linear consistente. Em Ribeiro e Lan-
dau (1991) foi apresentada uma formulação Lagrangiana total para análise não linear
geométrica de estruturas de cascas utilizando-se elementos finitos tridimensionais dege-
nerados, representados pelas normais e pelas coordenadas dos nós da superf́ıcie média.
Buechter e Ramm (1992) compararam o conceito de degeneração com uma formulação da
teoria de cascas para grandes rotações incluindo deformações transversais de cisalhamento.

No entanto, ao se utilizar tal abordagem, frequentemente surge o problema de soluções
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excessivamente ŕıgidas. Esse fenômeno é conhecido como travamento e deve ser mitigado
para assegurar análises confiáveis utilizando elementos finitos de casca. Buscando superar
essas limitações, muito esforço de pesquisa foi empregado, como em Huang e Hinton (1986)
que propuseram um elemento de casca degenerado de nove nós, onde uma interpolação
aprimorada das deformações de cisalhamento transversais no sistema de coordenadas na-
tural é usada para superar o problema de travamento de cisalhamento, e uma interpolação
aprimorada das deformações da membrana no sistema de coordenadas cartesianas local é
aplicada para evitar comportamento de travamento da membrana.

Entre diversos esquemas para evitar o travamento da solução, os elementos MITC
(Método da interpolação mista das componentes tensoriais) foram desenvolvidos (Bathe
e Dvorkin, 1984, 1985, 1986), e se tornaram o elemento padrão para muitos programas
de elementos finitos que fazem a análise de cascas. Uma vantagem particular da aborda-
gem MITC é que uma formulação desenvolvida para análise linear pode ser prontamente
estendida para análises não lineares, através da incorporação das medidas adequadas de
tensão e deformação.

Recentemente os elementos MITC+ foram propostos objetivando melhorar o desem-
penho dos elementos MITC (Jeon et al., 2015, Ko et al., 2016, Ko, Lee, Lee e Bathe,
2017). Hale et al. (2018) apresentaram uma reinterpretação do procedimento do elemento
MITC como um método de elementos finitos com hibridização mista e um método de
integração reduzida seletiva parcial de alta ordem polinomial. Em Pham et al. (2019), o
elemento MITC é combinado com elementos finitos suavizados dando origem ao elemento
denominado ES-MITC3, visando melhorar a precisão do MITC3 original para análise de
cascas.

Cinefra et al. (2020) discutiram a robustez dos elementos de placa baseados na técnica
MITC e a abordagem de cinemática variável da Formulação Unificada de Carrera (CUF)
com relação ao problema de malhas distorcidas. Trinh e Jun (2021) apresentaram um ele-
mento quadrilateral de alta ordem aplicando a técnica MITC. Mi e Yu (2021) propuseram
uma formulação isogeométrica da casca de Reissner-Mindlin, utilizando MITC para aliviar
o travamento por cisalhamento e o travamento por membrana. Lee et al. (2022) aplicaram
a formulação Lagrangeana Total para estender a formulação do elemento MITC3+ para
análises não lineares. Trinh e Jun (2023) utilizaram a técnica MITC para avaliar o es-
tudo do comportamento geometricamente não linear de cascas compósitas com gradiente
funcional sob grandes deslocamentos e grandes rotações. Choi e Lee (2023) desenvolve-
ram um elemento MITC4+ que busca simplificar a implementação do campo assumido
de deformação por membrana.

Belo (2009) apresentou um elemento finito bidimensional de casca capaz de avaliar
o problema da não-linearidade material (hiperelasticidade) e geométrica de uma dada
estrutura, de forma precisa e acurada, submetida a grandes deslocamentos e rotações. Em
Sussman e Bathe (2013) foram apresentados elementos finitos de 3 e 4 nós, usando a teoria
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do cont́ınuo tridimensional com o comportamento constitutivo tridimensional completo,
para análise de grandes deformações em cascas, eles são referidos como elementos de casca
3D e foram formulados de modo a evitar os bloqueios de cisalhamento e volumétrico.

Sampaio et al. (2015) apresentaram uma formulação alternativa de elementos finitos
para a análise de placas e cascas laminadas reforçadas com fibra, desenvolvendo pequenas e
grandes deformações. Em Kiendl et al. (2015) foram apresentadas formulações para cascas
finas hiperelásticas compresśıveis e incompresśıveis que podem usar modelos constitutivos
3D gerais. A condição de estado plano de tensões é aplicada analiticamente para materiais
incompresśıveis e iterativamente para materiais compresśıveis.

Em Dornish et al. (2016), foi desenvolvida uma formulação isogeométrica robusta
baseada na teoria de cascas de Reissner-Mindlin para a simulação mecânica de estruturas
de paredes finas.

Kzam (2016) empregou elementos finitos de cascas na análise da instabilidade estru-
tural em grandes deslocamentos considerando-se pequenas imperfeições na geometria dos
elementos estruturais. Burzyński et al. (2016) apresentram uma formulação da lei cons-
titutiva elástica para materiais com gradiente funcional (FGM) em uma teoria de cascas
não linear de 6 parâmetros. Esses materiais são caracterizados por uma mudança cont́ınua
dos seus constituintes e foram propostos como uma nova geração de compósitos laminados
que estão livres das disparidades do material nas superf́ıcies de interface das camadas do
laminado. A lei constitutiva é derivada pela integração através da espessura das equações
de tensão e a influência da escolha da superf́ıcie de referência é observada especialmente
na análise da estabilidade não linear.

Em Song e Dai (2016), foi desenvolvida uma teoria geral de cascas sob deformações
finitas, que é consistente com o prinćıpio da energia potencial estacionária. A chave
no desenvolvimento dessa teoria está em derivar as relações de recursão exatas para os
coeficientes de expansão de alta ordem do sistema. As vantagens da teoria de cascas
apresentada incluem consistência, alta precisão, incorporando ambos os efeitos de alon-
gamento e flexão, sem o envolvimento de resultantes de tensão de ordem superior e sua
aplicabilidade a cargas gerais.

Em Areias et al. (2016), foi apresentado um novo algoritmo escalonado para materiais
elásticos e elastoplásticos para a análise de placas e cascas sob deformações finitas com
base em um modelo de regularização de trinca. O comportamento de deformação finita
para ambas as leis constitutivas elástica e elastoplástica foi compatibilizado com o modelo
de phase field pelo uso de um algoritmo Lagrangiano atualizado e consistente.

O trabalho de Li et al. (2017) resultou no desenvolvimento de um elemento finito
triangular elastoplástico corrotacional de três nós. No âmbito da análise elastoplástica,
empregou-se o critério de Maxwell-Huber-Hencky-von Mises. Este critério adota uma
relação constitutiva elástica condensada, que é combinada com uma superf́ıcie de escoa-
mento baseada nos cinco componentes de tensão, excluindo a componente normal fora do
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plano. Para lidar com a avaliação do estado de tensão elastoplástica, foi utilizado um algo-
ritmo de mapeamento de retorno do tipo backward-Euler. Nesse processo, é utilizada uma
matriz tangente consistente, garantindo uma abordagem mais precisa na consideração da
convergência elastoplástica.

Em Tang et al. (2017), uma formulação corrotacional simplificada foi desenvolvida
para elementos finitos de casca quadrilaterais, utilizando o pressuposto de pequenas de-
formações, que é válido na abordagem corrotacional, com os efeitos de deformações con-
siderados como excentricidades. Um elemento quadrilateral plano que permite rotações é
adotado e incorporado no algoritmo corrotacional simplificado para a análise geometrica-
mente não linear envolvida com grandes deslocamentos e grandes rotações.

Entretanto, há fenômenos cujo comportamento exige ajustes diversos na discretização,
dependendo da tipologia da estrutura e das particularidades vinculadas à sua geometria e
carregamento. Essas adaptações podem abranger o refinamento da malha ou até a adoção
de polinômios de alta ordem. Isso pode dificultar a aplicação convencional do Método
dos Elementos Finitos (MEF) ou resultar em elevados custos computacionais na análise,
como destacado por Nirschl e Proença (2008).

Em muitas dessas abordagens, há uma notável sensibilidade em relação à malha, o que
torna necessária a adoção de técnicas de enriquecimento não convencionais para aprimorar
a aproximação obtida pelo MEF. Um exemplo é o Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizados (MEFG), que, mesmo quando utilizado com malhas pouco refinadas, produz
resultados satisfatórios por meio do enriquecimento da aproximação inicial.

Dolbow et al. (2000) desenvolveram uma forma de domı́nio apropriada da interação
integral em conjunto com o Método dos Elementos Finitos Estendidos (eXtended Finite
Element Method - XFEM ) para modelar a propagação de trincas em placas de Reissner-
Mindlin. Garcia (2003) utilizou elementos finitos generalizados na análise estática de
placas e cascas constitúıdas de materiais com comportamento elástico linear.

Areias e Belytschko (2004) apresentaram uma metodologia para analisar o crescimento
arbitrário de fissuras em cascas laminadas utilizando o XFEM. A metodologia pode ser
aplicada a ambas as não linearidades geométricas e dos materiais, mas é restrito a fissuras
de espessura total que são normais à superf́ıcie média e abrangem um elemento inteiro.

Areias et al. (2005) apresentaram um elemento finito melhorado do tipo Kirchhoff-
Love, com ráızes longas na história de elementos finitos. O elemento resultante é válido
para grandes rotações e grandes deslocamentos e apresenta generalização para deformações
finitas no quadro de uma teoria clássica de cascas. Areias e Belytschko (2006) apresen-
taram uma análise de fissuras em cascas finas no regime elastoplástico de grandes de-
formações, utilizando um modelo de casca de Kirchhoff-Love (a discretização correspon-
dente por elementos finitos) e fazendo uso do XFEM na forma (impĺıcita) de deslocamento
da superf́ıcie média e descontinuidades do campo do diretor. São apresentadas aplicações
que mostram as possibilidades desta técnica e o efeito da anisotropia plástica no padrão
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de fissura é avaliado numericamente.
Suarez et al. (2011) investigaram o desempenho da aproximação de uma famı́lia de

funções de forma polinomial racional, que são enriquecidas por um conjunto de monômios
de ordem p para obter aproximações de alta ordem. Uma atenção especial foi dada ao
problema de travamento, bem como ao conhecido problema de dependência linear, que é
responsável pelo mau condicionamento da matriz de rigidez. Para validar numericamente
a eficácia do método proposto, a solução numérica foi explorada em relação à resposta
mecânica e aos problemas de vibração livre em placas e cascas axissimétricas elásticas.

Em Nguyen-Thanh et al. (2015) foi apresentada uma abordagem que combina o
método dos elementos finitos estendidos e uma formulação isogeométrica para análise
de fissuras através da espessura em estruturas de cascas finas. A formulação é baseada na
teoria de Kirchhoff-Love, onde a continuidade C1 do campo de deslocamento é necessária
e elimina a necessidade de graus de liberdade rotacionais ou a discretização do campo
diretor, facilitando a estratégia de enriquecimento.

Kumar et al. (2016) apresentaram três diferentes esquemas de enriquecimento para
investigar a resposta dinâmica de estruturas fissuradas utilizando elementos finitos de
casca. Nos esquemas de enriquecimento propostos, apenas dois graus adicionais de liber-
dade são adicionados em cada nó do elemento de ponta de trinca para reduzir o tamanho
da matriz.

Zarrimzadeh et al. (2016) estudaram os parâmetros de fratura em cascas metálicas fis-
suradas. Para viabilizar esse estudo, foi desenvolvido um código com elementos de casca
de oito nós com dupla curvatura na estrutura do XFEM. Zarrinzadeh et al. (2020) utili-
zaram o XFEM em um código capaz de resolver estruturas ortotrópicas tridimensionais
com elementos de casca.

Em Nasirmanesh e Mohammadi (2017a) foi realizada a análise dos modos de flamba-
gem para cascas ciĺındricos fissurados com graduação funcional submetidas a diferentes
condições de carga. Na análise foram usados oito elementos de casca degenerados no
âmbito do método dos elementos finitos estendidos. Nasirmanesh e Mohammadi (2017b)
investigaram o comportamento de cascas com graduação funcional submetidas a vibração.
Uma formulação geral do XFEM, com precisão e desempenho testados, foi apresentada
devido à sua capacidade intŕınseca de lidar com problemas com descontinuidades, como
trincas.

O método dos elementos finitos generalizados tem sido constantemente empregado na
análise de laminados compostos. Uma abordagem comumente adotada para esse problema
é modelar cada camada individualmente (ou um conjunto de camadas) usando vários
elementos sólidos ou de casca empilhados, levando a uma grande quantidade de graus de
liberdade, especialmente quando o número de camadas aumenta.

Brouzoulis e Fagerstrom (2013) utilizaram o XFEM para desenvolver um elemento de
cascas computacionalmente eficiente para o estudo de estruturas discretizadas em camadas
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e propuseram um único elemento de casca que possa discretizar (internamente) as descon-
tinuidades que se desenvolvem durante a delaminação. Esse elemento foi constrúıdo pelo
enriquecimento de um elemento de casca adequado com funções de forma descont́ınuas de
acordo com o Método dos Elementos Finitos Generalizados. Em Brouzoulis e Fagerstrom
(2015) esse elemento finito enriquecido é utilizado na modelagem de danos progressivos
em poĺımeros reforçados com fibras.

Yazdani et al. (2016) desenvolveram um elemento finito plano de quatro nós para
análises f́ısica e geometricamente não lineares de cascas laminadas. A formulação em-
pregada baseou-se em uma teoria de deformação de cisalhamento de primeira ordem e é
válida para grandes deslocamentos, mas rotações moderadas. O XFEM foi usado para
impor o domı́nio descont́ınuo em um local arbitrário através da espessura.

Mostofizadehand et al. (2016) abordaram o delicado equiĺıbrio entre a eficiência com-
putacional e o ńıvel de detalhamento na modelagem de fratura dúctil em estruturas de
paredes finas. Para representar a natureza em escala fina do processo de ductilidade, foi
proposto um novo método de enriquecimento baseado no método dos elementos finitos
estendidos do campo de deslocamento. Esse método permite a representação de pontas
de trincas que terminam ou dobram dentro de um elemento, possibilitando uma melhor
representação da cinemática descont́ınua. Isso é alcançado sem afetar o procedimento da
solução na macroescala, o que seria uma consequência direta de um refinamento regular
da malha.

Li (2016) combinou o método dos elementos finitos generalizados e a teoria de cama-
das para desenvolver um Método Estendido de Camadas. Esse método foi aplicado na
descrição de cascas de dupla curvatura com múltiplas camadas e fissuras transversais. Na
hipótese de deslocamento do Método Estendido de Camadas, uma função descont́ınua
ao longo da direção da espessura é adotada para simular o deslocamento descont́ınuo re-
sultante de múltiplas delaminações, enquanto as fissuras transversais são modeladas na
discretização dos deslocamentos no plano pelo XFEM. Li e Zhang (2017) aplicaram uma
versão modificada do Método Estendido de Camadas para evitar a dependência da região
de delaminação nos elementos finitos.

Yazdani et al. (2018) desenvolveram uma formulação para cascas planas no regime
geometricamente não linear, a fim de estudar a resposta de cascas com multicamadas
em pequenas deformações e rotações moderadas usando o XFEM. A teoria de camada
única equivalente (ESLT) foi empregada para simular os laminados multicamadas. Essa
formulação foi aprimorada com a topologia XFEM para modelar domı́nios descont́ınuos
e uma formulação coesiva bilinear de modo misto para rastrear o crescimento da dela-
minação.

Atualmente, a teoria de placas e cascas continua a evoluir com abordagens mais
avançadas e constitui um campo em constante desenvolvimento que desempenha um pa-
pel crucial na análise e projeto de estruturas em uma ampla gama de aplicações. Desde
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O campo de deslocamentos da teoria clássica é dado como:

u′(x′, y′, z′) = u′
0(x′, y′) − z′∂w

′
0

∂x′ (2.1a)

v′(x′, y′, z′) = v′
0(x′, y′) − z′∂w

′
0

∂y′ (2.1b)

w′(x′, y′, z′) = w′
0(x′, y′) (2.1c)

Onde, u′, v′ e w′ são deslocamentos nas direções locais x′, y′ e z′, respectivamente. O
campo de deslocamentos descrito nas Equações 2.1 é linear e as rotações normais coincidem
com as inclinações do plano médio ∂w′/∂x′ e ∂w′/∂y′, respectivamente.

Uma das principais vantagens da teoria clássica das cascas é sua simplicidade. Apesar
do campo de deslocamentos das equações 2.1 envolver apenas três funções u′

0, v′
0 e w′

0,
a implementação de um modelo de elementos finitos nessa teoria envolve cinco graus de
liberdade por nó. No entanto, a teoria clássica é limitada a cascas finas e, de peque-
nas curvaturas em razão da dimensão no plano e assim como os elementos de viga de
Euler-Bernoulli, elementos de casca de Kirchhoff requerem continuidade C1 do campo de
deflexão devido à presença de segundas derivadas da deflexão, tornando a implementação
por elementos finitos mais complexa e menos satisfatória.

Em relação às placas/cascas laminadas, a teoria clássica produz resultados insatis-
fatórios se a rigidez no plano for significativamente maior do que a rigidez transversal,
porque podem ocorrer deformações de cisalhamento transversais relativamente altas que
não são contabilizadas nas hipóteses de Kirchhoff-Love.

2.2.2 Teoria de Reissner-Mindlin

Este é um texto na cor branca.
A teoria de cascas de Reissner-Mindlin, também conhecida como teoria da deformação

por cisalhamento de primeira ordem, é uma extensão da teoria clássica das cascas que
inclui alguns dos efeitos das deformações transversais negligenciadas. Como na teoria
clássica, ela desconsidera os efeitos das deformações normais transversais, mas explica as
deformações de cisalhamento transversais, permitindo que a normal gire. Assim, as duas
primeiras hipóteses da teoria de Kirchhoff permanecem as mesmas, e a terceira é alterada
como se segue

(3) Retas normais ao plano médio da casca indeformada permanecem retas, mas não
necessariamente normais ao plano médio, após sua deformação.
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sua deformação, permitindo assim efeitos de deformação por cisalhamento transversal.
Marguerre estendeu a teoria não linear de placas de von Kármán para cascas abatidas e
placas com imperfeições geométricas iniciais (Crisfield, 1991).

Os deslocamentos de um ponto arbitrário do elemento são definidos através dos deslo-
camentos nodais da superf́ıcie de média. Estes por sua vez devem ser escolhidos de forma
a garantir unicidade de valores em nós que pertencem às interfaces entre elementos, isto
é, deve-se garantir a continuidade do campo. Nesta teoria, o campo de deslocamentos é
dado por:

u′(x′, y′, z′) = u′
0(x′, y′) + z′θx′(x′, y′) (2.4a)

v′(x′, y′, z′) = v′
0(x′, y′) − z′θy′(x′, y′) (2.4b)

w′(x′, y′, z′) = w′
0(x′, y′) (2.4c)

onde u′
0, v

′
0 e w′

0 são os deslocamentos do ponto O′ sobre o plano médio ao longo dos eixos
locais x′, y′ e z′. θx′ e θy′ são a rotação da normal O′A′ contida nos planos locais (Figura
2.3), que de acordo com a teoria de Reissner-Mindlin pode ser representado por

θx′(x′, y′) = ∂w′
0

∂x′ + ϕx′ (2.5a)

θy′(x′, y′) = ∂w′
0

∂y′ + ϕy′ (2.5b)

Enquanto a teoria clássica de Marguerre tem apenas três variáveis independentes,
deve-se notar que a teoria apresentada tem cinco graus de liberdade [u0, v0, w0, θx, θy]T ,
como na teoria de Reissner-Mindlin. A modificação facilita a formulação pelo Método dos
Elementos Finitos, como será discutido mais adiante.

2.2.4.1 Campo de deformações e de tensões

Este é um texto na cor branca.
Considerando-se as direções ortonormais x′, y′ e z′, as componentes de deformação são

dadas pelo tensor de Green

ε̂ =
(︂
εx′ εy′ γx′y′ γx′z′ γy′z′

)︂T
= εL + εNL (2.6)

sendo

ε̂ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

εm

· · · · · ·
εb

· · · · · ·
εs

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

εmL

· · · · · ·
εbL

· · · · · ·
εsL

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

εmNL

· · · · · ·
0

· · · · · ·
0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(2.7)
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onde εmL , εbL e εsL são vetores de deformação locais lineares generalizados devido a efeitos
de membrana (alongamentos), flexão (curvaturas) e cisalhamento transversal, respectiva-
mente. A parcela εmNL apresenta os termos não lineares das deformações no plano.

Observa-se que o vetor de deformações contêm cinco componentes, uma vez que a
hipótese de que a tensão normal à superf́ıcie de referência é nula permite eliminar a
componente de deformação local εz′ . A partir do campo de deslocamentos, as componentes
das deformações não nulas são escritas nos eixos locais como

εm =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
εx′

εy′

γx′y′

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂u′

∂x′

∂v′

∂y′

∂u′

∂y′ + ∂v′

∂x′

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭+

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂
∂w′

∂x′

)︂ (︂
∂z0
∂x′

)︂(︂
∂w′

∂y′

)︂ (︂
∂z0
∂y′

)︂(︂
∂w′

∂x′

)︂ (︂
∂z0
∂y′

)︂
+
(︂
∂w′

∂y′

)︂ (︂
∂z0
∂x′

)︂
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

+

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1
2

(︂
∂w′

∂x′

)︂2

1
2

(︂
∂w′

∂y′

)︂2(︂
∂w′

∂x′

)︂ (︂
∂w′

∂y′

)︂
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (2.8a)

εb = z

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
kx′

ky′

kx′y′

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ = z

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∂θy′

∂x′

− θx′
∂y′(︂

∂θy′

∂y′ − ∂θx′
∂x′

)︂
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (2.8b)

εs =
⎧⎨⎩ γx′z′

γy′z′

⎫⎬⎭ =
⎧⎨⎩

∂w′

∂x′ + θy′

∂w′

∂y′ − θx′

⎫⎬⎭ (2.8c)

Considerando as condições planas de tensão nos eixos locais, a equação constitutiva
da teoria da elasticidade clássica permite que a seguinte relação entre tensão-deformação
seja escrita como:

σ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σx′

σy′

τx′y′

τx′z′

τy′z′

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎨⎩ σp

σs

⎫⎬⎭ = D

⎡⎣εm − zεb

εs

⎤⎦ = Dε (2.9)

onde D é a matriz constitutiva generalizada que será definida posteriormente.

2.2.4.2 Discretização em camadas

Este é um texto na cor branca.
Teorias de casca discretizadas em camadas podem ser derivadas assumindo expansões

de ordem superior para o campo de deslocamento ao longo da direção da espessura ou
mesmo uma distribuição linear das variáveis cinemáticas dentro de cada camada. As
várias combinações de orientações, espessuras e materiais de cada camada que compõe
um laminado fazem com que o comportamento deste possua caracteŕısticas diferentes
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A matriz constitutiva generalizada é composta por quatro submatrizes, Dm, Db, Dmb

e Ds associado à membrana, flexão, acoplamento de flexão de membrana e cisalhamento,
respectivamente. A modelagem é baseada na decomposição em camadas da espessura da
casca. Para materiais ortotrópicos, esta matriz é dada pela seguinte expressão:

D =

⎡⎢⎢⎢⎣
Dm Dmb 0
Dmb Db 0

0 0 Ds

⎤⎥⎥⎥⎦ =
∫︂ t/2

t/2

⎡⎢⎢⎢⎣
Dp z′Dp 0
z′Dp z′2Dp 0

0 0 Ds

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.11)

onde

Dp = 1
1 − νx′y′νy′x′

⎡⎢⎢⎢⎣
Ex′ νx′y′Ex′ 0

νy′x′Ex′ Ey′ 0
0 0 (1 − νx′y′νy′x′)Gx′y′

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.12)

Ds = 5
6

⎡⎣Gxz 0
0 Gyz

⎤⎦ (2.13)

onde E é o módulo de Young, ν, é a razão de Poisson e G é o módulo de cisalhamento
dado por

Gij = EiEj
Ej(1 + νji) + Ei(1 + νij)

(2.14)

Assim, deduz-se que

Dm =
n∑︂
k=1

(Dp)k
(︂
z′
k+1 − z′

k

)︂
(2.15a)

Db = 1
3

n∑︂
k=1

(Dp)k
(︂
z′3
k+1 − z′3

k

)︂
(2.15b)

Dmb = 1
2

n∑︂
k=1

(Dp)k
(︂
z′2
k+1 − z′2

k

)︂
(2.15c)

Ds = 5
6

n∑︂
k=1

(Ds)k
(︂
z′
k+1 − z′

k

)︂
(2.15d)

Se as propriedades do material forem simétricas em relação ao plano médio, ou se
o material é homogêneo, então Dmb = 0. Dessa forma, cada um dos esforços pode ser
calculado de forma desacoplada a partir de suas correspondentes deformações generali-
zadas. Assim, as forças axiais resultantes locais (N), momentos fletores (M) e forças de
cisalhamento transversais (Q) do elemento são

N =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Nx′

Ny′

Nx′y′

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =
n∑︂
k=1

(Dp)k
(︂
z′
k+1 − z′

k

)︂
εk (2.16)
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M =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Mx′

My′

Mx′y′

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ = 1
3

n∑︂
k=1

(Dp)k
(︂
z′3
k+1 − z′3

k

)︂
εk (2.17)

Q =
⎧⎨⎩ Qx′z′

Qy′z′

⎫⎬⎭ = 5
6

n∑︂
k=1

(Ds)k
(︂
z′
k+1 − z′

k

)︂
γk (2.18)

É importante ressaltar que a inclusão da espessura da casca nas expressões anteriores
decorre do fato de que a matriz constitutiva dos elementos apresentados estabelece uma
relação direta entre as deformações definidas pela Equação 2.7 e os esforços resultantes
(momentos, cortantes e normais).
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CAPÍTULO 3

MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS

Este é um texto na cor branca.
Neste caṕıtulo, serão apresentados os aspectos teóricos relevantes do Método dos Ele-

mentos Finitos Generalizados utilizado nas simulações de problemas de cascas. Será
abordada a formulação do método e apresentada a nomenclatura que será utilizada ao
longo do texto, conforme proposto por Barros (2002).

É importante ressaltar a existência de vários outros métodos capazes de tratar nume-
ricamente os modelos de cascas, como o Método dos Elementos Finitos convencional, o
Método das Diferenças Finitas, os Métodos Sem Malha e o Método dos Elementos de Con-
torno. No entanto, a escolha pelo MEFG se justifica devido à sua menor propensão a ter
seus resultados influenciados por distorções da malha, tornando sua aplicação adequada,
principalmente, a problemas com não linearidade geométrica.

3.1 MEFG

Este é um texto na cor branca.
O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), proposto de forma indepen-

dente por Babuska et al. (1994), e Duarte e Oden (1995, 1996), pode ser compreendido
como uma variação ou forma não convencional do Método dos Elementos Finitos, res-
ponsável por estabelecer uma conexão deste com os métodos sem malha desenvolvidos
na década de 1990 (Barros, 2002). Embora seja um método relativamente recente se
comparado a outros métodos numéricos consolidados, como o MEF e o MEC, já foram
realizados diversos estudos na área de cascas utilizando o MEFG.

A formulação do MEFG incorpora caracteŕısticas importantes dos métodos sem ma-
lha, como o enriquecimento proposto através das famı́lias de Nuvens-hp (Duarte, 1996).
Isso resulta em uma maior flexibilidade na aproximação, em comparação com o MEF, ga-
rantindo ao MEFG certa independência da malha de elementos finitos, tornando-o menos
propenso a sofrer os efeitos negativos da distorção da malha (Barros, 2002).

A estratégia do MEFG, visando aprimorar a análise de problemas nos quais a incor-
poração de funções especiais (contendo singularidades, por exemplo) confere vantagens
significativas, está baseada no uso da Partição da Unidade (PU) associada a um conjunto
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de elementos finitos. A escolha das funções de PU depende do tipo de problema a ser ana-
lisado (Alves, 2012). O emprego das funções convencionais do MEF (como as funções de
Lagrange) como funções de PU facilita a aplicação do MEFG pois, de forma diferente dos
métodos sem malha, verifica diretamente as condições de contorno e garante estabilidade
ao problema analisado (Barros, 2002). Aplicando-se as funções de forma convencionais,
forma-se a PU, assim definida pois para qualquer ponto do domı́nio do problema de n
pontos nodais, tem-se:

n∑︂
j

Nj(x) = 1 (3.1)

A discretização do domı́nio do problema no MEFG é realizada através de nuvens de
elementos, ωj, definidas como as uniões de elementos finitos que partilham um mesmo nó
(xj) no domı́nio, conforme representado na Figura3.1(a). O conjunto de funções interpo-
ladoras de Lagrange associadas ao nó xj define a função Nj(x). No MEFG, o conjunto de
funções Nj(x) constituem uma alternativa para compor a função de PU, que enriquecida
define a função de forma, como pode ser observado na Figura 3.1(b).

O conjunto Ii de funções de enriquecimento, denominadas funções de aproximação
local (Figura 3.1(c)), é composto por qj funções linearmente independentes e são definidas
para cada nó xj. As funções de aproximação local são espećıficas para um determinado
tipo de problema e podem ser escolhidas a partir de um conhecimento prévio da solução
(Alves, 2012).

I def= {Lj1(x), Lj2(x), ..., Ljq(x)} = {Lji(x)}qi=1 (3.2)

com Lji(x) = 1. As funções presentes na Equação 3.2 podem ser tanto polinomiais quanto
não polinomiais, sendo escolhidas de acordo com a natureza do problema em análise. A
forma como o enriquecimento é aplicado pode variar entre os elementos, enquanto ainda
se alcança uma aproximação cont́ınua, observando o critério de conformidade entre os
elementos.

Ao final do processo, a função de forma ϕji
q
i=1 do MEFG (Figura 3.1(d)), associada

ao nó xj, é constrúıda através do enriquecimento da função de PU pelos componentes do
conjunto Ii. Assim, ϕjiqi=1 é obtida através do produto das funções básicas que formam a
PU pelas funções de enriquecimento.{︂

ϕqji
}︂
i=1

= Nj(x) × Lji(x)qi=1 (3.3)

sem somatório em j.
Uma aproximação genérica para os deslocamentos, ũ(x), pode ser obtida pela seguinte

combinação linear das funções de forma:

ũ(x) =
n∑︂
j=1

Nj(x)
⎧⎨⎩uj +

q∑︂
j=2

Lji(x)(x)bij

⎫⎬⎭ (3.4)
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CAPÍTULO 4

ANÁLISE GEOMETRICAMENTE NÃO LINEAR

Este é um texto na cor branca.
Neste caṕıtulo, são apresentados os principais aspectos teóricos referentes à formulação

utilizada na análise geometricamente não linear.

4.1 Introdução à não Linearidade Estrutural

Este é um texto na cor branca.
A previsão de uma resposta linear associada a um problema estrutural baseia-se na

suposição de que os deslocamentos são pequenos e as condições de contorno permanecem
inalteradas durante a aplicação das cargas. O sistema de equações de equiĺıbrio é da
forma.

KU = R (4.1)

Em uma análise linear a resposta de deslocamento U é uma função linear do vetor de
carregamentos aplicado R. Isto é, se as cargas forem αR em vez de R - onde α é uma
constante - os deslocamentos correspondentes são αU. Quando este não é o caso, tem-se
uma relação não linear entre cargas e deslocamentos.

A discussão das suposições básicas usadas em uma análise linear define o que se quer
dizer com uma análise não linear e também sugere como categorizar as diferentes análises
não lineares: (i) f́ısica (ou material) e (ii) geométrica.

De modo geral, na análise do comportamento fisicamente não linear dos materiais,
considera-se que os mesmos são homogêneos, elásticos e isotrópicos, admitindo-se que,
com aplicação de carga e consequentes deformações, eles se tornam heterogêneos (dei-
xando de ser elásticos e isotrópicos) pela deterioração nas regiões mais solicitadas (Pi-
tangueira, 1998). A não linearidade material caracteriza-se então pela relação não linear
entre a tensão e a deformação, representada na lei constitutiva do material. Dessa forma,
os deslocamentos e tensões envolvidas na análise são infinitesimalmente pequenos. Por
conseguinte, as denominadas medidas de tensão e deformação de engenharia habituais
podem ser empregadas na descrição da resposta.

A não linearidade geométrica deriva de considerações puramente geométricas como
por exemplo uma relação deformação-deslocamento não linear, que por sua vez ocorre em
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análises onde as grandes rotações e deslocamentos devem ser considerados. A Tabela 4.1
apresenta uma classificação proposta por Bathe (2006) que é usada de maneira conveniente
porque considera separadamente efeitos não lineares materiais e cinemáticos.

Tabela 4.1: Classificação das análises não lineares. Adaptado de (Bathe, 2006)

Tipo de análise Descrição Formulação
utilizada

Medidas de
tensão e de-
formação

Não linearidade
do material

Deslocamentos e
deformações infini-
tesimais. A relação
tensão deformação
é não linear

Não Linearidade do
material

Tensões e de-
formações de
engenharia

Grandes deslo-
camentos, Gran-
des rotações e
pequenas de-
formações

Os deslocamentos
e rotações de fibras
são grandes, mas as
extensões da fibras
e as mudanças
de ângulo entre
as fibras são pe-
quenas; A relação
tensão-deformação
pode ser linear ou
não linear.

Lagrangiana To-
tal, Lagrangiana
Atualizada, Co-
rotacional, Posicio-
nal

Segundo tensor de
tensão de Piola-
Kirchhoff, Tensor
de deformação de
Green-Lagrange,
tensor de tensão
de Cauchy, tensor
de deformação de
Almansi

Grandes desloca-
mentos, grandes
rotações e gran-
des deformações

Extensões de fi-
bra e mudanças
de ângulo entre
fibra são grandes,
deslocamentos da
fibra e rotações
também podem ser
grandes; A relação
tensão-deformação
pode ser linear ou
não linear

Lagrangiana Total,
Lagrangiana Atua-
lizada, Posicional

Segundo tensor de
tensão de Piola-
Kirchhoff, Tensor
de deformação de
Green-Lagrange,
tensor de tensão
de Cauchy, De-
formação lo-
gaŕıtmica

Em uma análise real, é necessário decidir se um problema é do tipo linear ou não linear
e, se não linear, qual a não linearidade envolvida, pois isso determina qual formulação
será usada para descrever a situação f́ısica (Bathe, 2006). Inversamente, pode-se dizer
que, com o uso de uma formulação espećıfica, é assumido um modelo da situação f́ısica
real e a escolha da formulação faz parte do processo de modelagem completo. O uso
da formulação de grandes deformações mais geral será capaz de representar qualquer
modelo de maneira “correta”. Contudo, o uso de uma formulação mais restritiva pode
ser computacionalmente mais eficaz e também pode fornecer mais informações sobre a
previsão de resposta.
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Segundo Bathe (2006), a formulação Lagrangiana é particularmente adequada para a
análise não linear incremental iterativa de sólidos, em que o interesse é a trajetória de
deformações de cada ponto do sólido durante o processo de carregamento. A descrição
Lagrangiana mede as mudanças de configuração nas estruturas a partir de um referencial
fixo no espaço. São utilizadas coordenadas materiais associadas ao corpo antes de ser
deformado e, portanto, todas as operações, inclusive as derivadas, são realizadas a partir
de uma posição conhecida.

Na chamada descrição Lagrangiana total (LT) as variáveis estáticas e cinemáticas são
formuladas em relação a uma configuração de referência fixa, em geral, a configuração ini-
cial do corpo. Na formulação Lagrangiana atualizada (LA) as variáveis são formuladas em
relação à última configuração deformada conhecida, ou seja, a configuração é mantida fixa
durante o processo interativo e uma vez atingido o equiĺıbrio, todas as variáveis envolvidas
no problema são atualizadas definindo uma nova configuração de equiĺıbrio. Ambas as
formulações incluem os efeitos cinemáticos não lineares devido aos grandes deslocamentos
e às grandes deformações, no entanto, são as relações constitutivas assumidas quem dirão
se o comportamento devido às grandes deformações está bem modelado (Fonseca, 2008).

A descrição corrotacional (CR) tem como prinćıpio básico a separação do movimento
do corpo em movimentos de corpo ŕıgido e de deformações (Crisfield, 1991). A formulação
tem ráızes antigas e surgiu de estudos de Cauchy que envolviam pequenas deformações
acompanhadas de grandes movimentos de corpos ŕıgidos (Truesdell, 1966). A cinemática
corrotacional tem se destacado principalmente frente às formulações Lagrangianas por
sua eficiência no tratamento de problemas envolvendo grandes rotações e grandes de-
formações e ainda pela facilidade no estudo de não linearidades f́ısicas em conjunto com
não linearidades geométricas. Entretanto, essa descrição não tem se mostrado eficiente
em problemas que envolvem grandes deformações plásticas, pois a complexidade das for-
mulações matemáticas, devido à dupla configuração do movimento, não é compensada
pelos benef́ıcios da formulação (Menin, 2006).

A formulação Posicional (FP) é a mais recente das formulações utilizadas na análise
não linear de estruturas tendo sida apresentada originalmente por Coda (2003) para casos
estáticos e elásticos. Greco (2004) apresentou uma formulação exata para o tratamento de
estruturas reticulados no plano, considerando grandes deslocamentos e grandes rotações.
Entretanto, a formulação posicional ainda não atingiu o mesmo ńıvel de desenvolvimento
das demais formulações sendo, portanto, um grande campo a ser explorado.

Todas as formulações descritas aqui consideram todos os efeitos cinemáticos não li-
neares devido a grandes deslocamentos, grandes rotações e grandes deformações, mas a
modelagem apropriada do comportamento em grandes deformações depende das relações
constitutivas especificadas. A vantagem de se usar uma formulação em detrimento a outra
reside na sua maior eficiência computacional.
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f = f1(f−1
0 ) (4.3a)

f1 = x(ξ) ou (f1)i = xi(ξ1, ξ2, ξ3) (4.3b)
f0 = x0(ξ) ou (f0)i = x0

i (ξ1, ξ2, ξ3) (4.3c)

onde f0 e f1 são, respectivamente, os mapeamentos das posições inicial e atual. A função
mudança de forma total entre as posições inicial e atual, representada por f , é obtida
indiretamente com uso das expressões 4.3.

Para que se possa quantificar e analisar a mudança de configuração de um corpo sub-
metido a uma ação f́ısica (carregamento), são usadas as medidas de deformação. Definida
a notação para as coordenadas, pode-se passar para a definição de algumas medidas de
deformações e tensões que serão utilizadas no decorrer deste trabalho.

4.1.2 Medidas de Deformações e Tensões

Este é um texto na cor branca.
Diversos tensores de deformações e tensões podem ser empregados no estudo da não li-

nearidade geométrica de sólidos. Deve-se então, estabelecer um procedimento para análise
geral desses tensores via método de elementos finitos, assim serão considerados o gradiente
da função mudança de configuração, a deformação de Green-Lagrange e as tensões de Cau-
chy e de Piola-Kirchhoff. Demais medidas de deformação e tensão que sejam necessárias
a este estudo, como a deformação logaŕıtmica, serão descritas posteriormente.

4.1.2.1 Gradiente de Deformação

O tensor gradiente da função mudança de configuração (ou gradiente de deformação)
permite que as posições relativas de duas part́ıculas vizinhas depois da deformação sejam
descritas em termos de suas relativas posições materiais antes da deformação. O gradiente
pode ser descrito pela seguinte expressão:

F = ∇f = ∂f
∂x0 (4.4)

ou
Fij = ∂fi

∂x0
j

(4.5)

onde Fij é denominado Tensor Gradiente Mudança de Configuração ou Tensor Gradiente
de deformação. Expandindo Fij, tem-se:

F =

⎡⎢⎢⎢⎣
∂x1/∂x

0
1 ∂x1/∂x

0
2 ∂x1/∂x

0
3

∂x2/∂x
0
1 ∂x2/∂x

0
2 ∂x2/∂x

0
3

∂x3/∂x
0
1 ∂x3/∂x

0
2 ∂x3/∂x

0
3

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
∂f1/∂ξ1 ∂f1/∂ξ2 ∂f1/∂ξ3

∂f2/∂ξ1 ∂f2/∂ξ2 ∂f2/∂ξ3

∂f3/∂ξ1 ∂f3/∂ξ2 ∂f3/∂ξ3

⎤⎥⎥⎥⎦ (4.6)
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O tensor gradiente pode representar movimentos de corpo ŕıgido locais e globais,
rotações em torno de um eixo e alongamentos ou extensões numa ou mais direções. O gra-
diente avalia a mudança de posição em cada ponto determinando a maneira pela qual um
segmento infinitesimal de linha na posição inicial irá se transformar no seu correspondente
segmento infinitesimal na posição atual, isto é,

dx = Fdx0 (4.7)

onde dx0 é um segmento infinitesimal de linha na configuração indeformada e dx é lu-
gar geométrico desse segmento na configuração deformada, após sofrer a transformação
descrita por F.

Tendo em vista que não há perda do material e que a mudança de configuração só é
fisicamente posśıvel se Fdx0 ̸= 0 ∀ dx0 ̸= 0, o tensor F deve ser não singular, ou seja

J = det(F ) ̸= 0 (4.8)

onde J é o jacobiano da mudança de configuração.

4.1.2.2 Mudança de Volume

Este é um texto na cor branca.
Grande parte das equações de equiĺıbrio descritas nas formulações cinemáticas a se-

guir envolvem integrais sobre áreas e volume. Com o efeito da deformação do corpo,
é necessário avaliar como isso afeta sua área e volume. Assim, inicialmente defini-se o
volume e a superf́ıcie do elemento nas configurações deformada (C) e de referência (C0).
Considerando três segmentos lineares não-coplanares dx0

1, dx0
2 e dx0

3 que formam um pa-
raleleṕıpedo no ponto P0 com vetor posição x0 na configuração de referência do corpo
(Figura 4.2), portanto:

dxi = F · x0
i (4.9)

Os vetores dxi não são necessariamente paralelos ou têm o mesmo comprimento de
dx0

i . Assumindo que {dx0
1, dx0

2, dx0
3} sejam positivamente orientados para que o produto

escalar dx0
1 · dx0

2 · dx0
3 > 0, o volume do paraleleṕıpedo pode ser obtido por:

dV0 = dx0
1 · dx0

2 × dx0
3 =

(︂
n0

1 · n0
2 × n0

3

)︂
dx0

1dx
0
2dx

0
3 (4.10)

onde n0
i é o vetor unitário na direção dx0

i . O volume na configuração deformada é dado
por

dV = dx1 · dx2 × dx3 =
[︂(︂

F · n0
1

)︂ (︂
F · n0

2

)︂
×
(︂
F · n0

3

)︂]︂
dx0

1dx
0
2dx

0
3

= det[F]dx0
1dx

0
2dx

0
3 = JdV0 (4.11)

Assumindo que os volumes dos elementos sejam positivos, tem-se J > 0 e a orientação
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4.1.2.5 Segundo Tensor de Tensões de Piola-Kirchhoff

Este é um texto na cor branca.
Em contraste com o tensor de tensões de Cauchy, os tensores de tensão de Piola-

Kirchhoff são utilizados para representar a tensão referida à configuração inicial não de-
formada. Apesar de ser um conceito f́ısico natural, o tensor de tensões de Cauchy, não
se mostra conveniente para uma para a análise não linear, em que é necessário relacio-
nar tensões a deformações (Fonseca, 2008). Em um regime de grandes deformações, as
mesmas são referidas à configuração inicial de um meio cont́ınuo, deve-se então definir
as tensões em relação a essa mesma configuração, sendo em geral requerido o uso dos
tensores de Piola-Kirchhoff.

O segundo tensor de Piola-Kirchhoff é o conjugado energético do tensor de deformações
de Green-Lagrange e relaciona as forças internas por unidade de área atuantes na direção
normal e nas duas direções tangenciais sobre a configuração deformada. O segundo tensor
de Piola-Kirchhoff e o tensor tensão de Cauchy podem ser relacionados por:

Sij = ρ0

ρ

∂x0
i

∂xp

∂x0
j

∂xq
τpq (4.19a)

τij = ρ

ρ0
∂xi
∂x0

p

∂xj
∂x0

q

Spq (4.19b)

onde ρ e ρ0 representam a densidade do material nas configurações indeformada e defor-
mada e Sij é o segundo tensor de tensões de Piola-Kirchhoff.

4.2 Formulação Lagrangiana Total

Este é um texto na cor branca.
Considerando a análise de estruturas submetidas a grandes deformações, não é posśıvel

resolver o sistema de equações de equiĺıbrio e de compatibilidade não lineares de um
corpo na configuração deformada de maneira direta. Um processo incremental-iterativo é
necessário para determinar o equiĺıbrio da estrutura, sendo recomendado o uso do método
iterativo de Newton-Raphson. O objetivo é avaliar as posições de equiĺıbrio do corpo
em pontos de tempo discretos. A estratégia de solução assume que a determinação das
variáveis estáticas e cinemáticas, para todos os passos de tempo, do tempo 0 ao tempo t,
foram obtidas. Em seguida, o processo de solução para a próxima posição de equiĺıbrio
necessária correspondente ao tempo t+ ∆t.

Ao longo das últimas décadas foram propostos diversos procedimentos para a solução
de problemas não lineares, a partir da construção de trajetórias de equiĺıbrio, obtidas pela
imposição das relações cinemáticas, condições de equiĺıbrio e modelo do material (Fuina,
2009). Os principais aspectos do algoritmo para solução de equações não lineares adotados
são mostrados no apêndice A deste trabalho.
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Tradicionalmente são empregadas na análise geometricamente não linear das estrutu-
ras as formulações Corrotacional, Lagrangiana Atualizada e Lagrangiana Total. Conforme
mencionado anteriormente, a complexidade do tratamento matemático para a formulação
corrotacional nos modelos elastoplásticos sob deformações finitas, que serão utilizados
nesses trabalho, são maiores que os benef́ıcios da formulação.

A formulação Lagrangiana Atualizada é baseada nos mesmos procedimentos utiliza-
dos na formulação Lagrangiana Total, mas todas as variáveis estáticas e cinemáticas são
referidas à configuração de equiĺıbrio anterior. Seus parâmetros nodais são atualizados a
cada passo de tempo. Porém, a descrição da variável cinemática tendo como referência a
configuração de equiĺıbrio anterior do procedimento de solução incremental-iterativa é in-
consistente com o uso de funções de enriquecimento associadas às coordenadas das posições
nodais da malha adotada no MEFG (Gomes et al., 2020). Uma estratégia alternativa é
necessária para superar tal inconsistência. Por outro lado, a formulação Lagrangiana To-
tal, mesmo apresentando parâmetros nodais adicionais para o MEFG, é muito semelhante
ao caso padrão do MEF, pois o sistema de referência é sempre a configuração inicial do
corpo.

Neste cenário, este trabalho é baseado em uma formulação Lagrangiana Total devido
às desvantagens da forma Lagrangiana Atualizada quando adotado o MEFG e à com-
plexidade da formulação Corrotacional em representar regimes de grandes deformações.
A abordagem Lagrangiana é usada aqui para descrever o comportamento da casca de-
formável na análise geometricamente não linear no contexto do MEFG.

A formulação adotada segue Bathe (2006), e é apresentada para embasar a discussão
sobre caracteŕısticas espećıficas da estratégia de enriquecimento do MEFG.

Para a análise incremental, é posśıvel empregar medidas de tensão e deformação a fim
de melhor representar o Prinćıpio dos Trabalhos Virtuais. Esse prinćıpio é utilizado para
expressar o equiĺıbrio do corpo em um instante de tempo t+∆t. Na abordagem da análise
incremental Lagrangiana Total, dado o conhecimento da trajetória das deformações, é
posśıvel fazer referência à configuração inicial do corpo (no tempo 0). Portanto, temos:∫︂

V0
0Sij δ 0εijdV0 = We (4.20)

onde Sij é o segundo tensor de tensões de Piola-Kirchhoff, εij é o tensor de deformações
de Green-Lagrange, V0 é o volume de referência do corpo na configuração indeformada
e We corresponde ao trabalho virtual externo na configuração deformada. O subscrito
esquerdo indica a configuração em relação à qual a grandeza é medida. Na formulação
Lagrangiana Total, todas as variáveis estáticas e cinemáticas são referidas à configuração
inicial do corpo x0, e por essa razão, o subscrito será omito nos próximos passos.

Usando as relações para a decomposição incremental das tensões e deformações e
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linearizando a Equação 4.20, obtém-se a seguinte equação de equiĺıbrio:∫︂
V0

tCijrsersδeijdV0 +
∫︂
V 0

tSijδηijdV0 = We −
∫︂
V0

tSijδeijdV0 (4.21)

onde tCijrs é o tensor incremental das propriedades do material na ultima configuração
t aferida (indicada pelo sobrescrito a direita), tSij representa os valores conhecidos das
tensões de Piola-Kirchhoff. eij e ηij são as componentes lineares e não lineares de de-
formações incrementais, respectivamente:

t+∆tεij = tεij + εij (4.22a)
εij = eij + ηij (4.22b)

eij = 1
2
(︂
ui,j + ui,j + tuk,iuk,j + uk,i

tuk,j
)︂

(4.22c)

ηij = 1
2 (uk,iuk,j) (4.22d)

A Equação 4.21 é empregada no cálculo do incremento de deslocamentos que irão
atualizar os valores das aproximações dos deslocamentos, tensões e deformações referentes
a configuração atual.

A formulação LT pode ser reescrita de modo a se obter as funções de interpolação a
serem utilizadas no procedimento numérico adotado (MEF ou MEFG). Discretizando-se o
problema via MEF ou MEFG, a Equação 4.21 pode ser substitúıda pela seguinte equação
matricial: (︂

tKL + tKNL

)︂
∆U(j) = R − tF(j−1) (4.23)

onde tKL e tKNL são as matrizes de rigidez incrementais de deformações lineares e não
lineares na ultima configuração aferida, respectivamente. ∆U(j) é o vetor de incrementos
de deslocamentos nodais na j-ésima iteração. R é o vetor de forças externas aplicadas nos
pontos nodais na configuração atual e tF(j−1) é o vetor de forças equivalentes às tensões
nos elementos na ultima configuração aferida.

É importante mencionar que a presente técnica pode ser aplicada a qualquer medida
de deformação baseada no tensor de tensões de Cauchy-Green e em qualquer relação
constitutiva. A composição da matriz global e do vetor de força internas se dá pela soma
dos graus de liberdade coincidentes, como nos procedimentos de MEF comuns.

4.3 Formulação discreta para cascas

Este é um texto na cor branca.
Aqui é utilizada a abordagem Lagrangiana para descrever o movimento do sólido

deformável na análise geometricamente não linear, seguindo a formulação proposta por
Bathe (2006). O prinćıpio básico da análise não linear utilizando a formulação do Método
dos Elementos Finitos é o mesmo da análise linear. Deve-se obter as funções de inter-
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resulta em

ε = [B1, B2, · · · , Bn]

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d
(e)
1

d
(e)
2
...
d(e)
n

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= Bd(e) (4.28)

Assim, tem-se que
δε = Bδd(e) (4.29)

onde B representa as matrizes de deformação generalizadas locais para o elemento, que
contêm as derivadas das funções de forma utilizadas na interpolação dos deslocamentos.
Na verdade, a matriz B é composta por duas parcelas distintas. A primeira, BL, é
derivada da mesma matriz empregada na análise linear (deformações infinitesimais). A
segunda parcela, BNL, está associada aos deslocamentos e é dependente deles. Essas
matrizes podem ser expressas da seguinte maneira:

B = BL + BNL =

⎡⎢⎢⎢⎣
Bm

Bb

Bs

⎤⎥⎥⎥⎦ (4.30)

onde Bm, Bb e Bs são respectivamente as matrizes de membrana, flexão e cisalhamento
transversal de um nó, cujas parcelas lineares são dadas por

Bm
L =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂ϕi
∂x′ 0 ∂ϕi

∂x′Zx′ 0 0

0 ∂ϕi
∂y′

∂ϕi
∂y′Zy′ 0 0

∂ϕi
∂y′

∂ϕi
∂x′

∂ϕi
∂x′Zy′ + ∂ϕi

∂x′Zx′ 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.31a)

Bb
L =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 ∂ϕi

∂x′

0 0 0 −∂ϕi
∂y′ 0

0 0 0 −∂ϕi
∂x′

∂ϕi
∂y′

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.31b)

Bs
L =

⎡⎢⎢⎣0 0 ∂ϕi
∂x′ 0 ϕi

0 0 ∂ϕi
∂y′ −ϕi 0

⎤⎥⎥⎦ (4.31c)

onde Zx′ e Zy′ são dados por

Zx′ =
n∑︂
i

∂ϕi
∂x′Z0i Zy′ =

n∑︂
i

∂ϕi
∂y′Z0i (4.32)

O campo de deslocamentos pode ser definido em termos das coordenadas naturais
(ξ, η). Assim, é necessário relacionar as derivadas das funções de forma ϕ em relação a
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esse sistema de coordenadas. Essa relação pode ser dada por:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

δϕi
δx

δϕi
δy

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
δξ

δx

δη

δx

δξ

δy

δη

δy

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

δϕi
δη

δϕi
δη

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= J−1DGN (4.33)

onde DGN contém as derivadas do campo de deslocamentos e J é a matriz jacobiana, que
é dada por

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
δx

δξ

δy

δξ

δx

δη

δy

δη

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.34)

Como pode ser visto a expressão na Equação 4.30 é independente dos deslocamentos
devido à distinção entre termos lineares e não lineares feita na Equação 2.6. Consequente-
mente, a variação do vetor de deformações lineares é dada simplesmente por δε = BLδd.

Para determinar a matriz da relação deformação-deslocamento não linear, exclusiva aos
termos de membrana, considera-se a variação da parte não linear do vetor de deformação
como dado a partir da definição de deformação na Equação 2.6, declarado novamente
como:

εNL = 1
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δw′

δx′ 0

0 δw′

δy′

δw′

δy′
δw′

δx′

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

δw′

δx′

δw′

δy′

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= 1

2Aβ (4.35)

A variação de εNL na Equação 4.35 produz a seguinte expressão:

δεNL = 1
2δAβ + 1

2Aδβ (4.36)

Uma vez que A e β são funções dos deslocamentos nodais. Ao inserir as expressões para
β e A na Equação 4.36 observa-se que δAβ = Aδβ (Crisfield, 1991). Com isso a Equação
4.36 pode ser reescrita simplesmente como

δεNL = Aδβ = AGδd (4.37)

A matriz A não é adequada para representar a relação deformação-deslocamento, uma
vez que εNL deve ser uma função direta dos deslocamentos nodais, para isso, é necessária
a introdução da matriz auxiliar, G, dada por:

G =

⎡⎢⎢⎣0 0 δϕ

δx′ 0 0

0 0 δϕ

δy′ 0 0

⎤⎥⎥⎦ (4.38)
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logo

Bm
NL = AG =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 ∂ϕi

∂x′Wx′ 0 0

0 0 ∂ϕi
∂y′Wy′ 0 0

0 0 ∂ϕi
∂x′Wy′ + ∂ϕi

∂y′Wx′ 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.39)

onde os termos Wx′ e Wy′ são definidos abaixo:

Wx′ =
n∑︂
i

∂ϕi
∂x′wi Wy′ =

n∑︂
i

∂ϕi
∂y′wi (4.40)

Determinadas as parcelas linear e não linear da matriz da reação deformações genera-
lizadas - deslocamentos, a matriz de deformação-deslocamento em sua forma geral pode
ser obtida como B = BL + BNL.

Introduzindo a discretização de elementos finitos e seguindo o processo padrão do
Prinćıpio dos Trabalhos Virtuais (Equação 4.24), as equações de equiĺıbrio para um único
elemento são obtidas como

p(e) = K(e)d(e) − f(e) (4.41)

em que p(e) é o vetor de forças nodais e K(e) é a matriz de rigidez. f(e) é o vetor de forças
nodais equivalente devido as cargas distribúıdas para o elemento nos eixos locais e pode
ser representado por:

f(e) =
∫︂
A

BTSdA (4.42)

onde S é o segundo tensor de tensão de Piolla-Kirchhoff.

4.3.1 Matriz de rigidez

Este é um texto na cor branca.
A matriz de rigidez K(e) na Equação 4.41 incorpora tanto os termos lineares de rigi-

dez, utilizados em análises com pequenos deslocamentos, quanto os termos não lineares,
resultantes do emprego do tensor de deformação de Green-Lagrange. A matriz pode ser
escrita da seguinte forma:

K(e) = KL0 + KL1 + KNL = KL + KNL (4.43a)
KL0 =

∫︂
A

BL
TDBLdA (4.43b)

KL1 =
∫︂
A

(︂
BL

TDBNL + BNL
TDBNL + BNL

TDBL
)︂
dA (4.43c)

KNLδd =
∫︂
A
δBNL

TNdA (4.43d)

A matriz KL0 representa a matriz de rigidez convencional para pequenos deslocamentos,
KL1 é a matriz de deslocamentos iniciais ou matriz de grandes deslocamentos, e a matriz
KNL é denominada matriz das tensões iniciais ou matriz geométrica.
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Na matriz KNL, apenas os componentes de membrana dos esforços são relevantes,
isto é, N =

{︂
Nx′ Ny′ Nx′y′

}︂T
. Assim, a matriz KNL pode ser deduzida a partir das

Equações 4.39 e 4.43d. Derivando a Equação 4.39 em relação aos deslocamentos, obtém-se:

δBNL = δAG ⇒ (δBNL)T = GT δAT (4.44)

Substituindo 4.44 em 4.43d, resulta em:

KNLδd =
∫︂
A

GT δATNdA (4.45)

Ao considerar a parcela dATN e reorganizar seus termos, obtém-se:

δATN =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
δw′

δx′ 0 δw′

δy′

0 δw′

δy′
δw′

δx′

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Nx′

Ny′

Nx′y′

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

=
⎡⎣ Nx′ Nx′y′

Nx′y′ Ny′

⎤⎦
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

δw′

δx′

δw′

δy′

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
= Sδβ = SGδd (4.46)

Visto que a Equação 4.37 estabelece que δβ = Gδd. Por fim, substituindo 4.46 na
Equação 4.45, obtém-se:

KNL =
∫︂
A

GTSGdA (4.47)

A matriz de rigidez do MEFG contém a matriz de rigidez padrão do MEF, incluindo
os graus de liberdade suplementares derivados do enriquecimento. Nas situações que
envolvem o MEFG, a matriz K pode ser desmembrada da seguinte maneira:

K =
⎡⎣ KMEF KMEF,MEFG

KMEFG,MEF KMEFG

⎤⎦ (4.48)

Aqui, KMEF representa a matriz de rigidez conforme o Método dos Elementos Finitos
convencional, enquanto KMEFG encapsula os termos adicionais na matriz que estão as-
sociados apenas aos enriquecimentos introduzidos pelo MEFG. Por sua vez, KMEF,MEFG

está associada à interação entre os graus de liberdade provenientes do MEF e aqueles
relacionados às funções de enriquecimento.

Além disso, deve-se destacar a simplicidade da formulação, considerando que a cons-
trução do elemento é feita a partir da existência das matrizes de deformação referentes
aos estados de flexão (elemento de flexão de placa) e membrana (elemento de membrana),
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que podem ser obtidas separadamente.

Km
(e) =

∫︂
A

(Bm)TDmBmdA (4.49a)

Kb
(e) =

∫︂
A

(Bb)TDbBbdA (4.49b)

Ks
(e) =

∫︂
A

(Bs)TDsBsdA (4.49c)

4.4 Fenômeno de travamento

Este é um texto na cor branca.
O fenômeno de travamento, também conhecido como bloqueio da solução, que tem sido

amplamente investigado ao longo do tempo no âmbito da modelagem e análise numérica
de estruturas. Esse comportamento dos elementos pode ser delineado por duas abordagens
distintas:

• Bloqueio por efeito de cortante: O elemento mostra-se incapaz de reproduzir
com precisão as condições de deformação de cisalhamento nulo à medida que a espes-
sura tende a zero. Essa presença de termos espúrios leva a um aumento progressivo
da rigidez à medida que o valor da espessura diminui. Esse fenômeno é inerente à
formulação da teoria de cascas baseada na teoria de Reissner-Mindlin.

• Bloqueio por efeito de membrana: O bloqueio da membrana pode ser inter-
pretado como a incapacidade do elemento em reproduzir um campo de deformação
de flexão pura sem introduzir deformações de membrana espúrias. Em cascas onde
que os efeitos de flexão são dominantes, o bloqueio da membrana possui menor
relevância, sendo necessário considerar apenas o bloqueio por cisalhamento. No en-
tanto, em problemas com alto acoplamento flexão-membrana, o bloqueio da mem-
brana pode perturbar a solução. Isso ocorre frequentemente em cascas discretizadas
em camadas ou em elementos com curvatura.

O problema de travamento da solução pode ser visto, de maneira qualitativa, como
uma incapacidade da análise por elementos finitos de conseguir reproduzir a energia de
deformação exata do modelo matemático/mecânico considerado, resultando em uma su-
perestimativa da rigidez e consequentemente levando a uma tendência de divergência dos
resultados obtidos a partir de soluções teóricas (Chapelle e Bathe, 2010, Ko et al., 2016).

Além da influência da espessura, a formulação do elemento, as condições de contorno
impostas ao modelo da casca e o tipo de interpolação utilizadas para o campo de desloca-
mentos também são apontados na literatura como pontos que favorecem o aparecimento
do fenômeno de bloqueio Valente (2004).

Matematicamente, é posśıvel ilustrar o fenômeno de travamento, considerando-se a
matriz de rigidez de um elemento de espessura constante e desprezando-se o acoplamento
local membrana/flexão. Partindo dessas premissas a Equação de equiĺıbrio 4.41 pode ser
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reescrita como: [︂
tKm

e + t3Kb
e + tKs

e

]︂
de − fe = pe (4.50)

Como pode ser observado, os termos de membrana e cortante da matriz de rigidez podem
ser agrupados, uma vez que a influência da espessura t na matriz é da mesma ordem de
grandeza. Assim: [︂

t3Kb
e + t (Km

e + Ks
e)
]︂

de − fe = pe (4.51)

A Equação 4.51 está referida ao sistema local e, assim, se todos os elementos fossem
coplanares, e supondo que somente atuassem carregamentos que provocam flexão e cisa-
lhamento, o problema reduziria-se ao caso de elementos de placas sujeitos às hipóteses de
Mindlin: (︂

Kb + αKs
)︂

db = f b (4.52a)
Kmdm = fm (4.52b)

onde f b e fm são os vetores de carga equivalentes de força nodal devido as cargas de flexão
e no plano.

Pode-se observar que não há problema em encontrar a solução de membrana resolvendo
a Equação 4.52b. No entanto, o termo α na Equação 4.52a é função do material e das
caracteŕısticas geométricas da placa, e, segundo Oñate (2013), representa um fator de
penalidade, podendo ser explicitado por:

α = k
GL2

Et2
(4.53)

onde E e G são, respectivamente, os módulos de elasticidade longitudinal e transversal,
L é um comprimento de referência e k é o coeficiente de distorção transversal.

Analisando a Equação 4.53, conclui-se que a medida que a espessura diminui, t → 0,
ocorre α → ∞. Assim, ao tornar a placa mais fina, os termos de cortante vão progres-
sivamente dominando a solução, e a menos que Ks seja singular, os deslocamentos irão
tender a zero, d → 0, representando o bloqueio da solução.

Os termos de membrana também podem contribuir para o comportamento de trava-
mento em cascas, embora esse efeito geralmente seja menos significativo do que o tra-
vamento de cisalhamento. Uma representação matemática do travamento de membrana
pode ser obtida ao escrever a equação de equiĺıbrio global, dividida por t3, da seguinte
forma: [︂

Kb + α (Km + Ks)
]︂

d = f (4.54)

Essa Equação sofre do mesmo problema da Equação 4.52a, ou seja, a soma dos termos
de membrana e cisalhamento transversal terá uma grande influência para situações em
que a espessura da casca é excessivamente fina.
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Assim, a precisão da solução da Equação 4.54 vai se deteriorar para a seguinte situação:

(Km + Ks) d = Kmsd = 0 (4.55)

o que requer a singularidade de Kms = Km + Ks para a obtenção de uma solução não
trivial.

O travamento da solução pode então suscitar a questão de saber se o uso de modelos
de elementos finitos de cascas é realmente eficaz do ponto de vista computacional, quando
comparado a uma análise a partir de soluções teóricas.

Uma das abordagens pioneiras e mais simples para tratar este problema é o uso de
técnicas de integração reduzida ou integração seletiva (Bathe, 2006). Essas técnicas tem
como objetivo singularizar a matriz de rigidez devido ao cisalhamento, realizando a inte-
gração de forma independente das matrizes de membrana e flexão. Isso é alcançado por
meio da utilização de ordens diferentes na integração,a partir da redução do número de
pontos de Gauss-Legendre na integração.

No entanto, o uso dessa técnica é restrito pelo fato de que a redução da quadratura im-
plica no surgimento de modos espúrios. A propagação ou não destes mecanismos depende
essencialmente da compatibilidade dos elementos e das condições de contorno. Portanto,
as técnicas de integração reduzida ou seletiva devem ser utilizadas com cautela, conside-
rando esse fenômeno que pode afetar diretamente a qualidade da solução, uma vez que
a propagação dos modos de energia nula pela malha pode deteriorar a solução. Existem
métodos para eliminar esses modos espúrios, mas que são particulares para determinados
tipos de elementos, o que restringe a natureza geral do processo de integração reduzida
ou seletiva.

A literatura aponta a utilização de campos de deformações assumidas ou impostas
como uma forma mais geral e eficiente de se tratar o fenômeno de bloqueio da solução.
Desenvolvida por Bathe e Dvorkin (1984) a técnica é atualmente designada como método
da interpolação mista das componentes tensoriais (Mixed Interpolation of Tensorial Com-
ponents - MITC) (Bathe et al., 1990). O esquema MITC tem sido utilizado com muito
sucesso no desenvolvimento de elementos de cascas gerais.

4.4.1 Método da interpolação mista das componentes tensoriais
- MITC

Este é um texto na cor branca.
O objetivo do método é criar um campo de deformações mais adequado do que o

campo original, que seja capaz de anular a parcela de deformação resultante de esforços
cisalhantes em espessuras pequenas e, ao mesmo tempo, garantir que o elemento possa
reproduzir estados de flexão pura sem apresentar deformações por membrana.

Uma caracteŕıstica importante da formulação do elemento MITC é o uso de compo-
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nentes tensoriais de deformações de cisalhamento, tornando o elemento resultante rela-
tivamente insenśıvel à distorção. Para evitar o problema de travamento devido ao cisa-
lhamento, os efeitos de flexão e cisalhamento são incorporados na matriz de rigidez do
elemento por meio de interpolações distintas.

A abordagem de interpolação mista de componentes tensoriais (MITC) é um método
do tipo “deformações impostas”, no qual o campo de deformação transversal original,
baseado em deslocamento, de um dado elemento é re-interpolado com base em novos
pontos de amostragem, que são diferentes dos pontos gaussianos. Esses novos pontos
são projetados para atender às condições de placas finas ou cascas finas. Em termos
gerais, o campo interpolado de deformação transversal é representado por componentes
modificados e pode ser expresso da seguinte maneira:

εs = α1 (u) + α2 (u) ξ + α3 (u) η + · · · + αn (u) ξpηp = 0 (4.56)

onde εs é uma das componentes de deformação por cisalhamento escrita em função das
coordenadas naturais do elemento, e αi são os coeficientes do polinômio aproximador em
função dos deslocamentos.

Para se obter εs = 0, é preciso que

αi (u) = 0 (4.57)

A Equação 4.57 estabelece uma restrição linear entre as deflexões nodais e as rotações, o
que pode ser compreendido sob uma perspectiva f́ısica. No entanto, em muitos elementos,
αi é dependente apenas das rotações nodais. Nestes casos, a condição αi (θ) = 0 torna-se
excessivamente restritiva, resultando em um campo de deslocamentos nulo. Essa condição,
por sua vez, não apenas falha em refletir com precisão a realidade f́ısica em algumas
situações, mas também caracteriza o fenômeno de bloqueio da solução.

Conclúı-se, a partir do exposto, que uma maneira de evitar o bloqueio da solução é
avaliar as deformações transversais de cisalhamento em pontos onde os termos indesejados
αi (θ) se anulam. A partir disso, as condições de placas e cascas finas podem ser obtidas
impondo o campo de deformações impostas (que na análise recebe o ı́ndice (AS)) que
satisfaça a condição estabelecida pela Equação 4.47. Desse modo, as deformações de
cisalhamento passam a ser interpoladas da seguinte maneira

εsAS =
m∑︂
k=1

ϕPk εk (4.58)

para um dado ponto de Gauss. Na Equação 4.58, εk são os valores das deformações de
cisalhamento em m pontos dentro do elemento e ϕP são as funções de forma correspon-
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dentes. Combinando as equações 4.28 e 4.58, obtêm-se:

εsAS =
m∑︂
k=1

ϕPk Bsdk = Bs
ASd (4.59)

onde Bs
AS é a matriz da relação deformação generalizada-deslocamento de cisalhamento

imposta, a ser definida. A partir desse ponto, a matriz Bs
AS passa a ser utilizada no

processo da formulação por elementos finitos, da maneira usual, no lugar da matriz original
Bs para calcular a matriz de rigidez de cisalhamento.

Por fim, é posśıvel determinar o campo de deformações impostas para os elementos
finitos de casca adotados nesse trabalho. No sistema INSANE, os elementos que tratam
do problema de travamento da solução foram implementados por Saliba (2007) para pro-
blemas de flexão de placas, recebendo a denominação de elementos RMCI (Elemento de
Reissner-Mindlin com Cortante Imposta).

4.4.2 Elemento quadrilateral de 4 nós (MEFGMITC4)

Este é um texto na cor branca.
O conceito por trás da formulação do elemento MEFGMITC4 está bem estabelecido na

literatura de elementos finitos (Bathe e Dvorkin, 1985, Bucalem e Bathe, 1997, Chapelle
e Bathe, 1998, Bathe, 2006). A metodologia apresentada anteriormente é agora aplicada
ao elemento quadrilateral de quatro nós seguindo a abordagem proposta por Bathe e
Dvorkin (1984) e generalizada por Huang e Hinton (1986), incorporando a independência
da malha e insensibilidade à distorção angular dos elementos presente na formulação do
MEFG (Barros, 2002).

Esta abordagem combinada com formulação do MEFG busca aliviar o bloqueio que
pode acontecer quando os elementos de casca MITC4 tradicionais são distorcidos ge-
ometricamente. Este estudo, representa um passo adiante no estudo do fenômeno de
travamento por cisalhamento na análise de elementos finitos de casca fina.

O primeiro passo é interpolar as deformações de cisalhamento (γ) no sistema natural
(ξ, η), conforme ilustrado na Figura 4.6(a). Logo:

γξ = α1 + α2η (4.60a)
γη = α3 + α4ξ (4.60b)

Os parâmetros αi são encontrados nos pontos de amostragem 1, 2, 3 e 4 representados no
elemento da Figura 4.6(b). Assim, as deformações de cisalhamento nos pontos amostrais
é dada por

γAS = (α1 + α2η) cos βi + (α3 + α4ξ) senβi (4.61)

onde βi é o ângulo que uma direção natural pré-definida, ξ̄i, forma com a direção natural
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referido como MEFGMITC4 (indicando a combinação da cortante imposta com o método
dos elementos finitos generalizados). O cálculo da matriz de rigidez requer uma quadratura
completa para todos os termos, o que preserva a integridade do elemento em relação a
mecanismos espúrios.

Ao contrário do elemento RMCI tradicional, que exige malhas finas em certas aplicações
(Oñate, 2013), o elemento MEFGMITC4 se beneficia da independência da malha e da re-
lativa insensibilidade à distorção angular dos elementos, alcançadas por meio das funções
de enriquecimento, para aprimorar a análise.
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CAPÍTULO 5

ANÁLISE FISICAMENTE NÃO LINEAR: MODELO CONS-
TITUTIVO ELASTOPLÁSTICO COM DEFORMAÇÕES FINI-
TAS

Este é um texto na cor branca.
Neste caṕıtulo, é apresentada formulação de modelos constitutivos elastoplásticos para

uma análise de grandes deformações. Os prinćıpios teóricos e algoritmos aqui discutidos
constituem uma extensão da formulação proposta por Souza Neto et al. (2008) e detalhada
por Oliveira (2016) para modelos elastoplásticos no regime de pequenas deformações.

A teoria apresentada neste contexto serve como base para a compreensão da teoria
matemática da plasticidade isotrópica de grandes deformações. É importante ressaltar
que a generalização dos modelos de deformações finitas abordados aqui abrangem todos os
aspectos fundamentais necessários ao desenvolvimento de modelos multiaxiais isotrópicos
de grandes deformações.

Como destacado por Souza Neto et al. (2008), a formulação de um modelo constitutivo
elastoplástico requer a descrição dos seguintes elementos: a decomposição de deformações
elásticas e plásticas, uma lei elástica, um critério de escoamento, uma regra para o fluxo
plástico e uma lei de endurecimento ou amolecimento do material.

É fundamental reconhecer que os modelos constitutivos frequentemente adotam notações
espećıficas, e embora compartilhem semelhanças em muitos casos, a falta de uniformidade
nas formulações dificulta uma implementação computacional genérica e objetiva. Neste
trabalho foi utilizado o Ambiente Unificado proposto por Penna (2011) e explorado por
Gori et al. (2017). Esse Ambiente apresenta uma expansão da teórica proposta por Ca-
rol et al. (1994) e permite a inclusão de uma ampla variedade de modelos constitutivos
- elastoplásticos ou de degradação elástica; isotrópicos, ortotrópicos ou anisotrópicos -
formulados com uma ou várias funções de carregamento.

Este caṕıtulo está organizado da seguinte forma: A seção 5.1, tem ińıcio com uma
breve revisão do desenvolvimento da plasticidade computacional de deformações finitas,
seguida da descrição do modelo geral de plasticidade multiplicativa baseada em elasto-
plasticidade multiaxial. Na seção 5.2, explora-se a formulação do modelos constitutivo
segundo o Ambiente Unificado. Detalham-se as parcelas necessárias para a descrição de
cada modelo, destacando a relação entre a forma original e a abordagem proposta neste
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trabalho. Finalmente, na seção 5.3, após a descrição do modelo geral, prossegue-se com
a derivação de um algoritmo para a integração das equações constitutivas de plasticidade
no contexto das deformações finitas.

5.1 Modelo constitutivo elastoplástico geral para gran-
des deformações

Este é um texto na cor branca.
A teoria da plasticidade compreende grande parte da modelagem constitutiva de ma-

teriais em geral. Essa teoria busca descrever matematicamente as deformações imediatas
e não reverśıveis que ocorrem em um corpo sólido, ou seja, deformações que não desa-
parecem totalmente ao serem removidas as forças que lhe deram origem(Owen e Hinton,
1980, Lubliner, 1990, Chen e Han, 2007, Souza Neto et al., 2008).

Teorias infinitesimais podem ser adotadas para modelar o comportamento de sólidos
inelásticos desde que as deformações e rotações permaneçam suficientemente pequenas.
No entanto, quando as deformações e/ou rotações se tornam tão grandes que não podem
ser desprezadas, as hipóteses da deformação infinitesimal não podem ser introduzidas sem
uma significativa perda de precisão.

A formulação de modelos constitutivos elastoplásticos para grandes deformações origina-
se no final da década de 1950. Nos últimos anos, a abordagem baseada na decomposição
multiplicativa do gradiente de deformações ganhou ampla aceitação (Simo e Hughes, 1998)
e compõe as bibliotecas atuais de muitos softwares para análise de elementos finitos com
modelos constitutivos elastoplásticos de grandes deformações.

O modelo constitutivo elastoplástico isotrópico sob deformações finitas formulado a
seguir, pode ser definido seguindo o axioma da termodinâmica com variáveis internas,
derivado do Método do Estado Local. A premissa para a formulação de um modelo
constitutivo considera que um processo não equilibrado pode ser descrito a partir de seu
estado de equiĺıbrio e consequentemente pelo processo de variação de suas variáveis de
estado (Murakami, 2012). Essencialmente, o modelo constitutivo é definido postulando

1. Um potencial de energia livre, a partir do qual a lei hiperelástica é derivada;
2. uma função de escoamento para definir o ińıcio das deformações plásticas;
3. um potencial de dissipação, a partir do qual derivam a regra de fluxo plástico e as

leis de evolução para as variáveis internas.

5.1.1 Decomposição multiplicativa do gradiente de deformações

Este é um texto na cor branca.
A hipótese principal subjacente à estrutura do modelo constitutivo elastoplástico sob

deformações finitas é a decomposição multiplicativa do gradiente de deformações, F, em
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parcelas elásticas e plásticas, isto é, presume-se que o gradiente de deformações pode ser
decomposto como o produto

F = FeFp (5.1)

onde Fe e Fp são, respectivamente, os gradientes de deformação elástica e plástica. Deve-
se enfatizar que nenhum dos dois fatores do lado direito da Equação 5.1 é necessariamente
o gradiente de um campo de deformações nem satisfaz quaisquer condições de compati-
bilidade (Naghdi, 1990).

A decomposição multiplicativa de F, incorpora a suposição da existência de uma
configuração intermediária sem tensões definida pelo gradiente de deformações plásticas,
Fp. Em cada ponto material, a configuração intermediária local é obtida a partir da
configuração deformada com descarregamento puramente elástico (associada ao inverso
de Fe) de sua vizinhança. Esse conceito é ilustrado esquematicamente na Figura 5.1.

Em vez de ser apenas uma extensão matemática da decomposição aditiva, carac-
teŕıstica da teoria da plasticidade em regime de pequenos deslocamentos e pequenas de-
formações, a decomposição multiplicativa do gradiente de deformações encontra uma jus-
tificativa sólida e consistente na teoria da plasticidade aplicada a cristais (Asaro, 1983,
Fornel, 2018). Essencialmente, a deformação plástica é resultante do deslizamento de
porções do cristal (devido ao movimento de discordâncias) em relação a planos crista-
lográficos bem definidos (Figura 5.1).

Sob deformação finita genérica, os blocos do cristal deslizam uns sobre os outros sob
a ação simultânea de rotação e distorção da rede. A deformação plástica está relacionada
com o movimento de discordâncias através da rede cristalina preservando a estrutura do
cristal. Então a parte plástica do gradiente de deformações não modifica a orientação dos
vetores diretores dos sistemas de deslizamento cristalográficos. A contribuição elástica
por outro lado, representa a rotação e distorção da rede cristalina.

Após a divisão multiplicativa, os alongamentos e rotações associados às partes elásticas
e plásticas do gradiente de deformações são obtidos através da realização de decomposições
polares:

Fe = ReUe = VeRe (5.2)

e
Fp = RpUp = VpRp (5.3)

onde Ue(Up) e Ve(Vp) são tensores simétricos positivos definidos, denominados tensores
de deformação elástica (plástica) direito e esquerdo, respectivamente. Os tensores U e
V representam a deformação pura sofrida pelo corpo, sendo que o tensor U opera sobre
vetores materiais e o tensor V opera sobre vetores espaciais. O tensor Re(Rp) representa
a rotação elástica (plástica) do corpo mapeando vetores materiais em espaciais.

A decomposição multiplicativa de F tem implicações no gradiente de velocidade defi-
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O tensor taxa de rotação plástica, Wp representa uma taxa instantânea de rotação
ŕıgida da configuração intermediária. Por outro lado, o tensor de taxa de deformação, D,
está associado a um campo de velocidade de deformações puras que alonga o corpo local-
mente, sob três direções mutuamente ortogonais, a partir de sua configuração deformada
atual definida pelos autovetores de D.

O tensor Dp pode ser interpretado de maneira análoga. No entanto, este tensor está
relacionado exclusivamente com Fp, que define a configuração intermediária. Portanto,
Dp quantifica a taxa instantânea de deformação plástica na configuração intermediária ao
longo das três direções mutuamente ortogonais definidas pelos autovetores de Dp. Usando
ei para denotar uma base ortonormal dos autovetores de Dp, tem-se o seguinte:

Dp =
3∑︂
1
dpi ei ⊗ ei (5.8)

onde dpi é o autovalor de Dp associado ao autovetor ei. Cada autovalor dá a taxa ins-
tantânea de deformação da configuração intermediária ao longo de uma direção de ei.

A formulação do modelo constitutivo multiplicativo e todas as variáveis cinemáticas
envolvidas na formulação constitutiva serão expressas na configuração deformada den-
tro do contexto da estrutura constitutiva atual. Ao definir a regra de fluxo plástico, é
necessário empregar a seguinte rotação para Dp:

D̃p ≡ ReDpReT = Resym[ḞpFp−1]ReT (5.9)

O tensor acima representa a taxa de deformação plástica que foi rotacionada (pela
rotação elástica) para a configuração deformada, e será denominado de taxa de deformação
plástica rotacionada. Pode ser representado como:

D̃p =
3∑︂
1
dpi ẽi ⊗ ẽi (5.10)

onde ẽi = Reei

5.1.2 Deformação elástica logaŕıtmica

Este é um texto na cor branca.
Na descrição deste modelo geral elastoplástico sob deformações finitas, o modelo de

Hencky para o material elástico linear é adotado e a deformação logaŕıtmica é usada para
medir as deformações elásticas (Lubliner, 1990). Sob condições de tensão uniaxial, a lei
de hiperelasticidade de Hencky pode ser expressa como:

τ = Elnλ (5.11)

onde τ representa a tensão axial de Kirchhoff e λ é a deformação uniaxial. A Equação 5.11
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pode ser reescrita em termos de deformação elástica, ou seja, pode-se utilizar a seguinte
extensão da Equação constitutiva elástica unidimensional:

τ = Eεe (5.12)

onde εe representa as deformações logaŕıtmicas elásticas, que, para o modelo geral de
grandes deformações, podem ser definidas como:

εe = 1
2lnBe (5.13)

onde ln(·) acima denota o logaritmo do tensor (·) e

Be = Fe(Fe)T

é o tensor de tensão Cauchy-Green elástico esquerdo, também conhecido como deformação
Lagrangiana de Hencky.

O uso medida de deformação logaŕıtmica para descrever o comportamento elástico
do material é particularmente adequada para o modelo de grandes deformações. Além
do seu apelo f́ısico como extensão da medida de deformação elástica infinitesimal, seu
uso, aliado a aproximações adequadas à regra de fluxo plástico, resulta em simplificações
substanciais no algoritmo de integração de tensões e permite uma extensão natural, à faixa
de deformações finitas, dos algoritmos de mapeamento de retorno adotados no contexto
da teoria da plasticidade em regime de pequenos deslocamentos e pequenas deformações
(Souza Neto et al., 2008).

5.1.3 Energia potencial livre e a lei elástica

Este é um texto na cor branca.
Para formular uma lei constitutiva, é necessário postular a existência de um poten-

cial termodinâmico que seja determinado por um conjunto finito de variáveis de estado
relacionadas aos fenômenos que o modelo visa descrever. Essas variáveis podem ser cate-
gorizadas como variáveis observáveis e variáveis internas.

Como apontado por Murakami (2012), as variáveis observáveis são aquelas que podem
ser medidas diretamente e têm a capacidade de quantificar fenômenos mecânicos, como
deformações elásticas, viscoelásticas, plásticas, bem como dano e fissuração. Exemplos
dessas variáveis incluem a temperatura, T, e a deformação total, ε. Por outro lado,
as variáveis internas desempenham um papel fundamental em fenômenos dissipativos e
estão associadas à representação adequada das mudanças no estado interno do material.
Portanto, essas variáveis internas são dependentes do fenômeno que está sendo descrito e
refletem os processos irreverśıveis, como o desenvolvimento de deformações plásticas, εp,
ou o encruamento.

Dentro do enfoque da termodinâmica dos processos irreverśıveis, definidas as variáveis
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observáveis e as variáveis internas, o potencial de energia livre para a teoria da plasticidade
é constrúıdo de modo a ter a seguinte forma geral:

ψ(εe, α) (5.14)

do qual a lei hiperelástica é derivada. Nesta forma geral ψ é expresso em função da
deformação logaŕıtmica elástica e um conjunto genérico α ≡ α1, α2, · · · , αk de variáveis
internas associadas a mecanismos dissipativos. A derivada temporal da energia livre é
dada por

ψ̇ = ∂ψ

∂εe
: ε̇e + 1

ρ̄
A ∗ α̇ (5.15)

onde A ≡ A1, A2, · · · , Ak são as forças termodinâmicas conjugadas às variáveis internas e
ρ̄ é a densidade de massa de referência. O śımbolo ∗ denota um produto adequado entre
A e α̇, definido em função das ordens dos tensores envolvidos.

Aplicando a regra da cadeia à definição da Equação 5.13, a diferenciação no tempo
desta última expressão, resulta em

ψ̇ = 1
2
∂ψ

∂εe
: ∂ (lnBe)

∂Be
: Ḃe + 1

ρ̄
A ∗ α̇

= 1
2

[︄
∂ψ

∂εe
: ∂ (lnBe)

∂Be

]︄
: Be : Ḃe : Be−1 + 1

ρ̄
A ∗ α̇ (5.16)

O primeiro termo da Equação anterior pode ser obtido utilizando o produto interno de
tensores 1. É importante observar que, de acordo com a definição de εe, os tensores εe

e Be compartilham os mesmos eixos principais. Além disso, devido à isotropia de ψ, o
tensor ∂ψ

∂εe também possui os mesmos eixos principais. Portanto, a seguinte identidade é
válida no contexto atual:

∂ψ

∂εe
: ∂ (lnBe)

∂Be
Be = ∂ψ

∂εe
(5.17)

e a Equação 5.16 pode ser reescrita como

ψ̇ = 1
2
∂ψ

∂εe
: ḂeBe−1 + 1

ρ̄
A ∗ α̇ (5.18)

Por definição, Be = FeFeT , ou, em vista da suposição de decomposição elastoplástica
multiplicativa, Be = F(Fp−1)(Fp−T )FT . A diferenciação no tempo desta última expressão
e substituição em 5.18 resulta, após algumas manipulações, em

ψ = ∂ψ

∂εe
:
{︃

D + 1
2
[︂
FeFp(Fp−1)·FeT + Fe(Fp−T )·FpTFe−1

]︂}︃
+ 1
ρ̄

A ∗ α̇

= ∂ψ

∂εe
:
{︃

D − 1
2VeRe

[︂
Lp̄ + Lp̄T

]︂
ReTVe−1

}︃
+ 1
ρ̄

A ∗ α̇ (5.19)

1R : ST = ST R : T = RTT : S
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onde foram utilizadas as relações

Fp
(︂
Fp−1)︂·

= −FpFp−1 = −Lp (5.20)

e (︂
Fp−T

)︂·
FpT = −Fp−T

(︂
FpT

)︂
= −LpT (5.21)

obtidos, respectivamente, a partir da derivada no tempo das identidades

FpFp−1 = I (5.22a)
Fp−TFpT = I (5.22b)

Finalmente, com a introdução da definição 5.9 do tensor de taxa de deformação
plástica, Dp e, levando em consideração a isotropia elástica, a taxa de mudança de energia
livre pode ser expressa como

ψ̇ = ∂ψ

∂εe
: (D − D̃p) + 1

ρ̄
A ∗ α̇ (5.23)

A partir da Equação da energia livre, pode-se expressar a segunda lei da termo-
dinâmica, que estabelece a irreversibilidade dos processos dissipativos, na forma da desi-
gualdade Clausius-Duhem e requer que

τ : D − ρ̄ψ̇ ≥ 0 (5.24)

de modo que, ao introduzir 5.23, obtém-se(︄
τ − ρ̄

∂ψ

∂εe

)︄
: D − ρ̄

∂ψ

∂εe
: D̃p − A ∗ α̇ ≥ 0 (5.25)

O requisito de dissipação não negativo é então reduzido a

τ : D̃p − A ∗ α̇ ≥ 0 (5.26)

Como a desigualdade acima deve ser válida para qualquer movimento (e, portanto,
qualquer tensor D), o que tem implicações na Equação constitutiva para o tensor de
tensões de Kirchhoff. Da mesmo forma que acontece no caso de pequenas deformações,
assumindo que a Equação 5.26 deve ser satisfeita para todos os processos termodinâmicos,
adota-se uma lei de escoamento geral , Φ(τ,A), para definir o ińıcio do fluxo plástico.
Isso nos leva às seguintes relações constitutivas

τ = ρ̄
∂ψ

∂εe
(5.27a)

Ai = ρ̄
∂ψ

∂αi
(5.27b)

onde ρ̄ é a densidade de massa de referência.
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Consequentemente, o domı́nio elástico onde ocorrem apenas fenômenos reverśıveis é
definido como o conjunto

E = {τ |Φ(τ,A) < 0} ,

do espaço das tensões. O escoamento plástico pode ocorrer apenas se τ estiver na superf́ıcie
de escoamento - limite do domı́nio elástico - definida por

Y = {τ |Φ(τ,A) = 0} , (5.28)

As tensões de Kirchhoff admisśıveis devem situar-se no domı́nio elástico ou na su-
perf́ıcie de escoamento. Para um dado conjunto A, as tensões Kirchhoff admisśıveis são
definidas como

Ē = {τ |Φ(τ,A) ≤ 0} , (5.29)

5.1.4 Regra de fluxo plástico sob deformações finitas

Este é um texto na cor branca.
A caracterização completa de um modelo elastoplástico, requer a definição de uma

lei que descreva a evolução das variáveis associadas aos fenômenos dissipativos (Oliveira,
2016). No presente contexto é adotada uma regra de fluxo plástico geral, Ψ(τ,A), expressa
como uma função das tensões de Kirchhoff e do conjunto de forças termodinâmicas. Com
o potencial de dissipação, a evolução do escoamento plástico toma a forma

D̃p = γ̇
∂Ψ
∂τ

(5.30a)
Wp = 0 (5.30b)

As duas equações acima definem completamente a evolução de Fp. De fato, a definição
5.9 de D̃p, juntamente com as leis constitutivas 5.30, são equivalentes à seguinte lei de
evolução para o gradiente de deformação plástica

Lp ≡ Ḟp (Fp)−1 = λ̇ (Re)T ∂Ψ
∂τ

Re (5.31)

onde λ̇ representa a magnitude das deformações plásticas e é um escalar denominado
multiplicador plástico, cujo valor é nulo durante as deformações elásticas e positivo em
caso de deformações plásticas.

A hipótese de rotação plástica zero é compat́ıvel com a isotropia plástica, que é a
condição à qual o modelo atual está restrito. A introdução da anisotropia plástica exigiria
a definição de uma equação constitutiva adequada para a rotação plástica.

A isotropia plástica também implica que os tensores τ e ∂Ψ/∂τ são coaxiais, o que
significa que eles compartilham os mesmos eixos principais. Portanto, na equação cons-
titutiva mencionada acima, as direções principais do alongamento na configuração in-
termediária são obtidas girando os eixos principais da tensão de Kirchhoff de volta à
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configuração intermediária. Na ausência de rotações elásticas, as principais direções do
alongamento plástico coincidem com as direções da tensão de Kirchhoff.

Sob a isotropia elastoplástica, a regra de fluxo plástico mencionada acima é equiva-
lente à seguinte equação constitutiva para a contribuição plástica total, FeLp (Fe)−1, ao
gradiente de velocidade 5.31:

FeLp (Fe)−1 = λ̇
∂Ψ
∂τ

(5.32)

A equivalência entre as duas equações pode ser estabelecida usando primeiro a decom-
posição polar esquerda de Fe, o que, após um rearranjo direto dá

Lp = λ̇ (Re)T (Ve)−1 ∂Ψ
∂τ

VeRe (5.33)

Devido à isotropia elastoplástica assumida, Ve e ∂Ψ/∂τ se deslocam para que os
termos Ve e (Ve)−1 se cancelam na Equação acima, resultando em 5.31.

Na teoria infinitesimal, a divisão aditiva do tensor de deformações permite que o mo-
delo elastoplástico seja moldado de maneira equivalente em termos da taxa de deformação
plástica ou da taxa de deformação elástica (Souza Neto et al., 2008). A definição de
equações equivalentes baseadas em taxas elásticas também é posśıvel dentro da estrutura
atual para a plasticidade sob deformações finitas. No entanto, devido à natureza da ci-
nemática da decomposição multiplicativa, a relação entre as taxas elástica e plástica é
mais complexa do que na teoria infinitesimal. A Equação de evolução do gradiente de
deformação elástica correspondente à Equação de fluxo plástico 5.31 dentro da estrutura
cinemática multiplicativa é a seguinte:

Ḟe (Fe)−1 = ḞF−1 − λ̇
∂Ψ
∂τ

(5.34)

ou, com uma notação mais compacta,

Le = L − λ̇
∂Ψ
∂τ

(5.35)

A Equação acima é obtida simplesmente pela introdução da Equação de fluxo de
plástico 5.32 nas expressões dos gradientes de velocidade 5.5 e 5.6.

Com o potencial de dissipação, uma Equação para evolução do conjunto de variáveis
internas pode ser postulada com o seguinte formato

α̇ = λ̇H (τ,A) (5.36)

Se a formulação potencial da evolução das variáveis internas for adotada, a função
constitutiva H é dada por

λ̇H(τ,A) = −∂Ψ
∂A

(5.37)

Na Equação acima, o multiplicador de plástico, λ̇, é necessário para satisfazer as relações
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de complementaridade de Kuhn-Tucker

Φ ≤ 0 , λ̇ ≥ 0 e Φλ̇ = 0, (5.38)

responsáveis por definir quando a evolução das deformações plásticas e das variáveis in-
ternas podem ocorrer.

5.2 Formulação geral para modelos constitutivos elas-
toplásticos

Este é um texto na cor branca.
De acordo com Carol et al. (1994), as equações de taxa para a formulação elastoplástica

baseada em tensão podem ser expressas como

σ̇ij = E0
ijkl(ε̇kl − ε̇pkl) (5.39)

com
ε̇pkl = λ̇mkl (5.40)

onde E0
ijkl são os componentes da rigidez do tensor elástico, λ̇ é o multiplicador plástico,

mkl são os gradientes das funções de potenciais plásticos Q (com mkl = ∂Q/∂σkl), que
representa geometricamente a direção da regra de fluxo e ε̇pkl é a variação das deformações
plásticas.

A Equação 5.41 abaixo representa a forma linearizada da condição de consistência da
superf́ıcie de rendimento F (σ,p) onde os argumentos da função são o tensor de tensão σ
e as variáveis internas p.

Ḟ = ∂F

∂σij

⃓⃓⃓⃓
⃓
p

σ̇ij + ∂F

∂pk

⃓⃓⃓⃓
⃓
σ

ṗk = 0 (5.41)

Podendo ser escrita como:
nijσ̇ij −Hλ̇ = 0 (5.42)

com
nij = ∂F

∂σij

⃓⃓⃓⃓
⃓
p

(5.43)

e
H = −∂F

∂λ

⃓⃓⃓⃓
⃓
σ

= −∂F

∂pi

⃓⃓⃓⃓
⃓
σ

∂pi
∂εpkl

mkl (5.44)

onde nij representa gradientes de F para valores constantes do multiplicador plástico λ e
H é o módulo de endurecimento isotrópico, obtido de F derivado para valores constantes
de σ, sendo positivo para o caso de endurecimento, zero para o caso de plasticidade
perfeita e negativo para amolecimento.

Em um modelo associativo, a taxa de deformação plástica é um vetor normal à su-
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perf́ıcie de escoamento no espaço de tensões. Neste caso, a função de carregamento F e
a regra de fluxo são definidas de tal forma que n e m são totalmente proporcionais (ou
seja, Q = F ). Em modelos de plasticidade não associativa, o vetor de deformação plástica
geralmente não é normal à superf́ıcie de escoamento.

O multiplicador plástico (λ̇) apresentado na Equação 5.40 é um escalar de valor posi-
tivo no caso de deformações plásticas. Substituindo as Equações 5.39 e 5.40 na Equação
5.41 temos o formato clássico para o multiplicador plástico, dado por

λ̇ = ncdE
0
cdklε̇kl

H + npqE0
pqrsmrs

(5.45)

As derivadas apresentadas fornecem as parcelas para o operador tangente, que relaci-
ona as taxas de variações de deformação com as taxas de variações de tensão e é necessário
para a montagem da rigidez tangente. Assim, a Equação constitutiva pode ser dada por

σ̇ij = Et
ijklε̇kl (5.46)

A substituição das Equações 5.39 e 5.45 na Equação 65.45, resulta em um tensor que
é chamado de tensor tangente elastoplástico e é dado por

Et
ijkl = E0

ijkl −
E0
ijabmabncdE

0
cdkl

H + npqE0
pqrsmrs

(5.47)

5.2.1 Modelo Constitutivo J2

Este é um texto na cor branca.
O critério proposto por von Mises em 1913 (Chen e Han, 2007) estabelece que o

escoamento começa quando o valor cŕıtico da energia de distorção por unidade de volume
é atingido. Esta suposição equivale a considerar que o segundo invariante do tensor
desviador, J2, atinge um valor cŕıtico. Para o modelo de deformações finitas, o tensor de
tensão de Cauchy, σ, é substitúıdo pelo tensor de tensão de Kirchhoff, τ . A representação
matemática do modelo constitutivo J2 e a regra de fluxo para encruamento linear misto
permanece no mesmo formato apresentado para pequenas deformações (Oliveira, 2016) e
é dada por

Φ(τ, α) =
√︂

3J2(s) − (σy + H α) (5.48)

onde H é o módulo de endurecimento isotrópico linear, α é a função do fluxo plástico
acumulado e J2 é dado por

J2 = −I2(s) = 1
2tr[s

2] = 1
2s : s = ∥s∥2 (5.49)

e o tensor anti-esférico é
s = τ − 1

3(tr(τ))I (5.50)
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onde ∥τ∥ =
√
τ : τ e I é o tensor identidade.

Desta forma,

nij = ∂Φ
∂τ

=
√︄

2
3

s
∥s∥

(5.51)

onde ∥s∥ =
√

s : s.
Em um modelo associativo

nij = mij =
√︄

2
3

1√
s : s

⎡⎢⎢⎢⎣
2
3σ 0 0
0 −1

3σ 0
0 0 −1

3σ

⎤⎥⎥⎥⎦ (5.52)

onde mij = ∂Ψ/∂τ . A lei associada aos fenômenos de encruamento (endurecimento ou
amolecimento) é dada por

H = −∂Φ
∂τ

∂τ

∂Dp
kl

(5.53)

com
∂Φ
∂τ

= −1 e ∂τ

∂Dp
kl

= H (5.54)

Outros modelos de plasticidade podem ser facilmente implementados a partir da me-
todologia apresentada. Além do modelo de von Mises apresentado, os modelos de Tresca,
Rankine, Drucker-Prager e Mohr-Coulomb para grandes deformações foram implementa-
das neste trabalho (Apêndice B).

5.3 Algoritmo de retorno: Método Impĺıcito/Expĺıcito

Este é um texto na cor branca.
Os modelos de plasticidade clássica não apresentam uma relação total entre tensão e

deformação portanto, deve ser utilizado um algoritmo de mapeamento de retorno, capaz
de integrar a lei constitutiva para que sejam obtidas as partes elástica e plástica do
incremento de deformação total (Oliveira et al., 2020).

Ortiz e Popov (1985) apontam três requisitos básicos que algoritmos eficientes devem
cumprir:

(1) garantir a consistência das equações constitutivas a serem integradas;
(2) possuir estabilidade numérica;
(3) e garantir a consistência do modelo incremental.

Existe uma grande variedade de métodos de integração, com diferentes ńıveis de com-
plexidade (Taqieddin, 2008). Neste contexto, destaca-se que a escolha de um algoritmo
inadequado pode não apenas levar a uma solução imprecisa para as tensões, mas também
pode atrasar a convergência do equiĺıbrio ou até mesmo levar à divergência do processo.

A estrutura do algoritmo de mapeamento de retorno para o modelo de plasticidade
de deformação finita é semelhante à estrutura para pequenas deformações com algumas
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modificações. A formulação apresentada é baseada no algoritmo de integração de tensões
classificado na categoria de método de mapeamento de retorno impĺıcito/expĺıcito baseado
no esquema de integração proposto por Oliver et al. (2008). Destaca-se no entanto que,
qualquer outro algoritmo de mapeamento de retorno pode ser facilmente adaptado a partir
desta metodologia.

Neste trabalho, é utilizado uma versão modificada do esquema de integração apresen-
tado (Prazeres et al., 2015) em que o algoritmo é combinado com o método de mapea-
mento de retorno de projeção do ponto mais próximo (“Closest-Point Projection”) (Simo
e Hughes, 1998). Essa modificação expande o algoritmo para modelos de deformações
finitas combinando esquemas de integração impĺıcitos e expĺıcitos que tiram vantagem de
ambas as metodologias.

A Figura 5.2 mostra um fluxograma para o algoritmo implementado para modelos de
deformações finitas.

Conceitualmente, a ideia do algoritmo é bastante simples e consiste em uma estratégia
para diminuir a não linearidade do algoritmo de retorno, estimando o multiplicador
plástico a partir das tensões, deformações e variáveis históricas. Deste modo, o cálculo
das derivadas do multiplicador plástico é dispensável simplificando assim a obtenção da
matriz tangente consistente e consequentemente do algoritmo de integração. O algoritmo
é explicado a seguir em um contexto generalizado utilizando as notações propostas por
Simo e Hughes (1998) com a abordagem de deformações finitas apresentada por Souza
Neto et al. (2008).

Diferentemente dos algoritmos propostos para pequenos deslocamentos e pequenas
deformações, no algoritmo para deformações finitas a lei elástica é definida em termos
da deformação logaŕıtmica elástica e, o procedimento elástico de previsão/mapeamento
de retorno tem εe = 1

2 lnBe como a variável cinemática a ser armazenada. Para cada
incremento de tempo [tn, tn+1] é assumido um estado de teste baseado em uma deformação
puramente elástica, e o algoritmo é executado da seguinte forma:

(1) Dado o campo de deslocamento incremental ∆u, atualizar o gradiente de de-
formação

F∆ := I + ∇n[∆u], Fn+1 := F∆Fn (5.55)

onde F∆ é o gradiente de deformação incremental.
(2) Calcular o estado elástico inicial

Be
n := exp(2εen) (5.56a)

Be 0
n+1 := F∆Be

n(F∆)T (5.56b)

εe 0
n+1 := 1

2 ln[Be 0
n+1] (5.56c)

α0
n+1 := αn (5.56d)
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A caracteŕıstica do esquema implicito-explicito é que, ao contrário da integração
impĺıcita padrão, os valores de ∆ε̃n+1 permanecem constantes durante o passo de tempo
atual. Eles são independentes do valor atual das deformações εen+1 e são conhecidos no
ińıcio do passo de tempo n+ 1.

(4) Verificar a condição de escoamento e avaliar os reśıduos da regra de fluxo/lei de en-
durecimento. Calculado o estado elástico teste, prosseguir para o algoritmo de integração
de deformações infinitesimais padrão para atualizar εe, α e as forças correspondentes τ e
A. A tensão elástica é então calculada

τττ
(k)

n+1 = ∇W (εεεe 0) (5.58)

onde W representa a energia elástica acumulada, dada por

W = 1
2ε
εεeCCC0εεεe (5.59)

portanto
∇W = CCC0εεεe = τττ (5.60)

τττ = CCC0(εεεe 0) (5.61)

Em seguida, as variáveis internas são calculadas por

AAA
(k)

n+1 = −∇H (ααα(k)

n+1) (5.62)

sendo
H = 1

2α
ααTDDDααα (5.63)

onde DDD é o módulo plástico generalizado. Desta forma

∇H = DDDααα (5.64)

o que leva a
AAA

(k)

n+1 = −DDD(k)

n+1ααα
(k)

n+1 (5.65)

portanto
DDD

(k)

n+1 = αααT
(k)

n+1qqq
(k)

n+1 (5.66)

Em casos simples, DDD é o módulo de endurecimento (AAA(k)
n+1 = −Kα(k)

n+1).
A função de escoamento pode ser avaliada a partir do estado de tensão teste dado pela

Equação 5.61. Assim, a condição de escoamento é definida como

f(τττ (k)

n+1,AAA
(k)

n+1) = ϕ(τττ (k)
n+1) +AAA

(k)

n+1 − τy ≤ 0 (5.67)

onde ϕ(τττ (k)
n+1) é a superf́ıcie de escoamento.
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Finalmente, a lei de endurecimento residual é calculada por

RRR
(k)

n+1 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−εεεp

(k)

n+1 + εεεp
(k)
n

−ααα(k)
n+1 +αααn

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭+ ∆γ(k)

n+1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂fn+1

∂τττ

∂fn+1

∂AAA

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(k)

(5.68)

onde εεεp
(k)

n+1 são deformações plásticas de iteração, calculadas durante o processo iterativo, e
εεεpn são as deformações plásticas do passo atual; ααα(k)

n+1 eαααn são as variáveis internas iterativas
e correntes respectivamente; o multiplicador plástico iterativo (∆γ(k)

n+1) é calculado durante

o algoritmo por ∆γ(k+1)
n+1 = ∆γ(k)

n+1+∆2γ
(k)
n+1 ; e ∂fn+1

∂τττ
e ∂fn+1

∂AAA
são gradientes da regra de

fluxo na iteração k.
A convergência é verificada de acordo com a função de escoamento e variáveis de estado

de escoamento plástico residual

Se: f
(k)

n+1 < TOL1 e ||RRR(k)

n+1|| < TOL2 convergência alcançada;
Senão: Próximo passo.

(5) Calcular o incremento do módulo tangente consistente

∆2γ
(k)

n+1 = f
(k)
n+1 − [∂τττf

(k)
n+1 ∂AAAf

(k)
n+1]TNNN

(k)
n+1RRR

(k)
n+1

[∂τττf (k)
n+1 ∂AAAf

(k)
n+1]NNN

(k)
n+1

⎧⎨⎩ ∂τττf
(k)
n+1

∂AAAf
(k)
n+1

⎫⎬⎭
(k) (5.69)

O cálculo do parâmetro de consistência requer a solução de dois sistemas lineares, que
são:

[NNN (k)

n+1]−1χ′(k)

n+1 = RRR
(k)

n+1 (5.70)

[NNN (k)

n+1]−1χ′′(k)

n+1 =
⎧⎨⎩ ∂τττf

(k)
n+1

∂AAAf
(k)
n+1

⎫⎬⎭
(k)

(5.71)

portanto
χ′(k)

n+1 = NNN
(k)

n+1RRR
(k)

n+1 (5.72)

χ′′(k)

n+1 = NNN
(k)

n+1

⎧⎨⎩ ∂τττf
(k)
n+1

∂AAAf
(k)
n+1

⎫⎬⎭
(k)

(5.73)

(6) Calcular as deformações plásticas incrementais e as variáveis internas
Os incrementos ∆εεε(k)

n+1 e ∆ααα(k)
n+1 podem ser calculados por

⎧⎨⎩ ∆εεεn+1

∆αααn+1

⎫⎬⎭
(k)

=
⎡⎣ CCC−1

n+1 0
0 DDD−1

n+1

⎤⎦(k)

NNN
(k)

n+1

⎡⎢⎣RRR(k)

n+1∆2γ
(k)

n+1

⎧⎨⎩ ∂τττf
(k)
n+1

∂AAAf
(k)
n+1

⎫⎬⎭
(k)⎤⎥⎦ (5.74)
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assim como no passo (5), o algoritmo requer a solução de um sistema de equações lineares,
dado por

[NNN (k)

n+1]−1X ′′′(k)

n+1 =

⎡⎢⎣RRR(k)

n+1∆2γ
(k)

n+1

⎧⎨⎩ ∂τττf
(k)
n+1

∂AAAf
(k)
n+1

⎫⎬⎭
(k)⎤⎥⎦ (5.75)

X ′′′(k)

n+1 = NNN
(k)

n+1

⎡⎢⎣RRR(k)

n+1∆2γ
(k)

n+1

⎧⎨⎩ ∂τττf
(k)
n+1

∂AAAf
(k)
n+1

⎫⎬⎭
(k)⎤⎥⎦ (5.76)

(7) Atualizar as variáveis de estado e os parâmetros consistentes.
A atualização das variáveis correntes e dos incrementos é dada por

εεεp
(k+1)

n+1 = εεεp
(k)

n+1 + ∆εεεp
(k)

n+1; (5.77)

ααα
(k+1)

n+1 = ααα
(k)

n+1 + ∆ααα(k)

n+1; (5.78)

∆γ(k+1)

n+1 = ∆γ(k)

n+1 + ∆2γ
(k)

n+1. (5.79)

(8) Atualizar o tensor de tensões de Cauchy

σn+1 := det[Fn+1]−1τn+1 (5.80)

A vantagem dessa abordagem para problemas de elastoplasticidade é que a matriz
constitutiva tangente CCC(k)

n+1 se torna constante, resultando na matriz de rigidez tangente
elástica constante durante toda a análise (Prazeres et al., 2015).
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CAPÍTULO 6

VALIDAÇÃO DO ELEMENTO

Este é um texto na cor branca.
Neste caṕıtulo, um conjunto de problemas popularmente empregados em vigas, placas

e cascas foi selecionado para avaliar o desempenho do elemento finito de casca geometri-
camente não linear implementado.

A convergência dos elementos finitos desempenha um papel fundamental na validação
das análises numéricas. Independentemente do modelo de elementos finitos utilizado,
é essencial que as caracteŕısticas dos elementos atendam a condições espećıficas para
garantir que, à medida que a malha é refinada, os resultados calculados se aproximem
da solução anaĺıtica desejada. Isso é crucial para garantir a confiabilidade dos resultados
obtidos em análises numéricas. Os modelos a seguir foram escolhidos para análise e
validação do elemento de casca proposto:

(1) Efeito da distorção da malha;
(2) Problema da membrana de Cook;
(3) Placas assimétricas;
(4) Telhado de Scordelis-lo;
(5) Placa Quadrada;
(6) Coberturas ciĺındricas articuladas - Casca abatida;
(7) Casca esférica

As análises podem ser divididas em dois blocos. No primeiro bloco, que abrange as
análises de 1 a 4, são realizados testes de convergência utilizando problemas lineares bem
estabelecidos. Embora esses problemas geralmente envolvam geometrias, carregamentos
e condições de contorno simples, eles proporcionam uma visão aprofundada sobre como
as formulações dos elementos de casca convergem. Esses testes de convergência são uma
parte crucial do processo de validação, pois ajudam a verificar se os elementos de casca
são capazes de fornecer resultados confiáveis, especialmente quando soluções anaĺıticas
não estão dispońıveis para problemas práticos. Portanto, a convergência dos elementos
finitos desempenha um papel cŕıtico na garantia da qualidade e da precisão das análises
numéricas, mesmo em situações em que a resposta anaĺıtica é desconhecida.

No segundo bloco, de 5 a 7, são apresentados problemas da analise geometricamente
não linear, para avaliar o desempenho do elemento em relação às técnicas de obtenção
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das trajetórias de equiĺıbrio, permitindo a realização de análises utilizando a formulação
Lagrangeana Total pelo MEFG.

Nas análises apresentadas neste caṕıtulo, o elemento MEFGMITC4, apresentado no
Caṕıtulo 4.4.2, será utilizado com dois tipos de enriquecimentos. O primeiro deles é o
enriquecimento com monômios de primeiro grau (denominado P1), que resulta em um
espaço de aproximação quadrático com termos (1 x y xy x2 y2 x2y xy2). Essa abordagem
resulta em um espaço de aproximação equivalente ao das funções de forma do elemento
quadrilateral de oito nós (MEF-Q8).

A matriz das funções de forma associadas a cada nó xj é dada por:

NT
j =

⎡⎣Nj 0 x−xj

h
Nj 0 y−yj

h
Nj 0

0 Nj 0 x−xj

h
Nj 0 y−yj

h
Nj

⎤⎦ (6.1)

O segundo tipo de enriquecimento envolve monômios de primeiro e segundo grau, de-
nominado P2, gerando uma aproximação capaz de representar um espaço de aproximação
cúbica com termos (1 x y xy x2 y2 x2y xy2 x3 y3 x3y xy3). Esse enriquecimento permite
uma representação ainda mais precisa das deformações e do comportamento do elemento
na análise, tornando-o equivalente ao elemento quadrilateral de doze nós (MEF-Q12).
Neste caso, a matriz das funções de forma associadas a cada nó xj é dada por:

NT
j =

⎡⎣ Nj 0 x−xj

h
Nj 0 y−yj

h
Nj 0

0 Nj 0 x−xj

h
Nj 0 y−yj

h
Nj(︂

x−xj

h

)︂2
Nj 0

(︂
y−yj

h

)︂2
Nj 0

0
(︂
x−xj

h

)︂2
Nj 0

(︂
y−yj

h

)︂2
Nj

⎤⎥⎦ (6.2)

6.1 Efeito da distorção da malha

6.1.1 Comportamento de Membrana

Este é um texto na cor branca.
A fim de avaliar o efeito da distorção da malha para o comportamento de membrana,

é realizada a análise de uma placa quadrada fina formada por elementos com geometria
irregular. A geometria e os carregamentos adotados foram descritos em Ko et al. (2016).
O padrão de distorção e os carregamentos adotados para este exemplo estão apresentados
na Figura 6.1. A espessura da casca é igual a 1,0 unidade de comprimento, o módulo de
elasticidade é 2, 1 × 106 uf/uc2, o coeficiente de Poisson é 0,3 e a carga P é igual a 1,0
unidade de força.

Os resultados obtidos pelo elemento de casca MEFGMITC4 com enriquecimento P1
para a distorção apresentada e as diferentes condições de carregamento de contorno, são
comparados com os resultados anaĺıticos e com os resultados obtidos a partir do elemento
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6.3.1 Placa de Morley

Este é um texto na cor branca.
A placa avaliada neste teste é simplesmente apoiada em suas arestas, com rotações

livres em ambas as direções. Este é um problema espećıfico, pois momentos principais
teoricamente infinitos vão ocorrer nos cantos obtusos da placa, um com sinal positivo e
outro com sinal negativo. Essa propriedade única resulta em uma convergência mais lenta
para a solução correta na análise de elementos finitos.

Uma relação comprimento/espessura caracteŕıstica L/t = 100 é empregada (L =
100 uc e t = 1 uc). Além disso, as propriedades do material utilizadas foram o módulo
de elasticidade de E = 105 uf/uc2 e o coeficiente de Poisson ν = 0, 3. As condições
de carregamento são representados por uma pressão uniformemente distribúıda de q =
1 uf/uc2.

A solução anaĺıtica considerando as hipóteses de placas finas foi fornecida por Morley
(1963) e é dada por:

w = 103wcD

qL4 (6.3)

onde D é a rigidez a flexão da placa dada por D = Et3/[12(1 − ν2)] e w é o deslocamento
central normalizado e assume o valor de limite de 0,408 para os parâmetros geométricos
e do material adotados.

Os resultados da análise de elementos finitos são mostrados no gráfico da Figura 6.5.
Os resultados obtidos com a formulação proposta são comparados com os resultados
apresentados por Bathe e Dvorkin (1984), Simo e Rifai (1990), Andelfinger e Ramm (1993)
e Valente (2004), tomando como referência a solução anaĺıtica proposta por Morley.
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Figura 6.5: Placa de Morley - Verificação da convergência com refinamento de malha

A análise da placa de Morley costuma ser de dif́ıcil solução, mas com base nos resulta-
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dos obtidos para a deflexão da placa, ficou evidente a excelente precisão alcançada com o
uso do MEFG, visto que a solução converge para a resposta exata com uma malha 16×16.

6.3.2 Placa de Razzaque

Este é um texto na cor branca.
O problema de placa assimétrica proposto por Razzaque apresenta uma estrutura

simplesmente apoiada em duas arestas opostas e livre nas outras duas arestas (Figura
6.4(b)). O razão comprimento/espessura adotada é L/t = 1000 (L = 100 uc e t = 0, 1 uc),
o módulo de Elasticidade adotado é E = 1092 uf/uc2 e o coeficiente de Poisson é ν = 0, 3.
Assim como na placa de Morley foi adotada um carga uniformemente distribúıda de
q = 1 uf/uc2.

Razzaque adotou um modelo de diferenças finitas de placa fina em uma malha de
16×16 pontos como solução de referência, que é dada aqui em termos de deslocamento
transversal central normalizado

w = 102wcD

qL4 = 0, 7945 (6.4)

Os resultados da análise de elementos finitos são mostrados no gráfico da Figura 6.6 em
comparação com a solução proposta por Razzaque (1973) e pelos resultados encontrados
por Bathe e Dvorkin (1984), Ayad et al. (1998) e Guo et al. (2013). Pode-se destacar aqui,
que a apesar da malha mais grosseira (4×4) apresentar um erro maior do que o aferido
em outros elementos para a mesma malha, o elemento MEFGMITC4 consegue convergir
para a solução com uma malha 8×8.
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Figura 6.6: Placa de Razzaque - Verificação da convergência com refinamento de malha

Da mesma forma que o problema de Morley, a placa de Razzaque é conhecida por ser
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geometria e para as propriedades do material: L1 = 50, 0 uc, L2 = 32, 14 uc, R = 25, 0 uc,
uma espessura t = 0, 25 uc, o módulo de elasticidade E = 4, 32 × 108 uf/uc2 e um
coeficiente de Poisson ν = 0, 0 são utilizados. As magnitudes de carga correspondentes
ao peso próprio da estrutura são dimensionadas usando a densidade ρ = 360 uf/uc3.

Para este problema, o deslocamento vertical no ponto médio da borda livre (ponto
A) é monitorado em comparação com a solução numérica de referência w = 0, 3024 uc

(Belytschko et al., 1985). As soluções são obtidas usando malhas de elementos do tipo
N×N (N = 5, 7 e 9). Para fins de comparação, os valores de deslocamento obtidos com os
elementos propostos por Valente (2004) e Ko, Lee, Lee e Bathe (2017) são considerados.
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Figura 6.8: Telhado de Scordelis-Lo - Verificação da convergência com refinamento de malha

O gráfico da Figura 6.8 apresenta a convergência do deslocamento normalizado no cen-
tro da aresta livre (wA/wref ). Pelo gráfico podemos observar que elemento MEFGMITC4
apresenta um excelente desempenho, e mesmo para a malha menos refinada, conduz pra-
ticamente ao resultado de referência.

6.5 Placa quadrada

6.5.1 Placa isotrópica

Este é um texto na cor branca.
Neste exemplo, analisa-se uma placa quadrada isotrópica submetida a uma carga uni-

formemente distribúıda, conforme mostrado esquematicamente em 6.9. Este exemplo foi
tratado incluindo formulações de casca em Buechter et al. (1994), Miehe (1998), Valente
(2004) e Reddy (2003).

Um dos objetivos deste exemplo é ilustrar e aferir a qualidade dos elementos de casca
implementados nas análises em que as não linearidades geométricas governam a solução,
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Figura 6.10: Placa isotrópica - trajetória de equiĺıbrio: Fator de carga×Deslocamento do nó
central

convergir para a solução de referência, resultando em uma trajetória de equiĺıbrio pra-
ticamente coincidente com a resposta descrita pelo MEF. Deve-se destacar ainda que a
estratégia de enriquecimento polinomial deve ser utilizada com prudência, pois apesar
de contribuir para uma melhora na qualidade da solução, ela pode acabar onerando de
maneira senśıvel o tempo de processamento.

Tabela 6.2: Deslocamento wc do nó central para o problema da placa isotrópica

∆P Referência MEF-GNL Erro(%) MEFG-GNL Erro(%)
6,25 0,2790 0.2790 0,00 0.2580 7,50
12,5 0,4630 0,4630 0,00 0,4413 4,70
25,0 0,6911 0,6911 0,00 0,6747 2,37
50,0 0,9575 0,9569 0,01 0,9481 0,98
75,0 1,1333 1,1321 0,01 1,1247 0,75
100,0 1,2688 1,2670 0,14 1,2649 0,30
125,0 1,3809 1,3786 0,17 1,3783 0,19
150,0 1,4774 1,4748 0,17 1,4759 0,10
175,0 1,5628 1,5599 0,18 1,5621 0,04
200,0 1,6398 1,6367 0,19 1,6397 0,00

6.5.1.1 Placa Ortotrópica

Este é um texto na cor branca.
Neste exemplo, a aplicação dos elementos de casca com o MEFG combinado com a

decomposição da seção em camadas é explorado. O objetivo principal é avaliar a evolução
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Figura 6.12: Placa Ortotrópica - Trajetória de equiĺıbrio: Fator de carga×Deslocamento do nó
central

Tabela 6.3: Deslocamento wc do nó central para o problema da placa ortotrópica

∆P Referência MEF-GNL Erro(%) MEFG-GNL Erro(%)
0,2 0,07324 0,07353 0,40 0,07266 0,80
0,4 0,09946 0,09973 0,27 0,09994 0,48
0,6 0,11677 0,11704 0,23 0,11807 1,11
0,8 0,13012 0,13038 0,20 0,13206 1,49
1 0,14116 0,14141 0,17 0,14362 1,74

1,2 0,15067 0,15090 0,16 0,15356 1,91
1,4 0,15980 0,15931 0,31 0,16233 1,58
1,6 0,16670 0,16688 0,11 0,17022 2,11
1,8 0,17360 0,17380 0,11 0,17742 2,20
2 0,18001 0,18019 0,10 0,18405 2,24

2,2 0,18597 0,18614 0,09 0,19021 2,28
2,4 0,19156 0,19171 0,08 0,19597 2,30

6.6 Coberturas ciĺındricas articuladas - Casca aba-
tida

Este é um texto na cor branca.
Nesta simulação é analisada a resposta de uma cobertura semiciĺındrica articulada

isotrópica e laminada, que está sujeita a uma força de compressão central (Figura 6.13).
Este problema tem sido amplamente estudado em vários trabalhos, destacando-se Simo
e Rifai (1990), Peng e Crisfield (1992), Flores et al. (1995), Sze e Zheng (1999), Sze
et al. (2002), Valente (2004), Sze et al. (2004); Carrera et al. (2020), Wu et al. (2021),
Pagani et al. (2021), e é particularmente popular devido a possibilidade de verificar não
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mento instável apresentado nos gráficos das Figuras 6.15 -6.17, onde são representadas as
deflexões do nó central da casca (ponto C). Os resultados obtidos são comparados com
os resultados apresentados por Sze et al. (2004), sendo evidente a boa concordância entre
todas as soluções.
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(a) h = 12.7
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(b) h = 6.35

Figura 6.15: Telhado ciĺındrico - Isotrópico
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(b) h = 6.35

Figura 6.16: Telhado ciĺındrico - Ortotrópico [0◦ = 90◦ = 0◦]
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Figura 6.17: Telhado ciĺındrico - Ortotrópico [90◦ = 0◦ = 90◦]

Conforme observado, independentemente da espessura utilizada, a casca isotrópica
demonstra maior rigidez em comparação com a casca laminada, devido à baixa rigidez
do compósito no sentido transversal às fibras (E2). Um ponto que chama a atenção nas
análises das Figuras 6.16(a) e 6.17(a), é que após o primeiro ponto cŕıtico de carga, as
respostas com a utilização do MEFG se mostraram um pouco mais flex́ıveis do que a
resposta de referência (apresentando uma pequena divergência), mas logo após voltaram
a convergir novamente. Deve-se também destacar nas cascas de menor espessura que, além
dos pontos cŕıticos de carga, ocorre o surgimento de pontos cŕıticos de deslocamento, o
que inviabiliza o uso dos métodos de controle de carga e de deslocamento para a obtenção
da trajetória de equiĺıbrio.

Este exemplo também permite que possa se avaliar a influência da modificação da
orientação das fibras na resposta mecânica da estrutura. Nota-se em ambas as análises
que o comportamento das cascas laminadas é similar durante o trecho linear inicial da
trajetória de equiĺıbrio. Entretanto, à medida que os deslocamentos aumentam, surgem
diferenças significativas na rigidez entre os dois casos, mais acentuadas no caso de maior
espessura.

As Figuras 6.18 apresentam as isofaixas dos deslocamentos transversais, w, junta-
mente com a configuração deformada das cascas isotrópicas correspondentes aos pontos
cŕıticos apresentados nos gráficos da Figura 6.15. Conforme claramente demonstrado nos
gráficos, é posśıvel observar uma considerável variação no comportamento das placas em
decorrência da alteração em sua espessura. Na Figura 6.18(d), é posśıvel ainda identificar
o fenômeno amplamente reconhecido como ”snap-back,”que ocorre quando se atinge um
ponto de redução nos deslocamentos.
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(a) h = 12.7 (b) h = 6.35

(c) h = 12.7 (d) h = 6.35

(e) h = 12.7 (f) h = 6.35

Figura 6.18: Telhado ciĺındrico - Isotrópico - Deformada

As Figuras 6.19 exibem as isofaixas para os pontos cŕıticos dos deslocamentos trans-
versais da casca ortotrópica com espessura de 6, 35mm e orientação das fibras em 0◦ =
90◦ = 0◦. Este modelo apresenta um caminho de equiĺıbrio notadamente distinto dos
demais, conforme evidenciado no gráfico da Figura 6.16. Nessa análise identificamos a
existência de dois pontos cŕıticos de carregamento e dois pontos cŕıticos de deslocamento.
O que torna essa análise particularmente intrigante é o comportamento da casca, que
exibe um movimento oscilatório caracterizado por alternâncias entre carregamento e des-
carregamento, acompanhado pelo aĺıvio dos deslocamentos.
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(a) h = 6.35 (b) h = 6.35

(c) h = 6.35 (d) h = 6.35

(e) h = 6.35 (f) h = 6.35

Figura 6.19: Telhado ciĺındrico - Ortotrópico [0◦ = 90◦ = 0◦]- Deformada

6.7 Casca esférica

Este é um texto na cor branca.
Neste exemplo, analisa-se a resposta a grandes deslocamentos de uma casca esférica

submetida a uma carga concentrada. Os detalhes da geometria e do carregamento estão
ilustrados na Figura 6.20. A estrutura foi modelada com elementos finitos quadrilaterais
de quatro nós do tipo MEFG-GNL e enriquecimento P2 associado a todos os nós. O
material utilizado para modelar a casca é mais uma vez linear elástico, com as seguintes
propriedades: Módulo de elasticidade E = 68, 95 MPa e coeficiente de Poisson ν = 0, 3.
A geometria da placa é definida pelo lado a = 1568, 81 mm, pelo raio R = 2540mm e pela
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Figura 6.22: Casca esférica - Trajetória de equiĺıbrio: Fator de carga × Deslocamento do nó
central.

Com base nos resultados apresentados nas curvas exibidas na Figura 6.22, pode-se
observar uma boa concordância entre o resultado alcançado com o elemento de casca
enriquecido e o elemento de 9 nós empregado por Reddy (2003). Essa correspondência
valida as implementações realizadas, demonstrando sua capacidade de reproduzir resulta-
dos obtidos com malhas e elementos sofisticados, mesmo quando utilizando malhas menos
refinadas.

A fim de investigar a eficiência do método para satisfazer as várias condições de con-
torno na análise não linear da casca, três condições de contorno adicionais são modeladas
(Figura 6.23). As condições de contorno assumidas para este exemplo são definidas como:

(CC2) x = ±a : u = v = w = ϕx = ϕy = 0 e y = ±b : u = v = w = 0;
(CC3) x = ±a : u = v = w = ϕx = ϕy = 0 e y = ±a : u = v = w = ϕx = ϕy = 0;
(CC4) x = ±a : u = v = w = ϕx = ϕy = 0;

(a) CC2 (b) CC3 (c) CC4

Figura 6.23: Casca esférica

Comparando os resultados apresentados nos gráficos da Figura 6.24, nota-se que o
comportamento é semelhante durante o trecho inicial linear da curva. Esses resultados
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Figura 6.24: Casca esférica - Variação das condições de contorno

confirmam a necessidade da abordagem não linear, especialmente quando consideramos
a influência das condições de contorno na resposta da estrutura. A diferença entre as
cargas cŕıticas no trecho linear e os valores de carga nos pontos limite do caminho carga-
deslocamento da solução não linear varia significativamente (dependendo das condições
de contorno). Isso destaca como as condições de contorno desempenham um papel fun-
damental na resposta da estrutura e por que a análise não linear é essencial para uma
avaliação mais precisa.
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CAPÍTULO 7

EXEMPLOS DE APLICAÇÃO DO MODELO CONSTITUTIVO
ELASTOPLÁSTICO COM DEFORMAÇÕES FINITAS

Este é um texto na cor branca.
Neste caṕıtulo, são apresentadas simulações numéricas para validar a implementação e

a generalização do modelo constitutivo. As simulações foram baseadas em casos clássicos
da literatura, destacando as caracteŕısticas individuais do modelo de deformações finitas.

Dentre os problemas estabelecidos para análise e validação dos modelos, têm-se:
(1) viga em balanço;
(2) chapa tracionada com furo;
(3) flexão pura de uma barra;
(4) placa circular com carregamento uniforme;

Para a análise incremental, as iterações de Newton-Raphson foram realizadas em cada
etapa considerando a tolerância de 10−6. É importante observar que uma tolerância de
convergência tão pequena é usada essencialmente para enfatizar as taxas quadráticas de
convergência obtidas pela adoção do módulo tangente consistente com o algoritmo de
mapeamento de retorno.

7.1 Viga em balanço

Este é um texto na cor branca.
O primeiro problema apresentado é o colapso plástico de uma viga em balanço mo-

delada com 2×50 elementos quadrilaterais de oito nós. A configuração geométrica, o
carregamento, as condições de contorno e a malha de elementos finitos são mostrados na
figura 7.1.

Foram utilizados os modelos de von Mises e de Drucker-Prager, considerando módulo
de elasticidade de 210,0 GPa, coeficiente de Poisson de 0,3 e tensão de escoamento de
0,24 GPa. Com base no trabalho de Nguyen et al. (2020), um endurecimento linear de
0,4 GPa foi inserido nesta análise em condições de estado plano de tensões.

A solução anaĺıtica para a carga limite de colapso da viga apresentada neste problema
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(a) u = 0.06mm (b) u = 0.06mm

(c) u = 0.10mm (d) u = 0.10mm

(e) u = 0.30mm (f) u = 0.30mm

(g) u = 0.60mm (h) u = 0.60mm

Figura 7.6: Chapa com furo - von Mises (a), (c), (e) e (g); Rankine (b), (d), (f) e (h).

7.3 Barra com entalhe sujeita a flexão

Este é um texto na cor branca.
O colapso de uma barra metálica retangular contendo um entalhe profundo em forma

de V e submetido a flexão é analisado nesta simulação. A Figura 7.7 mostra a geometria da
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Para determinar o limite de carga da placa por análise numérica, adotou-se plasticidade
perfeita em ambos os modelos, com módulo de elasticidade de 107 kPa, coeficiente de
Poisson de 0, 24 e tensão de escoamento de 16000 kPa.

A carga limite para o presente problema pode ser obtida usando métodos de análise
limite combinados com o método de diferenças finitas. O procedimento é descrito por
Skrzypek (1993) e a carga correspondente é

Plim ≈ 1, 63σyh2

R2 (7.7)

Para os parâmetros apresentados nesta análise a carga limite é

Plim ≈ 260, 8N/mm2 (7.8)

Para a análise não linear utilizou-se o método de controle de deslocamento direto, con-
trolando o deslocamento vertical do nó central da parte inferior da placa com incremento
de 0,05 mm e carga de referência P = 1 N.

As curvas mostradas nas Figuras 7.10 e 7.11 representam a trajetória de equiĺıbrio
“Deslocamento no centro da placa × Carga aplicada” para pequenas deformações e plas-
ticidade de deformações finitas, respectivamente.
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Figura 7.10: Placa circular, modelo de pequenas deformações: Diagrama Carga × Deslocamento.

Foram obtidos resultados semelhantes entre os modelos de plasticidade de Tresca e
Mohr-Coulomb. Os modelos apresentaram uma diferença relativa de 0,89% e 1,99%,
respectivamente, quando comparados com a solução anaĺıtica, e esta precisão foi obtida
apesar da utilização de uma malha pouco refinada.

O efeito das grandes deformações exerce uma influência significativa na resistência
final da estrutura. No ińıcio da trajetória de equiĺıbrio, ambas as soluções (de pequenas
deformações e de deformações finitas) exibem comportamento semelhante, como mos-
trado na Figura 7.11. No entanto, à medida que a análise prossegue com a evolução
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Figura 7.11: Placa circular, modelo de grandes deformações: Diagrama Carga × Deslocamento.

dos deslocamentos, é observado uma diminuição senśıvel na rigidez da placa, indicando
um amolecimento. É fundamental apontar que esse comportamento não é observado
ao utilizar o modelo de pequenas deformações, destacando a importância de estudar o
comportamento do material em condições de grandes deformações e os seus efeitos no
comportamento das estruturas
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CAPÍTULO 8

EXEMPLOS PARA VALIDAÇÃO DO ACOPLAMENTO DAS
NÃO LINEARIDADES GEOMÉTRICA E DO MATERIAL

Este é um texto na cor branca.
Neste caṕıtulo, são apresentados exemplos para avaliar o acoplamento das não linea-

ridades do material e da geometria, comparando os resultados obtidos com referências da
literatura.

O acoplamento das não linearidades pode aumentar significativamente o ńıvel de difi-
culdade do problema. Esses efeitos acoplados podem ser de dif́ıcil representação, especi-
almente em problemas mais complexos.

Para todas as análises apresentadas nesse caṕıtulo foi adotado o modelo elastoplástico
de deformações finitas multiplicativa com critério de plasticidade J2 (von Mises). Esse
critério é comum em análises estruturais não lineares, permitindo a simulação de compor-
tamentos inelásticos de materiais, como o escoamento plástico. Além disso, o ajuste dos
parâmetros de endurecimento é importante para a simulação de materiais que apresentam
endurecimento com o aumento da deformação, o que é comum, por exemplo, em materiais
metálicos.

O acoplamento de não linearidades é um tema essencial, embora desafiador, na análise
estrutural avançada. É relevante destacar que a aplicação do MEFG nesse contexto,
permite a utilização de malhas mais simples e menos refinadas sem comprometer a repre-
sentatividade, o que é particularmente valioso. No entanto, é fundamental observar que
a literatura sobre o acoplamento de não linearidades ainda é limitada e, portanto, os es-
tudos apresentados se baseiam em cenários conhecidos, com modificações propostas para
capturar o comportamento dos materiais em condições de não linearidade geométrica.
Isso reflete a carência de resultados abrangentes nessa área e enfatiza a necessidade de
pesquisas adicionais para explorar completamente o acoplamento das não linearidades em
estruturas.

8.1 Cascas dobradas - Pórticos estruturais

Este é um texto na cor branca.
O teste do pórtico abatido introduzido por Williams (1964), será analisado com o uso
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A espessura do pórtico foi discretizada em 10 camadas, garantindo a representação do
comportamento da estrutura em cada uma delas.

Para a obtenção das trajetórias de equiĺıbrio, empregou-se o método de controle direto
de deslocamentos com fator de incremento de 0, 00325 uc para um dos nós de aplicação da
carga, e uma tolerância para a convergência do deslocamento de 1 × 10−4. A intensidade
de carga de referência foi definida como P0 = 20 uf .

Os gráficos das Figuras 8.2 e 8.3 apresentam as trajetórias de equiĺıbrio corresponden-
tes ao deslocamento vertical do ponto de aplicação da carga.
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Figura 8.2: Pórtico de Williams - Trajetória de equiĺıbrio para o deslocamento vertical do ponto
de aplicação da carga - Análise geometricamente não linear
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(a) σ = 165.5 uf/uc2
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(b) σ = 124 uf/uc2

Figura 8.3: Pórtico de Williams - Trajetória de equiĺıbrio para o deslocamento vertical do ponto
de aplicação da carga - Acoplamento de não linearidades
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As trajetórias de equiĺıbrio mostram boa conformidade entre os resultados aqui obtidos
e os de Wood e Zienkiewicz (1977) e Chan (1988) tanto para o modelo com não linearidade
geométrica quanto para o modelo com acoplamento das não linearidades. Observa-se
nas análises elastoplásticas, conforme destacado por Chan (1988), que a plastificação da
seção exerce uma influência significativa na resistência final da estrutura. Para melhor
visualização deste efeito a Figura 8.4 apresenta num mesmo gráfico as curvas incluindo
os casos com e sem consideração das não linearidades.
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Figura 8.4: Pórtico de Williams - Efeito das Não Linearidades

No ińıcio da trajetória de equiĺıbrio, como esperado, ambas as soluções apresentam
a mesma resposta. No entanto, pode-se observar que as curvas correspondentes ao aco-
plamento das não linearidades apresentam cargas significativamente menores nos pontos
limites. Devido à plastificação da seção, ocorre uma diminuição na rigidez, o que resulta
numa redução na carga cŕıtica da estrutura, mesmo que este ponto tenha sido atingido
no mesmo ńıvel de deslocamento da estrutura com material elástico. À medida que a
trajetória avança, a diferença entre as duas curvas é ampliada, em resposta à plastificação
adicional das camadas a cada etapa de carregamento.

As Figuras 8.5 e 8.6 apresentam as isofaixas suavizadas de valores para o fluxo plástico,
juntamente com as deformadas correspondentes, para os dois casos elastoplásticos apre-
sentados. Os pontos cŕıticos considerados abrangem o ińıcio do escoamento do material, o
ponto imediatamente anterior à ocorrência do fenômeno de “snap-through” e o momento
em que a estrutura começa a endurecer novamente. Essas Figuras ilustram o processo de
plastificação ao longo da estrutura.

É importante notar que, nas simulações numéricas, a localização dos pontos de maior
concentração de deformações plásticas varia de acordo com o estágio de escoamento e a
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intensidade da tensão de escoamento. Em ńıveis de escoamento mais baixos, o ińıcio do
escoamento ocorre no centro das barras que compõem o pórtico. Ao longo da análise,
as maiores deformações plásticas gradualmente se concentram na região mais próxima ao
ponto de aplicação da carga.

Por outro lado, em patamares de escoamento mais elevados, observa-se um compor-
tamento diferente. Conforme representado nas Figura 8.6, o ińıcio do escoamento ocorre
na região mais próxima ao ponto de aplicação das cargas e é nessa região onde se registra
a maior concentração de deformações plásticas ao longo de toda a análise.

(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 8.5: Pórtico de Willians (PGNL124): (a) - (c) Fluxo plástico nos pontos cŕıticos; (d)
Deformada
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figura 8.6: Pórtico de Willians (PGNL165): (a) - (c) Fluxo plástico nos pontos cŕıticos; (d)
Deformada

8.2 Casca abatida

Este é um texto na cor branca.
Esta simulação consiste em se considerar o comportamento inelástico do material

no problema da casca abatida em que a não linearidade geométrica é bastante acentu-
ada. O objetivo deste exemplo é analisar o comportamento da trajetória de equiĺıbrio
carga-deslocamento da estrutura quando as não linearidades geométrica e f́ısica ocorrem
simultaneamente, a fim de compreender como o modelo responde a cada uma delas.

A geometria, condições de contorno e os parâmetros elásticos do material adotados
para análise são os mesmos da casca isotrópica de espessura h = 12, 7uc apresentada na
seção 6.6. O parâmetro de escoamento, que caracteriza o colapso plástico da estrutura,
utilizado nas simulações elastoplásticas, σy, foi sucessivamente alterado, assumindo os
valores 30 uf/uc2, 20 uf/uc2, 15 uf/uc2 e 10 uf/uc2 para as análises com acoplamento
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das não linearidades. Ressalva-se que o material não falha por escoamento plástico para
a análise que considera apenas a não linearidade geometrica. Foi realizado o ajuste dos
parâmetros de escoamento para o comportamento de plasticidade perfeito.

Os gráficos da Figura 8.7 apresentam as curvas “carga × deflexão” obtidas. Conforme
destacado as trajetórias de equiĺıbrio estão em boa concordância. O comportamento
inelástico do material tem grande influência na resposta da estrutura. Quando ocorre a
falha do material é posśıvel observar uma senśıvel diminuição da rigidez, que pode ser
associada ao parâmetro de escoamento. A medida que os deslocamentos vão crescendo
pode-se observar que as curvas, apesar de apresentarem comportamento semelhantes,
apresentam diferenças quanto as cargas cŕıticas. Quanto menor a tensão de escoamento,
menor será a carga cŕıtica da estrutura devido à plastificação da seção. Também vale
destacar que o modelo foi afetado de maneira mais intensa para uma tensão de escoamento
σy = 10 uf/uc2 a simulação acabou sendo interrompida por instabilidade numérica para
um deslocamento de aproximadamente 1, 47 uc resultando numa não convergência da
análise.

0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1 2.4 2.7 30

1

2

3

Deflexão no centro da casca (×10)

C
ar

ga
(×

10
00

)

Linear
GNLModel
σy = 30 uf/uc2

σy = 20 uf/uc2

σy = 15 uf/uc2

σy = 10 uf/uc2

Figura 8.7: Casca abatida - Diagrama Carga × deflexão

Em relação ao comportamento da estrutura quando submetida à um material não
linear, tem-se nas Figuras 8.8-8.11 as isofaixas suavizadas do fluxo plástico no passo em
que ocorre o escoamento do material e no final da análise.
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(a) (b)

Figura 8.8: Casca Abatida. Fluxo plástico σy = 10 uf/uc2

(a) (b)

Figura 8.9: Casca Abatida. Fluxo plástico σy = 15 uf/uc2
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(a) (b)

Figura 8.10: Casca Abatida. Fluxo plástico σy = 20 uf/uc2

(a) (b)

Figura 8.11: Casca Abatida. Fluxo plástico σy = 30 uf/uc2

Para todos os ńıveis de tensão de escoamento, a plastificação da estrutura esteve
localizada no centro da placa. Posteriormente, ela foi se distribuindo ao longo da casca
em direção às extremidades livres. Ao final do processo, apesar de boa parte da estrutura
ter atingido o escoamento, plastificação estava altamente concentrada no nó central da
casca.

Esse comportamento só foi diferente na casca com a menor tensão de escoamento, σy =
10 uf/uc2, que apresentou um escoamento de toda a estrutura e uma maior concentração
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de deformações plásticas nas extremidades livres. Essa diferença na resposta do fluxo
plástico pode ser explicada pelo colapso da solução, causada por instabilidade numérica,
já observada na trajetória de equiĺıbrio da Figura 8.7

8.3 Placa quadrada simplesmente apoiada

Este é um texto na cor branca.
Neste exemplo, é realizada uma análise elastoplástica do problema da placa quadrada

simplesmente apoiada submetida a um conjunto de cargas de pressão (a placa é semelhante
à apresentada na Figura 6.9, com comprimento total de L = 508 mm e espessura t = 2, 54
mm). Os trabalhos de Eberlein e Wriggers (1999), Betsch e Stein (1999) e Valente (2004)
trataram deste exemplo, adotando diversas configurações de malha.

O comportamento do material é descrito pelas seguintes propriedades: módulo de
elasticidade E = 6, 9 × 104 MPa, coeficiente de Poisson ν = 0, 3 e tensão de escoamento
σ0 = 248 MPa. Para representar o comportamento de plasticidade perfeita, a análise
procedeu com o ajuste dos parâmetros de encruamento, adotando uma lei de endureci-
mento/amolecimento linear (σ(κ) = σ0 + H κ) com o módulo isotrópico Hiso = 0, 0.
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Figura 8.12: Placa simplesmente apoiada - Deflexão do ponto central × Fator de carga

Para avaliar como o acoplamento das não linearidades influencia a análise da placa,
adotou-se uma malha com 20×20 elementos regulares. A Figura 8.21 apresenta a trajetória
de equiĺıbrio obtida, que mostra a deflexão correspondente do ponto central da placa para
um fator de carga máximo em comparação com as soluções obtidas por outros autores,
como Eberlein e Wriggers (1999) (usando uma malha 15×15 refinada nos cantos), Betsch e
Stein (1999) (usando uma malha regular de 24×24 elementos) e duas soluções apresentadas
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(b) Cilindro vazado

Figura 8.15: Problema de estricção sob tensão plana - Trajetórias de equiĺıbrio

As Figuras 8.16 e 8.17 exibem o contorno do fluxo plástico acumulado, obtido na
simulação numérica, utilizando o modelo elastoplástico de von Mises para grandes de-
formações em várias etapas do processo de carga.

Uma vez que o material da placa entra na zona de escoamento e antes que a re-
sistência máxima seja alcançada (Figura 8.16(a)), pode-se observar uma concentração de
deformações plásticas na região próxima ao engaste, indicando o local onde a plastificação
do material tem ińıcio. Conforme a deformação progride, em uma determinada etapa após
a resistência máxima ser alcançada (Figura 8.16(b)), a deformação plástica começa a se
concentrar de maneira mais intensa no centro da chapa onde o estrangulamento se forma
(Figura 8.16(d)) e se ramifica em direção às bordas livres até a falha final (Figura 8.16(c)).

Para o corpo de prova ciĺındrico, a estricção, de maneira semelhante ao apresentado
na chapa plana, também ocorre na região central (Figura 8.18(d). Como pode-se observar
nas Figuras 8.18(a)-8.18(c), após a carga máxima ser atingida, a variável de endureci-
mento se localiza na região central do espécime e tem o valor máximo ao longo de toda a
circunferência do cilindro na zona de estrangulamento.
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dadas na tabela 8.1. Em todos os três casos foi considerada aderência perfeita entre aço
e concreto.

Tabela 8.1: Painel quadrado de Polak - Parâmetros dos materiais

Modelo f
′
c (MPa) f

′
t (MPa) Reforço na dir. x Reforço na dir. y

f
′
c (MPa) ρax (%) f

′
c (MPa) ρay (%)

SM1 47 4,7 425 1,25 430 0,42
SM2 62 6,2 425 1,25 430 0,42
SM3 56 5,6 425 1,25 430 0,42

Na presente simulação, foi adotada uma malha composta por 16 elementos quadrila-
terais de quatro nós para o MEFG, com enriquecimento polinomial do tipo P2 associado
a todos os nós. Para fins de comparação com outros estudos, Luu et al. (2017) utilizaram
16 elementos quadrilaterais de oito nós, enquanto Silva e Horowitz (2022) optaram por
64 elementos quadrilaterais de quatro nós.

As trajetórias de equiĺıbrio foram obtidas utilizando-se método de controle de deslo-
camentos, assumindo incrementos de 0, 001 uc no nó central, e uma tolerância para a
convergência no deslocamento de 1 × 10−3. Os resultados dos momentos × curvaturas
para os carregamentos modelados a partir da análise MEFG foram comparados com os
resultados experimentais e numéricos apresentados na literatura, conforme mostrado nos
gráficos das Figuras 8.19 - 8.21.
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Figura 8.19: Painel quadrado de Polak - Momento×curvatura SM1
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Figura 8.20: Painel quadrado de Polak - Momento×curvatura SM2
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Figura 8.21: Painel quadrado de Polak - Momento×curvatura SM3

O modelo desenvolvido apresentou boa concordância com os resultados experimentais
e numéricos das referências. Isso se deve à estratégia de enriquecimento do MEFG, que
permite a combinação de diferentes graus polinomiais, possibilitando a representação da
resposta estrutural de forma muito próxima àquela obtida pela análise referencial, mesmo
com uma malha mais simples. A estratégia de enriquecimento polinomial utilizada no
modelo apresentou um caminho de equiĺıbrio praticamente coincidente com a resposta
obtida pelo MEF clássico, porém, com a vantagem de requerer uma malha menos refinada.
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Esses resultados evidenciam a eficiência do modelo desenvolvido na análise estrutural e
sua capacidade de proporcionar resultados precisos e econômicos.

Este teste é fundamental para validar a eficácia do acoplamento das não linearidades
f́ısica e geométrica na análise estrutural. Essa abordagem avançada leva em consideração
os efeitos da deformação e das forças não lineares na geometria da estrutura, proporcio-
nando resultados mais precisos e completos do que as análises estruturais convencionais.
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CAPÍTULO 9

CONSIDERAÇÕES FINAIS

Este é um texto na cor branca.

9.1 Sobre as contribuições deste trabalho

Este é um texto na cor branca.
Neste trabalho é proposta uma formulação numérica para descrever o comportamento

de cascas e placas sob grandes deformações que incorpora a teoria da plasticidade de de-
formações finitas, contornando as limitações impostas por esse tipo de análise. O acopla-
mento de não linearidades pode ser particularmente desafiador em termos de modelagem
e simulação computacional, pois é necessário levar em conta os efeitos de cada uma das
fontes de não linearidade individualmente, bem como os efeitos da interação entre elas.
Isso pode exigir modelos matemáticos e algoritmos computacionais mais complexos do
que aqueles usados para sistemas lineares ou para sistemas que apresentam apenas uma
fonte de não linearidade.

A principal contribuição deste trabalho consiste na implementação de um elemento
finito de cascas combinando formulação baseada no Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizados em uma estrutura Lagrangiana total com a metologia do Método da Interpolação
Mista das Componentes Tensoriais, o que possibilita a realização de análises de estruturas
de cascas finas e grossas acoplando as não linearidades f́ısica e geométrica. Os elemen-
tos utilizados são baseados na teoria clássica de placas e cascas e são adequados para o
tratamento de patologias numéricas, como o travamento de cisalhamento transversal e o
travamento de membrana. Essas patologias podem surgir tanto em faixas lineares quanto
não lineares, sejam elas materiais e/ou geométricas.

Um ponto distintivo desta formulação é que ela utiliza exclusivamente a abordagem
do MEFG, juntamente com a formulação convencional baseada em deslocamento. Isso a
torna uma abordagem robusta e confiável para análise de estruturas de cascas e placas
sujeitas a grandes deformações.

Os modelos constitutivos elastoplásticos apresentados no Caṕıtulo 4 tem como prin-
cipal caracteŕıstica a decomposição multiplicativa do gradiente de deformação em partes
elásticas e plásticas, o que permite modelar adequadamente a plasticidade no regime de
deformações finitas. A formulação é apresentada inicialmente de forma geral e, em se-
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guida, é particularizada para o clássico modelo de plasticidade J2, seguindo o Ambiente
Teórico-Computacional para Modelos Constitutivos desenvolvido por Penna (2011).

É importante destacar a formulação do algoritmo de mapeamento de retorno para a
integração das relações constitutivas que governam o comportamento do material. Para
os modelos de plasticidade de deformações finitas, foi apresentado que o algoritmo de
mapeamento de retorno pode ser derivado com base em conceitos análogos da teoria
infinitesimal de forma simples. Dessa forma, foi apresentada uma versão modificada do
algoritmo Impĺıcito/Explicito, combinado com o algoritmo de retorno padrão, expandindo
os algoritmos para a aplicação em modelos de deformações finitas.

A formulação implementada neste trabalho é considerada relativamente simples e
capaz de considerar os relevantes efeitos do acoplamento das não linearidades f́ısica e
geométrica. Vale ressaltar que a abordagem adotada para a modelagem constitutiva pos-
sui grande potencial, uma vez que não é particularizada apenas para os modelos de análise
de cascas e placas, podendo ser adaptada para modelos unidimensionais, planos e sólidos,
independentemente do método numérico aplicado.

A implementação computacional foi realizada no sistema INSANE (INteractive Struc-
tural ANalysis Environment) e foi facilitada por sua estrutura segmentada, permitindo
a incorporação de novos modelos de análise ao sistema. Além disso, a generalidade das
implementações dos modelos e dos recursos para modelagem constitutiva permitiu a in-
corporação dos modelos de plasticidade de deformações finitas ao arcabouço teórico e
computacional para modelagem fisicamente não linear do INSANE, ampliando significa-
tivamente sua já vasta biblioteca de modelos constitutivos.

9.2 Sobre as simulações numéricas

Este é um texto na cor branca.
Nos caṕıtulos 6, 7 e 8, foram apresentadas diversas simulações numéricas de casos

clássicos encontrados na literatura com a finalidade de ilustrar, validar e ressaltar as
caracteŕısticas do elemento de casca e do modelo constitutivo implementados. A partir
do que foi apresentado, podem ser feitas as seguintes considerações:

• O modelo numérico proposto é adequado para a análise de estruturas de placas e
cascas (com pequenas curvaturas) finas em que ocorrem grandes deslocamentos e
grandes deformações.

• Com o aumento do número de elementos finitos, as soluções numéricas convergem
para as solução de referência, no entanto, a taxa de convergência utilizando o ele-
mento implementado a partir do MEFG é tão boa quanto a obtida utilizando os
elementos tradicionais.

• A implementação espećıfica do método dos elementos finitos generalizados para
problemas não lineares mostrou-se uma escolha direta e eficiente, uma vez que a
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estrutura teórica da abordagem para problemas lineares foi mantida inalterada.
• O acoplamento das não linearidades foi tratado com sucesso, permitindo a análise

efetiva de diversos problemas já tratados na literatura.
• A não linearidade do material é implementada levando em consideração o modelo

elastoplástico de von Mises (Modelo J2), no entanto, o sistema já dispõe de outras
leis constitutivas elastoplásticas integradas, conforme os exemplos apresentados no
caṕıtulo 7 .

• As simulações numéricas mostraram que o Ambiente Teórico-Computacional para
Modelos Constitutivos é capaz de usar uma ampla gama de modelos constituti-
vos para diferentes simulações em modelos discretos comuns, sem a necessidade de
grandes intervenções.

• O algoritmo de mapeamento de retorno proposto mostrou-se adequado para o mo-
delo de deformações finitas.

• Analisando as simulações numéricas, os modelos constitutivos elastoplásticos de
deformações finitas apresentaram uma boa correlação entre as respostas numéricas
e os resultados experimentais e anaĺıticos para situações com cargas monotônicas.
Conclui-se que esses exemplos foram capazes de validar os modelos implementados.

9.3 Sobre a continuidade da linha de pesquisa

Este é um texto na cor branca.
A partir desta tese, têm-se as seguintes sugestões de trabalhos futuros:
• Desenvolver a formulação combinando a metodologia MITC e o MEFG para análise

de cascas com grandes curvaturas.
• Desenvolver a formulação combinando a metodologia MITC+ e o MEFG.
• Avaliar o comportamento dos modelos elastoplásticos de deformações finitas com a

inserção de novas medidas de deformação.
• Implementar modelos de deformações finitas mais complexos, compostos por múltiplas

superf́ıcies acopladas ou não.
• Adaptar os modelos de deformações finitas para carregamentos ćıclicos, a fim de

realizar análises em fadiga, por meio da implementação de leis de encruamento
cinemático ou misto.

• Realizar análises utilizando o elemento de cascas finas em estruturas de concreto ar-
mado, incluindo painéis de concreto armado submetidos a uma combinação de cisa-
lhamento e flexão, paredes de cisalhamento de concreto armado e tanques ciĺındricos
de concreto armado submetidos a carregamentos monotônicos e ćıclicos.
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Souza Neto, E. A., Perić, D. e Owen, D. R. J. (2008), Computational Methods For Plas-
ticity: Theory and Application, Wiley, Swansea, EUA.

Stroubolis, T., I, B. e Coops, K. (2000), ‘The design and analysis of the generalized
finite element method’, Computer methods in applied mechanics and engineering vol.
181, 43–69.

Suarez, O. A. G., Rossi, R. e da Silva Jr, C. R. A. (2011), ‘Enrichment of a rational
polynomial family of a shape functions with regularity ck0, k=0, 2, 4. applications in
axisymmetric plates and shells’, Engineering Computations vol. 27.

Sussman, T. e Bathe, K.-J. (2013), ‘3d-shell element for structures in large strains’, Com-
puters & Structures vol. 122, 2–12.

Sze, K., Chan, W. e Pian, T. (2002), ‘An eight-node hybrid-stress solid-shell element for
geometric nonlinear analysis of elastic shells’, Int. J. Numer. Methods vol. 55, 853–878.

Sze, K. Y., Liu, X. H. e Lo, S. H. (2004), ‘Popular benchmark problems for geometric
nonlinear analysis of shells’, Finite Elements and Analysis and Design vol. 40, 1551–
1569.

Sze, K. e Zheng, S. (1999), ‘A hybrid stress nine-node degenerated shell element for
geometric nonlinear analysis’, Computational Mechanics vol. 23, 448–456.

Szilard, R. (2004), Theories and Applications of Plate Analysis: Classical, Numerical and
Engineering Method, Jonh Wiley & Sons, Nova Jérsei, EUA.

Tang, Y. Q., Zhou, Z. H. e Chan, S. L. (2017), ‘A simplified co-rotational method for
quadrilateral shell elements in geometrically nonlinear analysis’, Internetional Journal
for Numerical Methods in Engineering vol. 112, 1519–1538.

Taqieddin, Z. N. (2008), Elasto-Plastic and Damage Modeling of Reinforced Concrete,
PhD thesis, Louisiana State University, Baton Rouge, Louisiana, EUA.

Timoshenko, S. e Woinowsky-Krieger, S. (1959), Theory of Plates and Shells, Macgraw-
Hill, Nova York, EUA.

Trinh, M.-C. e Jun, H. (2021), ‘A higher-order quadrilateral shell finite element for geo-
metrically nonlinear analysis’, European Journal of Mechanics/A Solids vol. 89.

Trinh, M.-C. e Jun, H. (2023), ‘Geometrically nonlinear analysis of functionally gra-
ded composite shells using mitc4 and mitc9 elements’, Thin-Walled Structures vol.
185, 110632.



162

Truesdell, C. (1966), Continuum mechanics I: the mechanical foundations of elasticity
and fluid dynamics, Gordon & Breach, Nova York, EUA.

Valente, R. A. F. (2004), Developments on Shell and Solid-Shell Finite Elements Techno-
logy in Nonlinear Continuum Mechanics, PhD thesis, Universidade do Porto, Portugal.
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APÊNDICE A

ALGOTIMO PARA SOLUÇÃO DE EQUAÇÕES NÃO LINEA-
RES

Este é um texto na cor branca.
Para se obter as trajetórias de equiĺıbrio executa-se um processo incremental-iterativo

cujo objetivo é resolver um sistema com N + 1 incógnitas, sendo N deslocamentos incre-
mentais e um incremento no fator de carga, e N +1 equações de equiĺıbrio e uma equação
de restrição. O diagrama da Figura A.1 mostra os principais passos do algoritmo genérico
proposto por Yang e Shieh (1990), relativo a um processo incremental-iterativo.

Um dos processos incrementais-iterativos implementados no sistema INSANE é o
método de Newton-Raphson. Segundo Bathe (2006), esse método pressupõe que a matriz
de rigidez tangente seja recalculada a cada interação. Desse modo, a equação de equiĺıbrio
incremental que corresponde a iteração j do passo i pode ser escrita na forma que se segue:

[K]ij−1 · {δU}ij = δλij · {P} + {Q}ij−1 (A.1)

onde,
[K]ij−1 é a matriz de rigidez tangente da interação j − 1 do passo i, função do campo de
deslocamentos {δU}ij−1, obtida a partir da soma das parcelas linear e não linear da matriz
de rigidez indicadas na equação 4.23;
{δU}ij é o vetor de deslocamentos incrementais da iteração j do passo i;
δλij é o incremento do fator de carga da iteração j do passo i;
{P} é o vetor de cargar de referência. Na equação 4.23 o vetor de cargas é representado
pela soma dos vetores R e F ;
{Q}ij−1 é o vetor de forças residuais da iteração iteração j − 1 do passo i;

A solução da equação A.1 passa por estabelecer um valor para o incremento de fator de
carga, δλj, em função do método de controle, a partir do qual, pode-se obter o incremento
dos parâmetros nodais, {δU}j

{δU}j = δλj · {δU}Pj + {δU}Qj (A.2)
[K]j−1 · {δU}Pj = {P} (A.3)
[K]j−1 · {δU}Qj = {Q}j−1 (A.4)













171

APÊNDICE B

MODELOS ELASTOPLÁSTICOS PARA DEFORMAÇÕES FI-
NITAS

Este é um texto na cor branca.
No caṕıtulo 5 foi apresentada a formulação matemática geral do modelo hiperelas-

toplástico formulado segundo o Ambiente Unificado proposto por Penna (2011). Não foi
abordada diretamente a formulação de todos os modelos elastoplásticos, sendo especifi-
cado apenas o modelo J2. A seguir, será apresentada a formulação para os modelos cons-
titutivos elastoplásticos de Tresca, Rankine, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager, seguindo
a estrutura teórica proposta. As parcelas necessárias à descrição de cada modelo são
explicitadas indicando a correlação entre a forma original e a proposta por este trabalho.

B.1 Tresca

Este é um texto na cor branca.
O critério de Tresca é um critério isotrópico e por isso pode ser descrito em termos

dos invariantes do tensor de tensões. O critério de Tresca pode ser escrito em função do
segundo invariante do tensor desviador ou tensor anti-esférico, J2 = J2(s), e do ângulo de
carregamento, θ. A função de escoamento, com encruamento linear isotrópico, assume o
formato

Φ(τ,A) = 2
√︂
J2 cos θ − (σy + H A) (B.1)

O ângulo de carregamento é definido como uma função do segundo e terceiro invari-
antes do tensor anti-esférico:

θ = 1
3sen

(︄
−3

√
3J3

2J3/2
2

)︄
com − π

6 ≤ θ ≤ π

6 (B.2)

Assim como o critério de von Mises o critério de Tresca é associativo,assim, os gra-
dientes da função de escoamento e da função de potencial plástico, para um material
isotrópico, podem ser obtidos por:

nij = mij = ∂Φ
∂τ

= ∂Φ
∂I1

∂I1

∂τ
+ ∂Φ
∂J2

∂J2

∂τ
+ ∂Φ
∂J3

∂J3

∂τ
(B.3)
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em que as derivadas dos invariantes em relação a tensão são:

∂I1

∂τ
= δij (B.4a)

∂J2

∂τ
= sij (B.4b)

∂J3

∂τ
= tij = sikskj − 1

3J2δij (B.4c)

onde δij é o delta de Kronecher, sij são as componentes do tensor de tensões desviadoras
e tij é o desvio quadrático do tensor de tensões desviadoras. As derivadas da função de
escoamento em relação aos invariantes são

∂Φ
∂I1

= 0 (B.5a)

∂Φ
∂J2

= cos θ√
J2

− 3
√

3J3

2J22(4 cos2 θ − 1) (B.5b)

∂Φ
∂J3 =

√
3

J2(4 cos2 θ − 1) (B.5c)

B.2 Drucker-Prager

Este é um texto na cor branca.
O critério proposto por Drucker-Prager é uma generalização do critério de von Mises,

consistindo numa modificação do critério, no qual um termo extra é inclúıdo para que
o modelo se torne senśıvel ao efeito da pressão hidrostática. Enquanto o critério de von
Mises é interpretado em termos do tensor de tensões octaédrico, o critério de Drucker-
Prager impõe que o escoamento plástico ocorre quando o invariante da tensão desviadora
J2 e a tensão hidrostática atingem uma combinação cŕıtica(Lubliner, 1990). A função que
modela o critério de Drucker-Prager é dada por:

Φ(τ,A) =
√︂
J2(s(τ)) + ηp(τ) − k (B.6)

onde p(τ) = I1/3 é a componente da pressão hidrostática e η é uma constante relacio-
nada ao material e à função k. Considerando endurecimento isotrópico, a função k está
relacionada à curva de tensão uniaxial de tração Chen e Han (2007) e pode ser definida
como:

k =
(︄
η + 1√

3

)︄
τ(A) (B.7)

O modelo de Drucker-Prager é não associado (F ̸= Q). A lei não associativa Drucker-
Prager é obtida através da adoção, para a função de potencial plástico, de função uma
similar à função de escoamento, em que o ângulo de atrito, ϕ, é substitúıdo pelo ângulo
de dilatância (ψ)

Q(σ, σy) =
√︂
J2(s(τ)) + η̄p(τ) (B.8)
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em que ψ < ϕ e η̄ é uma constante adicional do material, obtida através da substituição
de ϕ por ψ nas equações

Portanto, os gradientes de F e Q, para valores constantes do multiplicador plástico,
representados pelos tensores m e n, são dados por:

mij = ∂Q

∂τij
=
√︄

2
3

1√
s : s

⎡⎢⎢⎢⎣
2
3τ 0 0
0 −1

3τ 0
0 0 −1

3τ

⎤⎥⎥⎥⎦+ η̄

3

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦ (B.9)

nij = ∂Φ
∂τij

=
√︄

2
3

1√
s : s

⎡⎢⎢⎢⎣
2
3τ 0 0
0 −1

3τ 0
0 0 −1

3τ

⎤⎥⎥⎥⎦+ η

3

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦ (B.10)

O módulo inelástico, é dado por

H =
(︄
η

3 + 1√
3

)︄
H (B.11)

B.3 Mohr-Coulomb

Este é um texto na cor branca.
O critério de Mohr-Coulomb é baseado na hipótese de que as deformações plásticas

resultam do escorregamento entre as part́ıculas materiais. Generalizando a lei de atrito de
Coulomb, estabelece-se que o escoamento plástico inicia quando, num plano do corpo, a
tensão limite de cisalhamento, τ , e a tensão normal, σn, atingem uma combinação cŕıtica:

τs = c− σn tanϕ (B.12)

onde c é a coesão e ϕ é o ângulo de atrito interno. A forma tridimensional da superf́ıcie
de falha de Mohr-Coulomb é dada por:

Φ(τ,A) =
(︄

cos θ − 1√
3

senθsenϕ
)︄√︂

J2 + p(τ)senϕ− c cosϕ (B.13)

Da definição geral da função de escoamento, tem-se o gradiente dado por

nij = ∂Φ
∂τ

= ∂Φ
∂I1

∂I1

∂τ
+ ∂Φ
∂J2

∂J2

∂τ
+ ∂Φ
∂θ

∂θ

∂τ
(B.14)

As derivadas da função de escoamento em relação aos invariantes para o critério de Mohr-
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Coulomb são

∂Φ
∂I1

= senϕ
3 (B.15a)

∂Φ
∂J2

= 1
2
√
J2

(︄
cos θ − senθsenϕ√

3

)︄
(B.15b)

∂Φ
∂θ

= −
√︂
J2

(︄
senθ + cos θsenϕ√

3

)︄
(B.15c)

A derivada ∂θ/∂τ é dada por:

∂θ

∂τ
=
⎛⎝−9

√
3J3

4J
5
2

2

∂J2

∂τ

⎞⎠
⎛⎜⎜⎝ 1

3
√︃

1 − 27J2
3

4J3
2

⎞⎟⎟⎠+
⎛⎝3

√
3

2J
2
3

2

∂J3

∂τ

⎞⎠
⎛⎜⎜⎝ 1

3
√︃

1 − 27J2
3

4J3
2

⎞⎟⎟⎠ (B.16)

O modelo de Mohr-Coulomb é não associado (F ̸= Q). As derivadas para a lei não
associativa de Mohr-Coulomb são obtidas através da substituição do ângulo de atrito, ϕ,
pelo ângulo de dilatância, ψ.

O módulo inelástico é dado por

H = H cosϕ (B.17)

B.3.1 Tratamento das singularidades

Este é um texto na cor branca.
Os modelos Tresca e Mohr-Coulomb possuem superf́ıcies de escoamento descont́ınuas

com vértices (0 ≤ θ ≤ 60ř) em que a função de escoamento não é diferenciável. Existem
várias abordagens para lidar com essas singularidades. Este trabalho utilizou uma das
abordagens clássicas, o chamado método do ”arredondamento” dos vértices da superf́ıcie
de escoamento. Nas imediações dos vértices, este procedimento utiliza as função de esco-
amento de von Mises para arredondar o critério de Tresca e a função de escoamento de
Drucker-Prager para arredondar o critério de Mohr-Coulomb. Assim, para valores de θ
nas imediações dos vértices (θ = 0 ou θ = 60ř temos

A abordagem prática adotada neste trabalho é usar as expressões gerais dos critérios
de Tresca e Mohr-Coulomb indicados nas Equações B.1 e B.13 para regiões afastadas dos
vértices (0, 5ř ≤ θ ≤ 59, 5ř) e, nas proximidades das singularidades, utilizar o critério de
von Mises em substituição ao critério de Tresca e o critério de Drucker-Prager no lugar
de Mohr-Coulomb. Fisicamente esse artif́ıcio é equivalente a um ”arredondamento” dos
cantos da superf́ıcie de escoamento. Portanto, as derivadas da função de cedência em
relação aos invariantes são dadas por:
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Para o modelo de Tresca:

∂Φ
∂I1

= 0 (B.18a)

∂Φ
∂J2

=
√︄

2
3
s

||s||
(B.18b)

∂Φ
∂J3

= 0 (B.18c)

Para o critério de Mohr-Coulomb:

∂Φ
∂I1

= 0 (B.19a)

∂Φ
∂J2

=
√︄

2
3
s

||s||
+ η̄

3I1 (B.19b)

∂Φ
∂θ

= 0 (B.19c)

Embora esta abordagem permite obter os gradientes das funções de escoamento para
todos casos em que o estado de tensão se encontra em um vértice da superf́ıcie, ou em
suas imediações, deve-se ressaltar quem em algumas situações pode ocorrer um salto no
gradiente no ponto em que a transição é feita de uma superf́ıcie de escoamento para a
outra. Isso pode fazer com que as tensões calculadas passem a ser imprecisas.

B.4 Rankine

Este é um texto na cor branca.
O critério de escoamento de Rankine é geralmente usado para determinar se um ma-

terial frágil falha por tração. De acordo com esse critério, a falha ocorre quando a tensão
principal máxima em um ponto no interior do material atinge um valor igual ao da re-
sistência à tração encontrada num teste de tração simples, independentemente das tensões
normais ou de cisalhamento que atuam em outros planos através deste ponto. A equação
para a superf́ıcie de ruptura definida por este critério é:

Φ(τ,A) = 2
√︂

3J2 cos θ + I1 − 3(σy + H A) (B.20)

As derivadas das funções de escoamento e de potencial plástico podem ser obtidas a
partir da equação B.3, em que as derivadas dos invariantes em relação à tensão são as
mesmas apresentadas na equação B.4 e as derivadas da função de escoamento em relação
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aos invariantes são

∂Φ
∂I1

= 1 (B.21a)

∂Φ
∂J2

=
√

3 cos θ√
J2

− 9J3

2J22(4 cos2 θ − 1) (B.21b)

∂Φ
∂J3 = 3

J2(4 cos2 θ − 1) (B.21c)

O módulo inelástico associado ao critério de Rankine será

H = (3) (H ) (B.22)
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APÊNDICE C

MODELO DE FISSURAÇÃO DISTRIBUÍDA

Este é um texto na cor branca.
Nos modelos de fissuração distribúıda, utilizados para representar o processo de fratu-

ramento do concreto, o meio material é idealizado como cont́ınuo durante todo o processo
de análise. A partir desse pressuposto, o processo de fissuração e as descontinuidade
no campo de deslocamentos causadas por ele são propagados pelo meio através da al-
teração das equações constitutivas. Relações tensão-deformação são adotadas para seguir
o processo de fratura, sendo os limites do concreto e a energia de fratura os parâmetros
caracteŕısticos do material.

Tradicionalmente, a lei tensão-deformação para os modelos de fissuração distribúıda
é formulada em relação aos eixos principais do tensor de deformação ε. A possibilidade
de se ter funções diferentes para cada direção permite ao modelo que capte de forma
independente o comportamento, seja de tração ou de compressão e de modo indireto o
cisalhamento (no caso particular do modelo aqui formulado). A equação das variações de
tensão podem ser escritas da seguinte forma

σkl = Eijkl
(︂
E0
pqrs, D̄rs

)︂
εkl (C.1)

em que Eijkl
(︂
E0
pqrs, D̄rs

)︂
é o tensor de rigidez escrito em função das variáveis de dano,

D̄ , que por sua vez podem ser escritas em um tensor de integridade dado por

ϕ̄nm =

⎡⎢⎢⎢⎣
ϕ̄1 0 0
0 ϕ̄2 0
0 0 ϕ̄3

⎤⎥⎥⎥⎦ (C.2)

onde as componentes ϕ̄ dependem das relações tensão-deformação ou das lei de evolução
do dano.

O processo de degradação é então assumido como sendo governado por Fi funções de
carregamento desacopladas, expressas como:

Fi = εi − ki (C.3)

onde εi são os autovalores do tensor de deformação e ki é uma variável histórica, depen-
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dente dos autovalores do tensor de deformação. As derivadas das funções de carregamento
em relação às deformações principais são então expressas como:

n̄nkl = ∂Fn
∂εkl

⃓⃓⃓⃓
⃓
p

=

⎡⎢⎢⎢⎣
∂F1
∂ε1

0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 ∂F2

∂ε2
0

0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 ∂F3

∂ε3

⎤⎥⎥⎥⎦ (C.4)

Supondo que a variável histórica é dada como o maior valor de deformação (em cada
direção) já atingido pelo material durante a análise, o tensor das derivadas das funções
de dano é a forma inversa do dos módulos pós-cŕıtico, obtido em 5.44. Assim,

H̄
−1
nm =

⎡⎢⎢⎢⎣
∂ϕ̄1
∂ε1

0 0
0 ∂ϕ̄2

∂ε2 0
0 0 ∂ϕ̄3

∂ε3

⎤⎥⎥⎥⎦ (C.5)

O tensor de evolução do dano, m, pode ser obtido pela degradação do tensor de rigidez
e pode ser calculado da seguinte forma

m̄mij =
[︂
M̄1ijpqεpq M̄2ijpqεpq M̄3ijpqεpq

]︂
(C.6)

onde o tensor M̄mijpq é dado por

M̄mijpq = ∂Eijpq

∂D̄rs

Mmrs (C.7)

e representa a forma como a rigidez irá se degradar. O tensor Mmrs indica a direção da
propagação do dano. Desta forma, considerando as direções locais de dano, para o caso
de funções desacopladas, tem-se

M̄mrs =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 1 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦ (C.8)

Obtidos os tensores descritos nas equações C.4, C.5 e C.6, o operador tangente pode
ser expresso como:

Et
ijkl = Eijkl + 1

H̄nm

M̄mijpqεpqn̄nkl (C.9)

Como já destacado, este modelo permite a utilização de diferentes hipóteses para
as leis de evolução (relações tensão-deformação ou leis de dano) capazes de calcular a
degradação das propriedades f́ısicas do material. Neste trabalho, o modelo constitutivo
de fissuração distribúıda combina as leis de Carreira e Chu (1985), para compressão, e
a lei de Boone et al. (1986), para tração, como mostrado na Figura C.1. Os parâmetros
materiais necessários para descrever as relações tensão-deformação incluem o módulo de
elasticidade incial, E0, as tensões limites de resistência à compressão, fc, e à tração,
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