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Resumo

A Analise Isogeométrica (AIG) vem se mostrando uma metodologia de solucao de
problemas de interesse da engenharia muito eficiente e eficaz. Quando comparada
ao Método dos Elementos Finitos (MEF), a AIG apresenta como vantagens a exata
representacao da geometria do problema, a possibilidade de utilizacao das mesmas
funcoes de base para a criagao da geometria do modelo e da andlise da solugao
e a criacao de malhas refinadas de maneira automatizada para a analise da solu-
¢do. A Anidlise Isogométrica Estendida (AIGE) propde uma expansao do espago
de solucao da AIG incorporando caracteristicas descontinuas ao mesmo, similar ao
que o Método dos Elementos Finitos Generalizados/Estendido (MEFG/E) faz na
metodologia do MEF. A técnica global-local visa construir uma funcao de enrique-
cimento local personalizada para o problema analisado, objetivando que esta seja
mais coerente com o fendmeno estudado e o menos onerosa possivel para a solugao.
Neste trabalho, foi desenvolvida uma nova abordagem unindo os conceitos da téc-
nica global-local as caracteristicas da AIGE, denominada aqui de AIGESY (Anélise
Isogeométrica Estendida com enriquecimento global-local). A AIG pode ser utili-
zada tanto na escala local quanto global do problema sendo que a vantagem dessa
utilizagao se dé tanto na melhora do condicionamento da matriz de rigidez quanto
na precisao e na convergéncia da solucao. A implementacao dessa metodologia foi
feita na plataforma computacional INSANE (INteractive Structural ANalysis En-
vironment), desenvolvida no Departamento de Engenharia de Estruturas (DEES)
da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG). Diversos modelos foram apre-
sentados para validar a implementacao realizada e também atestar a vantagem da
utilizacdo da AIGES" no que diz a acurdcia da solucdo e condicionamento da matriz

de rigidez com uma economia nos graus de liberdade dos modelos.

Palavras-Chave: Anélise Isogeométrica (AIG); enriquecimento com partigao da uni-
dade; Andlise Isogeométrica Estendida (AIGE); estratégia global-local; INSANE.



Abstract

Isogeometric Analysis (IGA) has been shown to be a very efficient and effective
method of solving problems of interest to engineering. When compared to the
Finite Element Method (FEM), the IGA presents advantages in the exact repre-
sentation of the problem geometry, the possibility of using the basis functions for
the creation of the model geometry and analysis of the solution and the creation
of refined meshes in an automated way to the solution analysis. The eXtended
Isogeometric Analysis (XIGA) provides an expansion of the solution space of IGA,
incorporating discontinuous resources into it, similar to what the Generalized/Ex-
tended Finite Element Method (G/XFEM) makes to the FEM methodology. The
global-local technique aims to create a customized local enrichment function for the
problem analyzed, making it more coherent with the phenomenon studied and less
costly for the solution procedure. In this work, a new approach was developed,
combining the global-local concepts with the characteristics of XIGA, named here
XIGACL (eXtended Isogeometric Analysis with global-local enrichment). The IGA
can be used locally or globally, providing a better-conditioned stiffness matrix and
improving the solution’s accuracy and convergence rate. The implementation of
this methodology was carried out on the computational platform INSANE (INterac-
tive Structural ANalysis Environment) developed in the Department of Structural
Engineering (DEES) UFMG. Several models were presented to validate the imple-
mentation carried out and also attest to the advantage of using XIGASY in terms of
the accuracy of the solution and conditioning of the stiffness matrix with savings in

the models’ degrees of freedom.

Keywords: Isogemetric Analasys (IGA); enrichment with partition of the unit; Ex-
tended Isogemetric Analasys (XIGA); global-local strategy; INSANE.
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RP(¢)  fungdes do tipo NURBS

w; peso associado a um pontos de controle

W)  fungao de pesos
Q; pontos de controle mapeados em 3D
z aproximacao da geometria na diregao x

U aproximacao da geometria na direcao y
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aproximacao dos deslocamentos na dire¢ao do grau de liberdade x
aproximacao dos deslocamentos na direcao do grau de liberdade y
vetor de aproximagao dos deslocamentos

a matriz das funcoes de aproximagcao dos deslocamentos

vetor de deformagoes

a matriz deformacao-deslocamentos

Jacobiano da transformacao

vetor das componentes de tensao no plano

vetor do campo de deslocamentos

vetor do campo de deslocamentos virtuais cinematicamente admissivel
vetor das forcas de corpo

vetor das forgas de superficie

contorno de Neumann

versor normal a superficie para 0€,

contorno de Dirichlet

vetor do campo de deslocamentos de Dirichlet

matriz constitutiva elastica

matriz de rigidez

vetor de forcas

parametro de penalidade

Polinomio de Bernstein

matriz de extracao de Bézier

pontos de controle de Bézier

vetor de peso dos pontos de controle de um elemento

vetor de peso dos pontos de controle de um elemento de Bézier
matriz diagonal que contém os pesos dos pontos de controle de um elemento
matriz diagonal que contém os pesos dos pontos de controle

de um elemento de Bézier

funcao de pesos de Bézier

fungao de enriquecimento local

conjunto de funcoes enriquecidas

aproximacao genérica da solucao da AIGE

diametro do circulo que circunscreve o maior elemento que compartilha o né j



H(x) funcao de Heaviside

K constante do material

G modulo de elasticidade transversal
v coeficiente de Poisson

E modulo de elasticidade longitudinal

I parametro da trinca

1

J parametro da trinca

Qq dominio do problema global

0Q¢  contorno do dominio global

09Q¢%  contorno do dominio global de Dirichlet

0% contorno do dominio global de Neumann

Ugy aproximacao da solucao do problema global inicial
Qr dominio do problema local

o, contorno do dominio local

uy, aproximacao da solucao do problema global inicial

K parametro de penalidade para impor condi¢oes de contorno de Cauchy
Vo volume do elemento global que original o local

ul aproximacao da solucao do problema global enriquecido

Amaz ~ Inaior autovalor da matriz

Amin menor autovalor da matriz

C(K) numero de condigao da matriz de rigidez

D matriz diagonal utilizada para escalonar matriz de rigidez
dij Delta de Kronecker

k(K) numero de condi¢ao escalonado da matriz de rigidez

| -]  norma

| -]l, norma 2 ou normal espectral

Capitulo
Aspectos Computacionais
K. parcela da matriz de rigidez que multiplica os deslocamentos
incognitos nas equagoes associadas as forcas prescritas
K,, parcela da matriz de rigidez que multiplica os deslocamentos

prescritos nas equagoes associadas as forgas prescritas
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parcela da matriz de rigidez que multiplica os deslocamentos
incégnitos nas equacgoes associadas as forcas incégnitas

parcela da matriz de rigidez que multiplica os deslocamentos

P
prescritos nas equagoes associadas as forgas incognitas

X, vetor de deslocamentos incégnitos
X, vetor de deslocamentos prescritos
D, vetor de forcas nodais prescritas
D,  vetor de forcas nodais incégnitas
N,  vetor de forgas aplicadas diretamente nos nés incognitas
N,  vetor de forcas aplicadas diretamente nos nés prescritas
E, vetor de forcas nodais equivalentes incognitas
E, vetor de forcas nodais equivalentes prescritas

Capitulo

Analise de Modelos Estruturais Utilizando AIGE
E, erro

(o), solucao de referéncia

(), solugdo numérica

Abreviaturas
CAD Computer-Aided Design
CAE Computer-Aided Engineering
NURBS  Non-Uniform Rational B-Splines
B-Splines  Basis Splines
AIG Analise Isogeométrica
MEF Método dos Elementos Finitos
PU Particao da Unidade
AIGE Analise Isogeométrica Estendida

MEFG Método dos Elementos Finitos Generalizados
MEFE Método dos Elementos Finitos Estendido
MEFG/E Método dos Elementos Finitos Generalizados/Estendido

MFLE

Mecanica da Fratura Linear Eléstica
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MEFGE

Departamento de Engenharia de Estruturas

Universidade Federal de Minas Gerais

[Nteractive Structural ANalysis Environment

Programacao orientada a objetos

Unified Modeling Language

MEFG/E é utilizado tanto no modelo global quanto no local
MEFG/E é utilizado no modelo global a AIGE no problema local
AIGE ¢ utilizado no modelo global a MEFG/E no problema local
grau de aproximacao polinomial do problema global

grau de aproximacao polinomial do problema local

Método dos Elementos Finitos Generalizados Estavel
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

Com o avango da tecnologia é cada vez mais acessivel o uso de maquinas robus-
tas além de complexos programas computacionais. Assim, classicos problemas da
engenharia podem ser solucionados via estratégias numéricas utilizando diferentes
metodologias. Além desses modelos classicos, cada vez mais é possivel representar
com fidelidade os fendmenos naturais e as situagoes presentes na pratica da engenha-
ria, como por exemplo, da engenharia de estruturas. Quanto melhor a representagao
do fenomeno, melhores sao as solugoes de engenharia possiveis de serem aplicadas,
reduzindo gastos desnecessarios com materiais e mao de obra.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma estratégia numérica de solugao
aproximada, utilizada para solucionar problemas de valor de contorno e de valor ini-
cial, incluindo os de engenharia de estruturas. Sua abordagem convencional consiste
no particionamento dos modelos em pequenas unidades, nas quais é possivel obter
uma adequada descricao do fenomeno de interesse e unir o resultado de todos esses
particionamentos para representar o comportamento fisico do modelo analisado.

A possibilidade de resolver, de uma forma simples e aplicavel computacional-
mente, problemas complexos e que se distanciam dos problemas cléssicos da enge-
nharia é uma grande vantagem do MEF. Entretanto, uma desvantagem do MEF
esta na descricao geométrica do problema, que é realizada de forma aproximada pe-

los elementos que compoem a metodologia do método. Além disso, quando se estd
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procurando o equacionamento de problemas que se desenvolvem em etapas, como é
o caso de modelos com propagacao de trincas, é necessario um remalhamento cons-
tante, de dificil automatizacao e que requer comunicagao constante com o modelo
geométrico.

A Aniélise Isogeométrica (AIG), foi proposta com o objetivo de possibilitar a
representacao exata da geometria dos problemas através das fungoes CAD, “Com-
puter Aided Design”, (fungoes utilizadas para desenho auxiliado por computador)
além de tornar possivel o refinamento dessa representacao primaria minima, sem
que se perca essa exatidao. Assim, a AIG busca aliar a fungoes CAD com as funcgoes
CAE, “Computer Aided Engineering”, (fungoes utilizadas na engenharia auxiliada
por computador), ou seja, unificar a tipologia das fungdes que representam a geo-
métrica dos modelos com as que representam o campo de solugoes. E justamente a
proposicao da metodologia que d& origem ao seu nome, composto pelo prefixo iso-,
ou seja, a descricao da geometria e das fungoes de forma se utilizam das mesmas
funcoes. A AIG utiliza fungoes de base capazes de realizar esse acoplamento, como,
por exemplo, as fungdes B-Splines e as B-Splines racionais nao uniformes (NURBS).
Assim, é possivel descrever a geometria exata do problema que estd sendo analisado,
além de reduzir o gasto computacional oriundo da tarefa de geracao e processamento
da malha. Além disso, o processo de refinamento de malha na AIG pode ser feito
de maneira automatizada, o que possibilita a criacao de malhas simplificadas para
descricao da geometria da estrutura e malhas mais complexas para a aproximagao
do campo de solugoes.

A depender da escolha da funcao de base ou da estratégia de refinamento de
malha, outra vantagem da AIG é que essas funcoes de base podem apresentar um
carater mais suave quando comparada ao MEF. Adicionalmente, bons resultados
podem ser observados via AIG com modelos que possuem menos graus de liberdade,
desonerando computacionalmente o processo de solucao. Desta maneira, um amplo

campo de utilizacado da AIG se abre, nao tornando a sua utilizacao restrita apenas
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a problemas que necessitam de uma representacao exata de geometria.

Por outro lado, a elevada continuidade e a forma com que a aproximagao é cons-
truida fazem com que a AIG enfrente problemas na representacao de informagoes
descontinuas em um meio continuo, como por exemplo, na inclusao de diferentes
materiais ou na presenca de fratura. Ha a possibilidade de trabalhar com multiplos
subdominios e outras técnicas de acoplamento. Como alternativa, surge a Anélise
Isogemétrica Estendida (AIGE) que alia a descri¢ao exata da geometria e a sua-
vidade das funcoes de base da AIG com os conceitos apresentados no Método dos
Elementos Finitos Generalizados/Estendido (MEFG/E). No MEFG/E as desconti-
nuidades sao incorporadas aos problemas via fungoes de enriquecimento da solugao.
De maneira similar ao MEFG/E, a AIGE enriquece a solugao do problema analisado
via AIG com fungoes previamente conhecidas e que notoriamente descrevem bem o
comportamento descontinuo incorporado. Assim como no MEFG/E, em que a solu-
¢ao é composta por uma parcela referente a analise feita via MEF, a chamada solucao
convencional, e uma parcela correspondente ao enriquecimento realizado utilizando
fungoes do tipo Particdo da Unidade (PU), na AIGE ocorre a mesma combinagao de
solugoes, sendo a parcela da solucao classica obtida via AIG e a parcela do enrique-
cimento obtida utilizando como PU as mesmas fungoes de base na solugao classica.
Como vantagem, a AIGE adiciona poucos graus de liberdade ao problema e nao
exige remalhamento, além de nao exigir técnicas de compatibilizacao de interface.

Muitas vezes, as funcoes de enriquecimento origindrias de problemas da elasti-
cidade ou de outros fenomenos ja estudados, nao sao suficientemente satisfatorias
para produzir o efeito desejado. Uma forma de se obter uma funcao de enriqueci-
mento personalizada para o modelo analisado é utilizando a técnica global-local. A
técnica global-local consiste na divisao da solucao em trés etapas distintas e comple-
mentares, analise global, local e global enriquecida, onde se consegue uma melhor
representacao do fenomeno descontinuo com reducao do custo computacional.

No presente trabalho, a AIGE é aliada aos conceitos da técnica global-local,
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possibilitando a analise de modelos sujeitos a presenca e propagacao de trincas de
maneira consistente, robusta e gerando resultados condizentes com a realidade do
fenomeno a um baixo custo computacional. Com esse objetivo, a técnica global-local
¢ combinada com os conceitos do MEFG/E e da AIGE nos seus niveis de anélise
global e local da maneira mais conveniente. O resultado é uma nova abordagem nu-
mérica, denominada aqui de Anadlise Isogeométrica Estendida com enriquecimento
global-local, (AIGE®Y). A referida abordagem foi implementada na plataforma com-
putacional INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), desenvolvida
no Departamento de Engenharia de Estruturas (DEES) da Universidade Federal de
Minas Gerais (UFMG).

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo central desse trabalho é combinar a AIGE com o MEFG/E dentro
da estratégia global-local, originando a AIGE®Y. Desta maneira modelos dentro do
dominio da Mecanica da Fratura Linear Elastica serao analisados de forma a validar
e atestar a viabilidade dessa metodologia, mostrando os seus ganhos em menores
valores de condicionamento da matriz de rigidez, melhoria na acuracia das solugoes

e economia no numero de graus de liberdade dos modelos analisados.

1.2.2 Objetivos Especificos
Como objetivos especificos desse trabalho, pode-se listar:

e Viabilizar a implementacao da AIG, bem como os processos acessorios a ela,
como Extracgao de Bézier, refinamento automatizado de malha e aplicacao

indireta das condicoes de contorno essenciais dentro do sistema INSANE.

e Viabilizar a implementagao da AIGE, adaptando a criacao das funcgoes de
forma enriquecidas e as fungoes de enriquecimento locais também dentro do

INSANE.
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e Estudo e implementacao da AIGE®Y, garantindo que as particularidades da

AIGE sejam satisfeitas dentro da estratégia global-local.
e Anélise de diversos problemas a fim de validar as implementacoes realizadas.

e Anélise de diversos aspectos de problemas bidimensionais, regidos pela Me-
canica da Fratura Linear Elastica, em que a AIGE®Y foi utilizada a fim de

comprovar as vantagens do método.

e Investigar o comportamento do condicionamento da matriz de rigidez para as
metodologias utilizadas, a partir do refinamento das malhas e mudancas na

ordem polinomial da aproximacao.

1.3 Organizacao do Texto

Neste trabalho, além da introducao realizada no Capitulo (1, sao apresentados
no Capitulo [2] a revisao bibliografica do tema proposto. No Capitulo [3] conceitos e
informagoes relevantes para o entendimento das andlises feitas e da proposta deste
trabalho, como os fundamentos e formulacao da AIG, AIGE e da técnica global-local,
sao apresentados. No Capitulo [d] as principais informagoes do sistema INSANE
sao descritas, além de todo o processo de expansao realizado a fim de incluir as
novas funcionalidades. No Capitulo [5| os exemplos de modelagem conduzidas com a
expansao do sistema INSANE utilizando a metodologia proposta sao apresentados.

Por fim, no capitulo [f] as conclusao do trabalho sao formuladas.
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Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Muitos fenomenos da engenharia como, por exemplo, da area de estruturas em
geral, podem ser descritos em termos de equacoes diferenciais parciais. Para modelos
mais simples, solucoes analiticas podem ser facilmente encontradas. A maior parte,
porém, dos problemas de interesse sao compostos por geometrias complexas o que
inviabiliza a busca pela solucao analitica das equagoes diferenciais do modelo.

O Método dos Elementos Finitos (MEF), desenvolvido entre os anos de 1950
e 1960, é uma estratégia para solucao aproximada, geralmente numérica, muito
utilizada, até hoje, nos casos complexos descritos anteriormente, pois o modelo é
dividido em elementos e neles as equacoes diferenciais parciais sao resolvidas de
forma aproximada descrevendo a solugao total do sistema. Do ponto de vista da
engenharia, essa ferramenta pode ser utilizada para resolver problemas de anélise
de tensao-deformacao, transferéncia de calor, escoamento de fluido, propagagao de
trincas e varias outras simulagoes computacionais (Fish e Belytschko, [2007).

O modelo estrutural, a ser analisado via MEF, tem sua representacao geométrica
construida de maneira independente das fungoes de aproximacao do MEF, ou seja,
a descricao do problema é, em geral, exportada para dentro de um programa com-
putacional que ird, posteriormente, gerar o campo de solugoes aproximado. Assim,
duas etapas, uma de representacao do modelo geométrico e a outra de discretizagao
e solugao do problema sao executadas de maneira desacoplada no que diz respeito

as fungoes que descrevem as aproximacoes geométricas e da solucao.
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Na primeira etapa, sao definidos os modelos geométricos, que podem ser cons-
truidos, por exemplo, utilizando programas computacionais baseados em projeto
assistido por computador (CAD, do inglés “computer-aided-design”), que, por sua
vez, tém a construcao das linhas e curvas baseadas nas chamadas fungoes de base
splines que sdo, em sua maioria, do tipo B-Splines racionais nao uniformes (NURBS,
do inglés non uniform rational B-Splines). A segunda etapa utiliza, em geral, no
processo de solugao, a aproximagao via polinomios de Lagrange ou Serendipity para
cada elemento finito, que, por sua vez, é resultado da malha formada a partir da
percepcao do usuario como sendo a que melhor descreve o problema analisado. Essa
diferenca entre as fungoes que descrevem a geometria e o campo de solucoes do pro-
blema gera o desacoplamento entre modelagem e processamento da solu¢ao (Nguyen,
2011).

Considerando que esse processo de aproximacao da solucao via MEF, dividido em
duas etapas consome muito tempo de processamento e nao descreve com exatidao a
geometria do problema a ser analisado, Hughes et al.| (2005|) propos uma metodologia
de solucao que acopla a descricao do modelo geométrico com o modelo utilizado no

estudo da solugao, a chamada Andlise Isogeométrica (AIG), em inglés Isogeometric

Analysis (IGA).

2.1 Analise Isogeométrica

A AIG possibilita que as mesmas funcoes CAD utilizadas para descrever a geo-
metria do modelo sejam utilizadas para aproximar a solucao do problema, como por
exemplo, os campos de tensoes e de deslocamentos. Além disso, a AIG possibilita
representar a geometria exata do problema indiferente do quao grosseira for a malha
e também ha ganhos a partir da facilidade que a AIG proporciona no refinamento
ou aumento do grau de aproximagcao da solugao, sem que seja necessario uma nova
comunicagao com a geometria do problema (Hughes et al., [2005)).

A criacao de malhas a partir de um modelo geométrico previamente concebido
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mostra-se computacionalmente muito onerosa. Observa-se isso, sobretudo, conside-
rando que cada pequena modificagao no modelo inicial ou durante o processo de
solugao, como por exemplo na propagacao de trincas, necessita-se de comunicagao
do sistema CAD com o sistema do MEF para geracao de uma nova malha, alterada
de tal forma a atender aos novos requisitos (Hughes et al., 2005). Nesse contexto,
observa-se um ganho na utilizacao da AIG, visto que uma vez definida a malha que
descreve a geometria inicial do problema, possiveis refinamentos que possam vir a
ser necessarios durante o processo de analise da solucao sao realizados de forma au-
tomatizada, independente do processo de criagao da malha inicial. Desta forma a
construcao da malha a ser utilizada no processo de solucao é feita de maneira exata
com relagao a geometria, automéatica, menos onerosa computacionalmente e menos
sujeita a erros.

Os primeiros trabalhos realizados em AIG utilizaram fungoes de base do tipo B-
Splines racionais nao uniformes, do inglés, Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS).
Tais funcoes sao construidas a partir das funcoes B-Spline para descrever a geome-
tria e o espaco de solugoes das variaveis dependentes. Isso porque as funcoes do tipo
NURBS sao as mais amplamente utilizadas nos sistemas CAD (Hughes et al., 2005)).
As fungoes do tipo NURBS foram amplamente discutidas em [Piegl e Tiller (1997),
como sua construcao, utilizacao e algoritmos que possibilitam sua implementagao
em programas computacionais.

Adicionalmente, a AIG realizada utilizando funcoes do tipo NURBS, tende a
gerar sistemas de equagoes mais homogéneos e uma matriz mais bem condicionada,
quando comparados aqueles gerados por malhas de elementos finitos de alta ordem,
o que implica em ganhos no processo de solucao dessas equagoes. Isso, porque, a
medida que o grau das funcoes do tipo NURBS aumenta, seu comportamento torna-
se mais suave o que nao se observa durante a elevacao da ordem dos polindmios de
Lagrange. Por outro lado, as fungoes do tipo NURBS nao sao interpolatérias, o que

dificulta o processo de imposicao das condigoes de contorno e aplicacao de cargas no
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modelo (Hughes et al., 2005).

A andlise isogeométrica, porém nao estda limitada ao uso das fungoes do tipo
NURBS. Outras fungoes podem ser utilizadas, desde que sigam os critérios de geo-
metria descritos por Hughes et al.| (2005)), tais como exata representacao geométrica
mesmo com uma malha grosseira, facilidade de refinamento de malha e uma co-
municagao direta com as metodologias CAD, além de serem as mesmas fungoes a
descrever a geometria e o modelo numérico a ser analisado. Tomam-se, por exem-
plo, fungoes que permitem o enriquecimento local da malha, tais como as T-Splines,
introduzidas posteriormente por Sederberg et al.| (2003) e utilizadas no contexto da

AIG posteriormente (Bazilevs et al., 2010; Nguyen, 2011]).

2.2 Aplicagoes da AIG

Em [Hughes et al.| (2005) a AIG foi inicialmente aplicada a problemas estruturais
lineares e problemas de escoamento de fluido. Foram investigados o comportamento
da solucao em energia de deformacao, na norma de energia, na norma L? e na norma
Euclidiana de deslocamento para diversos refinamentos de malha. Nos problemas
estruturais foi observado uma boa convergéncia. Verificou-se, também, que o au-
mento do grau da fungao do tipo NURBS combinado com o refinamento da malha
produz melhoras substanciais na solu¢ao aproximando-a dos valores de referéncia.
Além disso, as aplicagoes em modelos tridimensionais de cascas também produzi-
ram resultados convergentes. O mesmo padrao de comportamento foi encontrado
na modelagem de escoamento de fluidos.

Em |[Nguyen| (2011) a AIG foi discutida para problemas cldssicos da mecanica
dos sélidos e os resultados, em termos de energia de deformacao, demonstraram
que a utilizacao de funcoes do tipo NURBS de ordens maior ou igual a dois ge-
ram resultados melhores, e, portanto, mais proximos daqueles de referéncia obtidos
analiticamente, do que quando se faz a utilizagao do MEF com elementos Lagrangi-

anos de ordem elevada. Isso atesta a superioridade da AIG, que consegue, para um
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mesmo grau de aproximacgao polinomial e com a mesma ordem de graus de liberdade
do MEF, obter resultados mais proximos da solucao exata.

Outros trabalhos foram desenvolvidos na andlise de modelos estruturais utili-
zando AIG, como por exemplo a aplicacao em vigas formadas por compdsitos sub-
metidas a uma pré-torgao (Ghafari e Rezaeepazhand, 2020). Observou-se que a
AIG aplicada em 1D gerou resultados em concordancia com aqueles obtidos em pro-
gramas computacionais comerciais, que utilizam o MEF, realizadas em 3D. Assim,
mais uma vez, as vantagens de utilizacao de B-Splines de alta ordem além de um
refinamento automatico, independente da malha inicial, mostraram-se presentes nos
modelos analisados, resultando em um ganho no custo computacional e na acuricia.
Em Dvorakova e Patzak| (2019)), foram analisadas, via AIG, vigas curvas submeti-
das a cargas pontuais. Nesse caso, a AIG tem o ganho de representar exatamente
a geometria curva e utilizar essa mesma representacao para a analise da solucao,
garantindo a continuidade dos esforcos de momento e do campo de deslocamentos,
além de, com pequenas modificacoes ser capaz de representar com solidez as cargas
pontuais. Em Marchiori e Netol (2020)), foram realizadas analises bidimensionais em
vigas curvas baseadas na teoria de Bernoulli-Euler, tendo como foco a imposicao
de restrigoes via método da penalidade ou pelo método de Lagrange na vizinhanca
entre os patches. Cada patch desempenha o papel de um subdominio e contém os
elementos descritos por um knot vector.

Outra utilizagdo muito comum da AIG ¢ na anélise de placas (Veiga et al., 2012)
e cascas (Uhm e Youn| [2009; |[Kiendl et al., [2009; [Benson et al. 2010a; 2011}, |2013;
Echter et all 2013)), muito em virtude da possibilidade de utilizar aproximagoes de
elevada continuidade mais adequadas a cinematica destes problemas. Os elementos
de placas e cascas podem ser mais facilmente construidos devido a suavidade das
funcoes do tipo NURBS além de estarem, via de regra, muito menos sujeitos aos
efeitos de travamento por cisalhamento quando comparado aos elementos baseados

na teoria do MEF (Nguyen et al| [2015). Elementos estruturais com condigdes de
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contorno suaves, tais como os de placas e cascas cilindricas ou circulares sao descri-
tas com exatidao pela AIG (Lul 2009; Lu e Zhou, 2011)). Recentemente, a andlise,
via AIG de placas formadas por materiais funcionalmente graduados, apresentada
em |Yin et al. (2016]), mostrou-se promissora gragas a facilidade de se conseguir, uti-
lizando fungoes do tipo NURBS, a continuidade das fungoes necessarias ao método
de estudo das placas. Em Loibl| (2019), foi desenvolvido um estudo de cascas anali-
sadas via teoria de Kirchhoff-Love utilizando a AIG. Neste estudo, observou-se que
a facilidade com que sao construidas funcgoes de elevada continuidade com as fungoes
do tipo NURBS representa para a AIG uma vantagem com relacao ao MEF, tendo
em vista a exigéncia de continuidade C! para a aproximacao neste tipo de problema.

A suavidade que as fungoes utilizadas na AIG podem incorporar aos problemas
tornam-as também atrativas para utilizagoes diversas no campo da engenharia, tais
como: mecanica dos fluidos (Bazilevs e Akkerman) 2010} |(Gomez et al., [2010; |Niel-
sen et al) 2011; Bazilevs et al., 2008} Gomez et all [2008), fraturamento hidraulico
(Hageman e de Borst, 2019), problemas envolvendo a mecanica do dano (Verhoosel
et al., 2011)), modelos que analisam o gradiente de elasticidade (Fischer et al., |2011)),
problemas de anélise dinamica (Rauen, 2014} [Rauen et al., 2017)), processo de fra-
turamento fragil usando a metodologia phase-field (Li et al., 2022) e problemas de

contato (Otto et al., 2019).

2.3 AIG com enriquecimento extrinseco para a repre-
sentacao de trincas

Para inserir nos modelos, explicitamente, caracteristicas descontinuas, como por
exemplo representar a presenca de trincas, aberturas ou inclusoes de materiais e
outros eventos que causam concentragoes no campo de tensoes, (Oden et al.| (1998)
e Strouboulis et al| (2000)), propuseram o Método dos Elementos Finitos Genera-
lizados (MEFG), que pode ser entendido como uma formulagdo nao convencional

do MEF, colocando-se como alternativa a ele na solucao de determinados tipos de
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problema. Propoe-se tratar a presenca de descontinuidades nos deslocamentos e de
singularidades no campo de tensoes, nao pelo refinamento da malha, mas sim pelo
enriquecimento extrinseco da funcao de forma, reconhecida como uma particao da
unidade, associada aos nds que estao proximos a esses fenomenos com funcoes previ-
amente conhecidas (Duarte et al. |2000). Cria-se, entao, um novo espago de solu¢ao
enriquecido a partir de uma base de fungoes ou um conjunto de solugoes particulares
conhecidas a priori, reduzindo os custos computacionais envolvidos no processo.

Paralelamente ao desenvolvimento do MEFG, o Método dos Elementos Finitos
Estendidos, MEFE, (XFEM, do inglés) foi proposto por Belytschko e Black] (1999).
No MEFE a técnica de enriquecimento é também realizada utilizando o conceito
da parti¢ao da unidade (PU). Nas suas primeiras aplicacoes, foi utilizado para en-
riquecer localmente problemas de propagacao de trincas, inicialmente na Mecanica
da Fratura Linear Eldstica (Belytschko e Black], [1999; Sukumar et al.; 2000)) e, mais
tarde, em problemas com nao-linearidade (Moés e Belytschko, |2002; Mariani e Pe-
rego,, [2003; [Unger et al., 2007; Belytschko e Graciel 2007)). Diferencas inicialmente
observadas entre o MEFG e o MEFE, como o enriquecimento polinomial em todo
o dominio do primeiro método, perderam relevancia, com o avanco de suas aplica-
¢oes. Devido as caracteristicas em comum que compartilham ambas as estratégias,
atualmente elas sdo tratadas como equivalentes (Fries e Belytschko, 2010), sendo
referenciadas aqui como MEFG/E.

Seguindo a mesma légica do MEFG /E, foi desenvolvido por |[Benson et al. (2010b))
a Andlise Isogeométrica Estendida, AIGE, (XIGA, do inglés). Benson et al.| (2010b))
apresentaram os primeiros fundamentos da AIGE em que se propos utilizar fungoes
do tipo NURBS dentro do conceito do MEFE, a partir da ideia de facilitar a expan-
sao das plataformas computacionais ja existentes, generalizando a construcao dos
processos de solugao, sendo assim possivel de utilizar qualquer fungoes de base ou
de PU. Em |Luycker et al.| (2011), a ideia da AIGE foi proposta inicialmente a partir

de duas abordagens para a construcao do esquema da aproximacao. Na primeira
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abordagem, as funcoes do tipo NURBS foram combinadas as funcoes Lagrangia-
nas empregadas como PU na parcela que associada ao enriquecimento. Na segunda
abordagem apenas funcoes do tipo NURBS foram utilizadas, ou seja, a caracteristica
de PU das funcoes do tipo NURBS foi, portanto, empregada para a definicao do es-
pago de aproximagao enriquecido. Ainda em |Luycker et al.| (2011)), foi demonstrado
que, embora nao seja necessario que as fungoes de base utilizadas como particao da
unidade para enriquecimento sejam as mesmas utilizadas na parcela que descreve
a aproximacao convencional, melhor resposta dos modelos foi encontrada quando a
segunda abordagem era adotada. Esse estudo foi realizado a partir do enriqueci-
mento da solucao com funcgoes descontinuas de Heaviside. A partir desse contexto
observou-se que uma excelente acuracia poderia ser alcancada ao se combinar as
funcoes de base de alta ordem do tipo NURBS e os conceitos de enriquecimento da
solugdo do MEFG/E.

A vantagem de se acoplar a analise isogeométrica os conceitos de enriquecimento
da solu¢ao do MEFG/E deve-se a diversos fatores tais como uma exata representa-
¢ao da geometria do problema; a facil construcao de aproximacoes de caracteristica
suave, com elevada continuidade entre elementos em regioces afastadas do fenéomeno
local de interesse; possibilidade de se representar os fenomenos localizados desconti-
nuos com uma pequena adigdo de graus de liberdade (Luycker et al., 2011)).

Em problemas da Mecanica da Fratura Linear Elastica simulados pela AIGE,
foram obtidos bons resultados para os fatores de intensidade de tensao e com maior
taxa de convergéncia quando comparado ao MEFG/E e utilizando um menor nimero
de graus de liberdade (Luycker et al., 2011; Ghorashi et al., 2012; [Thien et al., 2015}
Shoheib et al., 2022). Outra vantagem observada nas andlises via AIGE é que se
torna desnecessario o remalhamento a medida que os fenomenos descontinuos se
movem, por exemplo, a medida que uma trinca se propaga. Ainda no caso de
presenca de trinca é desnecessario que esta esteja alinhada com o contorno dos

elementos, uma vez que sua descricao nao ¢é feita geometricamente, mas sim via
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enriquecimento da solugao. Por fim, é possivel enriquecer o modelo com fungoes que
descrevem o campo de tensoes singulares préximo a ponta da trinca. Isso é feito
a partir da combinacao da PU dos pontos de controle que se encontram préximos
a regiao em que se localiza a ponta da trinca, com as referidas funcoes singulares.
Melhora-se, assim, ainda mais o espago de aproximacao da solugao com pequeno
acréscimo de graus de liberdade.

Outros trabalhos também atestaram que a AIGE possui superioridade na conver-
gencia da solugao para problemas que envolvem a presenca de trincas, em termos de
energia de deformacao e abertura de trinca quando comparada ao MEFG/E (Tran
et al.l 2015), além de também possuir maior acurdcia em problemas de trinca plana
em meio dotado da presenga de furos e inclusoes de materiais (Bhardwaj et al., 2013)).
Em Singh et al. (2018) foram analisado modelos tridimensionais com a presenca de
trincas e, mais uma vez, a AIGE mostrou-se superior na convergéncia da solucao
se comparada ao MEFG/E. Com uma abordagem um pouco diferente, Jiang et al.
(2022) utilizou a AIGE para a modelagem de trincas utilizando B++ Splines, uma
variacao das B-Splines. Nesse trabalho a descontinuidade foi descrita no modelo de
forma forte, ou seja, foram criadas duas camadas de pontos de controle de colocagao
para descrever a trinca. A andlise dos modelos possibilitou verificar que a metodolo-
gia alcanga bons resultados em acordo com a AIGE convencional utilizando fungoes
do tipo NURBS.

Ainda para andlises de mecanica da fratura, destaca-se a utilizacao da AIGE
combinada com a metodologia do phase-field, como apresentado em |Qiu et al.| (2024).
Outra ramificagao dessa teméatica foi apresentada [Fardaghaie et al.| (2022), em que a
AIGE é utilizada para predigao de comportamento de fadiga para placas com trincas
e também em tubulagbes soldadas em [Shoheib) (2023)).

A AIGE também foi usada em uma abordagem adaptativa para andlise de car-

gas limites, melhorando a descricao dos mecanismos de colapso em estruturas que
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possuem a presenga de inclusées e furos (Li et al., 2021). [Yuan et al.| (2021) mode-
lou a propagacao de trincas em placas de geometria complexas utilizando a teoria
de Reissner-Mindlin. Para isso, a AIGE foi utilizada em um dominio composto
por multi-patches em que o acoplamento é feito utilizando o método de Nitsche.
Em |Fathi e de Borst (2021]), uma andlise geometricamente nao linear via AIGE foi
proposta para a andlise de fratura coesiva e aplicada para investigar flambagem de
estruturas formadas por compdsitos.

Problemas envolvendo a andlise de placas com trincas, (Singh, Singh, e Mishray,
2019; Singh, Singh, Mishra, e Bhardwaj, 2019; Bhardwaj et al.l [2015; [Zhang et al.
2021), formadas por material funcionalmente graduado também foram resolvidos
via AIGE. Demonstrou-se a superioridade do modelo a medida que alcanca conti-
nuidade C!, necesséria aos elementos de placa empregados aliada & facilidade de
representacao de descontinuidades da estratégia de enriquecimento extrinseco. A
AIGE também foi utilizada para simular o comportamento a fratura de materiais
funcionalmente graduados refor¢ados com nanotubos de carbono quando sujeitos a
cargas termo-mecanicas (Yadav et al. 2022, 2023).

Em [Rauen et al| (2020) o enriquecimento com fungoes trigonométricas foi uti-
lizado para representar as vibracoes livre e forcada em barras retas e trelicas no
contexto da AIGE e da anadlise estrutural dinamica. Excelentes resultados foram
observados quando comparados com a AIG convencional, MEF e MEFG/E em re-

lacao a taxa de convergéncia, espectro de erro e condicionamento.

2.4 Refinamento da Malha

H&4 uma dificuldade deixada pelas B-Splines e pelas fungoes do tipo NURBS,
que se trata da incapacidade de realizar um refinamento localizado na malha que
nao onere o processamento desnecessariamente. Tal incapacidade pode prejudicar o
processo de solucao, porque, ainda que a AIG tenha maior acuracia que o MEF para

malhas com um numero de graus de liberdade de mesma grandeza, para problemas
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mais complexos pode ser necessaria uma malha muito refinada para capturar um
evento localizado. Utilizando-se, para a construcao da AIG, as fungoes B-Splines
e NURBS, o refinamento da malha precisa ser feito em todo o dominio, onerando
a solucao. Para resolver essa limitagao, outras funcoes mais complexas, e que pos-
sibilitam o refinamento localizado foram propostas tanto para a AIG quanto para
a AIGE. Sao exemplos de fungoes de base que permitem refinamento localizado:
T-Splines, apresentada por Sederberg et al. (2003) e utilizada por Bazilevs et al.
(2010), quando aliada a AIG e por |Singh et al. (2017) & AIGE; truncated hierar-
chical B-Splines (Giannelli et al., 2012)); PHT-Splines apresentada por |Wang, Yang,
Jin, Deng, e Chen| (2011)) e Wang, Xu, Deng, e Chen| (2011)) quando aliada a AIG e
por [Yang et al.| (2020) a AIGE; LR B-Splines utilizada por Dokken et al.| (2013)) e
Johannessen et al.| (2014)) aliada & AIG e por |Gu et al.|(2018) a AIGE.

Outra possibilidade, é fazer a compatibilizagao entre malhas distintas. [Liu et al.
(2019), mostra a compatibilizagao da interface entre uma malha grosseira desenvol-
vida com Elementos Finitos de B-Splines e uma malha mais refinada, localizada pré-
ximo a uma trinca, sem enriquecimento, desenvolvida utilizando fungoes B-Splines.
A compatibilizacao é feita baseada na condicao de reconstrucao polinomial, e as fun-
¢oes de base relevantes a modelagem da malha refinada sao substituidas pelas funcoes
de base da interface obtidas na malha grosseira. Uma técnica de decomposicao de
dominio para a introducao e propagacao de trinca utilizando a AIG foi apresentada
por Rosa et al| (2022)). As fungoes de base da AIG formam o modelo isogeomé-
trico (problema global) e uma malha triangular discretizada pelo MEF tradicional
(problema local) é superposta ao modelo isogeométrico. Ambas as discretizagoes
sao modificadas e mescladas sobre uma regiao do dominio fisico, levando a um novo
espago de fungdes. Lapina et al.| (2022) propds uma estratégia global/local nao in-
vasiva para acoplar um modelo global analisado pela AIG e uma malha local do
MEF mais refinada para simular o comportamento de estruturas sujeitas a trincas,

contato, atrito e delaminacao.
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Existe também a possibilidade de trabalhar com mais de um subdominio de spli-
nes, ou seja, utilizar os multi-patches e utilizar diferentes niveis de refinamento em
cada um deles. Na Secao brevemente foi citado esse conceito. Quando apenas
um knot vector é capaz de definir todas as fungoes de bases, existindo apenas um es-
paco paramétrico em cada dimensao do problema, trata-se de uma analise composta
por apenas um subdominio, um patch. Quando modelos mais complexos sao anali-
sados, nem sempre essa possibilidade é mantida, ou entao quando se deseja refinar
localmente uma malha a ser discretizada por B-Splines ou NURBS, sendo necessaria
a utilizacao dos multi-patches. Nos modelos multi-patches, mais de um knot vetor
forma o dominio do problema, ou seja, ele é composto por varios subdominios e
diversas técnicas sao utilizadas para compatibilizar a interface desses patches.

A compatibilizacao de patches foi feita utilizando multiplicadores de Lagrange
por [Dornisch e Klinkel (2011). Em Apostolatos et al.| (2014]) uma versao mais estavel
do método de Nitsche foi proposta para a compatibilizacao entre os patches e com-
parada com o Método da Penalidade e dos multiplicadores de Lagrange, cada uma
das metodologias tem suas vantagens e desvantagens e é passivel de ser utilizada
a depender do problema analisado. Em |Guo e Ruess (2015)) sdo compatibilizados
multi-patches de elementos de cascas. Em Ruess et al.| (2014) é realizada a compa-
tibilizacao de malhas nao conformes de cada patch através do Método de Nitsche.
Nesse tipo de abordagem é possivel realizar um refinamento localizado da malha
utilizando a estratégia de multi-patches. A compatibilizacao de patches também
pode ser realizada utilizando o método Mortar, (Hesch e Betsch| 2012; [Brivadis
et all 2015; |[Dornisch et all) 2015; |[Bouclier et al., [2017), que também é capaz de
acoplar malhas nao conformes e realizar refinamentos localizados de malhas através

da utilizacao de multiplos subdominios.
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2.5 Integracao Numérica

De maneira similar ao MEF, a AIG também pode utilizar a quadratura de Gauss-
Legendre para a realizagao da integragao numérica do problema de valor de contorno
(Hughes et al.| [2010; [Nguyen| |2011)). [Luycker et al. (2011 sugerem adotar o mesmo
nimero de pontos por elemento utilizados para integracao exata do MEF.

A estratégia sugerida por |[Luycker et al.| (2011)), contudo, ndo se mostra Gtima
para a AIG, segundo (Nguyen et al., 2015). Outros pesquisadores buscaram novas
formas de realizar a integragao numérica na AIG de maneira 6tima, ou quase 6tima.
Segundo Hughes et al.| (2010), uma outra maneira, eficiente de realizar a integragao
numérica sobre os elementos isogeométricos ¢ dada a partir da “Regra do ponto do
meio”, (Half-point rule, do inglés), trata-se de uma maneira exata de se integrar B-
Splines e NURBS com o minimo de pontos de integragao possivel, porém pode gerar
problemas de mau condicionamento do sistema de equagoes analisado, por exemplo,
na construcao da matriz de rigidez de discretizacao com muitos elementos ou ordens
de aproximagao polinomial muito elevadas. Outra técnica de integracao numérica
para a AIG, mais simples de ser empregada do que aquela proposta por Hughes
et al.| (2010)), foi apresentada por|Auricchio et al|(2012)). Nela uma integracao quase
Otima é proposta a partir da solucao local de um sistema de equagoes preservando
a montagem matricial de elemento a elemento. |Schillinger et al. (2014) explorou
varias técnicas de integragao numérica com quadratura reduzida para elementos
formados por splines quadraticas e cubicas. Buscando aquelas que com menos pontos
de integracao foi possivel alcancar a mesma precisao e estabilidade da quadratura
completa de Gauss. Foi observado por Schillinger et al. (2014)) que algumas dessas
técnicas podiam reduzir o custo computacional durante a construgao das matrizes e
vetores relacionados aos problemas analisados.

Um abordagem completamente distinta foi proposta por Auricchio et al. (2010))

e aplicada posteriormente em problemas de grandes deformacoes e de contato por
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Kruse et al.| (2015). Trata-se dos métodos de colocagao dentro da AIG. Os mé-
todo de colocagao aliados a AIG tem como objetivo fazer com que a forma forte
das equagoes diferenciais que governam o problema sejam verificadas diretamente
em um conjuntos de pontos de colocacao discretos. Assim, os pontos de controle
transformam-se nesses pontos de colocagao discretos. Nessa metodologia nenhuma
quadratura de integracao é necessaria, o que significativamente reduz o custo compu-
tacional de problemas que normalmente seriam dependentes da integracao numérica
para a construcao de suas matrizes e vetores. Tal abordagem mostra-se, portanto,
vantajosa a medida que consegue reduzir os custos computacionais em problemas
com elevados niveis de discretizacao.

Alguma atencao precisa ser despendida, também, quando da integracao numé-
rica utilizada em modelos analisados via AIGE, porque de maneira similar ao que
acontece no MEFG /E a introducao das descontinuidades no campo de tensoes requer
técnicas adequadas de integragao para que este nao se torne um fator de geragao
de erros (Nguyen et al., 2015). Observou-se que alguns trabalhos que tratam da
AIGE, utilizam a quadratura de Gauss-Legendre como metodologia de integragao,
porém subdividindo os elementos em células de integragao e aumentando o nimero
de pontos nessas células (Nguyen et al., 2015 [Luycker et al., [2011; |Ghorashi et al.
2012).

2.6 Condicoes de Contorno

A maior parte dos pontos de controle, em AIG, sobretudo quando se trata de
funcoes do tipo NURBS, foco desse trabalho, sao nao interpolatorios. Excecao a
regra serd detalhada no Capitulo [3] que s@o os pontos de controle das extremidades
das curvas formadas por fungoes do tipo NURBS e alguns pontos que correspondem a
um knot com uma multiplicidade especifica no espaco paramétrico. Por esse motivo,
as condicoes de contorno do problema analisado podem ser diretamente aplicadas

apenas nessas regioes.
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Isso acontece, porque quando a multiplicidade de um knot, dentro do knot vector
é igual ao grau da aproximacao, a funcao de base assume carater interpolatério
(Hughes et al., 2005). Assim, tem-se que os pontos de controle das regides de
extremidade coincidem com a malha geométrica, tornando a regiao de extremidade
interpolatoria, facilitando a imposicao das condigoes de contorno. Os conceitos de
knot e knot vector serao detalhados na Secao do Capitulo [3] A estratégia
de imposicao direta de condigdes de contorno, no entanto, mostra-se insuficiente,
porque abrange um numero muito restrito de problemas.

A utilizacao de técnicas de imposicao indireta de condicoes de contorno para a
AIG e AIGE em muito se assemelha aquela empregada nas metodologias sem malha,
que possuem fungoes com essa mesma caracteristica nao interpolatéria. De acordo
com Fernandez-Méndez e Huerta (2004)), as metodologias de imposi¢ao de condigoes
de contorno de forma indireta podem ser classificadas em dois grandes grupos: as que
modificam a forma fraca do problema e as que modificam as fungoes de forma. As
metodologias que modificam a forma fraca do problema fazem mais sentido dentro
da metodologia da AIG e sao as mais utilizadas. Destaca-se a utilizagao das técnicas
de Multiplicadores de Lagrange, Método da Penalidade e Método de Nitsche dentro
do contexto dos método sem malha, (Fernandez-Méndez e Huertaj, [2004), que podem
ser estendidos para a AIG e AIGE.

Entre as estratégias de imposicao de condigoes de contorno quando empregadas
empregadas em AIG e AIGE, pode-se destacar: Método dos minimos quadrados
(Hughes et al., 2005 Luycker et al., 2011]), Interpolacao de pontos a partir da cons-
trucao de uma funcao linear entre os pontos de controle (Luycker et all 2011), a as
técnicas aplicadas nas metodologias sem malha ja citadas, como o: Multiplicadores
de Lagrange em (Dornisch e Klinkel, |2011; Ghorashi et al., [2012), Método da Pena-
lidade em (Nguyen et al., 2015)), numa abordagem um pouco diferente da AIG, mas
que tem como semelhanca a utilizacao de B-Splines e a dificuldade de imposicao de

condicoes de contorno essenciais o Método de Nitsche apresentado em Embar et al.
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(2010).

2.7 Técnica Global-Local

A técnica global-local em abordagem do MEFG /E foi inicialmente proposta por
Duarte e Babuskal (2005). Trata-se de um mecanismo para cria¢ao de fungdes de en-
riquecimento numericamente personalizadas, a partir do conceito de divisao do pro-
blema analisado em trés etapas. Na primeira etapa resolve-se o problema incluindo
todo o seu dominio, sem muita preocupacao com refinamento de malha ou enrique-
cimentos com fungoes previamente conhecidas. Na segunda etapa, utilizando-se de
informacgoes da solugao na primeira etapa, resolve-se somente a por¢ao do modelo
em que se encontram os fenomenos de interesse de natureza localizada. Nessa etapa
preocupa-se em descrever da melhor maneira o esses fenomenos a partir de enriqueci-
mentos e de refinamento de malha. Na terceira e tltima etapa a solucao do problema
analisado localmente retorna ao problema global como forma de enriquecimento.

Diversos trabalhos acoplaram a técnica global-local ao MEFG/E, definindo o
MEFG /E®#, e alcancando resultados convergentes e com boa acuracia, além da re-
ducao do custo computacional, uma vez que adiciona poucos graus de liberdade
ao sistema. Sao trabalhos desenvolvidos utilizando MEFG /E#!: anélise bidimensi-
onal e tridimensional de trincas em meio eldstico linear (Duarte e Kim) [2008; |Kim
et al.l 20105 Pereira et al., 2012; Malekan e Barros, 2016; Malekan et al., 2017 2018},
Santos, [2018; [Fonseca et al.l 2020)); andlise de multiplas trincas estdticas e também
propagando por fadiga, incluindo a verificagao dos efeitos causados pela uniao dessas
trincas (O’Hara et al., [2016); andlise de soldas em estruturas de grande porte (Li e
Duarte), [2018)); andlise de propagagao de trinca em estado plano de tensoes/defor-
macoes utilizando a teoria de Reissner-Mindlin para placas (Malekan et al.; |2018);
analise de propagacao de trincas em meio elastico linear com a criacao do dominio
local automatizada (Fonseca, 2019)); anélise nao-linear de meios parcialmente frégeis

submetidos a propagagao de dano (Pinheiro, 2019; Monteiro, |2019; [Monteiro et al.,
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2020; |[Evangelista et al.l 2020; Novelli et al., [2020)); andlise de propagagao de trinca

coesiva em meios de comportamento elastico-linear (Kim et al., 2012; Kim e Duarte,

2015).

A técnica global-local utilizada dentro do contexto da AIGE, proposta nesse

trabalho, foi primeiramente apresentada em Santos e Barros (2023), em artigo de

mesma autoria. Em [Santos e Barros| (2023), a AIGE foi combinada ao MEFG/E

dentro das etapas da técnica global-local e apresentou bons resultados. Os modelos
numéricos apresentados nesse artigo sao aqui novamente abordados e estendidos,
além de outros exemplos que fizeram parte da analise dentro do processo de imple-

mentagao da metodologia.
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Capitulo 3

Fundamentacao Teorica

Com o objetivo de contextualizar a proposta de trabalho e ratificar sua rele-
vancia, apresentam-se os principais aspectos inerentes a Analise Isogeométrica. Os
conceitos gerais a respeito da Anélise Isogeométrica sao apresentados na Secao [3.1}
Complementando a teoria da AIG, as Secoes e apresentam a formulagao clas-
sica a respeito da mesma. Na Secao ¢ mostrada a técnica da Extragao de Bézier
para implementagao da AIG. Na Secao sao introduzidos os conceitos e formula-
¢ao da Analise Isogeométrica Estendida. Na Secao [3.6|sao apresentados os principais
conceitos da Mecanica da Fratura Linear Elastica relevantes para esse trabalho. Al-
guns tipos de funcoes que podem ser utilizadas como fungoes de enriquecimento
locais sao apresentados na Se¢ao [3.7. Como o trabalho objetiva a resolucao de pro-
blemas via AIGE utilizando a técnica Global-Local, como forma de enriquecimento,
descreve-se na Secao [3.8| a referida técnica e sua formulagao, além dos aspectos mais

importantes para fazer o acoplamento gerando a metodologia AIGES,
3.1 Conceitos Gerais

A Anélise Isogeométrica (AIG) permite uma comunicacao direta entre o modelo
CAD analisado e a malha desenvolvida para a andlise do modelo geométrico. Isso,
porque utiliza as mesmas fungoes de base para a descricao da geometria e para
a geragao da base do espaco de solugao aproximada. Além disso, as fungoes de

forma empregadas possibilitam a exata descricao da geometria, eliminando o erro
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na representacao do dominio tipico das malhas de elementos finitos e contribuindo
para uma melhor aproximagao da solugao.

Na AIG a malha utilizada na solugdo do problema ¢é definida de forma automéa-
tica. Como a comunicacao com a geometria do problema ocorre apenas uma vez,
qualquer outro refinamento de malha é realizado de forma iterativa e independente
da geometria inicial do problema. Elimina-se assim a etapa de geragao de malha,
que muitas vezes requer a intervencao do usuario da plataforma computacional de
analise.

Adicionalmente, com sua utilizacdo em diversos problemas cldssicos da mecanica
dos sélidos, da mecanica da fratura linear eldstica, problemas envolvendo a meca-
nica do dano e andlises de estruturas formadas por compdsitos, a AIG mostrou ser
um método robusto, com alta acuracia nas solugoes desejadas com menos graus de
liberdade no modelo e, assim, um 6timo custo computacional quando comparado
a outras metodologias (MEF) (Hughes et al., [2005; Nguyen, 2011; Rauen) [2014;
Nguyen et al., 2015; [Hageman e de Borst, [2019; (Ghafari e Rezaeepazhand, 2020).

A AIG utiliza fungoes de base capazes de fazer a representacao exata da geometria
do modelo analisado. Em suas primeiras aplicacoes, desde a proposicao do método
por Hughes et al.|(2005)), fungoes do tipo B-Splines nao uniforme racionais (NURBS)
foram incorporadas ao modelo e, até o presente momento, estas se mostram eficientes
para a analise de diversos problemas no ambito da engenharia.

Na Anélise Isogeométrica existem dois conceitos de malha: a malha de controle
e a malha fisica. A malha de controle é composta por pontos, chamados pontos de
controle que servem de base para a construcao das fungoes do tipo NURBS que,
por sua vez, descrevem a malha fisica. Os graus de liberdade do problema estao
vinculados aos pontos de controle (Rauen, 2014).

As fungoes de forma da AIG, incluindo-se as fungoes do tipo NURBS, sao cons-

truidas no espaco paramétrico a partir de um “knot wvector”. Esse knot wvector é
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composto por “knots”, que representam pontos no espaco paramétrico e que consti-
tuem os parametros necessarios a criagao das referidas funcoes. Esses knots podem
aparecer mais de uma vez dentro do knot vector, sendo o termo multiplicidade,
m, aplicado para mostrar quantas vezes determinado knot aparece no knot vector.
Cada direcao do modelo, seja ele uni, bi ou tridimensional, é composta por uma
representacao paramétrica através do knot vector.

Nesse trabalho o conceito de elemento se da como o dominio entre dois knots,
de valores diferentes, dentro do knot vector, o chamado knot span, para modelos
unidimensionais e estendendo essa definicao para modelos bidimensionais e tridi-
mensionais a partir da ideia de elemento construido a partir do espaco entre dois
knots em cada dire¢ao considerada (Nguyen) 2011)).

A Figura[3.]retine os conceitos bésicos que envolvem a Andlise Isogeométrica. A
malha de controle e a malha fisica para determinado problema analisado via AIG sao
apresentadas na Figura (a). A malha fisica, contida no espaco fisico, é formada
pela combinacao das funcoes de base da AIG, apresentadas na Figura (b), com
os pontos de controle F;; presentes na malha de controle.

O espacgo indice, ilustrado na Figura (e), mostra o posicionamento de cada
knot dentro do knot vector, respeitando sua multiplicidade e, este espaco forma o
espacgo paramétrico, apresentado na Figura (b)7 onde serao descritas as fungoes
de base da AIG. Para a construcao do espacgo indice e do espaco paramétrico é
necessario apenas a definicao dos knot vectors, apresentados na Figura (d)

Conforme mencionado, no knot vector, cada dominio entre dois knots diferentes
participa da definicdo de um elemento, (knot span), dentro do espago paramétrico,
Figura (b) Esses elementos, dentro do processo de solucao da AIG, serao mape-
ados para um elemento de referéncia, Figura|3.1{c), para a realizagao da integracao
numérica do problema de valor de contorno, por exemplo, para a construcao da

matriz de rigidez.
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Figura 3.1: Construcao da AIG - adaptada , 2014).
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3.2 Funcoes de Base

Conforme ja mencionado, diversas sao as funcoes de base que podem ser utili-
zadas dentro da AIG. Cada fungao guarda consigo aspectos diferenciados quanto a
sua formulacao e utilizagao. Neste trabalho, fungoes do tipo B-Splines nao uniforme
racionais (NURBS) serao utilizadas. As fungoes do tipo NURBS sao um tipo espe-
cial de B-Spline. Essa secao trata as caracteristicas e formulacao das B-Splines e
sua especializagao para as fungoes do tipo NURBS. A formulagao é aqui apresentada
seguindo Piegl e Tiller| (1997)) e [Hughes et al. (2005), onde mais detalhes podem ser

encontrados.

3.2.1 Knot Vector

Os knot vectors sao vetores compostos por um conjunto nao-decrescente de knots
que determinam os pontos do espaco paramétrico. O tnico requerimento para com-
por um knot vector é que satisfaca a relagao & < &.1. Sao descritos no formato:
E=0& & ... & ... &upi], no qual o nimero total de knots dentro do knot
vector é igual a soma do nimero de fungoes de base, n, que ele é capaz de representar
sendo esta a mesma quantidade de pontos de controle do modelo, mais o grau do
polinomio representado, p, mais 1. O conceito de ordem, k, é dado pela soma do
grau do polinomio representado pela B-Spline mais 1.

Os knot vectors tem grande influéncia na formagao da fungoes de base e comunicam-
se com o grau de aproximacao polinomial das mesmas, portanto devem ser propria-
mente escolhidos. Os knot vectors podem ser enquadrados nas categorias aberto ou

periddico e uniforme ou nao-uniforme. As defini¢oes de cada categoria seguem:

e Aberto: Sao knot wvectors cujos knots de inicio e fim possuem multiplici-
dade igual a ordem da B-Spline que sera representada, por exemplo, = =
0 0 05 1 1]
k=2
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e Periddico: Sao knot vectors cujos knots de inicio e fim nao possuem multiplici-
dade igual a ordem da B-Spline representada, por exemplo, Z==[0 1 2 3]

k=2

e Uniforme: Sao knot vectors cujos espacamentos entre os knots aumentam por

um mesmo fator, por exemplo, Z=1[1 2 3 4]

e Nao-Uniforme: Sao knot vectors cujos espacamentos entre os knots nao sao

iguais ou se repetem, por exemplo, Z==1[0 0 0 1 1 2 2 2]

Com base na literatura e segundo Nguyen et al. (2015)), tradicionalmente para

descrever B-Splines sao utilizados knot vectors nao-uniformes e abertos.

3.2.2 B-Splines

O primeiro passo para a construcao de uma B-Spline, como aquelas apresentadas
na Figura (b), é a escolha de um knot vector. A partir disso, utiliza-se a seguinte

férmula recursiva de Cox-de Boor (Nguyen| 2011):

Para p=0:
Mol ={  EEEsEm (3.1)
0 caso contrario
Para p=1,2,3...:
§—& Sitpr1 — &
Nip(€) = =2 Nyt (6) + L5 N 3.2
P (6) €i+p . £@ 1(5) + £i+p+1 _ €i+1 +1 1(5) ( )

E importante ressaltar que cada funcao de base de grau p depende da funcao de
base de grau imediatamente inferior p — 1.

As fungoes B-Splines, segundo Hughes et al.| (2005):
e Constituem uma Partigdo da Unidade: Y 1 | N;,(§) =1,
e 530 linearmente independentes: » " a;N; ,(§) =0<+—a; =0,i =1,2,...,n,

e Tém suporte compacto: N;,(£) = 0 se £ estiver fora do intervalo [&;, pt1],
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e Sdo sempre nao-negativas: N;, (&) > 0,

e Possuem continuidade das derivadas (p — 1), se o knot somente aparecer uma

vez no knot vector ou (p —m), sendo m a multiplicidade do knot,

e Possui (p+ 1) fungdes de base nao nulas em um knot span [&;, & 11].

A primeira derivada das B-Splines segue a formulacao:

p

- mNiJrl,p—l(f) (3.3)

d p
_Nip — —NLP_
7 Ni©) = e Nipa©

3.2.2.1 Curvas B-Splines

Para a construcao de uma curva B-Spline sao necessarios pontos de controle P;,
i =1,2,...,n. Constréi-se n funcoes de base, caso se tenha n pontos de controle. A

curva é entao interpolada por:

C@=H@=ZMMWZZMM¢1 (3.4

Yi

Os pontos de controle estao associados aos graus de liberdade para os modelos
analisados via AIG, porém as fungoes de base B-Spline nao sao interpolatorias em
todos os pontos de controle, a menos que linhas retas estejam sendo construidas. De
maneira geral da curva B-Spline passa fora da linha que liga os pontos de controle,
sendo, entao, as curvas B-Splines interpolatérias apenas nas extremidades. A Figura
mostra um exemplo de uma curva B-Spline construida a partir de um knot vector

e um conjunto de pontos de controle.
3.2.2.2 Superficie B-Splines

As superficies B-Splines sao construidas a partir de duas fungoes B-Splines,
Ni (&) e M; 4(n), cada uma em uma direcao, da Figura|3.1|(b), construidas utilizando
dois knot vectors diferentes, = = [£1, &2, .o, &y ooy Enpt1] € T = N1, M2, ooy My woos Mintq1) s

da Figura|3.1{d), de acordo com as Equagoes (3.1)) e (3.2). Frequentemente utiliza-se
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p>=(0.2) p:=(2.2)

&
p; =(0,0) Ps=(2.0)
£ —[0,0,0,0.33,0.67,1,1,1]

Figura 3.2: Curva B-Spline, n=>5 e p=2 (Barroso, [2015).

o mesmo grau do polindmio de aproximacao para as duas diregoes, logo p = q. A
superficie B-Spline, para um conjunto de pontos de controle P, ;, 1 = 1,2,...,n e

j=1,2,...,m. é dada por:

S(¢,m) = u (€)= D Nip( @My Pr = 323 Nigl€) M) H
o o “35)

O suporte local das funcoes de base formado pelo produto tensorial de duas

B-Splines é:

Nip (€)M 4(n) =22 (€5, Eipin] X [0y Msas] (3.6)

onde 4,7 sao os indices do knot em questao e p,q sao a ordem polinomial da aproxi-
macao na diregao £ e 7, respectivamente.

Nos limites, ou seja, no contorno do elemento bidimensional formado pela su-
perficie B-Spline as funcoes assumem carater interpolatorio, pois os knots possuem
multiplicidade maior ou igual a p fazendo com que os pontos de controle tenham
suas posigoes coincidentes com a malha fisica (Hughes et al., 2005; Luycker et al.

2011)).
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3.2.2.3 Refinamento

As malhas fisica e paramétrica, Figuras [3.1{(a) e [3.1(b), respectivamente, que
descrevem a geometria exata do problema estrutural analisado via AIG, muitas ve-
zes precisam ser refinadas no momento em que serao processadas as solugoes do
fenomeno fisico analisado. Isso, porque, a malha fisica e paramétrica utilizadas na
descricao da geometria podem ser consideradas grosseiras e incapazes de capturar as
sutilezas da analise estrutural que esta sendo realizada. Assim, uma malha menos
refinada pode ser suficiente para descrever a geometria do problema, porém insufi-
ciente para descrever o fenomeno estrutural ali representado, sobretudo em modelos
sujeitos a concentragoes no campo de tensoes.

O refinamento utilizado na AIG é feito de forma simples e automatizada, sem
a necessidade da comunicacao constante com a descricao geométrica do modelo
(Hughes et al., 2005)). Tal procedimento é realizado preservando a descrigao da geo-
metria inicial e também o intervalo de representacao paramétrica. Existem tres tipos
de refinamento de malha possiveis de serem implementados dentro da abordagem

da AIG, sao eles:
e Insercao de knots
e FElevacao do grau de aproximacao polinomial
e Refinamento k

O refinamento do tipo Insercao de knots é equivalente ao refinamento h reali-
zado dentro da abordagem classica do MEF (Hughes et al.,|2005). Um knot pode ser
inserido sem modificar a curva ja descrita tanto geometricamente quanto parametri-
camente. Consegue-se, assim, uma subdivisao dos elementos, criando mais elementos
ou mais knot spans, o que torna o modelo mais refinado. Durante a insercao de knots
aumenta-se também o ntimero de pontos de controle da curva B-Spline.

Considerando um knot vector = = [£1,&a, ..., Enipr1) € desejando-se inserir um

novo knot £ que estd compreendido no intervalo [£, &1 1], as novas funges de base
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n + 1 serao formadas recursivamente através das Equacoes (3.1]) e , com 0 Novo
knot vector = = [€1, &, ooy €y &, Epits oy Enipra). Os movos n + 1 pontos de controle,
{P\, Py, ..., P,,1}, formados a partir dos pontos de controle iniciais, {Py, P, ..., P, }

sao dados por:

P =oP+(1—0o;)Py (3.7)
onde
1, 1<i<k-—p
v=Qg e, k-ptl1<i<k (3.8)

0, k+l<i<n+p+2

A Figura ilustra o processo de Insercao de knots, onde se incluiu um novo
knot, a saber %, no knot vector inicial. Assim, onde antes havia um elemento (knot
span), agora existem dois elementos (knot spans). Nesse caso o grau da curva se
mantém inalterado p = 2. Utilizando as Equagoes e é possivel encontrar
os novos pontos de controle necessarios a representacao da curva com o novo knot
vector.

O refinamento de Elevacao do grau de aproximacgao polinomial é equivalente
ao refinamento p praticado no MEF. Para realizar esse tipo de refinamento, vérias
estratégias podem ser adotadas, uma delas, de simples entendimento ¢é apresentada
em [Piegl e Tiller| (1994)). Trata-se de aumentar a multiplicidade de todos os knots
dentro do knot vector a fim de decompor a B-Spline em curvas de Bézier, utili-
zando as Equacoes e . Em seguida as curvas de Bézier tem seu grau de

aproximacao polinomial elevado através da equagao:

Pi=(1-8)P + BiPi_1 (3.9)

onde

Bi=1i/(p+1) (3.10)
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Curva Original com == {0,0,0.1.1.1} Curva Refinada com == {0.0,0,0.5.1,1.1}

17 17
0.8 | 0.8 |
0.6 0.6
04 04|
0.2 0.2
0 0 ;
] 1 0 0.5 1
Fungoes de Base Originais Novas Funcdes de base
1 1
0.8 - 0.8 -
0.6 + 0.6 +
04T 04
0.2 0.2
0
0 1 0 0.5 1

Figura 3.3: Refinamento Insercao de knots, pontos de controle e - Adaptada
(Hughes et al., 2005).

Por fim, os knots inseridos apenas para decompor a B-Spline em segmentos

de curvas de Bézier sao removidos. Mais detalhes dessa formulagao podem ser

encontrados em [Piegl e Tiller| (1994).

Mais uma vez o enriquecimento é realizado sem modificar a geometria ou a pa-
rametrizacao da curva B-Spline. Sobre esse refinamento é importante salientar que,
para preservar a continuidade existente na curva inicial é preciso que cada knot den-
tro do knot vector, =, seja repetido mais uma vez, ou seja, tenha sua multiplicidade
aumentada em 1, para cada elevacao do grau de aproximacao polinomial. O niimero
de pontos de controle, e por consequéncia o nimero de fungoes de base aumenta
e a continuidade e o nimero de elementos sao preservados. A Figura ilustra o

refinamento de Elevacao do grau de aproximacao polinomial, onde o grau inicial da
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curva era p = 2 e passou para p = 3 a partir da insercao sucessiva dos knots 0 e 1.

Curva Original com == {0,0,0,1,1,1} Curvarefinadacom == {0,0,0,0,1,1,1,1}

1 1

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 04

0.2 0.2
% I % I

Fungoes de base originais Novas fungbes de base

1

Figura 3.4: Refinamento Elevagao do grau de aproximacao polinomial, pontos de
controle e - Adaptada (Hughes et al., [2005)).

O Refinamento k ¢ uma combinagao entre o refinamento de elevagao de grau
de aproximacao polinomial e o de insercao de knot. A ideia desse refinamento é
aumentar o grau da aproximacao, sua continuidade e o nimero de elementos do
modelo. Primeiramente aumenta-se o grau do polinomio, seguindo a mesma ideia
descrita no refinamento de elevacao do grau da aproximacao polinomial e depois
insere-se knots subdividindo os elementos. Outra possibilidade é apenas aumentar
a multiplicidade dos knots de extremidade, apds praticar o refinamento de insercao
de knots, o que gera o mesmo resultado. E importante ressaltar que o refinamento
k nao possui nenhuma equivaléncia na teoria classica do MEF.

A Figura [3.5] ilustra a metodologia do refinamento k, sendo realizado do grafico

a para o b e do b para o c. Ainda na Figura (3.5 é possivel perceber que inicialmente
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foi praticado um refinamento de insercao de knots, o que gerou uma subdivisao em
trés elementos a partir da insercao dos knots 1 e 2, depois do grafico a para o b o
grau foi elevado de p = 2 para p = 3 e do grafico b para o ¢ o grau foi elevado de

p =3 para p = 4.

\ A N /" /"\ \ ~ -~ A
j\ ,/ \ - “ PN

O, XN

% 1 2 3
(a) == {ﬂ.I.J.'.].J._J..}..S.-'L; (b) Z = {0,0,0,0,1,2,3,3,3,3)

Figura 3.5: Refinamento k (Nguyen 2011)).

3.2.3 B-Splines nao uniformes racionais (NURBS)

B-Splines sao fungoes de base nao racionais e, por isso, formam curvas, superficies
e solidos de descricao nao racional também. Por sua vez, funcoes do tipo NURBS
(non uniform rational B-Splines) sdo capazes de representar de maneira exata segoes
conicas, incluindo circulos e curvas de forma livre, apenas pela insercao de pesos nos
pontos de controle. Elas sdo, assim, capazes de representar curvas, superficies e
solidos de descrigao racional. A tnica diferenca das fungoes do tipo NURBS para as
B-Splines originais se da na formulagao da funcao de base, sendo que a formacao de

curvas, superficies e as formas de refinamento de malha se mantém inalterados.
3.2.3.1 Formulacao das fungoes do tipo NURBS

A Funcao de Base do tipo NURBS ¢ formulada da maneira que segue:

D _ Ni,p(&)“ﬁ . Ni,p(ﬁ)wz‘
BO=5ve ~ om0 (3.11)

onde W (&) = > 7L, N; ,(§)w; é a fungdo de pesos, N;,(€) sdo as fungdes B-Splines

definidas na Sec¢ao|3.2.2/e w; é o peso associado a um determinado ponto de controle.
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Uma curva construida com funcgoes do tipo NURBS é descrita por:

(€)= Z RV (&P, (3.12)

Uma superficie construida com funcoes do tipo NURBS ¢ descrita por:

M] o(Mwi -
(e =33 ST 123 N, (M, (wrs (3.13)

=1 j=1 7,9

A primeira derivada de uma funcao do tipo NURBS é dada utilizando a regra

do quociente:

d _w'W(€>Ni[,p(€)_W/Ni,p(€>
d_fRi (&) = wi W2(€) (3.14)
onde:
NL©) = SN 3.15
zp(f) = d_f ip(&) (3.15)
W& =) N, (Ow; (3.16)

As propriedades das funcoes do tipo NURBS sao bem semelhantes aquelas das

B-Splines, sao elas (Hughes et al., 2005)):

e Constituem particao da unidade,
e Possuem o mesmo suporte e continuidade que as B-Splines,

e Se os pesos sao iguais, a NURBS transforma-se em B-Spline.

O procedimento de refinamento das fungoes do tipo NURBS segue a mesma ideia
e roteiro daquele apresentado para as B-Splines na Segao [3.3] Uma tnica diferenga
aparece em virtude dos pesos associados aos pontos de controle. A primeira etapa é

projetar os pontos de controle, originalmente descritos bidimensionalmente através
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das coordenadas -x e -y, para um espago 3D, que considera o peso desse ponto de

controle como uma terceira coordenada, conforme:

P, = (zi,y;) — Qi = (wii, wiy;, ;) (3.17)

onde z; e y; sao as coordenadas originais dos pontos de controle e w; é o peso original.

Depois de realizada essa projecao, realizam-se os refinamentos desejados, po-

dendo ser tanto o refinamento de elevacao de grau de aproximagao polinomial,

quanto o de insercao de knots ou k. Por fim, projeta-se de volta para o espaco

2D, obtendo-se assim a descri¢ao das fungoes refinadas na estrutura de coordenadas
originais:

Qi = (wiz;, wiy;, wi) — P, = (x; /wy, y; /w;) (3.18)

17

onde z} e y; sdo as coordenadas apds o refinamento dos pontos de controle e w; ¢é o
peso apds o refinamento.
E importante ressaltar que o peso encontrado apds o refinamento se mantém

inalterado, nao sendo necesséaria qualquer projecao ou manipulagao.
3.3 Analise Isogeométrica

A Analise Isogeométrica (AIG) utiliza a mesma representacao de fungoes de base
para aproximar a geometria exata do modelo analisado e para aproximar a solugao
do modelo fisico, por exemplo. Assim as fung¢oes do tipo NURBS podem ser também

utilizadas na formulacao da solucao do problema conforme é apresentado nessa se¢ao.

3.3.1 Geometria

A geometria é aproximada utilizando as fungoes do tipo NURBS, construidas
a partir da Equacao (3.11)), e as coordenadas dos pontos de controle, P;(z,y), i =

1,2,....,n, onde n é o nimero de pontos de controle do modelo:
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=1 !
3.3.2 Deslocamentos

De forma semelhante a descricao da geometria, os deslocamentos sao aproxima-

dos pelas mesmos funcgoes do tipo NURBS:

i=Y Ru; ©=)Y Ru (3.20)
=1 =1

onde u;,v; sao graus de liberdade dos pontos de controle. Essa mesma Equacgao

(3.20) em formato matricial:

R, 0
0 R,

-[]-£

v i=1

u] — Y N, = Nd (3.21)
i=1

Vi
onde NN ¢é a matriz das funcgoes de aproximacgao dos deslocamentos, composta por

uma série de submatrizes correspondentes a cada ponto de controle:

N=|N, N, .. N (3.22)

E importante ressaltar que os pontos de controle nao necessariamente pertencem
ao modelo geométrico criado, portanto, os graus de liberdade associados a esses
pontos de controle nao possuem sentido fisico, servindo apenas como base para o
calculo dos deslocamentos que de fato ocorrem no interior do dominio. Excecoes, por
exemplo, no caso de multiplicidades de knots especificas ou pontos das extremidades

de um knot vector.

3.3.3 Deformacoes

Considerando pequenos deslocamentos, em um problema da elasticidade bidi-

mensional, as componentes de deformacgoes sao representadas vetorialmente como:



60

Ex u,x n Ri,z 0
U;
e=le =1 v, |=D.]0 Ry ] = Bd (3.23)
Vay U,y + (o = Ri,y Ri@ '

onde B é a matriz deformacao-deslocamento, composta por varias submatrizes cor-

respondentes a cada ponto de controle:

As fungoes de base R; sdo dadas em fungao de coordenadas paramétricas (&, 7),
portanto, para o cédlculo de B ¢ necessario, assim como no MEF, utilizar o Jaco-
biano da transformacdo para retorna-las as coordenadas (z,y). O Jacobiano da

transformacao é dado por:

R;¢x; R; ¢y
| 2X Rigrs X Rigy (3.25)
Z Ri,r]mi Z Ri,nyi
A transformacao é dada por:
g (3.26)
Ri,y Ri,n

3.3.4 Equacgoes de Equilibrio

Considerando deformacoes infinitesimais, tensor das tensoes de Green-Lagrange,

e utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, tem-se:

/ e’ (v)o(u)dQ = / v bdS) + / v tdl (3.27)
Q Q o,

onde a integral do lado esquerdo da igualdade é o trabalho virtual interno e as
integrais do lado direito representam o trabalho virtual das forcas externas, w é o
vetor do campo de deslocamentos, v é o vetor do campo de deslocamentos virtuais
cinematicamente admissivel, b é o vetor das forcas de corpo e t o vetor das forcas

de superficie, definido no contorno de Neumann, 0€),,:
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t=on em 0N, (3.28)

onde n é o versor das dire¢oes normais a superficie para 9€2,,.
No contorno de Dirichlet, 0§24, define-se u, como condicbes de contorno essenci-

ais, dado por:

u=1uqg em 08y (3.29)

Além disso, considerando comportamento elastico linear, tem-se:

o = De (3.30)

onde D é a matriz constitutiva elastica, o é o vetor das componentes de tensao no
plano e g é definida pela Equacao (3.23).

Substituindo-se as fungoes de deslocamentos virtuais pela aproximagao descrita

na Equagao (3.21)) e utilizando-se as Equagoes (3.23) e (3.30)), tem-se:

( / BTDBdQ)d: / NTbd + NTtdr (3.31)
Q Q 1o197%

O Vetor de forcas f e a Matriz de Rigidez K sao dados por:

f= / NTbd) + NTtdl (3.32)
Q 0
K = / BTDBd0 (3.33)
Q
Por fim:
Kd=f (3.34)

sendo d o vetor de deslocamentos nodais da Equagao (3.21)), N é definido na Equagao
(3.22) e B ¢ definido na Equacao ((3.24)).
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3.3.5 Aplicacao das Condigoes de Contorno Essenciais

As fungoes de base B-Spline e, especialmente, as funcoes do tipo NURBS sao
nao interpolatérias na maioria de seus pontos, conforme abordado na Secao [3.2.2.1]
Esse comportamento dificulta a imposicao das condi¢oes de contorno essenciais dos
problemas analisados. Para superar esse obstdculo, estratégias tradicionalmente
utilizados nos Métodos sem Malhas, cujas fungoes de base possuem essa mesma
caracteristica, podem e sao utilizadas na AIG.

Algumas estratégias de imposi¢ao de condigbes de contorno se concentram em
modificar a forma fraca do problema a partir da introducao de parcelas de modo
a garantir que tais condigoes de contorno sejam consideradas na forma indireta
(Fernandez-Méndez e Huertal, 2004). Dentro desse contexto, dois métodos serdo
analisados e abordados nesse trabalho: Método da Penalidade e Método de Nits-
che (Fernandez-Méndez e Huerta, 2004). Ambos os métodos adicionam termos de
penalizacao ao funcional de energia forcando a solugao a satisfazer as condigoes de
contorno essenciais do problema.

O Método da Penalidade e o Método de Nitsche dependem apenas da escolha de
um valor escalar, conhecido como parametro de penalidade, para realizar a imposi¢ao
das condicoes de contorno. A diferenca entre os dois é que o Método da Penalidade
tende a requerer maiores valores desse parametro, o que, em alguns problemas, pode
levar a um mau condicionamento das matrizes associadas ao processo de solugao.
O Método de Nitsche, em compensacao, tende a ser menos suscetivel as variagoes
desse parametro, nao sofrendo com mau condicionamento. A formulacao do método
de Nitsche ¢é feita de forma que a imposicao das condi¢oes de contorno seja feita de
maneira mais estavel, a partir do acréscimo de um termo de acoplamento, além do
termo de penalizagao, o que torna sua implementacao mais complexa.

A Formulacao do Método da Penalidade, a partir da modificacao da Equacao

(3.31)), ¢ descrita a seguir:
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( / BTDBdQ)d: / NTbd) + / NTtdF+77< NT(ud—d)dF) (3.35)
0 Q 0, A0y

onde 7 é o parametro de penalidade.
O termo multiplicado por 7 é uma imposicao evidente da relacao u = ug. O

novo problema a ser resolvido torna-se, portanto:

( / BTDBdO+1 / NTNdF) d= / NTbd)+ / NTtdl + NTygdl
Q 04 Q Lo o

(3.36)

A formulacao do Método de Nitsche é adaptada aqui a partir do trabalho de Hah

et al. (2014). Resumidamente, a Equagao (3.31]) é reescrita, levando em conta o fato

que os deslocamentos virtuais nao se anulam numericamente no contorno:

( / BTDBdQ)d— N'(n"DB)dl' = / NTbds) + / NTtdl' (3.37)
Q 0Qq Q o,

O componente adicionado trata-se do termo de acoplamento. Ele é importante
dentro do Método de Nitsche, porque garante que as condigoes de contorno de Di-
richlet sejam incorporadas ao sistema de maneira estavel e precisa. Além disso, ele
melhora a estabilidade do sistema na medida em que garante que a transicao dos
valores na fronteira 0€); seja suave.

Para garantir a simetria da forma bi-linear sao adicionados os termos
— ( /. o0, (n"DB )TN dF) d e seu correspondente, no lado esquerdo e direito da equa-

¢ao:

( / B'DBdO — NT(n"DB)dl' - /
9] 02y

(nTDB)TNdF> d=
a0y

(3.38)
/ NTbd)+ |  NTtdl — / (n"DB)" ugdl
Q (o, 97% Qg

Por fim, o termo multiplicado por n (termo de penalizacao) é adicionado aos dois

lados, a fim de possibilitar a imposicao de u = ug4. O novo problema a ser resolvido

torna-se, portanto:
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( / B'DBIO - NT'(n"DB)dl' - /
Q Qg

(n"DB)" NdI' +n /
a0y

NTNdF> d=
0y

/ NTbd) + / NT¢dl' — / (n"DB) ugdl +n [  NTugdl
Q 12, 92% 0Qq Qg

(3.39)

3.4 Extracao de Bézier

A implementacao de um programa computacional baseado na Anélise Isogeomé-
trica segue os mesmos principios fundamentais que os classicos problemas de solucao
via MEF. Sobretudo para modelos da mecanica dos sélidos e das estruturas, os cam-
pos de tensoes e deslocamentos e o equilibrio de forcas sao representados em uma
formulagao comum ao MEF. As diferencas significativas na implementacao de um
c6digo baseado na formulagao da AIG estao associados as fungoes de aproximacao.

No contexto da implementacao, nao se trata somente de modificar as fungoes de
base para AIG e seguir a formulagao apresentada na Secao Na formulacao do
MEF é necessario percorrer cada elemento finito realizando apenas uma sequéncia
de operagoes para se obter a contribui¢ao para a construcao da matriz de rigidez
do modelo. Ja na AIG, em cada elemento finito sao realizadas duas sequéncias de
operacoes, para problemas bidimensionais ou trés para problemas tridimensionais.
Isso ocorre, porque as fungdes de base da AIG (NURBS) sao distintas em cada
dire¢ao do problema e, portanto, definidas separadamente (Nguyen, [2011)). Além

disso, na andlise via AIG sdo necessarios dois mapeamentos de coordenadas (Nguyen,

2011):

e sao definidos os pontos de Gauss no elemento de referéncia, Figura (c),

similar ao MEF,

e as coordenadas dos pontos de Gauss sao mapeadas de volta para o espago

paramétrico, Figura [3.1|(b),
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e as funcgoes de base e suas derivadas sao avaliadas dentro do espaco paramétrico,

e as derivadas sao novamente mapeadas para o elemento de referéncia, Figura

(C) Y

e com essas informagoes o Jacobiano da transformacao e as derivadas fisicas do

modelo podem ser avaliadas, ligagao entre a Figura[3.1[c) e a Figura [3.1](a).

Uma maneira de evitar o excesso de ciclos na formacao dos elementos e de trans-
formagao de coordenadas é utilizar a Extracao de Bézier (Borden et al., [2011). Esse
excesso de ciclos onera a solucao computacionalmente, conforme apresentado em [Van
Do et al.| (2020)) para o caso de placas formadas por compdsitos, tornando a técnica
da Extracao de Bézier ainda mais vantajosa de ser utilizada na implementacao da
AIG. Com essa técnica a implementacao fica bastante similar a implementacao do
MEF, diferindo apenas as fungoes de base e o calculo da matriz de extracao e, assim,
fazendo com que a AIG seja facilmente implementada em programas computacionais

ja existentes que utilizam o MEF.

3.4.1 Elementos de Bézier e os Polindmios de Bernstein

Os elementos de Bézier, sao em geral formados por knot vectors, em cada direcao
paramétrica, que nao possuem knots internos, ou seja, sao formados apenas por 0 e
1, que se repetem (p + 1) vezes, cada, sendo p a ordem polinomial da aproximagao
do elemento de Bézier. As funcoes de base que formam os elementos de Bézier sao
chamadas de Polinomios de Bernstein. Uma opcao é utilizar o intervalo de atuacao
do polinoémio de Bernstein de [-1,1] (Borden et al.| 2011; Nguyen, [2011]), para torné-lo
similar ao elemento de referéncia utilizado em MEF.

Os polinomios de Bernstein podem ser formados a partir da formulagao das
B-Splines, Equacao e . Porém como eles nao possuem knots internos e
alcancam apenas o intervalo [-1,1], repetidos (p + 1) vezes, sua formulagao pode ser

compactada:
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Bipl€) = 51~ OBipr(€) + 51+ O)Bispa(6) (3.40)

onde:

Biog(§)=1 e Bi,(§)=0 se i<l ou i>p+1 (3.41)

Assim como as B-Splines, os polinomios de Bernstein constituem particao da uni-
dade e sdo nao-negativos em todo o dominio. Além disso, assim como os polindmios
de Lagrange sao simétricos e interpolatorios nos pontos extremos, ainda que caiba
ressaltar que os polinomios de Lagrange sao interpolatérios em todo o dominio.

Sua primeira derivada é dada por:

d P

d—gBm,(g) = 5[Bic1p-1(8) = Bip-1(€)] (3.42)

A curva de Bézier é dada por uma combinacao linear entre os pontos de controle,

P;, e os polinomios de Bernstein:

p+1

C(&) =3 BinlOP = PTB(¢) (3.43)

3.4.2 Operador de Extracao de Bézier

O Operador de Extracao de Bézier mapeia as B-Splines ou NURBS em polino-
mios de Bernstein. Essa transformacao torna possivel que os elementos de Bézier
tenham continuidade C? entre eles e, portanto, possam ser representados de maneira
semelhante ao que é feito em MEF. Essa secao tem o objetivo de mostrar como fa-
zer a decomposicao das B-Splines e NURBS em polindmios de Bernstein através da
obtencao do operador de extracao de Bézier.

Para decompor um conjunto de fungoes de base do tipo NURBS em elementos
de Bézier, a chamada decomposicao de Bézier, primeiramente é preciso aumentar a

multiplicidade dos knots, a partir da insercao de knots, apresentada na Secao[3.2.2.3],
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até que esta chegue ao valor igual ao grau de aproximacao polinomial da B-Spline ou
da NURBS, p. Assim, alcanca-se a continuidade C° entre elementos, caracteristica
dos elementos formados por polindmios de Bernstein, também chamados de Funcgoes
de Base de Bézier.

Ainda que a continuidade alcancada, apds a criagao dos elementos de Bézier, e
consequentemente de concluida a extracao de Bézier, seja C°, nenhum impacto na
continuidade das funcoes utilizadas para a aproximacao da solucao é prejudicada,
isso porque os ponto de controle, que sao graus de liberdade do problema, sao os
originais, sendo a extracao de Bézier apenas uma estratégia de solugao, um caminho
a ser percorrido para chegar as fungoes originais.

Tomando como exemplo um knot vector, = = [0,0,0,0, 1,2, 3,3, 3, 3], cujo grau
de aproximagao polinomial é p = 3 e o nimero de funcoes de base que ele é capaz de
representar, igual ao niimero de pontos de controle, é n = 6. Para realizar a extragao
de Bézier é necessario que os knots internos, 1 e 2, alcancem a multiplicidade igual
a 3. Assim, deverao ser adicionados em ordem os knots [1,1,2,2]. O nimero de
fungdes de base, entao, aumenta de 6 para 10. A Figura mostra a decomposicao
de Bézier para o exemplo apresentado e ilustra que mesmo apds a insercao dos knots
em nada a curva final é alterada.

Operador de extracao de Bézier para uma funcao do tipo NURBS deve ser com-
putado de maneira que essa NURBS seja dividida em varios elementos de Bézier.
Assume-se um knot vector, = = [£1, s, ..., Enipr1) € um conjunto de pontos de Con-
trole P = {P4}"_, que definem uma curva B-Spline e um conjunto [¢,,,,...,&,,]
de knots que precisam ser inseridos para realizar a decomposicao de Bézier. Entao,
para cada knot, Ej, j = 1,2,...,m inserido, define-se um af;‘, A=1,2,....,n4+j, como
sendo o A-ésimo « calculado na j-ésima insercao de knot, calculado na Equacao

(13-8). Assim, o operador de extracao de Bézier é dado por:
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(d) E= {0._0,0._0,1,1,1._2:2._3:3.3:3} (e)
6 =
5t g i ‘\
al :,' S ;.'
= 3r 'II i
2 /i
1 -"‘-\. .: Curva
S B-Spline
0 . : P
0 5 10 15 0 5 10 15
X X
fy Curva B-Spline desenhada com as funcdes de base do item "a" da Figura e a igual curva
de Bézier desenhada com as fungdes de base do item "e" da Figura.

Figura 3.6: Decomposigao de Bézier para o knot vector = = [0,0,0,0,1,2,3, 3,3, 3]

- Adaptada - (Ngwyen, BOTT)
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-Oél 1— [6%) 0 |
0 (6D) 1-— Q3 0
C'=10 0 as; l—ay; 0 (3.44)
| 0 0 A(n+4j-1) 1-— a(n+j)_

A Equacao (3.7)), pode ser reescrita em formato matricial, representando a sequén-

cia de acréscimos de pontos de controle durante a insercao de knots:

P = ()P onde P =P (3.45)

Define-se CT:

CT = (C™T(C™ .. (CHT (3.46)

O conjunto final de pontos de controle P define os elementos de Bézier apos

.~ —m+1
a decomposicao. Tomando P® = P, tem-se:

P =C'P (3.47)

Lembrando que P tem dimensoes n x d e C tem dimensdes n x (n +m) e P?
tem dimensoes (n+m) x d, sendo d a dimensao do problema, n o nimero de fun¢oes
de base, ou pontos de controle, antes da decomposicao de Bézier e m o nimero de
knots inseridos.

Reescrevendo a Equagao (3.4) em termos matriciais:

C(€) =) NiyPi=P'N(¢) (3.48)
i=1
Recordando que a insercao de knots nao causa nenhuma mudanca na curva B-

Spline, tem-se das Equagoes (3.43) e (3.47):

C(¢) = (P")"B(¢) = (C"P)'B(¢) = P'CB(¢) (3.49)
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O que leva a relacao entre as fungoes B-Splines e as fungoes de Bézier, igualando-

se as Equagoes (3.48)) e (3.49):

N(&) = CB(¢) (3.50)

sendo que C é o chamado operador de extracao de Bézier. O tnico dado necessario
para a construcao do operador de extracao de Bézier é o knot vector, sendo ele,
portanto, independente das fungoes de base e dos pontos de controle. O que significa
dizer que a formulacao para o operador é a mesma tanto quanto se trata de B-Splines
quanto se trata de NURBS.

Para a descricao das fungoes tipo NURBS como resultado da combinacao das
funcoes de base de Bézier e do operador de extracao de Bézier é necessario reescrever

a funcao de pesos, W (§):

W(E) =Y Nip(©wi = w" N(¢) = w"CB(¢) = (C"w)"B(¢) = (w")"B(£) = W*(¢)
i=1
(3.51)
onde w® = CTw sao os pesos associados as funcoes de base, ou pontos de controle,

de Bézier.

Escrevendo a Equagao (3.11)) em formato matricial:

R(€) = ——WN(©) (3.52)

W(¢)
Substituindo na Equacao (3.52)) a Equagao (3.50)):

1

R(§) = e

WCB(€) (3.53)

onde W ¢ a matriz diagonal que contém os pesos associados a cada um dos pontos
de controle e, consequentemente, das fungoes tipo NURBS, conforme Secao [3.2.3
A relacao entre os pontos de controle das fungoes do tipo NURBS e os pontos

de controle obtidos apds a decomposicao de Bézier é dada, combinando as Equacgoes
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(3.12), (3.43) e (3.53)), por:

P'= (WY 'C"WP (3.54)

onde W' ¢ a matriz diagonal que contém os pesos de Bézier w®.

A Equagao pode ser interpretada como o mapeamento dos pontos de
controle originais no espago de projecao dos elementos de Bézier criado (Borden
et all 2011). De maneira similar ao que foi realizado na Equacao para B-
Splines.

Multiplicando a Equacao por WP:

W'Pt =C"WP (3.55)

Reescrevendo a Equacao (3.12)) em formato matricial e substituindo nela as Equa-
goes (3.53)) e (3.55]), uma curva construida com fungoes do tipo NURBS descrita ap6s

a decomposicao em polinomio de Bézier é dada por:

O = - RUOP: = PTR) = 15 PPWCB() = 1=(CTW P B(6) =
= g WP B
(3.56)

Exemplos praticos de utilizacao da extragao de Bézier podem ser encontrados

em Borden et al| (2011) e Nguyen| (2011)).
3.5 Analise Isogeométrica Estendida - AIGE

Na Anélise Isogeométrica Estendida (AIGE) o espago de aproximacao da solu-
¢ao obtida via AIG é estendido a partir do enriquecimento das fungoes de base dos
pontos de controle. Torna-se interessante realizar esta operagao, em regioes proxi-
mas a fenomenos geradores de concentragoes no campo de tensoes com fungoes de

enriquecimento locais, previamente conhecidas, que descrevem bem esse fenomeno.
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A estratégia de enriquecimento utilizada na AIGE é derivada de métodos como o
Método das Nuvens (Duarte, [1996), o Método dos Elementos Finitos da Partigao da
Unidade (Babuska e Melenk, 1997) e o MEFG/E (Belytschko e Blackl, [1999; Duarte
et al., 2000)). A diferenca entre estes métodos e a AIGE é a construcao da partigao
da unidade, PU, que neste tltimo ¢é realizada com as fung¢oes do tipo NURBS (Tran
et al., 2015). Um definigdo mais completa do conceito de PU pode ser encontrado
em (Oden e Reddy| (2011)).

As fungodes de enriquecimento locais, Lj;(x), que sao especificas para cada pro-
blema a ser analisado, sao g; funcoes linearmente independentes, definidas para cada

funcao de base ou ponto de controle, x;, como:

(L@, = {Ly(@). (@), oo Ly (@)}, com Lp(x)=1  (3.57)

O conjunto de fungoes de enriquecimento local multiplica a PU, que no caso da
AIGE é formada pelas fungoes do tipo NURBS, definidas na Equagao (3.11)), a fim

de criar o conjunto de fungdes enriquecidas, ¢;;(x):

{ji(®)}iL, = R?(m) X {sz‘(w) i1 (3.58)
sem somatorio em j.

Com base na formulagao apresentada, uma aproximagao genérica @(x) é obtida

através da combinacao linear das funcoes de forma:

n q
a(z) = ZRf;(z){uj + ZLji(a;)bﬂ} (3.59)
j=1 =2
onde u; e bj; sao parametros nodais associados com cada componente R (x) da AIG

e RY(z) - Lji(x) da AIGE, respectivamente.
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3.6 Mecanica da Fratura Linear Elastica

A andlise do comportamento das trincas apresentadas nesse trabalho sera dada
dentro do dominio da Mecanica da Fratura Linear Eldstica (MFLE),em que se con-
sidera que a zona plastica formada ao redor da ponta da trinca é muito pequena
quando comparada ao tamanho do comprimento da propria trinca. Dentro da MFLE
o principal parametro de anélise é o Fator de Intensidade de Tensao, K. A Figura
3.7 mostra os dois modos de deslocamento da superficie de trinca que podem ocor-
rer a depender do carregamento para um problema bi-dimensional. H&4 um terceiro
modo, correspondente ao segmento no plano xz, nao mencionado, porque nao sera
abordado nesse texto. O Modo I esta associado com uma tragao aplicada, também
chamado de modo de abertura e esté relacionado ao parametro K;. O Modo II esté
associado a um esforco de cisalhamento aplicado, é o modo de deslizamento e esta
relacionado ao parametro Kj;. Esses modos podem ser superpostos e combinados,
formando a solucao geral do campo de tensoes e deformacgoes proximos a ponta da

trinca (Tada et al., [1939).

Modo | Modo ll

Figura 3.7: Modos de Abertura de Trinca (Tada et al.,[1939) (Adaptada).

A determinacao do campo de deslocamentos e de tensoes na vizinhanca da ponta
da trinca estende dos conhecimentos da analise de problemas bidimensionais através
da teoria da elasticidade (Szabo e Babuska, 1988| [1991)). Mais detalhes dessa for-

mulagao serdo fornecidos oportunamente na Segao [3.7.3] uma vez que a solugao de
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deslocamentos é utilizada como funcao de enriquecimento da PU dentro do contexto

da AIGE e obviamente também do MEFG/E.
3.7 Funcoes de Enriquecimento

As fungoes de enriquecimento utilizadas na AIGE podem ser quaisquer, tais como
funcoes de salto representando descontinuidades, ou com gradientes singulares asso-
ciados as concentracoes de tensoes. Outro tipo de funcao de enriquecimento muito
utilizada no contexto do MEFG/E sao as fungoes polinomiais também apresentadas
nessa secao. Além disso, até mesmo uma funcao advinda de um outro processo de
solugao resolvido a priori, como por exemplo da técnica global-local, pode ser utili-
zada como funcao de enriquecimento da PU, sendo esta a proposta desse trabalho.

A Técnica Global-Local é apresentada na Secao [3.8]

3.7.1 Funcoes Polinomiais

As fungoes de aproximacao polinomial sao, geralmente, utilizadas para descre-
ver solucoes de comportamento suave. No Capitulo [5| os modelos analisados com
o MEFG/E sao por vezes enriquecidos com essas fungoes polinomiais a fim de au-
mentar o grau de aproximacao da solugao. Somente a primeira e a segunda funcgoes
monomiais sdo usadas neste trabalho para enriquecer a PU dos nés do MEFG/E
a fim de alcangar aproximagao polinomial quadratica (p = 2) e cibica (p = 3),

respectivamente:

{Li(@)}, = {1, (x ;jxj>, (y ;jyj) } (3.60)
we={ (52). (452) (57) - (552) ) oo

onde z; = (x;,y;) s@o as coordenadas dos nds j e h; é o diametro do circulo que

circunscreve o maior elemento finito que compartilha o n6 j. A subtragao pela
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coordenada nodal e divisao pelo parametro h; tem o objetivo de reduzir erros de

arredondamento durante a analise numérica (Duarte et al., 2000).

3.7.2 Funcoes de Heaviside

A funcao de Heaviside é usada para introduzir descontinuidades no modelo, como
no caso da presenca de segmentos de trinca. Ela foi inicialmente proposta, quando
sua utilizagao foi aliada ao MEFG/E, por Moés et al.| (1999) para modelos bidimen-
sionais e posteriormente em Sukumar et al. (2000) para modelos tridimensionais.
Em [Luycker et al.| (2011)); (Ghorashi et al.| (2012); Tran et al.| (2015); Bhardwaj et al.
(2013) a fungdo de Heaviside foi utilizada aliada a AIGE para modelos 2D e em
Singh et al.| (2018) para modelos tridimensionais.

Seguindo Moés et al.| (1999)), H(x) pode ser dada por:

H(z) = Hoewmatn g (3.62)
0 caso contrdario

Na Equagao (3.62),  é o vetor posi¢ao do ponto de célculo de H(x), * é o

vetor posicao do ponto mais proximo de @ que estd contido na trinca e n é o vetor

normal a face da trinca.

3.7.3 Funcoes de Enriquecimento com Derivadas Singulares

Alguns problemas contém caracteristicas, tais como cantos, reentrancias e trincas
que sao muito pobremente descritos via AIG, apenas. Nesses casos, convém utilizar
fungoes com singularidades em suas derivadas e descontinuas para melhor descrever
os campos de tensao e deslocamento que nao se comportam de forma suave.

Com o objetivo de reproduzir a singularidade no campo de tensoes produzida
pela ponta da trinca, dois tipos de fungoes sao tipicamente usadas. Sao as fungoes
conhecidas como OD e BB, conforme descrito em [Park et al.| (2009). As fun¢ées OD,
que sao utilizadas nesse trabalho, derivam da teoria da elasticidade conforme comen-

tado na Secao (Szabo e Babuska, 1988, |1991)). Essas fungoes foram utilizadas por
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Oden e Duarte (1997) em problemas bidimensionais e em problemas tridimensionais
por Duarte et al.| (2000). Ja as fungoes BB foram propostas por Belytschko e Black
(1999) para problemas de qualquer dimensao. Na sequéncia a teoria e formulagao
das fungoes OD sao apresentadas.

Para o entendimento das fungoes de singularidade mencionadas, considera-se um
modelo bidimensional, com a concavidade descrita por bordas retas que se encontram
no vértice O de coordenadas (O,,0,), Figura . O angulo de abertura entre as
bordas é dado por 27-« e, alinhado com sua bissetriz, tem-se o eixo cartesiano local
(&,m) e o eixo local de coordenadas polares (r,6), ambos com a mesma origem no

vértice O, (Szabo e Babuska, |1988)).

Figura 3.8: Eixos em duas dimensoes associados com a ponta da trinca.

Na vizinhanga do vértice, o campo de deslocamentos wu(r, #), pode ser descrito

CO1mo:

oo (1) (1)
ug(r, 0) ugs (r,0) ugs (r,0)
u(r, ) = { } => [A§” { “ + AP S (3.63)
uy(r,0) = U (r,0) Uy ; (r,0)
Na Equacao (3.63)), u¢(r, 0) e u,(r, ) sdo os componentes do vetor u apresentado

nas diregoes &- e 1-, respectivamente, os indices (I) e (II) referem-se as contribuigoes
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associadas aos modos I e II de abertura entre as bordas, e o indice j refere-se aos
termos da série infinita que descreve o campo de deslocamentos.
Considerando que o modelo esta livre de tragao nas bordas retas e desconside-

rando as forcas de corpo, tem-se que ug), u;?, ugl) e u%-[):

{ {/{ - Qg-l)()\gl) + 1)} cos)\g.l)ﬁ - /\gl)cos(/\gl) - 2)9} (3.64)

)
Ugl) (r,0) = r_{ {/ﬁ - Q(-Q)(A§2) + 1)] sen)\f)H — A§-2)sen()\§2) - 2)9} (3.65)

J

e

roi
Ufé) (r,0) = ﬁ{ {/@ + Q;l)()\y) + 1)] sen)\§~1)9 + Ag-l)sen()\gl) — 2)6} (3.66)
up (1, 0) = — 5 { [m + QPP + 1)} cosA?0 + AP eos(A? — 2)9} (3.67)

Para o caso de trincas, as bordas se encontram, ou seja, a=2r. Desta maneira

tem-se )\5-1) :)\g-m =\

1 j+1
A=< AN=5—— j>2 :
=5 n=ll- > (369
As constantes do material k e G:
k=3—4r +— Estado plano de deformagao (EPD) (3.69a)
3
K ” +— Estado plano de tensao (EPT) (3.69b)

:1—|—y
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E
¢= 2(1 + v) (3.70)

onde v é o coeficiente de Poisson, £ é o médulo de elasticidade longitudinal do

material e G é o mddulo de elasticidade transversal.

Para trincas, os parametros Qf e Q}":

-1 =357
Q; = ) (3.71)
A j=1,246,...

1 j=1,2,4,6,.
= o (3.72)
—A® =357,

Nas Equacoes (3.71)) e (3.72)) a varidvel Ags):

Y|
A® = s=1,2 3.73
J (s)
A +1

Por fim, faz-se necessaria a transformacao das fungoes para o campo de desloca-
mentos, Equagoes (3.64] - [3.67]), das coordenadas cartesianas locais para as coorde-

nadas cartesianas globais:

(- ,an (n ,un

Yaj U | o J Y Ve (3.74)
NORNC) ORI '
YJ Y Uy Uy

onde T é a matriz de transformacao que aplicada ao vetor u, descrito nas compo-
nentes £ — e n—, permite obté-lo nas componentes r— e y—.

Assim, a matriz resultante da Equacao (3.74)) representa a aproximacao local a
ser utilizada na AIGE. Por ultimo, deve ser destacado que prevalece na literatura
para o caso de problemas bidimensionais o uso de somente o primeiro termo da série
na Equacao (3.63)). Por essa razao, neste trabalho, a Equagao (3.74)), a ser usada
no processo de enriquecimento das aproximacoes pelo MEFG/E ou pela AIGE, é

particularizada para j = 1.
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3.8 Técnica Global-Local

Segundo Duarte e Kim! (2008), a eficicia do MEFG/E esta intimamente ligada a
escolha das funcoes de enriquecimento mais adequadas para determinado problema.
Dentro desse contexto, foi proposto o MEFG/E acrescido da técnica Global-Local
(MEFG/E#!), no qual uma funcao de enriquecimento personalizada ¢ criada a partir
da andlise local das regioes de concentracao de tensoes do problema e essa ¢é utilizada
dentro da analise via MEFG/E do problema completo. Trata-se de um recurso
importante porque, muitas vezes, fungoes de enriquecimento polinomiais e singulares
nao sao capazes de descrever de maneira satisfatéria o comportamento de fendomenos
de interesse.

A técnica Global-Local consiste em realizar trés etapas distintas e complemen-
tares. Na primeira etapa soluciona-se um problema denominado “global”, preferen-
cialmente, um problema com malha de discretizacao grosseira que compreende todo
o dominio do modelo e, geralmente, nao sao descritos os fenomenos geradores das
concentracoes de tensoes, ou seja, nenhuma singularidade precisa ser representada,
via enriquecimento, nessa etapa. Em seguida, na segunda etapa, define-se o pro-
blema denominado “local” que abrange a regiao onde se estima que vao ocorrer as
concentracoes de tensao, refina-se a malha dessa regiao e aplicam-se como condigoes
de contorno os deslocamentos e/ou tensoes calculadas no problema “global” neste
problema “local” que, nesta etapa, é resolvido em separado. Por fim, na iltima
etapa, a solucao numérica “local” pode ser utilizada como funcao de enriquecimento
compondo a Equacao e ampliando o campo de solugoes do dominio “global”
com o objetivo de realizar uma andlise final do problema (Alves| 2012).

A Figura[3.9mostra, resumidamente, as etapas da estratégia Global-Local. Nota-
se ainda na Figura que deve ser transmitida a solucao do problema global
como condigoes de contorno para o dominio local. Estas condigoes de contorno
podem ser de Neumann, Dirichlet ou Cauchy. As condigoes de contorno de Neumann

estao relacionadas a imposicao de tensoes, as de Dirichlet correspondem a imposicao
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de deslocamentos e as de Cauchy sao um misto entre a imposicao de tensoes e

deslocamentos. A imposi¢ao pode ser feita via método da penalidade.

TRANSFERE
CONDICOES DE

CONTORNO

ENRIQUECE
RERERRERRAR PROBLEMA
GLOBAL

RESOLVE
PROBLEMA
LOCAL

Problema Global

Figura 3.9: Estratégia Global Local (Adaptada) , 2012]).

Para reduzir erros advindos da utilizacao da solugao de um problema Global com
malha grosseira, a imposicao das condi¢oes de contorno para o problema Local, uti-
lizando a técnica Global-Local pode ser feita de forma iterativa. Assim, na primeira
iteragao, o modelo local é analisado considerando-se as condigoes de contorno reti-
radas do problema global com aproximagao grosseira. Depois de obtida a solugao
do problema global enriquecido, esse agora servira de base para a descri¢cao de novas
condigoes de contorno. O problema Local é entao resolvido novamente e, assim, o
problema global serd novamente solucionado com esse novo enriquecimento. Esse
processo se repete quantas vezes for necessario. Pode-se impor uma tolerancia a ser
alcancada pela norma de energia ou fatores de intensidade de tensao, por exemplo,
para determinar a convergéncia das iteracoes. Tal processo iterativo é muito util e

pode ser utilizado até mesmo no caso de trincas coesivas em que se deseja modelar o
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amolecimento do material a medida que a trinca se propaga (Kim e Duarte, |2015)).
Em geral, poucas iteragoes no processo Global-Local sao necessarias até se alcangar
a convergéncia de resultados, obtendo-se uma convergéncia mais rapida para o caso
de imposigao das condigoes de contorno de Cauchy (Gupta et al. 2012).

Nesse trabalho, propoe-se, pela primeira vez, a extensao dos conceitos da téc-
nica global-local para andlises realizadas via AIGE, criando uma fungao de enri-
quecimento personalizada para ser utilizada préximo aos fenomenos geradores de

concentracao de tensoes.

3.8.1 Formulacao da Técnica Global- Local

A formulagao dos trés problemas que envolvem a técnica Global-Local, ainda que
semelhantes, apresenta particularidades que merecem ser destacadas e que facilitam
o entendimento de cada uma das etapas de resolucao do problema, isoladamente.
Por esse motivo, trata-se nessa secao as formulacoes do problema Global, Local e

Global Enriquecidos de maneira separada.
3.8.1.1 Problema Global

Inicialmente, considera-se o problema de elasticidade bidimensional, cujo con-
torno do dominio global é decomposto em Qg = Q% U 9Q% com 9N N ONL =
©, sendo d e n referentes as regides em que as condigoes de contorno de Dirichlet e
Neumann sao respectivamente aplicadas. A Figura [3.10] apresenta esses contornos,
para um modelo hipotético, que mostra uma chapa, que em seu centro ha uma trinca
horizontal e estd submetida a uma forca distribuida em parte do contorno 9% e
também hd uma restrigao em seu lado direito, ou seja, no contorno 9QZ.

Considerando-se ausentes as forgas de corpo, a equacao de equilibrio para o
problema global é a mesma daquela apresentada nas Secoes e[3.3.5

O problema representado através do equilibrio diferencial descrito na Equacao
pode ser resolvido de maneira aproximada na sua forma variacional descrita

a seguir:
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n ~eyd
Qs B 0 8. N 60

d
Q. \ (00 N Q) 0Q.:N Q0

RERRRRRREER
0Qo 0Q.

Figura 3.10: Dominios Global e Local mais refinado para melhor representagao do
campo de tensoes proximo a ponta da trinca de um problema genérico com os

respectivos contornos .

Encontre a € Y%(Q¢) C 1 (Qe) V 02 € x%(Q0)

/ e’ (v)o(ad)dQ = / (v2)TtdT (3.75a)
Q¢ oy,

/ e’ (vd)o(ad)d+n / voagdl = / (v&)tdl + 7 / veugdl (3.75b)
Qc o0 o0y o0

Na Equacao , tem-se que Y% (Qq) é a discretizagao de S (Qg), um espago
de Hilbert de ordem um definido em g, construido pelo método discreto utilizado
(MEF ou MEFG/E, Equagao (3.75h), ou AIG ou AIGE, Equagao (3.75b)). No caso
da AIG, a aproximagao 4 é construida como na Equagao e para AIGE de
acordo com a Equagao (3.59). Nao foram apresentadas as equagoes para a solugao
do problema global utilizando o método de Nitsche, pois, ele nao foi utilizado. A

justificativa dessa escolha é apresentada em detalhes no Capitulo
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Nesta primeira etapa, a funcao enriquecedora Lj; na Equacao (3.59)) pode ser
qualquer funcao, como por exemplo uma fungao polinomial ou descontinua, de gra-
diente singular, ou até mesmo nao ser utilizada nenhuma func¢ao enriquecedora. Ou
seja, pode-se criar um problema global inicial enriquecido de forma a melhorar a

transmissao de condi¢oes de contorno para o problema Local, caso seja de interesse.
3.8.1.2 Problema Local

Considera-se, inicialmente, o subdominio Local €27, que esta contido no dominio
Global Qg. O problema Local é resolvido no dominio €2;, depois que a primeira
etapa global foi resolvida e se dispoe da solucao global inicial 4. Nesta segunda
etapa, busca-se a solugao do problema local @y. Os contornos do dominio Local sao
divididos em: 99, NN, 90, N INE e IQL\ (92, N INg), ilustradas pela Figura
.10

O problema representado através do equilibrio descrito na Equacao pode
ser resolvido de maneira aproximada na sua forma variacional descrita a seguir,
considerando que o dominio do problema local esté afastado do contorno de Dirichlet

do problema global:

Encontre u;, € XL(QL) C %1<QL) Yo, € XL(QL)

/ GT(’UL)O'(’&L)CZQ + 77/ ('UL)T’&,LdF =
Qr N\ (0Q2LNING) (3 76)

/ (v)"tdl + / (vr)" (t(ag) + nag)dl
9Q,NOQY, oL\ (002,NO0G)

onde Yr(Qr) é a discretizacao de #1(2), um espago de Hilbert de ordem um
definido em €, construido pelo método discreto utilizado (MEF ou MEFG/E ou
AIG ou AIGE). No caso da AIG, a aproximagao 4% ¢ construida como na Equagao
(3:20) e para AIGE de acordo com a Equagao (3.59). J4 o indice L refere-se aos

parametros Locais e G' aos parametros Globais, n é o parametro de penalidade para

imposicao dos deslocamentos transferidos a partir da solucao do modelo global.
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Para a formulacdo do problema Local, segundo Kim et al.| (2010]), pode-se definir
que tipo de condigoes de contorno serao transmitidas do problema Global para o
Problema Local. Conforme mencionado anteriormente, podem ser transmitidos trées

tipos de condigoes de contorno, sao elas:

e Condicoes de contorno de Neumann: sao transmitidas informacoes de tensoes.
Nessa caso 1 é tomado como zero, implicando em um problema mal posto e

sem solugao se as tensoes nao estiverem devidamente equilibradas.

e Condicoes de contorno de Dirichlet: sao transmitidas informagoes de desloca-
mentos. Utiliza-se um valor muito elevado que faz com que a aplicagao das

tensoes (termo (¢(a%)) da Equagao (3.76))) torne-se irrelevante.

Segundo Duarte e Kim! (2008)), uma boa aproximacao para o parametro de

penalidade () é:
n=10%-E-J (3.77)

onde F é o mddulo de elasticidade do material e J é o Jacobiano da transforma-

¢ao do elemento global que origina o elemento local da malha, respectivamente.

e Condicoes de contorno de Cauchy: equivale a combinacao dos dois tipos an-
teriores. Nesse caso, utiliza-se um parametro 7 = Kk bastante menor do que o
n utilizado nas condigoes de Dirichlet e, assim, permitindo que forca e deslo-
camentos sejam impostos no contorno. Empiricamente o valor de k é igual a

(Kim et al., [2010):

E
n/‘/OJ

onde F é o moédulo de elasticidade do material, n é a dimensao do problema

(3.78)

R =

analisado, V{ e J sao o volume e o Jacobiano da transformacao do elemento

global que origina o elemento local da malha, respectivamente.
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Nesse trabalho optou-se por impor as condigoes de contorno oriundas do pro-
blema global no problema local por deslocamentos, por simplicidade de aplicagao

sem que os resultados sejam comprometidos. A Equagao (3.76) se reduz, entao, a:

| ewo@any (vr)" Tl =
o, 00, (99,100) (3.79)

/ (vr)"Edl + 7 / (vp)"aldr
o0 LNONY L\ (9QLNING)

3.8.1.3 Problema Global Enriquecido

De posse da solucao u, retorna-se ao problema global a fim de utilizar essa
solugao como enriquecimento da PU deste mesmo problema global e assim obter a
sua solugao aZ.

As funcgoes de forma do problema Global enriquecido sao agora modificadas, com
a inclusao no conjunto { L ji(:zz)}, Equacao , da solucao do problema local. Para

o caso da AIGE tem-se:

{Lji(@)}Ly = {1 Lja(), ... Ljg(x), @r} (3.80)

O problema representado através do equilibrio descrito na Equacao (3.27) pode

ser resolvido de maneira aproximada na sua forma variacional descrita a seguir:

Encontre af € xE(Qg) € 21 (Qq) V vE € YE(Q¢)

/ e’ (vE)o(ak)dQ = / (vE) tdl (3.81a)
Q¢ o0

/ e’ (wE)o(ag)dQ +n / vEaldl = / (vE)Ttdl + 1 / vEugdl (3.81Db)
Q¢ 004, oz, 00,

onde YE(Qg) ¢é a discretizacio de S#1(Q¢), um espago de Hilbert de ordem um
definido em ()¢, construido, neste caso, pelas fungoes de aproximagao originais do

problema global, acrescidas daquelas enriquecidas com a solugao do problema local,
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de acordo com o método discreto utilizado (MEF ou MEFG/E, Equagao (3.81k), ou
AIG ou AIGE, Equagao (3.81p)). No caso da AIG, a aproximagao 4 ¢ construida
como na Equacao (3.20) e para AIGE de acordo com a Equacao . Nao foram
apresentadas as equagoes para a solucao do problema global utilizando o método de
Nitsche, pois, ele nao foi utilizado. A justificativa dessa escolha é apresentada em
detalhes no Capitulo [5]

Por fim, a solugao a5 sera:

n q
j=1 =2
onde ¢; ¢ um parametro nodal relacionado ao nimero de graus de liberdade acres-

cidos ao problema Global em virtude da solucao do problema Local.

3.8.2 Dominio Local

A escolha do dominio local pode ser diferente quando o MEFG/E ou a AIGE sao
utilizados para definir a aproximagcao do problema global. Em geral, o dominio local
minimo do MEFG/E pode ser menor do que aquele utilizado na AIGE. A Figura
3.11| mostra de forma esquemaética o dominio local minimo necessario numa modela-
gem feita utilizando o MEFG/E. Considerando uma trinca cruzando dois elementos
da malha global mostrada na Figura [3.11a), o tamanho minimo do dominio local
abrange a nuvem de elementos atravessada pela trinca, Figura m(b)

A mesma ideia da Figura é valida para a AIGE quando a aproximagcao
polinomial é linear p = 1. Para outros graus de aproximacao polinomial, entretanto,
outra abordagem precisa ser realizada. Nesses casos, o suporte da PU, Equacao
¢ maior do que os elementos fisicos que contém os pontos de controle, entao é
necessario que o dominio local abranja toda a regiao compreendida pelo suporte da
PU dos pontos de controle enriquecidos com a solu¢ao numérica do problema local.

As Figuras [3.12) e [3.13] a mesma malha fisica da Figura [3.11] mas agora com os

pontos de controle cujo suporte é atravessado pela trinca quando p = 2 e p = 3,
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R I S A N N )

(a) (b)

Figura 3.11: (a) Em verde, nds associados as fungoes de enriquecimento local
obtidas numericamente. (b) Regido local minima correspondente. Em azul escuro
estao representados os elementos completamente enriquecidos pela solugao
global-local e em azul claro a regiao de mistura.

respectivamente. Aqui também existe uma camada de elementos que nao é comple-

tamente enriquecida pela solugao local, definindo para a AIGE a regiao de mistura.

NN O N N NN

(@) (b)

Figura 3.12: (a) Em verde, os pontos de controle enriquecidos pela estratégia
global-local na AIGE com aproximagao quadrética p = 2. (b) Regiao local minima
correspondente. Em azul escuro estao representados os elementos completamente
enriquecidos pela solucao global-local e em azul claro a regiao de mistura.
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Figura 3.13: (a) Em verde, os pontos de controle enriquecidos pela estratégia
global-local na AIGE com aproximagao cibica p = 3. (b) Regiao local minima

correspondente. Em azul escuro estao representados os elementos completamente
enriquecidos pela solucao global-local e em azul claro a regiao de mistura.

Comparando as Figuras [3.11} [3.12] e [3.13] pode-se observar que quanto maior o

grau de aproximagcao polinomial na AIGE, maior é o dominio local minimo necessario
para a correta descricao da trinca no modelo local via solugao de enriquecimento
numericamente obtida previamente.

Em resumo, se o problema global é representado pelo mesmo grau de aproxi-
macao polinomial e regides equivalentes serao completamente enriquecidas com as
solucoes numéricas vindas do problema local, a AIGE requer um dominio local e
uma regido de mistura maior ou igual & do MEFG/E. O dominio local maior au-
menta o custo computacional da segunda etapa da solucao global-local. Por outro
lado, uma maior zona de mistura, nesse caso, pode ter um comportamento seme-
lhante a zona buffer, ja que os elementos mais distantes da ponta da trinca sao
pouco influenciados pelo enriquecimento. Isso implica em uma maior distancia en-
tre a regiao de enriquecimento completo e o contorno, fazendo com que a solucao
global transferida seja menos influenciada pela presenca da trinca. Pode-se entao

melhorar a qualidade dos enriquecimentos globais-locais sem a necessidade de um
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ntumero grande de ciclos do processo de solucao iterativo, (Gupta et al.,2012). Além
disso, as aproximagcoes polinomiais de maior ordem da AIGE requerem um nimero
menor de graus de liberdade quando comparados ao MEFG/E. Por essas duas carac-
teristicas, o tamanho da regiao de mistura e o nimero menor de graus de liberdade,
podem compensar o custo mais elevado do problema local, reduzindo o tempo de

processamento computacional geral.
3.9 Condicionamento do Sistema de Equacoes

O condicionamento das matrizes que envolvem o célculo da AIGE, sobretudo
da matriz de rigidez, sao investigados nesse trabalho. Dessa maneira, espera-se que
matrizes com um bom condicionamento sejam menos sujeitas a erros numéricos e
por isso, produzam solucoes mais confidveis aos modelos propostos.

E sabido que as anélises realizadas com o0 MEFG/E apresentam frequentemente
problemas de mau condicionamento, conforme reforgado por Gupta et al.| (2015)). O
fato do MEFG/E se utilizar frequentemente do enriquecimento formado por fungoes
polinomiais para aumentar o grau de aproximacao polinomial das solugoes, leva a
casos de dependéncia linear na matriz de rigidez semi-definida positiva, mesmo apos
a eliminagao dos movimentos de corpo rigido. Para se contornar tal problema e
se extrair a solucao do sistema de equacoes resultante, sao empregadas estratégias
como a proposta por [Strouboulis et al. (2000). Tais estratégias possibilitam a so-
lugao do problema, mas nao eliminam a deterioracao do condicionamento a medida
que os enriquecimentos polinomiais sdo acrescentados a aproximacgao. |Ling| (2015)
destaca que, ainda que em menor escala, outros tipos de enriquecimento utilizados
no MEFG/E também s@o capazes de piorar o nimero de condi¢ao das matrizes en-
volvidas. Para estes casos, contudo, sao utilizadas versoes estaveis para o Método
dos Elementos Finitos Generalizado em diversos trabalhos propostos a partir do

importante artigo de |Babuska e Banerjee (2012)).
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Alternativamente ao enriquecimento polinomial, a elevacao do grau de aproxima-
¢ao polinomial dentro da estrutura da AIGE torna-se uma boa opg¢ao para reduzir o
impacto sobre o numero de condicao do sistema de equagoes. Além disso, o acréscimo
de graus de liberdade na AIGE é significativamente menor quando sao realizadas
analises com bases quadraticas ou cubicas, por exemplo, quando comparadas as mes-
mas andlises utilizando o MEFG/E. Esse aspecto gera matrizes de rigidez menores
e mais simples de serem solucionadas a partir das metodologias iterativas.

Segundo Szabo e Babuskal (1991)), o ntiimero de condi¢ao de uma matriz K simé-
trica pode ser definido como sendo a razao entre o seu maior (Aqe) € menor (Ayin)

autovalor. O ntimero de condigao é dado por:

C(K) := >1 (3.83)

min
Uma definicao mais genérica do ntimero de condic¢ao é apresentada por Strang

(1976)), diferenciando-se da defini¢ao cléssica apresentada na Equagao (3.83). Trata-

se conforme:

C(K) = ||K|| [[K]] (3.84)

onde,
|| K| é a norma de K;
[|[K~!|| é a norma da inversa de K;

Neste trabalho, a definicao mais genérica do calculo do niimero de condigao da
matriz de rigidez é utilizada, tendo em vista que tal procedimento ja se encontra
implementado dentro da plataforma computacional utilizada e é, portanto, de mais
facil adaptacao para a AIGE. Além disso, a matriz de rigidez que sera utilizada
para esse calculo sofre uma pequena modificacao, definindo-se a matriz de rigidez

escalonada K:

K =DKD (3.85)
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onde D é a matriz diagonal definida por:

_ 5o
Dy, = —i (3.86)
e 0;; ¢ o delta de kronecker.
O numero de condigao sera calculado com base na norma || - ||2 sobre a matriz

de rigidez escalonada, como recomendado por |Gupta et al|(2013). Desta maneira

chega-se ao nimero de condicao escalonado:

def ~ _ — N ~
k(K) := ky(K) = koy(DKD) = || K|]5 [|[ K2 (3.87)

Assim, quanto maior o valor do nimero de condicao escalonado, pior condicio-
nada estd a matriz. Além disso, a medida que se refinam os modelos a tendéncia é

que esse valor de condicionamento aumente.
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Capitulo 4

Aspectos Computacionais

Para o presente trabalho decidiu-se fazer a implementacao da Analise Isogeomé-
trica Estendida com fungoes de enriquecimento global-local no ambiente INSANE,

por esse ser um programa computacional robusto, aberto e de facil ampliacao.
4.1 Principais Aspectos do Sistema INSANE

O INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment) é um sistema compu-
tacional em desenvolvimento do Departamento de Engenharia de Estruturas (DEES)
da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG), implementado em linguagem de
programagcao JAVA e que utiliza o paradigma da Programacao Orientada a Obje-
tos (POO) (Fonseca e Pitangueira, 2007). O INSANE foi expandido no trabalho de
Alves et al.| (2013) para permitir andlises pelo MEFG/E. O enriquecimento com fun-
¢oes representativas do campo de tensoes singulares na vizinhanca da ponta de uma
trinca, bem como o uso da técnica Global-Local, foram validados para os problemas
de estado plano de tensdo e de deformagao em Alves (2012) e para problemas tridi-
mensionais em [Santos| (2018)). Uma abordagem mais completa da técnica global-local
tem sua implementagao apresentada em Malekan et al.| (2017) em que foi estendida
para problemas de placas e Fonseca| (2019) em que a propagacao de trincas, descrita
a partir do problema local, é automatizada. Cabe ao presente trabalho, expandir o
sistema INSANE e torna-lo capaz de realizar andlises via AIG, AIGE e AIGE com

enriquecimento via técnica global-local (AIGESL).
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O INSANE pode ser dividido em trés aplicagoes, pré-processador, processador
e pos-processador. A primeira e a ultima sao responsaveis, respectivamente, pelas
entradas e saidas de dados do programa, via interface grafica e arquivo, ou seja,
materializam a interacao homem-méaquina. Por sua vez, o processador é responsavel
pela resolugao dos modelos ja que representa o nicleo numérico do sistema para
os diversos métodos de resolugao, como, por exemplo, o MEFG/E. A estrutura do
nicleo numérico é composta pelas interfaces Assembler e Persistence e as classes
abstratas Model e Solution. Através do diagrama de classes Unifield Modeling Lan-
guage (UML) apresentado na Figura ¢é possivel observar esses componentes e a

relagdo existente entre eles (Fonsecal, 2008)).

<<interface>>
java.util.Observer

java.util.Observable <<interface>> java.util.Observable
Persistence

? -

Model Solution

<<interface>>
Assembler

Figura 4.1: Diagrama UML do Ntcleo Numérico do INSANE (Alves, [2012)).

A interface Assembler é responsavel pela montagem do sistema de equagoes
matricial que resolve aproximadamente um problema de valor de contorno e de valor
inicial. Para o caso especifico do MEFG/E, a classe GFemAssembler que implementa
Assembler. O sistema matricial de segunda ordem a ser montado é apresentado na

equacao:

AX +BX +CX =D (4.1)
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Na Equagao , A, B e C sao matrizes de coeficientes, D é um vetor com
os termos independentes do sistema de equagoes e X representa o vetor solucao do
sistema, contemplando o caso geral de um problema de valor inicial e de contorno.

Segundo |Alves (2012)), simplificando para o caso de andlise estrutural estatica
elastica linear, os dois primeiros termos sao eliminados e as matrizes e vetores resul-

tantes sao mostrados nas equagoes:

K,.. K,| [X. D
P =7 (4.2)
K, K,| |X, D,
DP Np Ep
= + (4.3)
D, N, E,

Na Equacgao , K representa a matriz de rigidez, X o vetor de deslocamentos,
D o vetor de forgas nodais. Na Equagao , hé a decomposicao do vetor D, que
se separa nas parcelas IN que representa as forgas aplicadas diretamente nos nos e
E que inclui as forcas nodais equivalentes. E importante mencionar que os indices
u e p significam incognitos e prescritos, respectivamente.

A classe abstrata Model organiza a forma como sao armazenadas as informagoes
referentes ao modelo discreto. Estende-se dela a classe GFemModel, especifica do
método MEFG/E.

A interface Persistence faz a comunicacao entre a Classe Abstrata Model e a
Classe Abstrata Solution a partir da interpretagao de dados de entrada e o forneci-
mento de dados de saida para outras aplicacoes.

A classe abstrata Solution retine os recursos necessarios para a solugao do sistema
matricial. Na abordagem do MEFG/E, dependendo do tipo de enriquecimento no-
dal utilizado, é possivel que seja criada uma matriz de rigidez positiva semi-definida

tornando a solucao do sistema existente, porém nao tnica. Exige-se, neste caso, a
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aplicagao de procedimentos especiais para a soluc¢ao deste tipo de problema (Strou-
boulis et all 2000) que se encontram implementados em Solution.

Uma classe abstrata importante para esse trabalho é a EnrichmentType. A re-
ferida classe reune, de forma geral, os métodos necessarios para realizar o enrique-
cimento das fungoes de forma via MEFG/E, independentemente do tipo de fungao
de enriquecimento local utilizada. Nela é possivel chamar métodos que retornam as
funcgoes de enriquecimento multiplicadoras da PU e suas derivadas nas trés diregoes.

Os diversos tipos de enriquecimento das funcoes de forma estendem da classe
EnrichmentType e sao utilizados na composicao das fungoes de forma enriquecidas.
As funcoes de forma enriquecidas sao montadas na classe EnrichedShape.

A Figura mostra, resumidamente, como se dd o processamento no INSANE
da montagem da matriz de rigidez de um modelo para o MEFG/E, considerando
que os dados de entrada ja foram fornecidos pelo ator através de arquivo texto ou
entrada grafica.

Na Figura [4.2] os nimeros e letras representam:

1 - Montar/Retornar a Matriz de rigidez para o modelo.

2 - Montar/Retornar a Matriz de rigidez para cada elemento.

3a - Consultar elemento e retornar tipo de modelo de anélise.

4a - Consultar/Retornar tipo de modelo de andlise.

3b - Consultar elemento e retornar coordenadas naturais e propriedades dos
materiais.

4b - Consultar degeneracao e retornar coordenadas naturais e propriedades dos
materiais.

3c - Consultar elemento e retornar funcao de forma e derivadas.

4c - Informar incidéncia e retornar funcao de forma e derivadas.

5c - Consultar /Retornar Partigdo da Unidade.

6¢ - Consultar cada né e retornar fungao de enriquecimento.
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Ator: i ‘ A

GFemAssembler|

LOOP ELEMENTOS

2 2
y H
GFemParametric [ X x X x L
3ai | 3bi 3¢ ; 3di | el
GFemElement  -----+ x i Tt S boeees
4al '

GFemAnalysisModel

Degeneration 5 :
LOOP DEGENERACAO (COORDENADAS NATURAIS)
Enrichedshape R f "Ih ...........................
5¢i 6C :
Shape :
Node s : '”"'f 4 ' T
“Loop : 7c
N INCIDENCIA
EnrichmentType[ — x

LOOPLDIFERENTES TIPOS
DE ENRIQUECIMENTO

Figura 4.2: Diagrama de Montagem de Matriz de Rigidez no INSANE (Adaptada)

(Aves p0r2).

7c - Consultar cada tipo de enriquecimento e retornar a fungao de enriqueci-
mento.

3d - Fornecer fungao de forma e derivadas e retornar matriz B, fator de integracao
e Jacobiano da transformacao.

3e - Consultar degeneracgao e retornar funcao peso.

Ainda na Figura as classes ilustradas, nao mencionadas no texto até este
momento, sao descritas de forma simplificada a seguir (Alves| [2012):

Degeneration - Representa os pontos de integragao e propriedades geométricas.

Shape - Representa a funcao de forma do elemento.

Node - Representa a entidade nd e as informacoes discretas associadas a ele.
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GFemElement - Representa o elemento finito.

GFemAnalysisModel - Representa o modelo de andlise do elemento.

GFemParametric - Responsavel pelas informacoes dos elementos paramétricos.

A Figura apresenta, de forma concisa, como se faz a montagem da matriz de
rigidez dentro da classe GFemParametric no caso do enriquecimento via estratégia
Global-Local, para a terceira etapa da técnica, problema Global enriquecido, Secao
3.8.1.3] Nas outras duas etapas, o procedimento é o mesmo mostrado na Figura [1.2]
Os numeros apresentados na Figura [4.3] representam:

1 - Montar/Retornar a Matriz de rigidez para o modelo.

2 - Montar/Retornar a Matriz de rigidez para cada elemento.

3 - Consultar/Retornar func¢ao de forma e derivadas.

4 - Consultar/Retornar cada tipo de enriquecimento.

T

Actor 1 1

GFemAssembler [-—--- { ,,,,,,
‘ M :

LOOP NOS ELEMENTOS PAI

QEIReanEeE 1 LOOP NOS ELEMENTOS FILHO

LOOP NAS COORDENADAS NATURAIS

3 3
h 4
| |
EnrichedShape INC%[?EOPEZFI!QDO A
EI EMENTQ
4
EnrichmentType il

LOOP NOS TIPOS DE ENRIQUECIMENTO

Figura 4.3: Diagrama de Montagem de Matriz de Rigidez na Classe
GFemParametric, usando a técnica Global-Local (Adaptada) (Alves, 2012).
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Uma vez que a formula¢do da AIGE é muito similar ao do MEFG/E, tendo
como diferenca basica a funcao de base utilizada tanto para a solucao do modelo
sem enriquecimento quanto aquele enriquecido, muito da implementacao ja existente
para o MEFG/E serd aproveitada e/ou ampliada. Assim, mais uma vez a utiliza¢ao
do sistema INSANE se justifica, pois com ajustes pontuais a estrutura da AIGE,

apos a implementacao da AIG, podera ser empregada.
4.2 Ampliacao do Sistema INSANE

A partir do estudo do arcabouco ja existente no sistema INSANE, propoe-se a
expansao do mesmo para que este se torne capaz de solucionar problemas via Anélise
Isogeométrica. A ideia inicial é adaptar a entrada de dados para que esta seja capaz
de capturar os dados necessérios a AIG, tais como campos a serem preenchidos para
coletar informacgoes do Knot Vector, dos pontos de controle, grau de aproximagao
polinomial e do nivel de refinamento desejado para a malha que processara a solugao.
Além disso, é necessario tornar o sistema capaz de fazer a leitura do parametro de
penalidade para posteriormente ser utilizado na imposi¢ao das condigoes de contorno
do problema, através do Método da Penalidade ou Nitsche, uma vez que as fungoes

de base B-Splines e NURBS sao nao interpolatérias.

4.2.1 Ampliacao para modelagem da AIG

Para tornar possivel que os modelos sejam solucionados através da AIG, classes
semelhantes as ja existentes para o MEF foram criadas derivando-se dessas originais.
A classe IgaModel foi estendida da classe FemModel que por sua vez estende da classe
Model, que teve sua funcao descrita na Secao O diagrama UML apresentado
na Figura mostra o diagrama da classe IgaModel, seus principais atributos e
métodos.

Outra importante funcao da classe IgaModel é realizar a extragao de Bézier

apresentada na Secao [3.4l Todos os operadores sao processados nessa classe e como
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Model

FemModel

lgaModel

+ knotVectorX: IVector
+ knotVectorY: [Vector
+ poly: double

+ pRefinament: double
+ knotsToBelnsertedX:IVector
+ knotsToBelnsertedY:IVector

+ cEs: ArrayList<IMatrix>

+ getExtractionOperatorX(): ArrayList<IMatrix>
+ getExtractionOperatorY(): ArrayList<IMatrix>
+ getExtractionOperatorBivariate(): void

Figura 4.4: Diagrama UML da Classe IgaModel.

resultados obtém-se as matrizes de extracao. Essas matrizes sao gravadas, para cada
elemento da malha, no atributo da classe cFEs, conforme evidencia a Figura [4.4]

A classe IgaControlPoint estende da classe Node, também descrita na Secao 4.1}
A maior diferenca da classe IgaControlPoint é a presenga dos pesos de ponderagao
que os pontos de controle precisam ter para serem capazes de juntamente com as
fungoes do tipo NURBS formarem a geometrias de problemas diversos. A Figura
[4.5 ilustra o referido atributo da classe.

As classes criadas para realizar os refinamentos -p e -h e, quando combinadas, o
refinamento -k, dentro da légica do IGA, Segao [3.2.2.3] foram concebidas de forma
independente e podem ser utilizadas e combinadas da maneira que o usudrio preferir
realizar o refinamento da malha. A Figura mostra os principais métodos e atri-

butos dessas classes. A classe PRefinamentB é responsavel pelo procedimento de
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IgaControlPoint

+ controlPointWeight: double

Figura 4.5: Diagrama UML da Classe IgaControlPoint.
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refinamento de elevacao de ordem do grau de aproximacao polinomial da B-Spline

ou da NURBS. As classes HRefinamentlD e HRefinament2D realizam o refina-

mento do tipo insercao de knots de forma a subdividir em mais elementos as malhas

unidimensionais e bidimensionais, respectivamente. Combinagoes entre os métodos

dessas classes sao capazes de realizar o refinamento -k, exclusivo da AIG. Por fim,

as classes Mesh1D e Mesh2D montam as novas malhas refinadas unidimensionais e

bidimensionais, respectivamente.

PRefinamentB

+ controlPointsNew: IMatrix
+ weightsNew: Vector

+ makePRefinamentB(): void
+ makePRefinamentB2D(): void

HRefinament1D

HRefinament2D

+ controlPointsNew: IMatrix
+ weightsNew: [Vector
+ knotVectorNew: IVector

+ controlPointsNew: IMatrix
+ weightsNew: [Vector

+ knotVectorNewXi: Vector
+ knotVectorNewEta: [Vector

+ makeHRefinament1D: void

+ makeHRefinament2D(): void

Mesh1D

+ mountMesh: IMatrix

Mesh2D

+ mountMesh: IMatrix

Figura 4.6: Diagrama UML das classes responsaveis pelo refinamento das malhas

IGA.

Outra parte importante da implementacao diz respeito a criacao das classes que
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descrevem as funcoes utilizadas nas andlises via AIG. Para tanto foi criada uma
interface IgaShape a fim de encapsular as fungoes de base utilizadas nesse trabalho
e outras que ainda poderao ser estendidas do arcabougo ja construido para a AIG.
As principal classe utilizada é a NURBS2D apresentada na Figura 4.7, com seus
principais atributos e métodos. Pode-se perceber pelos métodos implementados na
classe NURBS2D, que as funcoes do tipo NURBS estao sendo construidas a partir
da Extracao de Bézier, Secao 3.4, uma vez que combinam as matrizes de extracao
obtidas na classe Model com as fungoes de base de Bernestein. Além disso, na Figura
[4.7] foi apresentada também a classe NURBS1D, que é o ponto de partida para a
criacao da classe NURBS2D.

«interface»
IgaShape

NURBS1D NURBS2D

+ poly: int + poly: int

+ getShapeFunction(double[], IMatrix, IMatrix, IVector): IVector

+ getDerivedShapeFunction(double[], IMatrix, IMatrix, [Vector): IMatrix
+ getBernesteinX(double[]): [Vector

+ getBernesteinY(doublel]): IVector

+ getBernesteinBivariate(double[]): IVector

+ getBernesteinDerivedX(double[]): IVector

+ getBernesteinDerivedY (doublel[]): IVector

+ getBernesteinDerivedBivariate(doublef[]): IMatrix

+ getShapeFunction(double[], IMatrix): IVector

+ getDerivedShapeFunction (double[], IMatrix): IMatrix
+ getBernestein(double[]): IVector

+ getBernesteinDerived(double[]): IMatrix

Figura 4.7: Diagrama UML das classes responsaveis pela descricao das fungoes de
base da IGA.

Conforme apresentado na Segao [3.3.5, é um desafio impor as condigdes de con-
torno nos modelos isogeométricos. Foram implementadas duas metodologias Pena-
lidade e Nitsche, a partir daquelas implementadas para outros métodos existentes
no INSANE, sendo o principal deles o MeshFree. Para compor as parcelas das
Equagoes e , das referidas metodologias, expandiu-se a classe Equiva-
lentNodalGeneral Value criando a classe FquivalentNodalGeneralValuelga que tem os

métodos necessarios para construir cada uma dessas parcelas. A Figura [4.8| ilustra
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o diagrama das referida classe.

EquivalentNodalGeneralValue

EquivalentNodalGeneralValuelga

+ getStiffnessMatrixNm(): IMatrix
+ getStiffnessMatrixPm(): IMatrix
+ getStiffnessMatrixPn(): IMatrix
+ getXigaStiffnessMatrixNm(): IMatrix
+ getXigaStiffnessMatrixPm(): IMatrix
+ getXigaStiffnessMatrixPn(): IMatrix

Figura 4.8: Diagrama UML da classe FquivalentNodalGeneralValuelga.

Com a extracao de Bézier realizada, resta guardar as informacoes para cada
elementos da matriz de extracao. Além disso, cada elemento isogeométrico também
precisa conter o vetor de pesos dos pontos de controle, uma vez que a andlise esta
sendo feita utilizando fungoes do tipo NURBS. A Figura mostra o diagrama
da classe Quadrilatellga que cria um elemento quadrilateral para andlise via AIG
contendo os elementos citados. Dessa maneira, com essas informagoes armazenadas
nos elementos fica mais simples a implementagao da AIG no INSANE, um programa
computacional tradicionalmente criado para analises do MEF. Isso, porque, a cada
iteragao na construcao da matriz de rigidez ou no vetor de forcas, cada um dos
elementos é percorrido para acrescentar as matrizes e aos vetores a sua contribuicao
e essa estrutura principal se mantém praticamente inalterada. A classe IgaAssembler
estende da classe Assembler descrita na Secao [4.1], e tem as mesmas fungoes com
poucas alteragbes. Além disso, a classe IgaAssembler tem a responsabilidade de

construir as matrizes e vetores complementares do modelo referentes ao método da
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penalidade e de Nitsche, a partir das iteragoes nos elementos. Em cada um dos
elementos a classe IgaParametric é chamada para o cdlculo das matrizes e vetores
que fornecem a contribuicao de cada elemento, sendo que os célculos necesséarios

reportam a classe FquivalentNodalGeneralValuelga.

Element

ParametriElement

Quadrilateral

Quadrilaterallga

+ weightElement: [Vector
+ cE: IMatrix

+ createWeightElementVector: void

Figura 4.9: Diagrama UML da classe Quadrilaterallga.

4.2.2 Ampliacao para modelagem da AIGE

A ampliacdo do sistema INSANE para contemplar a AIGE, retine elementos
da prépria AIG e do MEFG/E. A classe XigaModel foi criada para armazenar as
informacoes do modelo discreto relativas a analise pela AIGE. Essa classe estende
a classe IgaModel e guarda semelhancas com a classe GfemModel, uma vez que sua
funcao principal é guardar a lista de enriquecimentos e a lista de descontinuidades
existentes no modelo. A Figura [£.10] mostra o diagrama UML da classe XigaModel
e seus principais atributos.

Como tanto o MEFG/E quanto a AIGE utilizam a técnica de enriquecimento da
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Model
A
FemModel
IgaModel GfemModel
XigaModel

+ discontinuity Type: String
+ discontinuitiesNewLefmCrack: ArrayList<NewLefmCrackGrowthByXiga>
+ enrich: ArrayList<EnrichmentType>

Figura 4.10: Diagrama UML da classe XigaModel.

PU, as chamadas de construcao de funcao de forma e suas derivadas sao diferentes
daquelas da AIG e MEF. Portanto, criou-se a classe XigaFlement, baseada na classe
GfemElement, conforme Figura[d.11] onde sdo apresentados os principais atributos e
métodos dessas classes. Na classe XigaFElement todas as chamadas de construgao de
matrizes e vetores sao sobrecarregadas, isso em virtude do enriquecimento da PU.
Além disso, é possivel descrever as trincas de forma automatizada no elemento da
AIGE e do MEFG/E. Para tanto, a lista de segmentos de trinca é guardada nesses
elementos, cada um com a sua respectiva particularidade e, dentro da AIGE, para
tratar a geometria do problema, se faz 1til guardar as informacoes da posicao da
incidéncia fisica do elemento. Essa informacao, portanto, é gerada e guardada na
classe XigaFElement.

NewLefmCrackGrowthByXiga é a classe que guarda as informagoes da trinca
adicionada de forma automatizada nos elementos. Ela estende a classe NewLefm-
CrackGrowthByGfem e a principal diferenca entre essas duas classes diz respeito as

peculiaridades da metodologia da AIGE. Em funcao da propagagao da trinca, essa
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Element

ParametriElement

XigaElement

GfemElement

+ elm : ParametricElement
+ incidencelnPhysicalCoords: ArrayList<ElementNode> + elm : ParametricElement

+ listOfCracks: ArrayList<NewLefmCrackGrowthByXiga> + listOfCracks: ArrayList<NewLefmCrackGrowthByGfem>

+ fillPhysicalCoordinates: void
+ getC: IMatrix
+ getE: IVector

+ getC: IMatrix
+ getE: IVector

Figura 4.11: Diagrama UML da classe XigaElement.

classe determina quais elementos terao seus pontos de controle enriquecidos e com
quais fungoes. Para tanto sao resgatadas as coordenadas na malha fisica correspon-
dentes aos pontos de controle que formam a incidéncia dos elementos de forma a
identificar quais desses elementos sao cortados pela trinca ou se contém a ponta da
trinca e, assim, determinar o enriquecimento nesses pontos de controle. A Figura
4.12| mostra o diagrama UML dessas classes.

A partir da chamada da classe XigaFlement, na classe XigaParametric, sao de
fato construidas as matrizes e vetores por elementos para se montar o problema
apresentado na Equacao . Essa classe é similar a classe GfemParametric, na
qual a principal distingao se faz a partir da chamada das funcoes de forma e suas
derivadas quando enriquecida. Nota-se que dentro do contexto da AIG, nao foi
necessario modificar e criar uma classe similar a Parametric, isso porque ainda que
a fungao de base da AIG seja diferente toda a estrutura de calculo do MEF foi
preservada. A Figura mostra o diagrama UML da classe XigaParametric.

Para a construcao das funcoes de forma enriquecidas da AIGE foi criada a classe

EnrichedShapeXiga estendida da classe EnrichedShape. O passo mais importante
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NewLefmCrackGrowthByGfem

+ enrichedNodesByHeaviside: ArrayList<Node>
+ enrichedNodesByCrackEnrFirstPoint: ArrayList<Node>
+ enrichedNodesByCrackEnrLastPoint: ArrayList<Node>

+ buildNotch: void
+ update: void

NewLefmCrackGrowthByXiga

+ enrichedNodesByHeaviside: ArrayList<Node>
+ enrichedNodesByCrackEnrFirstPoint: ArrayList<Node>
+ enrichedNodesByCrackEnrLastPoint: ArrayList<Node>

+ buildNotch: void
+ update: void

Figura 4.12: Diagrama UML da classe NewLefmCrackGrowthByXiga.

ProblemDriver

A
SolidMech
A
Parametric XigaParametric GfemParametric
+ getC(Element e): IMatrix + getC(Element e): IMatrix + getC(Element e): IMatrix
+ getE(Element e): IVector + getE(Element e): IVector + getE(Element e): IVector

Figura 4.13: Diagrama UML da classe XigaParametric.

foi sobrecarregar os métodos de construgao da fungao de forma e de suas derivadas
com as particularidades dos elementos e das fun¢oes do tipo NURBS. Assim, dentro
dos métodos da classe EnrichedShapeXiga, sao requeridas informagoes referentes aos
pontos de controle e seus pesos, das funcoes do tipo NURBS e sua chamada para
construgao como fungao de PU. Também sao requeridas informagoes dos elementos,
sobretudo aquelas referentes ao processo de extragao de Bézier. A Figura[d.14mostra
o diagrama UML da classe EnrichedShapeXiga e os métodos sobrecarregados com

as informacoes mencionadas.
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EnrichedShape

+ getShapeFunction(double[] g, Element e): IMatrix

+ getDerivedShapeFunction(double[] g, Element e): IMatrix

EnrichedShapeXiga

+ getShapeFunction(double[] g, Element e): IMatrix

+ getDerivedShapeFunction(double[] g, Element e): IMatrix

Figura 4.14: Diagrama UML da classe EnrichedShapeXiga.

Em virtude do enriquecimento a construcao da matriz dos operadores das varia-

veis internas (B), Equacao (3.24)), e a matriz do operador das varidveis de estado

(N), Equagao (3.23)), ¢ diferente na AIGE e no MEFG/E. Por esse motivo, criou-se

a interface XigaAnalysisModel e as classes XigaPlaneStress e XigaPlaneStrain que a

implementam e fazem as modificagoes necessarias para montar os modelos de anélise

do problema. A Figura mostra o diagrama UML dessas classes.

PlaneStrain

«interface»

XigaAnalysisModel

XigaPlaneStrain

+ getinternalVariablesOperator(IMatrix dG, IMatrix
d2, IMatrix n, IMatrix c): IMatrix

+ getStateVariablesOperator(IMatrix d, IMatrix n,
IMatrix c): IMatrix

+ getTransformationMatrix(IMatrix dl, IMatrix cN):
IMatrix

PlaneStress

XigaPlaneStress

+ getinternalVariablesOperator(IMatrix dG,
IMatrix d2, IMatrix n, IMatrix c): IMatrix

+ getStateVariablesOperator(IMatrix d, IMatrix n,
IMatrix c): IMatrix

+ getTransformationMatrix(IMatrix dl, IMatrix
cN): IMatrix

Figura 4.15: Diagrama UML das classes que formam o modelo de analise da AIGE.

Da mesma maneira que na AIG, na AIGE as condig¢oes de contorno essenciais

também exigem de técnicas especiais para serem impostas. Para compor as parcelas
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das Equacoes e , das estratégias da Penalidade e de Nitsche, respectiva-
mente, a classe FquivalentNodalGeneral Valuelga também foi ampliada e conta com
os métodos necessarios a aplicada dessas metodologias dentro da AIGE, conforme
Figura [4.8|

Por fim, a classe XigaAssembler estende a classe Assembler descrita na Secao [4.],
e tem as mesmas fungoes com poucas alteracoes. Além disso, a classe XigaAssem-
bler contém os métodos necessarios para construir as matrizes e vetores completos
do modelo referentes aos métodos da Penalidade e de Nitsche, Equacoes e
, respectivamente, que sao formadas a partir da contribuicao de cada um dos

elementos.

4.2.3 Ampliacao para utilizacao da estratégia global-local

Foi generalizado o processo de criacao das fungoes de enriquecimento local utili-
zadas dentro da AIGE, sobretudo a classe referente a técnica global-local. Para tanto
o MEFG/E®L, cuja implementacio pode ser encontrada em |Alves (2012)), [Malekan
et al. (2017) e[Fonsecal (2019)), foi estendido para possibilitar a AIGEST e posteriores
combinagoes entre as metodologias.

A classe abstrata GlobalLocalSimulationManager é a classe que executa as tarefas
referentes a técnica global-local. Dessa classe se originam outras especificas aos di-
versos direcionamentos e possibilidades de modelagem com a técnica global-local. No
caso desse trabalho, foi criada a classe GlobalLocalXigaSimulationManager. Nela o
método ezecute() desempenha o papel de chamar cada um dos métodos que executa
as etapas para solucionar o problema global inicial (método solveGlobalProblem),
em seguida solucionar o problema local (método solveLocalProblem) e também solu-
cionar o problema global enriquecido (método solveEnrichedGlobalProblem). Como
o procedimento global-local é realizado de forma iterativa as duas ultimas etapas

sao chamadas dentro no método solveGlobalLocalCycles() até que a convergéncia
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da energia de deformacao seja atingida. Além disso, em cada uma das fungoes so-
lucionadoras é possivel fazer a troca entre as metodologias MEFG/E e AIGE de
forma a possibilidade analises por metodologias diferentes em cada etapa da técnica
global-local. A Figura mostra o diagrama UML da classe GlobalLocalXigaSi-

mulationManager.

GlobalLocalSimulationManager

GlobalLocalXigaSimulationManager

+ execute: void
+ solveGlobalLocalCycles(): void
+ solveGlobalProblem: void

+ solvelLocalProblem: void
+ addAllCracks: void

+ solveEnrichedGlobalProblem: void

+ afterLastCycle: void

+ getStressintensityFactors(): ArrayList<Double>

Figura 4.16: Diagrama UML da classe GlobalLocalXigaSimulationManager.

O método solveGlobalLocalCycles() também é responséavel por fazer a chamada
da construgao do modelo local. O modelo local pode ser construido de duas manei-
ras. Na primeira maneira o dominio local é fixo e o seu tamanho e posicionamento
dentro do dominio global é informado pelo usuario. Trata-se de uma forma pratica
de delimitagao do modelo local, porém inviavel, por exemplo, para analises de pro-
pagacao de trinca, na qual nao se sabe o caminho que a trinca ird tomar e corre-se
o risco de adotar um dominio local muito grande ou até mesmo ineficiente. Outra
maneira € o dominio local adaptativo, no qual o dominio local é delimitado a par-

tir da analise da ponta da trinca e ele se modifica de acordo com a propagacao da
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mesma. Informacoes relevantes sobre a definicao do dominio local para a analise pelo
MEFG/E e pela AIGE sao discutidas na Segao . Além disso, nesse mesmo mé-
todo acontece a insercao da trinca no modelo a partir da chamada de outro método
o addAllCracks().

Outra tarefa realizada dentro do método solveGlobalLocalCycles() é a de propa-
gacao de trincas, quando esta ocorre. Para tanto, os fatores de intensidade de tensao
sao calculados através do método getStressintensityFactors(), utilizando o método
energético da Integral de Iteragdo, proposto inicialmente por Yau et al. (1980)) e
cujos detalhes de formulagao e implementacao dentro do Insane podem ser encon-
trados em |Fonsecal (2019). A direcdo do novo segmento de trinca é calculada de
acordo com o critério da méaxima tensao circunferencial (Moés et al., |1999). O novo
segmento de trinca é adicionado através do método afterLastCycle() bem como a
definicao da nova ponta da trinca. O calculo dos fatores de intensidade de tensao
estende a formulagado do MEFG/E, conforme formulado em Fonsecal (2019)). Poucas
modificagoes sao necessarias ao calculo dos fatores de intensidade de tensao dentro
da AIG. Uma delas é a definicdo de uma circunferéncia de raio r e posterior sele-
¢ao dos elementos compreendidos em seu interior tendo como referéncia a ponta da
trinca. Esse procedimento é realizado nas coordenadas fisicas dos pontos de controle
que compoem os elementos isogeométricos e nao as préprias coordenadas dos pontos
de controle. Essa diferenca implica num tratamento dessas transicoes de coordena-
das entre malha de controle e malha fisica que nao era originalmente necessaria no
contexto do MEFG/E. As demais modificacao sao aquelas relacionadas as diferencas
na construcao das funcoes de base e suas derivadas ja mencionadas para a AIG.

A classe GlobalSetuperXiga estende a classe GlobalSetuper e elas tém a funcao
de realizar as tarefas referentes a construcao e manipulagao do problema global
e do problema global enriquecido. O problema global inicial nao requer grandes
mudancas na implementacgao ja mencionada, porque basicamente realiza-se a anélise

convencional do MEFG/E ou da AIGE. J& para o problema global enriquecido, um
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método importante é o getAllEnrichedGlobalNodes(). Nesse método todos os pontos
de controle cuja PU serd enriquecida com a soluc¢ao advinda do problema local sao
selecionados. Essa selecao conta com a informacao de que todos os elementos fisicos
cortados pela trinca tém todos os pontos de controle que compoem sua incidéncia
enriquecidos com a solu¢ao numérica do problema local, para garantir a consisténcia
com o que é feito no MEFG/E, conforme exemplificado na Segao . Além disso,
sao criados os graus de liberdade adicionais a metodologia global-local. A Figura

mostra o diagrama UML da classe GlobalSetuperXiga.

GlobalSetuper

GlobalSetuperXiga

+ getAllEnrichedGlobalNodes(): void

+ getGlobalProblemPolygon(): ArrayList<IPoint3d>

Figura 4.17: Diagrama UML da classe GlobalSetuperXiga.

A classe LocalSetuperXiga estende a classe LocalSetuper e elas tém a fungao de
realizar as tarefas referentes a construcao e manipulacao do problema local. Nessa
classe, o método getGlobalElementsForLocalModel() seleciona os elementos do pro-
blema global que vao compor o dominio do problema local e o método getLocalPro-
blemPolygon() informa os vértices do poligono que contorna esses elementos seleci-
onados. Esses dois métodos funcionam tanto para o caso do usuario selecionar um
dominio local fixo ou se for adaptativo, ou seja, que se move para acompanhar a
propagacao da trinca. Depois da selegao do dominio do problema local, se o modelo
local for solucionado via AIGE, o método buildLocalProblem() constréi a malha lo-
cal, utilizando os métodos fillRefinedModel(), que realiza o refinamento da malha de
acordo com a quantidade de divisoes indicadas pelo usuario e o método filllgaFle-

mentsList() preenche as informagoes de todos os elementos locais criados, de acordo
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com formulagao apresentada na Segao [3.2.2.3] Caso o problema local seja solucio-
nado via MEFG/E o método buildLocalProblem() constréi a malha local utilizando
o mapeamento transfinito ja consolidado no sistema INSANE (Gongalves, 2004).
Utilizando os parametros de nés/pontos de controle enriquecidos com fun¢ao de He-
aviside ou funcao que descreve o comportamento na vizinhanca da ponta da trinca,
descrevem-se os segmentos de trinca existentes no problema local. E importante res-
saltar que todo esse processo pode ser feito tanto para andlises em que o problema
local é realizado pela AIGE, quanto pelo MEFG/E. Desde que o problema global
seja analisado pela AIGE, esses métodos ja fazem a transicao entre as estratégias.
Sendo o problema global analisado pelo MEFG/E a transigao de metodologias do
problema local ocorre em métodos semelhantes na classe LocalSetuperGfem.

Por fim, os métodos setGlobalElement() e setBoundaryInformation() informam
aos elementos locais em qual elemento global estao aninhados e quais as condigoes
de contorno que devem ser impostas. Nesse ponto, vale ressaltar que os elementos
da malha fisica isogeométricos globais tém de conter integralmente os elementos da
malha fisica isogeométricos locais ou os elementos finitos locais, ainda que na malha
de controle nenhuma coincidéncia seja necessaria. A Figura [4.18 mostra o diagrama
UML da classe LocalSetuperXiga com os métodos mencionados.

Atencao especial foi dada ao mecanismo de integracao numérica no modelo local.
Isso, porque, os elementos que contém nés enriquecidos com fungoes para descre-
ver a trinca sao regioes de concentracao de tensoes e como esté sendo utilizada a
quadratura de Gauss-Legendre, para evitar erros numeéricos, coloca-se mais pon-
tos de integracao nesses elementos. Ja no modelo global enriquecido, os elementos
locais que compoem cada elemento global, funcionam como células de integragao,
reduzindo também os erros numéricos nas regioes em que os pontos de controle sao

enriquecidos com a solugao advinda do problema local.
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LocalSetuper

LocalSetuperXiga

+ nodesToBeEnrichedHeaviside: ArrayList<String>

+ nodesToBeEnrichedCrack: ArrayList<String>

+ getLocalProblemPolygon: ArrayList<IPoint3d>
+ getGlobalElementsForLocalModel: ArrayList<Element>

+ buildLocalProblem: void

+ fillRefinedModel: void

+ filllgaElementsList: void

+ setGlobalElement: void

+ setBoundaryInformation: void

Figura 4.18: Diagrama UML da classe LocalSetuperXiga.
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Capitulo 5

Analise de Modelos Estruturais
Utilizando AIGE

Nesse capitulo sao propostos problemas da mecanica e da mecanica da fratura, a
fim de validar a implementacao realizada no Capitulo {4 e também mostrar de forma
pritica a viabilidade da AIGE®Y quando comparada ao MEFG/E“L convencional.
Alguns desses resultados foram apresentados em artigos de mesma autoria, (Santos
e Barros| 2021, [2023).

Para o calculo dos erros utilizados na avaliagao das simulagoes, a seguinte ex-

pressao ¢ adotada:

E.(%) = W x 100% (5.1)

onde (e); é o resultado obtido pelo modelo numérico seja em energia, tensao ou fator
de intensidade de tensao e (e), é o valor de referéncia correspondente.

Todos os gréaficos apresentados mostram os resultados analisados considerando
o seu logaritmo na base 10. Tradicionalmente os resultados sao apresentados dessa
maneira, porque as diferencas entre os valores tornam-se mais percetiveis quando
estao sendo tratados valores muito préximos ou muito pequenos.

Para o presente trabalho, optou-se em utilizar a quadratura de Gauss-Legendre,
considerando um aumento no nimero de pontos de integracao para os elementos que
possuem algum tipo de enriquecimento associado aos seus nés/pontos de controle.

Essa escolha foi motivada por ser uma estratégia amplamente utilizada dentro do
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contexto da AIG e AIGE, além de contar com a simplicidade de implementacao

dentro de um sistema j& apto para resolugoes utilizando MEF e MEFG/E.

5.1 Problema 1 - Chapa com deslocamento prescrito

Com o objetivo de validar a implementagao da AIG dentro do sistema INSANE
bem como analisar o impacto da utilizacao de diferentes técnicas de imposicao de
condicoes de contorno essenciais, dois modelos de chapas com deslocamento prescrito
foram analisados.

O primeiro modelo trata-se de uma chapa retangular e o segundo de uma chapa
de formato curvo. PropGe-se, assim, verificar o funcionamento da AIG em casos onde
seus resultados devem ser idénticos as analises via MEF e também naqueles em que
a AIG, diferentemente do MEF, consegue descrever de forma exata a geometria do
problema. Além disso, dada a dificuldade da imposicao das condi¢oes de contorno
essenciais diretamente nos pontos de controle das malhas de AIG, duas metodologias
sao avaliadas: Método da Penalidade e Método de Nitsche, Se¢ao[3.3.5] Por fim, uma
analise da convergeéncia de resultados a partir do valor do parametro de penalidade

utilizado é apresentada.

5.1.1 Chapa Retangular

Nessa secao a chapa da Figura ¢é analisada. Trata-se de uma estrutura de
dimensoes 5,0 x 10,0 u.c., engastada em um de seus lados e, no lado oposto, um
deslocamento prescrito de 0,10 u.c. é imposto. Além disso, esta sendo considerada
sob o regime de estado plano de tensao, o material adotado tem maodulo de elastici-
dade (E) igual a 10000 u.c. e coeficiente de Poisson de 0,25. Unidades consistentes
(u.c.) sao adotadas.

A solugao de referéncia para esse problema foi obtida usando o programa ANSYS,
a partir da modelagem do problema utilizando uma malha de 5000 elementos qua-

drilaterais capazes de reproduzir uma aproximagao polinomial quadratica (Q8). O
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v=0,01 u.c.

5 u.c

10 u.c.

Figura 5.1: Modelo de Viga Reta.

resultado de energia de deformacao para todo o dominio foi de 0,01326675 u.c..

A chapa foi discretizada utilizando duas malhas diferentes, uma com 5 x 10
elementos e outra com 10 x 20 elementos. Além disso, as condigbes de contorno
foram impostas utilizando as estratégias da Penalidade e de Nitsche. O parametro
de penalidade foi variado dentro do espectro de 1 x 10° e 1 x 10%°.

Para o calculo dos erros utilizados na avaliacao das simulacoes e, posteriormente,
apresentados nos graficos foi utilizada a Equacao .

O grafico da Figura mostra no eixo -x o log do parametro de penalidade e
no eixo -y o log do erro na norma da energia de deformacao para as duas malhas
de andlise (M1 e M2), para imposi¢ao de condigdo de contorno via Método da Pe-
nalidade e Nitsche (Penalidade e Nitsche) e para a aproximagcao polinomial linear,
quadrética e cibida (pl, p2 e p3). Nesse problema, nenhum tipo de enriquecimento
foi utilizado, por se tratar da AIG. Os graus da aproximacao polinomial nas analises
sao obtidos fazendo-se o refinamento k, descrito na Segao [3.2.2.3]

A partir do gréfico da Figura [5.2] é possivel observar que, apesar da grande dis-
persao inicial, ha uma convergéncia para as andlises com aproximacoes de mesma
ordem e mesma malha, a partir do parametro de penalidade 1 x 10, E possivel

concluir também que a utilizacao tanto do Método da penalidade quanto do método
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Figura 5.2: Erro na Norma da Energia de Deformacao para os modelos
apresentados.

de Nitsche produz resultados semelhantes. Além disso, conforme esperado quanto
mais refinada a malha e maior o grau de aproximacao polinomial utilizado na anélise,
menores sao os erros na norma de energia. Outro comentério pertinente diz respeito
a que, conforme o esperado, o resultado do modelo analisado com grau de aproxi-
macao polinomial p=1, apés convergéncia do parametro de penalidade, reproduz os
resultados encontrados nos programas de elementos finitos, no caso foi utilizado o
ANSYS para fazer essa validagao.

O gréfico da Figura mostra no eixo -x o log do parametro de penalidade e
no eixo -y o log do nimero de condi¢ao escalonado da matriz de rigidez, Equacgao
(3.87)), para os métodos analisados. A partir dele é possivel perceber que a variagao
do parametro de penalidade nao prejudicou o condicionamento da matriz de rigidez

em nenhum dos casos.
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Figura 5.3: Nimero de condigao escalonado da matriz de rigidez para os modelos
apresentados.

5.1.2 Chapa de formato curvo

Um modelo de chapa de formato curvo é proposto a fim de confirmar a metodo-
logia implementada da AIG contemplando a sua capacidade de exata descrigao da
geometria. A Figura mostra a geometria do problema, que possui raio interno
de 5,0 u.c. e raio externo de 10,0 u.c.. Os deslocamentos horizontais encontram-se
impedidos em uma de suas extremidades e pontualmente também os deslocamentos
verticais. Na extremidade oposta um deslocamento horizontal de 0,01 u.c. é im-
posto. Além disso, esta sendo considerada sob o regime de estado plano de tensao,
o material adotado tem mdédulo de elasticidade (E) igual a 10000 u.c. e coeficiente
de Poisson de 0, 25.

A solucao de referéncia em energia de deformagao para o problema, segundo
Nguyen| (2011) é de 0,029649668442377 e é obtida analiticamente de acordo com a

formulacao apresentada em |Zienkiewicz et al. (2005)E|

1O valor apresentado como sendo de referéncia para o problema de chapa curva, néo foi devi-
damente esclarecido nas bibliografias apresentadas e trata-se do dobro do valor encontrado para o
um quarto de disco apresentado.
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1y=0,01

Figura 5.4: Modelo de Viga Circular.

A viga foi descrita utilizando trés malhas diferentes, uma com 2 x 4 elementos,
outra com 4 X 8 e outra com 8 x 16 elementos. Além disso, as condigoes de contorno
foram impostas utilizando a metodologia da Penalidade e de Nitsche. O parametro
de penalidade utilizado, apds teste de convergéncia foi de 1 x 10'°.

Os resultados utilizados para avaliar a precisao da analise, apresentados nos
graficos, sao os erros na norma de energia de deformagao, calculados utilizando a
Equacao (5.1)).

O gréficos das Figuras e mostram os resultados do erro na norma de
energia para o numero de graus de liberdade de cada malha utilizada, variando
entre Método da Penalidade e Nitsche e o grau de aproximagao polinomial.

E possivel perceber que os valores nos erros na norma de energia encontrados
impondo as condig¢oes de contorno por Penalidade ou por Nitsche sao semelhantes,
resultando em taxas de convergéncia da solugao préximos. O valor para aproxi-
macao polinomial p = 3 apresentou uma ligeira diferenca, porque os resultados ja
estao muito préximos da referéncia, desta forma a solugao torna-se mais sensivel as
perturbacoes numéricas. Além disso, a taxa de convergéncia recupera e supera as
taxas esperadas para p = 2 esperada de 1,0 e para p = 3 taxa esperada de 1,5, mos-
trando a capacidade aproximativa da AIG que compreende um espaco mais amplo

que o polinomial. Em virtude dos resultados encontrados nesta secao e na Segao
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5.1.1}, optou-se por utilizar apenas o Método da Penalidade para impor condigoes de
contorno essenciais nos demais problemas tratados nesse texto.

Além disso, a andlise dos graficos das Figuras e mostra que o nimero de
condicao da matriz de rigidez do problema, calculado através da Equacao , se
deteriora numa pequena escala a medida que se refina a malha, mas nao atinge altos

valores mesmo para aproximacoes quadraticas ou ctibicas.
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Escalonado da Matriz de Rigidez para os escalonado da Matriz de Rigidez para os
modelos apresentados - p=2. modelos apresentados - p=3.
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5.2 Problema 2 - Chapa Tracionada

A chapa que sera analisada nessa secao tem carater de validagao da implemen-
tagao da metodologia da AIGE no sistema INSANE. Trata-se de uma chapa com
dimensdes (20,00 x 10,00) u.c. e espessura de 0,10 u.c. que contém uma pré-trinca
de 2,00 u.c.. Ela estd submetida a tracao constante de valor 1 u.c. no contorno
superior e no contorno inferior é considerada simplesmente apoiada. Além disso,
estd sendo adotado o regime de estado plano de tensao e material elastico linear
com mdédulo de elasticidade (E) igual a 1 u.c. e coeficiente de Poisson de 0,3. A

Figura [5.9(a) mostra em detalhes as caracteristicas descritas e demais informagoes

do modelo.
A O -
B NN
— Q W—. 3 |—?-lb
ﬁ ) A4 ! :74’ I
! L
Y PAN
10
a) b) °) d)

Figura 5.9: Modelo de chapa tracionada com pré-trinca: a) O modelo. b) Malha
para p=1 (AIGE and MEFG/E). c) Malha para p=2 (AIGE). d) Malha para p=3
(AIGE). Os circulos sao os nés ou pontos de controle, dentro do contexto do
MEFG/E ou AIGE, respectivamente. A linha vermelha é a trinca, representada
apenas via enriquecimento. A cor rosa nos circulos representa que os nés/pontos
de controle foram enriquecidos com funcao de Heaviside nas anélises A, B and C.
A cor verde nos circulos representa que os nés/pontos de controle foram
enriquecidos com as fungoes OD nas andalises B and C. A cor amarela nos circulos
representa os nés/pontos de controle adicionais enriquecidos com as fungoes OD na
andlise C., Por fim, a cor azul nos circulos representa os nds/pontos de controle
sem enriquecimento.
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De acordo com |Alves| (2012), a solugao de referéncia para esse problema foi
obtida usando o programa ANSYS, a partir da modelagem do problema utilizando
uma malha de 12087 p-elementos quadrilaterais, considerando simetria do problema
e extrapolando a aproximacao polinomial de graus p=1, 2 e 3. O resultado de energia
de deformagao para todo o dominio foi de 10,98326746 u.c. e tensao oy, no ponto
x=7,99944 e y=10,00 é 66,769 u.c.. Além disso, o fator de intensidade de tensao K;

foi calculado de forma empirica, de acordo com (Tada et al. (1939), pela expressao:

K = ov/7a F(2) (5.2)

onde a é o tamanho da trinca, b a largura da chapa ¢ a tensao aplicada na extremi-

dade e F (), no caso especifico analisado, em que a/b < 0,6 ¢ dado por:

F($)=1,122 - 0,231(§) +10,550(§)* — 21, 710(§)* + 30,382(§)"  (5.3)

O resultado para o problema analisado, utilizando as Equacoes e , é
K; = 3,4403.

O modelo foi analisado utilizando a estratégia da AIGE e comparado com os
resultados obtidos pelo MEFG/E cldssico. Para as andlises feitas utilizando o
MEFG/E uma malha de 50 elementos finitos quadrilaterais bilineares (4 nés) foi
construida, conforme Figura (b) Para a elevacao do grau de aproximagao po-
linomial da solugao dentro do contexto do MEFG/E, funcoes de enriquecimento
polinomiais sao utilizadas para enriquecer a PU, Equacoes e . A ma-
lha se mantém, inalterada, portanto. Dentro do contexto da AIGE, para manter
uma equivaléncia de comparacao, a mesma malha fisica foi utilizada. A diferenca,
contudo, é que para realizar a elevacao do grau de aproximacao polinomial trés
diferentes malhas de controle precisam ser adotadas. A primeira malha de con-
trole é a mesma malha do MEFG/E, em que os pontos de controle coincidem com

os nds fisicos e representa a aproximagao de primeiro grau (p=1), apresentada na
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Figura (b) A segunda malha de controle é associada com a aproximacgao qua-
drdtica (p=2), conforme Figura [5.9(c) e a tltima representa a aproximacao ctbica
(p=3) de acordo com a Figura [5.9(d). A trinca foi descrita na malha através de
uma combinacao das fungoes de Heaviside, Equacao , a fim de introduzir as
descontinuidades ao modelo e as fungoes de enriquecimento OD, Equagoes a
, que introduzem as singularidades ao campo de tensoes ao redor da trinca e
sao capazes de representar os dois modos de abertura de trinca.

Para integragao numérica, (8 x 8) pontos de Gauss foram utilizados nos elemen-
tos que contém algum né cuja PU esteja enriquecida com funcao de Heavisade ou
funcao OD, a fim de representar com maior exatidao o comportamento da regiao de
interesse do problema. J& nos demais elementos, apenas (4 x 4) pontos de integra¢ao
foram utilizados e sao suficientes para descrever a aproximagao na regiao em que se
encontram.

Trés tipos de analises foram realizadas, A, B and C, a medida que a aproximacao
é refinada/enriquecida polinomialmente. Na andlise A, somente a descontinuidade
¢ inserida no modelo através do enriquecimento com fungao de Heaviside, associada
aos nés/pontos de controle de cor rosa apresentados na Figura [5.9(b),(c),(d). Na
andlise B, as fungoes de enriquecimento OD sao acrescentadas como enriquecimento
da PU nos nés/pontos de controle vizinhos da ponta da trinca, representados na
Figura [5.9(b),(c),(d) pela cor verde. Na andlise C, um conjunto adicional de nés/-
pontos de controle aquele da analise B sao enriquecidos com fung¢oes OD, conforme
representado na Figura [5.9(b),(c),(d) pela cor amarela.

Os graficos das Figuras [5.10] [5.11], [5.12] e [5.13] apresentam, respectivamente, os

resultados das analises em termos do erro na energia de deformagao, erro no compo-
nente de tensao o,, préximo a ponta da trinca, do nimero de condi¢ao escalonado
da matriz de rigidez, calculado através da Equacao (3.87)), e do erro no fator de

intensidade de tensao K; encontrados para cada simulacao em funcao do nimero
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de graus de liberdade dos modelos, que aumenta com a elevacao da ordem de apro-
ximag¢ao polinomial (p=1, 2 e 3). O célculo dos erros utilizados nas avaliagoes de

resultados foram feitos com base na Equagao (5.1)).
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Figura 5.10: Log Erro na Energia de  Figura 5.11: Erro na tensao o,, em um
Deformacao para os modelos ponto para os modelos apresentados.
apresentados.

Analisando os resultados de energia de deformagao, tensao (o,,) préximo a ponta

da trinca e fator K nas Figuras[5.10] [5.11] e [5.13], é possivel notar que hd uma coin-

cidéncia de resultados das andlises feitas via MEFG/E e AIGE quando o grau de
aproximacao polinomial é p=1. Este resultado ja era esperado, pois, neste caso, as
fungoes de forma do tipo NURBS coincidem com a funcao de forma Lagrangiana.
Quando sao utilizados graus mais elevados (p=2, p=3), hd uma melhoria nos re-
sultados, em ambos os métodos. A vantagem da AIGE neste aspecto é a obtengao
de uma solucao satisfatoria, a medida que mais pontos de controle sao enriquecidos
com fungoes do tipo OD, as custas de um menor aumento de graus de liberdade
do modelo, quando comparado ao MEFG/E. Certamente, um pequeno nimero de

graus de liberdade reduz o custo computacional do problema. Além disso, na anélise
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via AIGE de ordem polinomial superior, os valores de energia de deformacao, tensao
proximos a ponta da trinca e K; mostram-se mais préximos da referéncia. A dete-
rioracao dos resultados encontrados na andlise A pode ser explicada pela descricao
pobre da solucao aproximada ao redor da trinca. Na verdade, apenas func¢oes de He-
aviside sao utilizadas, o que nao contribui para simular a singularidade esperada do
campo de tensoes na ponta da trinca. Particularmente, para a AIGE, esta descricao
pobre é combinada com o aumento do nimero de pontos de controle enriquecidos
com as fungoes Heaviside, o que prejudica a qualidade da aproximacao. Para o caso
da AIGE-C com p=3, observou-se um erro um pouco maior quando comparado com
o ponto anterior da mesma curva, tanto para tensao proxima a ponta da trinca
quanto para K;. No entanto, o AIGE-C ainda fornece valores mais precisos que
as outras simulacoes. Perturbacoes numéricas do calculo do componente de tensao
oyy na borda do elemento, e consequentemente em K, e da integragao numérica
podem estar interferindo nesses resultados e causando essas pequenas alteragoes em
aproximacoes ja muito proximas da solugao de referéncia.

Em relagao ao nimero de condicao escalonado apresentado na Figura [5.12 ¢é
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possivel perceber que a medida que o grau de aproximacao aumenta nos modelos
MEFG/E, o niimero de condigao cresce muito mais do que nos modelos AIGE. Assim,
matrizes resolvidas via MEFG/E tém muito mais probabilidade de adicionar erros
numéricos ao modelo, uma vez que lidam com dependéncia linear de suas variaveis
e pequenas perturbagoes podem levar a grandes mudancas na solucao tornando os

resultados numericamente menos confiaveis.

5.3 Problema 3 - Chapa em Modo Misto de Abertura
de Trinca

Nessa secao, a influéncia dos enriquecimentos do tipo global-local quando asso-
ciados, em diferentes abordagens, a estratégia da AIGE, é investigada. O condici-
onamento da matriz de rigidez e a precisao da solucao numérica é avaliada, mais
uma vez em um problema 2-D da Mecanica da Fratura Linear Elastica. O modelo
é definido por uma placa de dimensées (16,00 x 7,00)u.c., com pré-trinca de canto
de dimensao 3, bu.c., apresentada em vermelho na Figura |5.14]

Y

SN DA S T

Figura 5.14: Chapa com uma trinca de Canto em Modo Misto.

Ainda de acordo com a Figura[5.14] a chapa esta engastada do contorno inferior e
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uma tensao de cisalhamento constante 7 = 1, 0u.c. é aplicada em sua face superior.
Além disso, estd sendo considerado o regime de estado plano de deformagao e o
material adotado tem médulo de elasticidade (E) igual a 100 x 10 u.c. e coeficiente
de Poisson de 0,3. Nesse modelo, tem-se predominantemente o modo misto de
abertura de trinca.

Condigoes de Dirichlet sao utilizadas para a imposicao da solugao global no con-
torno do problema local, Se¢do [3.8.1.2] O parametro de penalidade da Equagao
, seguindo [Fonsecal (2019)), foi adotado como n = 1 x 10'°. Os ciclos de enri-
quecimento global-local sao realizados até que a convergéncia de K; com tolerancia
de 1 x 1072 seja atingida no problema global enriquecido. Foram necessdrios seis
ciclos para alcancar a convergéncia, quando uma aproximacao linear é usada para
representar o problema global. Para graus polinomiais superiores quatro ciclos foram
suficientes. Apenas os resultados do ultimo ciclo convergente sao apresentados.

A trinca é descrita no problema local através das funcoes de enriquecimento. Ao
redor da ponta da trinca, sao utilizadas as fungoes OD, Equacoes . Ao
longo do comprimento da trinca sao utilizadas funcoes de enriquecimento de Heavi-
side, Equacao . Nesse problema, os elementos com fungoes OD ou Heaviside
tém a integracdo de dominio realizada com (8 x 8) pontos de Gauss enquanto nos
demais elementos apenas (4 x 4) sdo suficientes para os graus superiores de aproxi-
macao no problema local a serem considerados, conforme apresentado em Fonseca
(Fonseca, 2019).

Esse mesmo problema foi analisado por |Wilson (1969) e (Fonseca, 2019) e a solu-
¢ao de referéncia adotada nestes trabalhos é de: Energia de deformagao: 0,02467211
u.c., Fator de Intensidade de Tensao - Modo I de abertura de trinca: K;=34,0 e

Fator de Intensidade de Tensao - Modo II de abertura de trinca: K;;=4,55.
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5.3.1 Modelo Global-Local - Primeira Analise

Nesta primeira andlise, a intengao é avaliar a influéncia da utilizacao da AIGE na
escala local dentro de uma abordagem completa global-local. Para tanto, uma malha
de 105 elementos quadrilaterais de quatro nés de dimensoes (1,000 x 1,067)u.c. é
utilizada para a representagao do problema na escala global, Figura [5.15(a). A
trinca é descrita apenas a nivel local, porém quando superposta no dominio global,
atravessa quatro elementos dessa malha. E importante destacar que nao ha nés
duplicados, nem funcoes de Heaviside, nem funcoes OD representando a trinca no
modelo global. Tal representacao, na malha global, é obtida, na terceira etapa do
procedimento global-local, pelas fungoes de enriquecimento obtidas numericamente

da solugao do modelo local, Se¢ao [3.8
ALY AY ALY

X X X

(a) 4 (b) 4 (c) ”

Figura 5.15: (a)Malha global de 105 elementos, sem nds duplicados. Em vermelho,
esta indicada a posicao da trinca na malha global, ainda que esta esteja apenas
descrita na malha local. (b) A regiao amarela representa o subdominio local. (c)
Problema global enriquecido. Os circulos azuis indicam os nés associados com as

funcoes de enriquecimento numericamente obtidas no problema local.

Conforme mencionado anteriormente, a AIGE sera utilizada na andlise do pro-
blema local. Portanto, o problema global na primeira e na segunda etapa do pro-

cedimento global-local é resolvido via MEFG/E. O problema global ora é avaliado
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com grau de aproximagao polinomial linear (p = 1) ora com grau de aproximagao
polinomial quadrética (p = 2). Para o caso de (p = 2) as PUs foram enriquecidas
com as funcoes polinomiais da Equacao ((3.60)).

O dominio local retangular adotado nesta andlise tem tamanho (5,00 x 3, 20)u.c.
e fica entre as coordenadas (x = 0,00; y = 6,40) e (x = 5,00; y = 9,60). A Figura
5.15(b) mostra a regiao do dominio global que define o problema local. Na ter-
ceira etapa do procedimento global-local, apenas os nds dos elementos atravessados
pela trinca sao associados as fungoes de enriquecimento obtidas numericamente no
problema local, Figura [5.15(c).

O objetivo é avaliar o comportamento da solucao quando o problema local é
resolvido por MEFG/E ou AIGE. O grau polinomial da aproximagao local varia de
p =1 a p = 3. Uma malha local regular de 135 elementos quadrilaterais de dimen-
soes (0,333 x 0,355)u.c. é usada. Quando o modelo local é resolvido por MEFG/E
as Equagoes e sao usadas para realizar o enriquecimento polinomial
e o refinamento h é executado para subdividir os elementos globais originais nos
novos elementos locais. Quando o modelo local é resolvido pela AIGE, o refina-
mento k é realizado conforme apresentado na Segao [3.2.2.3] A descontinuidade da
trinca é simulada pelas funcoes de enriquecimento de Heaviside, Equacao ,
e o campo de tensoes singular na ponta da trinca é aproximado pelas funcoes de
enriquecimento OD, Equagoes . A Figura mostra esse conjunto de
nos que tem as respectivas PUs enriquecidas. E importante observar que todas as
andlises utilizando MEFG/E possuem a continuidade C°. Por outro lado, para a
AIGE, a continuidade C° é observada apenas para p = 1. Devido a estratégia de
refinamento k, a continuidade C! e C? é alcancada para aproximacoes com p = 2 e
p = 3, respectivamente.

Os resultados sao apresentados nos graficos a seguir, os acronimos que aparecem

nas legendas dos graficos representam a estratégia de solucao adotada em cada caso:

e MEFG /Ezgylc;:i,pL:j para o procedimento global-local convencional, no qual o
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Figura 5.16: Malhas locais. a) AIGE com p = 1 e para MEFG/E. b) AIGE com
p = 2. ¢) AIGE com p = 3. Os circulos sao os nés dentro do contexto do MEFG/E
e os pontos de controle da AIGE. A trinca, em vermelho, é representada pelas
fungoes de Heaviside e OD, repectivamente associadas com os nés/pontos de
controle de cor amarela e verde. Para MEFG/E p =2 e p = 3 a malha (a) é
também utilizada e todos os nds sao enriquecidos com fungoes polinomiais.

MEFG/E ¢ utilizado tanto no modelo global quanto no local;

° AIGEilglm',pL:j para a estratégia composta pelo MEFG/E sendo utilizado na
primeira e terceira etapa do procedimento global-local e a AIGE na segunda

etapa, ou seja, representando o problema local.

i and j se referem ao grau de aproximacao polinomial utilizados a nivel global (p¢)
e local (pr), respectivamente.

Os erros na norma de energia de deformagao e nos fatores de intensidade de tensao
sao avaliados utilizando a Equacao (5.1)). Adicionalmente, o nimero de condigao
escalonado da matriz de rigidez, Equacao , é também analisado.

Os dados sao reunidos para avaliar o comportamento do nimero de condig¢ao
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escalonado, norma de energia de deformacao e os fatores de intensidade de tensao
K; e K5 a medida que a aproximagcao polinomial da solucao local aumenta de p=1

para p=3. Os gréficos das Figuras[5.17] [5.18] [5.19] e [5.20] mostram a evolucao desses

parametros, considerando o aumento da aproximagao polinomial local.
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Figura 5.17: Erro na Norma da Energia de Deformacao.
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Figura 5.18: Erro em Kj.
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Figura 5.20: Numero de Condicao Escalonado da Matriz de Rigidez do problema
global enriquecido.

Conforme esperado, os graficos das Figuras e mostram uma melhora
significativa nos resultados quando a aproximagao quadratica é utilizada na anélise

do modelo global. Também como era esperado, as duas andlises com aproximagao
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linear, tanto com MEFG/E quando com AIGE na escala local, culminam em resul-
tados equivalentes, comportamento semelhante ao observado na Segdo [5.2] Além
disso, nota-se que usar a AIGE na escala local do problema, tem um impacto posi-
tivo consideravel na solucao para graus de aproximacao polinomial maiores, ademais
de exigir um menor nimero de graus de liberdade quando comparada a solugao com
o MEFG/E de mesmo grau de aproximacao polinomial. Na Figura[5.19, é observado
que o erro em Ky nao é reduzido com o aumento do grau de aproximacao polinomial
da solucao local, sendo afetado apenas pelo enriquecimento polinomial do problema
global.

A Figura mostra o mesmo comportamento para MEFG /E#! e para a AIGE#!
quando o nimero de condigao escalonado é avaliado na matriz de rigidez do problema
global enriquecido. Nos dois métodos ocorre um aumento muito significativo nesse
parametro quando o grau de aproximacao polinomial da solugao global salta de
p = 1 para p = 2. Como somente o MEFG/E ¢é utilizado na escala global tal
comportamento ja ¢ bem conhecido e esperado.

A piora do condicionamento da matriz de rigidez do problema local também é
observado quando se utiliza MEFG/E com enriquecimento polinomial, Figura [5.21}
Por outro lado, para aproximacoes utilizando a AIGE, o nimero de condicao escalo-
nado muda em uma taxa menor a medida que os graus de aproximagcao polinomial
aumentam. Isso se justifica, porque, a AIGE8' proposta realiza o refinamento k
modificando a PU do problema local. Esta estratégia tem menos impacto na deteri-
oracao do condicionamento da matriz de rigidez associada, quando comparada com
a estratégia de enriquecimento polinomial MEFG/E. Um nimero de condi¢ao menor
pode evitar a perda de precisao da solugao local usada para enriquecer o problema
global na terceira etapa do procedimento global-local.

Nesta sec¢@o, o problema global é analisado apenas com MEFG/E. Os erros em

termos da norma de energia de deformagao, K; e Kj; estao relacionados ao grau
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polinomial das solugoes global e local e as solugoes locais obtidas numericamente uti-
lizadas para enriquecer a aproximagao global. Quando a AIGE substitui o MEFG/E
na analise do problema local, um nimero menor de graus de liberdade locais é ne-
cessario para melhorar a solucao global enriquecida, contribuindo para reduzir o
custo computacional do problema e minimiza o impacto sobre o condicionamento

do sistema de equacoes do problema local.
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log do nimero de Graus de Liberdade do Problema Local
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—— MEFC /I;Dgczl,m:p ——MEFG /I;Dﬁc =2p1=p
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AIGE, !y ,,—, ® AIGE; !, _,

Figura 5.21: Numero de Condicao Escalonado da Matriz de Rigidez do Problema
Local.

5.3.2 Modelo Global-Local - Segunda Analise

O mesmo problema da Figura foi novamente analisado. A diferenca é que

nessa secao uma combinagao diferente entre MEFG/E e AIGE é adotada:

e MEFG/ E2 novamente o MEFG/E acoplado a técnica global-local de

pa=2,pr.=1"

maneira convencional;
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° AIGEiEZQM:l - com a AIGE na anélise do problema global inicial e enrique-
cido dentro do processamento global-local e 0 MEFG/E sendo utilizado para

descrever o problema local.

pa = 2 e pr, = 1 se referem ao grau de aproximagao polinomial usados na analise
global e local, respectivamente.

Trés malhas de 105, 945 e 8505 elementos quadrilaterais de dimensoes (1,000 x
1,067)u.c., (0,333 x 0,356)u.c. e (0,111 x 0,119)u.c., respectivamente, sdo usa-
das para a representacao do problema em escala global, Figura [5.22] O problema
global, analisado na primeira e terceira etapas do procedimento global-local, é sem-
pre de aproximacao quadratica. Para realizar o refinamento das malhas globais,
no MEFG/E o refinamento h é adotado e todos os ndés da malha sao enriquecidos
com funcgoes polinomiais, Equacoes e . Ja na AIGE o refinamento £,

descrito na Segao [3.2.2.3| é aplicado. A trinca é introduzida apenas no problema lo-

cal pelas fungoes de enriquecimento Heaviside e OD, Equagoes (3.62) e (3.6443.67)),

respectivamente. Nenhum né duplicado é usado no problema global para descrever
geometricamente a trinca que é representada pela solugao obtida numericamente do
problema local usado para enriquecer a funcao de PU.

Para AIGEiZ’:MF1 a distribui¢ao dos pontos de controle se assemelha a apre-
sentada na Figura [5.16(b). Ainda que a malha apresentada na Figura [5.16|(b) seja
uma malha local, o mesmo padrao de distribuicao de pontos de controle é observado
também para a malha global atual.

A Figura [5.23 mostra o subdominio local posicionado dentro do dominio global.
Esse subdominio tem o tamanho de (6,00 x 5,33)u.c. e fica entre as coordenadas
(x =0,00; y =6,00) e (z = 5,33; y = 10,67). O objetivo é garantir que os elemen-
tos atravessados pela trinca sejam totalmente enriquecidos pela solucao local obtida
numericamente. Nota-se que o dominio local, Figura|5.23] é maior que o utilizado na

Secao m, Figura m(b) A mesma regiao local poderia ser adotada se somente

a metodologia MEFG/E fosse utilizada. Como também é utilizada a metodologia
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Figura 5.22: Malhas globais utilizadas nas analises AIGE e MEFG/E para
aproximagao polinomial p = 2. (a) Malha de 105 elementos. (b) Malha 945
elementos. (c) Malha de 8505 elementos.

AIGE no modelo global, optou-se por adotar uma regiao local consistente ao que
seria 0 minimo necessario aos dois métodos como discutido na Segao [3.8.2] Assim,
as andlises MEFG/ Elg)lc¥:2,pL:1 e AI(}E%:QJ,L:1 ficam comparaveis. De acordo com
a Equacao , o suporte do PU para AIGE é maior que para MEFG/E quando
a aproximacao é de ordem superior a um. Para as aproximacoes quadraticas utili-
zadas na andlise do problema global a seguir, a regido amarela da Figura [5.23] é a
menor necessaria, na AIGE, para garantir o enriquecimento completo dos elementos
atravessados pela trinca na malha fisica relacionada. Na verdade, esta é a regiao
das trés malhas que cobrem todos os pontos de controle cujos suportes contém esses
elementos, Figura E importante observar que MEFG /E8! fornece uma aproxi-
macao C? para o problema global. Diferentemente, uma aproximacao C* é obtida
para AIGE®.

O esquema de enriquecimento adotado é geométrico. A mesma regiao é enrique-
cida pelo procedimento global-local & medida que o refinamento h para MEFG/E ou

o refinamento & no caso da AIGE sdo realizados. Na Figura[5.24] todos os pontos de

controle relacionados aos elementos da regiao verde estao associados as funcoes de
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Figura 5.23: Dominio Local demarcado no dominio global. (a) Malha de 105
elementos. (b) Malha de 945 elementos. (c) Malha de 8505 elementos.

enriquecimento fornecidas pela solugao local obtida numericamente. Isto equivale ao
enriquecimento realizado para MEFG/E mostrado na Figura A mesma regiao
verde é, portanto, mantida como aquela com o enriquecimento completo advindo da
solugao local.

As malhas locais de 270, 2430 e 21870 elementos quadrilaterais de quatro nds,
de dimensoes (0,333 x 0,356)u.c., (0,111 x 0,119)u.c. e (0,037 x 0,040)u.c., res-
pectivamente, sao apresentadas na Figura Além disso, sao indicados os nos
associados as fungoes Heaviside e OD da analise MEFG/E, Equagoes e
respectivamente. Observa-se que o enriquecimento de Heaviside é topoldgico
Ple o enriquecimento de OD é geométrico. [

Os parametros considerados para avaliar a qualidade das solucoes sao os erros,
medidos utilizando a Equacao , na norma da energia de deformacao e nos fatores
de intensidade de tensao K e K;;. Essas informagoes foram reunidas nos graficos

das Figuras [5.27, [5.28 e [5.29] respectivamente. O ntimero de condicao escalonado,

2A medida que se refina a malha, a utilizagao do enriquecimento topolégico mantém o mesmo
namero de nés enriquecidos.

3A medida que se refina a malha, a utilizacao do enriquecimento geométrico mantém a mesma
regiao de enriquecimento, ou seja, mais nds sao enriquecidos.
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Figura 5.24: Representagao do conjuntos de pontos de controle associados com o
esquema de enriquecimento geométrico do procedimento global-local para a AIGE.
Em verde estao representados os elementos nos quais o enriquecimento com a
solugdo local é completo.(a) Malha de 105 elementos. (b) Malha de 945 elementos.
(c) Malha de 8505 elementos.

(c)

Equacao (3.87), da matriz de rigidez também foi avaliado e apresentado no grafico

da Figura [5.30]

A Figura mostra que o enriquecimento global-local recupera uma taxa de
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Figura 5.25: Representacao do conjuntos de nds associados com o esquema de
enriquecimento geométrico do procedimento global-local para a MEFG/E. Em
verde estao representados os elementos nos quais o enriquecimento com a solugao
local é completo. (a) Malha de 105 elementos. (b) Malha de 945 elementos. (c)
Malha de 8505 elementos.

convergéncia da solucao que nao é limitada pela singularidade da solugao do pro-

blema. Em problemas da MFLE o grau de suavidade da solucao na ponta da trinca

¢ 0,5, o que implicaria em uma taxa de convergéncia de 0,25 (Szabo e Babuska,
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Figura 5.26: Representagao da Malha Local. Os circulos amarelos sao os nos
enriquecidos com func¢ao de Heaviside e os circulos verdes os enriquecidos com
fungdes OD. (a) Malha de 270 elementos. (b) Malha de 2430 elementos. (c) Malha
de 21870 elementos.

1988). Somente os modelos analisados com a AIGE®! alcancam, contudo, a taxa de

convergeéncia de 1,0 esperada (metade do valor da aproximagao polinomial p, (Szabo

e Babuska, 1988)). Uma taxa de convergéncia maior quando a AIGE#' é utilizada
| g q

também é alcancada em termos de K, Figura [5.28] Para Kj;, esse resultado tao
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Figura 5.28: Erro em K.

expressivo nao acontece, porém é possivel notar que a AIGE8!' proporciona resulta-
dos mais precisos e convergentes, enquanto os resultados obtidos com o MEFG /E#!

apresentam uma tendéncia de divergir da solucao de referéncia.
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Figura 5.30: Numero de condicao escalonado para o problema global enriquecido.

Finalmente, o comportamento do ntimero de condi¢ao escalonado a medida que
o refinamento da malha é realizado é representado pelo grifico da Figura [5.30, O
refinamento aumenta nao s6 o nimero de nés ou pontos de controle, mas também
o numero de nds ou pontos de controle associados as fungoes de enriquecimento
fornecidas pela solucao local obtida numericamente, Figuras e O impacto

destes enriquecimentos é a deterioracao do condicionamento da matriz de rigidez
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associada. B notdvel a diferenca entre os resultados de MEFG/E# e AIGE#. Além
disso, a menor taxa observada com MEFG /E8! pode ser explicada pelos altos valores
obtidos na primeira malha. As operacoes de ponto flutuante realizadas aqui em
valores de precisao dupla podem estar definindo um limite superior para o cédlculo
da taxa entre os autovalores extremos relacionados ao nimero de condigao.

O condicionamento do sistema resultante foi também avaliado ao longo do pro-
cesso de propagacao de trinca. Para isso, foi utilizado um incremento de trinca de
tamanho 0,3330 com a orientagao desse novo segmento definida através da relagao
entre K; e Ky, seguindo o critério da maxima tensao circunferencial (Moés et al.,

1999). Apenas as discretizagoes apresentadas nas Figuras |5.24(a) e |5.25(a) foram

utilizadas para a simulagao utilizando a AIGE®! e o MEFG /E®!, respectivamente. O
dominio local se modifica automaticamente com o passar dos passos de propagacao
de forma a acomodar o novo comprimento e ponta da trinca. A exemplo da trinca
estatica, novamente, dominios locais de tamanhos equivalentes sao utilizados nas
duas metodologias de andlise de forma a manter a compatibilidade a possibilidade

de comparacao entre elas.

Os caminhos de propagacao sao mostrados nas Figuras [5.31] [5.32] e [5.33] além

da Tabela 5.1} A Figura mostra o caminho resultante na primeira etapa de
propagacao e é possivel observar que a trinca sofre uma pequena inclinagao para
baixo enquanto caminha para frente. A Figura [5.32] representa a quarta etapa de
propagacao em que a trinca segue a tendéncia de propagacao observada na primeira
etapa, conforme esperado para este tipo de problema em que o cisalhamento esta
atuando. Trajetdéria semelhante é encontrada no trabalho de Tran et al| (2015)
para um problema com condi¢oes semelhantes. Por fim, na etapa de propagacgao
7, representada na Figura [5.33] é possivel observar a confirmacao da trajetoria de
propagacao da trinca. Além disso, todas as etapas de propagacao mostradas na ana-
lise do MEFG/E®! estdo de acordo com aquelas apresentadas na analise da AIGES!,

conforme é possivel, inclusive se confirmar com a Tabela [5.1]



Figura 5.31: Passo de propagacao 1. (a)MEFG/Egl

pa=2,pL=1"

Figura 5.32:

Tabela 5.1: Posicao da ponta da trinca ao longo dos passos de propagacao para as

/N

N

(a)

>

S

Passo de propagacio 4. (a)MEFG/E®

pc=2,pL=1"

(@

(b)

N x

VA

(b)

MEFG/

E®

pe=2,pr=1

AIGE®?

pc=2,pr=1

X

y

X

y

Inicio

3,500000

8,000000

3,500000

8,000000

Passo 1

3,821653

7,913813

3,823232

7,919939

Passo 2

4,141826

7822280

1,148174

7.847125

Passo 3

4,463064

7,734557

4,473313

7,775198

Passo 4

4,785757

7,652351

4,799762

7,709469

Passo 5

9,108592

7,570701

0,128818

7,658371

Passo 6

2,429914

7,483287

5,457041

7,602170

Passo 7

2,747701

7,383786

5,783981

7,538928

metodologias apresentadas.

(b)AIGES2:

(b)AIGE®2:
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Figura 5.33: Passo de propagacao 7. (a)MEFG/E?G:Q’pL:l. (b)AIGEilG%':Q’pL:l.

O grafico da Figura mostra os valores do log do ntimero de condicao esca-
lonado para cada etapa de propagagcao. E possivel notar que os valores se mantéem
estaveis ao longo da propagacao. A ordem de grandeza é a mesma daquela observada

para a trinca estatica em que o nimero de condi¢cao mostra-se bastante superior para

1

as simulagoes com o MEFG/ES _, | _;.
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Figura 5.34: Numero de condicao escalonado ao longo dos passos de propagacao de
trinca.
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5.4 Problema 4 - Chapa com uma trinca inclinada no
centro

Nesse exemplo, uma chapa com uma trinca inclinada em seu centro é analisada.
De acordo com os resultados obtidos nas Secao [5.3 optou-se por comparar a es-
tratégia do MEFG/E® com a estratégia da AIGE#2. Novamente é investigada a
acuracia e o condicionamento da solugao e é realizada a simulagao da propagacao
de trinca para os dois métodos. O modelo é definido por uma chapa de dimensoes
(10,00 x 10,00)u.c., com uma trinca central de dimenséao 0,75u.c. inclinada em 35°
com o eixo . A chapa estd sujeita a uma tensao de tracao de ¢ = 1,0 u.c.. A
Figura [5.35 mostra em detalhes as caracteristicas descritas, bem como a trinca em

vermelho e as demais informagoes do modelo.
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Figura 5.35: Chapa com uma trinca inclinada no centro.

Além disso, estd sendo considerado regime de estado plano de deformacao e o
material eldstico linear adotado tem moédulo de elasticidade (F) igual a 1,0 u.c. e
coeficiente de Poisson de 0,3. A presenca da trinca inclinada induz um modo de
abertura de trinca misto.

As mesmas condigoes para o procedimento global-local adotado na Sec¢ao sao
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utilizadas aqui, como condigoes de contorno de Dirichlet para o problema local, nti-
mero de pontos de integracao (8 x 8) pontos de Gauss nos elementos que contém
algum né/ponto de controle enriquecido e demais elementos apenas (4 X 4), para-
metro de penalidade n = 1 x 100 e critério de convergéncia dos ciclos globais-locais
com tolerancia de 1 x 1072

De acordo com Moés et al.| (1999), o problema proposto tem como solugao de
referéncia: Fator de Intensidade de Tensao - Modo I: K; = 0,7283 e Fator de Inten-
sidade de Tensao - Modo II: K;; = 0,5100.

As andlises realizadas sao nomeadas por MEFG/E?G:ML:1 e AIGE?G?:QM:I e
seguem o mesmo padrao estabelecido na Secao [5.3.2

Trés malhas de 121, 1089 e 9801 elementos quadrilaterais de dimensdes (0, 9090 x
0,9090)u.c., (0,3030 x 0,3030)u.c. e (0,1010 x 0,1010)u.c., respectivamente, foram
utilizadas para representar o problema global, Figura [5.36

A aproximagao do problema global é quadratica na primeira e terceira etapas do

procedimento global-local. A trinca é introduzida no problema local pelas funcoes

de enriquecimento Heaviside e OD, Equagoes (3.62)) e (3.64H3.67)), respectivamente.

Nenhum né duplicado é usado no problema global para descrever geometricamente
a trinca, que é representada apenas pela solucao obtida numericamente do problema
local usado para enriquecer o PU na terceira etapa do procedimento global-local.
A Figura ilustra o subdominio local posicionado no dominio global. Ele tem
o tamanho de (4,54 X 4,54)u.c. e estd entre as coordenadas (x = 2,72; y = 2,72) e
(x =17,27;y = 7,27). O menor subdominio local possivel foi escolhido para garantir
a mesma regiao de enriquecimento completo no problema global nas anélises pelo
MEFG /E# e pela AIGE#!, de acordo com a Secao Os problemas global inicial
e global enriquecido apresentam continuidade da aproximacao C° quando analisados

via MEFG/E e C' quando analisados por AIGE.
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Figura 5.36: Malhas globais utilizadas nas andlises via AIGE e MEFG/E para
aproximagao polinomial p = 2. (a) Malha de 121 elementos. (b) Malha de 1089
elementos. (c) Malha de 9801 elementos.

Da mesma maneira que na Secao [5.3.2] o esquema de enriquecimento aqui ado-
tado é geométrico. A mesma regiao é enriquecida de forma completa pelo procedi-
mento global-local & medida que o refinamento h para MEFG/E ou o refinamento k
no caso da AIGE sao realizados. Na Figura[5.38] todos os pontos de controle relaci-
onados aos elementos da regiao verde estao associados as fungoes de enriquecimento
fornecidas pela solucao local obtida numericamente. Isto equivale ao enriquecimento
realizado para MEFG /E mostrado na Figura m

As malhas locais foram criadas utilizando a regiao global representada na Figura
na qual os elementos globais foram subdivididos em 9 elementos formando
a malha local de 225, 2025 e 18225 elementos quadrildteros de quatro nos, de di-
mensoes (0,3030 x 0,3030)u.c., (0,1010 x 0,1010)u.c. e (0,0337 x 0,0337)u.c., res-

pectivamente. Além disso, os nés ao longo da trinca estao associados a fungao de
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Figura 5.37: Subdominio Local. (a) Malha de 121 elementos. (b) Malha de 1089
elementos. (c) Malha de 9801 elementos.

enriquecimento de Heaviside e os nés ao redor da ponta da trinca estao associados

as fungoes OD na analise MEFG/E, Equacoes (3.62) e (3.64H3.67)) respectivamente.

O mesmo esquema da Secao [5.3.2] é usada aqui, sendo que o enriquecimento de
Heaviside ¢é topolégico e o enriquecimento de OD é geométrico.

Para os trés niveis de malhas globais, foram avaliados os erros dos fatores de
intensidade de tensao K; e Ky em relacao a solucao de referéncia através da Equacao
. Os valores foram computados nas duas pontas da trinca, e observou-se que
os resultados ficaram praticamente idénticos. Por simplicidade, apenas os erros nos
valores de uma das pontas sao apresentados nos graficos das Figuras e O
condicionamento da matriz de rigidez também foi analisado e apresentado na Figura

As Figuras e mostram que, quando comparado com MEFG/E®, a
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Figura 5.38: Pontos de controle enriquecidos numericamente com a solucao local
na terceira etapa do processo global-local (AIGE). Em verde estao representados
os elementos nos quais o enriquecimento com a solucao local é completo. (a) Malha
de 121 elementos. (b) Malha de 1089 elementos. (c) Malha de 9801 elementos.

AIGE® sempre fornece erros menores para o mesmo nimero de graus de liberdade.
Além disso, a taxa de convergéncia para K é ligeiramente maior, Figura e
diferentemente da Segao [5.3.2] é significativamente maior para K, Figura [5.41]
Uma explicagao para este comportamento é o fato de que a ordem de grandeza do
K1 é maior e, portanto, o erro da aproximacao é menos impactado por perturbagoes
numéricas.

Por fim, o comportamento do niimero de condicao escalonado, Equacgao ,
com o refinamento da malha ¢ ilustrado pelo grafico da Figura E notével a
diferenca entre os resultados de MEFG /E8! e AIGE®! e, mais uma vez, o ntimero de
condicio de MEFG /E#' é sempre maior que a da AIGES!

Para simular a propagacao da trinca, utilizou-se um incremento de tamanho

0,3030 e a orientacao do novo segmento de trinca foi definido através da relagao
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Figura 5.39: Nés enriquecidos numericamente com a solugao local na terceira etapa
do processo global-local (MEFG/E). (a) Malha de 121 elementos. Em verde estao
representados os elementos nos quais o enriquecimento com a solucao local é
completo. (b) Malha de 1089 elementos. (c¢) Malha de 9801 elementos.
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Figura 5.41: Erro em Kjj.
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Figura 5.42: Nimero de Condicao Escalonado do problema global enriquecido.

entre K; e Ky, seguindo o critério da maxima tensao circunferencial (Moés et al.,
1999). As malhas apresentadas nas Figuras [5.38|(a) e [5.39(a) foram utilizadas para

a simulacdo utilizando a AIGE#' e o MEFG /E®!, respectivamente.
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As trajetérias de propagacao sao mostradas nas Figuras[5.43] [5.44] e [5.45| e tam-

bém na Tabela[5.2] A Figura[5.43|mostra o caminho resultante na primeira etapa de
propagacao e ¢ possivel observar que a trinca sofre uma pequena inclinacao em ambas
as extremidades. A Figura[5.44| representa a terceira etapa de propagacao em que a
trinca apresenta tendéncia a orientacao horizontal, conforme esperado para este tipo
de problema. Por fim, na etapa de propagacao 10, representada na Figura [5.45] é
possivel observar a tendéncia de propagacao horizontal da fissura sendo confirmada.
Além disso, todas as etapas de propagagio mostradas na analise do MEFG /E¢! estao

de acordo com aquelas apresentadas na analise da AIGE®, conforme apresentado na

Tabela 5.2

/N /N
T A
X [ [ [ X
> >
(a) (b)
Figura 5.43: Passo de propagacao 1. (a)MEFG/EiLZQ’pLZI. (b)AIGEfGQ':Q’pLZI.
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Figura 5.44: Passo de propagacgao 3. (a)MEFG/EiLZQM:l. (b)AIGEil;;Q,pL:l-
N /N
deo -
X X
> >
(a) (b)
Figura 5.45: Passo de propagacao 10. (a)MEFG/E]gDIG:ZpL:l. (b)AIGEf;':Q,pLzl.

MEFG/ES _, _, | AIGE®:, _

X y X y
Inicio [ 5,307182 5215091 | 5,307182 5215091
Passo 1 | 4408073 4,681268 | 4,408073 4,681268
Passo 2 | 5893774 5345140 | 5,893774 5,345140
Passo 3 | 6,196202 5,326535 | 6,196207 5,328142
Passo 4 | 6,499170 5,330987 | 6,499274 5331822
Passo 5 | 6,800317 5,297533 | 6,800584 5,209857
Passo 6 | 7,103030 5,310523 | 7,103394 5,310577
Passo 7 | 7,404234 5277505 | 7,404677 5278367
Passo 8 | 7,707233 5276808 | 7,707677 5,278905
Passo 9 | 8,008677 5,246140 | 8,009337 5,250442
Passo 10 | 8,311050 5,226659 | 8,311799 5,232391

Tabela 5.2: Posicao da ponta da trinca ao longo dos passos de propagacao para as
metodologias apresentadas.



155

O numero de condicao escalonado foi avaliado ao longo de todo o processo de
propagacao e apresentado na Figura Observou-se que os valores obtidos na
analise inicial, para a pré-trinca apresentado no grafico da Figura [5.42] se mantém
praticamente os mesmos em ordem de grandeza a cada etapa de propagacao. Isso
significa que o processo de propagagao nao penalizou o condicionamento da matriz de
rigidez e, novamente, a simulacio do MEFG /E8! mantém-se com o condicionamento

mais deteriorado.
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Figura 5.46: Numero de condicao escalonado ao longo dos passos de propagacao de
trinca.
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Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Breve Resumo

O Capitulo [I] apresentou um contexto geral sobre o trabalho seus objetivos e me-
todologia. O Capitulo [2l mostrou a revisao bibliografica acerca dos principais concei-
tos da AIG, AIGE e técnica Global-Local, bem como suas principais aplicagbes em
diversos problemas da engenharia e os desafios na construgao das aproximacoes, tais
como aplicacao das condigoes de contorno e integracao numérica. O Capitulo [3| des-
creve com mais detalhes os assuntos apresentados na revisao bibliogréfica, contendo
consideracoes importantes sobre a utilizacao pratica de todos eles, a formulacao dos
métodos e estratégias que foram adotadas no trabalho e também informagoes sobre
as funcoes de enriquecimento. O Capitulo [4] apresentou os principais aspectos do
sistema INSANE e a implementacao necessaria ao funcionamento do enriquecimento
via AIGE, combinada com o MEFG/E, e fung¢oes vindas da estratégia global-local.

Ja no Capitulo[5] foram discutidos os exemplos realizados para investigar o funci-
onamento da nova implementagao realizada no sistema INSANE. Foram analisados
quatro grandes problemas. O primeiro problema (P1), mostra a verificagao da imple-
mentagao da AIG. O segundo problema (P2) mostra a verificagao da implementagao
da AIGE. Por fim, os problemas P3 e P4 mostram o funcionamento da metodologia
de fato investigada nesse trabalho, combinando AIGE, MEFG/E e a técnica global-
local. Conforme ja mencionado, os problemas P3 e P4 estao também apresentados

em artigo publicado de mesma autoria (Santos e Barros, [2023)).
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6.2 Conclusoes do Trabalho e Sugestoes de Trabalhos
Futuros

Considera-se que os objetivos propostos neste trabalho foram satisfatoriamente
atingidos. Os estudos sobre a AIG, MEFG/E, AIGE, fungoes que contém singula-
ridade e técnica Global-Local, além de estratégias suporte a essas, como imposi¢ao
de condigoes de contorno essenciais via Método da Penalidade e Método de Nits-
che, Extracao de Bézier e condicionamento de matrizes, foram fundamentais para a
implementagao desses conceitos no sistema INSANE. O nticleo numérico do sistema
INSANE foi adequadamente expandido de modo a ser capaz de realizar analise da
elasticidade bidimensional, utilizando a AIGE combinada com o MEFG/E. Nestas
analises, a aproximacao pode ser enriquecida com fungoes que contém singularidade
e descrevem os modos de abertura de trinca, funcao de Heaviside, fun¢oes polino-
miais e fungoes origindrias da técnica Global-Local. E importante ressaltar que as
implementacgoes da AIG e da AIGE encontram-se disponiveis para diversas outras
aplicagoes.

O AIGE, assim como o MEFG/E, vem se mostrando uma ferramenta poderosa
para a modelagem de problemas estruturais com a presenca de concentracao de ten-
soes e de descontinuidades no campo de deslocamentos, como é o caso da analise de
meios com a presenca de trincas. Simulacoes via AIGE, gracas a técnica de enrique-
cimento da aproximacao, sao capazes de reproduzir os fenomenos inerentes a estes
problemas, de forma mais adequada do que a AIG/MEF para uma mesma malha de
elementos. Torna-se possivel descrever a concentracao de tensoes na vizinhanca da
ponta da trinca e a descontinuidade no campo de deslocamentos, em malhas gros-
seiras e sem a necessidade de se fazer a duplicacao dos nés ao longo da superficie
de trinca. Algumas vantagens foram observadas com respeito a AIGE em compa-
ragao com o MEFG/E, como por exemplo, melhor condicionamento das matrizes e
solugoes com menor erro com relagao as solugoes de referéncia.

No primeiro exemplo, apresentado na Secao [5.1], é possivel confirmar que a AIG



158

foi implementada adequadamente, tanto para o caso da chapa reta, quanto para o
caso da chapa curva, demonstrando a capacidade da AIG em descrever de forma
exata a geometria, sobretudo quando adotadas fungoes do tipo NURBS. Além disso,
ficou claro que, nos problemas apresentados, pouca diferenca foi constatada quando
se impoem as condicoes de contorno essenciais utilizando o Método da Penalidade
ou 0 Método de Nitsche. E importante sempre realizar o teste de convergéncia dos
resultados de variando os parametros de penalidade utilizados, de forma a garantir
a correta imposicao das condicoes de contorno.

O segundo problema, apresentado na Sec¢ao 5.2, mostra a AIGE sendo verificada
para a implementacao realizada. Trata-se de um problema interessante, pois aqui,
os resultados foram comparados com o MEFG/E. Constatou-se a correspondéncia
de resultados quando o grau de aproximagao polinomial da solucao é de p = 1.
Além disso, para graus de aproximacao polinomial maiores que um, observou-se
que os resultados encontrados com a AIGE apresentaram erros inferiores quando
comparados a0 MEFG/E, para um menor nimero de graus de liberdade e matrizes
mais bem condicionadas.

O terceiro problema, apresentado na Secao foi subdividido em duas analises
distintas. Nesse problema, os resultados do objetivo central dessa pesquisa come-
cam a ser discutidos. Na andlise da Segao , optou-se por utilizar o MEFG/E no
problema global e alternar entre MEFG/E e AIGE no problema local. Observou-se,
mais uma vez, que, quando se utiliza grau de aproximagcao polinomial p = 1 no pro-
blema local, os mesmos resultados sao encontrados para AIGE e MEFG/E. Quando
o problema global foi resolvido com grau de aproximacao p = 1 é possivel perceber
que os resultados encontrados foram equivalentes para as respectivas abordagens
locais utilizando MEFG/E ou AIGE. A tnica ressalva é que quando tratava-se de
AIGE no problema local, o nimero de graus de liberdade é consideravelmente menor
do que aquele do MEFG/E, o que tornou a solugdo menos onerosa computacional-

mente. J4 quando o problema global foi analisado com grau de aproximacao p = 2
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a AIGE mostrou superioridade de resultados tanto em relagao a acuracia da solugao
quanto ao menor custo computacional, anteriormente citado.

Outra consideragao importante sobre o problema apresentado na Se¢ao [5.3.1}, diz
respeito ao condicionamento da matriz de rigidez. Quando se avalia o condiciona-
mento da matriz de rigidez do problema global enriquecido (analisado utilizando o
MEFG/E), percebe-se que o tipo de estratégia de solu¢ao empregada na escala local
nao tem influéncia significativa. Diferentemente quando sao utilizadas funcoes de
enriquecimento polinomial para se definir no problema global o grau de aproximagao
polinomial p = 2, em que observa-se uma grande deterioracao do condicionamento.
Na sequeéncia, avaliou-se também o condicionamento da matriz de rigidez do pro-
blema local. Conforme o esperado o problema local analisado utilizando a AIGE
apresenta um numero de condi¢ao muito menor, e que cresce de uma forma me-
nos acentuada a medida que se aumenta o grau de aproximacao polinomial local,
quando comparada ao MEFG/E. Tendo em vista essa observagao, foi realizada a
investigacao apresentada na Secao distinguindo-se da discretizacao anterior,
o problema global tem sua representagao alternando-se entre MEFG/E e AIGE e o
problema local é exclusivamente analisado com MEFG/E tendo o grau de aproxima-
¢ao polinomial p = 1, de forma a nao onerar o condicionamento da matriz de rigidez
do problema local. Foi, entao, possivel mostrar que a AIGE utilizada no problema
global produz resultados com maior taxa de convergéncia bem como possui uma
matriz mais bem condicionada.

O problema apresentado na Secao corrobora com as conclusoes encontradas
no problema da Segao [5.3.2] Além disso, nesses dois problemas, a propagagao de
trinca foi avaliada, observando-se trajetérias semelhantes entre os métodos compa-
rados e também condizentes com o que seria esperado.

A técnica global-local, utilizada dentro do conceito da AIGE, para a obtencao

de uma funcao de aproximacao personalizada para o modelo, mostrou-se, de fato,
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uma estratégia adequada para a obtencao de solugoes com baixo erro e bem condi-
cionadas. O refinamento da malha local nao onera computacionalmente a solugao
do modelo global, pois é independente deste, nao demandando a compatibilizacao
entre elementos de tamanhos diferentes. Para melhor capturar o gradiente elevado
do campo de deslocamentos na regiao da ponta de trinca, estas malhas precisa-
riam reduzir drasticamente o tamanho dos elementos, o que pode ser realizado mais
facilmente em malhas locais mais refinadas.

Além disso, as andlises realizadas com a AIGE possibilitam criar modelos com
alto grau de aproximacao polinomial com baixo acréscimo de graus de liberdade.
Esse fato, inclusive, contribui para que a necessidade de uma maior regiao local nao
inviabilize o uso da AIGE, ja que ela é compensada pelo menor nimero de graus
de liberdade inerente as malhas analisadas via AIGE. Por fim, o uso do MEFG/E
no problema global e, principalmente, no local pode tornar-se interessante pela fa-
cilidade de construcao do método, sobretudo no que diz respeito a imposicao direta
nos nos das condicoes de contorno, a construcao das funcoes de forma e de PU e
também ao tratamento geométrico dos elementos para o posicionamento da trinca
e das funcoes de enriquecimento responsaveis pela sua descricao. Tendo em vista
esses aspectos, é preciso que haja uma ponderacao de forma a melhor combinar as
metodologias, considerando, por exemplo, a geometria do problema a ser solucio-
nado, posicao da trinca, trajetéria de propagacao, condicoes de contorno e outras
variaveis.

Para alguns dos problemas apresentados, seria possivel impor diretamente as
condicoes de contorno essenciais nos pontos de controle. Isso, porque, as restrigoes
dos modelos recaem sobre linhas retas, o que torna as funcoes do tipo NURBS
interpolatorias nessas regioes. Tal estratégia nao foi adotada, porque, esses sao casos
bem especificos e a implementacao da imposicao indireta pelo Método de Nitsche
ou Método da Penalidade é genérica e abrange também os casos em que as fungoes

do tipo NURBS nao descrevem linhas retas e portanto nao sao interpolatoérias em
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todo o seu dominio.

Concluindo, sugere-se para trabalhos futuros a implementacao de geradores de
malha para a AIG. Isso, porque, nas andlises utilizadas, os dominios dos problemas
ficaram restritos a contornos retos ou dependentes da utilizagao de programas ex-
ternos para a sua geragao. Além disso, muitos programas CAD atuais fazem apenas
a representagao de fronteira das geometrias (do inglés Boundary representation (B-
ref)) o que dificulta a descrigao do interior dos modelos. Com um gerador de malha
integrado ao sistema INSANE é possivel explorar todo o potencial da AIG em des-
crever dominios curvos ou complexos. E importante ressaltar que, o refinamento de
malha estd totalmente implementado no sistema INSANE, logo a dificuldade existe
apenas na criacao da malha inicial e grosseira para a descricao da geometria. Outro
beneficio seria construir dominios locais com geometria genérica e assim permitir
que esses sejam os menores possiveis durante a propagacao de trinca, sem que esse
seja limitado ao menor dominio retangular possivel. Além disso, essa funcionalidade
permitiria com facilidade expandir o sistema criado para utilizar mais de um patch
na descri¢ao do problema.

Ainda para trabalhos futuros sugere-se a implementacao de outras fungoes de
base (e de particdo da unidade) compativeis com a AIG, a andlise de multiplas
trincas e a interagao entre elas, bem como a expansao para problemas tridimensi-
onais. Outra sugestao versa sobre a combinacao da AIGE com outras estratégias
de solugao como os métodos sem malha e de contorno dentro da estratégia global-
local. Seria possivel, também, aliar os conceitos estaveis, oriundos do Método dos
Elementos Finitos Generalizados Estavel (MEFGE), dentro da técnica global-local.
Ainda dentro da estratégia global-local sugere-se a utilizagao de malhas locais nao
aninhadas na malha global e a investigagao de outras possibilidades de integracao
numérica, como, por exemplo, as apresentadas, brevemente, nesse trabalho. Por fim,
sugere-se também a investigacao do uso de estimadores de erro para a proposi¢ao

de uma analise adaptativa dentro do contexto da AIGESY.
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