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Resumo
No contexto da informação quântica, o uso de certos graus de liberdade fotônicos permite
criar estados quânticos de altas dimensões, chamados qudits, os quais apresentam vantagens
em relação a qubits em aplicações como comunicação, criptografia e testes fundamentais da
mecânica quântica. Em várias dessas aplicações é necessário reconstruir o estado quântico a
ser utilizado, já que ele contém todas as informações sobre propriedades mensuráveis de um
sistema físico. Recentemente foi proposto um método simples para reconstrução de estados
quânticos puros, chamada pticografia quântica. Ele se baseia em projeções do estado de
entrada em diversos subespaços com algum grau de interseção entre si, sendo cada uma
delas seguida de uma medição projetiva na base de Fourier, que é aquela gerada pela
transformada de Fourier quântica (QFT) da base computacional. Ao final, um algoritmo
iterativo estima o estado a partir dos dados colhidos. Neste trabalho, propomos aplicar
este método em estados puros de qudits codificados em posição angular e momento angular
orbital (OAM) fotônico. Para isso, definimos estes qudits a partir da discretização do perfil
espacial de um fóton em coordenadas cilíndricas, por meio de um arranjo de D fendas
angulares, e descrevemos sua representação na base de OAM. Para aplicar a pticografia
sobre estes qudits, mostramos que as projeções intermediárias serão implementadas por
simples filtros espaciais binários, enquanto a medição na base de Fourier dos estados
pós-projeção será realizada medindo-se em uma base definida por D modos de OAM. Por
fim, demonstramos a aplicabilidade do método pticográfico, simulando a reconstrução de
qudits angulares em D = 5 e D = 12, e avaliamos sua viabilidade experimental.

Palavras-chave: Qudits, Qudit Angular, Pticografia Quântica, Momento Angular Orbital
Fotônico, Reconstrução de Estados Quânticos.



Abstract
In the context of quantum information theory, the use of certain photonic degrees of
freedom allows the creation of high-dimensional quantum states, called qudits, which
offer advantages over qubits in applications such as communication, cryptography, and
fundamental tests of quantum mechanics. In many of these applications, it is necessary to
reconstruct the quantum state to be used, since it contains all the measurable properties of
a physical system. Recently, a simple method for reconstructing pure quantum states, called
quantum ptychography, has been proposed. It is based on projections of the input state
into various partial overlapping subspaces, each one followed by a projective measurement
in the Fourier basis, which is generated by the quantum Fourier transform (QFT) of
the computational basis. At the end, an iterative algorithm estimates the state from the
collected data. In this work, we propose to apply this method to pure states of qudits
encoded in angular position and orbital angular momentum (OAM) of single photons.
For this purpose, we define these qudits based on the discretization of the spatial profile
of a photon in cylindrical coordinates, through an arrangement of D angular slits, and
describe their representation in the OAM basis. To apply ptychography to these qudits,
we show that the intermediate projections will be implemented by simple binary spatial
filters, while the measurement in the Fourier basis of the post-projection states will be
performed by measuring in a basis defined by D OAM modes. Finally, we demonstrate
the applicability of the ptychographic method by simulating the reconstruction of angular
qudits for D = 5 and D = 12, and evaluate its experimental feasibility.

Keywords: Photonic Qudits, Angular Qudit, Quantum Ptychography, Photonic Orbital
Angular Momentum, Quantum State Reconstruction.
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Prefácio

Este trabalho se propõe a estudar qudits fotônicos codificados em posição angular
e momento angular orbital e propor um método para a reconstrução de estados puros
destes sistemas, conhecido como pticografia quântica. Para isto, a dissertação constará
de cinco capítulos, sendo os dois primeiros voltados para o marco teórico básico, os dois
seguintes voltados para o desenvolvimento da descrição matemática do que chamaremos
de qudit angular e de como aplicarmos sobre eles a pticografia de estados quânticos e, por
último, uma reunião das ideias para a conclusão.

• Capítulo 1: O primeiro capítulo de nosso marco teórico começa com uma breve
discussão acerca de estados de qubits e qudits. Na sequência, apresentamos o mé-
todo mais conhecido para a caracterização destes estados, a tomografia quântica, e
discutimos algumas de suas dificuldades para sistemas de altas dimensões. Por fim,
apresentamos um método alternativo para reconstrução de estados puros, conhecido
como pticografia quântica [1], que traz algumas vantagens em relação a outros
métodos tomográficos.

• Capítulo 2: Este capítulo traz um estudo sobre o momento angular orbital da luz, uma
propriedade emergente da descrição de Maxwell para ondas eletromagnéticas, mas que
demonstrou-se de grande utilidade para o desenvolvimento de tecnologias quânticas.
Estudaremos a origem desta propriedade, assim como os perfis de intensidade e
fase de feixes laguerre-gaussianos, que a contêm. Veremos como gerar estes feixes e
medi-los.

• Capítulo 3: Neste capítulo começaremos a descrever o nosso qudit angular a partir
da discretização da posição angular do fóton, baseando-nos no trabalho de [2]. Por
meio de um arranjo de D fendas angulares, geraremos nosso qudit e definiremos o
estado de fenda. Analisaremos este estado na base de posição angular e ainda na
base de momento angular orbital.

• Capítulo 4: Por fim, proporemos a aplicação da reconstrução pticográfica de esta-
dos quânticos ao qudit angular, estudando como cada etapa do processo deve ser
implementada. Realizaremos ainda simulações da reconstrução.

• Capítulo 5: Concluímos o trabalho, reagrupando as ideias apresentadas ao longo dos
capítulos anteriores e discutiremos a viabilidade experimental do método proposto.
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1 Caracterização de Estados Quânticos

Um estado que descreve um sistema quântico é chamado de estado quântico. O
desenvolvimento da mecânica quântica trouxe à tona diversos debates filosóficos acerca
da realidade física de um estado quântico. A mecânica newtoniana, determinista e local,
foi dando espaço a uma mecânica probabilística em que os conceitos de realismo, loca-
lidade e causalidade confrontaram-se com os resultados experimentais. A partir deste
embate, a mecânica quântica passou a possuir diversas interpretações, que divergem em
determinabilidade, realidade da função de onda e seu colapso, existência de variáveis
ocultas e de “universos paralelos”. Independente da sua preferência filosófica, todavia,
todos as interpretações são empiricamente equivalentes, o que quer dizer que, apesar do
conceito de um estado quântico ser passível de debate, o conhecimento acerca dele fornece
as probabilidades referentes ao sistema físico, e nos permite determinar propriedades
mensuráveis a respeito deste e calcular sua evolução e possíveis transformações. Neste
capítulo discutiremos brevemente algumas propriedades de estados quânticos e como
caracterizá-los, já que eles contêm todas as informações sobre propriedades mensuráveis
de um sistema físico.

1.1 Estados de Qubits e Qudits
Na notação de Dirac, um estado quântico puro é representado por um vetor definido

no espaço de Hilbert, |ψ⟩, denominado ket. Se tivermos uma mistura estatística de estados
puros, um único vetor não será capaz de fornecer informações completas para este novo
estado. Estes estados são chamados de estados mistos, e uma forma de descrevê-los
matematicamente é por meio da matriz densidade ρ̂:

ρ̂ =
∑

n

pn |ψn⟩ ⟨ψn| , (1.1)

onde pn é o fator de probabilidade, ∑n pn = 1, |ψn⟩ são estados ortonormais e tr(ρ̂) = 1.

Um sistema quântico pode carregar informação em seu estado, e uma de suas
propriedades mais importantes é a possibilidade de ele existir em superposição, o que
significa dizer que a combinação linear de dois possíveis estados também é um estado [3].
Um sistema bidimensional é chamado de bit quântico (qubit) e seu estado puro mais geral
pode ser representado como

|ψ⟩ = a0 |0⟩ + a1 |1⟩ , (1.2)

onde {|0⟩ , |1⟩} é a base computacional, em que ⟨0|1⟩ = 0. Os termos a0 e a1 são números
complexos que satisfazem |a0|2 + |a1|2 = 1 onde |ai|2 representa a probabilidade de se
encontrar o estado |ψ⟩ como |i⟩ em uma medida na base computacional.
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A geração e manipulação de qubits permitiram o desenvolvimento de diversas
tecnologias quânticas, incluindo o desenvolvimento de computadores quânticos, o aprimo-
ramento de protocolos de comunicação e, principalmente, de criptografia [3], possibilitando,
também o surgimento de protocolos inovadores, como o de teleportação quântica [4].

A generalização de um qubit para um espaço D-dimensional possibilita a criação
de dits quânticos (qudit). O estado puro de um qudit pode ser descrito como

|ψ⟩ =
D−1∑
n=0

an |n⟩ , (1.3)

onde {|n⟩} é a base computacional e ∑n |an|2 = 1. Assim como a utilização de um alfabeto
de 26 caracteres (como o alfabeto latino que aqui utilizamos) é mais eficiente para a escrita
e leitura deste trabalho do que um código binário (como, por exemplo, o código morse), a
utilização de qudits ao invés de qubits pode trazer diversas vantagens às tecnologias de
informação quântica, incluindo, mas não somente: aumento da capacidade informacional
em canais de comunicação e da segurança em protocolos de criptografia, construção
de circuitos quânticos mais eficientes e melhoras em testes fundamentais da mecânica
quântica [5, 6].

1.2 Caracterização de Estados de Qudits
Em várias das aplicações de qubits ou qudits, é necessário reconstruir o estado

quântico a ser utilizado, seja para descobrirmos um estado desconhecido ou para testarmos
se um aparato está gerando o estado desejado. Nesta seção, apresentaremos o método de
reconstrução de estados quânticos mais utilizado, e em seguida falaremos de uma proposta
alternativa para reconstruir estados puros.

1.2.1 Tomografia de Estados Quânticos

O método mais conhecido para reconstrução de estados é chamado de tomografia
de estados quânticos, e consiste em projetar um ensemble de sistemas físicos identicamente
preparados em diferentes bases, e, a partir da distribuição de contagens de cada medição,
é possível estimar o estado desconhecido por algoritmos computacionais [7].

De forma simples, podemos visualizar o processo de reconstrução tomográfica de
um qubit correspondente à polarização de um fóton utilizando a esfera de Bloch, como
mostra a figura 1(a): uma medição na base definida pelo eixo z (polarização circular),
isolaria o estado desconhecido em um plano perpendicular a este eixo. Uma segunda
medição referente ao eixo y (base de polarização diagonal/antidiagonal), isolaria o estado
em um segmento de reta. Por fim, uma medição no eixo x (polarização vertical/horizontal)
nos entregaria o ponto exato onde o estado se encontra.
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Fig. 2. A sequence of three linearly independent measurements isolates a single
quantum state in Hilbert space (shown here as an open circle in the Poincaré sphere
representation). The first measurement isolates the unknown state to a plane per-
pendicular to the measurement basis. Further measurements isolate the state to the
intersections of non-parallel planes, which for the second and third measurements
correspond to a line and finally a point. The black dots shown correspond to the
projection of the unknown state onto the measurement axes, which determines the
position of the aforementioned planes. (a) A sequence of measurements along the
right-circular, diagonal, and horizontal axes. (b) A sequence of measurements on
the same state taken using non-orthogonal projections: elliptical light rotated 30◦

from H towards R, 22.5◦ linear, and horizontal.

A Mathematical Look at Single Qubit Tomography

Using the tools developed in the first section of this chapter, single-qubit to-
mography is relatively straightforward. Recall equation 9, ρ̂ = 1

2

∑3
i=0 Siσ̂i.

Considering that S1, S2, and S3 completely determine the state, we need
only measure them to complete the tomography. As Sj>0 = 2P|ψ〉 − 1

(equation 13), three measurements respectively in the |0〉, 1√
2

(|0〉 + |1〉) , and
1√
2

(|0〉 + i|1〉) bases will completely specify the unknown state. If instead

measurements are made in another basis, even a non-orthogonal one, they
can be easily related back to the Si parameters, and therefore the density
matrix, by means of equation 21.

While this procedure is straightforward, there is one subtlety which will
become important in the multiple-qubit case. Projective measurements gen-
erally refer to the measurement of a single basis state and return a single

Figura 1 – Uma sequência de três medições que permitem isolar um estado desconhecido
na esfera de Bloch, utilizando bases definidas em eixos ortogonais (a) e não
ortogonais (b). Fonte: Retirado de [7].

Não necessariamente as projeções precisam ser realizada em bases definidas por
eixos ortogonais, como mostra a figura 1(b). O importante é que os operadores das bases
de medição formem um conjunto que seja informacionalmente completo, ou seja, elas
permitem acessar todas as informações necessárias para completa caracterização do estado.
Porém, nem tudo são flores: erros nos processos de contagens, ou mesmo incerteza quanto
às bases de medição, levam o que deveria ser um ponto único à uma região da esfera de
Bloch com maior probabilidade de se encontrar o estado que queremos caracterizar. Assim,
é necessário, ainda, um método de pós processamento para definir o estado mais provável
que se encaixe nas medições experimentais.

Existem diversas formas de se realizar a tomografia, variando em métodos expe-
rimentais, o que engloba diferentes bases de medição utilizadas, e em métodos de pós
processamento, cada qual com diferente demanda computacional [8]. No caso de um estado
arbitrário ρ̂, são necessários para completa reconstrução D2 − 1 parâmetros reais, pois a
matriz densidade de um estado qualquer é constituída de D×D elementos, e sabemos que
ela deve ser hermitiana e ainda que seu traço Tr (ρ̂) = 1. Se tivermos a garantia de que o
estado a ser reconstruído é puro, essa informação facilita o processo tomográfico e reduz
o número de resultados de medição necessários, que deixa de escalar quadraticamente
com a sua dimensão, e passa a escalar linearmente [9–12]. Assim, com essa informação a
priori, são reduzido problemas de complexidade encontrados ao se estudar estados de altas
dimensões, sejam problemas de natureza experimental, como o grande número de aparatos
para medir um estado em diversas bases, ou problemas de natureza computacional, que
surgem da complexidade cada vez maior para os algoritmos de reconstrução.
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Figura 2 – Esquema da pticografia. (a) Uma pequena região é iluminada e gera um padrão
de difração. (b) Um conjunto de pequenas regiões iluminadas com alguma
sobreposição entre elas, cada qual com seu padrão de difração, alimenta com
dados o PIE, permitindo a reconstrução da função transmissão complexa do
objeto. Fonte: Retirada de [1].

1.2.2 Pticografia de Estados Quânticos

Pticografia Clássica

Recentemente foi proposta uma técnica simples para reconstrução de estados
quânticos puros, chamada pticografia quântica. Ela é baseada em um método iterativo
de recuperação de fase proposto em 2004 por Faulkner e Rodenburg [13]. Antes de
explicarmos a versão quântica, é bom entendermos a versão clássica. Se o leitor já estiver
familiarizado com a pticografia, sinta-se a vontade para pular para a próxima subseção.

A pticografia funciona da seguinte forma: Por meio de uma abertura móvel, cuja
posição e função transmissão são conhecidas, um feixe de luz coerente incide em uma
região localizada de um objeto. Mede-se o padrão de difração deste feixe no plano distante,
como mostra a figura 2(a), o qual é equivalente à sua transformada de Fourier. Entretanto,
ao fazer esta medição, o que se obtém é a intensidade luminosa, de forma que perdemos a
informação relacionada à distribuição de fases da onda. Para recuperar tal informação, a
luz é localizada em diferentes partes do objeto, de tal modo que haja uma interseção parcial
entre elas. O padrão de difração de cada parte, juntamente com as informações referentes
à abertura móvel formarão o conjunto de dados pticográficos. Estes dados servirão para
alimentar um algoritmo iterativo (ptychographic iterative engine – PIE) que, a partir das
múltiplas iluminações e da redundância de informação gerada pela interseção entre elas,
será capaz de reconstruir a função complexa que caracteriza o objeto; tal processo está
esquematizado na figura 2(b).

Versão Quântica da Pticografia

Na analogia quântica [1], a função objeto que desejamos conhecer é um estado
quântico puro pertecente a um um espaço de Hilbert D-dimensional HD, como, por
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exemplo, o definido em (1.3), que reproduzimos aqui:

|ψ⟩ =
D−1∑
n=0

an |n⟩ . (1.4)

Se determinarmos os D coeficientes complexos {an} teremos uma caracterização com-
pleta de |ψ⟩. Para fazermos isso, tal estado de entrada será projetado em subespaços
r-dimensionais através de um conjunto de J projetores {P̂j}J−1

j=0 de rank r, satisfazendo os
requisitos de overlap e completeza (veja o quadro abaixo).

Requisitos dos Projetores Pticográficos

Há liberdade para escolha dos projetores, porém existem duas condições a serem
respeitadas:

1. Overlap: Cada projetor deve ter alguma sobreposição com ao menos um outro,
ou seja, dado um projetor P̂j, deve haver um P̂j′ de forma que:

0 < Tr(P̂jP̂j′)
r

< 1;

2. Completeza: O conjunto de projetores deve abranger todas as dimensões do
espaço de Hilber HD.

Essas projeções correspondem às diversas posições da iluminação na pticografia clássica,
que incidem em um pequeno pedaço do objeto. Uma escolha simples é dada por projetores
diagonais na base computacional, da forma:

P̂j =
r−1∑
k=0

|k ⊕ sj⟩ ⟨k ⊕ sj| , (1.5)

onde ⊕ representa adição módulo D e sj é um inteiro não negativo que define o salto
entre dois operadores adjacentes. O vetor de J componentes s⃗J = (s0, s1, ..., sJ−1), que
chamaremos de vetor salto, é quem define o número de projetores a serem utilizados. O
jotésimo projetor gerará um estado num subespaço r-dimensional

|ψj⟩ = P̂j |ψ⟩ , (1.6)

sobre o qual realizamos uma medição projetiva na base gerada pela transformada quântica
de Fourier (QFT1) da base computacional:{

|µn⟩ ≡ F̂D |n⟩
}D−1

n=0
. (1.7)

O operador F̂D será melhor detalhado no capítulo 4. Para cada projetor P̂j , obtemos uma
distribuição de contagens

Πj ∝
{
| ⟨µn|ψj⟩ |2

}D−1

n=0
, (1.8)

1 A sigla QFT vem do inglês quantum Fourier transform.
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formando um conjunto de dados pticográficos
{√

Πj

}J−1

j=0
. Este passo equivale a medir os

padrões de difração na pticografia clássica. Este conjunto, juntamente com a informação
dos projetores, serão fornecidos ao algoritmo PIE que estimará um estado. A figura 3
esquematiza o processo.

Figura 3 – Esquema demonstrativo da pticografia de estados quânticos. Fonte: Retirada
de [1].

Podemos construir várias famílias de projetores da forma de (1.5), variando em
quantidade e em rank. O rank ideal foi verificado empiricamente como r = ⌈D/2⌉ [1].
O número de projetores pode variar entre D e um valor fixo (< D), independente da
dimensão. No primeiro caso, teríamos D2 resultados de medição, o que se assemelha ao
processo de tomografia para estados mistos. Já no segundo caso, o número de resultados
pode ser compatível com os métodos para a tomografia de estados puros conhecidos na
literatura [10–12,14]: na referência [1] utilizou-se um conjunto de 4 projetores definidos
pelo vetor salto s⃗4 =

(
0, ⌈D−r−2

3 ⌉, 2⌈D−r−2
3 ⌉, ⌈D

2 ⌉
)
; já a referência [15] utilizou 5 projetores

definidos por sj = j⌊D
5 ⌋.

Uma vez colhidos os dados pticográficos, estes serão fornecidos ao PIE. O algoritmo
está descrito no quadro abaixo. Uma única iteração do PIE é definida como J iterações do
loop entre os passos 2 a 7, de forma que cada projetor seja utilizado ao menos uma vez,
assim como os seus respectivos conjuntos de dados gerados pela medições.

O algoritmo pode ser finalizado dado um número pré-definido de iterações ou ainda
por meio de um teste de convergência: A partir da normalização dos estados corrente,
|ϕn⟩, e de sua próxima atualização, |ϕ′

n⟩, podemos calcular a distância do traço, que é uma
medida de distinguibilidade entre os dois estados. Esta distância é definida por [3]:

D =
√

1 − ⟨ϕn|ϕ′
n⟩2. (1.9)
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Algoritmo de reconstrução pticográfica

Adaptado para a reconstrução de estados puros, o algoritmo segue os seguintes
passos:

1. Início: É gerada uma estimativa aleatória para o estado:

|ϕ⟩ =
D−1∑
n=0

γn |n⟩ .

2. Projeção: Aplica-se o jotésimo projetor:

|ϕj⟩ = P̂j |ϕ⟩ .

3. Transformada de Fourier: Aplica-se a QFT:

∣∣∣ϕ̃j

〉
= F̂D |ϕj⟩ =

D−1∑
n=0

γ̃nj |n⟩ .

4. Correção: Utiliza-se então os dados experimentais
{√

Πj

}
para corrigir o

módulo dos coeficientes complexos γ̃nj, mantendo-se a fase:

∣∣∣ϕ̃′
j

〉
∝

D−1∑
n=0

| ⟨µn|ϕj⟩ | ei arg γ̃nj |µn⟩ .

5. Transformada inversa: Aplica-se a transformada inversa:∣∣∣ϕ′
j

〉
= F̂−1

D

∣∣∣ϕ̃′
j

〉
.

6. Atualização: Atualiza-se a estimativa inicial:

|ϕ′⟩ = |ϕ⟩ + ηP̂j

(∣∣∣ϕ′
j

〉
− |ϕj⟩

)
,

onde η ∈ ]0, 2] é um parâmetro determinado empiricamente que controla o
salto entre duas atualizações da estimativa.

7. Iteração: Reinicia-se o passo a passo tomando |ϕ′⟩ como nova estimativa
inicial e alterando o projetor utilizado.

Quanto mais próximo o valor de D chegar de 0, mais indistinguíveis serão os estados,
sendo D = 0 se os estados forem idênticos. É possível forçar a parada do algoritmo quando
esta distância atingir um valor pré-determinado. Finalizando-se o algoritmo, será fornecido
um estado puro pendente de normalização.



Capítulo 1. Caracterização de Estados Quânticos 18

Vantagens do Método Pticográfico

Os métodos tomográficos padrões para reconstrução de estados puros utilizam
medições em diversas bases [10–12,14]. Na prática, a implementação de cada base corres-
ponde a uma configuração diferente do setup experimental. Já a reconstrução pticográfica
utiliza apenas uma base de medição (QFT da base computacional), e a diversidade dos
dados é obtida através do conjunto de projetores pticográficos. A depender da forma desses
projetores, a pticografia pode ser experimentalmente vantajosa. Como exemplo, no caso
de qudits fotônicos codificados em caminhos transversais lineares ou angulares (como os
que estudaremos neste trabalho) e longitudinais, os projetores da forma de (1.5) serão
simples bloqueadores destes modos espaciais. Além disto, o algoritmo do PIE fornece
um ágil pós-processamento, com menor demanda de poder computacional, tornando a
reconstrução pticográfica muito interessante para estados com altas dimensões.
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2 Momento Angular Orbital da Luz

Neste trabalho, apresentaremos o método pticográfico para reconstrução de es-
tados de qudits codificados na variável de posição angular de fótons. Veremos que sua
implementação requer a medição da variável conjugada que é o momento angular orbital
(OAM) fotônico. Por esta razão, neste capítulo, vamos introduzir o conceito de OAM da
luz, estudando sua origem, bem como algumas formas de geração e medição de feixes com
OAM. Isto nos permitirá, no capítulo 4, descrever o método pticográfico para os qudits
angulares, mostrando sua viabilidade experimental.

2.1 Momento Angular Orbital da Luz

2.1.1 Modos Laguerre-Gaussianos

Que a luz possui momento angular já se é conhecido desde os trabalhos de Poynting
[16]. No entanto, demorou-se para compreender que esse momento possui não apenas
um componente, mas dois: momento angular de spin (SAM) e momento angular orbital
(OAM). O primeiro foi percebido já no início do século XX, quando Poynting identificou
que luz polarizada circularmente possuía um momento angular de ±ℏ, dependendo se a
polarização possui helicidade positiva ou negativa [17]. Ainda na primeira metade do século
XX, a relação entre momento angular L e energia E de um fóton fora sendo desenvolvida
até a razão

L

E
= ℓ+ σ

ω
, (2.1)

onde ℓ representa o OAM, σ representa o SAM e ω a frequência angular do fóton. [16].
Porém, apenas com Allen et al., em 1992 [18], foi bem definido o conceito de momento
angular orbital da luz.

O trabalho de Allen, todavia, só foi possível com o desenvolvimento de lasers, que
permitiram a manipulação e o estudo de feixes de luz espacialmente confinados. Tais feixes
podem ter um ângulo de divergência suficientemente pequeno, de forma que, em uma certa
região do espaço, se assemelham a uma onda plana. Feixes cujos ângulos de divergência
não se afastam tanto do eixo de propagação são chamados de paraxiais, e devem respeitar
a aproximação paraxial da equação de Helmholtz [19], que surge da hipótese de que o
envelope que modula a amplitude complexa de um feixe monocromático é pouco variável
em função da posição para distâncias comparáveis ao comprimento de onda.

Para uma onda eletromagnética que se propaga no vácuo, a equação de onda para
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o campo elétrico E é dada por
∇2E = − 1

c2
∂2E

∂t2
. (2.2)

Assumindo uma solução de onda plana, E(r, t) = E0(r)ei(kz−ωt), onde E0(r) é a amplitude
da onda, k é o número de onda e ω é a frequência angular da onda, e substituindo em
(2.2), ficamos com

∇2E0(r) + k2E0(r) = 0. (2.3)

Considerando que a onda varia lentamente em z se comparado às direções transversais
(aproximação paraxial), podemos escrever que

E0(r) = A(r)eikz, (2.4)

sendo A(r) o envelope complexo do feixe. Substituindo (2.4) em (2.3), e expandindo o
operador laplaciano, teremos(

∇2
TA(r) + i2k∂A(r)

∂z
+ ∂2A(r)

∂z2 − k2A(r)
)
eikz + k2A(r)eikz = 0, (2.5)

onde ∇2
T = ∂2/∂x2 +∂2/∂y2 é a parte transversal do laplaciano. Pela aproximação paraxial,

o termo ∂2A(r)/∂z2 é desprezível, o que, após simplificações, nos deixa com:

∇2
TA(r) + i2k∂A(r)

∂z
= 0, (2.6)

que é chamada equação paraxial de Helmholtz. Uma das possíveis soluções para a equação
(2.6) é o feixe gaussiano. O envelope complexo de tal feixe é dado por:

A(r) = A1

q(z) exp
(

−ik ρ2

2q(z)

)
, (2.7)

onde q(z) = z + iz0, ρ2 = x2 + y2 e A1 é uma constante. A amplitude complexa de um
feixe gaussiano será dada por:

U(r) = A(r) exp(−ikz). (2.8)

Um feixe gaussiano tem esse nome devido à distribuição transversal de sua amplitude, que
se comporta de acordo com a distribuição gaussiana.

Outra solução possível para a equação paraxial de Helmholtz, entretanto, se dá
resolvendo (2.6) em coordenadas cilíndricas (ρ, ϕ, z) onde ρ é a coordenada radial, ϕ a
azimutal e z a longitudinal. As soluções nestas coordenadas são chamadas de modos
laguerre-gaussianos (LG), e sua amplitude complexa é modulado por polinômios de
Laguerre:

Uℓ,m(ρ, ϕ, z) = Aℓ,m
W0

W (z)

(
ρ

W (z)

)ℓ

Lℓ
m

(
2ρ2

W 2(z)

)
exp

(
−ρ2

W 2(z)

)

× exp
[
−ikz − ik

ρ2

2R(z) − iℓϕ+ igℓ,m(z)
]
, (2.9)
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onde z0 é o comprimento de Rayleigh, W (z) = W0

√
1 + (z/z0)2 é a largura do feixe, R(z) =

z[1 + (z0/z)2] é o raio de curvatura da frente de onda e gℓ,m = (ℓ+ 2m+ 1) arctan(z/z0)
é a fase de Gouy. Os termos ℓ (inteiro) e m (inteiro positivo) são, respectivamente, os
índices azimutal e radial do feixe, e Lℓ

m são polinômios de Laguerre. O feixe gaussiano é o
modo fundamental de Laguerre-Gauss (para ℓ = m = 0).

0 1 0

Figura 4 – Perfis de intensidade e fase para alguns modos LG com índice azimutal ℓ = 1,
2 e 3 e índice radial m = 0, 1 e 2.

Os modos laguerre-gaussianos são os modos transversais mais simples para anali-
sarmos o momento angular orbital da luz. A figura 4 monstra os perfis transversais de
intensidade e os perfis de fase para modos LG com índice azimutal ℓ = 1, 2 e 3 e índice
radial m = 0, 1 e 2. No estudo de Allen et al. [18], foi percebido que frentes de ondas destes
modos, que apresentam um perfil transversal helicoidal (exp(−iℓϕ)), conferem à luz um
momento angular. Ambas as ondas com este perfil e também o OAM já eram conhecidos:
As ondas com perfis helicoidais, conhecidas como vórtices ópticos, vinham sendo geradas
e estudadas desde a década de 1970 [16]. Porém, estes estudos tinham como foco as
singularidades de fase, que dão origem à intensidade nula no centro do perfil espacial.
Já o OAM era menos estudado, sendo mais comumente encontrado em pesquisas sobre
transições eletrônicas de altas ordens, que, por si só, já eram um evento raro. O grande
feito de [18] foi verificar que uma onda luminosa cujo perfil espacial depende do ângulo
azimutal ϕ apenas através de um fator de fase exp(−iℓϕ), carregará uma momento angular
orbital de ℓℏ por fóton. O parâmetro ℓ, conhecido como carga topológica, determina o
número de hélices entrelaçadas que compõe as frentes de onda de feixes LG, conforme
mostrado nos exemplos da figura 5.
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(a) (b) (c)

Figura 5 – Frentes de ondas helicoidais. O número de hélices entrelaçadas é definido pelo
valor de ℓ: (a) ℓ = 1, (b) ℓ = 2 e (c) ℓ = 3.

Figura 6 – Um vetor de Poynting não paralelo ao eixo de propagação origina o momento
angular orbital da luz.

Nessas frentes helicoidais, o vetor de Poynting não é mais paralelo ao eixo de
propagação, possuindo um ângulo azimutal ϕ, como demonstra a figura 6. Dessa forma,
observe que o vetor, que representa a direção do fluxo de densidade de energia da onda,
circula o eixo de propagação. Essa trajetória forma então uma espiral, e é a origem do
OAM. De forma mais geral, o OAM surge sempre que as frentes de onda não são planos
perpendiculares ao eixo de propagação.

2.1.2 Geração de Feixes com Momento Angular Orbital

Quanto à geração de feixes com perfil helicoidal, focaremos em duas formas especí-
ficas: holografia e difração.

Métodos Holográficos

Com a popularização de moduladores espaciais de luz (SLMs), a utilização de
hologramas se tornou fácil e prática para diversas aplicações [10,11,15,20–25]. Na geração
de feixes com OAM, simples hologramas com o perfil de fase azimutal, como os da figura
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4, permitem a conversão de um feixe gaussiano em um modo LG. Outra possibilidade se
dá com a utilização de grades de difração em formato de garfo, sintetizados primeiramente
por [26]. Estas grades surgem da combinação de máscaras com perfil de fase azimutal com
uma grade linear de difração, como esquematiza a figura 7, considerando ℓ = 1. Observe
que a grade resultante possui 1 deslocamento no centro do holograma, o que dá origem ao
modo LG. Em suma, ao se incidir um feixe gaussiano num holograma de garfo com um
número k de deslocamentos, o feixe resultante na primeira ordem de difração terá carga
topológica ℓ = k. Para gerar um valor de ℓ negativo, basta-se inverter o holograma. A
figura 8 mostra alguns hologramas para gerar feixes com modos LG com ℓ = ±1 (primeira
coluna), ℓ = ±2 (segunda coluna) e ℓ = ±3 (terceira coluna).

+ =

Figura 7 – A combinação de uma máscara com perfil de fase azimutal com uma grade
linear de difração resulta numa grade em forma de garfo. Neste caso, a máscara
irá gerar um modo LG com ℓ = 1.

Figura 8 – Hologramas em formato de garfo, com k = 1,2 e 3. As máscaras com garfo
orientado para cima (para baixo) no plano xy conferem ao feixe um valor
positivo (negativo) de ℓ.
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Difração Angular

Assim como há o princípio da incerteza para posição e momento linear, há um
princípio da incerteza para posição angular e OAM. Um fóton, ao passar por uma fenda
angular, sofre uma restrição em sua posição angular, como ilustrado na figura 9(a).
Portanto, há uma redução na incerteza desta variável e, consequentemente, um aumento
na incerteza do OAM [20]. O fóton transmitido pela fenda angular, emergirá em um estado
de superposição de diversos valores de OAM, modulados pela transformada de Fourier
da função que descreve a fenda. Este fenômeno, ilustrado na figura 9(b) para diferentes
aberturas angulares, é conhecido como difração angular e se dá por uma relação de Fourier
entre ϕ e ℓ [21]. No próximo capítulo, discutiremos este tópico com mais detalhes.

Feixe de 
entrada

Fenda angular

(a) (b)

Figura 9 – (a) Uma fenda angular gera uma restrição na distribuição angular de um feixe
de luz. (b) Efeitos de difração angular para aberturas de diferentes ângulos
conforme mostrado nas inserções. Os gráficos mostram a distribuição normali-
zada de modos LG. A curva preta é a função que modula esta distribuição e
será discutida no próximo capítulo.

2.2 Medição de OAM
Existem diversas maneiras de se determinar a carga topológica ℓ de um feixe de

luz. Nesta seção, vamos descrever, sucintamente, duas delas: a primeira e mais simples
envolve os mesmos hologramas de garfo que são utilizados para gerar feixes com OAM,
o que permite medir apenas um valor de ℓ por vez. A segunda, e mais complexa, é a
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medição por reformatação de imagem, que trás a vantagem de medir vários valores de ℓ
simultaneamente.

2.2.1 Medição por Hologramas de Garfo

Como vimos na seção anterior, ao se incidir uma onda plana em uma grade de
difração em formato de garfo com k deslocamentos, temos que a onda resultante terá a
carga topológica ℓ = k. O processo, porém, pode ser reversível [27]: ao se incidir uma onda
com carga topológica ℓ sobre uma grade de difração com k = ℓ deslocamentos, centrados
no eixo do feixe e orientada para baixo, o resultado na primeira ordem de difração será
uma onda no modo gaussiano fundamental, como mostra a parte superior da figura 10. Se
acoplarmos esta onda resultante em uma fibra óptica de modo único, e direcionarmos o
feixe a um detector, teremos então uma maneira de medir o OAM do feixe incidente como
ℓ = k, como mostrado na parte inferior da figura 10. Apesar de simples, quando o feixe
incidente for uma superposição de vários valores de ℓ, o método se torna pouco eficiente,
pois será necessário mudar o holograma a cada tentativa de detectar um valor específico.

Figura 10 – Acima: um holograma de garfo com k = 3 deslocamentos, orientado negativa-
mente, converte um feixe LG com ℓ = 3 em um feixe gaussiano (ℓ = 0). Abaixo:
uma ilustração do processo experimental para detecção do feixe convertido.
Fonte: Retirado de [27].

2.2.2 Medição por Reformatação de Imagem

Um método eficiente para a medição do OAM deve permitir a detecção de vários
valores de ℓ simultaneamente. A melhor proposta para tal é o método elaborado em [22] e
aprimorado em [23,24]. Pode-se pensar que este método funciona tal qual uma gotícula de
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água ao separar a luz solar nas cores do arco-íris: a ideia básica é separar o feixe incidente
em vários feixes com diferentes ângulos de propagação dependentes de ℓ, permitindo a sua
discriminação pela posição transversal. Vamos entender como este método funciona.

Em primeiro lugar, realiza-se sobre o feixe incidente uma transformação de coorde-
nadas cartesianas para log-polar. O objetivo desta transformação óptica é mapear um feixe
helicoidal, cujo perfil de fase é azimutal, em ondas planas com uma inclinação dependente
de ℓ. A transformação (x, y) 7→ (u, v), dada por

u = −a ln
(√

x2 + y2

b

)
, (2.10)

v = a arctan
(
y

x

)
(2.11)

onde a e b são constantes de escala, pode ser realizada através de elementos ópticos com
os perfis de fase

ϕ1(x, y) = 2πa
λf

[
y arctan

(
y

x

)
− x ln

(√
x2 + y2

b

)
+ x

]
, (2.12)

ϕ2(u, v) = −2πab
λf

exp
{

−u

a

}
cos

(
v

a

)
, (2.13)

onde λ é o comprimento de onda do feixe e f a distância focal de uma lente que realizará
uma transformação de Fourier. Nas equações acima, ϕ1 realiza de fato a transformação
de coordenadas e ϕ2 corrige aberrações de fase geradas no plano de Fourier do primeiro
elemento, e estão mostradas nas figuras 11(a) e 11(b), respectivamente. A figura 11(c)
ilustra uma montagem experimental para implementação do método. O SLM1 prepara
o feixe de entrada com um ou mais valores de ℓ. Este feixe é direcionado ao SLM2 onde
está codificada a máscara correspondente à função ϕ1. Após este elemento, o feixe, que
possuía perfil de fase helicoidal, passa a possuir um perfil transversal.1 Em sequência, uma
lente (L1) realiza a transformada de Fourier do feixe e em seu plano focal está posicionado
o SLM3 com afunção ϕ2. Por fim, o feixe é focado em um plano de detecção (pela lente
L2), onde sua intensidade pode ser registrada em uma câmera. O mais importante é que o
feixe terá um gradiente de fase transversal variando em 2π para valores adjacentes de ℓ, o
que significa que é possível distinguir sua carga topológica. A posição transversal do feixe,
será dada por

tℓ = λf

d
ℓ, (2.14)

onde d é o comprimento do feixe transformado. O resultado da transformação, como
um todo, é esquematizado na figura 12(a), com os resultados teóricos e experimentais
apresentados.

Neste método, há um overlap não desprezível entre os feixes transformados no
plano focal, gerando um perda de eficiência na discriminação dos modos de OAM, como
1 Por essa razão, o elemento ϕ1 é chamado em [24] de unwrapper (desembrulhador), uma vez que sua

função é transformar uma distribuição circular de intensidade em uma distribuição retangular.
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Figure 23

Phase profiles of (a) the transforming and (b) the phase-correcting optical
element; d is the length of the transformed beam. In (b) only that part of
the phase-correcting element is shown that is illuminated by the transformed
beam. In the experiment, the phase profiles are displayed on the SLMs with 2%
phase modulation. (c) Schematic overview of the setup. SLMs are used both
to generate Laguerre–Gaussian beams (SLM1) and to create the desired phase
profiles for the transforming and phase-correcting optical elements (SLM2 and
SLM3, respectively). L1 is the Fourier-transforming lens, and lens L2 focuses
the transformed beams. Beam splitters ensure perpendicular incidence on the
SLMs.

that must be corrected in the output plane; i.e., an input plane wave
must remain a plane wave. A demonstration system, shown in Fig. 23,
has been built where the reformatter and phase corrector have been
implemented on SLMs. After the phase corrector, a simple lens focuses
each input mode to a specific lateral position where it can be recorded
with a detector array [162]. The complete system has been demonstrated
for the separation of 11 OAM states, with minimal cross-talk between
channels. However, the quest for high efficiency requires that, in the
future, the SLMs be replaced with real refractive components. Unlike the
various apertures and holographic schemes we have discussed above,
the image reformatter holds the potential to measure the ` of single
photons and is far less technically demanding than the interferometric
approach.

6.5. Use of Orbital Angular Momentum in Imaging

The detection of the OAM components of an image creates a route to
contrast enhancement within different forms of imaging. For example,
the position of phase singularities can be identified by using a forked
hologram in the Fourier plane [46]. More complicated analysis of
the orbital angular spectrum from a specific point can reveal the
helicity of a surface or other phase gradients [163]. Many contrast
enhancement techniques exist in the field of optical microscopy, ranging
from dark-field and phase contrast to interference. Many of these
are achieved by inserting a phase mask into the image train of a
microscope. Rather than having dedicated phase masks for each imaging
modality, most of them can be implemented by using an SLM as
a diffractive optical component [164]. Of particular interest to us is
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Figura 11 – Perfis de fase do elemento “desembrulhador”, ϕ1 (a) e corretor ϕ2 (b). (c)
Setup experimental para implementação do método: SLM, modulador espacial
de luz; L1 e L2, lentes esféricas; CCD, câmera. Fonte: Retirada de [27].

pode ser visto em 12(b). Para resolver este problema, fora proposto em [23, 24], que se
gerassem cópias coerentes deste feixe através de elementos de fan-out, que são dispositivos
que dividem um feixe em vários feixes idênticos. A função destas cópias é ampliar o feixe
(permitindo focá-lo em pontos mas estreitos) mantendo-se os ângulos de refração originais,
de forma que eles estejam mais distinguíveis no plano focal. Quanto maior o número de
cópias, maior será a distinguibilidade entre as regiões com cargas topológicas adjacentes.
O cálculo do campo após a focalização, considerando o número de cópias, é apresentado
em [23]. A figura 12(c) mostra o resultado de aplicação do método para distinguir 7
modos OAM, de ℓ = −3 a ℓ = 3. No feixe marcado em azul, onde ℓ = −2, podemos
ver como o overlap com modos adjacentes foi reduzido. Assim, observa-se uma separação
“quase-perfeita” na figura (c), aumentando a eficiência das medições.
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(a)

(c)

(b)

Figura 12 – (a) Transformação de um feixe com perfil de fase helicoidal para um perfil
transversal linear e posições transversais do feixe transformado. Posições
transversais de distintos modos de OAM antes (b) e depois (c) da utilização
de cópias dos feixes. Fonte: Adaptada de [22,24].
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3 Qudits Codificados em Posição Angular e
Momento Angular Orbital Fotônico

Neste capítulo, vamos mostrar como o perfil espacial de um fóton em coordenadas
cilíndricas pode ser discretizado para se gerar um qudit codificado em posição angular.
Em seguida, discutiremos possíveis métodos de preparação de estados puros deste sistema.
Finalmente, representaremos estes estados puros na base conjugada de OAM, que será
importante para a compreensão do processo de medição no método pticográfico, descrito
no próximo capítulo.

3.1 Geração de Qudits Angulares

3.1.1 Discretização da Posição Angular de um Fóton

Consideremos uma fonte monocromática de fótons individuais que emite fótons
com polarização espacialmente homogênea e que se propagam em uma direção que defi-
nimos como eixo z. Podemos descrever o estado destes fótons a partir da amplitude de
probabilidade espacial no plano transversal, Ψ(r⊥), onde r⊥ representa as coordenadas de
posição neste plano.1 No caso de um estado puro, teremos então

|Ψ⟩ =
∫
dr⊥ Ψ(r⊥) |r⊥⟩ , (3.1)

onde |r⊥⟩ representa o estado de um fóton na posição r⊥ e
∫
dr⊥|Ψ(r⊥)|2 = 1. Consideremos

ainda que esta amplitude de probabilidades, em coordenadas cilíndricas, seja separável
nas coordenadas radial e azimutal, isto é

Ψ(r⊥) = Ψ(ρ, ϕ) = f(ρ)g(ϕ). (3.2)

Direcionamos os fótons dessa fonte à uma abertura cuja função transmissão é dada
por

T (ϕ) =
D−1∑
n=0

cn Π
(
ϕ− nβ

α

)
, (3.3)

onde Π
(

ϕ−nβ
α

)
é uma função retângulo de largura α centrada em nβ, e {cn} são coeficientes

complexos que satisfazem |cn| ∈ [0, 1]. Essa abertura consiste em um arranjo de D fendas
angulares, de largura α e período β, rotuladas pelo índice n, as quais são simetricamente
distribuídas (i.e., β = 2π/D) no plano transversal e moduladas por uma amplitude
1 Esta função nos permite obter a probabilidade de encontrar um fóton entre as posições r⊥ e r⊥ + dr⊥

no plano transversal como |Ψ(r⊥)|2dr⊥.
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β

α

0

1

2

Figura 13 – Arranjo de D = 3 fendas angulares, com abertura α = π/3 e período β = 2π/3.

complexa. A figura 13 ilustra um exemplo para D = 3 desta abertura, supondo cn = 1 ∀n.
A amplitude de probabilidade dos fótons que atravessam essa abertura será proporcional
a T (ϕ)Ψ(ρ, ϕ). Como a amplitude de entrada, (3.2), é separável em ρ e ϕ, e a abertura
depende apenas da coordenada azimutal, podemos integrar a amplitude de saída em ρ,
obtendo

ψ(ϕ) = NT (ϕ)g(ϕ), (3.4)

onde N é uma constante de normalização que absorve a integração em ρ. Dada esta
amplitude de saída, podemos reescrever o estado de puro de um fóton, após a transmissão
pela abertura (3.3) como

|ψ⟩ =
∫ π

−π
dϕψ(ϕ) |ϕ⟩

=
∫ π

−π
dϕN

D−1∑
n=0

cn Π
(
ϕ− nβ

α

)
g(ϕ) |ϕ⟩ , (3.5)

onde |ϕ⟩ representa o estado de um fóton na posição angular ϕ.

Supondo que a função g(ϕ) não varie consideravelmente dentro do intervalo de
cada abertura, podemos tratá-la como constante dentro de cada fenda,2 o que nos permite
retirá-la da integral, nos deixando com:

|ψ⟩ = N
D−1∑
n=0

cn g(nβ)
∫ π

−π
Π
(
ϕ− nβ

α

)
dϕ |ϕ⟩ . (3.6)

Definindo
Cn ≡ Ncn g(nβ), (3.7)

2 Isto pode ser realizado controlando a largura α das fendas ou o perfil espacial dos fótons gerados pela
fonte.
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e
|n⟩ ≡

∫ π

−π
dϕΠ

(
ϕ− nβ

α

)
|ϕ⟩ , (3.8)

podemos reescrever o estado da equação (3.6) como:

|ψ⟩ =
D−1∑
n=0

Cn |n⟩ . (3.9)

O vetor |n⟩, que chamaremos de estado de fenda, representa o estado de um fóton
transmitido pela enésima fenda do arranjo de fendas angulares. A equação (3.9) nos mostra
que, o estado de um fóton, inicialmente definido em variáveis contínuas [equação (3.1)],
após a transmissão pela abertura T (ϕ) [equação (3.3)], pode ser escrito como uma soma
discreta de D estados de posição angular, definidos pelas fendas, como esquematizado no
quadro abaixo.

Discretização da Posição Angular de um Fóton

O estado de um fóton, definido em variáveis contínuas, é discretizado após passar
por um arranjo de fendas angulares, estando agora em uma superposição de estados
de caminho |n⟩.

3.1.2 O Qudit Angular

Vamos mostrar que o estado de (3.9) representa um qudit. Para isto é necessário
mostrar que os estados de fenda, definidos em (3.8), são ortonormais. O produto interno
entre dois estados distintos é dado por:

⟨n′|n⟩ = 1
α

∫ π

−π
dϕ
∫ π

−π
dϕ′ Π

(
ϕ− nβ

α

)
Π
(
ϕ′ − n′β

α

)
⟨ϕ′|ϕ⟩

= 1
α

∫ π

−π
dϕΠ

(
ϕ− nβ

α

)
Π
(
ϕ− n′β

α

)
, (3.10)

onde utilizamos que ⟨ϕ′|ϕ⟩ = δ(ϕ− ϕ′). Realizando a troca de variáveis

ϕ′′ = ϕ− nβ

α
,

podemos reescrever (3.10) como:

⟨n′|n⟩ =
∫ π

−π
dϕ′′ Π(ϕ′′) Π

(
ϕ′′ − (n′ − n)β

α

)
.



Capítulo 3. Qudits Codificados em Posição Angular e Momento Angular Orbital Fotônico 32

A equação acima representa a convolução de duas funções retângulo, o que resulta em
uma função triângulo:

⟨n′|n⟩ = Λ
(

(n′ − n)β
α

)
.

Por definição

Λ(x) =

1 − |x|, se |x| < 1

0, se |x| ⩾ 1.

Como β > α, teremos então:

⟨n′|n⟩ =

1, se n′ = n

0, se n′ ̸= n,

mostrando que os estados {|n⟩} formam uma base ortonormal, gerando um espaço D-
dimensional. Portanto, o estado de um fóton transmitido por um arranjo de fendas
angulares, dado pela equação (3.9), representa um qudit, que chamaremos de qudit
angular, tendo a base dos estados de fenda como base computacional.

3.1.3 Preparação de Estados de Qudits Angulares

O estado de qudit angular dado pela equação (3.9) é caracterizado pelos coeficientes
complexos Cn dados pela equação (3.7). Estes coeficientes, por sua vez, dependem do perfil
espacial dos fótons incidentes nas posições ϕ = nβ da abertura [g(nβ)], e das amplitudes
complexas cn que modulam cada fenda da função transmissão T (ϕ) [equação (3.3)].
Portanto, manipulando ambos elementos, podemos controlar a preparação destes qudits.
No entanto, a manipulação do perfil espacial dos fótons na fonte é uma tarefa, em geral,
mais complexa. Por este motivo, descreveremos a preparação dos estados apenas pela
manipulação da função transmissão, considerando que o perfil de entrada g(ϕ) seja uma
onda plana.

De forma simples, a manipulação dos coeficientes cn pode ser implementada com-
binando uma máscara que modula a magnitude da amplitude de transmissão, |cn|, com
outra que module a fase desta amplitude, arg(cn). A figura 14 mostra um exemplo para
um arranjo de D = 3 fendas. Na prática, é possível realizar esta manipulação utilizando
um SLM que module o perfil de fase do campo incidente. Para isto, se gera uma máscara
de fase que é dada pelo produto de uma abertura binária com D fendas angulares e uma
grade de difração específica aplicada em cada fenda. Este método foi demonstrado para o
caso de qudits espaciais codificados em posição linear, por meio de fendas lineares, em [28],
e acreditamos que seja possível estendê-lo para o caso de qudits angulares.



Capítulo 3. Qudits Codificados em Posição Angular e Momento Angular Orbital Fotônico 33

0 2π0 1

Figura 14 – Máscaras de 3 fendas angulares que implementam a função T (ϕ) da equa-
ção (3.3). A máscara da esquerda modula a magnitude dos coeficientes cn e a
da direita as suas fases.

3.2 Estado de Qudit Angular na Base de OAM
Conforme mencionado no capítulo anterior, a posição angular e o momento angular

orbital da luz são variáveis conjugadas, ou seja, existe uma relação de Fourier entre elas.
Devido à natureza periódica de ϕ, a sua variável conjugada ℓ é discreta [21, 25]. Para
estados de um fóton, isto leva à definição das bases conjugadas {|ϕ⟩} e {|ℓ⟩}, cujos vetores
se relacionam da seguinte forma:

|ϕ⟩ = 1√
2π

∞∑
ℓ=−∞

e−iℓϕ |ℓ⟩ , (3.11)

|ℓ⟩ = 1√
2π

∫ ∞

−∞
dϕ eiℓϕ |ϕ⟩ . (3.12)

Usando estas relações, podemos escrever o estado de fenda angular na base OAM substi-
tuindo (3.11) em (3.8):

|n⟩ =
∫ π

−π
dϕΠ

(
ϕ− nβ

α

)
1√
2π

∞∑
ℓ=−∞

e−iℓϕ |ℓ⟩ . (3.13)

Rearranjando a equação acima, e resolvendo a integral, teremos:

|n⟩ = 1√
2π

∞∑
ℓ=−∞

∫ π

−π
dϕΠ

(
ϕ− nβ

α

)
e−iℓϕ |ℓ⟩

= 1√
2π

∞∑
ℓ=−∞

∫ nβ+α/2

nβ−α/2
dϕ e−iℓϕ |ℓ⟩

= α√
2π

∞∑
ℓ=−∞

e−iℓnβ sin(ℓα/2)
ℓα/2 |ℓ⟩

= α√
2π

∞∑
ℓ=−∞

e−iℓnβsinc(ℓα/2) |ℓ⟩ , (3.14)

onde sinc(x) = sin(x)
x

é a transformada de Fourier de uma função retângulo.
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Com isto, podemos escrever o estado do qudit angular em termos da base de OAM,
substituindo (3.14) em (3.9):

|ψ⟩ =
∞∑

ℓ=−∞
dℓ |ℓ⟩ , (3.15)

onde
dℓ = α√

2π
sinc(ℓα/2)

D−1∑
n=0

Cne
−iℓnβ. (3.16)

Um aspecto importante do resultado acima é que o qudit angular, definido em um espaço
finito D-dimensional gerado pela discretização de ϕ, continua a existir em um espaço
discreto infinito-dimensional gerado pelo OAM. Porém, como veremos no próximo capítulo,
as medições na base de OAM se restringem a subespaços D-dimensionais deste grau de
liberdade.

Exemplos de Qudits Angulares

Vamos exemplificar os estados de qudits angulares considerando suas represen-
tações nas bases de fenda |n⟩ [equação (3.9)] e de OAM [equação (3.15)]. Geramos
estados D-dimensionais através de um vetor normalizado de D números complexos que
representam os coeficientes Cn do estado na base de caminho. A partir dele, podemos
gerar o estado correspondente na base de OAM determinando os coeficientes dℓ utili-
zando a equação (3.16); vamos considerar uma abertura de D fendas angulares com
período β = 2π/D e largura α = π/10. Com estes dados vamos calcular e plotar
as distribuições normalizadas de |Cn|2/Cmax, onde Cmax = maxn{|Cn|2}, e |dℓ|2/dmax,
onde dmax = maxℓ{|dℓ|2}/sinc2 (ℓmaxα/2), e ℓmax é o valor de ℓ com maior amplitude de
probabilidade.

Primeiramente, considerando D = 5, geramos três estados: o primeiro, |ψ⟩a, é um
estado aleatório. Os outros dois, |ψ⟩b e |ψ⟩c, são estados uniformes (i.e., |Cn| = 1/

√
5 ∀ n)

mas com distribuições de fases diferentes: |ψ⟩b tem uma distribuição de fase aleatória e
|ψ⟩c fases pré definidas. A figura 15 traz os resultados para estes estados, com a primeira
linha mostrando as distribuições na base de caminho e a segunda linha na base de OAM.
Similarmente, geramos também três estados para D = 12, como mostra a figura 16, com a
diferença de que |ψ⟩a manteve a distribuição de fases aleatórias mas teve os coeficientes
|Cn| ordenados de forma crescente. Os estados |ψ⟩b e |ψ⟩c seguem a mesma lógica do caso
anterior.

Como vimos neste capítulo, a discretização da posição angular por um arranjo
de fendas leva a um estado fotônico de superposição de caminhos, o que gera efeitos de
interferência. No caso de fendas lineares, a interferência entre dois ou mais caminhos leva à
um padrão de franjas de iluminação num plano distante [2]. Já no caso de fendas angulares,
a interferência atua sobre a distribuição de valores de OAM, e, assim como no caso linear,
o padrão de interferência é modulado por uma função sinc2. A origem deste efeito pode ser
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observada pela forma dos coeficientes dℓ na equação (3.16): a magnitude de |dℓ|2 surge do
termo de interferência gerado pelo somatório e é modulada por sinc2(ℓα/2). Na segunda
linha das figuras 15 e 16, as curvas pretas representam o pico principal deste envelope que
modula a distribuição de probabilidades para o OAM.3 A forma do envelope sinc2(ℓα/2)
é devida à difração angular de um fóton em uma fenda dada por uma função retângulo
em coordenadas cilíndricas. No próximo capítulo estudaremos o resultado deste efeito na
eficiência da medição na base |ℓ⟩.

Figura 15 – Estados de qudits angulares pentadimensionais. A primeira linha mostra as
distribuições correspondentes na base de caminho e, a segunda, na base de
OAM, onde a curva preta é dada por sinc2(ℓα/2). Os estados |ψ⟩a,b,c estão
descritos no texto.

3 Os picos secundários da função sinc2 foram omitidos pois não são utilizados na reconstrução pticográfica,
como será visto no próximo capítulo.
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Figura 16 – Estados de qudits angulares dodecadimensionais. A primeira linha mostra as
distribuições correspondentes na base de caminho e, a segunda, na base de
OAM, onde a curva preta é dada por sinc2(ℓα/2). Os estados |ψ⟩a,b,c estão
descritos no texto.
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4 Pticografia de Qudits Angulares

As medições do método pticográfico para reconstrução de estado quânticos puros
envolvem a projeção do estado desconhecido em subespaços com algum grau de interseção
entre si, seguida da medição projetiva na base gerada pela transformada de Fourier da
base computacional, como resumido no diagrama abaixo. Neste capítulo vamos discutir
como executar estas etapas para os qudits angulares, mostrando que a implementação dos
projetores será dada por filtros espaciais de caminho e a medição projetiva final será na
base de OAM. Por fim, demonstraremos a aplicação do método para estados de dimensão
D = 5 e D = 12.

|ψ⟩ Projeção−−−−−→ P̂j |ψ⟩ Medição−−−−→ | ⟨n| F †
DP̂j |ψ⟩ |2

4.1 Implementação dos Projetores Pticográficos
Como vimos na seção 1.2.2, o primeiro passo para a reconstrução pticográfica é a

projeção do estado quântico desconhecido de um qudit, |ψ⟩, em subespaços r-dimensionais
com algum grau de interseção entre si. Para isto, um possível conjunto de J projetores
de rank r = ⌈D/2⌉ e diagonais na base computacional foi definido na equação (1.5),
reproduzida aqui:

P̂j =
⌈D/2⌉−1∑

k=0
|k ⊕ sj⟩ ⟨k ⊕ sj| . (4.1)

Esses projetores atuam como filtros binários que selecionam ⌈D/2⌉ componentes do estado
e bloqueiam as demais. No caso dos qudits angulares, cuja base computacional é dada pelos
modos de caminho, projetores dessa forma serão implementados simplesmente por filtros
espaciais binários que bloquearão D− ⌈D/2⌉ modos. Por exemplo, para D = 6, a figura 17
ilustra o conjunto destes filtros espaciais, considerando duas famílias de projetores, sendo

1

0

2

3

4 5

Figura 17 – Duas famílias de projetores pticográficos para um qudit angular hexadimen-
sional, com J = 6 e J = 5 projetores de rank r = 3. A implementação
dos projetores se dá pelo uso de filtros espaciais, que bloqueiam caminhos e
permitem a passagem da luz por apenas r fendas.
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uma com J = 6 e outra com J = 5 projetores de rank r = 3 e componentes do vetor salto,
s⃗J , dadas por sj = j⌊D

J
⌋.

4.2 Medição na Base de Fourier dos Estados de Fenda Angular
Após cada projeção do estado desconhecido |ψ⟩ em um subespaço ⌈D/2⌉-dimensional,

por meio da qual obtemos |ψj⟩ = P̂j |ψ⟩, a reconstrução pticográfica prossegue com a
medição em uma única base gerada pela QFT da base computacional. Nesta seção va-
mos determinar a transformada da base de fendas angulares, primeiramente descrita em
termos dos modos de caminho e, depois, em termos dos modos OAM, por meio do qual
realizaremos as medições e obteremos nossos conjuntos de dados pticográficos.

4.2.1 QFT dos Estados de Fenda Angular

A QFT é uma operação unitária e, na base computacional, é descrita matematica-
mente pelo operador, que atua em um espaço D-dimensional, dado por

F̂D = 1√
D

D−1∑
j=0

D−1∑
k=0

e2πijk/D |k⟩ ⟨j| . (4.2)

A QFT dos estados de fenda |n⟩ [equação (3.8)], será então

F̂D |n⟩ ≡ |µn⟩ = 1√
D

D−1∑
k=0

einkβ |k⟩ , (4.3)

onde β = 2π/D é o período do arranjo de fendas angulares. Como os estados de fenda
{|n⟩} formam uma base ortonormal para o espaço do qudit angular, o conjunto {|µn⟩}
também formará uma base ortonormal (conjugada) para este espaço, a qual vamos nos
referir como base de Fourier. Podemos ver que a transformada de um estado de fenda |n⟩
atua criando uma superposição uniforme destes estados com uma fase relativa entre eles.

4.2.2 Representação da Base de Fourier na Base de OAM

Visando implementar a medição projetiva dos estados |ψj⟩ na base {|µn⟩} e assim
obter o conjunto de dados pticográficos [veja equação (1.8)], vamos reescrever o estado (4.3)
na representação de OAM. Dessa forma, mostraremos que esta etapa pode ser executada
através de uma medição projetiva em uma base formada por um conjunto de D estados
|ℓ⟩. Substituindo (3.14) em (4.3), ficamos com:

|µn⟩ = α√
2πD

∞∑
ℓ=−∞

sinc
(
ℓα

2

)[
D−1∑
k=0

eikβ(n−ℓ)
]

|ℓ⟩ (4.4)

= α√
2πD

∞∑
ℓ=−∞

sinc(ℓα/2)sin(Dβ(n− ℓ)/2)
sin(β(n− ℓ)/2) ei(D−1)β(n−ℓ)/2 |ℓ⟩ . (4.5)
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A passagem de (4.4) a (4.5) é demonstrada no apêndice A. A expressão do estado na
forma da equação (4.5) mostra mais explicitamente o efeito de interferência que ocorre na
distribuição dos modos de OAM, conforme discutido no capítulo anterior.

O ponto mais interessante de escrever a base {|µn⟩} na representação de OAM, é que
a QFT de cada fenda gera valores de ℓ específicos, distintos das demais fendas, resultado da
ortogonalidade dos estados. Isto é demonstrado matematicamente no apêndice A fazendo o
cálculo de ⟨µm|µn⟩ a partir de (4.4). Aqui, é mais instrutivo considerar exemplos específicos
para ilustrar este ponto. Usando a equação (4.5), consideremos a seguinte função,

Aℓ ≡ | ⟨ℓ|µn⟩ |2

| ⟨0|µ0⟩ |2
= 1
D2 sinc2(ℓα/2)sin2(Dβ(n− ℓ)/2)

sin2(β(n− ℓ)/2) , (4.6)

que representa a distribuição de probabilidades associadas a cada modo ℓ do estado |µn⟩,
normalizada pelo seu valor máximo. Considerando D = 5 fendas angulares com abertura
α = π/20, as figuras 18(a)-18(e) apresentam esta distribuição para {|µn⟩}4

n=0; as inserções
de cada plot destaca a fenda angular sobre a qual a QFT foi aplicada e as linhas vermelhas
representam a função sinc2(ℓα/2). Para cada estado |µn⟩ medido na base {|ℓ⟩}, podemos
obervar que

Aℓ ̸= 0 ⇐⇒ ℓ = n± xD, (4.7)

onde x é um número natural. Portanto, existe uma correspondência unívoca entre um
valor de ℓ e um estado |µn⟩. Já a figura 18(f) mostra a sobreposição dos gráficos anteriores,

Figura 18 – Distribuição normalizada de probabilidades para valores de ℓ associados
ao estado (a) |µ0⟩, (b) |µ1⟩, (c) |µ2⟩, (d) |µ3⟩ e (e) |µ4⟩ de um arranjo de
D = 5 fendas. A imagem (f) mostra a sobreposição dos gráficos anteriores. As
inserções destacam as fendas sobre as quais se aplicou a QFT.
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Figura 19 – Distribuição normalizada de probabilidades para valores de ℓ associados ao
estado (a) |µ0⟩, (b) |µ1⟩, (c) |µ2⟩ e (d) |µ3⟩ de um arranjo de D = 4 fendas.
A imagem (e) mostra a sobreposição dos gráficos anteriores. As inserções
destacam as fendas sobre as quais se aplicou a QFT.

e permite que se verifique que não há overlaps entre as probabilidades. A figura 19 mostra
o mesmo para um estado tetradimensional.

4.2.3 Medição na Base de Fourier Através da Medição na Base de OAM

Como mostramos na subseção anterior, na base de Fourier dos estados de fenda,
as distribuições de probabilidades para se encontrar valores de OAM não só são distintas
mas também são exclusivas. Com isso, vimos que

|ℓ⟩ −→ |µn⟩ , (4.8)

ou seja, cada valor de ℓ de um qudit D-dimensional está associado a apenas um estado
da base de Fourier. Dessa forma, para medir nessa base, é suficiente escolher D valores
de ℓ a serem medidos, que corresponderão aos D estados |µn⟩. Ao fazermos isto, estamos
selecionando uma base de medição em um subespaço D-dimensional contido no espaço
infinito-dimensional da base dos modos de OAM.

Para ilustrar de forma concreta este processo, vamos voltar aos exemplos de D = 5
e D = 4 discutidos acima. Para D = 5, a figura 18(a) a 18(e) mostram os possíveis valores
de ℓ que poderiam ser associados aos estados |µn⟩. Uma escolha trivial seriam os valores
de ℓ = 0 até ℓ = 4, onde medir o valor ℓ = 0 corresponde a pós-selecionar o estado |µ0⟩.
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Já o valor ℓ = 1, ao estado |µ1⟩, ℓ = 2 a |µ2⟩, e assim por diante. Porém, devido a uma
questão de eficiência, que discutiremos abaixo, o mais adequado é uma escolha de valores
em torno do ponto central: neste caso, os valores ℓ = −2,−1, 0, 1, 2 que correspondem
aos estados |µ3⟩, |µ4⟩, |µ0⟩, |µ1⟩ e |µ2⟩, respectivamente. De forma similar, para D = 4,
figura 19, poderíamos escolher os valores ℓ = −1, 0, 1, 2, que correspondem aos estados
|µ3⟩, |µ0⟩, |µ1⟩ e |µ2⟩, ou ℓ = −2,−1, 0, 1, que correspondem a |µ2⟩, |µ3⟩, |µ0⟩ e |µ1⟩. Neste
caso, com um número par de fendas, os valores de ℓ = ±2 correspondem ao mesmo estado
|µ2⟩, ficando a critério do usuário a escolha de um deles. O quadro abaixo generaliza os
valores a serem medidos para qualquer D:

Seleção de Valores de ℓ

Seja n⃗ = (0, 1, . . . , D − 1) o vetor com os valores de n e jn o índice das posições de
cada elemento. A seleção dos valores de ℓ depende da paridade de D.

• D ímpar:

Os valores selecionados serão −⌊D/2⌋ ⩽ ℓ ⩽ ⌊D/2⌋, que corresponderão,
respectivamente, aos valores de n com a posição permutada no vetor n⃗ por
jn → jn ⊕ ⌊D/2⌋, onde ⊕ representa adição módulo D.

Exemplo: D = 5 ⇒ ℓ = −2,−1, 0, 1, 2 ⇒ n⃗ → n⃗′ = (3, 4, 0, 1, 2).

• D par:

Os valores selecionados serão −⌊D/2⌋ ⩽ ℓ ⩽ ⌊D/2⌋ − 1, que corresponderão,
respectivamente, aos valores de n com a posição permutada no vetor n⃗ por
jn → jn ⊕ ⌊D/2⌋, onde ⊕ representa adição módulo D.

Exemplo: D = 4 ⇒ ℓ = −2,−1, 0, 1 ⇒ n⃗ → n⃗′ = (2, 3, 0, 1).

Compensação da Medição na Base de Fourier Devido à Difração Angular

Ao implementarmos experimentalmente a medição na base de Fourier sobre os
estados de qudit angular após as projeções, |ψj⟩, obtemos uma contagem de fótons
C ∝ | ⟨ℓ|ψj⟩ |2. As contagens, porém, referentes aos modos de OAM com ℓ ̸= 0, serão
reduzidas pelo efeito de difração angular (típico formato de sino da função sinc2). Com
isso, se faz necessário realizar a seguinte compensação no pós-processamento:

Ccomp ∝ | ⟨ℓ|ψj⟩ |2

sinc2(ℓα/2) . (4.9)

Como podemos observar, a compensação depende da aberura α das fendas. A figura 20
esquematiza como esta compensação se torna cada vez menor à medida que α diminui, o
que é representado pela distância entre as linhas tracejadas que diminui progressivamente
de 20(a) até 20(c). As inserções mostram a largura das fendas de um arranjo para D = 4.
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Figura 20 – Diferentes distribuições de ℓ para D = 4 fendas. Quanto menor a abertura
α das fendas, menor a compensação necessária, o que é representado pela
distância entre as linhas tracejadas.

4.3 Simulação do Método Pticográfico para Qudits Angulares
Para ilustrar o método pticográfico para qudits angulares, vamos aplicá-lo à re-

construção dos estados |ψ⟩a, |ψ⟩b e |ψ⟩c em D = 5 e D = 12, mostrados no capítulo
anterior (figuras 15 e 16, respectivamente). Primeiramente, para D = 5, consideramos
um conjunto de 5 projetores da forma (4.1), com sj = 1 ∀ j. Os filtros espaciais binários
que implementam estes projetores estão ilustrados no topo da figura 21. A primeira
coluna desta figura reproduz os gráficos de 15, mostrando a distribuição normalizada
de contagens nas bases {|n⟩} (primeira linha) e {|ℓ⟩} (segunda linha) para cada estado
de entrada. As demais colunas mostram as mesmas distribuições para os estados após a
projeção pticográfica, |ψj⟩a,b,c. Podemos ver que a aplicação de cada filtro binário bloqueia
completamente a transmissão de algumas fendas, alterando os estados de saída. Isto se
reflete na interferência que define a distribuição dos modos de OAM. Nos gráficos das
distribuições de momento, as contagens marcadas em azul correspondem aos valores de ℓ
selecionados para a coleta dos dados pticográficos. Os valores destas contagens específicas,
compensados de acordo com a equação (4.9), juntamente com a informação dos projetores,
foram fornecidos ao algoritmo PIE descrito no quadro correspondente da seção 1.2.2. Para
rodar o algoritmo, utilizamos o parâmetro η = 1,5 e um número fixo de 10 iterações PIE.
Além de calcular a distância do traço D [equação (1.9)], para averiguar a convergência do
algoritmo, calculamos também a fidelidade F entre o estado a ser reconstruído (|ψ⟩a,b,c) e
a estimativa normalizada |ϕpie⟩ fornecida a cada iteração, que é definida como:

F = | ⟨ϕpie|ψ⟩ |2. (4.10)

Os resultados encontram-se na figura 22. Observamos que as reconstruções foram bem
sucedidas. Em geral, 5 iterações foram necessárias para a convergência do algoritmo, com
a fidelidade atingindo seu valor máximo F = 1.
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Figura 21 – Simulações para reconstrução pticográfica dos estados de qudits angulares
pentadimensionais |ψ⟩a,b,c (veja seção 3.2). As inserções mostram os filtros
espaciais que implementam os projetores {P̂j}. A primeira coluna mostra
as distribuições nas bases {|n⟩} e {|ℓ⟩} para cada estado; as demais colunas
mostram essas mesmas distribuições para o estado após a projeção (|ψj⟩a,b,c).
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Figura 22 – Gráficos de fidelidade e distância do traço para a reconstrução de três estados
pentadimensionais em função das iterações do algoritmo PIE.

Para os estados |ψ⟩a,b,c com D = 12, fizemos o mesmo processo descrito acima.
A figura 23 mostra os resultados, sendo que na primeira linha foram utilizados J = 12
projetores, também da forma (4.1), com sj = 1 ∀ j. Já na segunda linha, utilizamos J = 5
projetores da mesma forma, porém com sj = 2j. Com o menor número de projetores,
teremos um menor conjunto de dados pticográficos, o que exige um número maior de
iterações PIE para alcançar a convergência e a fidelidade almejada. As reconstruções foram,
novamente, bem sucedida.

Figura 23 – Gráficos de fidelidade e distância do traço para a reconstrução de três estados
dodecadimensionais em função das iterações do algoritmo PIE. Na linha de
cima (baixo) foram utilizados J = 12 (J = 5) projetores pticográficos.
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5 Conclusões

Neste trabalho propusemos a aplicação do método de reconstrução pticográfica de
estados quânticos puros a estados de qudits codificados em posição angular e momento
angular orbital de fótons. Revisamos a metodologia para caracterização de estados desco-
nhecidos por meio da pticografia quântica e estudamos o OAM fotônico, incluindo modos
Laguerre-Gaussianos e formas de medi-los. A partir disto, estudamos como se gerar um
qudit angular através de um arranjo de D fendas angulares. Descrevemos matematicamente
este qudit por meio dos estados de fendas |n⟩, tanto na base de posição como na base de
OAM.

Com nosso qudit angular bem definido, demonstramos a implementação sobre eles
dos projetores pticográficos de rank r, {P̂j}J−1

j=0 , que, para nosso caso, serão simples filtros
espaciais binários, permitindo a passagem de luz através de apenas r fendas. Em seguida,
definimos o que chamamos de base de Fourier, {|µn⟩}D−1

n=0 , que fora gerada pela QFT dos
estados de fenda. Esta base tem a peculiaridade de apresentar valores distintos de ℓ para
a QFT de cada fenda, de forma a permitir uma correspondência direta entre um valor
de ℓ medido e um estado |µn⟩. Portanto, a medição para a coleta dos dados pticográficos
será realizada pela medição do OAM, ou seja, pós selecionaremos o fóton medido na
base |ℓ⟩, o que, por sua vez, é equivalente a projetar o estado P̂j |ψ⟩ na base de Fourier.
Mostramos também que, embora na base de OAM o qudit angular esteja descrito em um
espaço infinito-dimensional, é suficiente escolhermos D valores de ℓ a serem medidos para
a caracterização do estado, voltando a um espaço D-dimensional. Por uma questão de
eficiência na medição, entretanto, existem valores melhores a serem selecionados, que são
aqueles em torno do valor central ℓ = 0.

Por fim, simulamos a aplicação do método pticográfico para reconstruir estados de
qudits angulares. Mostramos o efeito que os projetores P̂j exercem sobre a distribuição de
OAM, e, com os valores medidos de | ⟨ℓ| P̂j |ψ⟩ |2 e a informação dos projetores, alimentamos
o algoritmo PIE, que conseguiu convergir em poucas iterações. Em todos os casos a
fidelidade atingiu o valor máximo F = 1. Encontramos resultados excelentes, como era
esperado, provando que a reconstrução pticográfica de estados quânticos puros pode ser
aplicada para qudits angulares.

Ao longo do trabalho, mostramos maneiras viáveis de se realizar as etapas necessárias
para a pticografia de qudits angulares:

• Preparação de estados: A preparação dos qudits poderia ser realizada por meio
de um SLM de fase em um método análogo a [28], que foi desenvolvido para qudits
lineares. Em nosso caso, a máscara aplicada ao SLM seria dada pela combinação de



Capítulo 5. Conclusões 46

um arranjo de D fendas angulares e grades de difração específicas para cada fenda,
que modulariam a amplitude e fase de cada uma delas, gerando uma superposição
coerente destes modos.

• Aplicação dos projetores pticográficos: Os projetores poderiam ser implemen-
tados através de simples filtros espaciais binários físicos com D − ⌈D/2⌉ fendas
bloqueadas que seriam rotacionados para cada aplicação do projetor P̂j . Poderíamos
também implementar estes filtros espaciais de forma dinâmica através de um SLM
que module a amplitude da onda incidente. Em ambos os casos projetaríamos a
imagem do estado preparado no plano do filtro espacial.

• Medição na base de Fourier: A medição do OAM fotônico pode ser realizada
por meio de diversos métodos, a critério do usuário. Neste trabalho descrevemos
duas alternativas. A primeira, mais simples, consiste num holograma de garfo [27],
que poderia ser implementada na mesma máscara dos projetores P̂j ou realizada
separadamente. Porém, permite a medição de apenas um valor de ℓ por vez. A
segunda alternativa é o método de reformatação de imagem [22], que, apesar de mais
complexo, permite a detecção de vários valores de ℓ simultâneos.

Assim, demonstramos a viabilidade experimental da reconstrução pticográfica de qudits
codificados em posição angular e OAM de fótons. Esperamos ver, em breve, a aplicação
em laboratório deste recente método de caracterização de estados quânticos puros.
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APÊNDICE A – Demonstrações Úteis

A.1 Somatório de Exponenciais do Estado da Base de Fourier
O somatório de exponenciais complexas em (4.4) pode ser reescrito como uma

razão de senos multiplicados por uma única exponencial. Esse cálculo parte da soma de
termos de uma série geométrica:

SD =
D∑

k=0
rk = 1 − rD

1 − r
.

Reescrevendo a parte em colchetes de (4.4), podemos desenvolver a soma:

D−1∑
k=0

eikβ(n−ℓ) =
D−1∑
k=0

eiβ(n−ℓ)k

= 1 − eDiβ(n−ℓ)

1 − eiβ(n−ℓ)

=
eiDβ(n−ℓ)/2

[
1

eiDβ(n−ℓ)/2 − eiDβ(n−ℓ)

eiDβ(n−ℓ)/2

]

eiβ(n−ℓ)/2

[
1

eiβ(n−ℓ)/2 − eiβ(n−ℓ)

eiβ(n−ℓ)/2

]

= ei(D−1)β(n−ℓ)/2
[
e−iDβ(n−ℓ)/2 − eiDβ(n−ℓ)/2

e−iβ(n−ℓ)/2 − eiβ(n−ℓ)/2

]
. (A.1)

Aplicando a fórmula de Euler para a parte entre colchetes em (A.1), teremos:

[. . .] = cos(Dβ(n− ℓ)/2) + i sin(Dβ(n− ℓ)/2) − cos(Dβ(n− ℓ)/2) − i sin(Dβ(n− ℓ)/2)
cos(β(n− ℓ)/2) + i sin(β(n− ℓ)/2) − cos(β(n− ℓ)/2) − i sin(β(n− ℓ)/2)

= −2i sin(Dβ(n− ℓ)/2)
−2i sin(β(n− ℓ)/2)

= sin(Dβ(n− ℓ)/2)
sin(β(n− ℓ)/2) . (A.2)

Aplicando (A.1) e (A.2) em (4.4), teremos, por fim:

|µn⟩ = α√
2πD

∞∑
ℓ=−∞

sinc(ℓα/2)sin(Dβ(n− ℓ)/2)
sin(β(n− ℓ)/2) ei(D−1)β(n−ℓ)/2 |ℓ⟩ .
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A.2 Ortogonalidade dos Estados da Base de Fourier
Para provar a ortogonalidade dos estados |µn⟩, definidos na equação (4.4), tomare-

mos o produto escalar:

⟨µn′|µn⟩ ∝
∑

ℓ

sinc2
(
ℓα

2

)
eik′β(n−ℓ)e−ikβ(n′−ℓ)

=
∑

ℓ

sinc2
(
ℓα

2

)∑
k,k′

eiβkn−k′n′
e−iβ(k−k′)ℓ

=
∑
k,k′

eiβ(kn−k′n′) ∑
ℓ

sinc2
(
ℓα

2

)
e−iβ(k−k′)ℓ

O termo em destaque é a transformada discreta de Fourier da função sinc, o que resulta
em uma função triângulo:

⟨µn′|µn⟩ =
∑
k,k′

eiβ(kn−k′n′)Λ
(
β(k − k′)

α

)
.

Pela definição da função triângulo, se k ̸= k′, pelo fato de β = 2π/D > α por construção,
teremos Λ(arg) = 0. O problema então será para k = k′. Definindo ω = e2πi/D, ficamos
com

⟨µn′ |µn⟩ ∝
D−1∑

k=k′=0
ωk(n−n′)Λ(0)

=
D−1∑
k=0

ωk(n−n′)

= Dδn,n′ ,

onde, na última passagem, usamos a relação de ortogonalidade para a D-ésima raiz da
unidade, ω (ωD = 1). Dessa forma, ⟨µn′ |µn⟩ = 0 para n ̸= n′, q.e.d..
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