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Resumo

No contexto da informacao quéntica, o uso de certos graus de liberdade fotonicos permite
criar estados quanticos de altas dimensoes, chamados qudits, os quais apresentam vantagens
em relacao a qubits em aplica¢oes como comunicagao, criptografia e testes fundamentais da
mecanica quantica. Em varias dessas aplicagoes é necessario reconstruir o estado quantico a
ser utilizado, ja que ele contém todas as informagoes sobre propriedades mensuraveis de um
sistema fisico. Recentemente foi proposto um método simples para reconstrucao de estados
quanticos puros, chamada pticografia quantica. Ele se baseia em projecoes do estado de
entrada em diversos subespagos com algum grau de interse¢ao entre si, sendo cada uma
delas seguida de uma medi¢ao projetiva na base de Fourier, que é aquela gerada pela
transformada de Fourier quantica (QFT) da base computacional. Ao final, um algoritmo
iterativo estima o estado a partir dos dados colhidos. Neste trabalho, propomos aplicar
este método em estados puros de qudits codificados em posi¢ao angular e momento angular
orbital (OAM) fot6nico. Para isso, definimos estes qudits a partir da discretizacao do perfil
espacial de um féton em coordenadas cilindricas, por meio de um arranjo de D fendas
angulares, e descrevemos sua representacao na base de OAM. Para aplicar a pticografia
sobre estes qudits, mostramos que as projecoes intermediarias serao implementadas por
simples filtros espaciais binarios, enquanto a medi¢cao na base de Fourier dos estados
pos-projecao sera realizada medindo-se em uma base definida por D modos de OAM. Por
fim, demonstramos a aplicabilidade do método pticografico, simulando a reconstrugao de

qudits angulares em D =5 e D = 12, e avaliamos sua viabilidade experimental.

Palavras-chave: Qudits, Qudit Angular, Pticografia Quantica, Momento Angular Orbital

Fotonico, Reconstrucao de Estados Quanticos.



Abstract

In the context of quantum information theory, the use of certain photonic degrees of
freedom allows the creation of high-dimensional quantum states, called qudits, which
offer advantages over qubits in applications such as communication, cryptography, and
fundamental tests of quantum mechanics. In many of these applications, it is necessary to
reconstruct the quantum state to be used, since it contains all the measurable properties of
a physical system. Recently, a simple method for reconstructing pure quantum states, called
quantum ptychography, has been proposed. It is based on projections of the input state
into various partial overlapping subspaces, each one followed by a projective measurement
in the Fourier basis, which is generated by the quantum Fourier transform (QFT) of
the computational basis. At the end, an iterative algorithm estimates the state from the
collected data. In this work, we propose to apply this method to pure states of qudits
encoded in angular position and orbital angular momentum (OAM) of single photons.
For this purpose, we define these qudits based on the discretization of the spatial profile
of a photon in cylindrical coordinates, through an arrangement of D angular slits, and
describe their representation in the OAM basis. To apply ptychography to these qudits,
we show that the intermediate projections will be implemented by simple binary spatial
filters, while the measurement in the Fourier basis of the post-projection states will be
performed by measuring in a basis defined by D OAM modes. Finally, we demonstrate
the applicability of the ptychographic method by simulating the reconstruction of angular
qudits for D =5 and D = 12, and evaluate its experimental feasibility.

Keywords: Photonic Qudits, Angular Qudit, Quantum Ptychography, Photonic Orbital

Angular Momentum, Quantum State Reconstruction.
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Prefacio

Este trabalho se propoe a estudar qudits fotonicos codificados em posicao angular
e momento angular orbital e propor um método para a reconstrugao de estados puros
destes sistemas, conhecido como pticografia quantica. Para isto, a dissertagao constara
de cinco capitulos, sendo os dois primeiros voltados para o marco teérico basico, os dois
seguintes voltados para o desenvolvimento da descricao matematica do que chamaremos
de qudit angular e de como aplicarmos sobre eles a pticografia de estados quanticos e, por

ultimo, uma reuniao das ideias para a conclusao.

o Capitulo 1: O primeiro capitulo de nosso marco tedrico comeca com uma breve
discussao acerca de estados de qubits e qudits. Na sequéncia, apresentamos o mé-
todo mais conhecido para a caracterizacao destes estados, a tomografia quantica, e
discutimos algumas de suas dificuldades para sistemas de altas dimensoes. Por fim,
apresentamos um método alternativo para reconstrucao de estados puros, conhecido
como pticografia quantica [1], que traz algumas vantagens em relagdo a outros

métodos tomograficos.

« Capitulo 2: Este capitulo traz um estudo sobre o momento angular orbital da luz, uma
propriedade emergente da descricao de Maxwell para ondas eletromagnéticas, mas que
demonstrou-se de grande utilidade para o desenvolvimento de tecnologias quanticas.
Estudaremos a origem desta propriedade, assim como os perfis de intensidade e
fase de feixes laguerre-gaussianos, que a contém. Veremos como gerar estes feixes e

medi-los.

o Capitulo 3: Neste capitulo comegaremos a descrever o nosso qudit angular a partir
da discretizacdo da posi¢do angular do féton, baseando-nos no trabalho de [2]. Por
meio de um arranjo de D fendas angulares, geraremos nosso qudit e definiremos o
estado de fenda. Analisaremos este estado na base de posi¢ao angular e ainda na

base de momento angular orbital.

o Capitulo 4: Por fim, proporemos a aplicacao da reconstrucao pticografica de esta-
dos quanticos ao qudit angular, estudando como cada etapa do processo deve ser

implementada. Realizaremos ainda simulacoes da reconstrucao.

o Capitulo 5: Concluimos o trabalho, reagrupando as ideias apresentadas ao longo dos

capitulos anteriores e discutiremos a viabilidade experimental do método proposto.
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1 Caracterizacao de Estados Quanticos

Um estado que descreve um sistema quantico é chamado de estado quéantico. O
desenvolvimento da mecanica quéantica trouxe a tona diversos debates filosoficos acerca
da realidade fisica de um estado quantico. A mecanica newtoniana, determinista e local,
foi dando espago a uma mecanica probabilistica em que os conceitos de realismo, loca-
lidade e causalidade confrontaram-se com os resultados experimentais. A partir deste
embate, a mecanica quantica passou a possuir diversas interpretagoes, que divergem em
determinabilidade, realidade da funcao de onda e seu colapso, existéncia de variaveis
ocultas e de “universos paralelos”. Independente da sua preferéncia filosofica, todavia,
todos as interpretacoes sao empiricamente equivalentes, o que quer dizer que, apesar do
conceito de um estado quantico ser passivel de debate, o conhecimento acerca dele fornece
as probabilidades referentes ao sistema fisico, e nos permite determinar propriedades
mensuraveis a respeito deste e calcular sua evolugao e possiveis transformacoes. Neste
capitulo discutiremos brevemente algumas propriedades de estados quanticos e como
caracteriza-los, ja que eles contém todas as informacgoes sobre propriedades mensuraveis

de um sistema fisico.

1.1 Estados de Qubits e Qudits

Na notacao de Dirac, um estado quantico puro é representado por um vetor definido
no espaco de Hilbert, [¢)), denominado ket. Se tivermos uma mistura estatistica de estados
puros, um unico vetor nao serd capaz de fornecer informagoes completas para este novo
estado. Estes estados sao chamados de estados mistos, e uma forma de descrevé-los

matematicamente é por meio da matriz densidade p:
ﬁzzpn‘wn> <¢n’> (1'1)

onde p, é o fator de probabilidade, 3, p, = 1, |¢,,) sdo estados ortonormais e tr(p) = 1.

Um sistema quantico pode carregar informacgao em seu estado, e uma de suas
propriedades mais importantes é a possibilidade de ele existir em superposicao, o que
significa dizer que a combinagao linear de dois possiveis estados também é um estado [3].
Um sistema bidimensional é chamado de bit quantico (qubit) e seu estado puro mais geral
pode ser representado como

¥) = a|0) +ax 1), (1.2)

onde {|0),|1)} é a base computacional, em que (0]1) = 0. Os termos ag e a; sao nimeros

complexos que satisfazem |ag|> + |a;|?> = 1 onde |a;|? representa a probabilidade de se

encontrar o estado [¢)) como |i) em uma medida na base computacional.
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A geragao e manipulagdo de qubits permitiram o desenvolvimento de diversas
tecnologias quanticas, incluindo o desenvolvimento de computadores quéanticos, o aprimo-
ramento de protocolos de comunicacao e, principalmente, de criptografia [3], possibilitando,

também o surgimento de protocolos inovadores, como o de teleportacao quéantica [4].

A generalizagdo de um qubit para um espaco D-dimensional possibilita a criacao
de dits quénticos (qudit). O estado puro de um qudit pode ser descrito como

D—-1

[¥) = > anln), (1.3)

n=0

onde {|n)} ¢é a base computacional e 3, |a,|* = 1. Assim como a utilizagao de um alfabeto
de 26 caracteres (como o alfabeto latino que aqui utilizamos) é mais eficiente para a escrita
e leitura deste trabalho do que um c6digo binario (como, por exemplo, o cddigo morse), a
utilizacao de qudits ao invés de qubits pode trazer diversas vantagens as tecnologias de
informagao quantica, incluindo, mas nao somente: aumento da capacidade informacional
em canais de comunicac¢ao e da seguranca em protocolos de criptografia, construcao
de circuitos quanticos mais eficientes e melhoras em testes fundamentais da mecanica

quéntica [5, 6].

1.2 Caracterizacdo de Estados de Qudits

Em varias das aplicagoes de qubits ou qudits, é necessario reconstruir o estado
quantico a ser utilizado, seja para descobrirmos um estado desconhecido ou para testarmos
se um aparato esta gerando o estado desejado. Nesta secao, apresentaremos o método de
reconstrucao de estados quanticos mais utilizado, e em seguida falaremos de uma proposta

alternativa para reconstruir estados puros.

1.2.1 Tomografia de Estados Quanticos

O método mais conhecido para reconstrugao de estados é chamado de tomografia
de estados quanticos, e consiste em projetar um ensemble de sistemas fisicos identicamente
preparados em diferentes bases, e, a partir da distribuicao de contagens de cada medicao,

é possivel estimar o estado desconhecido por algoritmos computacionais [7].

De forma simples, podemos visualizar o processo de reconstrugao tomografica de
um qubit correspondente a polarizagao de um foéton utilizando a esfera de Bloch, como
mostra a figura 1(a): uma medi¢do na base definida pelo eixo z (polarizac¢ao circular),
isolaria o estado desconhecido em um plano perpendicular a este eixo. Uma segunda
medicao referente ao eixo y (base de polarizagao diagonal /antidiagonal), isolaria o estado
em um segmento de reta. Por fim, uma medicao no eixo z (polarizacao vertical/horizontal)

nos entregaria o ponto exato onde o estado se encontra.
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Figura 1 — Uma sequéncia de trés medicoes que permitem isolar um estado desconhecido
na esfera de Bloch, utilizando bases definidas em eixos ortogonais (a) e nao
ortogonais (b). Fonte: Retirado de [7].

Nao necessariamente as proje¢oes precisam ser realizada em bases definidas por
eixos ortogonais, como mostra a figura 1(b). O importante é que os operadores das bases
de medi¢ao formem um conjunto que seja informacionalmente completo, ou seja, elas
permitem acessar todas as informacoes necessarias para completa caracterizacao do estado.
Porém, nem tudo sao flores: erros nos processos de contagens, ou mesmo incerteza quanto
as bases de medicao, levam o que deveria ser um ponto tnico & uma regiao da esfera de
Bloch com maior probabilidade de se encontrar o estado que queremos caracterizar. Assim,
é necessario, ainda, um método de pds processamento para definir o estado mais provavel

que se encaixe nas medigoes experimentais.

Existem diversas formas de se realizar a tomografia, variando em métodos expe-
rimentais, o que engloba diferentes bases de medigao utilizadas, e em métodos de pods
processamento, cada qual com diferente demanda computacional [8]. No caso de um estado
arbitrario p, sdo necessarios para completa reconstrucao D? — 1 pardmetros reais, pois a
matriz densidade de um estado qualquer é constituida de D x D elementos, e sabemos que
ela deve ser hermitiana e ainda que seu trago Tr (p) = 1. Se tivermos a garantia de que o
estado a ser reconstruido é puro, essa informacao facilita o processo tomografico e reduz
o numero de resultados de medi¢ao necesséarios, que deixa de escalar quadraticamente
com a sua dimensao, e passa a escalar linearmente [9-12]. Assim, com essa informagao a
priori, sao reduzido problemas de complexidade encontrados ao se estudar estados de altas
dimensoes, sejam problemas de natureza experimental, como o grande niimero de aparatos
para medir um estado em diversas bases, ou problemas de natureza computacional, que

surgem da complexidade cada vez maior para os algoritmos de reconstrucao.
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(a) (b) )
- Fourier Reconstructed

Probe scan intensities object function

Iterative
algorithm

Figura 2 — Esquema da pticografia. (a) Uma pequena regido é iluminada e gera um padrao
de difragao. (b) Um conjunto de pequenas regioes iluminadas com alguma
sobreposicao entre elas, cada qual com seu padrao de difracado, alimenta com
dados o PIE, permitindo a reconstrugao da funcao transmissao complexa do
objeto. Fonte: Retirada de [1].

1.2.2 Pticografia de Estados Quanticos
Pticografia Classica

Recentemente foi proposta uma técnica simples para reconstrucao de estados
quanticos puros, chamada pticografia quantica. Ela é baseada em um método iterativo
de recuperagdo de fase proposto em 2004 por Faulkner e Rodenburg [13]. Antes de
explicarmos a versao quantica, ¢ bom entendermos a versao classica. Se o leitor ja estiver

familiarizado com a pticografia, sinta-se a vontade para pular para a préxima subsecao.

A pticografia funciona da seguinte forma: Por meio de uma abertura mével, cuja
posicao e func¢ao transmissao sao conhecidas, um feixe de luz coerente incide em uma
regiao localizada de um objeto. Mede-se o padrao de difracdo deste feixe no plano distante,
como mostra a figura 2(a), o qual é equivalente a sua transformada de Fourier. Entretanto,
ao fazer esta medicao, o que se obtém é a intensidade luminosa, de forma que perdemos a
informacao relacionada a distribuicao de fases da onda. Para recuperar tal informacao, a
luz é localizada em diferentes partes do objeto, de tal modo que haja uma intersecao parcial
entre elas. O padrao de difracdo de cada parte, juntamente com as informagoes referentes
a abertura maével formardao o conjunto de dados pticograficos. Estes dados servirdo para
alimentar um algoritmo iterativo (ptychographic iterative engine — PIE) que, a partir das
miltiplas iluminagoes e da redundancia de informacao gerada pela intersecao entre elas,
serd capaz de reconstruir a fungdo complexa que caracteriza o objeto; tal processo esta

esquematizado na figura 2(b).

Versdo Quantica da Pticografia

Na analogia quéntica [1], a fungdo objeto que desejamos conhecer é um estado

quantico puro pertecente a um um espaco de Hilbert D-dimensional Hp, como, por
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exemplo, o definido em (1.3), que reproduzimos aqui:

D-1

) = Z an |n) . (1.4)

n=0
Se determinarmos os D coeficientes complexos {a,} teremos uma caracterizacdo com-
pleta de [¢). Para fazermos isso, tal estado de entrada serd projetado em subespagos
r-dimensionais através de um conjunto de J projetores {16]}3];01 de rank r, satisfazendo os
requisitos de overlap e completeza (veja o quadro abaixo).

Requisitos dos Projetores Pticograficos

H4 liberdade para escolha dos projetores, porém existem duas condigoes a serem

respeitadas:

1. Owerlap: Cada projetor deve ter alguma sobreposi¢do com ao menos um outro,
ou seja, dado um projetor ]3j, deve haver um ]3j/ de forma que:

Te(P;Py)
r

0< < 1

2. Completeza: O conjunto de projetores deve abranger todas as dimensoes do

espago de Hilber Hp.

Essas projecoes correspondem as diversas posigoes da iluminagao na pticografia classica,
que incidem em um pequeno pedacgo do objeto. Uma escolha simples ¢ dada por projetores

diagonais na base computacional, da formas:

r—1
P =Y |k s;) (k@ s, (1.5)
k=0

onde @ representa adicao médulo D e s; é um inteiro nao negativo que define o salto
entre dois operadores adjacentes. O vetor de J componentes §; = (sg, S1, ..., S7-1), que
chamaremos de vetor salto, é quem define o niimero de projetores a serem utilizados. O

jotésimo projetor gerarda um estado num subespago r-dimensional

;) = Py |v), (1.6)

sobre o qual realizamos uma medicao projetiva na base gerada pela transformada quantica

de Fourier (QFT?!) da base computacional:

{lmn) = Fplm) }

O operador Fp serd melhor detalhado no capitulo 4. Para cada projetor Pj, obtemos uma

o (1.7)

n=0

distribuicao de contagens
D-1

T oc {| ualty) 2}

A sigla QFT vem do inglés quantum Fourier transform.

, (1.8)

=0

1
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J—1
formando um conjunto de dados pticograficos {. /Hj} e Este passo equivale a medir os
J:
padroes de difragao na pticografia classica. Este conjunto, juntamente com a informacao
dos projetores, serao fornecidos ao algoritmo PIE que estimard um estado. A figura 3

esquematiza 0 processo.

Count distributions

Projection scan in the Fourier basis Reconstructed
<k Fd ,> 2 quantum state
(k F, |2 lterative
. —> |algorithm|| = “
B\ (2
{=0,...,n—1 k=0,...,d—1

Figura 3 — Esquema demonstrativo da pticografia de estados quanticos. Fonte: Retirada
de [1].

Podemos construir varias familias de projetores da forma de (1.5), variando em
quantidade e em rank. O rank ideal foi verificado empiricamente como r = [D/2] [1].
O numero de projetores pode variar entre D e um valor fixo (< D), independente da
dimensao. No primeiro caso, terfamos D? resultados de medicao, o que se assemelha ao
processo de tomografia para estados mistos. J4 no segundo caso, o nimero de resultados
pode ser compativel com os métodos para a tomografia de estados puros conhecidos na

literatura [10-12, 14]: na referéncia [1] utilizou-se um conjunto de 4 projetores definidos

pelo vetor salto 5y = (0, [2=r=27,2[2=r=21,[27); j4 a referéncia [15] utilizou 5 projetores
3 3 2

definidos por s; = j| 2.

Uma vez colhidos os dados pticogréaficos, estes serao fornecidos ao PIE. O algoritmo
estd descrito no quadro abaixo. Uma unica iteracao do PIE é definida como J iteragdes do
loop entre os passos 2 a 7, de forma que cada projetor seja utilizado ao menos uma vez,

assim como os seus respectivos conjuntos de dados gerados pela medic¢oes.

O algoritmo pode ser finalizado dado um ntmero pré-definido de iteragdes ou ainda
por meio de um teste de convergéncia: A partir da normalizacao dos estados corrente,
|¢n), e de sua proxima atualizacao, |¢)), podemos calcular a distancia do trago, que é uma

medida de distinguibilidade entre os dois estados. Esta distdncia ¢ definida por [3]:

D =1 (¢ulg})”. (1.9)
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Algoritmo de reconstrugao pticografica

Adaptado para a reconstrugao de estados puros, o algoritmo segue os seguintes

passos:

1. Inicio: E gerada uma estimativa aleatéria para o estado:
D—1
‘¢> = Z Tn ‘TL> :
n=0
2. Projecao: Aplica-se o jotésimo projetor:
|65) = F;19) -
3. Transformada de Fourier: Aplica-se a QFT:

D—1
65) = Foles) = 3 Fug )

4. Correcgao: Utiliza-se entao os dados experimentais {,/Hj} para corrigir o

modulo dos coeficientes complexos 7,;, mantendo-se a fase:

D—1
) oc X [l ) [ €87 |y

n=0
5. Transformada inversa: Aplica-se a transformada inversa:

7).

#) = Fp'

6. Atualizagao: Atualiza-se a estimativa inicial:

0) = 16) +nP; (|6)) — [45)) .

onde 7 € ]0,2] é um pardmetro determinado empiricamente que controla o

salto entre duas atualizagoes da estimativa.

7. Iteragao: Reinicia-se o passo a passo tomando |¢') como nova estimativa

inicial e alterando o projetor utilizado.

Quanto mais proximo o valor de D chegar de 0, mais indistinguiveis serao os estados,
sendo D = 0 se os estados forem idénticos. E possivel forgar a parada do algoritmo quando
esta distancia atingir um valor pré-determinado. Finalizando-se o algoritmo, sera fornecido

um estado puro pendente de normalizagao.
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Vantagens do Método Pticografico

Os métodos tomograficos padroes para reconstrucao de estados puros utilizam
medigoes em diversas bases [10-12,14]. Na prética, a implementagao de cada base corres-
ponde a uma configuracao diferente do setup experimental. J& a reconstrucao pticografica
utiliza apenas uma base de medigao (QFT da base computacional), e a diversidade dos
dados é obtida através do conjunto de projetores pticograficos. A depender da forma desses
projetores, a pticografia pode ser experimentalmente vantajosa. Como exemplo, no caso
de qudits fotonicos codificados em caminhos transversais lineares ou angulares (como os
que estudaremos neste trabalho) e longitudinais, os projetores da forma de (1.5) serao
simples bloqueadores destes modos espaciais. Além disto, o algoritmo do PIE fornece
um agil pés-processamento, com menor demanda de poder computacional, tornando a

reconstrucao pticografica muito interessante para estados com altas dimensoes.
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2 Momento Angular Orbital da Luz

Neste trabalho, apresentaremos o método pticografico para reconstrucao de es-
tados de qudits codificados na variavel de posicao angular de fétons. Veremos que sua
implementacao requer a medicao da variavel conjugada que é o momento angular orbital
(OAM) fotonico. Por esta razao, neste capitulo, vamos introduzir o conceito de OAM da
luz, estudando sua origem, bem como algumas formas de geracao e medicao de feixes com
OAM. Isto nos permitira, no capitulo 4, descrever o método pticografico para os qudits

angulares, mostrando sua viabilidade experimental.

2.1 Momento Angular Orbital da Luz

2.1.1 Modos Laguerre-Gaussianos

Que a luz possui momento angular ja se é conhecido desde os trabalhos de Poynting

[16]. No entanto, demorou-se para compreender que esse momento possui nao apenas

um componente, mas dois: momento angular de spin (SAM) e momento angular orbital

(OAM). O primeiro foi percebido ja no inicio do século XX, quando Poynting identificou

que luz polarizada circularmente possuia um momento angular de +A, dependendo se a

polarizagao possui helicidade positiva ou negativa [17]. Ainda na primeira metade do século

XX, a relagdo entre momento angular L e energia £ de um féton fora sendo desenvolvida
até a razao

L (+0

E  w

onde /¢ representa o OAM, o representa o SAM e w a frequéncia angular do féton. [16].

(2.1)

Porém, apenas com Allen et al., em 1992 [18], foi bem definido o conceito de momento

angular orbital da luz.

O trabalho de Allen, todavia, s6 foi possivel com o desenvolvimento de lasers, que
permitiram a manipulacao e o estudo de feixes de luz espacialmente confinados. Tais feixes
podem ter um angulo de divergéncia suficientemente pequeno, de forma que, em uma certa
regiao do espaco, se assemelham a uma onda plana. Feixes cujos angulos de divergéncia
nao se afastam tanto do eixo de propagacao sao chamados de paraxiais, e devem respeitar
a aproximacao paraxial da equac¢ao de Helmholtz [19], que surge da hipdtese de que o
envelope que modula a amplitude complexa de um feixe monocromatico é pouco variavel

em funcao da posicao para distancias comparaveis ao comprimento de onda.

Para uma onda eletromagnética que se propaga no vacuo, a equacao de onda para
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o campo elétrico E é dada por
1 0°F
VE = ———. 2.2
2 Ot? (22)
Assumindo uma solucdo de onda plana, E(r,t) = Ey(r)e’**=“%) onde Ey(r) é a amplitude
da onda, k é o numero de onda e w é a frequéncia angular da onda, e substituindo em
(2.2), ficamos com

V2Ey(r) + k*Ey(r) = 0. (2.3)

Considerando que a onda varia lentamente em z se comparado as diregoes transversais

(aproximagao paraxial), podemos escrever que
Eo(r) = A(r)e™, (2.4)

sendo A(r) o envelope complexo do feixe. Substituindo (2.4) em (2.3), e expandindo o

operador laplaciano, teremos

0A(r) N 0?A(r)
0z 02?2

(VQTA(T) + 2k — k2A(r)> e* L B2 A(r)e™ =0, (2.5)

onde V2 = 3% /0x*+0%/dy? é a parte transversal do laplaciano. Pela aproximagao paraxial,

o termo 9?A(r)/02* é desprezivel, o que, ap6s simplificacdes, nos deixa com:
0A
VZA(r) + i2k a(r) — 0, (2.6)
2

que ¢é chamada equacao paraxial de Helmholtz. Uma das possiveis solugoes para a equagao

(2.6) é o feixe gaussiano. O envelope complexo de tal feixe é dado por:

Ay P
A(r) = ) exp <_2k2q(z)>’ (2.7)

onde ¢(z2) = z +izg, p* = 22 + y? e A; é uma constante. A amplitude complexa de um

feixe gaussiano sera dada por:
U(r) = A(r) exp(—ikz). (2.8)

Um feixe gaussiano tem esse nome devido a distribuicao transversal de sua amplitude, que

se comporta de acordo com a distribuicao gaussiana.

Outra solucao possivel para a equacao paraxial de Helmholtz, entretanto, se da
resolvendo (2.6) em coordenadas cilindricas (p, ¢, z) onde p é a coordenada radial, ¢ a
azimutal e z a longitudinal. As solu¢oes nestas coordenadas sao chamadas de modos
laguerre-gaussianos (LG), e sua amplitude complexa é modulado por polindémios de

Laguerre:

= ) oo 2

2

)
2R(z)

X exp l—z’kz — ik —ilp + igg,m(z)] , (2.9)
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onde zg é o comprimento de Rayleigh, W (z) = Wy4/1 + (2/20)? é a largura do feixe, R(z) =
2[1 + (20/2)% é o raio de curvatura da frente de onda e gy, = (£ + 2m + 1) arctan(z/z)
¢ a fase de Gouy. Os termos ¢ (inteiro) e m (inteiro positivo) sdo, respectivamente, os
indices azimutal e radial do feixe, e L’ sdo polindmios de Laguerre. O feixe gaussiano é o

modo fundamental de Laguerre-Gauss (para ¢ = m = 0).
4 at
\
I 2000 I

0 1 0 2m

m =

m =

m =

Figura 4 — Perfis de intensidade e fase para alguns modos LG com indice azimutal ¢ = 1,
2 e 3 e indice radial m =0, 1 e 2.

Os modos laguerre-gaussianos sao os modos transversais mais simples para anali-
sarmos o momento angular orbital da luz. A figura 4 monstra os perfis transversais de
intensidade e os perfis de fase para modos LG com indice azimutal £ = 1, 2 e 3 e indice
radial m = 0, 1 e 2. No estudo de Allen et al. [18], foi percebido que frentes de ondas destes
modos, que apresentam um perfil transversal helicoidal (exp(—if¢)), conferem a luz um
momento angular. Ambas as ondas com este perfil e também o OAM ja eram conhecidos:
As ondas com perfis helicoidais, conhecidas como vértices épticos, vinham sendo geradas
e estudadas desde a década de 1970 [16]. Porém, estes estudos tinham como foco as
singularidades de fase, que dao origem a intensidade nula no centro do perfil espacial.
Ja 0 OAM era menos estudado, sendo mais comumente encontrado em pesquisas sobre
transi¢oes eletronicas de altas ordens, que, por si s0, ja eram um evento raro. O grande
feito de [18] foi verificar que uma onda luminosa cujo perfil espacial depende do dngulo
azimutal ¢ apenas através de um fator de fase exp(—il¢), carregard uma momento angular
orbital de ¢h por féton. O parametro ¢, conhecido como carga topoldgica, determina o
niumero de hélices entrelacadas que compoe as frentes de onda de feixes LG, conforme

mostrado nos exemplos da figura 5.
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(a) (b) (c)

Figura 5 — Frentes de ondas helicoidais. O niimero de hélices entrelacadas é definido pelo
valor de ¢: (a) £ =1, (b) £ =2¢e¢ (c) { =3.

~f

Figura 6 — Um vetor de Poynting nao paralelo ao eixo de propagacao origina o momento
angular orbital da luz.

Nessas frentes helicoidais, o vetor de Poynting nao é mais paralelo ao eixo de
propagacao, possuindo um angulo azimutal ¢, como demonstra a figura 6. Dessa forma,
observe que o vetor, que representa a direcao do fluxo de densidade de energia da onda,
circula o eixo de propagacao. Essa trajetoria forma entdo uma espiral, e é a origem do
OAM. De forma mais geral, o OAM surge sempre que as frentes de onda nao sao planos

perpendiculares ao eixo de propagacao.

2.1.2 Geracao de Feixes com Momento Angular Orbital

Quanto a geracao de feixes com perfil helicoidal, focaremos em duas formas especi-
ficas: holografia e difracao.
Métodos Holograficos

Com a popularizacao de moduladores espaciais de luz (SLMs), a utilizagdo de
hologramas se tornou facil e pratica para diversas aplicagoes [10,11,15,20-25]. Na geracao

de feixes com OAM, simples hologramas com o perfil de fase azimutal, como os da figura
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4, permitem a conversao de um feixe gaussiano em um modo LG. Outra possibilidade se
da com a utilizacao de grades de difracao em formato de garfo, sintetizados primeiramente
por [26]. Estas grades surgem da combinacdo de méscaras com perfil de fase azimutal com
uma grade linear de difracao, como esquematiza a figura 7, considerando ¢ = 1. Observe
que a grade resultante possui 1 deslocamento no centro do holograma, o que da origem ao
modo LG. Em suma, ao se incidir um feixe gaussiano num holograma de garfo com um
numero k de deslocamentos, o feixe resultante na primeira ordem de difracao tera carga
topolédgica ¢ = k. Para gerar um valor de ¢ negativo, basta-se inverter o holograma. A
figura 8 mostra alguns hologramas para gerar feixes com modos LG com ¢ = +1 (primeira

coluna), ¢ = 2 (segunda coluna) e ¢ = £3 (terceira coluna).

-

Figura 7 — A combinag¢ao de uma mascara com perfil de fase azimutal com uma grade
linear de difracao resulta numa grade em forma de garfo. Neste caso, a mascara
ird gerar um modo LG com ¢ = 1.

k=1 0=1 k=2 0=2 k=3 (=3

J |
] | ‘ Jl

k=1;0=—1 k=2

k=3;0=-3

Figura 8 — Hologramas em formato de garfo, com k£ = 1,2 e 3. As mascaras com garfo
orientado para cima (para baixo) no plano zy conferem ao feixe um valor
positivo (negativo) de /.
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Difracdao Angular

Assim como hé o principio da incerteza para posicao e momento linear, hd um
principio da incerteza para posicao angular e OAM. Um féton, ao passar por uma fenda
angular, sofre uma restricio em sua posi¢ao angular, como ilustrado na figura 9(a).
Portanto, ha uma reducao na incerteza desta variavel e, consequentemente, um aumento
na incerteza do OAM [20]. O féton transmitido pela fenda angular, emergird em um estado
de superposicao de diversos valores de OAM, modulados pela transformada de Fourier
da funcao que descreve a fenda. Este fendmeno, ilustrado na figura 9(b) para diferentes
aberturas angulares, é conhecido como difracao angular e se da por uma relagao de Fourier

entre ¢ e ¢ [21]. No préximo capitulo, discutiremos este topico com mais detalhes.

(@)

Feixe de
entrada

Fenda angular

(b)

Intensidade normalizada
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Figura 9 — (a) Uma fenda angular gera uma restrigdo na distribui¢do angular de um feixe
de luz. (b) Efeitos de difragao angular para aberturas de diferentes angulos
conforme mostrado nas inser¢oes. Os graficos mostram a distribui¢do normali-
zada de modos LG. A curva preta é a funcao que modula esta distribuicao e
sera discutida no préximo capitulo.

2.2 Medicao de OAM

Existem diversas maneiras de se determinar a carga topolédgica ¢ de um feixe de
luz. Nesta secao, vamos descrever, sucintamente, duas delas: a primeira e mais simples
envolve os mesmos hologramas de garfo que sao utilizados para gerar feixes com OAM,

o que permite medir apenas um valor de ¢ por vez. A segunda, e mais complexa, é a
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medicao por reformatagao de imagem, que tras a vantagem de medir varios valores de ¢

simultaneamente.

2.2.1 Medicdo por Hologramas de Garfo

Como vimos na se¢ao anterior, ao se incidir uma onda plana em uma grade de
difracdo em formato de garfo com k deslocamentos, temos que a onda resultante tera a
carga topologica £ = k. O processo, porém, pode ser reversivel [27]: ao se incidir uma onda
com carga topoldgica ¢ sobre uma grade de difracdo com k = ¢ deslocamentos, centrados
no eixo do feixe e orientada para baixo, o resultado na primeira ordem de difracao sera
uma onda no modo gaussiano fundamental, como mostra a parte superior da figura 10. Se
acoplarmos esta onda resultante em uma fibra éptica de modo tinico, e direcionarmos o
feixe a um detector, teremos entao uma maneira de medir o OAM do feixe incidente como
¢ = k, como mostrado na parte inferior da figura 10. Apesar de simples, quando o feixe
incidente for uma superposiciao de varios valores de £, o método se torna pouco eficiente,

pois sera necessario mudar o holograma a cada tentativa de detectar um valor especifico.

Figura 10 — Acima: um holograma de garfo com k = 3 deslocamentos, orientado negativa-
mente, converte um feixe LG com ¢ = 3 em um feixe gaussiano (¢ = 0). Abaixo:

uma ilustragao do processo experimental para deteccao do feixe convertido.
Fonte: Retirado de [27].

2.2.2 Medicdo por Reformatacao de Imagem

Um método eficiente para a medicao do OAM deve permitir a detecgao de varios
valores de ¢ simultaneamente. A melhor proposta para tal é o método elaborado em [22] e

aprimorado em [23,24]. Pode-se pensar que este método funciona tal qual uma goticula de
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agua ao separar a luz solar nas cores do arco-iris: a ideia basica é separar o feixe incidente
em varios feixes com diferentes angulos de propagacao dependentes de ¢, permitindo a sua

discriminacao pela posicao transversal. Vamos entender como este método funciona.

Em primeiro lugar, realiza-se sobre o feixe incidente uma transformacgao de coorde-
nadas cartesianas para log-polar. O objetivo desta transformacao 6ptica é mapear um feixe
helicoidal, cujo perfil de fase é azimutal, em ondas planas com uma inclinacao dependente

de ¢. A transformacao (z,y) — (u,v), dada por

I
u=—aln (.ﬂcb—i-y) (2.10)
v = a arctan (y) (2.11)
x

onde a e b sao constantes de escala, pode ser realizada através de elementos 6pticos com

os perfis de fase

o1(x,y) = 2;; ly arctan <i> —zIn <x2b—|—y2> + x] ) (2.12)
o (u,v) = — 27;;5 exp{_Z} cos (z) (2.13)

onde A é o comprimento de onda do feixe e f a distancia focal de uma lente que realizara
uma transformacao de Fourier. Nas equacoes acima, ¢; realiza de fato a transformacao
de coordenadas e ¢ corrige aberragoes de fase geradas no plano de Fourier do primeiro
elemento, e estdo mostradas nas figuras 11(a) e 11(b), respectivamente. A figura 11(c)
ilustra uma montagem experimental para implementacao do método. O SLM1 prepara
o feixe de entrada com um ou mais valores de ¢. Este feixe é direcionado ao SLM2 onde
estd codificada a maéascara correspondente a funcao ¢;. Apds este elemento, o feixe, que
possuia perfil de fase helicoidal, passa a possuir um perfil transversal.! Em sequéncia, uma
lente (L1) realiza a transformada de Fourier do feixe e em seu plano focal estd posicionado
o SLM3 com afungao ¢». Por fim, o feixe é focado em um plano de detecgao (pela lente
L2), onde sua intensidade pode ser registrada em uma cdmera. O mais importante é que o
feixe tera um gradiente de fase transversal variando em 27 para valores adjacentes de ¢, o
que significa que é possivel distinguir sua carga topoldgica. A posicao transversal do feixe,

sera dada por
A
=—/
d Y

onde d é o comprimento do feixe transformado. O resultado da transformagao, como

t (2.14)

um todo, é esquematizado na figura 12(a), com os resultados tedricos e experimentais

apresentados.

Neste método, ha um overlap nao desprezivel entre os feixes transformados no

plano focal, gerando um perda de eficiéncia na discriminacao dos modos de OAM, como

1 Por essa razdo, o elemento ¢; é chamado em [24] de unwrapper (desembrulhador), uma vez que sua

fungdo é transformar uma distribuicdo circular de intensidade em uma distribui¢do retangular.
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(a) ()
120z

HeNe Laser —— <~ — SLMI
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7 = stM3 _  _ _ SLm2

Figura 11 — Perfis de fase do elemento “desembrulhador”, ¢, (a) e corretor ¢, (b). (c)
Setup experimental para implementagdo do método: SLM, modulador espacial
de luz; L1 e L2, lentes esféricas; CCD, camera. Fonte: Retirada de [27].

pode ser visto em 12(b). Para resolver este problema, fora proposto em [23,24], que se
gerassem copias coerentes deste feixe através de elementos de fan-out, que sao dispositivos
que dividem um feixe em varios feixes idénticos. A fungao destas copias é ampliar o feixe
(permitindo focd-lo em pontos mas estreitos) mantendo-se os dngulos de refragao originais,
de forma que eles estejam mais distinguiveis no plano focal. Quanto maior o niimero de
cHpias, maior sera a distinguibilidade entre as regides com cargas topoldgicas adjacentes.
O céalculo do campo apds a focalizagao, considerando o niimero de copias, é apresentado
em [23]. A figura 12(c) mostra o resultado de aplicacdo do método para distinguir 7
modos OAM, de ¢ = —3 a £ = 3. No feixe marcado em azul, onde ¢ = —2, podemos
ver como o overlap com modos adjacentes foi reduzido. Assim, observa-se uma separacao

“quase-perfeita” na figura (c¢), aumentando a eficiéncia das medigoes.
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Figura 12 — (a) Transformacao de um feixe com perfil de fase helicoidal para um perfil
transversal linear e posicoes transversais do feixe transformado. Posicoes
transversais de distintos modos de OAM antes (b) e depois (¢) da utilizagao
de copias dos feixes. Fonte: Adaptada de [22,24].
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3 Qudits Codificados em Posicao Angular e

Momento Angular Orbital Fotonico

Neste capitulo, vamos mostrar como o perfil espacial de um féton em coordenadas
cilindricas pode ser discretizado para se gerar um qudit codificado em posi¢cao angular.
Em seguida, discutiremos possiveis métodos de preparacao de estados puros deste sistema.
Finalmente, representaremos estes estados puros na base conjugada de OAM, que serd
importante para a compreensao do processo de medi¢ao no método pticografico, descrito

no préximo capitulo.

3.1 Geracao de Qudits Angulares

3.1.1 Discretizacdo da Posicao Angular de um Féton

Consideremos uma fonte monocromatica de fétons individuais que emite fotons
com polarizagao espacialmente homogénea e que se propagam em uma direcdo que defi-
nimos como eixo z. Podemos descrever o estado destes fétons a partir da amplitude de
probabilidade espacial no plano transversal, ¥(r ), onde r, representa as coordenadas de

posicao neste plano.! No caso de um estado puro, teremos entiao

) = /du W(r,)|rL), (3.1)

onde |r ) representa o estado de um f6ton na posicio ry e [dry |[¥(r,)|*> = 1. Consideremos
ainda que esta amplitude de probabilidades, em coordenadas cilindricas, seja separavel

nas coordenadas radial e azimutal, isto é
U(ry) =U(p,9) = f(p)g(®). (3.2)

Direcionamos os fétons dessa fonte a uma abertura cuja funcao transmissao é dada

por

T(¢) = Di ¢ 11 <¢ — nﬁ) : (3.3)

n=0 «
onde II (‘z’;—"ﬁ) ¢ uma fungao retangulo de largura « centrada em nf3, e {¢, } sado coeficientes
complexos que satisfazem |c,| € [0, 1]. Essa abertura consiste em um arranjo de D fendas
angulares, de largura « e periodo [, rotuladas pelo indice n, as quais sao simetricamente

distribuidas (i.e., 8 = 27/D) no plano transversal e moduladas por uma amplitude

1 Esta funcdo nos permite obter a probabilidade de encontrar um féton entre as posicdes ry e r| +dr

no plano transversal como |¥(r)|?dr .
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B

o

Figura 13 — Arranjo de D = 3 fendas angulares, com abertura o« = /3 e periodo § = 27/3.

complexa. A figura 13 ilustra um exemplo para D = 3 desta abertura, supondo ¢, =1 Vn.
A amplitude de probabilidade dos fétons que atravessam essa abertura sera proporcional
aT(p)¥(p,¢). Como a amplitude de entrada, (3.2), é separdvel em p e ¢, e a abertura
depende apenas da coordenada azimutal, podemos integrar a amplitude de saida em p,
obtendo

(9) = NT(6)g(9), (3.4)

onde N é uma constante de normalizacao que absorve a integracao em p. Dada esta
amplitude de saida, podemos reescrever o estado de puro de um féton, apds a transmissao

pela abertura (3.3) como

v) = [ dovio) Io)

N /7; WON Y eI <¢ ;w) 9(9) 19), (3.5)

onde |¢) representa o estado de um féton na posigdo angular ¢.

Supondo que a fungao g(¢) nao varie consideravelmente dentro do intervalo de
cada abertura, podemos trata-la como constante dentro de cada fenda,? o que nos permite

retiréd-la da integral, nos deixando com:

W) =N Y cugnd) [ T (¢ 7 ) a5 |6) (36)

Definindo
C,, = Nc, g(np), (3.7)

Isto pode ser realizado controlando a largura « das fendas ou o perfil espacial dos fétons gerados pela
fonte.

2
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/ Ao TI <¢ ) (3.8)

podemos reescrever o estado da equagao (3.6) como:

D—

v = X Caln). (3.9)

n—
O vetor |n), que chamaremos de estado de fenda, representa o estado de um féton
transmitido pela enésima fenda do arranjo de fendas angulares. A equagao (3.9) nos mostra
que, o estado de um féton, inicialmente definido em varidveis continuas [equagao (3.1)],
apés a transmissao pela abertura T'(¢) [equagao (3.3)], pode ser escrito como uma soma

discreta de D estados de posicao angular, definidos pelas fendas, como esquematizado no

quadro abaixo.

Discretizacao da Posicao Angular de um Féton

O estado de um féton, definido em varidveis continuas, é discretizado apds passar
por um arranjo de fendas angulares, estando agora em uma superposicao de estados

de caminho |n).

N~

’\I/> /dI‘L\IJ(I‘L ‘I‘l

3.1.2 O Qudit Angular

Vamos mostrar que o estado de (3.9) representa um qudit. Para isto é necessério
mostrar que os estados de fenda, definidos em (3.8), sdo ortonormais. O produto interno

entre dois estados distintos é dado por:
/ _ B le - TL’B /
iy =~ ["as [* d¢H( ) ( ~ ><¢>\¢>
:7/ dH( %ﬁ <¢_W6» (3.10)
o

onde utilizamos que (¢'|¢p) = d(¢ — ¢'). Realizando a troca de varidveis

¢—np

«

¢// —

podemos reescrever (3.10) como:

o) = [ aory (o - )
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A equacao acima representa a convolucao de duas fung¢oes retangulo, o que resulta em

(n'|n) = A (W) .

uma fungao triangulo:

Por definicao
1—|z|, se|z| <1
awy = [ 1l sele
0, selz|>1.

Como > «a, teremos entao:

) 1, sen =n
(n'|n) =

0, sen #n,

mostrando que os estados {|n)} formam uma base ortonormal, gerando um espago D-
dimensional. Portanto, o estado de um féton transmitido por um arranjo de fendas
angulares, dado pela equagao (3.9), representa um qudit, que chamaremos de qudit

angular, tendo a base dos estados de fenda como base computacional.

3.1.3 Preparacao de Estados de Qudits Angulares

O estado de qudit angular dado pela equagao (3.9) é caracterizado pelos coeficientes
complexos C,, dados pela equagao (3.7). Estes coeficientes, por sua vez, dependem do perfil
espacial dos fétons incidentes nas posigoes ¢ = nf3 da abertura [g(nf)], e das amplitudes
complexas ¢, que modulam cada fenda da fungdo transmissao 7'(¢) [equacao (3.3)].
Portanto, manipulando ambos elementos, podemos controlar a preparacao destes qudits.
No entanto, a manipulagao do perfil espacial dos fétons na fonte é uma tarefa, em geral,
mais complexa. Por este motivo, descreveremos a preparacao dos estados apenas pela
manipula¢ao da fungao transmissao, considerando que o perfil de entrada g(¢) seja uma

onda plana.

De forma simples, a manipulacao dos coeficientes ¢, pode ser implementada com-
binando uma méscara que modula a magnitude da amplitude de transmissao, |c,|, com
outra que module a fase desta amplitude, arg(c,). A figura 14 mostra um exemplo para
um arranjo de D = 3 fendas. Na pratica, é possivel realizar esta manipulacao utilizando
um SLM que module o perfil de fase do campo incidente. Para isto, se gera uma méscara
de fase que é dada pelo produto de uma abertura binaria com D fendas angulares e uma
grade de difracao especifica aplicada em cada fenda. Este método foi demonstrado para o
caso de qudits espaciais codificados em posicao linear, por meio de fendas lineares, em [28],

e acreditamos que seja possivel estendé-lo para o caso de qudits angulares.
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T (¢)]?

Figura 14 — Méscaras de 3 fendas angulares que implementam a func¢ao 7(¢) da equa-
¢ao (3.3). A mascara da esquerda modula a magnitude dos coeficientes ¢, e a
da direita as suas fases.

>

}O‘iﬁﬁ__

arg[T'(¢)]
o 2n

3.2 Estado de Qudit Angular na Base de OAM

Conforme mencionado no capitulo anterior, a posicdo angular e o momento angular
orbital da luz sao variaveis conjugadas, ou seja, existe uma relacao de Fourier entre elas.
Devido a natureza periédica de ¢, a sua variavel conjugada ¢ é discreta [21,25]. Para
estados de um f6ton, isto leva a definigdo das bases conjugadas {|¢)} e {|¢)}, cujos vetores
se relacionam da seguinte forma:

1 &=

0= >
)= o= [ doco). (3.12)

e |0y, (3.11)

Usando estas relacoes, podemos escrever o estado de fenda angular na base OAM substi-
tuindo (3.11) em (3.8):

In) = ' d¢H<¢_a"6> ! fj e 1) (3.13)

- 2m {=—00
Rearranjando a equacao acima, e resolvendo a integral, teremos:

> [ aom (2] el

l=—00" " a

1
n) =-—
n) o

1 0 np+a/2 .
== > [ s

> "B gin(la/2)

(6%

_ ¢
2 Kgoo Ea/2 | >

= XY emitBine(la)/2) |0) (3.14)
2m {=—00

sin(x
(z) ¢ a transformada de Fourier de uma funcao retangulo.

onde sinc(z) =
x
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Com isto, podemos escrever o estado do qudit angular em termos da base de OAM,
substituindo (3.14) em (3.9):

)= > dell), (3.15)
f=—00
onde
o D-1 ]
dy = sinc(far/2) Y Cpe ™. (3.16)

Vv 27 n=0

Um aspecto importante do resultado acima é que o qudit angular, definido em um espaco
finito D-dimensional gerado pela discretizacao de ¢, continua a existir em um espaco
discreto infinito-dimensional gerado pelo OAM. Porém, como veremos no préximo capitulo,
as medi¢Oes na base de OAM se restringem a subespagos D-dimensionais deste grau de
liberdade.

Exemplos de Qudits Angulares

Vamos exemplificar os estados de qudits angulares considerando suas represen-
tagdes nas bases de fenda |n) [equagao (3.9)] e de OAM [equacao (3.15)]. Geramos
estados D-dimensionais através de um vetor normalizado de D niimeros complexos que
representam os coeficientes C,, do estado na base de caminho. A partir dele, podemos
gerar o estado correspondente na base de OAM determinando os coeficientes d, utili-
zando a equacdo (3.16); vamos considerar uma abertura de D fendas angulares com
periodo § = 27/D e largura @« = 7/10. Com estes dados vamos calcular e plotar
as distribui¢oes normalizadas de |C}|?/Chax, onde Chax = max, {|C,|?}, e |de|?/dmax,
onde dyax = max{|dy|?}/sinc? (Lpax/2), € lmax ¢ 0 valor de £ com maior amplitude de

probabilidade.

Primeiramente, considerando D = 5, geramos trés estados: o primeiro, |¢),, é um
estado aleatério. Os outros dois, [)), e |1))., sdo estados uniformes (i.e., |C,| = 1/v/5 ¥ n)
mas com distribuicoes de fases diferentes: |1/), tem uma distribuicao de fase aleatéria e
), fases pré definidas. A figura 15 traz os resultados para estes estados, com a primeira
linha mostrando as distribui¢oes na base de caminho e a segunda linha na base de OAM.
Similarmente, geramos também trés estados para D = 12, como mostra a figura 16, com a
diferenca de que |¢)), manteve a distribuicdo de fases aleatérias mas teve os coeficientes
|C,,| ordenados de forma crescente. Os estados [1), e |¢),. seguem a mesma logica do caso

anterior.

Como vimos neste capitulo, a discretizacao da posi¢do angular por um arranjo
de fendas leva a um estado fotonico de superposicao de caminhos, o que gera efeitos de
interferéncia. No caso de fendas lineares, a interferéncia entre dois ou mais caminhos leva a
um padrao de franjas de iluminagdo num plano distante [2]. J& no caso de fendas angulares,
a interferéncia atua sobre a distribuicao de valores de OAM, e, assim como no caso linear,

o padrao de interferéncia é modulado por uma funcio sinc?. A origem deste efeito pode ser
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observada pela forma dos coeficientes d; na equagio (3.16): a magnitude de |d,|* surge do
termo de interferéncia gerado pelo somatério e é modulada por sinc?(¢a/2). Na segunda
linha das figuras 15 e 16, as curvas pretas representam o pico principal deste envelope que
modula a distribui¢do de probabilidades para o OAM.? A forma do envelope sinc?(fa/2)
¢é devida a difracao angular de um fé6ton em uma fenda dada por uma fungao retangulo
em coordenadas cilindricas. No préximo capitulo estudaremos o resultado deste efeito na

eficiéncia da medigao na base |{).

@l (b) 9, | (©) ).

0 1 2 3 4
n n n
1 1
0.8 1 08
0.6 1 06
0.4
0.2

i

0 0
20 15 <10 -5 0 5 10 15 20 20 15 10 -5 0 5 10 15 20 20 15 10 -5 0 5 10 15 20

14 14 14

Figura 15 — Estados de qudits angulares pentadimensionais. A primeira linha mostra as
distribuig¢oes correspondentes na base de caminho e, a segunda, na base de
OAM, onde a curva preta é dada por sinc?(fa/2). Os estados 9) . €StAO
descritos no texto.

3 Os picos secundérios da funcao sinc? foram omitidos pois néo sao utilizados na reconstrucao pticografica,

como serd visto no proximo capitulo.
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(b) [)s (©) [¥)e
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Figura 16 — Estados de qudits angulares dodecadimensionais. A primeira linha mostra as
distribuig¢oes correspondentes na base de caminho e, a segunda, na base de
OAM, onde a curva preta é dada por sinc?(¢a/2). Os estados [¢)_,  estdo
descritos no texto.

a,b,c
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4 Pticografia de Qudits Angulares

As medigdes do método pticografico para reconstrucao de estado quanticos puros
envolvem a projegao do estado desconhecido em subespacos com algum grau de intersecao
entre si, seguida da medicao projetiva na base gerada pela transformada de Fourier da
base computacional, como resumido no diagrama abaixo. Neste capitulo vamos discutir
como executar estas etapas para os qudits angulares, mostrando que a implementacao dos
projetores sera dada por filtros espaciais de caminho e a medicao projetiva final serd na

base de OAM. Por fim, demonstraremos a aplicagdo do método para estados de dimensao
D=5eD=12.

Projecao A
) ——— P; |¢)

Medicao
—_—

[ (0l FHB; 1) |2

4.1 Implementacido dos Projetores Pticograficos

Como vimos na se¢ao 1.2.2, o primeiro passo para a reconstrucao pticografica é a
projecao do estado quéantico desconhecido de um qudit, 1), em subespagos r-dimensionais

com algum grau de intersecao entre si. Para isto, um possivel conjunto de J projetores

de rank r = [D/2] e diagonais na base computacional foi definido na equagao (1.5),
reproduzida aqui:
. [p2]-1
Pi= Y [kos)(kos. (4.1)
k=0

Esses projetores atuam como filtros binarios que selecionam [ D /2] componentes do estado
e bloqueiam as demais. No caso dos qudits angulares, cuja base computacional é dada pelos
modos de caminho, projetores dessa forma serdao implementados simplesmente por filtros
espaciais bindrios que bloquearao D — [ D /2] modos. Por exemplo, para D = 6, a figura 17

ilustra o conjunto destes filtros espaciais, considerando duas familias de projetores, sendo

Figura 17 — Duas familias de projetores pticograficos para um qudit angular hexadimen-
sional, com J = 6 e J = 5 projetores de rank r = 3. A implementacao
dos projetores se da pelo uso de filtros espaciais, que bloqueiam caminhos e
permitem a passagem da luz por apenas r fendas.
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uma com J = 6 e outra com J = 5 projetores de rank r = 3 e componentes do vetor salto,

5y, dadas por s; = j[ 2.

4.2 Medicao na Base de Fourier dos Estados de Fenda Angular

Apés cada projegao do estado desconhecido [1)) em um subespago [ D/2]-dimensional,
por meio da qual obtemos [¢;) = ﬁj |1}, a reconstrugao pticografica prossegue com a
medicao em uma unica base gerada pela QFT da base computacional. Nesta secao va-
mos determinar a transformada da base de fendas angulares, primeiramente descrita em
termos dos modos de caminho e, depois, em termos dos modos OAM, por meio do qual

realizaremos as medigoes e obteremos nossos conjuntos de dados pticograficos.

4.2.1 QFT dos Estados de Fenda Angular

A QFT é uma operacao unitaria e, na base computacional, é descrita matematica-
mente pelo operador, que atua em um espago D-dimensional, dado por

1D1D1
Fo=—=3
\/_]Ok:O

A QFT dos estados de fenda |n) [equacao (3.8)], serd entéo

e*m P 1) (j]. (4.2)

1 D—-1
VD 5

onde = 27/D é o periodo do arranjo de fendas angulares. Como os estados de fenda

Fpln) = |un) = ™ |k) (4.3)

{|n)} formam uma base ortonormal para o espago do qudit angular, o conjunto {|u,)}
também formara uma base ortonormal (conjugada) para este espago, a qual vamos nos
referir como base de Fourier. Podemos ver que a transformada de um estado de fenda |n)

atua criando uma superposicao uniforme destes estados com uma fase relativa entre eles.

4.2.2 Representacdo da Base de Fourier na Base de OAM

Visando implementar a medicao projetiva dos estados |¢;) na base {|u,)} e assim
obter o conjunto de dados pticograficos [veja equagao (1.8)], vamos reescrever o estado (4.3)
na representacdo de OAM. Dessa forma, mostraremos que esta etapa pode ser executada
através de uma medicao projetiva em uma base formada por um conjunto de D estados
|¢). Substituindo (3.14) em (4.3), ficamos com:

lpn) = a S sinc (Ea) lDzjl eikﬁ(n_@] |0) (4.4)
" V2rD 27, 2 k=0

o« > sin(DB(n—1)/2) ,
- V2rD f:zoo sinc(fa/2) sin(B(n —¢)/2)

6 i(D—1)B(n—0)/2 |€> (45)
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A passagem de (4.4) a (4.5) é demonstrada no apéndice A. A expressao do estado na
forma da equagdo (4.5) mostra mais explicitamente o efeito de interferéncia que ocorre na

distribuicao dos modos de OAM, conforme discutido no capitulo anterior.

O ponto mais interessante de escrever a base {|u,)} na representacao de OAM, é que
a QFT de cada fenda gera valores de ¢ especificos, distintos das demais fendas, resultado da
ortogonalidade dos estados. Isto ¢ demonstrado matematicamente no apéndice A fazendo o
calculo de (g, |pn) a partir de (4.4). Aqui, é mais instrutivo considerar exemplos especificos

para ilustrar este ponto. Usando a equagao (4.5), consideremos a seguinte fungao,

L) P 1 s (DA~ 02
A= oy = prsine’lea)?) g e

que representa a distribuigdo de probabilidades associadas a cada modo ¢ do estado |ju,,),

(4.6)

normalizada pelo seu valor maximo. Considerando D = 5 fendas angulares com abertura
a = 7/20, as figuras 18(a)-18(e) apresentam esta distribuicio para {|u,)}2_,; as inser¢oes
de cada plot destaca a fenda angular sobre a qual a QFT foi aplicada e as linhas vermelhas
representam a funcgdo sinc?(¢a/2). Para cada estado |u,) medido na base {|¢)}, podemos
obervar que

Ar#0 <= (=n=+uzD, (4.7)

onde z é um numero natural. Portanto, existe uma correspondéncia univoca entre um

valor de £ e um estado |u,). J& a figura 18(f) mostra a sobreposigao dos graficos anteriores,

(a)

1

(b)

1
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Figura 18 — Distribui¢do normalizada de probabilidades para valores de ¢ associados
ao estado (a) [po), (b) |p), (¢) |p2), (d) |us) e (e) [ua) de um arranjo de
D =5 fendas. A imagem (f) mostra a sobreposi¢ao dos graficos anteriores. As
insercoes destacam as fendas sobre as quais se aplicou a QFT.
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Figura 19 — Distribui¢do normalizada de probabilidades para valores de ¢ associados ao
estado (a) |uo), (b) |u1), (¢) |pa) e (d) |u3) de um arranjo de D = 4 fendas.
A imagem (e) mostra a sobreposicao dos graficos anteriores. As inser¢oes
destacam as fendas sobre as quais se aplicou a QFT.

e permite que se verifique que nao héa overlaps entre as probabilidades. A figura 19 mostra

0 mesmo para um estado tetradimensional.

4.2.3 Medicdo na Base de Fourier Através da Medicdo na Base de OAM

Como mostramos na subsecao anterior, na base de Fourier dos estados de fenda,
as distribuicoes de probabilidades para se encontrar valores de OAM nao s sao distintas

mas também sao exclusivas. Com isso, vimos que

[€) = ) (4.8)

ou seja, cada valor de ¢ de um qudit D-dimensional estd associado a apenas um estado
da base de Fourier. Dessa forma, para medir nessa base, é suficiente escolher D valores
de ¢ a serem medidos, que corresponderao aos D estados |u,,). Ao fazermos isto, estamos
selecionando uma base de medi¢ao em um subespaco D-dimensional contido no espago

infinito-dimensional da base dos modos de OAM.

Para ilustrar de forma concreta este processo, vamos voltar aos exemplos de D =5
e D = 4 discutidos acima. Para D = 5, a figura 18(a) a 18(e) mostram os possiveis valores
de ¢ que poderiam ser associados aos estados |u,,). Uma escolha trivial seriam os valores

de ¢ =0 até ¢ = 4, onde medir o valor ¢ = 0 corresponde a pds-selecionar o estado |f).
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Ja o valor £ =1, ao estado |u1), £ = 2 a |us), e assim por diante. Porém, devido a uma
questao de eficiéncia, que discutiremos abaixo, o mais adequado é uma escolha de valores
em torno do ponto central: neste caso, os valores ¢ = —2,—1,0,1,2 que correspondem
aos estados |us), |14), |po), |11) e |u2), respectivamente. De forma similar, para D = 4,
figura 19, poderiamos escolher os valores ¢ = —1,0, 1,2, que correspondem aos estados
|13), [po), () e |pa), ou £ = —2,~1,0,1, que correspondem a |ua), |13), |10) € [p1). Neste
caso, com um numero par de fendas, os valores de ¢ = +2 correspondem ao mesmo estado
|p2), ficando a critério do usuario a escolha de um deles. O quadro abaixo generaliza os

valores a serem medidos para qualquer D:

)

Selecao de Valores de ¢

Seja 7= (0,1,...,D — 1) o vetor com os valores de n e j, o indice das posicoes de

cada elemento. A selecao dos valores de ¢ depende da paridade de D.

e D impar:

Os valores selecionados serao —|D/2] < ¢ < |D/2], que corresponderao,
respectivamente, aos valores de n com a posi¢do permutada no vetor 7 por

Jn = Jn @ | D/2], onde @ representa adi¢ao médulo D.
Exemplo: D=5 = (=-2-1,0,1,2 = 71— 7' =(3,4,0,1,2).

e D par:

Os valores selecionados serao —| D /2] < ¢ < | D/2] — 1, que corresponderao,
respectivamente, aos valores de n com a posi¢ao permutada no vetor 7 por

Jn — Jn ® | D/2], onde & representa adi¢cao mddulo D.
Exemplo: D=4 = (=-2-1,0,1 = 11— 7' =(2,3,0,1).

Compensacdo da Medicdo na Base de Fourier Devido a Difracdo Angular

Ao implementarmos experimentalmente a medi¢cao na base de Fourier sobre os
estados de qudit angular apds as projecOes, [¢;), obtemos uma contagem de f6étons
C o | (£|Y;) |?. As contagens, porém, referentes aos modos de OAM com ¢ # 0, serdo
reduzidas pelo efeito de difracao angular (tipico formato de sino da func¢io sinc?). Com

isso, se faz necessdrio realizar a seguinte compensacao no pos-processamento:

La;) |2
Ceomp X 7.| < J%) - (4.9)
sinc*(lar/2)
Como podemos observar, a compensac¢ao depende da aberura « das fendas. A figura 20
esquematiza como esta compensacao se torna cada vez menor a medida que o diminui, o
que ¢ representado pela distancia entre as linhas tracejadas que diminui progressivamente

de 20(a) até 20(c). As inser¢oes mostram a largura das fendas de um arranjo para D = 4.



Capitulo 4. Pticografia de Qudits Angulares 42

Figura 20 — Diferentes distribui¢oes de ¢ para D = 4 fendas. Quanto menor a abertura
a das fendas, menor a compensagao necessaria, o que é representado pela
distancia entre as linhas tracejadas.

4.3 Simulacao do Método Pticografico para Qudits Angulares

Para ilustrar o método pticografico para qudits angulares, vamos aplica-lo a re-
construcao dos estados [¢),, |¢), e |¢), em D = 5 e D = 12, mostrados no capitulo
anterior (figuras 15 e 16, respectivamente). Primeiramente, para D = 5, consideramos
um conjunto de 5 projetores da forma (4.1), com s; = 1V j. Os filtros espaciais bindrios
que implementam estes projetores estao ilustrados no topo da figura 21. A primeira
coluna desta figura reproduz os graficos de 15, mostrando a distribui¢cao normalizada
de contagens nas bases {|n)} (primeira linha) e {|¢)} (segunda linha) para cada estado
de entrada. As demais colunas mostram as mesmas distribui¢oes para os estados apos a

projecao pticografica, ;) Podemos ver que a aplicacao de cada filtro binario bloqueia

ab,c’
completamente a transmissao de algumas fendas, alterando os estados de saida. Isto se
reflete na interferéncia que define a distribuicdo dos modos de OAM. Nos gréficos das
distribui¢oes de momento, as contagens marcadas em azul correspondem aos valores de ¢
selecionados para a coleta dos dados pticograficos. Os valores destas contagens especificas,
compensados de acordo com a equagao (4.9), juntamente com a informagao dos projetores,
foram fornecidos ao algoritmo PIE descrito no quadro correspondente da secao 1.2.2. Para
rodar o algoritmo, utilizamos o parametro n = 1,5 e um numero fixo de 10 iteragoes PIE.
Além de calcular a distancia do trago D [equagao (1.9)], para averiguar a convergéncia do
algoritmo, calculamos também a fidelidade F entre o estado a ser reconstruido ([¢),,.) e

a estimativa normalizada |¢p;;) fornecida a cada iteragao, que é definida como:

F = {delt) . (4.10)

Os resultados encontram-se na figura 22. Observamos que as reconstrugoes foram bem
sucedidas. Em geral, 5 iteragoes foram necessarias para a convergéncia do algoritmo, com

a fidelidade atingindo seu valor méaximo F = 1.
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Figura 21 — Simulagbes para reconstrugao pticografica dos estados de qudits angulares
pentadimensionais [¢),, . (veja secdo 3.2). As inser¢des mostram os filtros

espaciais que implementam os projetores {P;}. A primeira coluna mostra

as distribui¢oes nas bases {|n)} e {|¢)} para cada estado; as demais colunas
mostram essas mesmas distribui¢des para o estado apds a projecao (|¢;),,.)-
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Figura 22 — Graficos de fidelidade e distancia do trago para a reconstrucao de trés estados
pentadimensionais em funcao das iteragoes do algoritmo PIE.

Para os estados [¢) com D = 12, fizemos o mesmo processo descrito acima.

ab,e
A figura 23 mostra os resultados, sendo que na primeira linha foram utilizados J = 12
projetores, também da forma (4.1), com s; = 1V j. J4 na segunda linha, utilizamos J =5
projetores da mesma forma, porém com s; = 2j5. Com o menor nimero de projetores,
teremos um menor conjunto de dados pticograficos, o que exige um nimero maior de
iteracoes PIE para alcancar a convergéncia e a fidelidade almejada. As reconstrugoes foram,

novamente, bem sucedida.
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Figura 23 — Graficos de fidelidade e distancia do trago para a reconstrugao de trés estados
dodecadimensionais em funcao das iteragoes do algoritmo PIE. Na linha de
cima (baixo) foram utilizados J = 12 (J = 5) projetores pticograficos.
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5 Conclusoes

Neste trabalho propusemos a aplicacao do método de reconstrucao pticografica de
estados quanticos puros a estados de qudits codificados em posi¢ao angular e momento
angular orbital de fétons. Revisamos a metodologia para caracterizacao de estados desco-
nhecidos por meio da pticografia quantica e estudamos o OAM fotonico, incluindo modos
Laguerre-Gaussianos e formas de medi-los. A partir disto, estudamos como se gerar um
qudit angular através de um arranjo de D fendas angulares. Descrevemos matematicamente

este qudit por meio dos estados de fendas |n), tanto na base de posigdo como na base de
OAM.

Com nosso qudit angular bem definido, demonstramos a implementacao sobre eles
dos projetores pticograficos de rank r, {]—c’j}f;&, que, para nosso caso, serao simples filtros
espaciais binarios, permitindo a passagem de luz através de apenas r fendas. Em seguida,
definimos o que chamamos de base de Fourier, {|u,)}2=, que fora gerada pela QFT dos
estados de fenda. Esta base tem a peculiaridade de apresentar valores distintos de ¢ para
a QFT de cada fenda, de forma a permitir uma correspondéncia direta entre um valor
de ¢ medido e um estado |u,). Portanto, a medigao para a coleta dos dados pticogréficos
serd realizada pela medicao do OAM, ou seja, pds selecionaremos o foton medido na
base |(), o que, por sua vez, é equivalente a projetar o estado ISJ- |1)) na base de Fourier.
Mostramos também que, embora na base de OAM o qudit angular esteja descrito em um
espaco infinito-dimensional, é suficiente escolhermos D valores de ¢ a serem medidos para
a caracterizacao do estado, voltando a um espaco D-dimensional. Por uma questao de
eficiéncia na medicao, entretanto, existem valores melhores a serem selecionados, que sao

aqueles em torno do valor central ¢ = 0.

Por fim, simulamos a aplicacao do método pticografico para reconstruir estados de
qudits angulares. Mostramos o efeito que os projetores PJ exercem sobre a distribuicao de
OAM, e, com os valores medidos de | (¢ P; 1) |? e a informagdio dos projetores, alimentamos
o algoritmo PIE, que conseguiu convergir em poucas iteracoes. Em todos os casos a
fidelidade atingiu o valor méaximo F = 1. Encontramos resultados excelentes, como era
esperado, provando que a reconstrucao pticografica de estados quanticos puros pode ser

aplicada para qudits angulares.

Ao longo do trabalho, mostramos maneiras viaveis de se realizar as etapas necessarias

para a pticografia de qudits angulares:

« Preparacao de estados: A preparacao dos qudits poderia ser realizada por meio
de um SLM de fase em um método andlogo a [28], que foi desenvolvido para qudits

lineares. Em nosso caso, a mascara aplicada ao SLM seria dada pela combinacao de
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um arranjo de D fendas angulares e grades de difracao especificas para cada fenda,
que modulariam a amplitude e fase de cada uma delas, gerando uma superposicao

coerente destes modos.

» Aplicacao dos projetores pticograficos: Os projetores poderiam ser implemen-
tados através de simples filtros espaciais binarios fisicos com D — [D/2] fendas
bloqueadas que seriam rotacionados para cada aplicacao do projetor PJ Poderiamos
também implementar estes filtros espaciais de forma dinamica através de um SLM
que module a amplitude da onda incidente. Em ambos os casos projetariamos a

imagem do estado preparado no plano do filtro espacial.

e« Medigao na base de Fourier: A medigao do OAM fotonico pode ser realizada
por meio de diversos métodos, a critério do usuario. Neste trabalho descrevemos
duas alternativas. A primeira, mais simples, consiste num holograma de garfo [27],
que poderia ser implementada na mesma mascara dos projetores ]% ou realizada
separadamente. Porém, permite a medicao de apenas um valor de ¢ por vez. A
segunda alternativa é o método de reformatacao de imagem [22], que, apesar de mais

complexo, permite a detecgdo de varios valores de ¢ simultaneos.

Assim, demonstramos a viabilidade experimental da reconstrucao pticogréafica de qudits
codificados em posicao angular e OAM de fétons. Esperamos ver, em breve, a aplicacao

em laboratério deste recente método de caracterizagao de estados quanticos puros.
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APENDICE A — Demonstracdes Uteis

A.1 Somatério de Exponenciais do Estado da Base de Fourier

O somatério de exponenciais complexas em (4.4) pode ser reescrito como uma
razao de senos multiplicados por uma tnica exponencial. Esse cdlculo parte da soma de

termos de uma série geométrica:

Reescrevendo a parte em colchetes de (4.4), podemos desenvolver a soma:

D-1 D-1
Z eik‘/)’(nfﬁ) — Z eiB(nff)k
k=0 k=0

1— eDiB(nfé)

o 1 — eiB(n—10)
1DB(n—20)
iDB(n—0)/2 | _ 1 _°
etDB(n—1)/2 etDB(n—2)/2
- if(n—4
ciB(n—0)/2 1 D
P02 B0

= (A.1)

— (i(D-1)B(n—0)/2 le—iDB(n—K)/2 _ eiDﬁ(n—K)/Q]

e B(—0]2 _ giB(n—0)/2

Aplicando a férmula de Euler para a parte entre colchetes em (A.1), teremos:

] cos(DB(n —¥)/2) +isin(Dp(n —{)/2) — cos(DB(n —€)/2) —isin(DB(n —{)/2)
o cos(B(n—1£)/2) +isin(S(n —£)/2) — cos(B(n — €)/2) —isin(B(n —£)/2)
_ 2 sin(DB(n —1)/2)
—2isin(f(n —£)/2)
sin(DB(n —1)/2)

T sin(B(n—0)/2) (4:2)

Aplicando (A.1) e (A.2) em (4.4), teremos, por fim:

_ .« = sinc(lo Sin(Dﬁ(”_E)/2>ei(D71)5(n4)/2
) = o 3 st/ S0 0
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A.2 Ortogonalidade dos Estados da Base de Fourier

Para provar a ortogonalidade dos estados |u,), definidos na equagao (4.4), tomare-

mos o produto escalar:

14 o o,
<Mn'|,un> X Zsinc2 (;) etk B(n—t) o —ikB(n' L)
¢

_ Z sin02 <€;[> Z eiﬂkn—k’n’e—ib’(k—k’)ﬁ
l

k&

: 1ol ﬁa : /
_ Z elﬁ(knfk n') Zsin02 (_) e—z,@(k—k‘ )4
kK ¢ 2
O termo em destaque é a transformada discreta de Fourier da fungao sinc, o que resulta

em uma fung¢ao triangulo:

(b | ) = >~ ePkn=hm) 7 (5 (k — kl)) .
e ! a
Pela definigao da fungao triangulo, se k # k', pelo fato de § = 27/D > « por construcao,
teremos A(arg) = 0. O problema entdo serd para k = k'. Definindo w = *™/P| ficamos

co1m

onde, na ultima passagem, usamos a relacao de ortogonalidade para a D-ésima raiz da

unidade, w (w?” = 1). Dessa forma, (ji,|u,) = 0 para n # n/, q.e.d..
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