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Resumo

Após Abhay Ashtekar [1986] introduzir um conjunto de novas variáveis que simplificam
os vínculos da teoria hamiltoniana da relatividade, a busca por uma teoria de gravitação
quântica ganhou novos rumos. Dada a importância que estas novas variáveis possuem
para o surgimento da vertente de gravitação quântica em laços, esta dissertação tem como
objetivo construir a conexão de Ashtekar de maneira matematicamente clara e consistente
utilizando conexões em fibrados associados.

Palavras-chave: Conexão de Ashtekar; conexões em fibrados; fibrados associados.



Abstract

After Abhay Ashtekar [1986] introduced new variables that simplify the constraints
of the Hamiltonian theory of relativity, the search for a theory of quantum gravity took
new directions. Given the importance of these new variables have for the emergence of
the loop quantum gravity, this dissertation aims to construct the Ashtekar connection in
a mathematically clear and consistent way using connections in associated bundles.

Keywords: Ashtekar connection, connections on bundles, associated bundles
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Introdução

As novas variáveis introduzidas por Ashtekar [1986] tiveram um papel muito mais
amplo do que apenas simplificar os vínculos obtidos na formulação hamiltoniana da re-
latividade, elas trouxeram novos ares à busca por uma teoria de gravitação quântica
canônica. Considerando a importância que estas novas variáveis têm para essa vertente
de pesquisa, é fundamental que se tenha uma definição precisa sobre o que elas são e como
elas definem uma nova conexão, chamada conexão de Ashtekar.

Utilizando como base a tese Wöhr [75] e o artigo Fleischhack e Levermann [25], esta
dissertação tem como objetivo construir e analisar a conexão de Ashtekar de maneira
matematicamente precisa e global, utilizando a linguagem de fibrados, especificamente,
conexões em fibrados. Para isso, seguiremos a estruturação lógica detalhada a seguir.

O Capítulo 1 se divide em três seções: as duas primeiras serão dedicadas aos fibrados
principais e servem como um meio de estabelecer a notação que será empregada no texto,
além de enunciar resultados fundamentais sobre o tema que serão utilizados posterior-
mente. A Seção 1.3 detalha a construção de fibrados associados e demonstra resultados
importantes que serão utilizados no Capítulo 4.

Em sequência, o Capítulo 2 se divide em quatro seções: as duas primeiras discorrem
acerca de conexões em fibrados principais. Na Seção 2.1 introduzimos a conexão de
Ehresmann utilizando subfibrados verticais e horizontais, enquanto na Seção 2.2 definimos
as formas da conexão utilizando formas vetoriais. Em especial, é provado que essas duas
noções de conexão são equivalentes (Teorema 2.41).

A Seção 2.3 busca realizar uma análise mais detalhada a respeito de conexões definidas
no fibrado dos referenciais. É provado nos Teoremas 2.51 e 2.52 que toda conexão define
uma derivada covariante e vice versa.

Por fim, mostramos na Seção 2.4 como uma conexão no fibrado principal induz uma
derivada covariante em seu fibrado associado, o que será utilizado no Capítulo 4.

Definição Seja Eρ = P ×ρM o fibrado associado ao fibrado principal (P, π,M ;G)
e à representação ρ e seja ω uma conexão em P . Dada uma seção Φ ∈ Γ(M ;Eρ),
definimos a derivada covariante de Φ na direção de um campo X ∈ Γ(TM)
como sendo o mapa

∇Eρ,ω : Γ(Eρ)→ Ω1(M,Eρ) tal que
(
∇Eρ,ω
X Φ

)
(p) = D(ϕ, γ, p, ω)

em que γ é qualquer curva tal que γ′ = X em p. Localmente, sendo Φ ∈ Γ(U ;Eρ)
e s ∈ Γ(U ;P ) duas seções tais que Φ = [s, ϕ] temos a expressão:

∇Eρ,ω
X Φ =

[
s,∇ω

Xϕ
]

com ∇Eρ,ω
X ϕ = ϕ∗(X) +

(
ρ∗ ◦ ωs

)
(X)ϕ.

No Capítulo 3 será definido o operador de Weingarten e a curvatura extrínseca, além de
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demonstrarmos resultados significativos no contexto de subvariedades Riemannianas. Em
especial, destaca-se a equação de Gauss-Codazzi, que é aplicada no chamado formalismo
ADM da relatividade, comentado na Seção 3.5.

O início do Capítulo 4 reúne os conceitos trabalhados nos capítulos anteriores para
definirmos a conexão de Ashtekar:

Definição Seja W̃ein = J−1 ◦ Wein. A conexão de Ashtekar com respeito ao
parâmetro de Barbero-Immirzi β ∈ C é definida por

A = ωLC + β W̃ein ∈ Ω1
hor

(
Fr+

g (Σ), so(3)
)ad

e a derivada covariante ∇A associada à conexão A = ωLC + β W̃ein é

∇A : Γ(TΣ)→ Γ(TΣ∗ ⊗ TΣ) com ∇A
XY = ∇LC

X Y + βWein(X) ⋏ Y.

Posteriormente, calculamos a torção e o tensor curvatura associado à conexão de Ash-
tekar. Em especial, a subseção 4.2.2 é dedicada para calcular a curvatura escalar dessa
conexão. Todas as grandezas obtidas também são expressas em coordenadas para tornas
possível a comparação com a literatura física.

Por último, a Seção 4.3 contém uma breve exposição sobre estruturas de spin, que
compõem o mecanismo pelo qual é possível relacionar a conexão de Ashtekar em SO(3)
construída no Capítulo 4 com a conexão originalmente definida em SU(2), amplamente
utilizada em gravitação quântica em loops.
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Capítulo 1

Breve Introdução a Fibrados

O propósito deste capítulo é estabelecer a notação e facilitar o acesso às definições e aos
resultados que serão utilizados ao longo da dissertação. Por isso, daremos demonstrações
para alguns resultados mais relevantes. Para uma abordagem mais detalhada sobre o
extenso tópico de fibrados, sugerimos consultar as seguintes referências: Husemöller [40],
Friedman e Morgan [26], Poor [60], Sontz [67] e Marsh [51].

Notação 1.1 Ao longo da dissertação, iremos nos referir a objetos infinitamente dife-
renciáveis como objetos diferenciáveis ou suaves.

Definição 1.2 Sejam E, M e F três variedades diferenciáveis e π : E → M uma
aplicação sobrejetiva diferenciável. Então, (E, π,M ;F ) é um fibrado diferenciável
com fibra típica F se para todo x ∈M existe uma vizinhança U ⊂M tal que:

a) existe um difeomorfismo ψ : π−1(U)→ U × F satisfazendo π = pr1 ◦ ψ;

b) para cada y ∈ U , o mapa ψ|π−1(y) : π−1(y)→ F é um difeomorfismo.

Intuitivamente, a condição (a) pode ser visualizada pelo seguinte diagrama comutativo:

π−1(U) U × F

U

pr1

ψ

π

=⇒ π = pr1 ◦ ψ

Seja (E, π,M ;F ) um fibrado diferenciável. Então, diremos que:

• E e M são, respectivamente, o espaço total e o espaço base;

• π é a projeção do fibrado e Ex := π−1(x) é a fibra sobre x ∈M ;

• os difeomorfismos ψ são as trivializações locais ou cartas do fibrado.

Definição 1.3 Sejam (E ′, π′,M ′;F ′) e (E, π,M ;F ) dois fibrados diferenciáveis. Então,
uma aplicação diferenciável Φ : E → E ′ é um morfismo entre estes fibrados se existir
um mapa ϕ : M →M ′ diferenciável tal que π′ ◦ Φ = ϕ ◦ π.
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A definição pode ser visualizada através do seguinte diagrama comutativo:

E E ′

M M ′

Φ

ϕ

π′
π

Exemplo 1.4 O espaço produto E = M ×F de duas variedades diferenciáveis munido da
projeção canônica pr1 : M ×F →M é o que chamamos de fibrado trivial. São eles que
justificam o termo trivialização local para as cartas do fibrado: localmente, todo fibrado
diferenciável se comporta como uma variedade produto.

Notação 1.5 Um fibrado diferenciável (E, π,M ;F ) poderá ser denotado por (E, π,M)
ou E, quando não for preciso explicitar sua fibra típica ou espaço base.

1.1 Fibrados Vetoriais
Nesta seção trabalharemos com o caso particular de fibrados diferenciáveis cuja fibra

típica possui estrutura de espaço vetorial.

Definição 1.6 Sejam E e M duas variedades diferenciáveis e π : E →M uma aplicação
sobrejetiva diferenciável. Então, (E, π,M ;Rm) é um fibrado vetorial de posto m se
para todo x ∈M existe uma vizinhança U ⊂M tal que:

a) existe um difeomorfismo ψ : π−1(U)→ U × Rm satisfazendo π = pr1 ◦ ψ;

b) para cada y ∈ U , a fibra Ey é um espaço vetorial e o mapa

ψ|Ey : Ey → Rm

é um isomorfismo entre espaços vetoriais.

Fibrados possuem a noção de atlas, assim como variedades:

Definição 1.7 Seja (E, π,M ;Rm) um fibrado vetorial e {Uα} uma cobertura aberta de
M . Então, uma coleção de trivializações

{ψα : π−1(Uα)→ Uα × Rm}

é um atlas AE = {(π−1(Uα), ψα)} do fibrado E.

O próximo resultado mostra como mudar coordenadas em fibrados vetoriais:

Proposição 1.8 Seja (E, π,M ;Rm) um fibrado vetorial e

ψα : π−1(Uα)→ Uα × Rm,

ψβ : π−1(Uβ)→ Uβ × Rm

duas trivializações tais que Uα ∩ Uβ ̸= ∅. Então, existe uma aplicação diferenciável

gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(m;R) tal que
(
ψα ◦ ψ−1

β

)
(x, v) = (x, (gαβ)x · v)

chamada função transição entre as trivializações ψα e ψβ.
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Demonstração. A situação pode ser melhor visualizada pelo diagrama

(Uα ∩ Uβ)× Rm π−1(Uα ∩ Uβ) (Uα ∩ Uβ)× Rm

Uα ∩ Uβ
pr1pr1

ψα ψβ

π

ψα◦ ψ−1
β

As fibras são preservadas por mudanças de coordenadas:

pr1 ◦
(
ψα ◦ ψ−1

β

)
= pr1

implica que existe um mapa gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(m;R) tal que(
ψα ◦ ψ−1

β

)
(p, v) =

(
p, gαβ(x, v)

)
.

Consequentemente, para todo x ∈M temos o isomorfismo

(gαβ)x : Rm → Rm definido por (gαβ)x = ψα|Ex ◦
(
ψβ|Ex

)−1
.

Fixado x ∈M e sendo B = {ei} uma base qualquer de Rm, temos que

gαβ(ei) ∈ Rm =⇒
∑
k

(gαβ)ki ek

dá uma representação matricial de gαβ na base B e permite reescrever

(gαβ)ki =
(
prk ◦ Lgαβ

)
(ei).

em que prk é a projeção na k-ésima coordenada e Lgαβ
denota a ação, via produto de

matrizes, à esquerda por gαβ. Portanto, cada entrada (gαβ)ki é composta por aplicações
diferenciáveis, o que implica no mapa (gαβ)x ser diferenciável.

Um conceito que será muito utilizado ao longo da dissertação é o de seção:

Definição 1.9 Seja (E, π,M ;Rm) um fibrado vetorial e U um aberto de M . Então, uma
seção local é uma função suave s : U → E tal que π ◦ s = id|U . A seção será global se
for definida em todo o espaço base M .

Notação 1.10 Denotaremos o conjunto das seções locais s : U → E por Γ(U ;E). Utili-
zaremos apenas Γ(E) quando U = M .

Proposição 1.11 O conjunto Γ(E) é um módulo sobre o anel de funções C∞(M).

Demonstração. Todo fibrado vetorial admite a seção nula σ0(x) = 0 ∈ Ex definida glo-
balmente, de maneira que Γ(E) ̸= ∅. A estrutura de C∞(M)-módulo é consequência da
estrutura vetorial das fibras:

(fs1 + gs2)(x) = f(x)s1(x) + g(x)s2(x).
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Definição 1.12 Seja (E, π,M ;Rm) um fibrado vetorial. Um referencial local em E é
uma coleção σ = (σi) de seções locais σi ∈ Γ(U ;E) tal que {σi(x)} é uma base da fibra Ex
para todo x ∈M . O referencial será global quando as seções forem globais.

Exemplo 1.13 Seja M uma variedade diferenciável. Uma seção X ∈ Γ(TM) é um campo
vetorial sobre M e um referencial e = (ei) definido em TM é chamado na literatura física
de vielbein1. Iremos retomá-los mais detalhadamente no Capítulo 2.

Exemplo 1.14 Seja (E, π,M ;Rm) um fibrado vetorial. Sendo (U, ψ) uma carta do fibrado
e {ei} uma base de Rm, podemos definir a coleção de mapas

ẽi : U → U × Rm com ẽi(x) = (x, ei).

Por sua vez, estes mapas induzem uma coleção de funções σi : U → E definidas por

σi(x) = ψ−1(x, ei) = (ψ−1 ◦ ẽi)(x).

Por construção, as funções σi são diferenciáveis e

(π ◦ σi)(x) = (π ◦ ψ−1)(x, ei)
= pr1(x, ei)
= x

mostra que σi são seções locais. A situação pode ser representada pelo diagrama:

π−1(U) U × Rm

U

ψ

π pr1

ẽi
σi

Nesse caso, dizemos que o referencial σ = (σi) é associado à trivialização ψ.

Proposição 1.15 Todo referencial em um fibrado vetorial é associado a uma trivialização.

Demonstração. Consideremos o fibrado vetorial (E, π,M ;Rm). Seja σ = (σi) um referen-
cial local e {ei} uma base de Rm. Definiremos o mapa

Ψ : U × Rm → π−1(U)

pontualmente como sendo Ψ|x : Rm → Ex tal que

Ψ
(
x,
∑
i

viei

)
=
∑
i

viσi(x).

Como {σi(x)} é uma base de Ex, a restrição Ψ|x é uma bijeção para cada x ∈ U . Resta
mostrar que Ψ é um difeomorfismo. Para cada y ∈ U , pode-se tomar uma vizinhança
V ⊂ U e uma trivialização ψ : π−1(V )→ V × Rm de maneira a obter o diagrama:

V × Rm π−1(V ) V × Rm

V

pr1 pr1

π

ψΨ|V ×Rm

σi|V

1do alemão, “vielbein” carrega a ideia de “muitas-pernas”
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Para cada seção σi, a composição
ψ ◦ σi|V : V → V × Rm

é diferenciável, de maneira que temos a representação matricial

(σi(x))j ∈ GL(m,R) tal que (ψ ◦ σi)(x) =
x,∑

j

σji (x) · ej

.
Assim, as entradas σji : V → R da matriz (σi(x))j são diferenciáveis e, consequentemente,

ψ ◦Ψ|V×Rm

(
x,
∑
i

viei

)
=
x,∑

i,j

viσji (x) · ej


mostram que Ψ|V×Rm é um difeomorfismo. Logo,

Ψ−1 : π−1(V )→ V × Rm

é uma trivialização do fibrado.

Corolário 1.16 Fibrados vetoriais são triviais se, e somente se, admitem um referencial
definido globalmente.

Demonstração. Consequência imediata do Exemplo 1.14 e da Proposição 1.15.

O próximo resultado mostra como mudar coordenadas entre seções locais:

Proposição 1.17 Seja (E, π,M ;Rm) um fibrado vetorial e {(σα)i}, {(σβ)j} duas bases
de seções locais associadas às trivializações

ψα : π−1(Uα)→ Uα × Rm,

ψβ : π−1(Uβ)→ Uβ × Rm

tais que Uα ∩ Uβ ̸= ∅ e cujas funções transição são gαβ. Então,

(σβ)i =
∑
j

(gαβ)ji (σα)j.

Demonstração. A demonstração é direta. Pela definição, temos
(σβ)i = ψ−1

β (x, ei)
= ψ−1

α ◦ (ψα ◦ ψ−1
β )(x, ei)

= ψ−1
α (x, (gαβ)x · ei)

= ψ−1
α

x,∑
j

(gαβ)jiej


e como as cartas são lineares nas fibras, segue que

(σβ)i = ψ−1
α

x,∑
j

(gαβ)jiej


=
∑
j

(gαβ)jiψ−1
α (x, ej)

=
∑
j

(gαβ)ji (σα)j.
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Definição 1.18 Definimos um morfismo entre dois fibrados vetoriais

(E, π,M ;Rm), (E ′, π′,M ′;Rm′)

como sendo um mapa F : E → E ′ contínuo tal que

a) existe uma função contínua f : M →M ′ satisfazendo π′ ◦ F = f ◦ π,

b) a restrição F |Ex : Ex → E ′
f(x) é linear para todo x ∈M .

Um isomorfismo entre fibrados vetoriais é um morfismo F : E → E ′ entre fibrados
vetoriais cuja inversa F−1 : E ′ → E também é um morfismo entre fibrados vetoriais.

Observação 1.19 Uma bijeção linear entre espaços vetoriais de dimensão finita é um
isomorfismo entre espaços vetoriais. Portanto, no caso de um isomorfismo F : E → E ′

entre fibrados vetoriais, temos que a restrição F |Ex é um isomorfismo entre as fibras.

1.2 Fibrados Principais
Nesta seção iremos trabalhar com o caso particular de fibrados diferenciáveis cuja fibra

típica possui estrutura de grupo de Lie, generalizando a noção de fibrados vetoriais.

1.2.1 Ações e Representações
Utilizaremos esta subseção para estabelecer a notação sobre algumas definições e re-

sultados básicos sobre grupos e representações que serão utilizados adiante.

Definição 1.20 Seja P uma variedade diferenciável e G um grupo de Lie. Uma ação à
direita de G em P é uma aplicação diferenciável ◁ : P ×G→ P tal que:

a) p ◁ e = p para todo p ∈ P ,

b) (p ◁ g1) ◁ g2 = p ◁ (g1 g2).

Dizemos que G é um grupo de transformação de P .

Ações à esquerda são definidas de maneira análoga e serão denotadas por ▷.

Observação 1.21 Toda ação à direita ◁ : P ×G→ P induz uma ação à esquerda:

▷ : G× P → P com g ▷ p := p ◁ g−1.

Definição 1.22 Uma representação de um grupo de Lie G em um espaço vetorial V é
um homomorfismo de grupos ρ : G→ GL(V ). A representação é efetiva se for injetiva.

O próximo resultado mostra uma correspondência entre ações e representações:

Proposição 1.23 Seja G um grupo de Lie e P uma variedade diferenciável. Então,

a) Toda ação ◁ : P ×G→ P induz uma representação ρ : P → Difeo(P );

b) Toda representação ρ : P → Difeo(P ) induz uma ação ◁ : P ×G→ P .
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Demonstração. Seja ◁ : P ×G→ P uma ação de G em M . Então, podemos definir

ρ : G→ Difeo(P ) tal que ρg(x) := x ◁ g−1.

A aplicação ρ é um homomorfismo de grupos, pois

ρgh(x) = x ◁ (gh)−1

= x ◁ (h−1g−1)
= (x ◁ h−1) ◁ g−1

= (ρg ◦ ρh)(x).

Por outro lado, dada uma representação ρ : G→ Difeo(P ), podemos definir

◁ : P ×G→ P tal que x ◁ g := ρg−1(x).

Como ρ é um homomorfismo, temos

e ◁ x = ρe(x)
= idP (x)
= x

(x ◁ h) ◁ g = ρg−1(ρh−1(x))
= ρ(hg)−1(x)
= x ◁ (hg),

o que mostra que a aplicação ▷ é uma ação.

Definição 1.24 Sejam P , P ′ variedades diferenciáveis, G, H grupos de Lie e

◁1 : G× P → P

◁2 : H × P ′ → P ′

duas ações à direita. Um mapa diferenciável F : P → P ′ é f-equivariante se existir um
homomorfismo de grupos de Lie f : G→ H tal que

F (p ◁1 g) = F (p) ◁2 f(g) ∀p ∈ P, g ∈ G.

Dizemos que F é G-equivariante se f = idG.

Os mapas G-equivariantes serão fundamentais para se definir fibrados principais pos-
teriormente. Seja (P, π,M ;G) um fibrado diferenciável e ◁ : P × G → P uma ação à
direita. Então, dada uma trivialização local

ψ : π−1(U)→ U ×G,

podemos tomar a variedade produto U ×G ≃ π−1(U) e definir uma outra ação à direita

◁2 : (U ×G)×G→ (U ×G) com (x, h) ◁2 g = (x, hg). (1.1)

Visualmente, isso significa que uma trivialização ψ é um mapa G-equivariante se, e so-
mente se, o diagrama abaixo comuta:

P P ×G

U ×G (U ×G)×G

ψ×idG

◁

ψ

◁2

=⇒ ψ(p ◁ g) = ψ(p) ◁2 g.

Contudo, observando que ◁2 = ◁|π−1(U), podemos reescrever essa expressão como

ψ(p ◁ g) = ψ(p) ◁ g.
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Definição 1.25 Seja G um grupo de Lie e

ρV : G→ GL(V )
ρW : G→ GL(W )

duas representações. Uma aplicação linear f : V → W é um morfismo entre as
representações ρV e ρW se(

f ◦ (ρV )g
)
(v) =

(
(ρW )g ◦ f

)
(v) ∀v ∈ V, g ∈ G.

Dizemos que as representações são equivalentes quando f for um isomorfismo.

Podemos visualizar a noção de mapas f -equivariante (representado à esquerda) e mor-
fismo entre representações (representado à direita) pelos diagrama comutativos:

G P

H P ′

▷1 p

▷2 p

Ff

V V

W W

(ρV )g

ff

(ρW )g

Por último, definimos a noção de ação transitiva e ação livre:

Definição 1.26 Seja ◁ : P ×G→ P uma ação à direita. Dado p ∈ P , definimos

a) o conjunto órbita de p com respeito a ação ◁:

Orb◁(p) = {q ∈ P : ∃g ∈ G tal que p ◁ g = q}.

Se P = Orb◁(p) para todo p ∈ P , dizemos que a ação é transitiva.

b) o conjunto estabilizador de p com respeito a ação ◁:

Stab◁(p) = {g ∈ G : p ◁ g = p}.

Se Stab◁(p) = {e} para todo p ∈ P , dizemos que a ação é livre.

1.2.2 Fibrados Principais
Definição 1.27 Seja G um grupo de Lie. Um fibrado principal (P, π,M ;G) é um
fibrado diferenciável munido de uma ação diferenciável ◁ : P ×G→ P tal que

a) a ação ◁ é livre, transitiva e preserva fibras;

b) existe um atlas principal i.e um atlas cujas cartas são G-equivariantes.

Observação 1.28 Em outras palavras, as condições (a) e (b) se traduzem como:

(i) ação ser livre e transitiva: para todo x ∈M , temos Px = Orb◁(h) para algum h ∈ G;
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(ii) dada trivialização ψ tal que ψ(p) = (x, h), temos

ψ(p ◁ g) = ψ(p) ◁ g = (x, h) ◁ g = (x, hg)

Isso permite concluir que a ação preserva as fibras, uma vez que

p ∈ Px =⇒ p ◁ g ∈ Px.

O próximo resultado mostra como mudar coordenadas em fibrados principais:

Proposição 1.29 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal e

ψα : π−1(Uα)→ Uα ×G,
ψβ : π−1(Uβ)→ Uβ ×G

duas trivializações tais que Uα ∩ Uβ ̸= ∅. Então, existe uma aplicação diferenciável

gαβ : Uα ∩ Uβ → G tal que
(
ψα ◦ ψ−1

β

)
(x, h) = (x, (gαβ)x h)

chamada função transição entre as trivializações ψα e ψβ.

Demonstração. Decompondo as trivializações ψα em ψα = (ψ1
α, ψ

2
α) com

ψ1
α : P →M tal que p ∈ Px =⇒ ψ1

α(p) = x

e ψ2
α : P → G com ψ2

α(p) ∈ G, definimos

gαβ(x) = ψ2
α(x) (ψ2

β(x))−1 ∈ G.

O mapa gαβ é diferenciável: como ilustra o diagrama

(Uα ∩ Uβ)×G (Uα ∩ Uβ)×G

(Uα ∩ Uβ) G

i pr2

ψα◦ (ψβ)−1

gαβ

cada gαβ é uma composição de mapas diferenciáveis. Denotando

ψβ(p) = (x, g) ∈ Uα ∩ Uβ ×G,

temos que os mapas gαβ são as funções transição do fibrado:(
ψα ◦ ψ−1

β

)
(x, g) = ψα(p)

= (x, ψ2
α(p))

=
(
x, ψ2

α(p)
(
ψ2
β(p)

)−1
ψ2
β(p)

)
= (x, (gαβ)x g).
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1.2.3 G-Fibrados
Definição 1.30 Seja (E, π,M ;F ) um fibrado diferenciável e ρ : G → Difeo(F ) uma
representação efetiva de um grupo de Lie G em F . Então, duas cartas

ψα : π−1(Uα)→ Uα × F,
ψβ : π−1(Uβ)→ Uβ × F

são ditas G-compatíveis se, para cada x ∈ Uα ∩ Uβ, existir um g ∈ G tal que a função
transição do fibrado seja uma aplicação diferenciável

gαβ : Uα ∩ Uβ → G com gαβ(x) = ρg(x).

Em outras palavras, duas cartas são G-compatíveis se os elementos ρg(x) do grupo
Difeo(F ) podem ser vistos como uma ação de G sobre F , dada pelo elemento gαβ(x) ∈ G.

Definição 1.31 Um fibrado diferenciável (E, π,M ;F ) é um G-fibrado se possuir um
atlas A = {(π−1(Uα), ψα)} composto por cartas G-compatíveis tais que ψα|Ex ∈ G. Dize-
mos que G é o grupo estrutural do G-fibrado.

Com isso, pode-se definir fibrados principais de outra maneira:

Definição 1.32 Um fibrado principal é um G-fibrado (P, π,M ;G) cuja fibra típica G
induz ação à esquerda dada pelo produto do grupo.

Proposição 1.33 As Definições 1.27 e 1.32 são equivalentes.

Demonstração. A Definição 1.27 é englobada pela Definição 1.32, como mostra a Pro-
posição 1.29. Agora, vamos partir da Definição 1.32: dada uma carta ψα(p) = (x, hα),
podemos definir o mapa (que provaremos ser uma ação à direita)

◁ : P ×G→ P com p ◁ g := ψ−1
α (x, hα · g).

Primeiro, provaremos que o mapa ◁ independe da carta: sejam

ψα : π−1(Uα)→ Uα × F
ψβ : π−1(Uβ)→ Uβ × F

duas cartas compatíveis tais que Uα ∩ Uβ ̸= ∅. Por ser um G-fibrado, temos

(ψα ◦ ψ−1
β )(x, g) = (x, (gαβ)x · g) ∀x ∈ Uα ∩ Uβ.

Denotando hα = (gαβ)x · hβ, segue que

ψ−1
α (x, hα · g) = ψ−1

α (x, (gαβ)x · (hβ · g))
= ψ−1

α

(
ψα ◦ ψ−1

β (x, hβ · g)
)

= ψ−1
β (x, hβ · g).

Agora, verificamos que ◁ é de fato uma ação à direita livre e transitiva:
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(i) para todo p ∈ P e g ∈ G vale (p ◁ g1) ◁ g2 = p ◁ (g1 · g2):

ψα((p ◁ g1) ◁ g2) = (x, (hα · g1) · g2)
= (x, hα · (g1 · g2))
= ψα(p ◁ (g1 · g2));

(ii) vale p ◁ e = p para todo p ∈ P :

ψα(p ◁ e) = (x, hα · e) = ψα(p).

(iii) a ação é livre e transitiva, pois a multiplicação à esquerda é livre e transitiva.

Definição 1.34 Definimos um morfismo entre dois fibrados principais

(P, π,M ;G) e (P ′, π′,M ;G′)

como sendo uma aplicação F : P → P ′ diferenciável que é f -equivariante. No caso em
que f = idG, dizemos que F é um isomorfismo entre fibrados principais.

Um morfismo entre fibrados principais pode ser visualizado pelo diagrama:

G P

M

G′ P ′

π

π′

f F

Observação 1.35 Seções locais s ∈ Γ(U ;P ) de um fibrado principal (P, π,M ;G) são
chamadas de gauges locais. A seção s será um gauge global se for definida em M .

O próximo resultado mostra que seções locais induzem trivializações:

Proposição 1.36 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal e s ∈ Γ(U ;P ) uma seção defi-
nida sobre um aberto U ⊂M . Então, o mapa

ψ : U ×G→ π−1(U) com ψ(x, g) = s(x) ◁ g

é um difeomorfismo G-equivariante e sua inversa será uma trivialização do fibrado.

Demonstração. Veja Hamilton [37, p. 210], Lema 4.2.7.

Como comenta Hamilton [37, p. 220], há o seguinte paralelo:

a) na relatividade, a física deve ser independente da escolha de referenciais inerciais;

b) em teorias de gauge, a física deve ser independente da escolha de gauges locais.

No contexto de teorias de gauge, o grupo de Lie G do fibrado principal é denominado
grupo de simetria ou grupo de gauge da teoria, enquanto que as funções transição
entre dois gauges são chamadas transformações de gauge.
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1.2.4 Fibrado dos Referenciais
Para definirmos o que é um fibrado de referenciais, precisaremos do seguinte lema:

Lema 1.37 Seja E um conjunto, M e F duas variedades suaves e π : E → M um mapa
sobrejetivo. Se existir uma coleção A = {(Uα, ψα)} tal que

a) Uα ⊂M é um aberto;

b) ψα : π−1(Uα)→ Uα × F é bijeção com pr1 ◦ ψα = π|Uα;

c) as funções transição (ψα ◦ ψ−1
β )|(Uα ∩ Uβ)×F são diferenciáveis;

então existe uma única estrutura diferenciável no conjunto E que torna (E, π,M ;F ) em
um fibrado diferenciável com atlas A.

Demonstração. Veja Hamilton [37, p. 221], Teorema 4.3.3.

Dada uma variedade diferenciável M de dimensão n, podemos definir o conjunto de
todas as possíveis bases do espaço tangente TMx por:

Fr(M)x = {(e1, · · · , en) : {eI} é base de TMx}

Em outras palavras, Fr(M)x é o conjunto de todos os referenciais ex = (e1, · · · , en) do
espaço tangente sobre o ponto x ∈M . Com eles, definimos

• a união disjunta:
Fr(M) =

⊔
x∈M

Fr(M)x;

• a projeção natural:

π : Fr(M)→M com π

( ⊔
x∈M

Fr(M)x
)

= x;

• a ação à direita ◁ : Fr(M)×GL(n,R)→ Fr(M) dada pelo produto de matrizes:

(x, ex) ◁ A =
(
x,
∑
I

AIJeJ

)

que é livre e transitiva, por construção.

Teorema 1.38 Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n. Então,(
Fr(M), π,M ; GL(n,R)

)
é um fibrado principal, chamado fibrado dos referenciais.

Demonstração. Basta utilizar o Lema 1.37 para provar que
(

Fr(M), π,M ; GL(n,R)
)

é
um fibrado diferenciável, pois o fato de ser um fibrado principal segue da discussão feita
antes do teorema. Seja (Uα, φα) uma carta de M e {ei} uma base de Rn. Definimos a
seção sα : Uα → π−1(Uα) pontualmente por

sα(x) =
(
(Dxφα)−1e1, · · · , (Dxφα)−1en

)
∈ Fr(M)x.



1.3. Fibrados Associados 25

e, através dela, podemos definir a aplicação bijetiva

ψ−1
α : Uα ×GL(n,R)→ π−1(Uα) com ψ−1

α (x,A) = sα(x) ◁ A,

que satisfaz pr1 ◦ ψα = π|Uα por construção. Sendo x ∈ Uα ∩ Uβ, pode-se obter que as
funções transição são diferenciáveis:(

ψα ◦ ψ−1
β

)
(x,A) = ψα

(
sβ(x) ◁ A

)
= ψα

(
x, (Dxφβ)−1 · A

)
=
(
x, (Dxφα) · (Dxφβ)−1 · A

)
=
(
x,Dφβ(x)(φα ◦ φ−1

β ) · A
)
.

Consequentemente, temos as condiçõe exigidas pelo enunciado do Lema 1.37. Observando
que as cartas ψα são, por por construção, G-equivariantes segue que(

Fr(M), π,M ; GL(n,R)
)

é um fibrado principal.

Notação 1.39 Fr(M)x é o conjunto dos referenciais sobre TMx. Quando M possui
uma métrica g, pode-se definir o conjunto Frg(M) dos referenciais ortonormais e, se os
referenciais ortonormais são orientados, denota-se o conjunto por Fr+

g (M).

1.3 Fibrados Associados
Essa seção é dedicada aos fibrados associados, que serão peças fundamentais para a

construção da conexão de Ashtekar. Por não serem abordados tão frequentemente na
literatura de fibrados, optamos por dar um enfoque mais detalhado, com demonstrações
mais completas dos resultados enunciados.

1.3.1 Representação Adjunta
Antes, algumas definições que serão necessárias para o restante da dissertação:

Definição 1.40 Seja G um grupo de Lie. Definimos os mapas

a) translação à esquerda :

Lg : G→ G com Lg(h) = gh

b) translação à direita:

Rg : G→ G com Rg(h) = hg

c) conjugação:
cg : G→ G com cg(h) = ghg−1

Proposição 1.41 Seja G um grupo de Lie. Para todos os elementos g, h ∈ G, temos:
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a) (Lg)−1 = Lg−1 e (Rg)−1 = Rg−1;

b) Lg ◦Rh = Rh ◦ Lg.

c) cg = Lg ◦ (Rg)−1 é um automorfismo de G.

Demonstração. Ver A.1.

Observação 1.42 Apesar de cg ser um automorfismo, a relação

Lg(e) = Rg(e) = g

mostra que as translações não serão homomorfismos quando g ̸= e.

Observando que cg(e) = e, o pushfoward (cg)∗ : TGe → TGcg(e) é um mapa

(cg)∗ : g→ g

o que sugere uma maneira de representar o grupo G em sua própria álgebra de Lie g:

Teorema 1.43 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Então,

Ad : G→ GL(g) definido por Ad(g) = (cg)∗

é um homomorfismo entre grupos de Lie, chamado representação adjunta de G.

Demonstração. O mapa Ad : G→ GL(g) é um homomorfismo de grupos, pois:

Adg·h = (cg·h)∗ = (cg)∗ ◦ (ch)∗ = Adg ◦Adh .

Para mostrar que é diferenciável, basta mostrar que, para todo Xe ∈ g, o mapa

Ad(·)Xe : G→ g

é diferenciável, uma vez que podemos utilizar uma base {Ti} de g para obter uma repre-
sentação matricial cujas entradas são diferenciáveis. Portanto, sendo

c : G×G→ G com c(g, h) = ghg−1

temos que Ad(·)Xe : G→ g é a composição de mapas diferenciáveis

g 7−→
(
(g, 0), (e,Xe)

)
7−→

(
(g, e), (0, Xe)

)
7−→ (D(g,e)c)(0, Xe).

em que usamos o campo diferenciável g 7−→ 0 ∈ TgG.

1.3.2 Fibrados Associados
Para o próximo resultado, precisamos do seguinte lema técnico:

Observação 1.44 Seja P uma variedade e G um grupo de Lie. Uma ação

◁ : P ×G→ P

livre é uma ação principal se o mapa Ψ : P ×G→ P × P dado por

Ψ(p, g) = (p, p ◁ g)

leva conjuntos fechados em P ×G em conjuntos fechados em P × P .
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Lema 1.45 Seja P um G-fibrado principal e ρ : G→ GL(V ) uma representação. Então,

(P × V )×G→ P × V com (p, v) ◁̃ g := (p ◁ g, ρ(g)−1v)

é uma ação principal livre e o espaço quociente (P × V )⧸G com respeito à ação ◁̃ tem estru-
tura de variedade diferenciável tal que a projeção π̃ : P ×V → (P × V )⧸G é uma submersão.

Demonstração. Veja Hamilton [37, p. 239], Lema 4.7.1.

Teorema 1.46 Seja (P, πP ,M ;G) um fibrado principal e ρ : G→ GL(V ) uma represen-
tação de G. Denotando E = (P × V )/G e definindo a projeção

πE : E →M, πE([p, v]) = πP (p),

temos que (E, πE,M ;V ) é um fibrado diferenciável, chamado de o fibrado vetorial
associado (ao fibrado principal P e à representação ρ) e será denotado por Eρ ou P×ρV .

Demonstração. O espaço Eρ é uma variedade diferenciável pelo Lema 1.45. Portanto,
resta construir trivializações Ψα que satisfaçam a Definição 1.6. Para isso, seja

ψα : π−1
P (Uα)→ Uα ×G com ψα(p) = (πP (p), ψ2

α(p)).

uma carta de P . Através de ψα, definimos o mapa

Ψα : π−1
E (Uα)→ Uα × V com Ψα[p, v] = (πP (p), ρ(ψ2

α(p))v).

Como pode ser visualizado de maneira mais clara pelo diagrama, o mapa Ψα é diferenciável
pois a projeção π̃ é uma submersão:

π−1
P (Uα)× V π−1

E (Uα)

Uα × V
πP ×id

π̃

Ψα

Como ψα é difeomorfismo, o mapa Ψα possui inversa diferenciável

Ψ−1
α : Uα × V → π−1

E (Uα) com Ψ−1
α (x, v) = [ψ−1

α (x, v), ρ(ψ2
α(p))−1v].

Portanto, Ψα é um difeomorfismo e πE = pr1 ◦ Ψα. Fixando x ∈ Uα, temos que

Ex = (Px × V )⧸G =⇒
(

Ψα

∣∣∣
Ex

)
[px, v] ∈ {px} × V

é uma bijeção linear (isomorfismo) entre os espaços V e Ex.

Fibrados associados possuem a noção de atlas adaptado:

Definição 1.47 Seja P um fibrado principal com atlas principal AP = {(Uα, ψα)} indu-
zido por seções locais sα ∈ Γ(Uα, P ) e seja Eρ um fibrado associado à P . Então, um atlas
AEρ = {(Uα,Ψα} cujas cartas Ψα : π−1(Uα)→ Uα × V satisfazem

Ψ−1
α (x, v) = [sα(x), v]

é chamado de atlas adaptado para Eρ.
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Proposição 1.48 Seja P um fibrado principal cujas funções transição do atlas principal
são {gαβ}. Então, as funções transição do atlas adaptado de Eρ são

(̃gαβ) : Uα ∩ Uβ → GL(V ) com (̃gαβ)x = ρ ◦ (gαβ)x.

Demonstração. Seja AP = {(π−1
P (Uα), ψα)} um atlas principal de P induzidos por seções

sα ∈ Γ(Uα;P ) (Proposição 1.36). Então, segue da demonstração do Teorema 1.46 que

Ψα : π−1
E (Uα)→ Uα × V com Ψα[p, v] = (πP (p), ρ(ψ2

α(p))v)

são trivializações de Eρ. Com elas, temos

Ψ−1
β (x, v) = [sβ(x), v]

= [sα(x) ◁ (gαβ)x, v]
= [sα(x), (gαβ)x · v]
= Ψ−1

α

(
πP (sα(x)), ρ ◦ (gαβ)xv

)
= Ψ−1

α

(
x, ρ ◦ (gαβ)xv

)
o que permite concluir que as funções transição de Eρ são (̃gαβ)x = ρ ◦ (gαβ)x.

Os próximos resultados que iremos enunciar serão fundamentais para construirmos a
conexão de Ashtekar, no último capítulo.

Teorema 1.49 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal e

ρV : G→ GL(V )
ρW : G→ GL(W )

duas representações equivalentes2. Então, os fibrados associados EρV e EρW são isomorfos.

Demonstração. Como as representações ρV e ρW são equivalentes, existe um isomorfismo

f : V → W com f(ρV (g)v) = ρW (g)f(v).

Com ele, definimos a aplicação F : EρV → EρW dada por F[p, v] = [p, f(v)]. Temos que

(i) F preserva fibras e é bijeção por construção.

(ii) F é bem definida: para provar que F[p ◁ g, ρV (g−1)v] = F[p, v], temos

F
[
p ◁ g, ρV (g)−1v

]
=
[
p ◁ g, f

(
ρV (g)−1v

)]
=
[
p ◁ g, ρW (g)−1f(v)

]
= [p, f(v)]
= F[p, v]

pois, pelo Lema 1.45, os elementos de EρW são classes de equivalência tais que(
p, f(v)

)
=
(

(p ◁ g) ◁ g−1, ρW (g)
(
ρW (g)−1f(v)

))
∼ (p ◁ g, ρW (g)−1f(v))

2com respeito à Definição 1.25.
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(iii) F é diferenciável: tomando duas cartas

ΨV
α : π−1

EρV (Uα ∩ Uβ)→ (Uα ∩ Uβ)× V
ΨW
α : π−1

EρW (Uα ∩ Uβ)→ (Uα ∩ Uβ)×W

dos fibrados EρV e EρW tais que Uα ∩ Uβ ̸= ∅, temos o diagrama

π−1
EρV (Uα ∩ Uβ) π−1

EρW (Uα ∩ Uβ)

(Uα ∩ Uβ)× V (Uα ∩ Uβ)×W

ΨW(ΨV )−1

F

ΨW ◦ F ◦ (ΨV )−1

Denotando p ∈ Px, obtemos que(
ΨW
α ◦ F ◦ (ΨV

β )−1
)
(πP (p), v) = ΨW

α

(
F
[
p, ρV

(
ψ2
β(p)

)−1
v
])

= ΨW
α

[
p, ρW

(
ψ2
β(p)

)−1
f(v)

]
=
(
x, ρW

(
ψ2
α(p)

)
ρW
(
ψ2
β(p)

)−1
f(v)

)
=
(
x, ρW

(
ψ2
α ◦ (ψ2

β)−1)(p)
)
f(v)

)
=
(
x, ρW ◦ (gαβ)xf(v)

)
.

Como ΨW
α e (ΨV

β )−1, a representação ρW e as funções transição (gαβ)x são todos
mapas diferenciáveis, segue que F é diferenciável. Analogamente, F−1 é diferenciável.

Proposição 1.50 Seja (Fr(M), π,M ; GL(n,R)) o fibrado dos referenciais de M e seja ρ
a representação induzida pela ação GL(n,R)×Rn → Rn dada pela multiplicação usual de
matrizes à esquerda. Então,

B : Fr(M)×ρ Rn → TM com B
(
[ex, v]

)
=
(
x,
∑
i

viei

)
.

é um isomorfismo entre fibrados vetoriais.

Demonstração. Por construção, o mapa B : Fr(M)×ρ Rn → TM dado por

B
(
[ex, v]

)
=
(
x,
∑
i

viei

)

é bem definido: se (e′, v′) ∼ (e, v) ∈ Fr(M)x, existe A ∈ GL(n,R) tal que

(e′, v′) = (e ◁ A,A−1 · v).

Consequentemente, temos

B|π−1(x)(e′, v′) = (e · A) · (A−1 · v)
= e · v
= B|π−1(x)(e, v).

Como {ei} é base de TMx, segue que Bx é um isomorfismo.
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Como consequência imediata do Teorema 1.49 e da Proposição 1.50, temos:

Corolário 1.51 Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana tal que a métrica g possui
assinatura (k, l). Sendo

(
Fr+

g (M), π,M ; SO(k, l)
)

o fibrado dos referenciais ortonormais
orientados de M e ρ a representação induzida ação SO(k, l)×Rn → Rn dada pela multi-
plicação de matrizes à esquerda, temos o isomorfismo entre fibrados vetoriais

Fr+
g (M)×ρ Rn ≃ TM.

Um caso particular de fibrado associado Eρ e que será recorrentemente utilizado ocorre
quando a representação ρ é a representação Adjunta:

Definição 1.52 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal. O fibrado vetorial associado a P e
à representação adjunta Ad é chamado de fibrado adjunto, denotado por Ead = P×Adg.

Para o próximo resultado, utilizamos um resultado muito especial que ocorre em di-
mensão três e é bem discutido em Woit [76, p. 75]:

Proposição 1.53 A representação Adjunta

Ad : SO(3)→ GL(so(3))

é equivalente à representação usual

ρ : SO(3)→ GL(R3).

Demonstração. Ver Apêndice A.5.

Como consequência imediata da Proposição 1.53 e do Teorema 1.49, temos:

Corolário 1.54 Seja (Σ, g) uma variedade Riemanniana e Fr+
g (Σ) o fibrado dos refe-

renciais ortonormais orientados sobre Σ. Então,

Fr+
g (Σ)×ρ R3 ≃ Fr+

g (Σ)×Ad so(3).

em que ρ e Ad são as representações enunciadas na Proposição 1.53.
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Capítulo 2

Conexões em Fibrados

Seguindo as referências Hamilton [37], Tu [71] e Biezuner [13], este capítulo se dedica a
definir conexões em fibrados principais. Dado um fibrado principal (P, π,M ;G), existem
duas maneiras distintas de se fazer isso:

(i) O primeiro método consiste em definir a conexão de Ehresmann, utilizando
subfibrados verticais VP e horizontais HP do fibrado tangente TP ;

(ii) O segundo método consiste em definir a forma de conexão, um tipo muito parti-
cular de forma diferencial que toma valor na álgebra de Lie g de G.

Como será provado no Teorema 2.41, estas noções de conexão são equivalentes, ou seja,
toda conexão de Ehresmann induz uma forma de conexão e vice versa. Posteriormente,
aprofundaremos a análise para conexões definidas no fibrado dos referenciais de uma
variedade Riemanniana (ou semi-Riemanniana), provando haver uma relação biunívoca
entre elas e as derivadas covariantes (Teoremas 2.51 e 2.52).

O restante do capítulo dedica-se a mostrar como conexões em um fibrado principal
induzem, através da noção de transporte paralelo, uma derivada covariante em seu fibrado
associado. Com destaque ao Teorema 2.64, que permite definir uma derivada covariante
em fibrados associados (Definição 2.65).

2.1 Conexão de Ehresmann
Nesta seção veremos como as noções de fibrados verticais e fibrados horizontais permi-

tem definir a chamada conexão de Ehresmann. Apesar de não ser estritamente necessário
para esse fim, convém começar o capítulo definindo campos invariantes e campos funda-
mentais, que serão utilizados recorrentemente em todo o capítulo.

2.1.1 Campos Fundamentais
Definição 2.1 Seja G um grupo de Lie. Então, um campo vetorial X ∈ Γ(TG) é inva-
riante à esquerda se (Lg)∗X = X para todo g ∈ G. Explicitamente, temos

Dh(Lg)(Xh) = Xgh ∀ h, g ∈ G.

Consequentemente, um campo invariante à esquerda é inteiramente determinado por
seu valor em um ponto. Isso será útil para definirmos campos fundamentais, mais adiante.
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Proposição 2.2 Seja G um grupo de Lie. Todo vetor Xe ∈ TGe possui uma única
extensão a um campo X ∈ Γ(TG) invariante à esquerda.

Demonstração. Ver Biezuner [13, p. 282], Corolário 13.24.

O teorema a seguir define a notação para as curvas integrais de um campo invariante:

Teorema 2.3 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g e X ∈ Γ(TG) a extensão
invariante à esquerda do vetor Xe ∈ g. Então, a curva integral maximal

γX : I ⊂ R→ G tal que γX(0) = e, γX(0)′ = Xe

do campo X satisfaz as seguintes propriedades:

a) γX é definida em todo R;

b) γX : R→ G é um homomorfismo de grupos de Lie;

c) γsX(t) = γX(st) para quaisquer s, t ∈ R.

Demonstração. Ver Apêndice A.2.

Observação 2.4 Na literatura, o homomorfismo γX : R → G do Teorema 2.3 é comu-
mente chamado de grupo a um parâmetro.

Dado um aberto U de G, existe um intervalo I ⊂ R em que podemos definir o fluxo
do campo X ∈ Γ(TG) como sendo o mapa

ϕ : U × I → U tal que ϕ(g, t) = (γX |U)g(t)

em que (γX |U)g é a curva integral de X que passa por g ∈ U . Denotaremos ϕ(g, t) = ϕt(g).

Definição 2.5 Sejam G um grupo de Lie com álgebra de Lie g e X ∈ Γ(TG) a extensão
invariante à esquerda do vetor Xe ∈ g. Definimos o mapa exponencial

exp : g→ G com exp(Xe) = γX(1)

em que γX : R→ G é a curva integral maximal de X.

A escolha pelo nome mapa exponencial é justificada pela proposição a seguir:

Proposição 2.6 O mapa exponencial exp : g→ G satisfaz as propriedades:

(i) para todo Xe ∈ g e s, t ∈ R, vale

exp
(
(s+ t)Xe

)
= exp(sXe) exp(tXe).

(ii) sendo 0 ∈ g e Xe ∈ g, temos

exp(−Xe) = (expXe)−1 e exp(0) = e.

Demonstração. Ver Apêndice A.6.
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Proposição 2.7 Sejam G um grupo de Lie com álgebra de Lie g e X ∈ Γ(TG) a extensão
invariante à esquerda do vetor Xe ∈ g. Então, o fluxo ϕ do campo X é dado por

ϕt(g) = g exp(tXe).

Demonstração. É suficiente1 mostrar que o mapa definido por

ϕ̃t(g) := g exp(tXe)

é uma curva integral do campo X que passa por g ∈ G. Para isso, temos

ϕ̃0(g) = Lg(exp 0) = Lg(e) = g

e, utilizando que X ∈ Γ(TG) é invariante à esquerda, obtemos

d

dt

∣∣∣∣∣
t=s
ϕ̃t(g) = d

dτ

∣∣∣∣∣
τ=0

ϕ̃t+s(g)

= d

dτ

∣∣∣∣∣
τ=0

Lg
(

exp
(
(t+ s)Xe

))
= d

dτ

∣∣∣∣∣
τ=0

Lg
(

exp(sX) exp(τXe)
)

= d

dτ

∣∣∣∣∣
τ=0

Lg exp(sX)
(
ϕ̃τ (e)

)
= De

(
L
ϕ̃s(g)

)
(Xe)

= X
ϕ̃s(g).

Definição 2.8 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g e seja ◁ uma ação à direita
de G em uma variedade diferenciável P . Para cada vetor Xe ∈ g, definimos o campo
fundamental X ∈ Γ(TP ) dado por

Xp = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
p ◁ exp(tXe).

Definição 2.9 Seja ◁ uma ação à direita de um grupo de Lie G em uma variedade
diferenciável P . Definimos a aplicação órbita do ponto p ∈ P como sendo o mapa:

ϕp : G→ P com ϕp(g) = p ◁ g.

Observação 2.10 Em termos da aplicação órbita, o campo fundamental é dado por:

Xp = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
p ◁ exp(tXe) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
ϕp
(

exp(tXe)
)

= De(ϕp)(Xe) = (ϕp)∗(Xe).

Teorema 2.11 Seja ϕp a aplicação órbita induzida pela ação à direita de um grupo de
Lie G em uma variedade diferenciável P . Então, o mapa

ϕ∗ : g→ Γ(TP )

é um homomorfismo entre álgebras de Lie.
1Pelo Teorema de Existência e Unicidade das Equações Diferenciais.
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Demonstração. Sejam X, Y ∈ Γ(TG) as extensões invariantes à esquerda dos vetores
Xe, Ye ∈ g. Temos que o mapa ϕ∗ é um homomorfismo entre álgebras de Lie se

ϕ∗
(
[X, Y ]e

)
=
[
ϕ∗(Xe), ϕ∗(Ye)

]
.

Como [X, Y ]e = [Xe, Ye], é suficiente provar que

[Xe, Ye] =
[
X,Y

]
.

Pelo Lema A.3, reescrevemos os campos fundamentais como

Xϕp(g) = Dg(ϕp)(Xg)
Y ϕp(g) = Dg(ϕp)(Yg)

de maneira que a equação abaixo decorre diretamente do Lema A.4:[
X,Y

]
ϕp(g)

= Dg(ϕp)
(
[X, Y ]g

)
.

Tomando g = e, temos ϕp(e) = p e[
X,Y

]
p

= De(ϕp)
(
[X, Y ]e

)
= [X, Y ]p

Proposição 2.12 Seja ◁ uma ação à direita de um grupo de Lie G em uma variedade
diferenciável P e seja ϕ a aplicação órbita de G em P . Então, se a ação ◁ é livre, o mapa

ϕ∗ : g→ Γ(TP ) com (ϕp)∗(Xe) = Xp

é uma aplicação injetiva.

Demonstração. Ver Hamilton [37, p. 144], Proposição 3.4.3.

Como consequência imediata do Teorema 2.11 e da Proposição 2.12, temos:

Corolário 2.13 O espaço dos campos fundamentais em P é uma sub-álgebra de Lie de
dimensão finita do espaço de campos Γ(TP ).

O próximo resultado mostra que ações à direita (e, analogamente, à esquerda) preser-
vam campos fundamentais. Para isso, definimos:

Definição 2.14 Seja G um grupo de Lie e P uma variedade diferenciável. Dado g ∈ G
e uma ação à direita ◁ : P ×G→ P , definimos a translação à direita

rg : P → P com rg(x) = x ◁ g

Naturalmente, pode-se definir a translação à esquerda lg de maneira análoga.

Proposição 2.15 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g e seja ◁ uma ação à
direita de G em uma variedade diferenciável P . Para todo Xe ∈ g, temos que

(rg)∗(X) = Adg−1 Xe.
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Demonstração. Observando que o diagrama abaixo comuta

G P

G P

ϕp

Rg rg

ϕp

=⇒ ϕp ◦Rg = rg ◦ ϕp,

podemos utilizar a Proposição 1.41 para obtermos

rg ◦ ϕp ◦ Lg−1 = ϕp ◦Rg ◦ Lg−1 = ϕp ◦ cg−1 .

Assim, expressando o campo fundamental Xp ◁ g−1 em termos de Lg−1 :

Xp ◁ g−1 = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(p ◁ g−1) ◁ exp(tXe)

= d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
ϕp
(
g−1 exp(tXe)

)
= d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
ϕp ◦ Lg−1

(
exp(tXe)

)
,

obtemos que (
(rg)∗X

)
p

= Dp ◁ g−1(rg)
(
Xp ◁ g−1

)
= Dp ◁ g−1(rg)

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
ϕp ◦ Lg−1

(
exp(tXe)

))

= d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(
rg ◦ ϕp ◦ Lg−1

)(
exp(tXe)

)
= d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
ϕp ◦ cg−1

(
exp(tXe)

)
= De(ϕp) ◦De(cg−1)

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(tXe)
)

= De(ϕp) ◦ Adg−1(Xe)
=
(
Adg−1 Xe

)
p
.

2.1.2 Subfibrados Verticais e Horizontais
Definição 2.16 Dizemos que (E ′, π′,M ;Rm′) é um subfibrado vetorial de um fibrado
vetorial (E, π,M ;Rm) se

a) E ′ ⊂ E é uma subvariedade com π′ = π|E′;

b) para todo x ∈M , a fibra E ′
x = Rm′ é um subespaço vetorial da fibra Ex = Rm.
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O lema a seguir fornece uma condição suficiente para que uma união disjunta de
subespaços vetoriais das fibras de um fibrado vetorial forme um subfibrado vetorial. Este
resultado será utilizado na demonstração do Teorema 2.41:

Lema 2.17 Seja (E, π,M ;Rn) um fibrado vetorial e

F =
⊔
x∈M

Fx

um conjunto tal que Fx = Rk é um subespaço vetorial da fibra Ex = Rn. Então, F é um
subfibrado de E se, para cada x ∈M , existir

a) uma vizinhança U ⊂M de x;

b) uma coleção de m ≥ k seções sI ∈ Γ(U ;F ) tal que

Fy = span{sI} ∀y ∈ U.

Demonstração. Ver Tu [71, p. 175], Teorema 20.4.

Definição 2.18 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal. Definimos o espaço tangente
vertical à variedade P sobre o ponto z ∈ Px como VPz := T (Px)z.

Proposição 2.19 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal. Então,

VPz = ker(Dzπ) ∀z ∈ P.

Demonstração. Seja Xz ∈ VPz = T (Px)z. Então, Xz pode ser interpretado como sendo o
vetor tangente a uma curva γ ⊂ Px e, consequentemente,

π|γ = idM =⇒ Dzπ(Xz) = 0 =⇒ VPz ⊂ kerDzπ.

Por outro lado, como a projeção π do fibrado é uma submersão segue que a diferencial
Dπ é sobrejetiva em todo ponto e, pelo Teorema do Núcleo e Imagem, temos

dim(kerDzπ) = dimP − dimM

= dimG

= dimPx

= dimT (Px)z.

Consequentemente, conclui-se que VPz = kerDzπ.

Definição 2.20 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal. Um espaço tangente hori-
zontal à variedade P sobre o ponto z ∈ Px é um subespaço HPz tal que

TPz = VPz ⊕HPz.

Observação 2.21 Como consequência da definição, nota-se que o espaço tangente hori-
zontal não é unicamente definido

Como consequência da Proposição 2.19, temos:



2.2. Formas de Conexão 37

Corolário 2.22 Seja (P, π,M ;G) um fibrado diferenciável e z ∈ Px. Então,

Dzπ : HPz → TMx

é um isomorfismo entre espaços vetoriais.

De maneira análoga à construção do fibrado tangente à uma variedade, o conjunto dos
espaços verticais e horizontais denotados, respectivamente, por

VP =
⊔
z∈P
VPz e HP =

⊔
z∈P
HPz

formam dois fibrados vetoriais. Mais especificamente, VP e HP são subfibrados vetoriais
do fibrado tangente TP , chamados fibrado vertical e fibrado horizontal.

Proposição 2.23 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal e ϕ a aplicação órbita do grupo
G na variedade P . Então, para todo z ∈ P temos que

(ϕz)∗ : g→ VPz

é um isomorfismo entre espaços vetoriais.

Demonstração. Dado z ∈ Px, temos

ϕz(g) = z ◁ g =⇒ ϕz : G→ Px.

Consequentemente, obtemos que

Xp = De(ϕz)(Xe) ∈ T (Px)z = VPz.

Como dim g = dimVPz e ϕ∗ é injetivo (Proposição 2.12), segue que ϕ∗ é um isomorfismo.

Definição 2.24 Seja P uma variedade diferenciável. Uma distribuição em P é um
subfibrado vetorial de TP .

Temos o necessário para definirmos a conexão de Ehresmann:

Definição 2.25 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal. Uma conexão de Ehresmann
em P é uma distribuição horizontal HP que é invariante à direita.

Em outras palavras, HP ser invariante à direita significa que

(rg)∗(HPz) = HPz ◁ g ∀z ∈ P, g ∈ G.

2.2 Formas de Conexão
Nesta seção vamos generalizar o conceito de formas diferenciais reais para formas que

tomam valores em espaços vetoriais quaisquer. Em especial, veremos que as formas da
conexão definidas sobre um fibrado principal são um tipo particular de formas vetoriais
que tomam valores na álgebra de Lie do grupo estrutural do fibrado.
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2.2.1 Formas Vetoriais
Definição 2.26 Sejam V e W espaços vetoriais. Uma k-forma W -valuada em V é
uma aplicação linear alternada

ω : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k vezes

→ W.

O espaço vetorial das k-formas W -valuadas é denotado por Λk(V ;W ).

O próximo resultado mostra como uma k-forma W -valuada pode ser escrita explicita-
mente em termos de k-formas reais:

Proposição 2.27 Sejam V e W espaços vetoriais tal que dimW = m e {eI} é uma base
de W . Então, ω é uma k-forma W -valuada se, e somente se, existe uma coleção {ωI} de
m k-formas reais em V tais que

ω(v1, · · · , vk) =
∑
I

ωI(v1, · · · , vk)eI .

Demonstração. Para demonstrar a proposição, observamos que o enunciado pode ser tra-
duzido como: toda base B = {eI} de W induz um isomorfismo

Λk(V ∗,W ) ≃ B Λk(V ∗,R)× · · · × Λk(V ∗,R)︸ ︷︷ ︸
m vezes

.

Seja pri : W → R a projeção na i-ésima coordenada com relação a base {eI}. Então,

V × · · · × V W

R

ω

ωi

pri =⇒ ωi := pri ◦ ω ∈ Λk(V ∗,R).

Um dos principais resultados auxiliares que será usado ao longo dessa seção é

Proposição 2.28 Existe um isomorfismo natural Λk(V ∗,W ) ≃ Λk(V ∗;R)⊗W

Demonstração. Ver Biezuner [13, p. 349], Proposição 18.6.

Precisamos definir o produto exterior e a derivada exterior para formas com valores
em espaços vetoriais arbitrários. Para isso, convém utilizar as permutações ordenadas:

Definição 2.29 Uma permutação σ de um conjunto

S = {1, · · · , k, k + 1, · · · , k + l}

é uma (k, l)-permutação ordenada se satisfaz

σ(1) < · · · < σ(k),
σ(k + 1) < · · · < σ(k + l).

O conjunto das (k, l)-permutações ordenadas é denotado por S(k, l).
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Dado α ∈ Λk(M ;R) e β ∈ Λl(M ;R), temos que o produto exterior entre α e β é

(α ∧ β)(e1, · · · , ek+l) =
∑

σ∈S(k+l)
sgn(σ)α

(
eσ(1), · · · , eσ(k)

)
β
(
eσ(k+1), · · · , eσ(k+l)

)
.

Vamos generalizá-lo para formas vetoriais:

Definição 2.30 Sejam V,W e Z espaços vetoriais e ∗ : V × W → Z uma aplicação
bilinear. Definimos o produto exterior

∧∗ : Λk(M,V )× Λl(M,W )→ Λk+l(M,Z)

através da expressão:

(α ∧∗ β)(e1, · · · , ek+l) =
∑

σ∈S(k,l)
sgn(σ) α(eσ(1), · · · , eσ(k)) ∗ β(eσ(k+1), · · · , eσ(k+l)).

Observação 2.31 Sem utilizar permutações ordenadas, tem-se

(α ∧∗ β)(e1, · · · , ek+l) = 1
k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ) α(eσ(1), · · · , eσ(k)) ∗ β(eσ(k+1), · · · , eσ(k+l)).

As expressões são equivalentes: existem k! maneiras de se ordenar {σ(1), · · · , σ(k)} e l!
maneiras de ordenar {σ(k + 1), · · · , σ(k + l)}, totalizando k!l! ordenações possíveis.

Proposição 2.32 Sejam α ∈ Λk(M,V ) e β ∈ Λl(M,W ) formas vetoriais tais que

α =
∑
I

αI ⊗ vI e β =
∑
J

βJ ⊗ wJ (Proposição 2.28)

e seja ∗ : V ×W → Z uma aplicação bilinear. Então,

α ∧∗ β =
∑
I,J

(αI ∧ βJ)⊗ (vI ∗ wJ) ∈ Λk+1(M,Z).

Demonstração. Fixado x ∈M , sejam e1, · · · , ek+l ∈ TMx. Então,(
α ∧∗ β

)
(e1, · · · , ek+l) =

∑
σ∈S(k,l)

sgn(σ) α(eσ(1), · · · , eσ(k)) ∗ β(eσ(k+1), · · · , eσ(k+l))

=
∑

σ∈S(k,l)
sgn(σ)

(
αI(eσ(1), · · · , eσ(k)vI)

)
∗
(
βJ(eσ(k+1), · · · , eσ(k+l))wJ

)
=

∑
σ∈S(k,l)

sgn(σ)αI(eσ(1), · · · , eσ(k))βJ(eσ(k+1), · · · , eσ(k+l))(vI ∗ wJ)

=
∑
I,J

(
αI ∧ βJ

)
(eσ(1), · · · , eσ(k+l))(vI ∗ wJ).

Para provar que α ∧∗ β é diferenciável, escrevemos

vI ∗ wJ =
∑
K

cKIJzK

em que {zK} é uma base de Z. Então, temos

α ∧∗ β =
∑
K

∑
I,J

cKIJ(αI ∧ βJ)
 zK ,

de maneira que o resultado decorre de αI , βJ serem diferenciáveis.
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Definição 2.33 Seja V um espaço vetorial e {vI} uma base de V . Então, a derivada
exterior de uma forma vetorial α ∈ Λk(M,V ) é o operador

d : Λk(M,V )→ Λk+1(M,V ) definido por dα =
∑
I

dαI ⊗ vI .

A derivada exterior entre formas reais é um produto graduado:

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ com α ∈ Λk(M ;R).

Essa propriedade se mantém para formas vetoriais:

Proposição 2.34 Sejam V,W e Z espaços vetoriais,

α ∈ Λk(M,V )
β ∈ Λl(M,W ),

duas formas vetoriais e ∗ : V ×W → Z uma aplicação bilinear. Então,

d(α ∧∗ β) = (dα) ∧∗ β + (−1)kα ∧∗ (dβ).

Demonstração. Sejam {vI} e {wJ} bases de V e W , respectivamente. Então,

α ∧∗ β =
∑
I,J

(αI ∧ βJ)⊗ (vI ∗ wJ).

Consequentemente, segue das propriedades usuais da derivada exterior ∧ que

d(α ∧∗ β) =
∑
I,J

d(αI ∧ βJ)⊗ (vI ∗ wJ)

=
∑
I,J

(
dαI ∧ βJ + (−1)k(αI ∧ dβJ)

)
(vI ∗ wJ)

=
∑
I,J

(dαI ∧ βJ)⊗ (vI ∗ wJ) + (−1)k
∑
I,J

(αI ∧ dβJ)⊗ (vI ∗ wJ)

= dα ∧∗ β + (−1)kα ∧∗ β.

2.2.2 Formas com valores em Álgebras de Lie
Formas vetoriais adquirem aspectos ainda mais interessantes quando o espaço vetorial

em que ela toma valor é uma álgebra de Lie. Denotaremos o produto exterior entre duas
formas com valores na álgebra de Lie (g, [·, ·]) por [∧] .

Definição 2.35 Seja g uma álgebra de Lie com base {TI} e sejam

α ∈ Λk(M, g)
β ∈ Λl(M, g),

formas vetoriais tais que

α =
∑
I

αI ⊗ TI e β =
∑
J

βJ ⊗ TJ . (2.1)

Então, a Proposição 2.32 se escreve:

α [∧] β =
∑
I,J

(αI ∧ βJ)⊗ [TI , TJ ].
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Proposição 2.36 Seja g uma álgebra de Lie. Então, dado
α ∈ Λk(M, g) e β ∈ Λl(M, g),

temos que vale
α [∧] β = (−1)kl+1β [∧] α.

Demonstração. Seja {TI} uma base de g. Então, expressando
α =

∑
I

αI ⊗ TI e β =
∑
J

βJ ⊗ TJ

pode-se obter que
α [∧] β =

∑
I,J

(αI ∧ βJ)⊗ [TI , TJ ]

= (−1)kl+1∑
I,J

(βJ ∧ αI)⊗ [TI , TJ ]

= (−1)kl+1β [∧] α.

Proposição 2.37 Seja g uma álgebra de Lie e α ∈ Λ1(V, g). Então, temos que:

a)
(
α [∧] α

)
(w1, w2) = 2[α(w1),α(w2)];

b) (α [∧] α) [∧] α = 0.

Demonstração. Seja {TI} uma base de g. Então, α = ∑
I α

I ⊗ TI . Consequentemente,
(i) a propriedade (a) é obtida de maneira direta:(

α [∧] α
)
(v1, v2) =

∑
I,J

(αI ∧ αJ)(v1, v2)⊗ [TI , TJ ]

=
∑
I,J

(
αI(v1)αJ(v2)− αI(v2)αJ(v1)

)
⊗ [TI , TJ ]

=
∑
I,J

[αI(v1)⊗ TI , αJ(v2)⊗ TJ ]− [αI(v2)⊗ TI , αJ(v1)⊗ TJ ]

= [α(v1),α(v2)]− [α(v2),α(v1)]
= 2

[
α(v1),α(v2)

]
.

(ii) recorrendo ao resultado anterior e à identidade de Jacobi, temos:[
(α [∧] α) [∧] α

]
(v1, v2, v3) =

∑
σ∈S(2,1)

sgn(σ)
[
(α [∧] α)(vσ(1), vσ(2)),α(vσ(3))

]
=
[
(α [∧] α)(v1, v2),α(v3)

]
−
[
(α [∧] α)(v1, v3),α(v2)

]
+
[
(α [∧] α)(v2, v3),α(v1)

]
= 2

([
[α(v1),α(v2)],α(v3)

]
−
[
[α(v1),α(v3)],α(v2)

]
+
[
[α(v2),α(v3)],α(v2)

])
= 2

([
[α(v1),α(v2)],α(v3)

]
+
[
[α(v3),α(v1)],α(v2)

]
+
[
[α(v2),α(v3)],α(v1)

])
= 0.
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Um caso de particular interesse ocorre quando g = gl(n,R). Nesse caso, é possível
utilizar tanto o produto matricial quanto o colchete de Lie, relacionados pela expressão:

[A,B] = A ·B −B · A para A,B ∈ gl(n,R).
Sendo EJ

I a matriz cujas entradas (I, J) são 1 e as demais são zero, temos
EI
J · EK

L = δKJ E
I
L

e, através dessa base {EI
J} de gl(n,R), a Proposição 2.28 resulta em

α =
∑
I,J

αJI ⊗ EI
J ,

β =
∑
K,L

βLK ⊗ EK
L .

Consequentemente, temos o produto exterior com relação ao produto de matrizes:

α
·
∧ β =

∑
I,J,K,L

(αJI ∧ βLK)⊗ (EI
J · EK

L )

=
∑
I,K,L

(αKI ∧ βLK)⊗ EI
L

e o produto exterior com relação ao colchete de Lie
α [∧] β =

∑
I,J,K,L

(αJI ∧ βLK)⊗ [EI
J , E

K
L ].

Proposição 2.38 Sejam α ∈ Λk
(
M, gl(n,R)

)
e β ∈ Λl

(
M, gl(n,R)

)
. Então,

α [∧] β = α
·
∧ β − (−1)klβ

·
∧α.

Demonstração. A expressão decorre diretamente da definição:
α [∧] β =

∑
I,J,K,L

(αJI ∧ βLK)⊗ [EI
J , E

K
L ]

=
∑

I,J,K,L

(αJI ∧ βLK)⊗
(
EI
J · EK

L − EK
L · EI

J

)
=

∑
I,J,K,L

(αJI ∧ βLK)⊗
(
δKJ E

I
L − δILEK

J

)
=

∑
I,J,K,L

(αJI ∧ βLK)⊗
(
δKJ E

I
L

)
−

∑
I,J,K,L

(αJI ∧ βLK)⊗
(
δILE

K
J

)
=

∑
I,J,K,L

(αKI ∧ βLK)⊗ EI
L −

∑
I,J,K,L

(αJL ∧ βLK)⊗ EK
J

=
∑

I,J,K,L

(αKI ∧ βLK)⊗ EI
L − (−1)kl

∑
I,J,K,L

(βLK ∧ αJL)⊗ EK
J

= α
·
∧ β − (−1)klβ

·
∧α.

Como consequência direta da Proposição 2.38, segue que:

Corolário 2.39 Dado α ∈ Λk
(
M, gl(n,R)

)
, temos

α [∧] α =
2α

·
∧α se k é ímpar

0 se k é par
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2.2.3 Forma de Conexão em Fibrados Principais
Definição 2.40 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal. Então, definimos uma forma
de conexão como sendo uma 1-forma ω ∈ Λ1(P ; g) tal que:

a) para todo Xe ∈ g: ω
(
X
)

= Xe.

b) para todo g ∈ G: (rg)∗ω = Adg−1 ◦ ω

Teorema 2.41 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal. Então, existe uma bijeção entre
as conexões de Ehresmann e as formas de conexão. Mais especificamente:

a) Seja HP uma conexão de Ehresmann em P . Então,

ω
(
X + Y

)
= Xe com Y ∈ Γ(HP )

define uma forma de conexão em P .

b) Seja ω ∈ Λ1(P ; g) uma forma de conexão em P . Então,

(HP )z = ker(ωz) com ωz = ω|TPz

define uma conexão de Ehresmann HP em P .

Demonstração. Ver A.7.

Definição 2.42 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Então, a forma de
Maurer-Cartan é a aplicação µG ∈ Λ1(G; g) definida por

(µG)h(v) = Dh(Lh−1)(v) ∀h ∈ G, v ∈ TGh

Proposição 2.43 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Temos que a forma de
Maurer-Cartan µG ∈ Λ1(G; g) é invariante à esquerda e satisfaz

(Rg)∗ µG = Adg−1 ◦ µG ∀g ∈ G.

Demonstração. Ver A.8.

Proposição 2.44 Seja G um grupo de Lie munido de uma ação à direita ◁ : P ×G→ P
em uma variedade diferenciável P . Denotando a ação por ϕ(p, g) = p ◁ g, temos que

D(p,g)ϕ : T (P ×G)(p,g) → TPp ◁ g

é dada pela expressão (
D(p,g)ϕ

)
(Xp, Yp) = Dp(rg)(Xp) + µG(Yp)p ◁ g.

Demonstração. Ver A.9.

Definição 2.45 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal e ω ∈ Λ1(U ; g) uma forma de
conexão. Dada uma seção local s ∈ Γ(U ;P ), definimos a conexão local

ωs ∈ Λ1(U ; g) com ωs := s∗ω.
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A conexão local também é chamada de campo de gauge. Sendo

si : Ui → P e sj : Uj → P

duas seções locais tais que Ui∩Uj ̸= ∅, segue da ação de G em P ser transitiva nas fibras
que existe uma única função diferenciável

gij : Ui ∩ Uj → G tal que si = sj ◁ gij.

Observação 2.46 Como comenta Biezuner [13, p. 411], as funções gij não são necessari-
amente as funções transição do fibrado principal P . Nesse contexto, elas são as chamadas
mudanças de gauge.

O próximo resultado mostra como mudar coordenadas entre duas conexões locais:

Proposição 2.47 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal com conexão ω ∈ Λ1(P ; g) e

si : Ui → P

sj : Uj → P

duas seções locais tais que Ui ∩ Uj ̸= ∅. Sendo gij uma mudança de gauge, temos

ωj = Ad(gij)−1 ◦ ωi + (gij)∗(µG). (2.2)

em que ωj = (sj)∗ω e ωi = (si)∗ω são as conexões locais.

Demonstração. Ver A.10.

Lema 2.48 Seja G ⊂ GL(n,K) um grupo de Lie matricial. Então,

Adg(Xe) = g−1 ·Xe · g ∀g ∈ G,Xe ∈ g.

e a forma de Maurer-Cartan é

(µG)g(Xg) = g−1 ·Xg ∀Xg ∈ TGg.

Demonstração. Ver Biezuner [13, p. 412], Lema 21.35.

Utilizando o Lema 2.48, temos:

Corolário 2.49 Dado um grupo de Lie matricial G ⊂ GL(n,K), a Equação 2.2 presente
na Proposição 2.47 se reescreve como:

ωj = (gij)−1 · ωi · gij + (gij)−1 · d(gij).

2.3 Conexão no Fibrado dos Referenciais
Iremos especializar o estudo das formas de conexão definidas em fibrados principais

para o caso dos fibrados dos referenciais, assim como analisaremos a relação que existe
entre as formas da conexão e as derivadas covariantes.
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Lema 2.50 Seja {(si, Ui)} uma coleção de seções locais definidas no fibrado principal
(P, π,M ;G). Se existe uma família {ωi ∈ Λ1(Ui; g)} de conexões locais que satisfaz

ωj = Ad(gij)−1 ◦ ωi + (gij)∗(µG), (2.3)

então existe uma única forma da conexão ω definida em P tal que ωsi
= ωi para todo i.

Demonstração. Ver Baum [10, p. 79], Teorema 3.3.

Teorema 2.51 Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n. Existe uma bijeção
entre as derivadas covariantes em TM e as formas de conexão em Λ1

(
Fr(M), gl(n,R)

)
.

Demonstração. Seja ω ∈ Λ1
(

Fr(M), gl(n,R)
)

uma forma de conexão definida no fibrado
dos referenciais em M e seja {EIJ} a base da álgebra de Lie gl(n,R). Então,

ω =
∑
I,J

ωJI ⊗ EI
J com ωJI ∈ Λ1(Fr(M),R).

Dado um referencial local e = (ei) ∈ Γ
(
U,Fr(M)

)
, temos as conexões locais

(ωe)JI = e∗(ωJI ).

Podemos associar a conexão ω a uma derivada covariante

∇ω : Γ(TM)→ Γ(TM∗ ⊗ TM)

através da expressão
∇ω
XeJ :=

∑
I

eI ⊗ (ωe)IJ(X)

por extensão linear e pela regra do produto

∇ω
X(fej) := X(f)⊗ ej + f∇ω

Xej ∀f ∈ C∞(U).

Dado outro referencial local s ∈ Γ
(
U,Fr(M)

)
, seja A : U → GL(n,R) a função transição

tal que s = e · A. Por ser um grupo de Lie matricial, segue do Corolário 2.49 que

ωs = A−1 · ωe · A+ A−1 · dA =⇒ A · ωs = dA+ ωe · A

Desse modo, sendo

ωe =
∑
I,J

(ωe)JI ⊗ EI
J e ωs =

∑
I,J

(ωs)JI ⊗ EI
J ,

temos que a seguinte relação é satisfeita:∑
K

ALK(ωs)KJ = dALJ +
∑
I

(ωe)LIAIJ . (2.4)

Com isso, vamos provar que a derivada covariante ∇ω é bem-definida mostrando que

∇ω(e · A)J = ∇ωsJ .
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Utilizando a Expressão 2.4 na quinta linha, temos:

∇ω(e · A)J = ∇ω

(∑
I

AIJeI

)
=
∑
I

∇ω(AIJeI)

=
∑
I

(
dAIJ ⊗ eI + AIJ∇ωeI

)

=
∑
I

(
dAIJ ⊗ eI + AIJ

∑
L

(ωe)LI ⊗ eL
)

=
∑
L

(
dALJ +

∑
I

AIJ(ωe)LI
)
⊗ eL

=
∑
L

(∑
K

ALK(ωs)KJ
)
⊗ eL

=
∑
K

(
(ωs)KJ ⊗

∑
L

ALKeL

)
=
∑
K

(ωs)KJ ⊗ sK

= ∇ωsJ .

Por outro lado, dada derivada covariante

∇ : Γ(TM)→ Γ(TM∗ ⊗ TM)

e um referencial local e ∈ Γ
(
U,Fr(M)

)
, temos que existe (ωe)IJ ∈ Λ1(U,R) tal que

∇eJ =
∑
I

(ωe)IJ ⊗ eI .

Dado outro referencial local s ∈ Γ
(
U,Fr(M)

)
tal que s = e · A, temos

∇(e · A)J = ∇sJ =⇒ (ωs)IJ =
∑
I,J

(A−1)IK(ωe)KLALJ + (A−1 · dA)IJ .

Tomando uma coleção de referenciais locais {(Uα, eα)}, podemos definir

ωα =
∑
I,J

(ωeα)IJEJ
I

de maneira que, pelo Lema 2.50, existe uma única forma de conexão

ω ∈ Λ1
(

Fr(M), gl(n,R)
)

tal que (eα)∗ω = ωα.

Para o próximo resultado, convém relembrar a condição necessária para uma matriz
fazer parte da álgebra de Lie o(k, l) do grupo ortogonal2 O(k, l). Sendo n = k + l, temos

o(k, l) =
{
A ∈ gl(n) : AT = −η · A · η

}
com η =

[
−Ik×k 0

0 Il×l

]
2Para uma discussão mais detalhada sobre o grupo ortogonal O(k, l), ver Hamilton [37, Seção 6.1], .
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Em outros termos, definindo

ηIJ = ϵIδIJ com ϵk =
1 se i ≥ k + 1
−1 se i ≤ k

obtemos que A ∈ o(k, l) se, e somente se,

AJI = −
∑
K,L

ηIKAKLηLJ

= −
∑
K,L

(
ϵIδIK

)
︸ ︷︷ ︸

ηIK

AKL
(
ϵLδLJ

)
︸ ︷︷ ︸

ηLJ

= −ϵIϵJAIJ .

(2.5)

Consequentemente, temos que OIJ = ϵIEJI − ϵJEIJ ∈ o(k, l):

−ϵIϵJOIJ = −ϵIϵJ
(
ϵIEJI − ϵJEIJ

)
= ϵIEIJ − ϵJEJI

=
(
ϵIEJI − ϵJEIJ

)T
= (OIJ)T

em que utilizamos na segunda linha que (ϵk)2 = 1 para qualquer k.

Teorema 2.52 Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana de dimensão n tal que a
métrica g possui assinatura (k, l). Então, existe uma bijeção entre as derivadas covariantes
em TM e as formas de conexão em Λ1

(
Frg(M), o(k, l)

)
.

Demonstração. Seja ∇ : Γ(TM) → Γ(TM∗ ⊗ TM) uma derivada covariante métrica
definida em TM . Dado um referencial ortonormal e ∈ Γ(U,Frg(M)), a obtenção de uma
forma de conexão ω associada à∇ é feita no Teorema 2.51. Portanto, resta apenas mostrar
que ωe toma valores em o(k, l). Temos que

g(∇XeJ , eK) = g

(∑
I

(ωe)IJ(X)eI , eK
)

= ϵK(ωe)KJ(X).
(2.6)

Por ser uma conexão métrica, temos ∇g = 0 e, consequentemente,

0 = (∇Xg)(eJ , eK)
= X

(
g(eJ , eK)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

−g
(
∇XeJ , eK

)
− g

(
eJ ,∇XeK

)

= −g
(
∇XeJ , eK

)
− g

(
eJ ,∇XeK

)
Com isso, podemos obter a seguinte relação:

ϵK(ωe)KJ = g (∇eJ , eK)
= −g (eJ ,∇eK)
= −ϵJ(ωe)JK .
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Em particular, segue que (ωe)II = 0 e, consequentemente, obtemos

ωe =
∑
I,J

(ωe)IJEIJ

=
∑
I ̸=J

(ωe)IJEIJ

=
∑
I<J

(ωe)IJEIJ +
∑
J<I

(ωe)IJEIJ

=
∑
I<J

(ϵJ)2︸ ︷︷ ︸
=1

(ωe)IJEIJ +
∑
J<I

(ϵI)2︸ ︷︷ ︸
=1

(ωe)IJEIJ

=
∑
I<J

(ϵJ)2(ωe)IJEIJ +
∑
I<J

(ϵJ)2(ωe)JIEJI

=
∑
I<J

(ϵJ)2(ωe)IJEIJ +
∑
I<J

ϵJ
(
ϵJ(ωe)JI

)
EJI

=
∑
I<J

(ϵJ)2(ωe)IJEIJ −
∑
I<J

ϵJ
(
ϵI(ωe)IJ

)
EJI

=
∑
I<J

ϵJ(ωe)IJ
(
ϵJEIJ − ϵIEJI

)
=
∑
I<J

ϵJ(ωe)IJOJI .

(2.7)

em que OJI = ϵJEIJ − ϵIEJI é uma base da álgebra de Lie o(k, l). Por outro lado, seja

ω ∈ Λ1(Frg(M), o(k, l))

uma forma de conexão. Com ela, podemos obter de maneira bem-definida (Teorema 2.51)
a derivada covariante definida pela expressão abaixo:

∇ωeJ =
∑
I

(ωe)IJ ⊗ eI .

Resta mostrar que ∇ω é uma conexão métrica: como ω(X) ∈ o(k, l), a Equação 2.5 dá

(ωe)JI = −ϵIϵJ(ωe)IJ

e, com isso, podemos concluir que

g
(
∇ωeI , eJ

)
= ϵI(ωe)IJ
= −ϵJ(ωe)JI
= −g

(
∇ωeJ , eI

)
.

Definição 2.53 Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana cuja métrica possui assi-
natura (k, l). Então, a conexão associada à derivada covariante de Levi-Civita

∇M : Γ(TM)→ Γ(TM)⊗ Γ(TM∗)

é chamada de conexão de Levi-Civita e será denotada por

ωLC ∈ Λ1
(

Fr+
g (M), o(k, l)

)
.
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Dado um referencial local e ∈ Γ(U,Fr+
g (M)), podemos utilizar a Equação 2.6 na

Expressão 2.7 para obtermos que

(ωLC)e :=
∑
I<J

ϵIϵJg
(
∇MeI , eJ

)
OIJ . (2.8)

Agora, vamos especializar a discussão para so(3):

Definição 2.54 Seja Σ uma variedade Riemanniana. Então, a conexão associada à
derivada covariante de Levi-Civita

∇LC : Γ(TΣ)→ Γ(TΣ)⊗ Γ(TΣ∗)

é chamada de conexão de Levi-Civita e será denotada por

ωLC ∈ Λ1
(

Fr+
g (Σ), so(3)

)
.

De maneira análoga, dado um referencial local e ∈ Γ(U,Fr+
g (Σ)) temos

U Fr+
g (Σ)

so(3)

ωLC

e

=⇒ ωLC
e := e∗(ωLC) ∈ Λ1(U, so(3))

.
Seja {Oij} a base de so(3) dada por Oij = −(Eij − Eji) ∈ so(3):

O12 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , O13 =

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 e O23 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 ,
Então, a Expressão 2.8 da conexão (ωLC

e ) se escreve como:

ωLC
e =

∑
i<j

〈
∇LCei, ej

〉
Oij.

Contudo, para provar o importante Teorema 4.8 que iremos enunciar mais adiante, é
conveniente utilizar a base {Ti}jk = −ϵijk de so(3), dada explicitamente por:

T1 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , T2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 e T3 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0


As duas bases se relacionam pela expressão

Oij =
∑
k

ϵijkTk.

Desse modo, podemos reescrever a conexão ωLC
e como

ωLC
e =

∑
i<j

〈
∇LCei, ej

〉(∑
k

ϵijkTk

)

=
∑
k

1
2
∑
i,j

ϵijk
〈
∇LCei, ej

〉Tk.



Capítulo 2. Conexões em Fibrados 50

Resumidamente, obtivemos que

ωLC
e =

∑
k

(Γe)k Tk com (Γe)k := 1
2
∑
i,j

ϵijk
〈
∇LCei, ej

〉
∈ Λ1(U,R). (2.9)

2.4 Conexão em Fibrados Associados
Definição 2.55 Seja P uma variedade diferenciável e g uma álgebra de Lie. Dizemos
que uma k-forma ω ∈ Λk(P, g) é

a) horizontal se
ωz(X1, · · · , Xk) = 0 ∀z ∈ P

sempre que Xi ∈ VPz para algum i.

b) adjunta se
(rg)∗ω = Adg−1 ◦ ω ∀g ∈ G.

O espaço das k-formas horizontais adjuntas g-valuadas em P é Λk
hor(P, g)Ad.

Proposição 2.56 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal e ω1, ω2 ∈ Λ1(P, g) duas formas
de conexão em P . Então, temos que

ω2 − ω1 ∈ Λ1
hor(P, g)Ad.

Demonstração. Por serem formas de conexão, temos que

(rg)∗ω1 = Adg−1 ◦ ω1

(rg)∗ω2 = Adg−1 ◦ ω2

=⇒ (rg)∗(ω2 − ω1) = (rg)∗ω2 − (rg)∗ω1

= Adg−1 ◦ ω2 − Adg−1 ◦ ω1

= Adg−1 ◦ (ω2 − ω1).

Por outro lado, seja X ∈ Γ(VP ) o campo fundamental de um elemento Xe ∈ g. Então,

(ω2 − ω1)
(
X
)

= ω2
(
X
)
− ω1

(
X
)

= Xe −Xe = 0

Teorema 2.57 Seja EAd = P ×Ad g o fibrado associado ao fibrado principal (P, π,M ;G)
e à representação Adjunta Ad : G→ GL(g). Então, vale o isomorfismo

Λk
hor(P, g)Ad ≃ Λk(M,EAd).

Demonstração. Vamos considerar a aplicação

Φ : Λk
hor(P, g)→ Λk(M,EAd)

definida por
(Φ ◦ ω)x(X1, · · · , Xk) =

[
z, ωz(Y1, · · · , Yk)

]
∈ EAd

x (2.10)

em que π(z) = x ∈M e {Xi}, {Yi} são, respectivamente, campos em TM e TP tais que

Xi = π∗Yi.
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Para mostra que Φ é bem definida é preciso mostrar que Φ independe tanto dos campos
{Yi} quanto dos ponto z ∈ Px utilizados. Assim, sejam {Yi} e {Y ′

i } campos tais que

π∗Yi = Xi = π∗Y
′
i .

Então, decorre de π∗(Yi − Y ′
i ) = 0 que Yi − Y ′

i é um campo vertical e, consequentemente,

ωz(Y ′
1 , · · · , Y ′

k) = ωz
(
(Y1 + (Y ′

1 − Y1), · · · , Yk + (Y ′
k − Yk)

)
= ωz(Y1, · · · , Yk).

Seja z′ ∈ Px outro ponto sobre a fibra Px. Pela Observação 1.28, sabe-se que Px = Orb◁(h)
para algum h ∈ G. Em particular, z′ = z ◁ g−1 para algum g ∈ G e, com isso, temos[

z′, ωz′(Y1, · · · , Yk)
]

=
[
z ◁ g−1, ωz◁g−1(Y1, · · · , Yk)

]
=
[
(z ◁ g−1) ◁ g,Adg−1 ◦

(
ωz◁g−1

)
(Y1, · · · , Yk)

]
= [z,Adg−1 ◦ ωz◁g−1(Y1, · · · , Yk)]
= [z,

(
(rg)∗ω

)
z◁g−1

(Y1, · · · , Yk)]

=
[
z, ωz

(
(rg)∗Y1, · · · , (rg)∗Yk

)]
em que a segunda linha utiliza o fato dos elementos do fibrado associado serem uma classe
de equivalência sobre a ação definida no Lema 1.45. Por fim, temos que

π∗
(
(rg)∗Yi

)
= (π ◦ rg)∗Yi

= π∗Yi.

Agora, seja ω ∈ Λk(M,EAd). Definindo ω ∈ Λk(P, g) por[
p, ωz(Y1, · · · , Yk)

]
= ωx(π∗Y1, · · · , π∗Yk), (2.11)

temos que a aplicação Φ é uma bijeção linear por construção. Dada uma seção s ∈ Γ(U ;P ),

ω(X1, · · · , Xk)
∣∣∣
U

=
[
s, ω(s∗X1, · · · , s∗Xk)

]
∈ Γ(U,EAd)

mostra que ω ∈ Λk(M,EAd).

2.4.1 Transporte Paralelo
Definição 2.58 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal com conexão ω e γ : I →M uma
curva diferenciável em M . Então, a curva γH : I → P é o levantamento horizontal
da curva γ se

a) π ◦ γH = γ;

b) (γH)′(t) ∈ HPγH(t) para todo t ∈ I.

Teorema 2.59 (Existência e Unicidade) Seja (P, π,M) um fibrado principal com conexão
ω e seja γ : I → M uma curva diferenciável em M com γ(a) = p. Para cada z ∈ π−1(p)
existe um único levantamento horizontal γHz tal que γHz (a) = z.
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Demonstração. Ver Biezuner [13, p. 416], Teorema 21.42.

Definição 2.60 Seja (P, π,M ;G) fibrado principal com conexão ω e γ : [0, 1]→M uma
curva diferenciável em M . Definimos o transporte paralelo em P ao longo da curva γ
como sendo a aplicação

Πω
γ : Pγ(0) → Pγ(1) com Πω

γ (z) = γHz (1).

Proposição 2.61 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal com conexão ω. Então, o trans-
porte paralelo Πω

γ satisfaz as seguintes propriedades:

a) é uma aplicação suave que independe da parametrização da curva γ.

b) se γ1 ∗ γ2 é a concatenação de duas curvas γ1, γ2 em M , temos

Πω
γ1∗γ2 = Πω

γ1 ◦ Πω
γ2 .

c) sendo γ− a curva γ com orientação trocada. Então,

Πω
γ− =

(
Πω
γ

)−1

d) é G-equivariante: para todo g ∈ G vale

Πω
γ ◦ rg = rg ◦ Πω

γ .

Demonstração. Ver Hamilton [37, p. 289], Teorema 5.8.4.

Isso nos permite definir a noção de transporte paralelo em fibrados associados:

Definição 2.62 Seja Eρ = P ×ρ V o fibrado associado ao fibrado principal (P, π,M ;G)
e à representação ρ e seja ω uma conexão em P . Definimos o transporte paralelo em
Eρ ao longo de uma curva diferenciável γ : [0, 1]→M como sendo o mapa

ΠEρ,ω
γ : Eρ

γ(0) → Eρ
γ(1) com ΠEρ,ω

γ

(
[p, v]

)
=
[
Πω
γ (p), v

]
.

Proposição 2.63 O transporte paralelo ΠEρ,ω
γ é um isomorfismo linear bem definido.

Demonstração. Por construção, Πω
γ é uma aplicação linear bijetiva, ou seja, um isomor-

fismo linear. Portanto, basta provar que é bem definido:

(p, v) ∼ (p′, v′) ∈ Eγ(0) =⇒ ∃ g ∈ G : (p′, v′) = (p ◁ g, ρ(g)−1v)

e, como Πω
γ é G-equivariante, temos[

Πω
γ (p′), v′

]
=
[
Πω
γ (p ◁ g), ρ(g)−1v

]
=
[
Πω
γ (p) ◁ g, ρ(g)−1v

]
=
[
Πω
γ (p), v

]
.
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2.4.2 Derivada Covariante no Fibrado Associado
Seja Eρ = P ×ρ V o fibrado associado ao fibrado principal (P, π,M ;G) e à representa-

ção ρ e seja ω uma conexão em P . Dada uma seção Φ ∈ Γ(M,Eρ) e um vetor X ∈ TMx

qualquer, podemos é possível escolher uma curva

γ : (−ϵ,+ϵ)→M tal que γ(0) = p e γ′(0) = X.

Com ela, pode-se transportar paralelamente o vetor Φ(γ(t)) ∈ Eγ(t) até a fibra Ep:

D(Φ, γ, x, A) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(
ΠEρ, ω
γt

)−1 (
Φ ◦ γ

)
(t) ∈ Eρ

x.

em que γt denota a restrição da curva γ que começa no tempo 0 e termina no tempo t.
O próximo resultado é peça fundamental para obtermos a expressão da derivada co-

variante com respeito à conexão de Ashtekar, mais adiante.

Teorema 2.64 Seja Eρ = P ×ρ V o fibrado associado ao fibrado principal (P, π,M ;G)
e à representação ρ e seja ω uma conexão em P . Dada uma seção Φ ∈ Γ(M,Eρ), uma
seção local s ∈ Γ(U ;P ) e uma aplicação ϕ : U → V tal que Φ = [s, ϕ], temos que

D(Φ, γ, p, ω) =
[
s(p), ϕ∗(Xp) + (ρ∗ ◦ ωs)(Xp)ϕ(p)

]
.

Demonstração. Como temos s ∈ Γ(U ;P ) e as fibras Px são difeomorfas a G para todo
x ∈M , existe uma única curva q(t) : (−ϵ,+ϵ)→ Px tal que

Πω
γt

(q(t)) = (s ◦ γ)(t).

Assim, denotando q(t) = s(x) ◁ g(t), temos que

(
ΠEρ,ω
γt

)−1 (
(ϕ ◦ γ)(t)

)
=
[(

Πω
γt

)−1
(s ◦ γ)(t), (ϕ ◦ γ)(t)

]
=
[(

Πω
γt

)−1 (
Πω
γt

(q(t))
)
, (ϕ ◦ γ)(t)

]
=
[
s(x) ◁ g(t), (ϕ ◦ γ)(t)

]
=
[
s(x), ρ(g(t))(ϕ ◦ γ)(t)

]
.

Analisando em t = 0, obtemos

s(x) = s(γ(0)) = Πω
γ0(q(0)) = s(x) ◁ g(0) =⇒ g(0) = e ∈ G.

Consequentemente, segue que g′(0) ∈ TGe = g. Portanto,

D(Φ, γ, x, ω) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

[
s(x), ρ(g(t))(ϕ ◦ γ)(t)

]
=
[
s(x), ρ∗(g′(0))ϕ(γ(0)) + ρ(g(0))ϕ′(γ(0))γ′(0)

]
=
[
s(x), ρ∗(g′(0))ϕ(x) + (ϕ∗)xX

]
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Resta explicitar o termo ρ∗(g′(0)). Para isso, observamos que o termo

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Πω
γt

(q(t)) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
s(γ(t))

= (s∗)xX
= ds(X).

também pode ser calculado de outra maneira:

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Πω
γt

(q(t)) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
γHs(x)◁ g(t)(t)

= d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
rg(t) ◦ γHs(x)(t)

=
(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
rg(t)

)
◦ Πω

γ0

(
s(x)

)
+ rg(0) ◦

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Πω
γt

(
s(x)

))

= s(x) ◁ g′(0) + d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Πω
γt

(
s(x)

)
= q′(0) + d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Πω
γt

(
s(x)

)
.

Comparando as duas expressões e utilizando que Πω
γt

(
s(x)

)
∈ ker(ω), obtemos

(s∗ω)(X) = ω(ds(X))
= ω(q′(0)).

Como g(0) ∈ g, podemos definir seu campo fundamental g′(0) de maneira que

q′(0) = g′(0)s(x) =⇒ ω(q′(0)) = g′(0).

Logo, concluímos que

ρ∗(g′(0)) = ρ∗(q′(0))
= ρ∗

(
(s∗ω)(X)

)
= ρ∗(ωs(X)).

Definição 2.65 Seja Eρ = P ×ρV o fibrado associado ao fibrado principal (P, π,M ;G) e
à representação ρ e seja ω uma conexão em P . Dada uma seção Φ ∈ Γ(M ;Eρ), definimos
a derivada covariante de Φ na direção de X ∈ Γ(TM) como sendo o mapa

∇Eρ,ω : Γ(Eρ)→ Λ1(M,Eρ) tal que
(
∇Eρ,ω
X Φ

)
(p) = D(ϕ, γ, p, ω)

em que γ é qualquer curva tal que γ′ = X em p. Localmente, sendo Φ ∈ Γ(U ;Eρ) e
s ∈ Γ(U ;P ) duas seções tais que Φ = [s, ϕ] temos a expressão:

∇Eρ,ω
X Φ =

[
s,∇ω

Xϕ
]

com ∇ω
Xϕ = ϕ∗(X) +

(
ρ∗ ◦ ωs

)
(X)ϕ.



55

Capítulo 3

Formulação ADM

O Formalismo ADM1, também chamado Formulação 3 + 1 da relatividade, é uma
etapa natural no processo de construção de uma teoria de gravitação quântica, baseada
em uma formulação hamiltoniana para a relatividade geral.

Partindo da hipótese que o espaçotempo M admite uma folheação de hipersuperfí-
cies espaciais, o método busca descrever a evolução da geometria (métrica e grandezas
associadas à curvatura) do espaçotempo em termos da geometria das fatias espaciais e
da curvatura extrínseca associada a elas. Dentre os resultados dessa descrição, obtém-se
que a equação de campo de Einstein pode ser vista como uma coleção de vínculos entre
o tensor momento-energia e a curvatura extrínseca.

No decorrer desse capítulo foram utilizadas as referências Baez e Muniain [8], Gour-
goulhon [35] e Wöhr [75]. Outras referências auxiliares que complementam o tema são
Hawking e Ellis [38], Thorne, Wheeler e Misner [70] e Bojowald [15].

De acordo com o objetivo desta dissertação, iremos enunciar e demonstrar todos os
resultados de maneira global, isto é, sem utilizar coordenadas. Contudo, também iremos
enunciar os resultados mais relevantes em coordenadas para possibilitar a comparação
com a literatura física. Essa abordagem é comum em textos de geometria Riemanniana,
mas não é tão comum em geometria Lorentziana.

Neste capítulo estaremos considerando que M é um espaçotempo de dimensão 4 global-
mente hiperbólico. Tal condição causal não é só para restringir a análise a espaçotempos
fisicamente plausíveis, mas também para tornar possível utilizar o seguinte resultado:

Teorema 3.1 (Geroch) Todo espaçotempo M globalmente hiperbólico admite uma hiper-
superfície de Cauchy diferenciável S e um difeomorfismo2 ϕ : M → R× S.

Definição 3.2 Uma coleção {Σt} ⊂ M de hipersuperfícies é uma folheação de M se
existir um mapa Ψ : M → R suave tal que cada Σt seja uma superfície de nível de Ψ:

∀t ∈ R, Σt = {p ∈M : Ψ(p) = t}.

Como consequência direta do Teorema 3.1, temos:

Corolário 3.3 Todo espaçotempo globalmente hiperbólico admite uma folheação de hi-
persuperfícies de Cauchy.

1A sigla ADM se deve aos autores Richard Arnowitt, Stanley Deser e Charles W. Misner [2].
2O Teorema 3.1, inicialmente enunciado por Geroch [2003], garantia a existência de um homeomor-

fismo. Trabalhos mais recentes obtiveram o difeomorfismo (ver Bernal e Sánchez [11]).
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Denotando por t ∈ R o parâmetro temporal3 em M ≃ R × S, podemos utilizar o
difeomorfismo ϕ para induzir uma coordenada temporal em M dada por

τ := ϕ∗(t).

Como grad(τ) é um campo ortogonal à superfície Σ, segue dela ser uma hipersuperfície
de Cauchy que grad(τ) é um campo temporal que permite definir um campo normal e
unitário, convencionado a estar apontando para o futuro, dado por

n := grad(τ)√
−⟨grad(τ), grad(τ)⟩

.

Assim, para todo x ∈M podemos decompor o espaço tangente TMx na soma direta:

TMx = TΣx ⊕ (TΣ)⊥
x .

Consequentemente, todo vetor v ∈ TMx pode ser partido em componentes4 tangenciais e
normais à superfície Σ:

v = −⟨v, n⟩n︸ ︷︷ ︸
normal

+
(
v + ⟨v, n⟩n

)
︸ ︷︷ ︸

tangente

.

Essa decomposição motiva a definição dos operadores projeção:

a) Operador projeção tangente:

tan : Γ(TM)
∣∣∣
Σ
−→ Γ(TΣ) com tan(Z) = Z + ⟨Z, n⟩n.

b) Operador projeção normal:

nor : Γ(TM)
∣∣∣
Σ
−→ Γ(TΣ)⊥ com nor (Z) = −⟨Z, n⟩n.

Seja ∇M a derivada covariante associada à conexão de Levi-Civita em M . Então, dado
dois campos vetoriais X, Y ∈ Γ(TM)

∣∣∣
Σ
, podemos decompor o campo ∇M

XY em

∇M
XY = nor

(
∇M
XY

)
+ tan

(
∇M
XY

)
.

Ao longo desse capítulo, para expressar os resultados em coordenadas estaremos con-
siderando uma carta (U,φ) do espaçotempo (M, η) tal que

∀p ∈M, φ(p) = (τ, x1, x2, x3) com φ(p)
∣∣∣
Σ

= (x1, x2, x3)

e um referencial e = (ei) ∈ Fr+
η (M) tal que e0 = ∂τ e {ei}3

i=1 ∈ Fr+
g (Σ).

3Apesar de ser chamado parâmetro temporal, t é apenas um parâmetro evolutivo sem sentido físico.
4O sinal negativo é necessário, pois n é um vetor temporal
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3.1 Curvatura Extrínseca
Começaremos analisando a decomposição de ∇M

XY quando X, Y ∈ Γ(TΣ).

Lema 3.4 Seja Σ uma hipersuperfície de Cauchy em M . Então, a aplicação

∇Σ : Γ(TΣ)× Γ(TΣ)→ Γ(TΣ) com ∇Σ
XY = tan

(
∇M
XY

)
define uma derivada covariante em Σ.

Demonstração. Ver A.11.

Proposição 3.5 A derivada covariante ∇Σ é a derivada covariante de Levi-Civita em Σ.

Demonstração. Sejam X, Y, Z ∈ Γ(TΣ). Temos que
(i) ∇Σ é métrica: segue da metricidade de ∇M que

X ⟨Y, Z⟩ =
〈
∇M
XY, Z

〉
+
〈
Y,∇M

XZ
〉

=
〈
nor

(
∇M
XY

)
+ tan

(
∇M
XY

)
, Z
〉

+
〈
Y, nor

(
∇M
XZ

)
+ tan

(
∇M
XZ

)〉
=
〈
nor

(
∇M
XY

)
, Z
〉

︸ ︷︷ ︸
=0

+
〈
tan

(
∇M
XY

)
, Z
〉

+
〈
Y, nor

(
∇M
XZ

)〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+
〈
Y, tan

(
∇M
XZ

)〉

=
〈
∇Σ
XY, Z

〉
+
〈
Y,∇Σ

XZ
〉

.

(ii) ∇Σ é livre de torção: segue de ∇M ser livre de torção que

∇Σ
XY −∇Σ

YX = tan
(
∇M
XY

)
− tan

(
∇M
Y X

)
= tan

(
∇M
XY −∇M

Y X
)

= tan([X, Y ])
= [X, Y ].

Definição 3.6 Definimos o operador segunda forma fundamental
K : Γ(TΣ)× Γ(TΣ)→ Γ(TΣ)⊥ com K(X, Y ) = nor

(
∇M
XY

)
.

O tensor κ(X, Y ) = −⟨K(X, Y ), n⟩ é denominado curvatura extrínseca.

Proposição 3.7 A curvatura extrínseca é um tensor simétrico.

Demonstração. A demonstração é direta:
κ(X, Y )− κ(Y,X) = −

〈
nor

(
∇M
XY

)
, n
〉

+
〈
nor

(
∇M
Y X

)
, n
〉

= −
〈
nor

(
∇M
XY

)
− nor

(
∇M
Y X

)
, n
〉

= −
〈
nor

(
∇M
XY −∇M

Y X
)
, n
〉

= −
〈

nor ([X, Y ])︸ ︷︷ ︸
=0

, n

〉

= 0.
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Em particular, como K(X, Y ) = κ(X, Y )n segue que K(X, Y ) = K(Y,X).

Com os resultados anteriores, obtemos:

Corolário 3.8 (Equação de Gauss) Sejam X, Y ∈ Γ(TΣ). Então,

∇M
XY = ∇Σ

XY +K(X, Y ).

Observação 3.9 A nomenclatura curvatura extrínseca se deve ao seu significado geomé-
trico. Considere uma geodésica γ em Σ. Então, por definição

∇Σ
γ′γ′ = 0.

Por outro lado, como Σ é subvariedade de M , temos

∇M
γ′γ′ = ∇Σ

γ′γ′ +K(γ′, γ′) = κ(γ′, γ′)n.

Consequentemente, κ(γ′, γ′) mede a aceleração causada pela curvatura de γ em M .

3.2 Operador de Weingarten
Seja X ∈ Γ(TΣ). Analisaremos como ∇M

X atua em campos normais a Σ.

Proposição 3.10 Seja W a aplicação:

W : Γ(TΣ)⊥ × Γ(TΣ) −→ Γ(TΣ) com WE(X) = tan
(
∇M
XE

)
em que E ∈ Γ(TΣ)⊥, X ∈ Γ(TΣ). Então, vale

a) WfE(X) = fWE(X);

b) ⟨WE(X), Y ⟩ = −⟨K(X, Y ), E⟩.

Demonstração. Seja X ∈ Γ(TΣ), E ∈ Γ(TΣ)⊥ e f ∈ C∞(Σ). Por definição, temos

tangencial︷ ︸︸ ︷
WfE(X) +

normal︷ ︸︸ ︷
nor

(
∇M
X(fE)

)
= ∇M

X(fE)
= X(f)E + f∇M

XE

= X(f)E + f
(
tan

(
∇M
XE

)
+ nor

(
∇M
XE

))
= fWE(X)︸ ︷︷ ︸

tangencial

+X(f)E + nor
(
∇M
XE

)
︸ ︷︷ ︸

normal

.

Comparando as componentes tangenciais, obtemos WfE(X) = fWE(X). Para a proprie-
dade (b), aplicamos ∇M

X em ⟨Y,E⟩ = 0 para obter

0 =
〈
∇M
XY,E

〉
+
〈
Y,∇M

XE
〉

=
〈
∇Σ
XY +K(X, Y ), E

〉
+
〈
Y,WE(X) + nor

(
∇M
XE

)〉
=
〈
∇Σ
XY,E

〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+ ⟨K(X, Y ), E⟩+ ⟨Y,WE(X)⟩+
〈
Y, nor

(
∇M
XE

)〉
︸ ︷︷ ︸

=0

.

Consequentemente, ⟨WE(X), Y ⟩ = −⟨K(X, Y ), E⟩.
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A aplicação WE(X) é chamada o operador de Weingarten com respeito a E.

Definição 3.11 Definimos o operador de Weingarten Wein como

Wein : Γ(TΣ)→ Γ(TΣ) com Wein(X) = tan
(
∇M
Xn
)
. (3.1)

O próximo resultado é fundamental para relacionar os resultados que iremos obter
globalmente com os resultados enunciados na literatura física:

Proposição 3.12 Temos ⟨Wein(X), Y ⟩ = κ(X, Y ). Em coordenadas, Weinij = κij.

Demonstração. Como ⟨WE(X), Y ⟩ = −⟨K(X, Y ), E⟩, tomando E = n obtemos

⟨Wein(X), Y ⟩ = −⟨κ(X, Y )n, n⟩
= κ(X, Y ).

Em coordenadas, temos

κij = ⟨Wein(ei), ej⟩ =
〈∑

k

Weinki ek, ej
〉

=
∑
k

Weinki gkj = Weinij .

Proposição 3.13 O operador Wein é autoadjunto. Ou seja, vale

⟨Wein(X), Y ⟩ = ⟨X,Wein(Y )⟩ .

Demonstração. O resultado é consequência da simetria da curvatura extrínseca:

⟨Wein(X), Y ⟩ = −⟨K(X, Y ), n⟩ = −⟨K(Y,X), n⟩ = ⟨Wein(Y ), X⟩ .

Proposição 3.14 Sejam X, Y ∈ Γ(TΣ). Vale

(Lng)(X, Y ) = 2 ⟨Wein(X), Y ⟩g (3.2)

em que Ln é a derivada de Lie com respeito à n. Em coordenadas, (Lng)ij = 2κij.

Demonstração. A demonstração é direta. Partindo da expressão5

(Lng)(X, Y ) = n
(
g(X, Y )

)
− g

(
[n,X], Y

)
− g

(
X, [n, Y ]

)
,

basta utilizar que ∇M é livre de torção para se obter:

• g
(
[n, X], Y

)
= g

(
∇M
n X −∇M

Xn, Y
)

= g
(
∇M
n X, Y

)
− g

(
Wein(X), Y

) • g
(
X, [n, Y ]

)
= g

(
X,∇M

n Y −∇M
Y n
)

= g
(
X,∇M

n Y
)
− g

(
X, Wein(Y )

)
.

Então, utilizando que Wein é auto-adjunto pode concluir que:

(Lng)(X, Y ) = n
(
g(X, Y )

)
− g

(
∇M
n X, Y

)
+ g

(
Wein(X), Y

)
+ g

(
X, Wein(Y )

)
− g

(
X,∇M

n Y
)

=
(
∇M
n g
)
(X, Y )︸ ︷︷ ︸

=0

+g
(

Wein(X), Y
)

+ g
(
X, Wein(Y )

)
= 2g

(
Wein(X), Y

)
5Para uma revisão sistemática sobre derivadas de Lie, ver Lee [49, Capítulo 12]
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A expressão em coordenadas é consequência direta da Proposição 3.12 e é comumente
escrita na literatura física da seguinte maneira6:

Lngij = 2κij.

Observação 3.15 Como comenta Baez e Muniain [8, p. 284], é padrão na literatura
física escrever, por exemplo, ∇µX

i ao invés de (∇µX)i e LXgij ao invés de (LXg)ij.

3.3 Equação de Gauss-Codazzi
Essa seção é dedicada à obtenção da equação de Gauss-Codazzi, que relaciona relação

a curvatura da variedade ambiente com a curvatura de uma subvariedade Riemanniana.

Teorema 3.16 (Equação de Gauss-Codazzi) Sejam X, Y, Z, V ∈ Γ(TΣ). Então,

RM(X, Y, Z, V ) = RΣ(X, Y, Z, V ) + κ(Y, Z)κ(X, V )− κ(X,Z)κ(Y, V ). (3.3)

Em coordenadas, (RM)ijkl = (RΣ)ijkl + κjkκil − κikκjl.

Demonstração. Para demonstrar a Equação de Gauss-Codazzi, utilizamos a expressão do
endomorfismo curvatura com respeito à conexão ∇M:

RM(X, Y )Z = ∇M
X∇M

Y Z −∇M
Y ∇M

XZ −∇M
[X,Y ]Z. (3.4)

Calculando o primeiro termo que aparece na Expressão 3.4, temos

∇M
X(∇M

Y Z) =∇M
X(∇Σ

YZ +K(Y, Z))
=∇M

X(∇Σ
YZ) +∇M

X(κ(Y, Z)n)
=∇Σ

X∇Σ
YZ +K(X,∇Σ

YZ) +X(κ(Y, Z))n+ κ(Y, Z) Wein(X)

e, portanto, segue que os dois primeiros termos à direita são

• ∇M
X(∇M

Y Z) = ∇Σ
X∇Σ

YZ +
(
κ(X,∇Σ

YZ) +X(κ(Y, Z))
)
n+ κ(Y, Z) Wein(X)

• ∇M
Y (∇M

XZ) = ∇Σ
Y∇Σ

XZ +
(
κ(Y,∇Σ

XZ) + Y (κ(X,Z))
)
n+ κ(X,Z) Wein(Y )

Quanto ao terceiro termo presente na Expressão 3.4, temos

∇M
[X,Y ]Z = ∇Σ

[X,Y ]Z +K([X, Y ], Z)
= ∇Σ

[X,Y ]Z +K(∇Σ
XY −∇Σ

YX,Z)
= ∇Σ

[X,Y ]Z +K(∇Σ
XY, Z)−K(∇Σ

YX,Z)
= ∇Σ

[X,Y ]Z +
(
κ(∇Σ

XY, Z)− κ(∇Σ
YX,Z)

)
n.

6Por exemplo, ver Thiemann [69, p. 42]
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Juntando os termos calculados, concluímos que

RM(X, Y )Z =∇Σ
X∇Σ

YZ +
(
κ(X,∇Σ

YZ)+X(κ(Y, Z))
)
n+ κ(Y, Z) Wein(X)

−∇Σ
Y∇Σ

XZ +
(
−κ(Y,∇Σ

XZ)−Y (κ(X,Z))
)
n−κ(X,Z) Wein(Y )

−∇Σ
[X,Y ]Z +

(
−κ(∇Σ

XY, Z)+κ(∇Σ
YX,Z)

)
n

=RΣ(X, Y )Z + κ(Y, Z) Wein(X)− κ(X,Z) Wein(Y )
+
(
(∇Σ

Xk)(Y, Z)−(∇Σ
Y k)(X,Z)

)
n.

(3.5)

Observando que V ∈ Γ(TΣ) implica em〈(
(∇Σ

Xk)(Y, Z)− (∇Σ
Y k)(X,Z)

)
n, V

〉
= 0,

podemos utilizar a Expressão 3.5 na equação do tensor curvatura:

RM(X, Y, Z, V ) =
〈
RM(X, Y )Z, V

〉
para obter a expressão do enunciado:

RM(X, Y, Z, V ) =
〈
RΣ(X, Y )Z + κ(Y, Z) Wein(X)− κ(X,Z) Wein(Y ), V

〉
=RΣ(X, Y, Z, V ) + κ(Y, Z)⟨Wein(X), V ⟩ − κ(X,Z)⟨Wein(Y ), V ⟩
=RΣ(X, Y, Z, V ) + κ(Y, Z)κ(X, V )− κ(X,Z)κ(Y, V ).

Seja e ∈ Γ
(
U ; Fr+

g (Σ)
)

um referencial em Σ. Então, temos

RM(ei, ej, ek, el) = RΣ(ei, ej, ek, el) + κjkκil − κikκjl.

Complementarmente, observa-se que ao longo da demonstração anterior nós também
obtivemos a Equação de Codazzi:

Corolário 3.17 (Equação de Codazzi) Sejam X, Y, Z ∈ Γ(TΣ). Então,

nor
(
RM(X, Y )Z

)
=
(

(∇Σ
Xk)(Y, Z)− (∇Σ

Y k)(X,Z)
)
n. (3.6)

Em coordenadas, nσRijkσ = ∇jκik −∇iκjk.

Demonstração. A demonstração parte da Expressão 3.5. Observando que〈
RM(X, Y )Z, n

〉
=
〈(
∇Σ
Xk)(Y, Z)− (∇Σ

Y k)(X,Z)
)
n, n

〉
= (∇Σ

Y k)(X,Z)− (∇Σ
Xk)(Y, Z)

e utilizando
〈
RM(X, Y )Z, n

〉
= RM(X, Y, Z, n), concluímos que

RM(X, Y, Z, n) = (∇Σ
Y k)(X,Z)− (∇Σ

Xk)(Y, Z).

Em coordenadas, denotando o vetor normal à Σ por n = ∑
σ n

σeσ, obtemos

nσRM(ei, ej, ek, eσ) = (∇Σ
j κ)(ei, ek)− (∇Σ

i κ)(ej, ek).
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Observação 3.18 No caso especial que n = e0, tem-se

(RM)ijk0 = (∇Σ
j κ)(ei, ek)− (∇Σ

i κ)(ej, ek),

recuperando a expressão obtida em Baez e Muniain [8, p. 422] ao utilizar

(RM)ijk0 = −(RM)0
ijk.

A equação de Codazzi também pode ser reescrita como:

nor
(
RM(X, Y )Z

)
=
〈
(∇Σ

X Wein)Y − (∇Σ
Y Wein)(X), Z

〉
.

Utilizando que ⟨Wein(X), Y ⟩ = κ(X, Y ), temos

nor
(
RM(X, Y )Z

)
=(∇Σ

Xk)(Y, Z)− (∇Σ
Y k)(X,Z)

=X(κ(Y, Z))− κ(Y,∇Σ
XZ)− κ(∇Σ

XY, Z)
− Y (κ(X,Z)) + κ(X,∇Σ

YZ) + κ(∇Σ
YX,Z)

=X(⟨Wein(Y ), Z⟩)−
〈
Wein(Y ),∇Σ

XZ
〉
−
〈
Wein(∇Σ

XY ), Z
〉

−Y (⟨Wein(X), Z⟩) +
〈
Wein(X),∇Σ

YZ
〉

+
〈
Wein(∇Σ

YX), Z
〉

=
〈
∇Σ
X(Wein(Y )), Z

〉
−
〈
Wein(∇Σ

XY ), Z
〉

−
〈
∇Σ
Y (Wein(X)), Z

〉
+
〈
Wein(∇Σ

YX), Z
〉

=
〈
(∇Σ

X Wein)Y − (∇Σ
Y Wein)(X), Z

〉
.

3.4 Equação de Gauss
Definição 3.19 Seja X ∈ Γ(TM). O divergente de X é

divX =
∑
i

〈
∇M
i X, ei

〉
−
〈
∇M
n X,n

〉
Proposição 3.20 O divergente satisfaz a regra do produto:

div(fX) = X(f) + f div(X).

Demonstração. Aplicando fX na expressão do divergente, temos

div(fX) =
∑
i

〈
∇M
i (fX), ei

〉
−
〈
∇M
n (fX), n

〉
=
∑
i

〈
ei(f)X + f∇M

i X, ei
〉
−
〈
n(f)X + f∇M

n X,n
〉

=
∑
i

ei(f) ⟨X, ei⟩ − n(f) ⟨X,n⟩+ f

(∑
i

〈
∇M
i X, ei

〉
−
〈
∇M
n X,n

〉)

=
〈
X,
∑
i

ei(f)ei − n(f)n
〉

+ f div(X)

= ⟨X, grad(f)⟩+ f div(X).

O resultado segue de ⟨X, grad(f)⟩ = df(X) = X(f).
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Antes do próximo teorema, algumas propriedades que serão utilizadas:

Lema 3.21 Seja f ∈ C∞(Σ) e X ∈ Γ(TM). Então,

a)
〈
∇M
n n, n

〉
= 0;

b) tr(Wein) = div(n);

c) div
(

tr(Wein)n
)

= n
(

tr(Wein)
)

+ tr(Wein)2

Demonstração. Sejam f ∈ C∞(Σ) e X ∈ Γ(TM). Então,

i) aplicando ∇M
n em ⟨n, n⟩ = −1, temos

0 =
〈
∇M
n n, n

〉
+
〈
n,∇M

n n
〉

= 2
〈
∇M
n n, n

〉
.

ii) como
〈
∇M
n n, n

〉
= 0, segue da definição de divergente que

div(n) =
∑
i

〈
∇M
i n, ei

〉
−
〈
∇M
n n, n

〉
︸ ︷︷ ︸

=0

=
∑
i

⟨Wein(ei), ei⟩

= tr(Wein).

iii) Utilizando f = tr(Wein) e X = n na expressão div(fX), temos

div(tr(Wein)n) = n(tr(Wein)) + tr(Wein) div(n)
= n(tr(Wein)) + tr(Wein)2.

Agora estamos em condições de provar o principal resultado deste capítulo:

Teorema 3.22 (Equação de Gauss) A curvatura escalar RM de M é expressa por

RM = RΣ + tr
(
Wein2

)
− tr(Wein)2 − 2 div

(
∇M
n n− tr(Wein)n

)
(3.7)

Em coordenadas, denotando va = nc∇M
c n

a − na∇M
c n

c, obtemos

RM = RΣ + κabκ
ba − (κaa)2 − 2∇av

a. (3.8)

Demonstração. Abrindo a expressão da curvatura escalar, temos três componentes:

RM =
∑
i,j

〈
RM(ei, ej)ej , ei

〉
︸ ︷︷ ︸

(a)

−
∑
i

〈
RM(ei, n)n, ei

〉
−
∑
j

〈
RM(n, ej)ej , n

〉
︸ ︷︷ ︸

(b)

+
〈
RM(n, n)n, n

〉
︸ ︷︷ ︸

(c)

.

De imediato, segue das simetrias do tensor curvatura que:

(i) o termo (c) é identicamente nulo:
〈
RM(n, n)n, n

〉
= 0;
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(ii) o termo (b) é dado por

−
∑
i

〈
RM(ei, n)n, ei

〉
−
∑
j

〈
RM(n, ej)ej, n

〉
= −2

∑
i

〈
RM(ei, n)n, ei

〉
.

Quanto ao termo (a), basta utilizarmos a equação de Gauss-Codazzi:∑
i,j

〈
RM(ei, ej)ej , ei

〉
=
∑
i,j

RΣ(ei, ej , ej , ei)

+
∑
i,j

(
⟨Wein(ej), ej⟩ ⟨Wein(ei), ei⟩ − ⟨Wein(ei), ej⟩ ⟨Wein(ej), ei⟩

)
.

Das componentes da expressão acima, a primeira linha é imediata:∑
i,j

RΣ(ei, ej, ej, ei) = RΣ.

Analisando as componentes da segunda linha, temos
•
∑
i,j

⟨ej,Wein(ej)⟩⟨Wein(ei), ei⟩ =
∑
j

⟨ej,Wein(ej)⟩
∑
i

⟨Wein(ei), ei⟩

= tr(Wein)2

•
∑
i,j

⟨ej,Wein(ei)⟩ ⟨Wein(ej), ei⟩ =
∑
i,j

⟨Wein(ej), ei⟩ ⟨Wein(ej), ei⟩

=
∑
j

〈
Wein(ej),

∑
i

⟨Wein(ej), ei⟩ ei
〉

=
∑
j

⟨Wein(ej),Wein(ej)⟩

=
∑
j

〈
Wein2(ej), ej

〉
= tr Wein2 .

Consequentemente, concluímos que o termo (a) é∑
i,j

〈
RM(ei, ej)ej, ei

〉
= RΣ + tr(Wein)2 − tr Wein2 .

Como resultado, obtivemos a expressão:
RM = RΣ − tr

(
Wein2

)
+ tr(Wein)2 − 2

∑
i

〈
RM(ei, n)n, ei

〉
. (3.9)

Podemos explicitar ainda mais o último termo da Expressão 3.9 acima. Temos∑
i

〈
RM(ei, n)n, ei

〉
=
∑
i

〈
∇M
i ∇M

n n−∇M
n ∇M

i n−∇M
[ei,n]n, ei

〉
=
∑
i

〈
∇M
i ∇M

n n, ei
〉
−
∑
i

〈
∇M
n ∇M

i n, ei
〉

−
∑
i

〈
∇M

(∇M
i n−∇M

n ei)n, ei
〉

=
∑
i

〈
∇M
i ∇M

n n, ei
〉

︸ ︷︷ ︸
(A)

−
∑
i

〈
∇M
n ∇M

i n, ei
〉

︸ ︷︷ ︸
(B)

−
∑
i

〈
∇M

∇M
i n
n, ei

〉
︸ ︷︷ ︸

(C)

+
∑
i

〈
∇M

∇M
n ei
n, ei

〉
︸ ︷︷ ︸

(D)

.
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Iremos analisar cada um destes quatro termos:
(i) Termo (A): como

〈
∇M
n n, n

〉
= 0, segue da metricidade de ∇M que∑

i

〈
∇M
i ∇M

n n, ei
〉

= div(∇M
n n) +

〈
∇M
n (∇M

n n), n
〉

= div(∇M
n n)−

〈
∇M
n n,∇M

n n
〉

= div(∇M
n n)−

∥∥∥∇M
n n
∥∥∥2
.

(ii) Termo (B): pela metricidade de ∇M e pelo Lema 3.21, temos∑
i

〈
∇M
n ∇M

i n, ei
〉

=
∑
i

n
( 〈
∇M
i n, ei

〉 )
−
∑
i

〈
∇M
i n,∇M

n ei
〉

= n
(∑

i

〈
∇M
i n, ei

〉 )
−
∑
i

〈
∇M
i n,∇M

n ei
〉

= div
(

tr(Wein)n
)
− tr(Wein)2 −

∑
i

〈
∇M
i n,∇M

n ei
〉
.

(iii) Termo (C): segue da definição do operador Wein:∑
i

〈
∇M

∇M
i n
n, ei

〉
=
∑
i

〈
∇M

Wein(ei)n, ei
〉

=
∑
i

⟨Wein(Wein(ei)), ei⟩

=
∑
i

〈
Wein2(ei), ei

〉
= tr

(
Wein2

)
.

O termo (D) não é tão imediato. Para analisá-lo, observe que

∇M
n ei =

∑
j

〈
∇M
n ei, ej

〉
ej −

〈
∇M
n ei, n

〉
n

= −
∑
j

〈
∇M
n ej, ei

〉
ej +

〈
∇M
n n, ei

〉
n,

pois, pela metricidade de ∇M, temos
•
〈
∇M
n ei, ej

〉
= −

〈
ei,∇M

n ej
〉

+ n
(
⟨ei, ej⟩

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= −
〈
ei,∇M

n ej
〉

•
〈
∇M
n ei, n

〉
= −

〈
ei,∇M

n n
〉

+ n
(
⟨ei, n⟩

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= −
〈
ei,∇M

n n
〉
.

Com esta observação, prosseguimos abrindo o termo (D):∑
i

〈
∇M

∇M
n ei
n, ei

〉
=
∑
i

〈
∇M

−
∑

j
⟨∇M

n ej ,ei⟩ej+⟨∇M
n n,ei⟩nn, ei

〉

=
∑
i

〈
−
∑
j

〈
∇M
n ej, ei

〉
∇M
j n+

〈
∇M
n n, ei

〉
∇M
n n, ei

〉

= −
∑
j

〈
∇M
j n,

∑
i

〈
∇M
n ej, ei

〉
ei

〉
︸ ︷︷ ︸

(D1)

+
〈
∇M
n n,

∑
i

〈
∇M
n n, ei

〉
ei

〉
︸ ︷︷ ︸

(D2)

.

Analisando os termos (D1) e (D2), temos:
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(i) Termo (D1): como ∇M
j n = Wein(ej) ∈ Γ(TΣ), temos

〈
∇M
j n, n

〉
= 0. Logo,

∑
j

〈
∇M
j n,

∑
i

〈
∇M
n ej, ei

〉
ei

〉
=
∑
j

〈
∇M
j n,

∑
i

〈
∇M
n ej, ei

〉
ei −

〈
∇M
n ej, n

〉
n

〉

=
∑
j

〈
∇M
j n,∇M

n ej
〉
.

(ii) Termo (D2): como
〈
∇M
n n, n

〉
= 0, segue que〈

∇M
n n,

∑
i

〈
∇M
n n, ei

〉
ei

〉
=
〈
∇M
n n,

∑
i

〈
∇M
n n, ei

〉
ei −

〈
∇M
n n, n

〉
n

〉
=
〈
∇M
n n,∇M

n n
〉

=
∥∥∥∇M

n n
∥∥∥2
.

Desse modo, o termo (D) é simplesmente∑
i

〈
∇M

∇M
n ei
n, ei

〉
= −

∑
j

〈
∇M
j n,∇M

n ej
〉

+
∥∥∥∇M

n n
∥∥∥2
.

Juntando as componentes que obtivemos até então, concluímos que∑
i

〈
RM(ei, n)n, ei

〉
= div(∇M

n n)−
∥∥∥∇M

n n
∥∥∥2

︸ ︷︷ ︸
(A)

−
(

div
(

tr(Wein)n
)
− tr(Wein)2 −

∑
i

〈
∇M
i n,∇M

n ei
〉)

︸ ︷︷ ︸
(B)

− tr
(
Wein2

)
︸ ︷︷ ︸

(C)

−
∑
j

〈
∇M
j n,∇M

n ej
〉
+
∥∥∥∇M

n n
∥∥∥2

︸ ︷︷ ︸
(D)

= tr(Wein)2 − tr
(
Wein2

)
+ div

(
∇M
n n− tr(Wein)n

)
.

Portanto, a curvatura RM é

RM = RΣ − tr
(
Wein2

)
+ tr(Wein)2 − 2

(
tr(Wein)2 − tr

(
Wein2

)
+ div

(
∇M
n n− tr(Wein)n

))
= RΣ + tr

(
Wein2

)
− tr(Wein)2 − 2 div

(
∇M
n n− tr(Wein)n

)
.

Para expressar em coordenadas, utilizamos que Weinij = κij (Proposição 3.12). Assim,

tr
(
Wein2

)
= Weinab Weinba = κabκ

ba,

tr(Wein)2 = (Weinaa)2 = (κaa)2.

Para o termo envolvendo divergente, utilizamos o Lema 3.21:

div
(
∇M
n n− tr(Wein)n

)
= div(∇M

n n)− div
(

tr(Wein)n
)

= div(∇M
n n)− n

(
div(n)

)
− div(n)2
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Analisando termo a termo e lembrando da Observação 3.15, temos

n(div(n)) = na∇M
a (∇M

c n
c)

div(n)2 = (∇M
a n

a)(∇M
c n

c)
div(∇M

n n) = ∇M
a (∇M

n n)a = ∇M
a ∇M

n n
a.

Consequentemente, obtemos

div
(
∇M
n n− tr(Wein)n

)
= ∇M

a ∇M
n n

a − (∇M
a n

a)(∇M
c n

c)− na∇M
a (∇M

c n
c)

= ∇M
a

(
nc∇M

c n
a − na∇M

c n
c
)
.

Denotando por va = nc∇M
c n

a − na∇M
c n

c, recuperamos a expressão

RM = RΣ + κabκ
ba − (κaa)2 − 2∇av

a

da maneira que ela é enunciada em Bojowald [15, p. 49] e Thiemann [69, p. 44].

3.5 Decompondo a Equação de Campo
A decomposição 3 + 1 do espaçotempo permite reescrever a equação de campo de

Einstein através de vínculos entre a curvatura extrínseca e o tensor momento-energia.
Relembrando, sendo X, Y ∈ Γ(TM) a Equação de Campo de Einstein7 é

RicM(X, Y )− 1
2g(X, Y )RM = 8πT (X, Y ), (3.10)

em que T é o tensor momento-energia. Em coordenadas,

Gµν := (RM)µν −
1
2gµνR

M = 8πTµν (3.11)

onde utilizamos o chamado tensor de Einstein Gµν .
Como discute Hawking e Ellis [38, Seção 4.3] e Thorne, Wheeler e Misner [70, Seção

5.3], as componentes do tensor momento-energia podem ser interpretadas da seguinte
forma:

a) Componente temporal T00: é a densidade de massa-energia, denotada por E.

b) Componente espaço-temporal T0j: é a densidade de momento, denotada por pj.

c) Componente espacial Tij: é a componente associada ao estresse. Geometricamente,
ela pode ser interpretada como sendo a j-ésima componente do fluxo do momento
pi ao atravessar uma região (de área unitária) orientada perpendicular a ej.

Proposição 3.23 Das 10 equações independentes presentes em

8πTµν = Gµν ,

quatro são vínculos entre a curvatura extrínseca e a parte espaço-temporal do tensor
momento-energia, expressos por:

16πE = RM − tr
(
Wein2

)
+ tr(Wein)2 (vínculo Hamiltoniano) (3.12)

8πpj = ∇Σ
i κ

i
j −∇Σ

j κ
i
i (vínculo do momento) (3.13)

7Como Tµν é um tensor simétrico, a equação de campo possui apenas 10 equações independentes.
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Demonstração. A Equação 3.9 pode ser expressa em termos do tensor de Ricci:

RM = RΣ − tr
(
Wein2

)
+ tr(Wein)2 − 2RicM(n, n).

Consequentemente, temos

RΣ − tr
(
Wein2

)
+ tr(Wein)2 = 2RicM(n, n) +RM

= 16πT (n, n).

Utilizando n = ∂0, o primeiro vínculo é imediato:

RM − tr
(
Wein2

)
+ tr(Wein)2 = 16πE

Sejam X, Y, Z ∈ Γ(TΣ). Utilizando a simetria do tensor curvatura〈
RM(X, Y )Z, n

〉
= −

〈
RM(X, Y )n, Z

〉
e a Expressão 3.5, obtemos que

RicM(Y, n) =
∑
i

〈
RM(ei, Y )n, ei

〉
=
∑
i

(
(∇Σ

i κ)(Y, ei)− (∇Σ
Y κ)(ei, ei)

)
.

Logo, a equação de campo é

RicM(Y, n)− 1
2 ⟨Y, n⟩︸ ︷︷ ︸

=0

RM = 8πT (Y, n),

de maneira que obtemos o vínculo:∑
i

(
(∇Σ

i κ)(ej, ei)− (∇Σ
j κ)(ei, ei)

)
= 8πpj.

Proposição 3.24 A Lagrangiana de Einstein-Hilbert é

LEH =
∫

Σ
d volg

(
RΣ + tr

(
Wein2

)
− tr(Wein)2 − 2 div

(
∇M
n n− tr(Wein)n

))
. (3.14)

Em coordenadas, denotando va = nc∇M
c n

a − na∇M
c n

c, temos:

LEH =
∫

Σ
d volg

(
RΣ + κabκ

ba − (κaa)2 − 2∇av
a
)
. (3.15)

Observação 3.25 Negligenciando os termos de fronteira, temos

LEH =
∫

Σ
d volg

(
RΣ + tr

(
Wein2

)
− tr(Wein)2

)
(3.16)

cuja expressão em coordenadas é

LEH =
∫

Σ
d volg

(
RΣ + κabκ

ba − (κaa)2
)
.

O artigo Regge e Teitelboim [61] faz uma excelente discussão sobre o tratamento matemá-
tico do termo de fronteira, destacando sua importância para uma formulação consistente
da teoria Hamiltoniana.
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Observação 3.26 Apesar de tr(Wein) = div(n), o termo tr(Wein) não foi negligenciado
junto com os demais termos envolvendo o divergente. Isso se deve ao Lema 3.21:

tr(Wein)2 = div
(

tr(Wein)n
)
− n(tr(Wein)

)
evidencia que esse termo não é do tipo div(·) e, consequentemente, não pode ser conside-
rado como sendo um termo de fronteira.

A Lagrangiana de Einstein-Hilbert expressa em termos da curvatura extrínseca é o
primeiro passo para a Formulação hamiltoniana da Relatividade Geral. Temos

a) Componente cinética: tr(Wein)2 = (κaa)2;

b) Componente interpretada como um potencial: RΣ + tr
(
Wein2

)
= RΣ + κabκ

ba.

Isso sugere interpretar a curvatura extrínseca como sendo a velocidade da métrica g|Σ,
além de fornecer um candidato para ser o momento canônico da formulação hamiltoniana:

Queremos escrever essa ação de forma canônica, ou seja, gostaríamos de aplicar
a transformação de Legendre na densidade Lagrangiana que aparece em 3.16
para a densidade Hamiltoniana correspondente [...]. Para analisar ainda mais o
sistema, é necessário aplicar o algoritmo de Dirac para sistemas Hamiltonianos
com vínculos. (Thiemann [69, p. 46])

Para uma discussão mais detalhada a respeito do formalismo ADM e sobre formulação
hamiltoniana da relatividade, sugerimos consultar as seguintes referências: Dirac [22],
Thiemann [69], Giesel [33], Dias [21] e Danieli e Molinari [20].
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Capítulo 4

Conexão de Ashtekar

Historicamente, Abhay Ashtekar [1986] introduziu um conjunto de novas variáveis
que permitiam reescrever os vínculos obtidos na teoria hamiltoniana da relatividade ge-
ral de maneira muito mais simples1. Até então, um grande obstáculo ao programa de
quantização consistia no fato dos vínculos da teoria hamiltoniana serem não-polinomiais.

A formulação canônica da relatividade geral em variáveis complexas de Ash-
tekar [3] reformula a gravidade como uma teoria de gauge semelhante à teoria
de Yang-Mills, o que mostrou um novo caminho para se construir uma teoria
quântica da gravidade. Embora essa reformulação da gravidade [...] tenha a
vantagem de obter restrições algebricamente simples, condições de realidade
complicadas devem ser impostas às variáveis canônicas para se recuperar a
relatividade geral [...] (Bojowald e Das [16]).

Visando resolver os problemas envolvendo a imposição de condições de realidade2 que
uma teoria de gravitação complexificada tem de lidar, Fernando Barbero [1995] introduziu
variáveis de Ashtekar reais, evitando o aparecimento de campos complexos.

Posteriormente, S. Holst [39] generalizou a ação de Einstein-Hilbert-Palatini de ma-
neira a recuperar o formalismo hamiltoniano obtido por Barbero sem que as equações de
movimento da ação original se alterassem. Essa generalização se deve à adição de um
termo topológico, o que é bem discutido em Mercuri [53].

Como resultado deste processo histórico3, novos trabalhos desenvolveram a chamada
gravitação quântica em laços. Dentre os trabalhos pioneiros no tema, destacam-se Rovelli
e Smolin [63], Ashtekar, Rovelli e Smolin [6] e Gambini [28]:

A representação em loops é um desenvolvimento da reformulação de Ashtekar
da relatividade geral e é motivada pela descoberta de um conjunto de soluções
da equação de Wheeler-DeWitt relacionadas a laços. [...] Definimos a repre-
sentação em laços como a quantização de uma álgebra de Poisson adequada
de observáveis clássicos não-locais (Rovelli e Smolin [63]).

Para outras referências complementares sobre o tópico, sugerimos Ashtekar e Tate [7],
Immirzi [42], Alexandrov e Livine [1], Ashtekar e Lewandowski [5] e Vyas e Joshi [73].

1Apesar dos trabalhos de Ashtekar terem sido no contexto da formulação hamiltoniana, Ted Jacobson
e Lee Smolin [44] obtiveram a conexão de Ashtekar através do formalismo lagrangiano.

2Condições de realidade são vínculos impostos em teorias complexificadas visando passar grandezas
com graus de liberdade complexos para reais

3Uma ordenação histórica detalhada é feita em Thiemann [69, p. 118, Capítulo 4].
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Seguindo o artigo Fleischhack e Levermann [25] e a tese Wöhr [75], utilizaremos todo o
arcabouço matemático desenvolvido anteriormente para construir a conexão de Ashtekar.
Como no Capítulo 3, vamos considerar que M é um espaçotempo globalmente hiperbólico
de dimensão quatro e Σ ⊂M é uma superfície de Cauchy4.

Notação 4.1 Para não sobrecarregar a notação em algumas expressões, definiremos que:
• Eρ = Fr+

g (Σ)×ρR3 em que ρ é a representação usual determinada por ρA(x) = A ·x;

• Ead = Fr+
g (Σ)×Ad so(3).

Um resultado fundamental para o restante do capítulo consiste no espaço das conexões
definidas no fibrado dos referenciais Fr+

g (Σ) de uma variedade Riemanniana (Σ, g) ser
isomorfo ao espaço das formas com valores no fibrado tangente TΣ:

Teorema 4.2 Seja (Σ, g) uma variedade Riemanniana. Então, existe um isomorfismo

C
(
Fr+

g (Σ)
)
≃ Λ1(Σ, TΣ)

em que C
(
Fr+

g (Σ)
)

é o espaço afim das conexões definidas em Fr+
g (Σ).

Demonstração. Pela Proposição 1.53, as representações

Ad : SO(3)→ so(3) e ρ : SO(3)→ R3

são equivalentes. Portanto, pelo Teorema 1.49 existe um isomorfismo

F : Fr+
g (Σ)×Ad so(3) −→ Fr+

g (Σ)×ρ R3.

Pela Proposição 1.50, também temos um isomorfismo

B : Fr+
g (Σ)×ρ R3 −→ TΣ,

de maneira que a composição

B ◦ F : Fr+
g (Σ)×Ad so(3) −→ TΣ

é um isomorfismo. Por outro lado, como o Teorema 2.57 garante que há um isomorfismo

Φ : Λ1
hor

(
Fr+

g (Σ), so(3)
)ad
−→ Λ1

(
Σ,Fr+

g (Σ)×Ad so(3)
)
,

temos um isomorfismo J dado por J(ω) = (B ◦ F ◦ Φ)(ω):

Λ1
hor

(
Fr+

g (Σ), so(3)
)ad

Λ1
(
Σ,Fr+

g (Σ)×Ad so(3)
)

Λ1(Σ,Fr+
g (Σ)×ρ R3)

Λ1(Σ, TΣ)

F

Φ

BJ

A conclusão do teorema é uma consequência direta de C
(
Fr+

g (Σ)
)

ser um espaço afim

sobre Λ1
hor

(
Fr+

g (Σ), so(3)
)ad

(Proposição 2.56).
4O Teorema 3.1 garante a existência dessa superfície.
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Como consequência direta do resultado acima, temos:

Corolário 4.3 Seja ωLC a conexão de Levi-Civita definida em uma variedade Rieman-
niana (Σ, g). Então, o espaço C

(
Fr+

g (Σ)
)

é dado explicitamente por

C
(
Fr+

g (Σ)
)
≃
{
ωLC + J−1(S) : S ∈ Λ1(Σ, TΣ)

}
. (4.1)

Para discorrer um pouco mais sobre o isomorfismo J, vamos estabelecer que:
• z ∈ Fr+

g (Σ)x é um ponto na fibra sobre x ∈ Σ.

• X̃ ∈ T (Fr+
g (Σ)x)z é o levantamento de um vetor X ∈ TΣx;

• ω ∈ Λ1
(
Σ,Fr+

g (Σ)x ×Ad so(3)
)

e ω ∈ Λ1
hor

(
Fr+

g (Σ), so(3)
)ad

tais que

Λ1
hor

(
Fr+

g (Σ), so(3)
)ad
≃ Λ1

(
M,Fr+

g (Σ)×Ad so(3)
)

ω ←→ ω

via isomorfismo Φ do Teorema 2.57.

• e ∈ Γ(U ; Fr+
g (Σ)) é um referencial local em U ⊂ Σ e {ui} é a base canônica de R3;

• S ∈ Λ1(U ;TΣ) é uma forma vetorial definida localmente em U ;

• π : Fr+
g (Σ)→ Σ é a projeção do fibrado.

Primeiro, temos que o isomorfismo é dado explicitamente por
Jx(ω)(X) = (B ◦ F ◦ Φ)(ωx(X))

= (B ◦ F)
[
z, ωz(X̃)

]
= B

[
z, f

(
ωz(X̃)

)] (4.2)

em que na segunda linha utilizamos a Equação 2.10, presente no Teorema 2.57 que define
o isomorfismo Φ. Utilizando o difeomorfismo

iz : so(3)→ Fr+
g (Σ)x ×Ad so(3) com iz(T ) = [z, T ]

e definindo S := J−1(S) ∈ Λ1
hor

(
Fr+

g (Σ), so(3)
)ad

, temos

iz
(
(J−1 ◦ S)(X̃)

)
= [z, J−1(S)(X̃)]

=
(
Φ ◦ J−1(S)

)
(π∗X̃)

=
(
F−1 ◦B−1 ◦ S

)
z
(X)

em que utilizamos a Equação 2.11 na segunda linha. Desse modo, temos(
J−1
z (S)

)
(X̃) = i−1

z

((
F−1 ◦B−1 ◦ Sπ(z)

)
(X)

)
=
(
i−1
z ◦ F−1 ◦B−1

)(∑
i

〈
Sπ(z)(X), ei

〉
g
ei

)
=
∑
i

〈
Sπ(z)(X), ei

〉
g

(
i−1
z ◦ F−1 ◦B−1(ei)

)
=
∑
i

〈
Sπ(z)(X), ei

〉
g
Ti.
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O resultado obtido pode ser resumido na equação

(Sz)i(X̃) =
〈
Sπ(z)(X), ei

〉
g
. (4.3)

Portanto, o pullback Se = e∗(S) é expresso por

(Se)x(X) = e∗(S)x(X)
= Se(x)((Dxe)X)
=
∑
i

〈
Sπ(e(x))

(
De(x)π

(
(Dxe)(X)

))
, ei
〉
g
Ti

=
∑
i

⟨Sx(X), ei⟩g Ti

=
∑
i

(Si)x(X)Ti

(4.4)

em que aplicamos a Equação 4.3 na segunda linha, assim como a regra da cadeia

π ◦ e = id|U =⇒ (Dπ(e(x))π ◦Dxe)(X) = X.

4.1 Produto Vetorial em TΣ
Esta seção é dedicada a transferir o produto vetorial definido em R3 para o fibrado

tangente TΣ. Para isso, utilizaremos o isomorfismo

B : Fr+
g (Σ)×ρ R3 → TΣ com B

∣∣∣
Eρ

x

[e, v] =
(
x,
∑
i

viei

)

garantido pela Proposição 1.50. Então,

• como {ei} é uma base orientada de TΣx, podemos utilizar B|Eρ
x
[e, ui] = ei para

definirmos uma base {ui} orientada de R3;

• como (Σ, g) é uma variedade Riemanniana, o produto interno g em Σ pode ser
utilizado para induzir um produto interno em R3 dado por

⟨ui, uj⟩R3 := g(ei, ej) = δij.

Logo, a fibra R3 ≃ TΣx munida do produto interno ⟨·, ·⟩R3 é um espaço euclidiano
orientado que pode ser equipado com o produto vetorial R3 × R3 → R3 definido por

ui × uj =
∑
k

ϵijkuk

e que faz de (R3,×) uma álgebra de Lie. Desse modo, cada fibra Eρ
x admite o produto(

Fr+
g (Σ)x ×ρ R3

)
×
(
Fr+
g (Σ)x ×ρ R3

)
→ Fr+

g (Σ)x ×ρ R3 com [e, ui] · [e, uj ] = [e, ui × uj ]

que serve como base para a seguinte definição:

Definição 4.4 Para cada TΣx definimos o produto ⋏x : TΣx × TΣx → TΣx por

ei ⋏x ej = B
∣∣∣
Eρ

x

(
B−1

∣∣∣
TΣx

(X)×B−1
∣∣∣
TΣx

(Y )
)
.
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Seja f : so(3) → R3 o isomorfismo entre álgebras de Lie usado para construir o iso-
morfismo F do Teorema 1.49. Então,

f
(
[T1, T2]so(3)

)
= f(T1)× f(T2) ∀T1, T2 ∈ so(3).

Desse modo, a ação do isomorfismo F
∣∣∣
Ead

x

[e, T ] = [e, f(T )] é

F
∣∣∣
Ead

x

[
e, [T1, T2]so(3)

]
=
[
e, f

(
[T1, T2]so(3)

)]
= [e, f(T1)× f(T2)]
= [e, f(T1)] · [e, f(T2)]
= F

∣∣∣
Ead

x

[e, T1] · F
∣∣∣
Ead

x

[e, T2].

Isso permite reescrever o produto ⋏x como

ei ⋏x ej = (B ◦ F)
∣∣∣
Ead

x

([
(B ◦ F)−1

∣∣∣
TΣx

(X), (B ◦ F)−1
∣∣∣
TΣx

(Y )
]
so(3)

)
,

o que pode ser visualizado pelo diagrama

Fr+
g (Σ)x ×Ad so(3) Fr+

g (Σ)x ×ρ R3

TΣx

F|
Ead

x

B|
E

ρ
x

(B◦F)|
Ead

x

Com isso, obtemos as seguintes identificações:[
e, [T1, T2]so(3)

]
←→ [e, ui × uj]←→ ei ⋏x ej. (4.5)

Podemos obter ainda uma outra expressão ao observar que

B
∣∣∣
Eρ

x

[e, ui × uj] = B
∣∣∣
Eρ

x

[
e,
∑
k

ϵijkuk

]

=
∑
k

ϵijkB
∣∣∣
Eρ

x

[e, uk]

=
∑
k

ϵijkek.

Através ela, o produto ⋏x é expresso por

X ⋏x Y =
∑
i,j,k

ϵijkX
iY jek.

O próximo resultado garante que o produto ⋏x é bem definido.

Proposição 4.5 O produto ⋏x não depende do referencial.
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Demonstração. Sejam e = (ei) e e′ = (e′
i) duas bases ortonormais de TΣx. Consequente-

mente, dado dois vetores X, Y ∈ TΣx temos

X =
∑
i

X iei =
∑
i

(X ′)ie′
i,

Y =
∑
i

Y iei =
i∑

(Y ′)ie′
i.

e, observando que existe uma transformação A ∈ SO(3) entre os referenciais e e e′ tal que

e′
i =

∑
j

Ajiej,

obtemos a relação entre as coordenadas de X e Y :

X =
∑
i

(X ′)ie′
i =

∑
i

(X ′)iAjiej =⇒ Xk =
∑
i

(X ′)iAki ,

Y =
∑
i

(Y ′)ie′
i =

∑
i

(Y ′)iAjiej =⇒ Y l =
∑
i

(Y ′)iAli.

Com elas, o produto se escreve como

X ⋏x Y =
∑
k,l,n

XkY lϵklnen

=
∑
k,l,n

∑
i,j,m

AkiA
l
jA

m
n ϵkln(X ′)i(Y ′)je′

m

=
∑
i,j,m

(X ′)i(Y ′)jϵijme′
m,

em que utilizamos que det(A) = 1 e a propriedade do símbolo Levi-Civita:∑
k,l,m

AkiA
l
jA

m
n ϵkln = det(A)ϵijm = ϵijm.

Definição 4.6 Definimos o produto vetorial

⋏ : Γ(TΣ)× Γ(TΣ)→ Γ(TΣ)

através do produto ⋏x ponto a ponto:

(Y ⋏ Z)x = Yx ⋏x Zx ∀x ∈ Σ.

Sejam e ∈ Γ(U,Fr+
g (Σ)) um referencial local e X, Y ∈ Γ(TΣ) dois campos. Então,

X|U =
∑
i

X iei com X i = g(X i, ei),

Y |U =
∑
i

Y iei com Y i = g(Y i, ei).

Pelo isomorfismo B : Fr+
g (Σ)×ρ R3 → TΣ, deverão existir X e Y tais que

B[e,X] = X|U com X =
∑
i

X iui,

B[e, Y ] = Y |U com Y =
∑
i

Y iui.
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e, pelo isomorfismo F : Fr+
g (Σ)×Ad so(3)→ Fr+

g (Σ)×ρ R3, deverão existir X̃ e Ỹ tais que

F[e, X̃] = [e,X] com X̃ = f−1(X),
F[e, Ỹ ] = [e, Y ] com Ỹ = f−1(Y ).

Com isso, obtemos as seguintes identificações:

• Γ(U,Fr+
g (Σ)×Ad so(3))←→ Γ(U,Fr+

g (Σ)×ρ R3)←→ Γ(U, TΣ)

•
[
e, [X̃, Ỹ ]so(3)

]
←→ [e,X × Y ]←→ X ⋏ Y .

O próximo resultado prova algumas propriedades importantes do produto vetorial ⋏.

Proposição 4.7 O produto vetorial ⋏ satisfaz as seguintes propriedades:

a) anticomutatividade: X ⋏ Y = −Y ⋏X

b) identidade de Jacobi: X ⋏ (Y ⋏ Z) + Z ⋏ (X ⋏ Y ) + Y ⋏ (Z ⋏X) = 0

c) X ⋏ (Y ⋏ Z) = ⟨X,Z⟩Y − ⟨X, Y ⟩Z

d) ⟨X ⋏ Y, Z⟩ = ⟨X, Y ⋏ Z⟩

para quaisquer campos X, Y, Z ∈ Γ(TΣ).

Demonstração. As propriedades (a) e (b) seguem diretamente da identificação[
e, [X̃, Ỹ ]so(3)

]
←→ [e,X × Y ]←→ X ⋏ Y.

Mais detalhadamente, (c) segue da propriedade

X × (Y × Z) =
〈
X,Z

〉
R3
Y −

〈
X,Y

〉
R3
Z

pois, utilizando a identificação obtida anteriormente, temos

X ⋏ (Y ⋏ Z)←→
[
e,X × (Y × Z)

]
=
[
e,
〈
X,Z

〉
R3
Y −

〈
X,Y

〉
R3
Z
]
.

Para provarmos (d), temos

⟨ei ⋏ ej, ek⟩ =
∑
l

ϵijl ⟨el, ek⟩g

=
∑
k

ϵijl ⟨ul, uk⟩R3

= ⟨ui × uj, uk⟩R3

= ⟨ui, uj × uk⟩R3

= ⟨ei, ej ⋏ ek⟩ .
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4.2 A Conexão de Ashtekar
O próximo resultado é a última peça que resta:

Teorema 4.8 Seja S ∈ Λ1(Σ, TΣ) tal que S = J−1(S). Então, a derivada covariante
com respeito à conexão A = ωLC + S é dada por

∇A : Γ(TΣ)→ Γ(TΣ∗ ⊗ TΣ) com ∇A
XY = ∇LC

X Y + S(X) ⋏ Y.

Demonstração. Denotando Φ = [e, ul] ∈ Γ
(
U ; Fr+

g (Σ)×ρ R3
)
, segue da Definição 2.65 que

a derivada covariante ∇Eρ,A
X em Fr+

g (Σ)×ρ R3 com respeito à conexão A = ωLC + S é

∇Eρ,A
X Φ = ∇A

X [e, ul]
= [e, ρ∗(Ae(X))ul]
= [e, ρ∗

(
ωLC
e (X) + Se(X)

)
ul].

Precisamos explicitar os termos ρ∗(ωLC
e (X)) e ρ∗ (Se(X)ul).

(i) ρ∗
(
ωLC
e (X)

)
ul: como vimos na Equação 2.9, expressamos ωLC

e por

ωLC
e =

∑
k

(Γe)kTk com (Γe)k := 1
2
∑
i,j,k

ϵijk
〈
∇LCsi, sj

〉
∈ Λ1(U,R),

de maneira que

ρ∗
(
ωLC
e (X)

)
ul = ρ∗

(∑
k

(Γe)k(X) Tk
)
ul

=
∑
k

(Γe)k(X) ρ∗(Tk)ul.

O termo ρ∗(Tk)ul é bem definido, pois ρ∗ : so(3)→ GL(R3). Se expressarmos

ρ∗(Tk) =
∑
m,n

{Tk}mnEmn e ul =
∑
n

δlnun,

podemos obter a expressão

ρ∗(Tk)ul =
∑
m,n

({Tk}mnEmn) · (δlnun)

=
∑
m

{Tk}mlum

= −
∑
m

ϵkmlum

=
∑
m

ϵklmum

em que utilizamos ∑lEmlul = um e {Tk}mn = −ϵkmn. Logo,

ρ∗
(
ωLC
e (X)

)
ul =

∑
k,m

(Γe)k(X) ϵklmum.
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Utilizando a propriedade dos símbolos de Levi-Civita∑
i

ϵijkϵimn = δjmδkn − δjnδkm =⇒
∑
k

ϵklmϵijk = δilδjm − δimδjl,

obtemos que ∑
k,m

(Γe)k(X)ϵklm = 1
2
∑
m,i,j

∑
k

ϵklmϵijk
〈
∇LC
X ei, ej

〉
= 1

2
∑
m,i,j

(
δilδjm − δimδjl

) 〈
∇LC
X ei, ej

〉
= 1

2
∑
m

( 〈
∇LC
X el, em

〉
−
〈
∇LC
X em, el

〉 )
.

o que leva à expressão
[
e, ρ∗

(
e∗ωLC(X)

)
ul
]

=
[
e,
∑
m

〈
∇LC
X el, em

〉
um

]
.

pois, pela metricidade da conexão ∇LC, temos

−
〈
∇LC
X em, el

〉
=
〈
∇LC
X el, em

〉
−∇LC

X

(
⟨el, em⟩

)
︸ ︷︷ ︸

=0

.

(ii) ρ∗ (Se(X)ul): segue da Equação 4.4 que

ρ∗(Se(X))ul = ρ∗

(∑
k

Sk(X)Tk
)
ul

=
∑
k

Sk(X)ρ∗(Tk)ul

=
∑
k,m

Sk(X)ϵklmum

e, portanto, obtemos a expressão

[
e, ρ∗

(
Se(X)

)
ul
]

=
e,∑

k,m

ϵklm ⟨S(X), ek⟩um

 .
Por outro lado, o isomorfismo B : Fr+

g (Σ)×ρ R3 → TΣ induz a derivada covariante

∇A : Γ(TΣ)→ Γ(TΣ∗ ⊗ TΣ) com ∇AX =
(
B ◦ ∇Eρ,A ◦B−1

)
X.

Com isso e observando que

• S(X) ⋏ el =
(∑

k

⟨S(X), ek⟩ ek

)
⋏ el

=
∑
k,m

⟨S(X), ek⟩ (ϵklmem)

= B

∑
k,m

ϵklm ⟨S(X), ek⟩ [e, um]


= B

[
e, ρ∗

(
Se(X)

)
ul
]

• ∇LC
X el =

∑
m

〈
∇LC
X el, em

〉
em

= B

(∑
m

〈
∇LC
X el, em

〉
[e, um]

)
= B

[
e, ρ∗

(
e∗ωLC(X)

)
ul
]
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temos, consequentemente, que a expressão da derivada covariante é:

∇LC
X el + S(X) ⋏ el = B

e,∑
k,m

( 〈
∇LC
X el, em

〉
+ ϵklm ⟨S(X), ek⟩

)
um


= B

[
e, ρ∗

(
ωLC
e (X) + Se(X)

)
ul
]

= B
(
∇Eρ,A
X [e, ul]

)
= B

(
∇Eρ,A
X

(
B−1(el)

))
= ∇Ael.

Definição 4.9 Seja W̃ein = J−1 ◦Wein. A conexão de Ashtekar com respeito ao parâ-
metro de Barbero-Immirzi 5 β ∈ C é definida por

A = ωLC + β W̃ein ∈ Λ1
hor

(
Fr+

g (Σ), so(3)
)ad

e a derivada covariante ∇A associada a ela é

∇A : Γ(TΣ)→ Γ(TΣ∗ ⊗ TΣ) com ∇A
XY = ∇LC

X Y + βWein(X) ⋏ Y.

Proposição 4.10 Em coordenadas, a conexão de Ashtekaré dada por

Aia = Γia + βκia (4.6)

Demonstração. Para isso, basta observamos que

(Ae)ia = (ωLC
e )ia + β(W̃eine)ia

= (ωLC
e )i(∂a)︸ ︷︷ ︸

(a)

+β (W̃eine)i(∂a)︸ ︷︷ ︸
(b)

.

O termo (a) decorre da Equação 2.9:

ωLC
e =

∑
k

(Γe)k Tk =⇒ (ωLC
e )i(∂a) = (Γe)i(∂a).

Para o termo (b), utilizamos a Expressão 4.4:

(W̃eine)(∂a) =
∑
k

⟨Wein(∂a), ek⟩Tk =⇒ (W̃eine)i(∂a) = ⟨Wein(∂a), ei⟩ ,

de maneira que o resultado segue da Proposição 3.12:

(W̃eine)i(∂a) = ⟨Wein(∂a), ei⟩ = κia.

A Expressão 4.6 coordenadas é a maneira como usualmente a conexão de Ashtekar é
definida na literatura física, como é possível ver em Thiemann [69, p. 128] e Barbero G.
[9, Equação 4]. Antes do próximo resultado, um lema:

5o parâmetro β também leva o nome de Giorgio Immirzi devido aos seus trabalhos sobre o tópico.
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Lema 4.11 A conexão ∇LC satisfaz a regra do produto com relação a ⋏:

∇LC
X (Y ⋏ Z) = ∇LC

X Y ⋏ Z + Y ⋏∇LC
X Z. (4.7)

Demonstração. Ver A.12.

Proposição 4.12 A derivada covariante de Ashtekar ∇A satisfaz a regra do produto com
relação ao produto vetorial ⋏:

∇A
X(Y ⋏ Z) = ∇A

XY ⋏ Z + Y ⋏∇A
XZ

Demonstração. Utilizando a Identidade de Jacobi e o Lema 4.11, temos:

∇A
XY ⋏ Z + Y ⋏∇A

XZ =
(
∇LC
X Y + βWein(X) ⋏ Y

)
⋏ Z

+ Y ⋏
(
∇LC
X Z + βWein(X) ⋏ Z

)
=∇LC

X Y ⋏ Z + Y ⋏∇LC
X Z

+ β
((

Wein(X) ⋏ Y
)
⋏ Z + Y ⋏

(
Wein(X) ⋏ Z

))
=∇LC

X (Y ⋏ Z)
+ β

(
−Z ⋏

(
Wein(X) ⋏ Y

)
− Y ⋏

(
Z ⋏ Wein(X)

))
=∇LC

X (Y ⋏ Z) + β
(
Wein(X) ⋏

(
Y ⋏ Z

))
=∇A

X(Y ⋏ Z).

Os próximos dois resultados provam que a conexão de Ashtekar resulta em uma deri-
vada covariante com torção não-nula e que é compatível com a métrica.

Proposição 4.13 A derivada covariante de Ashtekar ∇A é métrica:

X ⟨Y, Z⟩ =
〈
∇A
XY, Z

〉
+
〈
Y,∇A

YZ
〉

Demonstração. Segue diretamente da metricidade de ∇LC:〈
∇A
XY, Z

〉
+
〈
Y,∇A

XZ
〉

=
〈
∇LC
X Y + βWein(X) ⋏ Y, Z

〉
+
〈
Y,∇LC

X Z + βWein(X) ⋏ Z
〉

=
〈
∇LC
X Y, Z

〉
+
〈
Y,∇LC

X Z
〉

+ β
(
⟨Wein(X) ⋏ Y, Z⟩+ ⟨Y,Wein(X) ⋏ Z⟩

)
=X ⟨Y, Z⟩ ,

uma vez que ⟨Y,Wein(X) ⋏ Z⟩ = ⟨Y ⋏ Wein(X), Z⟩ = −⟨Wein(X) ⋏ Y, Z⟩.

Proposição 4.14 A torção associada à conexão de Ashtekar é

TA(X, Y ) = β
(

Wein(X) ⋏ Y +X ⋏ Wein(Y )
)
. (4.8)

Em coordenadas, temos
(TA)iab = β

∑
j,k

ϵijk(κjaekb − κ
j
be
k
a).
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Demonstração. O resultado segue de maneira direta: como ∇LC é livre de torção,

TA(X, Y ) = (∇LC
X Y + βWein(X) ⋏ Y )− (∇LC

Y X + βWein(Y ) ⋏X)− [X, Y ]
=
(
∇LC
X Y −∇LC

Y X − [X, Y ]
)

+ β
(
Wein(X) ⋏ Y −Wein(Y ) ⋏X

)
= T LC(X, Y )︸ ︷︷ ︸

=0

+β
(
Wein(X) ⋏ Y +X ⋏ Wein(Y )

)
.

Para se obter a expressão em coordenadas, utilizaremos que

(X ⋏ Y )i =
∑
j,k

ϵijkX
jY k.

Aplicando a expressão acima e lembrando que Weinij = κij pela Proposição 3.12, temos

• ⟨Wein(ea) ⋏ eb, ei⟩ = (Weina⋏eb)i

=
∑
j,k

κjae
k
b

e • ⟨Wein(eb) ⋏ ea, ei⟩ = (Weinb⋏ea)i

=
∑
j,k

κjbe
k
a

de modo que obtêm-se a mesma expressão para a torção TA em coordenadas que aparece
em Charles e Livine [19, Equação 10] e Montesinos [55, Equação 12].

4.2.1 Curvatura da Conexão de Ashtekar
Nesta subseção iremos calcular a curvatura associada à conexão de Ashtekar.

Proposição 4.15 A curvatura associada a conexão de Ashtekar é

RA(X, Y )Z =RLC(X, Y )Z
+ β

(
(∇LC

X Wein)Y − (∇LC
Y Wein)X

)
⋏ Z

+ β2
(

Wein(X) ⋏ Wein(Y )
)
⋏ Z

Demonstração. Vamos computar cada termo da curvatura separadamente. Temos

• ∇A
X∇A

Y Z =∇A
X

(
∇LC
Y Z + βWein(Y ) ⋏ Z

)
=∇LC

X

(
∇LC
Y Z + βWein(Y ) ⋏ Z

)
+ βWein(X) ⋏

(
∇LC
Y Z + βWein(Y ) ⋏ Z

)
=∇LC

X ∇LC
Y Z

+ β

(
∇LC
X Wein(Y ) ⋏ Z + Wein(Y ) ⋏∇LC

X Z + Wein(X) ⋏∇LC
Y Z

)
+ β2

(
Wein(X) ⋏

(
Wein(Y ) ⋏ Z

))
• ∇A

Y∇A
XZ =∇LC

Y ∇LC
X Z

+ β

(
∇LC
Y Wein(X) ⋏ Z + Wein(X) ⋏∇LC

Y Z + Wein(Y ) ⋏∇LC
X Z

)
+ β2

(
Wein(Y ) ⋏

(
Wein(X) ⋏ Z

))
.

Também computamos o termo

∇A
[X,Y ]Z = ∇LC

[X,Y ]Z + β
(
Wein([X, Y ]) ⋏ Z

)
.



Capítulo 4. Conexão de Ashtekar 82

Resumindo as expressões obtidas, obtemos:

RA(X, Y )Z =∇LC
X ∇LC

Y Z

+ β
(
∇LC
X Wein(Y ) ⋏ Z + Wein(Y ) ⋏∇LC

X Z + Wein(X) ⋏∇LC
Y Z

)
+ β2

(
Wein(X) ⋏

(
Wein(Y ) ⋏ Z

))
−∇LC

Y ∇LC
X Z

− β
(
∇LC
Y Wein(X) ⋏ Z + Wein(X) ⋏∇LC

Y Z + Wein(Y ) ⋏∇LC
X Z

)
− β2

(
Wein(Y ) ⋏

(
Wein(X) ⋏ Z

))
−∇LC

[X,Y ]Z − β
(
Wein([X, Y ]) ⋏ Z

)
.

Vamos analisar cada uma das componentes da expressão anterior:

(i) Parte sem o coeficiente β: é imediato, pois

∇LC
X ∇LC

Y Z −∇LC
Y ∇LC

X Z −∇LC
[X,Y ]Z = RLC(X, Y )Z.

(ii) Parte com o coeficiente β: como

Wein([X, Y ]) ⋏ Z = Wein(∇LC
X Y −∇LC

Y X) ⋏ Z

= Wein(∇LC
X Y ) ⋏ Z −Wein(∇LC

Y X) ⋏ Z,

e observando que(
∇LC
X Wein(Y ) ⋏ Z+Wein(Y ) ⋏∇LC

X Z+Wein(X) ⋏∇LC
Y Z

−∇LC
Y Wein(X) ⋏ Z−Wein(X) ⋏∇LC

Y Z−Wein(Y ) ⋏∇LC
X Z

)
= ∇LC

X Wein(Y ) ⋏ Z −∇LC
Y Wein(X) ⋏ Z,

podemos reescrever o termo com coeficiente β como:(
∇LC
X Wein(Y )−Wein(∇LC

X Y )−∇LC
Y Wein(X) + Wein(∇LC

Y X)
)
⋏ Z

=
(

(∇LC
X Wein)(Y )−(∇LC

Y Wein)(X)
)
⋏ Z.

(iii) Parte com coeficiente o β2: usando a identidade de Jacobi, temos

Wein(X) ⋏
(
Wein(Y ) ⋏ Z

)
−Wein(Y ) ⋏

(
Wein(X) ⋏ Z

)
= Wein(X) ⋏

(
Wein(Y ) ⋏ Z

)
+ Wein(Y ) ⋏

(
Z ⋏ Wein(X)

)
= −Z ⋏

(
Wein(X) ⋏ Wein(Y )

)
=
(

Wein(X) ⋏ Wein(Y )
)
⋏ Z.
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Em coordenadas, a curvatura associada à conexão de Ashtekar é

(RA)iab = (RLC)iab + 2β∇LC
[a κ

j
b] + β2ϵjklκ

k
aκ

l
b. (4.9)

Para calcularmos essa expressão, vamos nos basear em Bojowald [15, p. 94]. Utilizando
a expressão em coordenadas do tensor curvatura

F j
abi := 2

(
∂[aω

j
b]i + ωk[a|iω

j
b]k

)
= ∂aω

j
bi − ∂bω

j
ai + ωkaiω

j
bk − ωkbiωJak,

temos de provar que vale:

F l
ab = 2∂[aΓkb] − ϵlmnΓm[aΓnb] com F l

ab := 1
2ϵ

l
ijF

ij
ab.

Observação 4.16 No caso da conexão de Levi-Civita, recuperamos a conhecida equação

RJ
abI = ∂aΓJbI − ∂bΓJaI + ΓkaIΓJbk − ΓkbIΓJak.

Utilizando a expressão do tensor curvatura na definição de F l
ab, temos

F l
ab := 1

2ϵ
l
ijF

ij
ab = 1

2ϵ
l
ij

(
2
(
∂[aω

ij
b] + ωik[aω

j
b]k

))
= ϵlij∂[aω

ij
b]︸ ︷︷ ︸

(a)

+ ϵlijω
ik
[aω

j
b]k︸ ︷︷ ︸

(b)

.

O termo (a) segue de 2Γka = ϵkijω
ij
a (motivado pela Equação 2.9):

ϵlij∂[aω
ij
b] = ∂[a|ϵ

k
ijω

ij
|b] = 2∂[aΓkb].

Para o termo (b), temos de mostrar que

ϵlijω
ik
[aω

kj
b] = ϵlijϵ

i
kmϵ

kj
n Γm[aΓnb] = −ϵlmnΓm[aΓnb].

Para provarmos a primeira igualdade, temos

ϵlij
(
ϵikmϵ

kj
n Γm[aΓnb]

)
= ϵlij

(
ϵikmϵ

kj
n

(1
4ϵ

m
pqϵ

n
rsω

pq
[a ω

rs
b]

))
= ϵlij

(1
4ϵ

i
kmϵ

kj
n ϵ

m
pqϵ

n
rsω

pq
[a ω

rs
b]

) (4.10)

Utilizando as seguintes relações dos símbolos de Levi-Civita:

ϵikmϵ
m
pq = δpi δ

q
k − δ

q
i δ
p
k e ϵkjn ϵ

n
rs = δrkδ

s
j − δskδrj ,

obtemos que

ϵikmϵ
kj
n ϵ

m
pqϵ

n
rs = (δpi δ

q
k − δ

q
i δ
p
k)(δrkδsj − δskδrj )

= δpi δ
q
kδ
r
kδ
s
j − δ

p
i δ
q
kδ
s
kδ
r
j − δ

q
i δ
p
kδ
r
kδ
s
j + δqi δ

p
kδ
s
kδ
r
j .

Com isso, podemos expressar a Equação 4.10 como

ϵikmϵ
kj
n ϵ

m
pqϵ

n
rsω

pq
[a ω

rs
b] =

(
δpi δ

q
kδ
r
kδ
s
j − δ

p
i δ
q
kδ
s
kδ
r
j − δ

q
i δ
p
kδ
r
kδ
s
j + δqi δ

p
kδ
s
kδ
r
j

)
ωpq[a ω

rs
b]

= ωik[aω
kj
b] − ω

ik
[aω

jk
b] − ω

ki
[aω

kj
b] + ωki[aω

jk
b]

= 2ωik[aω
kj
b] − 2ωki[aω

kj
b]

= 4ωik[aω
kj
b] .
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Portanto, obtivemos a primeira igualdade:

ϵlijω
ik
[aω

kj
b] = ϵlijϵ

i
kmϵ

kj
n Γm[aΓnb].

Para a segunda igualdade, usando que

ϵikmϵ
kj
n = −ϵimkϵkjn = −(δijδmn − δinδjm)

podemos obter

ϵlijϵ
i
kmϵ

kj
n = −ϵlij(δijδmn − δinδjm)

= − ϵlijδijδmn︸ ︷︷ ︸
=0

+ϵlijδinδjm

= ϵlnm.

Consequentemente, temos a relação

ϵlijϵ
i
kmϵ

kj
n Γm[aΓnb] = ϵlnmΓm[aΓnb] = −ϵlmnΓm[aΓnb].

que prova a segunda igualdade

ωik[aω
kj
b] ϵ

l
ij = −ϵlmnΓm[aΓnb].

Portanto, provamos que vale a expressão

F l
ab = 2∂[aΓkb] − ϵlmnΓm[aΓnb] (4.11)

Substituindo Γlb 7→ Alb = Γlb + βκlb diretamente na Expressão 4.11, temos

{FA}kab = 2∂[aΓkb] − ϵlmnΓm[aΓnb]

= 2∂[a
(
Γkb] + βκkb]

)
− 1

2ϵ
l
mn (Γma Γnb − Γmb Γna)

= 2∂[a
(
Γkb] + βκkb]

)
− 1

2ϵ
l
mn

(
(Γma + βκma ) (Γnb + βκnb )− (Γmb + βκmb ) (Γna + βκna)

)
= 2∂[aΓkb] − (Γma Γna − Γmb Γna)

+ β
(

2∂[aκ
k
b] −

1
2ϵ

l
mn (Γma κnb + Γnbκma − Γmb κna − Γnaκmb )

)
+ β2

(
κma κ

n
b − κmb κna

)
= 2∂[aΓkb] − ϵlmnΓm[aΓnb]

+ β
(

2∂[aκ
k
b] − ϵlmn

(
Γm[aκnb]

)
− ϵlmn

(
Γn[bκma]

) )
− β2 1

2ϵ
l
mn

(
κma κ

n
b − κnaκmb

)
.

Analisando o termo com β2, obtemos
1
2ϵ

l
mn

(
κma κ

n
b − κnaκmb

)
= 1

2
(
ϵlmnκ

m
a κ

n
b − ϵlmnκnaκmb

)
= 1

2
(
ϵlmnκ

m
a κ

n
b − ϵlnmκma κnb

)
= 1

2
(
ϵlmnκ

m
a κ

n
b + ϵlmnκ

m
a κ

n
b

)
= ϵlmnκ

m
a κ

n
b



4.2. A Conexão de Ashtekar 85

e, analisando o termo com β, temos

ϵlmn
(
Γm[aκnb]

)
+ ϵlmn

(
Γn[bκma]

)
= ϵlnm

(
Γn[aκmb]

)
− ϵlmn

(
Γn[aκmb]

)
= ϵlnm

(
Γn[aκmb]

)
+ ϵlnm

(
Γn[aκmb]

)
= 2ϵlnmΓn[aκmb] .

Utilizando que
∂[aκ

k
b] − ϵlnmΓn[aκmb] = ∇A

[aκ
k
b],

podemos enfim obter a Expressão 4.9:

{FA}kab = 2∂[aΓkb] − ϵlmnΓm[aΓnb]
+ β

(
2∂[aκ

k
b] − ϵlmn

(
Γm[aκnb]

)
− ϵlmn

(
Γn[bκma]

) )
− β2 1

2ϵ
l
mn

(
κma κ

n
b − κnaκmb

)
= F k

ab + 2β∇A
[aκ

k
b] − β2ϵlmnκ

m
a κ

n
b

que pode ser encontrada em Thiemann [69, Equação 4.2.32] e Rovelli e Vidotto [65,
Equação 3.84]. Com a Proposição 4.15, calculamos a curvatura de Ricci associada:

Proposição 4.17 A curvatura de Ricci associada à conexão de Ashtekar é:

RicA(Y, Z) =RicLC(Y, Z)

+ β
∑
i

(
⟨Wein([Y, ei]) ⋏ Z, ei⟩〈(
∇LC
ei

Wein(Y )−∇LC
Y Wein(ei)

)
⋏ Z, ei

〉)
+ β2∑

i

(
⟨Z,Wein(Y )⟩ ⟨Wein(ei), ei⟩

− ⟨Z,Wein(ei)⟩ ⟨Wein(Y ), ei⟩
)
.

Demonstração. Utilizando a expressão obtida na Proposição 4.15, temos

RA(ei, Y )Z =RLC(ei, Y )Z
+ β

(
(∇LC

ei
Wein)Y − (∇LC

Y Wein)ei
)
⋏ Z

+ β2
(

Wein(ei) ⋏ Wein(Y )
)
⋏ Z.

Consequentemente, a curvatura de Ricci é:

RicA(Y, Z) =
∑
i

〈
RLC(ei, Y )Z, ei

〉
+ β

∑
i

〈(
(∇LC

ei
Wein)Y − (∇LC

Y Wein)(ei)
)
⋏ Z, ei

〉
+ β2∑

i

〈(
Wein(ei) ⋏ Wein(Y )

)
⋏ Z, ei

〉
.

Como de costume, vamos analisar a expressão anterior termo a termo. Temos:
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(i) Parte sem coeficiente o β: é imediato, pois∑
i

〈
RLC(ei, Y )Z, ei

〉
= RicLC(Y, Z).

(ii) Parte com coeficiente o β: obtêm-se abrindo a derivada covariante de Wein,∑
i

〈(
(∇LC

ei
Wein)Y − (∇LC

Y Wein)(ei)
)
⋏ Z, ei

〉
=
∑
i

〈
∇LC
ei

Wein(Y )−Wein(∇LC
ei
Y )−∇LC

Y Wein(ei) + Wein(∇LC
Y ei), Z ⋏ ei

〉
=
∑
i

( 〈
Wein(∇LC

Y ei)−Wein(∇LC
ei
Y ), Z ⋏ ei

〉 )
+
∑
i

( 〈(
∇LC
ei

Wein(Y )−∇LC
Y Wein(ei)

)
⋏ Z, ei

〉 )
=
∑
i

(
⟨Wein([Y, ei]) ⋏ Z, ei⟩

)
+
∑
i

( 〈(
∇LC
ei

Wein(Y )−∇LC
Y Wein(ei)

)
⋏ Z, ei

〉 )
.

(iii) Parte com o coeficiente β2: pela propriedade (c) da Proposição 4.7, temos〈(
Wein(ei) ⋏ Wein(Y )

)
⋏ Z, ei

〉
= −

〈
Z ⋏

(
Wein(ei) ⋏ Wein(Y )

)
, ei
〉

= −⟨⟨Z,Wein(ei)⟩Wein(Y )− ⟨Z,Wein(Y )⟩Wein(ei), ei⟩
= ⟨Z,Wein(Y )⟩ ⟨Wein(ei), ei⟩ − ⟨Z,Wein(ei)⟩ ⟨Wein(Y ), ei⟩ .

4.2.2 Curvatura Escalar da Conexão de Ashtekar
O leitor que consultar Wöhr [75] irá notar que a expressão para a curvatura de Ricci

é ligeiramente diferente. Em Wöhr [75, p. 141], é apresentada a expressão:

RicA(Y, Z) =RicLC(Y, Z)

− β
∑
i

(〈
Wein(Y ) ⋏∇LC

ei
Z, ei

〉
+
〈
Wein(∇LC

ei
Y ) ⋏ Z, ei

〉
+
〈
Wein(ei) ⋏ Z,∇LC

Y ei
〉

−
〈
Wein(ei) ⋏∇LC

Y Z, ei
〉

−
〈
Wein(∇LC

Y ei) ⋏ Z, ei
〉)

+ β2∑
i

(
⟨Z,Wein(Y )⟩ ⟨Wein(ei), ei⟩

− ⟨Z,Wein(ei)⟩ ⟨Wein(Y ), ei⟩
)
.
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Essa expressão não é a mesma que obtivemos na Proposição 4.17, de modo que surge o
questionamento se elas são ou não equivalentes. Na tentativa de partir da expressão que
obtivemos na Proposição 4.17 para a obtida em Wöhr [75], temos de re-analisar a parte
com o coeficiente β, separando-o em componentes:∑

i

(
⟨Wein([Y, ei]) ⋏ Z, ei⟩︸ ︷︷ ︸

(A)

+
〈
∇LC
ei

Wein(Y ) ⋏ Z, ei
〉

︸ ︷︷ ︸
(B)

−
〈
∇LC
Y Wein(ei) ⋏ Z, ei

〉
︸ ︷︷ ︸

(C)

)
.

Analisando cada um dos termos separadamente, temos:
(i) O termo (A) está na forma final:

⟨Wein([Y, ei]) ⋏ Z, ei⟩ =
〈
Wein(∇LC

Y ei) ⋏ Z, ei
〉
−
〈
Wein(∇LC

ei
Y ) ⋏ Z, ei

〉
.

(ii) Para o termo (B), utilizamos a regra do produto:〈
∇LC
ei

Wein(Y ) ⋏ Z, ei
〉

=
〈
∇LC
ei

(Wein(Y ) ⋏ Z), ei
〉
−
〈
Wein(Y ) ⋏∇LC

ei
Z, ei

〉
.

(iii) Analogamente, o termo (C) se escreve como〈
∇LC
Y Wein(ei) ⋏ Z, ei

〉
=
〈
∇LC
Y (Wein(ei) ⋏ Z), ei

〉
−
〈
Wein(ei) ⋏∇LC

Y Z, ei
〉
.

Portanto, o termo com coeficiente β é igual a∑
i

(〈(
Wein(∇LC

Y ei)−Wein(∇LC
ei
Y )
)
⋏ Z, ei

〉
+
〈
Wein(ei) ⋏∇LC

Y Z, ei
〉
−
〈
Wein(Y ) ⋏∇LC

ei
Z, ei

〉)

+
∑
i

(〈
∇LC
ei

(Wein(Y ) ⋏ Z), ei
〉

︸ ︷︷ ︸
(D)

−
〈
∇LC
Y (Wein(ei) ⋏ Z), ei

〉
︸ ︷︷ ︸

(E)

)
,

em que a primeira componente está exatamente como aparece em [75]. Portanto, resta
analisar melhor as componentes (D) e (E) que apareceram. Temos:
(iv) pela metricidade da conexão, o termo (D) é〈

∇LC
ei

(Wein(Y ) ⋏ Z), ei
〉

= ei
(
⟨Wein(Y ) ⋏ Z, ei⟩

)
−
〈
Wein(Y ) ⋏ Z,∇LC

ei
ei
〉 )
.

(v) e, analogamente, o termo (E) é〈
∇LC
Y (Wein(ei) ⋏ Z), ei

〉
= Y

(
⟨Wein(ei) ⋏ Z, ei⟩

)
−
〈
Wein(ei) ⋏ Z,∇LC

Y ei
〉
.

Portanto, o termo com o coeficiente β é:∑
i

(〈(
Wein(∇LC

Y ei)−Wein(∇LC
ei
Y )
)
⋏ Z, ei

〉
+
〈
Wein(ei) ⋏∇LC

Y Z, ei
〉
−
〈
Wein(Y ) ⋏∇LC

ei
Z, ei

〉)
∑
i

(
ei
(
⟨Wein(Y ) ⋏ Z, ei⟩

)
− Y

(
⟨Wein(ei) ⋏ Z, ei⟩

)
+
〈
Wein(ei) ⋏ Z,∇LC

Y ei
〉
−
〈
Wein(Y ) ⋏ Z,∇LC

ei
ei
〉)

,



Capítulo 4. Conexão de Ashtekar 88

que não é equivalente a expressão obtida em [75]: comparando-as, temos

(expressão obtida em Wöhr [75]):

−
∑
i

(〈
Wein(Y ) ⋏∇LC

ei
Z, ei

〉
+
〈
Wein(∇LC

ei
Y ) ⋏ Z, ei

〉
+
〈
Wein(ei) ⋏ Z,∇LC

Y ei
〉

−
〈
Wein(ei) ⋏∇LC

Y Z, ei
〉

−
〈
Wein(∇LC

Y ei) ⋏ Z, ei
〉)

(expressão que obtivemos):

−
∑
i

(〈
Wein(Y ) ⋏∇LC

ei
Z, ei

〉
+
〈
Wein(∇LC

ei
Y ) ⋏ Z, ei

〉
−
〈
Wein(ei) ⋏ Z,∇LC

Y ei
〉

−
〈
Wein(ei) ⋏∇LC

Y Z, ei
〉

−
〈
Wein(∇LC

Y ei) ⋏ Z, ei
〉

− ei
(
⟨Wein(Y ) ⋏ Z, ei⟩

)
+ Y

(
⟨Wein(ei) ⋏ Z, ei⟩

)
+
〈
Wein(Y ) ⋏ Z,∇LC

ei
ei
〉)

.

Essa discrepância entre as expressões não seria um problema se ambas resultassem na
mesma expressão para a curvatura escalar presente na ação de Einstein-Hilbert. Porém,
mostraremos que essa diferença será significativa ao calcular a curvatura escalar

Utilizando a expressão obtida em Wöhr [75], temos que a componente com o coeficiente
β não contribui para a curvatura escalar, pois

∑
i,j

(〈
Wein(ej) ⋏∇LC

ei
ej, ei

〉
+
〈
Wein(ei) ⋏ ej,∇LC

ej
ei
〉)

+
∑
i,j

(〈
Wein(∇LC

ei
ej) ⋏ ej, ei

〉
−
〈
Wein(∇LC

ej
ei) ⋏ ej, ei

〉)
−
∑
i,j

〈
Wein(ei) ⋏∇LC

ej
ej, ei

〉
=
∑
i,j

〈
Wein(ej) ⋏∇LC

ei
ej, ei

〉
−
∑
i,j

〈
Wein(ei) ⋏∇LC

ej
ei, ej

〉
+
∑
i,j

〈
Wein(∇LC

ei
ej) ⋏ ej, ei

〉
−
∑
i,j

〈
Wein(∇LC

ej
ei) ⋏ ej, ei

〉
+
∑
i,j

〈
Wein(ei) ⋏ ei,∇LC

ej
ej
〉

=
∑
j,i

〈
Wein(ei) ⋏∇LC

ej
ei, ej

〉
−
∑
i,j

〈
Wein(ei) ⋏∇LC

ej
ei, ej

〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+
∑
j,i

〈
Wein(∇LC

ej
ei) ⋏ ei, ej

〉
−
∑
i,j

〈
Wein(∇LC

ej
ei) ⋏ ej, ei

〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+
∑
i,j

〈
Wein(ei) ⋏ ei,∇LC

ej
ej
〉

=
∑
i,j

〈
Wein(ei) ⋏ ei,∇LC

ej
ej
〉

será zero ao tomar um referencial {ei} geodésico, o que sempre pode ser feito localmente.
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Por outro lado, ao tentar calcular a curvatura escalar utilizando a expressão que ob-
tivemos, vemos que a componente com coeficiente β não é zero. Para isso, vamos dividir
a expressão em várias componentes, temos

−
∑
i

(〈
Wein(Y ) ⋏∇LC

ei
Z, ei

〉
︸ ︷︷ ︸

(G)

+
〈
Wein(∇LC

ei
Y ) ⋏ Z, ei

〉
︸ ︷︷ ︸

(I)

−
〈
Wein(ei) ⋏ Z,∇LC

Y ei
〉

︸ ︷︷ ︸
(G)

−
〈
Wein(ei) ⋏∇LC

Y Z, ei
〉

︸ ︷︷ ︸
(H)

−
〈
Wein(∇LC

Y ei) ⋏ Z, ei
〉

︸ ︷︷ ︸
(I)

−ei
(
⟨Wein(Y ) ⋏ Z, ei⟩

)
︸ ︷︷ ︸

(F )

+Y
(
⟨Wein(ei) ⋏ Z, ei⟩

)
︸ ︷︷ ︸

(F )

+
〈
Wein(Y ) ⋏ Z,∇LC

ei
ei
〉

︸ ︷︷ ︸
(H)

)
.

(4.12)

Vamos analisar a contribuição de cada uma das componentes para a curvatura escalar:

(i) Componente (F):

∑
i

(
Y
(
⟨Wein(ei) ⋏ Z, ei⟩ − ei

(
⟨Wein(Y ) ⋏ Z, ei⟩

))
−→

∑
i,j

(
ej
(
⟨Wein(ei) ⋏ ej, ei⟩

)
− ei

(
⟨Wein(ej) ⋏ ej, ei⟩

))
=
∑
i,j

ej
(
⟨Wein(ei) ⋏ ej, ei⟩

)
−
∑
i,j

ei
(
⟨Wein(ej) ⋏ ej, ei⟩

)
=
∑
j,i

ei
(
⟨Wein(ej) ⋏ ei, ej⟩

)
+
∑
i,j

ei
(
⟨Wein(ej) ⋏ ei, ej⟩

)
= 2

∑
i,j

ei
(
⟨Wein(ej) ⋏ ei, ej⟩

)
.

(ii) Componente (G):

∑
i

(〈
Wein(Y ) ⋏∇LC

ei
Z, ei

〉
−
〈
Wein(ei) ⋏ Z,∇LC

Y ei
〉)

−→
∑
i,j

(〈
Wein(ej) ⋏∇LC

ei
ej, ei

〉
−
〈
Wein(ei) ⋏ ej,∇LC

ej
ei
〉)

=
∑
i,j

〈
Wein(ej) ⋏∇LC

ei
ej, ei

〉
−
∑
i,j

〈
Wein(ei) ⋏ ej,∇LC

ej
ei
〉

= −
∑
i,j

〈
Wein(ej) ⋏ ei,∇LC

ei
ej
〉
−
∑
i,j

〈
Wein(ei) ⋏ ej,∇LC

ej
ei
〉

= −2
∑
i,j

〈
Wein(ej) ⋏ ei,∇LC

ei
ej
〉
.



Capítulo 4. Conexão de Ashtekar 90

(iii) Componente (I):
∑
i,j

(〈
Wein(∇LC

ei
Y ) ⋏ Z, ei

〉
−
〈
Wein(∇LC

Y ei) ⋏ Z, ei
〉)

−→
∑
i,j

(〈
Wein(∇LC

ei
ej) ⋏ ej, ei

〉
−
〈
Wein(∇LC

ej
ei) ⋏ ej, ei

〉)
=

∑
i,j

〈
Wein

(
∇LC
ei
ej −∇LC

ej
ei
)
, ej ⋏ ei

〉

=
∑
i,j

〈
Wein([ej, ei]︸ ︷︷ ︸

=0

), ej ⋏ ei

〉

(iv) A componente (H) será nula ao tomar um referencial geodésico.

Portanto, unindo a contribuição dos termos (F), (G), (H) e (I) obtemos:

2
∑
i,j

(
ei
(
⟨Wein(ej) ⋏ ei, ej⟩

)
−
〈
Wein(ej) ⋏ ei,∇LC

ei
ej
〉)

= 2
∑
i,j

(〈
∇LC
ei

(
Wein(ej) ⋏ ei

)
, ej
〉)

= 2
∑
i,j

(〈
∇LC
ei

Wein(ej) ⋏ ei, ej
〉

+
〈
Wein(ej) ⋏∇LC

ei
ei, ej

〉
︸ ︷︷ ︸

=0

)

= 2
∑
i,j

〈
∇LC
ei

Wein(ej), ei ⋏ ej
〉
.

Em geral, não há razão aparente para que esse termo seja nulo.

Observação 4.18 Visando apenas o cálculo da curvatura escalar, a expressão que obti-
vemos difere da obtida em Wöhr [75] devido a um sinal negativo no termo (E).

Proposição 4.19 A curvatura escalar associada à conexão de Ashtekar é:

RA = RLC − 2β
∑
i,j

〈
∇LC
ei

Wein(ej), ei ⋏ ej
〉

+ β2
(

tr(Wein)2 − tr
(
Wein2

))
.

Demonstração. A componente envolvendo o coeficiente β foi obtida na discussão anterior
à proposição. Para as demais componentes, utilizaremos a expressão

RicA(Y, Z) =RicLC(Y, Z)

+ β
∑
i

(
⟨Wein([Y, ei]) ⋏ Z, ei⟩〈(
∇LC
ei

Wein(Y )−∇LC
Y Wein(ei)

)
⋏ Z, ei

〉)
+ β2∑

i

(
⟨Z,Wein(Y )⟩ ⟨Wein(ei), ei⟩

− ⟨Z,Wein(ei)⟩ ⟨Wein(Y ), ei⟩
)
.

obtida na Proposição 4.17. Temos que:
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(i) o termo sem o coeficiente β é imediato:∑
j

RicLC(ej, ej) = RLC.

(ii) o termo com o coeficiente β2 pode ser reescrito como:∑
i,j

(
⟨ej,Wein(ej)⟩ ⟨Wein(ei), ei⟩ − ⟨ej,Wein(ei)⟩ ⟨Wein(ej), ei⟩

)
=
∑
i,j

⟨ej,Wein(ej)⟩ ⟨Wein(ei), ei⟩︸ ︷︷ ︸
(A)

−
∑
i,j

⟨ej,Wein(ei)⟩ ⟨Wein(ej), ei⟩︸ ︷︷ ︸
(B)

Analisando as componentes (A) e (B) separadamente, obtemos

(iii) termo (A):∑
i,j

⟨ej,Wein(ej)⟩ ⟨Wein(ei), ei⟩ =
∑
j

⟨ej,Wein(ej)⟩
∑
i

⟨Wein(ei), ei⟩ = tr(Wein)2

(iv) termo (B):∑
i,j

⟨ej,Wein(ei)⟩ ⟨Wein(ej), ei⟩ =
∑
i,j

⟨Wein(ej), ei⟩ ⟨Wein(ej), ei⟩

=
∑
j

〈
Wein(ej),

∑
i

⟨Wein(ej), ei⟩ ei
〉

=
∑
j

⟨Wein(ej),Wein(ej)⟩

=
∑
j

〈
Wein2(ej), ej

〉
= tr

(
Wein2

)
.

Escrevendo a Lagrangiana de Einstein-Hilbert apresentada na Proposição 3.24 em
termos da curvatura RA associada à conexão de Ashtekar, temos

LEH =
∫

Σ
d volg

(
RA + (1 + β2)

(
tr
(
Wein2

)
− tr(Wein)2

)
+ 2β

∑
i,j

〈
∇LC
ei

Wein(ej), ei ⋏ ej
〉
− 2 div

(
∇M
n n− tr(Wein)n

))
.

(4.13)

4.3 Estrutura de Spin
Nesta seção mostraremos como a conexão de Ashtekar definida utilizando o grupo de

Lie SO(3) se relaciona com a originalmente definida em SU(2) e amplamente utilizada
na teoria de gravitação quântica em laços6. Essa relação entre as duas formulações se

6Para mais detalhes, ver Rovelli e Vidotto [65, Capítulo 7]
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dá por meio das chamadas estruturas de spins, que carregam esse nome por terem sido
desenvolvidas no contexto de espinores. Para uma discussão mais detalhada sobre esse
tópico, recomendamos consultar as referências: Hamilton [37, Capítulo 6], Friedrich [27,
pp. 1-63] e Fatibene e Francaviglia [23].

Definição 4.20 Seja (M, g) um espaçotempo. Dizemos que um par (Spin(M),Λ) é uma
estrutura de spin em M se

a)
(

Spin(M), π̃,M, SL(2,C)
)

é um fibrado principal, chamado fibrado de spin;

b) Λ : Spin(M)→ Fr+
g (M) é um recobrimento duplo tal que o diagrama comuta:

Spin(M)× SL(2,C) Spin(M)

M

Fr+
g (M)× SO+(1, 3) Fr+

g (M)

◁̃

◁

π̃

π

Λ×λ

e λ : SL(2,C)→ SO+(1, 3) denota o recobrimento universal do grupo de Lorentz.

O próximo resultado mostra que uma conexão ω ∈ Λ1(Fr+
g (M), so(1, 3)) pode ser

levantada para uma conexão ω̃ em Spin(M), através do seguinte diagrama comutativo:

T Spin(M) sl(2,C)

T Fr+
g (M) so(1, 3)

ω̃

ω

Λ∗ λ∗Λ∗ω

Observação 4.21 Em especial, utilizaremos que λ∗ é invertível por ser um isomorfismo
entre álgebras de Lie.

Teorema 4.22 Seja M um espaçotempo com estrutura de spin (Spin(M),Λ) e

ω ∈ Λ1(Fr+
g (M), so(1, 3))

uma forma de conexão. Então,

ω̃ ∈ Λ1(Spin(M), sl(2,C)) tal que ω̃ := λ−1
∗ ◦ Λ∗ ◦ ω

é uma forma de conexão em Spin(M). No caso particular em que ω é a conexão de
Levi-Civita, chamaremos a conexão ω̃ de conexão de spin.

Demonstração. Temos de provar que ω̃ satisfaz as propriedades de uma conexão:

a) ω̃(X) = Xe para todo Xe ∈ so(1, 3);

b) (rA)∗(ω̃) = Ad(A−1) ◦ ω para todo A ∈ SO+(1, 3).
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Para isso, vamos definir as ações adjuntas

• Ad : SO+(1, 3)→ GL(so(1, 3));

• Ãd : SL(2,C)→ GL(sl(2,C)).

e denotar os mapas conjugação

• CA : SO+(1, 3)→ SO+(1, 3) com CA(B) = ABA−1;

• C̃g : SL(2,C)→ SL(2,C) com C̃g(h) = ghg−1.

Sendo e ∈ SO+(1, 3) e ẽ ∈ SL(2,C) as identidades nos respectivos grupos, temos que

• Ad(A) = De(CA) : T
(

SO+(1, 3)
)
e
≃ so(1, 3)→ so(1, 3);

• Ãd(g) = D
(
C̃g
)
ẽ

: T
(

SL(2,C)
)
ẽ
≃ sl(2,C)→ sl(2,C).

Com isso, para g, h ∈ sl(2,C) vale

λ ◦ C̃g(h) = λ(ghg−1)
= λ(g)λ(h)λ(g−1)
= Cλ(g)

(
λ(h)

)
.

e, consequentemente, podemos obter que, para todo g ∈ sl(2,C), vale

λ∗ ◦ Ãd(g) = Dẽλ ◦D
(
C̃g
)
ẽ

= Dẽ

(
λ ◦ C̃g

)
= Dẽ

(
Cλ(g) ◦ λ

)
= De

(
Cλ(g)

)
◦Dẽλ

= Ad
(
λ(g)

)
◦ λ∗.

(4.14)

Tomando x ∈M , dois pontos z ∈ Fr+
g (M)x e z̃ ∈ Spin(M)x e denotando as ações à direita

nos fibrado Fr+
g (M) e Spin(M), respectivamente, por r e r̃, temos o diagrama comutativo:

Spin(M)x ≃ SL(2,C) Spin(M)x ≃ SL(2,C)

Fr+
g (M)x ≃ SO+(1, 3) Fr+

g (M)x ≃ SO+(1, 3)

r̃h

Λ Λ

rλ(h)

=⇒ Λ ◦ r̃h = rλ(h) ◦ Λ.

Por sua vez, essa relação induz o diagrama comutativo abaixo:

sl(2,C) T Spin(M)z T Spin(M)z̃◁h

so(1, 3) T Fr+
g (M)Λ(z) T Fr+

g (M)Λ(z̃◁h)

λ∗

Dẽ(r̃z)

DzΛ

De(rΛ(z))

Dz̃(r̃h)

DΛ(z̃)(rλ(h))

Dz̃◁hΛ
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De maneira que temos as relações

DzΛ ◦Dẽ(r̃z) = De(rΛ(z)) ◦ λ∗ (4.15)
Drh(p)Λ ◦Dp(r̃h) = DΛ(p)

(
rλ(h)

)
◦DpΛ. (4.16)

Agora, seja h ∈ sl(2,C) e Xh ∈ Γ(T Spin(M)) o campo fundamental dado por(
X
h
)
p

= Dz(r̃p)(h)

Então, segue que

ω̃z
(
X
h
)

=
(
λ−1

∗ ◦ Λ∗(ω)
) (
X
h

z

)
=
(
λ−1

∗ ◦ ωΛ(z) ◦DzΛ
) (
D(r̃z)(h)

)
=
(
λ−1

∗ ◦ ωΛ(z)
) (
D(rΛ(z)) ◦ λ∗h

)
=
(
λ−1

∗ ◦ ωΛ(z)
) (
X
λ∗h
Λ(z)

)
= λ−1

∗

(
λ∗h

)
= h

em que utilizamos a expressão 4.15 na passagem da segunda para terceira linha. E(
(r̃h)∗(ω̃)

)
p

= ω̃r̃h(p) ◦Dp(r̃h)

= λ−1
∗ ◦ Λ∗(ω)rh(p) ◦Dp(r̃h)

= λ−1
∗ ◦ ωΛ(p◁h) ◦Drh(p)Λ ◦Dp(r̃h)

= λ−1
∗ ◦ ωΛ(p)◁λ(h) ◦DΛ(p)(rλ(h)) ◦DpΛ

= λ−1
∗ ◦ (r̃λ(h))∗(ω)Λ(p) ◦DpΛ

= λ−1
∗ ◦ Ad(λ(h−1)) ◦ ωΛ(p) ◦DpΛ

= Ãd(h−1) ◦ λ−1
∗ ◦ Λ∗ ◦ ωp

= Ãd(h−1) ◦ ω̃p

em que utilizamos a expressão 4.16 na passagem da terceira para a quarta linha e a
expressão 4.14 para se obter a penúltima linha.

No artigo Bichteler [12], o autor mostra que um espaçotempo de dimensão quatro
possui estrutura de spin se, e somente se, a segunda classe característica de Stiefel-Whitney
é zero. Outro artigo Geroch [31] mostrou que um espaçotempo de dimensão quatro não-
compacto7 possui estrutura de spin se, e somente se, é paralelizável. A necessidade do
espaçotempo ser paralelizável para se construir uma estrutura de spin é um empecilho
considerável. Felizmente, é provado em Kirby [45, p. 35] que toda variedade orientável
tridimensional admite estrutura de spin, o que nos sugere levar a estrutura de spin para
a superfície de Cauchy Σ (a mesma na qual definimos a conexão de Ashtekar).

Definição 4.23 Seja (Σ, q) uma variedade Riemanniana. Então, um par (Spin(Σ),Λ) é
uma estrutura de spin em Σ se

7Como o próprio autor comenta, a condição de ser não-compacto é fisicamente esperada, uma vez que
espaçostempo compactos possuem curvas temporais fechadas.
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a) (Spin(Σ), π̃,Σ, SU(2)) é um fibrado principal, chamado fibrado de spin;

b) Λ : Spin(Σ)→ Fr+
q (Σ) é um recobrimento duplo tal que o diagrama comuta:

Spin(Σ)× SU(2) Spin(Σ)

Σ

Fr+
q (Σ)× SO(3) Fr+

q (Σ)

◁̃

◁

π̃

π

Λ×λ

e λ : SU(2)→ SO(3) denota o recobrimento universal de SO(3).

De maneira análoga ao Teorema 4.22, temos:

Teorema 4.24 Seja Σ uma superfície de Cauchy de um espaçotempo M munida de uma
estrutura de spin (Spin(Σ),Λ). Então, se

ω ∈ Λ1
(
Fr+

g (Σ), so(3)
)

é a conexão de Levi-Civita em Σ, temos que

ω̃ ∈ Λ1(Spin(Σ), su(2)) tal que ω̃ := λ−1
∗ ◦ Λ∗ ◦ ω

é uma forma de conexão em Spin(Σ), chamada conexão de spin.

Um importante resultado sobre o tema é:

Teorema 4.25 Temos o seguinte isomorfismo entre fibrados

TΣ ≃ Spin(Σ)×ρ ◦λ R3.

Demonstração. Pelo Corolário 1.51, temos o isomorfismo

Fr+
g (Σ)×ρ R3 ≃ TΣ.

Portanto, basta provarmos que existe um isomorfismo

Φ : Spin(Σ)×ρ◦λ R3 → Fr+
g (Σ)×ρ R3

tal que seguinte diagrama comuta:

Spin(Σ)×ρ◦λ R3

TΣ Fr+
g (Σ)×ρ R3≃

Φ
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Definindo o mapa Φ[p, x] = [Λ(p), x], vemos que essa aplicação Φ é bem definida:

Φ[p ◁̃ g, (ρ ◦ λ)(g−1)x] =
[
Λ(p ◁̃ g), (ρ ◦ λ)(g−1)x

]
=
[
Λ(p) ◁ λ(g), ρ

(
λ(g)−1

)
x
]

= [Λ(p), x]
= Φ[p, x],

uma vez que [p ◁̃ g, (ρ ◦ λ)(g−1)x] ∼ [p, x] pelo Lema 1.45. A sobrejetividade do mapa Φ
é resultado de Λ ser sobrejetivo. Para mostrar injetividade, é preciso provar que

Φ[p1, x] = Φ[p2, y] =⇒ [p1, x] = [p2, y].

Supor que são iguais implica que Φ[p1, x] e Φ[p2, y] estão na mesma classe de equivalência
sobre a ação do fibrado associado definida no Lema 1.45. Por isso, podemos sem perda
de generalidade considerar que x = y. Desse modo, segue que

Λ(p1) = Λ(p2).

Portanto, se p1 = p2 é imediato que [p1, x] = [p2, x]. Se p1 ̸= p2, então

π̃(p1) = π ◦ Λ(p1) = π ◦ Λ(p2) = π(p2)

mostra que p1 e p2 estão na mesma fibra. Isso significa que existe um elemento g ∈ SU(2)
tal que p1 = p2 ◁ g. Consequentemente,

Λ(p1) = Λ(p2◁̃g) = Λ(p2) ◁ λ(g) = Λ(p1) ◁ λ(g)

implica que λ(g) = e ∈ SO(3) e, com isso, podemos concluir que

[p1, x] = [p2 ◁ g, x]
= [p2, (ρ ◦ λ)(g)x]
=
[
p2, ρ

(
λ(g)

)
x
]

= [p2, x].

Logo, pela Definição 1.18, conclui-se que Φ é um isomorfismo entre fibrados vetoriais.

Com isso, estamos em condições de provar o teorema que relaciona as descrições da
conexão de Ashtekar em termos de SO(3) e SU(2):

Teorema 4.26 Seja Σ uma superfície de Cauchy de um espaçotempo (M, g). Dada co-
nexão ω ∈ Λ1

(
Fr+

g (Σ), so(3)
)

e a respectiva conexão ω̃ ∈ Λ1
(

Spin(Σ), su(2)
)

no fibrado
de spin, ambas as conexões induzem a mesma derivada covariante em TΣ ⊂ TM .

Demonstração. Dado um fibrado principal P com um fibrado associado Eρ, vimos que a
expressão para a derivada covariante em Eρ é dada pela Definição 2.65:

∇Eρ,ω
X Ψ =

[
s,∇ω

Xϕ
]

com ∇Eρ,ω
X ϕ = ϕ∗(X) +

(
ρ∗ ◦ ωs

)
(X)ϕ.
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em que Ψ ∈ Γ(U ;Eρ) e e ∈ Γ(U ;P ) são duas seções tais que Ψ = [e, ϕ]. Assim, como

λ∗
(
ẽ ∗ ◦ ω̃

)
= λ∗

(
ω̃(ẽ∗)

)
=
(
λ∗ ◦ ω̃

)
(ẽ∗)

=
(
Λ∗ ◦ ω

)
(ẽ∗)

=
(
ẽ ∗ ◦ Λ∗

)
(ω)

=
(
Λ ◦ ẽ

)∗
(ω)

= e∗(ω),

(4.17)

podemos obter, denotando Eρ = Fr+
g (Σ)×ρ R3 e Eρ ◦λ = Spin(Σ)×ρ ◦λ R3, que

Φ
(
∇Ẽρ ◦λ

X [ẽ, ui]
)

= Φ
( [
ẽ,
(
ρ∗ ◦ λ∗

)(
ω̃ẽ(X)

)
ui
] )

=
[
Λ(ẽ), ρ∗

(
ωe(X)

)
ui
]

=
[
e, ρ∗

(
ωe(X)

)
ui
]

= ∇Eρ

X [e, ui]

= ∇Eρ

X

(
Φ
(
[ẽ, ui]

))
em que utilizamos a Expressão 4.17 na primeira linha. Logo,

∇Ẽρ ◦λ

X [ẽ, ui] =
(

Φ−1 ◦ ∇Eρ

X ◦ Φ
)

[ẽ, ui]
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Apêndice A

Demonstrações dos Capítulo 1 e 2

Proposição A.1 Seja G um grupo de Lie. Para todos os elementos g, h ∈ G, temos:

a) (Lg)−1 = Lg−1 e (Rg)−1 = Rg−1;

b) Lg ◦Rh = Rh ◦ Lg.

c) cg = Lg ◦ (Rg)−1 é um automorfismo de G.

Demonstração. As propriedades saem de maneira direta:

(i) para a primeira propriedade, temos

Lg(Lg−1(h)) = g · (g−1 · h) = h =⇒ Lg−1 = (Lg)−1,

Rg(Rg−1(h)) = (h · g−1) · g = h =⇒ Rg−1 = (Rg)−1.

(ii) Prova-se que as translações comutam diretamente por

Lg(Rh(x)) = Lg(x · h) = g · x · h = Rh(g · x) = Rh(Lg(x)).

(iii) Decorre de (ii) que cg = Lg ◦R−1
g . Para vermos que é automorfismo de G, temos

cg(h · x) = g · (h · x) · g−1 = (g · h · g−1) · (g · x · g−1) = cg(h) · cg(x).

Teorema A.2 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g e X ∈ Γ(TG) a extensão
invariante à esquerda do vetor Xe ∈ g. Então, a curva integral maximal

γX : I ⊂ R→ G tal que γX(0) = e

do campo X satisfaz as seguintes propriedades:

a) γX é definido em todo R;

b) γX : R→ G é um homomorfismo de grupos de Lie;

c) γsX(t) = γX(st) para quaisquer s, t ∈ R.
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Demonstração. Denotaremos o domínio I ⊂ R da curva integral maximal de X por

ϕX : (tmín, tmáx)→ G

satisfazendo as condições iniciais

ϕX(0) = e,

ϕ′
X(t) = XϕX(t).

Primeiro, provaremos (a) e (b). Para isso, definimos as curvas

β1 : (tmín, tmáx)→ G com β1(t) = LgϕX(t)
β2 : (tmín − s, tmáx − s)→ G com β2(t) = ϕX(t+ s)

e provarmos que ambas são curvas integrais de X que partem do mesmo ponto. Temos

β1(0) = g · ϕX(0) = g = ϕX(s) = β2(0)

e, pelo campo ser invariante à esquerda,

β̇1(0) =
(
(DeLg)ϕX(0)

)
ϕ̇X(0) = XLge = Xg = XϕX(s) = ϕ̇X(s) = β̇2(0).

Portanto, segue do Teorema de Existência e Unicidade de Equações Diferenciais que

ϕX(s+ t) = β2(t) = β1(t) = g · ϕX(t) = ϕX(s) · ϕX(t).

Ou seja, que ϕX(s+ t) = ϕX(s) · ϕX(t).
Para mostrar que (tmín, tmáx) = R, vamos supor tmáx <∞ e considerar a curva

β :
(
−α2 ,

3α
2

)
→ G com β(t) = ϕX

(
α

2

)
· ϕX

(
t− α

2

)
em que α = min{|tmáx|, |tmín|} <∞. Então,

β(0) = ϕX

(
α

2

)
· ϕX

(
−α2

)
= ϕX(0) = e e β̇(0) = ϕ̇X(0) = Xe

mostra que β é uma curva integral de X. Porém, isso seria um absurdo, uma vez que

|tmáx| <
3α
2 .

Logo, tmáx = +∞ e, de maneira análoga, concluí-se que tmín = −∞.
Para provarmos (c), seja a curva

γ : R→ G com γ(t) = ϕX(st).

De imediato vemos que γ é uma curva integral do campo sX, pois

γ(0) = ϕX(0) = e e γ̇(0) = ϕ̇X(0)s = sXe.

Segue do Teorema de Existência e Unicidade de Equações Diferenciais que ϕX(st) =
ϕsX(t).
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Lema A.3 Seja X a extensão invariante à esquerda de um vetor Xe ∈ g. Então,

Xϕp(g) = (Dgϕp)Xg ∀g ∈ G.

Demonstração. Pelo campo ser invariante à esquerda, temos

(Dgϕp)Xg = (Dgϕp)(DeLg)Xe

= (Dgϕp)(DeLg)
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
ϕt(e)

= (Dgϕp)(DeLg)
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(tXe)

= d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
ϕp
(
Lg(exp(tXe))

)
= d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
ϕp
(
g · exp(tXe)

)
= d

dt

∣∣∣∣∣
t=0
p ◁ (g · exp(tXe))

= d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(p ◁ g) ◁ exp(tXe)

= Xp◁g

= Xϕp(g).

Lema A.4 Seja F : M → N uma aplicação diferenciável entre duas variedades diferen-
ciáveis M e N . Supondo que existam campos X, Y ∈ Γ(TM) e X ′, Y ′ ∈ Γ(TN) que
satisfazem as relações

X ′
F (p) = (DpF )Xp,

Y ′
F (p) = (DpF )Yp

o mesmo será válido para o colchete de Lie:

[X ′, Y ′]F (p) = (DpF )[X, Y ]p.

Demonstração. A demonstração é direta: sendo f ∈ C∞(N), temos

[X ′, Y ′]F (p)(f) = X ′
F (p)(Y ′f)− Y ′

F (p)(X ′f)
=
(
(DpF )Xp

)
(Y ′f)−

(
(DpF )Yp

)
(X ′f)

= Xp

(
(Y ′f)(F )

)
− Yp

(
(X ′f)(F )

)
=
(
Xp(Y ′f)− Yp(X ′f)

)
(F )

=
(
[X, Y ]p(f)

)
(F )

=
(
(DpF )[X, Y ]p

)
(f)
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Proposição A.5 A representação Adjunta

Ad : SO(3)→ GL(so(3))

é equivalente à representação usual

ρ : SO(3)→ GL(R3).

Demonstração. Dado A ∈ SO(3), temos as ações induzidas

ρA(x) = A · x e AdA(T ) = A · T · A−1

Sendo {ei} a base canônica de R3 e

T1 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , T2 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 e T3 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ,
a base de so(3), definimos o mapa f : R3 → so(3) por

f


xy
z


 =

 0 −z y
z 0 −x
−y x 0

 .
Em outras palavras, f(ei) = Ti. Portanto, o mapa f é uma bijeção linear por construção
e por isso para mostrar a equivalência entre as representações, basta provar que

ρA(f(ei)) = AdA(f(ei)) ∀i.

Sendo A ∈ SO(3) dada por

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,
temos as condições det(A) = 1 e A−1 = AT implicam em:

−a23a32 + a22a33 a13a32 − a12a33 −a13a22 + a12a23
a23a31 − a21a33 −a13a31 + a11a33 a13a21 − a11a23
−a22a31 + a21a32 a12a31 − a11a32 −a12a21 + a11a22

 =

a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

 (A.1)

Vamos mostrar que f(ρA(e1)) = AdA(f(e1)): temos

f(ρA(e1)) = f(A · e1)

= f


a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ·
1
0
0




= f


a11
a21
a31


,
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enquanto, por outro lado, também temos

AdA(f(e1)) = A · f(e1) · AT

=

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ·
 0 0 0
−a13 −a23 −a33
a12 a22 a32



=

 0 a13a22 − a12a23 a13a32 − a12a33
−a13a22 + a12a23 0 a23a32 − a22a33
−a13a32 + a12a33 −a23a32 + a22a33 0



= f


−a23a32 + a22a33
a13a32 − a12a33
−a13a22 + a12a23




= f


a11
a21
a31


.

Em que utilizamos a relação A.1 na passagem para a última linha. De modo análogo,
provamos que f(ρA(ei)) = AdA(f(ei)) para i = 2 e i = 3.

Proposição A.6 O mapa exponencial exp : g→ G satisfaz as propriedades:

(i) para todo Xe ∈ g e s, t ∈ R, vale

exp
(
(s+ t)Xe

)
= exp(sXe) · exp(tXe).

(ii) sendo 0 ∈ g e Xe ∈ g, temos

exp(0) = e,

exp(−Xe) = (expXe)−1

Demonstração. As propriedades saem diretamente do Teorema 2.3:

(i) Para todo Xe ∈ g e s, t ∈ R, temos

exp((s+ t)Xe) = ϕ(s+t)Xe(1)
= ϕXe(s+ t)
= ϕXe(s) · ϕXe(t)
= ϕsXe(1) · ϕtXe(1)
= exp(sXe) · exp(tXe).

(ii) Tomando s = 0 e t = 1 em ϕX(st) = ϕsX(t), temos

exp(0) = exp(Xe −Xe)
= ϕXe−Xe(1)
= ϕXe(0)
= e
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(iii) Utilizando (i) e (ii), obtemos que exp(−Xe) = (expXe)−1:

e = exp(Xe −Xe)
= exp(Xe) · exp(−Xe).

Teorema A.7 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal. Então, existe uma bijeção entre
as conexões de Ehresmann e as conexão-formas. Mais especificamente:

a) Seja HP uma conexão de Ehresmann em P . Então,

ω
(
X + Y

)
= Xe com Y ∈ Γ(HP )

define uma conexão-forma em P .

b) Seja ω ∈ Λ1(P ; g) uma conexão-forma em P . Então,

(HP )z = ker(ωz) com ωz = ω|TPz

define uma conexão de Ehresmann HP em P .

Demonstração. Seja HP uma conexão de Ehresmann em P . Então,

TP = HP ⊕ VP

implica que todo Z ∈ Γ(TP ) pode ser decomposto como

Z = X + Y

para algum Xe ∈ g e Y ∈ Γ(HP ). Assim, definindo ω ∈ Λ1(P ; g) por

ω
(
X + Y

)
= Xe com Y ∈ Γ(HP ),

segue de imediato que ω
(
X
)

= Xe e, usando a Proposição 2.15, temos
(
(rg)∗ω

)
z

(
Xz + Yz

)
= ωrg(p)

(
(rg)∗Xz + (rg)∗Yz

)
= ωrg(p)

(
Adg−1 Xe

)
= Adg−1 Xe

= Adg−1

(
ωz
(
Xz + Yz

))
.

Por outro lado, seja ω ∈ Λ1(P ; g) uma conexão-forma em P . Precisamos mostrar que

HPz = ker(ωz) com ωz = ω|TPz

é uma distribuição horizontal invariante à direita. Para mostrar que HPz é um espaço
tangente horizontal, utilizamos que a condição

ωz
(
X
)

= Xe ∀Xe ∈ g
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garante que ωz : TPz → g é sobrejetiva. Assim, pelo Teorema do Núcleo e Imagem, temos:

dim kerωz = dimTPz − dim g

= dimTPz − dimVPz.

Portanto, podemos decompor o espaço tangente à variedade P como:

TPz = VPz ⊕HPz.

Para mostrar a invariância à direita, seja Yz ∈ HPz. Então,

ωrg(z)
(
(rg)∗Yz

)
=
(
(rg)∗ω

)
z
(Yz)

= Adg−1

(
ωz(Yz)

)
= 0

resulta em (rg)∗Yz ∈ HPrg(z). Para mostrarmos que é uma distribuição, vamos denotar
dim g = l e considerar {TI} uma base de g. Então,

ω =
l∑

I=1
ωI ⊗ TI com ωI ∈ Λ1(P ;R)

e, consequentemente, obtemos que

HPz =
l⋂

I=1
kerωIz .

Tomando uma carta em uma vizinhança U de z ∈ P , temos

ωI =
∑

ωIJ dx
J com ωIJ ∈ C∞(U).

Sendo {bI} as coordenadas na fibra, os vetores Xq ∈ TPq se escrevem

Xq =
∑

bJ
∂

∂xJ
|q

Assim, em coordenadas, temos

HPq =
l⋂

I=1
kerωIq

=
{
Xq ∈ TPq : ωIq (Xq) = 0 ∀I = 1, · · · , l

}
=
{

(b1, · · · , bm) ∈ Rm :
m∑
J=1

ωIJ(q)bJ = 0 ∀I = 1, · · · , l
}

Como ωz : TPz → g é sobrejetivo, necessariamente {ωI} deve ser uma coleção linear
independente em z ∈ P e portanto podemos tomar

F I(q, b) =
m∑
J=1

ωIJ(q)bJ ∀I = 1, · · · , l
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cuja matriz jacobiana [∂F I/∂bJ ] = [ωIJ ] ∈ M(l × m,R) tem posto igual a l em z. Isso
significa que existe uma submatriz l× l não-singular e, pelo Teorema da Função Implícita,
segue que b1, · · · , bl são funções diferenciáveis de bl+1, · · · , bm. Sendo

XI =
l∑

J=1
bj (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)︸ ︷︷ ︸

I-ésima coordenada

∂xj + ∂xl+I

uma coleção de m− l campos vetoriais, temos que

span{XI} = HPq ∀q ∈ Uq.

Logo, HP é uma distribuição em TP devido ao Teorema 2.17.

Proposição A.8 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Temos que a forma de
Maurer-Cartan µG ∈ Λ1(G; g) é invariante à esquerda e satisfaz

(Rg)∗ µG = Adg−1 ◦ µG ∀g ∈ G.

Demonstração. Seja g, h ∈ G e g ∈ ThG. Utilizando a Proposição 1.41, obtemos(
(Rg)∗µG

)
h
(v) = (µG)Rg(h)

(
Dh(Rg)

)
(v)

=
(
DRg(h)Lg−1·h−1

)(
Dh(Rg)

)
(v)

=
(
Dh(Lg−1·h−1 ◦Rg)

)
(v)

=
(
Dh(cg−1 ◦ Lh−1)

)
(v)

=
(
De(cg−1)

)(
Dh(Lh−1)

)
(v)

= Adg−1

(
(µG)h(v)

)
.

Para mostrar invariância à esquerda, temos(
(Lg)∗µG

)
h
(v) = (µG)Lg(h)

(
Dh(Lg)

)
(v)

=
(
DLg(h)(Lh−1◦g−1)

)(
Dh(Lg)

)
(v)

=
(
Dh(Lh−1◦ g−1 ◦ Lg)

)
(v)

=
(
Dh(Lh−1)

)
(v)

= (µG)h(v).

Proposição A.9 Seja P uma variedade diferenciável, G um grupo de Lie e

ϕ : P ×G→ P com ϕ(p, g) = p ◁ g

uma ação à direita diferenciável de G em P . Então, a diferencial

D(p,g)ϕ : T (P ×G)(p,g) → TPp ◁ g

é dada por (
D(p,g)ϕ

)
(Xp, Yp) =

(
Dp(rg)

)
(Xp) + µG(Yp)p ◁ g.
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Demonstração. Primeiro, utilizamos que
T (P ×G)(p,g) ≃ TPp ⊕ TGg.

Com isso, sejam α : I →M e β : I → G duas curvas diferenciáveis tais que
α(0) = p e α′(0) = Xp ∈ TPp
β(0) = g e β′(0) = Yp ∈ TGg.

Então, (
D(p,g)ϕ

)
(Xp, Yp) =

(
D(p,g)ϕ

)
(Xp, 0) +

(
D(p,g)Φ

)
(0, Yp)

=
(
D(p,g)ϕ

)
(α′(0), 0) +

(
D(p,g)ϕ

)
(0, β′(0))

=
(
Dp(rg)

)
(Xp) +

(
(Dg(ϕp)

)
(Yp).

Sendo µG a forma de Maurer-Cartan, segue da Proposição 1.41 e do Lema A.3 que(
Dg(ϕp)

)
(Yp) =

(
Dg(ϕg)

)(
µG(Yp)

)
= µG(Yp).

Proposição A.10 Seja (P, π,M ;G) um fibrado principal com conexão ω ∈ Λ1(P ; g) e

si : Ui → P

sj : Uj → P

duas seções locais tais que Ui ∩ Uj ̸= ∅. Sendo gij uma mudança de gauge, temos

ωj = Ad(gij)−1 ◦ ωi + (gij)∗(µG).
em que ωj = (sj)∗ω e ωi = (si)∗ω são as conexões locais.

Demonstração. Seja x ∈ Ui ∩ Uj e Z ∈ TMx. Denotando ϕ(p, g) = p ◁ g e definindo

X =
(
Dx(sj)

)
(Z) ∈ TPsj(x)

Y =
(
Dx(gij)

)
(Z) ∈ TGgij(x),

segue da Proposição 2.44 que(
Dx(sj)

)
(Z) =

(
Dx(ϕ(si, gij))

)
(Z)

=
(
Dsi(x)(rgij(x))

)
(X) + µG(Y )si(x)◁ gij(x)

=
(
Dsi(x)(rgij(x))

)
(X) + µG((Dx(gij))(Z))sj(x)

=
(
Dsi(x)(rgij(x))

)
(X) + (gij)∗µG(Z)sj(x)

Com isso, podemos obter
ωj(Z) =

(
(sj)∗ω

)
(Z)

= ω ◦
(
Dx(sj)

)
(Z)

= ω ◦
(
Dsi(x)(rgij(x))

)
(X) + ω ◦ (gij)∗µG(Z)sj(x)

=
(
(rgij

)∗ω
)
(X) + (gij)∗µG(Z)

=
(

Ad(gij)−1 ◦ ωi + (gij)∗µG
)
(Z)
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em que utilizamos: (
(rgij

)∗ω
)
(X) =

(
Ad(gij)−1 ◦ ω

)
(X)

=
(

Ad(gij)−1 ◦ ω
)
◦
(
Dx(sj)

)
(Z)

= Ad(gij)−1

(
ω ◦

(
Dx(sj)

)
(Z)

)
= Ad(gij)−1 ◦

(
(sj)∗ω

)
(Z)

)
.

Lema A.11 Seja Σ uma hipersuperfície de Cauchy em M . Então, a aplicação

∇Σ : Γ(TΣ)× Γ(TΣ)→ Γ(TΣ) com ∇Σ
XY = tan

(
∇M
XY

)
define uma derivada covariante em Σ.

Demonstração. Sejam X, Y, Z ∈ Γ(TΣ) e f ∈ C∞(Σ). Temos que

i) ∇Σ é C∞(Σ)-linear na primeira variável:

∇Σ
fX+ZY = tan

(
∇M
fX+ZY

)
= ∇M

fX+ZY +
〈
∇M
fX+ZY, n

〉
n

= f∇M
XY +∇M

Z Y +
〈
f∇M

XY +∇M
Z Y, n

〉
n

= f∇M
XY + f

〈
∇M
XY, n

〉
n+∇M

Z Y +
〈
∇M
Z Y, n

〉
n

= f tan
(
∇M
XY

)
+ tan

(
∇M
Z Y

)
= f∇Σ

XY +∇Σ
ZY.

ii) ∇Σ satisfaz a regra do produto:

∇Σ
X(fY ) = tan

(
∇M
X(fY )

)
= ∇M

X(fY ) +
〈
∇M
X(fY ), n

〉
n

= X(f)Y + f∇M
XY + ⟨X(f)Y, n⟩︸ ︷︷ ︸

=0

n+
〈
f∇M

XY, n
〉
n

= X(f)Y + f
(
∇M
XY +

〈
∇M
XY, n

〉
n
)

= X(f)Y + f tan
(
∇M
XY

)
= X(f)Y +∇Σ

XY.

Lema A.12 ∇LC satisfaz a regra do produto com relação a ⋏:

∇LC
X (Y ⋏ Z) = ∇LC

X Y ⋏ Z + Y ⋏∇LC
X Z. (A.2)

Demonstração. A maneira mais direta de provarmos é calculando ambos os lados da
Equação em 4.7 e verificarmos que eles coincidem. Para isso, seja {ui} uma base de R3,
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e ∈ Fr+
g (Σ) um referencial e X, Y, Z ∈ TΣ campos arbitrários. Denotando ei := e(ui), os

campos serão descritos localmente por Y = Y jej e Z = Zkek. Temos:

∇LC
X Y ⋏ Z =

(
X(Y j)ej + Y j∇LC

X ej
)
⋏ (Zkek) = X(Y j)Zk(ej ⋏ ek) + Y jZk(∇LC

X ej ⋏ ek),
Y ⋏∇LC

X Z = (Y jej) ⋏ (X(Zk)ej + Zk∇LC
X ek) = X(Zk)Y j(ej ⋏ ek) + Y jZk(ej ⋏∇LC

X ek).

Com isso, obtemos que o lado direito da Equação 4.7 é

∇LC
X Y ⋏ Z + Y ⋏∇LC

X Z =
(
X(Y j)Zk +X(Zk)Y j

)
(ej ⋏ ek)

+ Y jZk
(
∇LC
X ej ⋏ ek + ej ⋏∇LC

X ek
)

=X(Y jZk)(ej ⋏ ek) + Y jZk
(
∇LC
X ej ⋏ ek + ej ⋏∇LC

X ek
)
.

Enquanto o lado esquerdo da Equação 4.7 é

∇LC
X (Y ⋏ Z) = ∇LC(Y jZkej ⋏ ek) = X(Y jZk)(ej ⋏ ek) + Y jZk(∇LC

X (ej ⋏ ek)).

Consequentemente, a regra do produto será satisfeita se, e somente se,

∇LC
X (ej ⋏ ek) = ∇LC

X ej ⋏ ek + ej ⋏∇LC
X ek.

A expressão acima afirma a igualdade entre dois vetores. Portanto, para prová-la basta
demonstrarmos que ela é válida para cada componente. Em outras palavras, basta veri-
ficarmos que a seguinte igualdade é válida para quaisquer índices i, j, k:〈

∇LC
X ej ⋏ ek, ei

〉
+
〈
ej ⋏∇LC

X ek, ei
〉

=
〈
∇LC
X (ej ⋏ ek), ei

〉
. (A.3)

Vamos analisar a Equação A.3 em cada uma das possíveis situações. Temos:

i) Caso k = i: temos〈
∇LC
X ej ⋏ ei, ei

〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+
〈
ej ⋏∇LC

X ei, ei
〉

=
〈
∇LC
X (ej ⋏ ei), ei

〉
.

Pela metricidade de ∇LC, obtemos:〈
∇LC
X (ej ⋏ ei), ei

〉
= X

(
⟨ej ⋏ ei, ei⟩︸ ︷︷ ︸

=0

)
−
〈
ej ⋏ ei,∇LC

X ei
〉

=
〈
ei, ej ⋏∇LC

X ei
〉
.

ii) Caso k = j: temos〈
∇LC
X ej ⋏ ej, ei

〉
+
〈
ej ⋏∇LC

X ej, ei
〉

=
〈
∇LC
X (ej ⋏ ej), ei

〉
︸ ︷︷ ︸

=0

.

Por uma simples manipulação, obtemos:〈
∇LC
X ej ⋏ ej, ei

〉
+
〈
ej ⋏∇LC

X ej, ei
〉

=
〈
∇LC
X ej ⋏ ej, ei

〉
−
〈
∇LC
X ej ⋏ ej, ei

〉
= 0.

iii) Caso j = i: temos〈
∇LC
X ei ⋏ ek, ei

〉
+
〈
ei ⋏∇LC

X ek, ei
〉

︸ ︷︷ ︸
=0

=
〈
∇LC
X (ei ⋏ ek), ei

〉
.
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Pela metricidade de ∇LC, temos〈
∇LC
X (ei ⋏ ek), ei

〉
= X

(
⟨ei ⋏ ek, ei⟩︸ ︷︷ ︸

=0

)
−
〈
ei ⋏ ek,∇LC

X ei
〉

= −
〈
ei, ek ⋏∇LC

X ei
〉

=
〈
ei,∇LC

X ei ⋏ ek
〉
.

iv) Caso que j, k e i são distintos dois a dois: para essa etapa precisaremos do seguinte
resultado, decorrência imediata da metricidade de ∇LC:〈
∇LC
X ei, ei

〉
= ∇LC

X ⟨ei, ei⟩ −
〈
ei,∇LC

X ei
〉

= −
〈
∇LC
X ei, ei

〉
=⇒

〈
∇LC
X ei, ei

〉
= 0 ∀i.

Com esse resultado, veremos que todos os termos da Equação 4.7 serão identica-
mente nulos. Em detalhes, convencionando ei ⋏ ej = ek, temos:〈

ej ⋏∇LC
X ek, ei

〉
=
〈
∇LC
X ek, ei ⋏ ej

〉
=
〈
∇LC
X ek, ek

〉
,〈

∇LC
X ej ⋏ ek, ei

〉
=
〈
∇LC
X ej, ek ⋏ ei

〉
=
〈
∇LC
X ej, (ei ⋏ ej) ⋏ ei

〉
=
〈
∇LC
X ej, ⟨ei, ei⟩ ej − ⟨ei, ej⟩︸ ︷︷ ︸

=0

ei

〉

=
〈
∇LC
X ej, ej

〉
,〈

∇LC
X (ej ⋏ ek), ei

〉
=
〈
∇LC
X

(
ej ⋏ (ei ⋏ ej)

)
, ei
〉

=
〈
∇LC
X

(
⟨ej, ej⟩ ei − ⟨ej, ei⟩︸ ︷︷ ︸

=0

ei
)
, ei

〉

=
〈
∇LC
X ei, ei

〉
.
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