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Resumo

Ap6s Abhay Ashtekar [1986] introduzir um conjunto de novas varidveis que simplificam
os vinculos da teoria hamiltoniana da relatividade, a busca por uma teoria de gravitacao
quantica ganhou novos rumos. Dada a importancia que estas novas variaveis possuem
para o surgimento da vertente de gravitacao quantica em lagos, esta dissertacao tem como
objetivo construir a conexao de Ashtekar de maneira matematicamente clara e consistente
utilizando conexoes em fibrados associados.

Palavras-chave: Conexao de Ashtekar; conexoes em fibrados; fibrados associados.



Abstract

After Abhay Ashtekar [1986] introduced new variables that simplify the constraints
of the Hamiltonian theory of relativity, the search for a theory of quantum gravity took
new directions. Given the importance of these new variables have for the emergence of
the loop quantum gravity, this dissertation aims to construct the Ashtekar connection in
a mathematically clear and consistent way using connections in associated bundles.

Keywords: Ashtekar connection, connections on bundles, associated bundles
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Introducao

As novas varidveis introduzidas por Ashtekar [1986] tiveram um papel muito mais
amplo do que apenas simplificar os vinculos obtidos na formulacdo hamiltoniana da re-
latividade, elas trouxeram novos ares a busca por uma teoria de gravitacao quantica
canonica. Considerando a importancia que estas novas variaveis tém para essa vertente
de pesquisa, é fundamental que se tenha uma defini¢do precisa sobre o que elas sdo e como
elas definem uma nova conexao, chamada conexao de Ashtekar.

Utilizando como base a tese Wohr [75] e o artigo Fleischhack e Levermann [25], esta
dissertagdo tem como objetivo construir e analisar a conexao de Ashtekar de maneira
matematicamente precisa e global, utilizando a linguagem de fibrados, especificamente,
conexdes em fibrados. Para isso, seguiremos a estruturacao légica detalhada a seguir.

O Capitulo 1 se divide em trés se¢oes: as duas primeiras serao dedicadas aos fibrados
principais e servem como um meio de estabelecer a notagdo que serd empregada no texto,
além de enunciar resultados fundamentais sobre o tema que serao utilizados posterior-
mente. A Secao 1.3 detalha a construcao de fibrados associados e demonstra resultados
importantes que serao utilizados no Capitulo 4.

Em sequéncia, o Capitulo 2 se divide em quatro secoes: as duas primeiras discorrem
acerca, de conexoes em fibrados principais. Na Secdo 2.1 introduzimos a conexdo de
Ehresmann utilizando subfibrados verticais e horizontais, enquanto na Secao 2.2 definimos
as formas da conexao utilizando formas vetoriais. Em especial, é provado que essas duas
nogoes de conexao sao equivalentes (Teorema 2.41).

A Secgao 2.3 busca realizar uma andlise mais detalhada a respeito de conexoes definidas
no fibrado dos referenciais. E provado nos Teoremas 2.51 e 2.52 que toda conexao define
uma derivada covariante e vice versa.

Por fim, mostramos na Sec¢ao 2.4 como uma conexao no fibrado principal induz uma
derivada covariante em seu fibrado associado, o que serd utilizado no Capitulo 4.

DEFINICAO Seja EP = P x,M o fibrado associado ao fibrado principal (P, 7, M;G)
e 4 representacio p e seja w uma conexao em P. Dada uma secio ® € T'(M; EP),
definimos a derivada covariante de ® na diregio de um campo X € I'(TM)
como sendo o mapa

VIR T(ER) = QUM E?) tal que (VX “®) (p) = D(¢,7,p,w)

em que 7y € qualquer curva tal que v = X em p. Localmente, sendo ® € I'(U; EP)
e s € I'(U; P) duas secoes tais que ® = [s, ¢| temos a expressao:

VY0 =[5, V40| com V6= ¢.(X)+ (p. ow,)(X).

No Capitulo 3 sera definido o operador de Weingarten e a curvatura extrinseca, além de
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demonstrarmos resultados significativos no contexto de subvariedades Riemannianas. Em
especial, destaca-se a equac¢ao de Gauss-Codazzi, que é aplicada no chamado formalismo
ADM da relatividade, comentado na Secao 3.5.

O inicio do Capitulo 4 retine os conceitos trabalhados nos capitulos anteriores para
definirmos a conexao de Ashtekar:

DEFINIGAO Seja Wein = I o Wein. A conexdo de Ashtekar com respeito ao
parametro de Barbero-Immirzi 5 € C € definida por

A=whC 4 g Wein € Qb (Fr}(E),50(3))"

hor

e a derivada covariante V4 associada & conexdo A = w™C + f Wein ¢

VA TTE) 5 T(TY*@TE) com VLY = VLY + B Wein(X) A Y.

Posteriormente, calculamos a tor¢ao e o tensor curvatura associado a conexao de Ash-
tekar. Em especial, a subsecao 4.2.2 é dedicada para calcular a curvatura escalar dessa
conexao. Todas as grandezas obtidas também sao expressas em coordenadas para tornas
possivel a comparagao com a literatura fisica.

Por tdltimo, a Secao 4.3 contém uma breve exposi¢ao sobre estruturas de spin, que
compdem o mecanismo pelo qual é possivel relacionar a conexao de Ashtekar em SO(3)
construida no Capitulo 4 com a conexao originalmente definida em SU(2), amplamente
utilizada em gravitagdo quantica em loops.
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Capitulo 1

Breve Introducao a Fibrados

O propdsito deste capitulo é estabelecer a notagao e facilitar o acesso as defini¢oes e aos
resultados que serao utilizados ao longo da dissertacao. Por isso, daremos demonstracoes
para alguns resultados mais relevantes. Para uma abordagem mais detalhada sobre o
extenso tépico de fibrados, sugerimos consultar as seguintes referéncias: Huseméller [40],
Friedman e Morgan [26], Poor [60], Sontz [67] e Marsh [51].

NOTACAO 1.1 Ao longo da dissertacao, iremos nos referir a objetos infinitamente dife-
rencidveis como objetos diferencidvets ou suaves.

DEFINIGAO 1.2 Sejam E, M e F trés variedades diferencidveis e 7 : E — M uma
aplicagao sobrejetiva diferencidvel. Entao, (E,m, M;F) é um fibrado diferencidvel
com fibra tipica F se para todo v € M existe uma vizinhanca U C M tal que:

a) existe um difeomorfismo ¢ : 7Y (U) — U x F satisfazendo m = pry o 9;

b) para cada y € U, o mapa |-y : 7 (y) — F € um difeomorfismo.

Intuitivamente, a condic¢ao (a) pode ser visualizada pelo seguinte diagrama comutativo:

Seja (E, 7, M; F') um fibrado diferenciavel. Entao, diremos que:
o E e M sao, respectivamente, o espago total e o espago base;
o 7 é a projegao do fibrado e E, :== 7~ 1(x) é a fibra sobre x € M;

» os difeomorfismos v sdo as trivializagdes locais ou cartas do fibrado.

DEFINIGAO 1.3 Sejam (E', 7', M'; F') e (E,m, M; F) dois fibrados diferencidveis. Entdo,
uma aplicacao diferencidvel ® : E — E' é um morfismo entre estes fibrados se existir
um mapa ¢ : M — M’ diferencidvel tal que 7’ o ® = ¢ o .
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A definicao pode ser visualizada através do seguinte diagrama comutativo:

E L E
MTM/

ExemMpPLO 1.4 O espaco produto E = M x F de duas variedades diferencidveis munido da
projecao canonica pry : M X F'— M ¢é o que chamamos de fibrado trivial. Sao eles que
justificam o termo trivializacao local para as cartas do fibrado: localmente, todo fibrado
diferenciavel se comporta como uma variedade produto.

NOTACAO 1.5 Um fibrado diferencidvel (E,m, M; F) poderd ser denotado por (E,m, M)
ou E, quando nao for preciso explicitar sua fibra tipica ou espaco base.

1.1 FIBRADOS VETORIAIS

Nesta secao trabalharemos com o caso particular de fibrados diferenciaveis cuja fibra
tipica possui estrutura de espago vetorial.

DEFINICAO 1.6 Sejam E e M duas variedades diferencidveis e w : E— M uma aplicagao
sobrejetiva diferencidvel. Entdo, (E,m, M;R™) é um fibrado vetorial de posto m se
para todo x € M existe uma vizinhangca U C M tal que:

a) existe um difeomorfismo ¢ : 7Y U) — U x R™ satisfazendo m = pry o ;
b) para cada y € U, a fibra E, é um espago vetorial e o mapa
Ylg, : By — R™
¢ um isomorfismo entre espacos vetoriais.

Fibrados possuem a nocao de atlas, assim como variedades:

DEFINIGAO 1.7 Seja (E,m, M;R™) um fibrado vetorial e {U,} uma cobertura aberta de
M. Entao, uma colecao de trivializacoes

{¢o : 77 (Uy) = Uy x R™}
¢ um atlas Ap = {(771(U,), %)} do fibrado E.
O proximo resultado mostra como mudar coordenadas em fibrados vetoriais:
PrROPOSICAO 1.8 Seja (E, 7, M;R™) um fibrado vetorial e

Vo 1 7 (Uy) = Uy x R™,
77[}3 : 7T_1(U5) — Uﬂ x R™

duas trivializagoes tais que U, NUp # @. Entao, existe uma aplicagdo diferencidvel
9ap : Ua NUg = GL(m;R)  tal que (@/Ja o @bﬁ_l)(x,v) = (2, (Gap)z - V)

chamada fungdo transicd@o entre as trivializacoes ¢, e 3.
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Demonstragao. A situacao pode ser melhor visualizada pelo diagrama

k- -~

UaNUs) x R™ 22 2= YU, NUs) —=2— (U, NUs) x R™

=

o U, NUs .
As fibras sdo preservadas por mudancas de coordenadas:
Py O(Q/Ja ° wgl) =P
implica que existe um mapa g,s : Uy N U — GL(m; R) tal que
(Yoo ¥3") (P, v) = (P, gas(,v)).
Consequentemente, para todo z € M temos o isomorfismo
(9ap), : R™ = R™ definido por (gag)e = ¥alr, © (¢B|Ex>_l-

Fixado # € M e sendo B = {¢;} uma base qualquer de R™, temos que

Jap(ei) € R™ = Z(ga,ﬂ)f@k
k
d4 uma representacao matricial de g,3 na base B e permite reescrever

(908)F = (P10 Ly, ) (€1)-

em que pr, ¢ a projecao na k-é¢sima coordenada e L, , denota a agao, via produto de
matrizes, & esquerda por g,s. Portanto, cada entrada (g.s)¥ é composta por aplicagdes
diferencidveis, o que implica no mapa (gag), ser diferenciavel. n

Um conceito que serd muito utilizado ao longo da dissertacao é o de segao:

DEFINIGAO 1.9 Seja (E,m, M;R™) um fibrado vetorial e U um aberto de M. Entdo, uma
se¢do local é uma funcio suave s : U — FE tal que mo s = id|y. A segio serd global se
for definida em todo o espaco base M.

NOTACAO 1.10 Denotaremos o conjunto das segoes locais s : U — E por T'(U; E). Utili-
zaremos apenas I'(E) quando U = M.

PRrOPOSICAO 1.11 O conjunto I'(E) é um mddulo sobre o anel de fung¢oes C(M).

Demonstrag¢io. Todo fibrado vetorial admite a se¢do nula og(z) = 0 € E, definida glo-
balmente, de maneira que I'(E£) # @. A estrutura de C*°(M)-mbdulo é consequéncia da
estrutura vetorial das fibras:

(f51+gs2)(x) = f()s1(x) + g(x)s2(2).
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DEFINIGAO 1.12 Seja (E, 7, M;R™) um fibrado vetorial. Um referencial local em E é
uma colegcao o = (0;) de segoes locais o; € I'(U; F) tal que {o;(x)} é uma base da fibra E,
para todo x € M. O referencial serd global quando as secoes forem globais.

ExXeMPLO 1.13 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma segio X € I'(T'M) é um campo
vetorial sobre M e um referencial e = (e;) definido em T M é chamado na literatura fisica
de vielbein'. Iremos retomd-los mais detalhadamente no Capitulo 2.

ExemMpPLO 1.14 Seja (E,m, M;R™) um fibrado vetorial. Sendo (U,v) uma carta do fibrado
e {e;} uma base de R™, podemos definir a cole¢io de mapas

€ :U—=>UXxXR"™ com é(zx)=(x,¢).
Por sua vez, estes mapas induzem uma colegio de fungoes o; : U — E definidas por
oi(w) =¥ (2, e) = (Y7 0 &)().
Por construgao, as funcoes o; sdo diferencidveis e
(mooi)(z) = (mo™)(z,e)

=P (l‘, ei)

=x
mostra que o; sao segoes locais. A situagdo pode ser representada pelo diagrama:

YU) v U x R™

Nesse caso, dizemos que o referencial o = (0;) € associado a trivializacdo 1.
ProrosicAao 1.15 Todo referencial em um fibrado vetorial € associado a uma trivializagdo.

Demonstragio. Consideremos o fibrado vetorial (E,m, M;R™). Seja 0 = (0;) um referen-
cial local e {e;} uma base de R™. Definiremos o mapa

U:UxR"™ — 7 1(U)

pontualmente como sendo V|, : R™ — E, tal que

v (:E, Z viei> = Z v'oy().

Como {o;(z)} é uma base de E,, a restrigdo V|, é uma bijecao para cada x € U. Resta
mostrar que ¥ é um difeomorfismo. Para cada y € U, pode-se tomar uma vizinhanca
V C U e uma trivializacdo ¢ : 771(V) — V x R™ de maneira a obter o diagrama:

VxR iy Yy xR

™ oilv

%

1do alemao, “vielbein” carrega a ideia de “muitas-pernas”
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Para cada secao o;, a composicao
Yooily : V=V xR"

é diferenciavel, de maneira que temos a representacao matricial
(oi(x)) € GL(m,R) tal que (¢ o 0y)( ( Za )

Assim, as entradas o7 : V — R da matriz (0;(z))’ sdo diferenciveis e, consequentemente,

o Ulymm (517, Zviez’) = (% Zviaf(aﬁ) : ej)
i i

mostram que ¥y gm é um difeomorfismo. Logo,
vl (V) = V xR

é uma trivializacao do fibrado. m

COROLARIO 1.16 Fibrados vetoriais sao triviais se, e somente se, admitem um referencial
definido globalmente.

Demonstragao. Consequéncia imediata do Exemplo 1.14 e da Proposicao 1.15. O

O préximo resultado mostra como mudar coordenadas entre se¢oes locais:

PROPOSICAO 1.17 Seja (E,m, M;R™) um fibrado vetorial e {(04):}, {(05);} duas bases
de secoes locais associadas as trivializacoes
Vo 1 7 H(Uy) = Uy x R™,
@ZJﬁ : 7T_1(U@) — U@ x R™
tais que U, NUg # @ e cujas fungoes transi¢do sao gap. Entao,
(08)i = > _(9as)i(0a);-
J
Demonstracio. A demonstragao é direta. Pela defini¢ao, temos
(05)i = 3 (x,€:)
=5 o (Ya otz ) ()
= U5 (2, (gap)s - &)

=1, (37 Z(%ﬂ)?%)

J

e como as cartas sao lineares nas fibras, segue que

(05)i = ¥ " (337 Z(Qaﬁ)fej)

J

= Z 9as)? (z,€5)
Z gaﬁ
J
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DEFINIGAO 1.18 Definimos um morfismo entre dois fibrados vetoriais
(B, 7, M;R™), (E',7', M';R™)
como sendo um mapa F : E — E' continuo tal que
a) existe uma fung¢io continua f: M — M’ satisfazendo ©’ o F = fo m,
b) a restricio F|g, : E, — Y}, € linear para todo x € M.

Um isomorfismo entre fibrados vetoriais é um morfismo F : E — E’ entre fibrados
vetoriais cuja inversa F~1' : E' — E também é um morfismo entre fibrados vetoriais.

OBSERVACAO 1.19 Uma bijecdo linear entre espagos vetoriais de dimensao finita € um
isomorfismo entre espagos vetoriais. Portanto, no caso de um isomorfismo F': E — E’
entre fibrados vetoriais, temos que a restricio F|g, € um isomorfismo entre as fibras.

1.2 FIBRADOS PRINCIPAIS

Nesta secao iremos trabalhar com o caso particular de fibrados diferenciaveis cuja fibra
tipica possui estrutura de grupo de Lie, generalizando a nocao de fibrados vetoriais.

1.2.1 ACOES E REPRESENTACOES

Utilizaremos esta subsegdo para estabelecer a notagao sobre algumas definigdes e re-
sultados basicos sobre grupos e representacoes que serao utilizados adiante.

DEFINIGAO 1.20 Seja P uma variedade diferencidvel e G um grupo de Lie. Uma a¢do a
direita de G em P é uma aplicacao diferencidvel <: P x G — P tal que:

a) p<e=p para todo p € P,

b) (p<g1)<g2=p<(g1 g2)-

Dizemos que G € um grupo de transformacao de P.
Acdes a esquerda sao definidas de maneira andloga e serao denotadas por .
OBSERVACAO 1.21 Toda agao a direita <: P X G — P induz uma a¢do d esquerda:
b:GxP—=P com gep=pdag .

DEFINICAO 1.22 Uma representagdao de um grupo de Lie G em um espago vetorial V é
um homomorfismo de grupos p : G — GL(V). A representacao é efetiva se for injetiva.

O proximo resultado mostra uma correspondéncia entre acoes e representagoes:

ProrosicAao 1.23 Seja G um grupo de Lie e P uma variedade diferencidvel. Entdo,
a) Toda agio <: P x G — P induz uma representagio p : P — Difeo(P);

b) Toda representagao p : P — Difeo(P) induz uma agio <: P x G — P.
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Demonstragio. Seja <: P x G — P uma ac¢ao de G em M. Entao, podemos definir
p: G — Difeo(P) tal que py(x) =z<ag "
A aplicacao p é um homomorfismo de grupos, pois

pon(x) =< (gh)™
=z<a(h™g™
=(x<ah Hag?
= (pg © pn)().
Por outro lado, dada uma representacao p : G — Difeo(P), podemos definir
4:PxG—=P talque z<g:=p,-1(x).

Como p é um homomorfismo, temos

edx = pe(x) (x<ah)<g=py1(pp-1(x))
= idp(x) = P(ng)—1(2)
=z =z < (hg),
o que mostra que a aplicagao > ¢ uma agao. O

DEFINIGAO 1.24 Sejam P, P’ variedades diferencidveis, G, H grupos de Lie e
4:GxP—P
<y H X P = P

duas agoes a direita. Um mapa diferencidvel F' : P — P’ é f-equivariante se existir um
homomorfismo de grupos de Lie f: G — H tal que

F(p<ig)=F@p)<2 flg) VpePged.
Dizemos que F' é G-equivariante se f = idg.
Os mapas G-equivariantes serdao fundamentais para se definir fibrados principais pos-

teriormente. Seja (P,m, M;G) um fibrado diferenciavel e < : P x G — P uma agao a
direita. Entao, dada uma trivializacao local

Yo (U) = U x G,
podemos tomar a variedade produto U x G ~ 7=}(U) e definir uma outra acio a direita
B: (UxG)xGE— (UxG) com (x,h)<g=(z,hg). (1.1)

Visualmente, isso significa que uma trivializagdo ¢ é um mapa G-equivariante se, e so-
mente se, o diagrama abaixo comuta:

P < PxG

v vxidg = Y(pag) =v(p) <2 g.

UXG<T(UXG)XG

Contudo, observando que < = <|;-1(y), podemos reescrever essa expressao como

Y(p<g) =v(p)2g.
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DEFINIGAO 1.25 Seja G um grupo de Lie e

pv : G — GL(V)
pw : G — GL(W)

duas representacoes. Uma aplicagio linear f : V. — W € um morfismo entre as

representacoes py e py se
(folpv)e)@) = ((pw)go f)w) VweV,ged.
Dizemos que as representacoes sio equivalentes quando f for um isomorfismo.

Podemos visualizar a nogdo de mapas f-equivariante (representado a esquerda) e mor-
fismo entre representagoes (representado a direita) pelos diagrama comutativos:

a >1p p e (pv)g %

fh ‘F f f

H—r— P’ W —r——W
2P (pw)g

Por tltimo, definimos a nocao de acao transitiva e acao livre:
DEFINICAO 1.26 Seja <: P x G — P uma acao a direita. Dado p € P, definimos
a) o conjunto orbita de p com respeito a agdo <:
Orby(p) ={q€ P:3g € G tal quep<g = q}.
Se P = Orby(p) para todo p € P, dizemos que a agio € transitiva.
b) o conjunto estabilizador de p com respeito a ag¢ao <:
Stabs(p) = {9 € G: pag=p}.

Se Staby(p) = {e} para todo p € P, dizemos que a agao € livre.

1.2.2 FIBRADOS PRINCIPAIS

DEFINIGAO 1.27 Seja G um grupo de Lie. Um fibrado principal (P,m,M;G) é um
fibrado diferencidvel munido de uma ag¢do diferenciavel <: P X G — P tal que

a) a agdo < € livre, transitiva e preserva fibras;
b) existe um atlas principal i.e um atlas cujas cartas sio G-equivariantes.
OBSERVACAO 1.28 Em outras palavras, as condigoes (a) e (b) se traduzem como:

(i) agio ser livre e transitiva: para todo x € M, temos P, = Orby(h) para algum h € G;
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(ii) dada trivializa¢io ¢ tal que (p) = (x, h), temos
b(pag) =v(p)<g=(z,h)<g=(z,hg)
Isso permite concluir que a agdo preserva as fibras, uma vez que

pe P, = p<geP,.

O préximo resultado mostra como mudar coordenadas em fibrados principais:
Prorosi¢Ao 1.29 Seja (P, m, M;G) um fibrado principal e

Vo 1 7 HU,) — Uy x G,
¢/3 : W_I(Ulg) — Ug x G

duas trivializagoes tais que U, NUp # @. Entao, existe uma aplicagdo diferencidavel
Gap : Ua NUzg = G tal que (@/Ja o ¢B_1)(x,h) = (2,(gap)z h)
chamada fungdo transicd@o entre as trivializacoes 1, e 3.
Demonstragio. Decompondo as trivializagdes 1, em 1, = (¥, 1?) com
PP — M talque pe P, = l(p) =2
e 2 : P — G com ¢2(p) € G, definimos
Jas(r) = Va(2) (Vi(2)) " € G.
O mapa g,p € diferencidvel: como ilustra o diagrama

"pao (wﬁ)71
—_—>

(UaﬂUﬁ)XG (UaﬂUg)XG

cada g,p € uma composicao de mapas diferencidveis. Denotando

Vs(p) = (x,9) € Ua NUs X G,
temos que 0s mapas g sdo as fungdes transicao do fibrado:
(Yo ¥5")(x,9) = talp)
= (z,¢2(p)
= (fr,wi(p) (@3m) " %(p))
= (@, (9ap)s 9)-
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1.2.3 G-FIBRADOS

DEFINIGAO 1.30 Seja (E,m, M; F) um fibrado diferencidvel e p : G — Difeo(F) uma
representacdo efetiva de um grupo de Lie G em F. Entao, duas cartas

VYo 1 7 HUy) — Uy X F,
(I 7T71(U5) — Ug X F

sao ditas G-compativeis se, para cada v € U, NUg, existir um g € G tal que a fungao
transicao do fibrado seja uma aplicacao diferencidvel

Gap : UaNUg = G com  gap(x) = py(x).

Em outras palavras, duas cartas sao G-compativeis se os elementos p,(z) do grupo
Difeo(F") podem ser vistos como uma acao de G sobre F', dada pelo elemento g,5(z) € G.

DEFINIGAO 1.31 Um fibrado diferenciavel (E, 7, M;F) é um G-fibrado se possuir um
atlas A = {(771(U,),%a)} composto por cartas G-compativeis tais que V,|p, € G. Dize-
mos que G € o grupo estrutural do G-fibrado.

Com isso, pode-se definir fibrados principais de outra maneira:

DEFINICAO 1.32 Um fibrado principal é um G-fibrado (P, 7, M;G) cuja fibra tipica G
nduz acao a esquerda dada pelo produto do grupo.

PROPOSICAO 1.33 As Definicoes 1.27 e 1.32 sao equivalentes.

Demonstracio. A Definicdo 1.27 é englobada pela Definicao 1.32, como mostra a Pro-
posicao 1.29. Agora, vamos partir da Defini¢do 1.32: dada uma carta 1,(p) = (z, hy),
podemos definir o mapa (que provaremos ser uma agao a direita)

<:PxG— P com p<ag:=1,z hy-g).
Primeiro, provaremos que o mapa < independe da carta: sejam

Vo : 7 H(Uy) = Uy x F
w/B : W_l(UB) — Ug X F

duas cartas compativeis tais que U, N Up # &. Por ser um G-fibrado, temos

(a0 ¥5')(2,9) = (¥, (gap)s - 9) V2 € UaNUs.

Denotando h, = (gag)s - hs, segue que

w;l(ma ho - g) = ¢;1(x> (9ag)z - (hg - g))
= 9. (a0 U5 (2,05 9))
= ¢El($» hg - 9)-

Agora, verificamos que < é de fato uma acao a direita livre e transitiva:
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(i) paratodop € Pe g € G vale (p<g1)<dg2 =p<(g1- go):

Ya((pag1) <92) = (2, (ha - g1) - 92)
= (2, ha - (91 92))
=1a(p (g1 92));
(ii) vale p<e = p para todo p € P:
%(IN 6) = (:E, he - 6) = ?/)a(p)-

(iii) a agdo é livre e transitiva, pois a multiplicagdo a esquerda é livre e transitiva.

DEFINICAO 1.34 Definimos um morfismo entre dois fibrados principais
(P,m,M;G) e (P,7',M;G")

como sendo uma aplicagio F : P — P’ diferencidavel que é f-equivariante. No caso em
que f =idg, dizemos que F' € um isomorfismo entre fibrados principais.

Um morfismo entre fibrados principais pode ser visualizado pelo diagrama:

G%P\
f F M

G P /

| |
1 1
| |
| |
| |
| |
| |
| |
1 1
| |
| |
| |
| |
~ ~

OBSERVACAO 1.35 Segoes locais s € T(U; P) de um fibrado principal (P, 7, M;G) sdo
chamadas de gauges locais. A secio s serd um gauge global se for definida em M.

O préximo resultado mostra que secoes locais induzem trivializacoes:

PrROPOSICAO 1.36 Seja (P,m, M;G) um fibrado principal e s € I'(U; P) uma segio defi-
nida sobre um aberto U C M. Entdo, o mapa

Vv :UxG—=a Y U) com (z,g9)=s(x)<g
é um difeomorfismo G-equivariante e sua inversa serd uma trivializacao do fibrado.
Demonstrag¢io. Veja Hamilton [37, p. 210], Lema 4.2.7. ]
Como comenta Hamilton [37, p. 220], ha o seguinte paralelo:
a) na relatividade, a fisica deve ser independente da escolha de referenciais inerciais;
b) em teorias de gauge, a fisica deve ser independente da escolha de gauges locais.

No contexto de teorias de gauge, o grupo de Lie G do fibrado principal é denominado
grupo de simetria ou grupo de gauge da teoria, enquanto que as fungoes transi¢ao
entre dois gauges sao chamadas transformacoes de gauge.
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1.2.4 FIBRADO DOS REFERENCIAIS

Para definirmos o que é um fibrado de referenciais, precisaremos do seguinte lema:s:

Seja E um conjunto, M e F duas variedades suaves e w : E— M um mapa
sobrejetivo. Se existir uma colegio A = {(Uq,a)} tal que

a) Uy, C M € um aberto;
b) Yo :m Y Uy) — Uy x F € bijecao com pryo ¥, = 7|y, ;
c) as fungoes transi¢io (1, o ¢§1)’(Ua N Uy xF 800 diferencidveis;

entao existe uma unica estrutura diferenciavel no conjunto E que torna (E, 7, M;F) em
um fibrado diferencidvel com atlas A.

Demonstrag¢io. Veja Hamilton [37, p. 221], Teorema 4.3.3. O

Dada uma variedade diferenciavel M de dimensao n, podemos definir o conjunto de
todas as possiveis bases do espago tangente 7'M, por:

Fr(M), ={(e1, - ,en) : {es} é base de TM,}

Em outras palavras, Fr(M), é o conjunto de todos os referenciais e, = (e, -+ ,€,) do
espaco tangente sobre o ponto x € M. Com eles, definimos

e a uniao disjunta:

Fr(M) = || Fr(M),:

zeM

e a projecao natural:

7 Fr(M)— M com 7r< | | Fr(M)x> =

zeM

e a acao a direita < : Fr(M) x GL(n,R) — Fr(M) dada pelo produto de matrizes:

(r,e;) < A= (x, > A5€J>

que ¢é livre e transitiva, por construcao.
TEOREMA 1.38 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Entdo,
( Fr(M), m, M; GL(n, R))
¢ um fibrado principal, chamado fibrado dos referenciais.

Demonstracdo. Basta utilizar o Lema 1.37 para provar que (FI‘(M),’]T,M; GL(n, R)) é
um fibrado diferenciavel, pois o fato de ser um fibrado principal segue da discussao feita
antes do teorema. Seja (U,, po) uma carta de M e {e;} uma base de R™. Definimos a
se¢ao S, : Uy — 7 1(U,) pontualmente por

Sa(I> = ((Dm¢a)_1€1, s 7(Dm§0a)_16n> IS Fl"(M)x
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e, através dela, podemos definir a aplicagdo bijetiva
Yt Uy x GL(n,R) = 71 (U,) com ¢, (z,A) = sq(7) < A,

que satisfaz pr; o 1, = 7|y, por construgdo. Sendo x € U, N Ug, pode-se obter que as
funcoes transigao sao diferenciaveis:

(a0 U5 ) (2, A) = ta(s5(x) 1 A)
= o (7, (Daip) ™" - A)
= (, (Datpa) - (Dapp) ™" - A)
= (#, Dgym (a0 05') - A).

Consequentemente, temos as condi¢oe exigidas pelo enunciado do Lema 1.37. Observando
que as cartas 1, sao, por por construcao, G-equivariantes segue que

(Fr(M), 7, M;GL(n, R))
é um fibrado principal. O

NOTACAO 1.39 Fr(M), € o conjunto dos referenciais sobre TM,. Quando M possui
uma métrica g, pode-se definir o conjunto Fry(M) dos referenciais ortonormais e, se os
referenciais ortonormais sio orientados, denota-se o conjunto por Fr;(M).

1.3 FIBRADOS ASSOCIADOS

Essa secao é dedicada aos fibrados associados, que serao pecas fundamentais para a
construcdo da conexdo de Ashtekar. Por nao serem abordados tao frequentemente na
literatura de fibrados, optamos por dar um enfoque mais detalhado, com demonstracoes
mais completas dos resultados enunciados.

1.3.1 REPRESENTACAO ADJUNTA

Antes, algumas defini¢des que serao necessarias para o restante da dissertacao:

DEFINICAO 1.40 Seja G um grupo de Lie. Definimos os mapas

a) translagdo a esquerda :

L,:G—G com Ly(h)=gh
b) translagdo a direita:

R,:G— G com Ryh)=hg

c) conjugagdo:
cg: G— G com cy(h)=ghg™!

ProrosicAo 1.41 Seja G um grupo de Lie. Para todos os elementos g, h € G, temos:



Capitulo 1. Breve Introducao a Fibrados 26

a) (Ly) ' =Ly, e (Ry)™ = Ry1;
b) Lyo Ry = RpoL,.
¢) ¢g=Lyo (R,)™" é um automorfismo de G.
Demonstragio. Ver A.1. O

OBSERVACAO 1.42 Apesar de ¢, ser um automorfismo, a relagio
Ly(e) = Ry(e) = g
mostra que as translagoes ndo seréo homomorfismos quando g # e.
Observando que c4(e) = e, o pushfoward (cy), : TG, — TG, () ¢ um mapa
(cg)s @9 — 8

0 que sugere uma maneira de representar o grupo G em sua proépria algebra de Lie g:
TEOREMA 1.43 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Entao,

Ad: G — GL(g) definido por Ad(g) = (¢cg)-

é um homomorfismo entre grupos de Lie, chamado representagao adjunta de G.

Demonstra¢io. O mapa Ad : G — GL(g) é um homomorfismo de grupos, pois:
Ady.p = (cgn)s = (cg)s 0 (cn)s = Adyo Ady, .
Para mostrar que é diferenciavel, basta mostrar que, para todo X, € g, o mapa
Ad(")X.:G—g

é diferenciavel, uma vez que podemos utilizar uma base {T;} de g para obter uma repre-
sentacao matricial cujas entradas sao diferenciaveis. Portanto, sendo

c:GxG—G com c(g,h)=ghg!
temos que Ad(-)X. : G — g é a composi¢ao de mapas diferencidveis
g— ((gv O)? (67 Xe)) — ((97 6), (0, Xe)) — (D(g,e)c)(O, Xe)-

em que usamos o campo diferenciavel g — 0 € T,G. O

1.3.2 FIBRADOS ASSOCIADOS
Para o préximo resultado, precisamos do seguinte lema técnico:
OBSERVACAO 1.44 Seja P uma variedade e G um grupo de Lie. Uma ag¢do
<:PxG—P

livre € uma ag@o principal se o mapa ¥V : P x G — P x P dado por

VY(p,g) = (p,p<g)

leva conjuntos fechados em P x G em conjuntos fechados em P X P.
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Seja P um G-fibrado principal e p : G — GL(V') uma representagdo. Entao,
(PxV)xG—PxV com (p,v)dg:=(pag,plg)'v)

¢ uma agdo principal livre e o espago quociente (< V), com respeito a agio < tem estru-
tura de variedade diferencidvel tal que a projecio 7@ : PxV — (PxV) . & uma submersdo.

Demonstrag¢io. Veja Hamilton [37, p. 239], Lema 4.7.1. O

TEOREMA 1.46 Seja (P, mp, M;G) um fibrado principal e p : G — GL(V') uma represen-
tagio de G. Denotando E = (P x V)/G e definindo a projecao

71-E:Ev_)]\4v 7TE<[p,UD:7Tp(p)7

temos que (E,mwg, M;V) é um fibrado diferencidvel, chamado de o fibrado wvetorial
associado (ao fibrado principal P e d representacio p) e serd denotado por EP ou Px,V .

Demonstracio. O espago E? é uma variedade diferenciavel pelo Lema 1.45. Portanto,
resta construir trivializagoes ¥, que satisfagam a Definicao 1.6. Para isso, seja

Vo : 75 (Us) = Ua x G com  to(p) = (mp(p), 2(p)).

uma carta de P. Através de v,, definimos o mapa

v, : WEI(Ua) — Uy XV com V,[p,v] = (WP(p)aMwi(p))U)'

Como pode ser visualizado de maneira mais clara pelo diagrama, o mapa ¥, é diferencidvel
pois a projecao 7 é uma submersao:

1p (Uy) X V. —T— 751 (UL)
i\I/a

mpXxid \i{
U, xV

Como v, ¢é difeomorfismo, o mapa W, possui inversa diferenciavel
Vi Ua x Vo g (Ua) com WH(z,0) = [, (2,0), p(v5(p) ~'0].

Portanto, ¥, é um difeomorfismo e 7p = pr; o ¥,. Fixando x € U,, temos que
o= X V)G — (W, ot € (e} x V

¢ uma bijecgao linear (isomorfismo) entre os espagos V' e E,. O]

Fibrados associados possuem a nog¢ao de atlas adaptado:

DEFINIGAO 1.47 Seja P um fibrado principal com atlas principal Ap = {(Uq, o)} indu-
zido por segoes locais s, € T'(Uy, P) € seja EP um fibrado associado 4 P. Entao, um atlas
Age = {(Us, ¥o} cujas cartas ¥, : 7 1(U,) — U, x V satisfazem

\11;1('%7 U) = [Sa(l‘)7 U]

¢ chamado de atlas adaptado para E”.
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PROPOSICAO 1.48 Seja P um fibrado principal cujas fungoes transicio do atlas principal
sGo {gap}. Entdo, as fungoes transicio do atlas adaptado de EP sdo

—_~— —_~—

(gap) 1 Ua MUz — GL(V)  com  (gas), = P (Jap)e-

Demonstragio. Seja Ap = {(np"(U,),1q)} um atlas principal de P induzidos por secoes

So € ['(Uy; P) (Proposicao 1.36). Entao, segue da demonstragao do Teorema 1.46 que

Uy 15 (Uy) = Uy x Vo com  Wup,v] = (7p(p), p(v2(p))v)

sao trivializacoes de E*. Com elas, temos

U5 (2,v) = [s(2), 0
= [5a(7) 9 (gap)e, V]
= [sa(2), (9ap)a - ]
= U (7p(a(2)), p © (gop)av)
= 0. (, 00 (gas)av)
0 que permite concluir que as fungbes transicao de E* sao (;:;)x = 00 (Gap)z- O

Os proximos resultados que iremos enunciar serao fundamentais para construirmos a
conexao de Ashtekar, no ultimo capitulo.

TEOREMA 1.49 Seja (P, 7, M;G) um fibrado principal e

pv : G — GL(V)

duas representacoes equivalentes’. Entdo, os fibrados associados EPV e EPY sdo isomorfos.

Demonstracio. Como as representacoes py e py sao equivalentes, existe um isomorfismo
f:V=W com fpv(g)v) = pw(g)f(v).
Com ele, definimos a aplicacao § : EPY — E*W dada por §[p,v] = [p,f(v)]. Temos que
(i) § preserva fibras e é bije¢do por construgao.
(ii) § ¢ bem definida: para provar que §[p < g, pv(g~")v] = §[p, v], temos
Flpag.ovie) ] =[pag.f(ovie) )]

= [pag. pw(9)§(v)]

= [p.§(v)]
= S[p> U]

pois, pelo Lema 1.45, os elementos de EPW sao classes de equivaléncia tais que

(pf(v)) = ((zmg) <g‘l,pw(9)(pw(g)‘1f(v)))

~ (p<ag, pw(g) §(v))

2com respeito & Definicao 1.25.
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(iii) § ¢ diferencidvel: tomando duas cartas

WY ey (Ua NUs) — (UyNUg) x V
U e (Ua NU) — (Ug NUs) x W

dos fibrados E*V e EPW tais que U, N Uz # &, temos o diagrama

Tk (Us 0 Us) § Tpbw (Ua N US)
(wV)—1 B\IIW
(Ua NUR) XV ooy (U N Uy) x W

Denotando p € P,, obtemos que

(U oF o (Wy) ") (mp(p),v) =

®)

—(LPW@ )pw(lpﬁ )1f
= (o ow (42 0 27 0)0)
— (2w © (Gus)af()).

Como UYW e (\I"g)_l, a representacdo py e as fungdes transicao (g.p), sao todos
mapas diferencidveis, segue que § ¢ diferencidvel. Analogamente, §~* é diferencidvel.

]

Prorosigao 1.50 Seja (Fr(M),m, M; GL(n,R)) o fibrado dos referenciais de M e seja p
a representacao induzida pela a¢io GL(n,R) x R" — R" dada pela multiplicagio usual de
matrizes a esquerda. Entdo,

B:Fr(M)x,R" =TM com ‘B(ex, ) < Zvez>
¢ um isomorfismo entre fibrados vetoriais.

Demonstragdo. Por construgao, o mapa B : Fr(M) x, R* — TM dado por

%(ex, ) ( Z”€z>

¢ bem definido: se (¢/,v") ~ (e,v) € Fr(M),, existe A € GL(n,R) tal que
(¢,v) = (e<x A, A7 w).
Consequentemente, temos

%|Tr—1(m)(e/7vl> = (6 ' A) ’ (Ail ’ U)
pr— e . /l}

= %|W—1(z)(6, U).

Como {e;} é base de T'M,, segue que B, é um isomorfismo. O
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Como consequéncia imediata do Teorema 1.49 e da Proposi¢ao 1.50, temos:

COROLARIO 1.51 Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana tal que a métrica g possui
assinatura (k,1). Sendo (FI‘;(M),?T,M; SO(k,l)) o fibrado dos referenciais ortonormais
orientados de M e p a representacdo induzida agao SO(k,l) x R" — R" dada pela multi-
plicacdo de matrizes a esquerda, temos o isomorfismo entre fibrados vetoriais

Frf (M) x, R" ~ TM.

Um caso particular de fibrado associado E? e que sera recorrentemente utilizado ocorre
quando a representacao p é a representacao Adjunta:

DEFINIGAO 1.52 Seja (P, m, M; G) um fibrado principal. O fibrado vetorial associado a P e
a representacdao adjunta Ad é chamado de fibrado adjunto, denotado por E* = P x xq9.

Para o proximo resultado, utilizamos um resultado muito especial que ocorre em di-
mensao trés e ¢ bem discutido em Woit [76, p. 75]:

ProrosiCAO 1.53 A representacdo Adjunta
Ad :SO(3) — GL(s0(3))
¢ equivalente a representacdo usual
p:SO(3) — GL(R?).
Demonstracao. Ver Apéndice A.5. n
Como consequéncia imediata da Proposicao 1.53 e do Teorema 1.49, temos:

COROLARIO 1.54 Seja (X, g) uma variedade Riemanniana e Fr} () o fibrado dos refe-
renciais ortonormais orientados sobre . Entao,

Fri () x, R ~ Frf () X aq 50(3).

em que p e Ad sdo as representacoes enunciadas na Proposicao 1.53.
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Capitulo 2

Conexoes em Fibrados

Seguindo as referéncias Hamilton [37], Tu [71] e Biezuner [13], este capitulo se dedica a
definir conexoes em fibrados principais. Dado um fibrado principal (P, 7, M; G), existem
duas maneiras distintas de se fazer isso:

(i) O primeiro método consiste em definir a conexao de Ehresmann, utilizando
subfibrados verticais VP e horizontais HP do fibrado tangente T P;

(ii) O segundo método consiste em definir a forma de conexdo, um tipo muito parti-
cular de forma diferencial que toma valor na algebra de Lie g de G.

Como serda provado no Teorema 2.41, estas nog¢oes de conexao sao equivalentes, ou seja,
toda conexao de Ehresmann induz uma forma de conexao e vice versa. Posteriormente,
aprofundaremos a andalise para conexodes definidas no fibrado dos referenciais de uma
variedade Riemanniana (ou semi-Riemanniana), provando haver uma rela¢do biunivoca
entre elas e as derivadas covariantes (Teoremas 2.51 e 2.52).

O restante do capitulo dedica-se a mostrar como conexoes em um fibrado principal
induzem, através da nocao de transporte paralelo, uma derivada covariante em seu fibrado
associado. Com destaque ao Teorema 2.64, que permite definir uma derivada covariante
em fibrados associados (Definigao 2.65).

2.1 CONEXAO DE EHRESMANN

Nesta se¢do veremos como as nogoes de fibrados verticais e fibrados horizontais permi-
tem definir a chamada conexao de Ehresmann. Apesar de nao ser estritamente necessario
para esse fim, convém comegcar o capitulo definindo campos invariantes e campos funda-
mentais, que serao utilizados recorrentemente em todo o capitulo.

2.1.1 CAMPOS FUNDAMENTAIS

DEFINIGAO 2.1 Seja G um grupo de Lie. Entdo, um campo vetorial X € T'(TG) é inva-
riante @ esquerda se (L,).X = X para todo g € G. Explicitamente, temos

Dh(Lg)(Xh) = Xgh A h,g eG.

Consequentemente, um campo invariante a esquerda é inteiramente determinado por
seu valor em um ponto. Isso sera 1util para definirmos campos fundamentais, mais adiante.
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ProrosiCcAO 2.2 Seja G um grupo de Lie. Todo vetor X, € TG, possui uma unica
extensao a um campo X € I'(T'G) invariante d esquerda.

Demonstrag¢io. Ver Biezuner [13, p. 282|, Corolario 13.24. ]

O teorema a seguir define a notacao para as curvas integrais de um campo invariante:

TEOREMA 2.3 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e X € T'(TG) a extensdo
invariante a esquerda do vetor X, € g. Entdo, a curva integral mazimal

vx: I CR—=G tal que vx(0)=¢e, ~x(0) =X,
do campo X satisfaz as sequintes propriedades:
a) vx € definida em todo R;
b) vx : R — G é um homomorfismo de grupos de Lie;
c) vsx(t) = vx(st) para quaisquer s,t € R.
Demonstragdo. Ver Apéndice A.2. O]

OBSERVACAO 2.4 Na literatura, o homomorfismo vx : R — G do Teorema 2.3 é comu-
mente chamado de grupo a um parametro.

Dado um aberto U de G, existe um intervalo I C R em que podemos definir o fluxo
do campo X € I'(T'G) como sendo o mapa

p:UxI—=U talque ¢(g,t) = (7x|v)g(t)
em que (Yx|v)y € a curva integral de X que passa por g € U. Denotaremos ¢(g,t) = ¢:(g).

DEFINIGAO 2.5 Sejam G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e X € I'(T'G) a extensdio
invariante a esquerda do vetor X, € g. Definimos o mapa exponencial

exp:g— G com exp(X.)=yx(1)
em que vx : R — G € a curva integral mazimal de X.
A escolha pelo nome mapa exponencial é justificada pela proposicao a seguir:
PROPOSICAO 2.6 O mapa exponencial exp : g — G satisfaz as propriedades:

(i) para todo X, € g e s,t € R, wvale

exp ((s + t)Xe) = exp(sX.) exp(tX,).

(ii) sendo 0 € g e X, € g, temos

exp(—X,) = (exp X,)™' e exp(0) =e.

Demonstracdo. Ver Apéndice A.6. n
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PROPOSICAO 2.7 Sejam G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e X € I'(T'G) a extensdo
invariante a esquerda do vetor X, € g. Entdo, o fluxo ¢ do campo X € dado por

di(g9) = gexp(tXe).

Demonstragio. E suficiente’ mostrar que o mapa definido por

¢i(g) = gexp(tX,)

é uma curva integral do campo X que passa por g € G. Para isso, temos

QNSO(Q) = Ly(exp0) = Ly(e) = g
e, utilizando que X € I'(T'G) é invariante a esquerda, obtemos

d d

at t:8¢t(9) = dr
d

= Lg(exp ((t + S)Xe))

dr 7=0

= jT Lg(exp(sX) eXp(TXe))
e déi- Lg exp(sX) (&T(e))

7=0

&Hs (9 )
=0

T=

7=0

= De(L~ )(Xe>

¢s(g)
- ng (9) ’

O

DEFINIGAO 2.8 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e seja < uma ag¢ao a direita
de G em uma variedade diferencidvel P. Para cada vetor X, € g, definimos o campo
fundamental X € I'(T'P) dado por

— d

X, = < tX,).
»= | peesp(tX)

DEFINICAO 2.9 Seja < uwma agdo d direita de um grupo de Lie G em uma variedade
diferencidvel P. Definimos a aplicagd@o orbita do ponto p € P como sendo o mapa:

¢p:G— P com ¢,(9) =p<g.

OBSERVACAO 2.10 E'm termos da aplicacao orbita, o campo fundamental € dado por:

d
X,=—| p<exp(tX,)=—

S 0 (expltXo)) = Daldp)(Xe) = (6).(Xo)

t=0

TEOREMA 2.11 Seja ¢, a aplica¢do drbita induzida pela acdo a direita de um grupo de
Lie G em uma variedade diferencidvel P. Entao, o mapa

¢, g — I(TP)

¢ um homomorfismo entre dlgebras de Lie.

1Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade das Equacoes Diferenciais.
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Demonstragio. Sejam XY € T'(T'G) as extensbes invariantes a esquerda dos vetores
X., Y. € g. Temos que o mapa ¢, é um homomorfismo entre algebras de Lie se

QS*([Xv Y]e) = [Qb* (Xe)v gb*(yve)} .

Como [X,Y]. = [X,, Y.], é suficiente provar que

(X, Y] = [X,Y].
Pelo Lema A.3, reescrevemos os campos fundamentais como

bep(g) = D9<¢p>(Xg)
Yo, = Dy(¢p)(Yy)

de maneira que a equagao abaixo decorre diretamente do Lema A .4:

XY, = Da(én)([X.Y]y).

(9)

Tomando g = e, temos ¢,(e) =p e

[X.Y] = D.(6,)(IX.Y].) = [X.7]

P p

]

PRrROPOSICAO 2.12 Seja < uma agdo a direita de um grupo de Lie G em uma variedade
diferencidvel P e seja ¢ a aplicagdo orbita de G em P. Entao, se a ag¢do < € livre, o mapa

¢ :g > T(TP) com (¢p)+(Xe) =X,
é uma aplicacao injetiva.
Demonstrag¢io. Ver Hamilton [37, p. 144], Proposigao 3.4.3. ]
Como consequéncia imediata do Teorema 2.11 e da Proposigdo 2.12; temos:

COROLARIO 2.13 O espago dos campos fundamentais em P é uma sub-dlgebra de Lie de
dimensao finita do espago de campos I'(TP).

O préximo resultado mostra que agoes a direita (e, analogamente, & esquerda) preser-
vam campos fundamentais. Para isso, definimos:

DEFINICAO 2.14 Seja G um grupo de Lie e P uma variedade diferencidvel. Dado g € G
e uma ag¢do a direita <: P x G — P, definimos a translagdo a direita

rg: P— P com ry(x)=x<g
Naturalmente, pode-se definir a translagao a esquerda [, de maneira analoga.

Prorosi¢Ao 2.15 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e seja < uma agdo a
direita de G em uma variedade diferencidvel P. Para todo X, € g, temos que

(1)«(X) = Ady-1 Xe.
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Demonstragao. Observando que o diagrama abaixo comuta
G
:
G

podemos utilizar a Proposi¢ao 1.41 para obtermos

%

e P
h?‘g — ¢po Ry =140 ¢y,
P

_—
bp

Tg0 ¢p0Lg1=¢,0R;0L,1 = ¢,0cy1.

Assim, expressando o campo fundamental X, . ,-1 em termos de L,-1:

(p < g~") <exp(tX.)
t=0

= o9 ep(tX.))

t=0

= ¢po Ly (exp(tX.)).

t=0

obtemos que
((Tg)*y)p =Dy qg-1(ry) (71’49‘1)

= Dy qg-1(ry) (jt Pp © Lg— (eXp(tXe))>

t=0
2] (et o

= D.(¢p) o De(cgfl) (c(lit

= De(dp) © Adg1(X)
= (Ad,~ Xe>p.

exp(1,)

t=0

2.1.2 SUBFIBRADOS VERTICAIS E HORIZONTAIS

DEFINICAO 2.16 Dizemos que (E' ', M;R™) é um subfibrado vetorial de um fibrado
vetorial (E,m, M;R™) se

a) E' C E é uma subvariedade com ©' = m|p:;

b) para todo x € M, a fibra E! = R™ ¢ um subespaco vetorial da fibra E, = R™.
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O lema a seguir fornece uma condi¢ao suficiente para que uma unidao disjunta de
subespacos vetoriais das fibras de um fibrado vetorial forme um subfibrado vetorial. Este
resultado serd utilizado na demonstracao do Teorema 2.41:

Seja (E,m, M;R™) um fibrado vetorial e

F=|]F,

zeM

um conjunto tal que F, = R* é um subespaco vetorial da fibra E, = R". Entdo, F é um
subfibrado de E se, para cada v € M, existir

a) uma vizinhanga U C M de x;
b) uma colegio de m > k segoes s; € I'(U; F') tal que

F, = span{s;} VyeU.

Demonstrag¢io. Ver Tu [71, p. 175], Teorema 20.4. ]

DEFINIGAO 2.18 Seja (P, 7, M;G) um fibrado principal. Definimos o espago tangente
vertical a variedade P sobre o ponto z € P, como VP, :=T(P,)..

Prorosi¢Ao 2.19 Seja (P, m, M;G) um fibrado principal. Entdo,
VP, = ker(D,) Vz e P.

Demonstragio. Seja X, € VP, = T(P,).. Entao, X, pode ser interpretado como sendo o
vetor tangente a uma curva vy C P, e, consequentemente,

mly =idy = D.n(X,)=0 = VP, CkerD,m.

Por outro lado, como a projecdo m do fibrado é uma submersao segue que a diferencial
D é sobrejetiva em todo ponto e, pelo Teorema do Nicleo e Imagem, temos

dim(ker D,7) = dim P — dim M
=dim G
= dim P,
= dim T(P,)..

Consequentemente, conclui-se que VP, = ker D, 7. O

DEFINICAO 2.20 Seja (P,m, M;G) um fibrado principal. Um espago tangente hori-
zontal a variedade P sobre o ponto z € P, é um subespaco HP, tal que

TP, =VP,®HP..

OBSERVACAO 2.21 Como consequéncia da definiciao, nota-se que o espaco tangente hori-
zontal nao € unicamente definido

Como consequéncia da Proposicao 2.19, temos:
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COROLARIO 2.22 Seja (P, 7, M;G) um fibrado diferencidvel e z € P,. Entao,
D,m:HP, — TM,
€ um isomorfismo entre espacos vetoriais.

De maneira analoga a construcao do fibrado tangente a uma variedade, o conjunto dos
espacos verticais e horizontais denotados, respectivamente, por

VP=||VP. ¢ HP=|]|HP.

zeP zeP

formam dois fibrados vetoriais. Mais especificamente, VP e H P sao subfibrados vetoriais
do fibrado tangente T'P, chamados fibrado vertical e fibrado horizontal.

PROPOSICAO 2.23 Seja (P,m, M;G) um fibrado principal e ¢ a aplicagcao drbita do grupo
G na variedade P. Entdo, para todo z € P temos que

(0.)« 9 — VP,
¢ um isomorfismo entre espagos vetoriais.
Demonstracao. Dado z € P,, temos
0.(9) =249 = ¢,: G — P,.
Consequentemente, obtemos que

X, =D.6.)(X.) € T(P,), =VP,.

Como dim g = dim VP, e ¢, é injetivo (Proposigao 2.12), segue que ¢, é um isomorfismo.
O

DEFINIGAO 2.24 Seja P uma variedade diferencidvel. Uma distribui¢cgo em P é um
subfibrado vetorial de T'P.

Temos o necessario para definirmos a conexao de Ehresmann:

DEFINIGAO 2.25 Seja (P, m, M;G) um fibrado principal. Uma conexdo de Ehresmann
em P é uma distribuicao horizontal HP que € invariante a direita.

Em outras palavras, HP ser invariante a direita significa que

(Tg)*(HPz>:HPz<g Vze P,ged.

2.2 FormMAs DE CONEXAO

Nesta secao vamos generalizar o conceito de formas diferenciais reais para formas que
tomam valores em espacos vetoriais quaisquer. Em especial, veremos que as formas da
conexao definidas sobre um fibrado principal sdo um tipo particular de formas vetoriais
que tomam valores na algebra de Lie do grupo estrutural do fibrado.
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2.2.1 FORMAS VETORIAIS

DEFINIGAO 2.26 Sejam V' e W espagos vetoriais. Uma k-forma W -valuada em V é
uma aplicacao linear alternada

w:Vx---xV-=>W.
~—_———

k wvezes

O espago vetorial das k-formas W -valuadas é denotado por A*(V;W).

O proximo resultado mostra como uma k-forma W-valuada pode ser escrita explicita-
mente em termos de k-formas reais:

PROPOSICAO 2.27 Sejam V' e W espagos vetoriais tal que dimW =m e {e;} é uma base
de W. Entdo, w é uma k-forma W -valuada se, e somente se, existe uma colegio {w'} de
m k-formas reais em V' tais que

I
w(vy, - v) = Zw (vi,-++ ,vr)er.
I
Demonstragao. Para demonstrar a proposicao, observamos que o enunciado pode ser tra-

duzido como: toda base B = {e;} de W induz um isomorfismo

AV W) >~ AF(VFR) x - x A¥(V* R).

m vezes

Seja pr; : W — R a projec¢ao na i-ésima coordenada com relagao a base {e;}. Entéo,

VXxeooxV —9 W

\ [ = &' =priow e AV R).
) R

O
Um dos principais resultados auxiliares que sera usado ao longo dessa se¢ao é
PROPOSICAO 2.28 Eziste um isomorfismo natural A*(V*, W) ~ AF(V*;R) @ W
Demonstragio. Ver Biezuner [13, p. 349], Proposicao 18.6. O

Precisamos definir o produto exterior e a derivada exterior para formas com valores
em espacos vetoriais arbitrarios. Para isso, convém utilizar as permutacoes ordenadas:

DEFINIGAO 2.29 Uma permutac¢ao o de um conjunto
S={1,--- kk+1,--- k+1}
¢ uma (k,l)-permutag¢do ordenada se satisfaz

o(l) <---<a(k),
ok+1)<---<alk+1).

O conjunto das (k,l)-permutagoes ordenadas é denotado por S(k,l).
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Dado a € A*¥(M;R) e g € AY(M;R), temos que o produto exterior entre o e 3 é

(aAB)(er, - enr) = Z Sgn(g)a(ea(l)f" ,ea(k))5<6a(k+1)7“' aea(k:-i-l))'
ceS(k+l1)

Vamos generaliza-lo para formas vetoriais:

DEFINICAO 2.30 Sejam V,W e Z espacos vetoriais e x : V. x W — Z uma aplicagdo
bilinear. Definimos o produto exterior

Ayt AF(M, V) x A M, W) — AR (M, Z)
através da expressao:

(A B)er, - enp) = Y. sgu(0) alesq), o)) * BEothst), * » Colhs))-
oeS(k)

OBSERVACAO 2.31 Sem utilizar permutacoes ordenadas, tem-se

1
(@A B)er, - err) = 2 Z sgn (o) a(eo(l), T 7€a(k)) * 5(60(’%1), tee aea(k-i-l))'
U 0€ESKky
As expressoes sio equivalentes: existem k! maneiras de se ordenar {o(1),--- ,0(k)} el!
maneiras de ordenar {o(k+1),--- ,0(k + 1)}, totalizando k!l ordenagoes possiveis.

PROPOSICAO 2.32 Sejam o € A*(M, V) e B € A{(M, W) formas vetoriais tais que

o= ZO[I Rur e B= Zﬁ‘] ®@wy  (Proposi¢io 2.28)
1 7

e seja x : V. X W — Z uma aplicagdo bilinear. Entao,

ar B = (a"ANB) @ (vyxwy) € NTH(M, Z).
7

Demonstracao. Fixado x € M, sejam eq,--- , ey € T'M,. Entao,

(OL AW IB) (617 o 7ek+l> = Z sgn(a) a(ecr(l)a U >€G(k)) * B(ea(k—l-l)a ) ea(k+l))

oeS(k,l)
= > sen(o) (' (eoqy s Coyn)) * (B (€othrnry,+ » Eotrrn)ws)
oeS(k,l)
= Z SgH(U)aI(eg(l), e ,eg(k))ﬁJ(ea(kH), cee ea(k+l))(1)1 % wJ)
oeS(k,l)
- Z <O/ A BJ) (60(1)7 T >€U(k+l))(vl * wJ).
1,J

Para provar que a A\, B é diferencidvel, escrevemos

K
K

em que {zx} é uma base de Z. Entdo, temos

al, B = Z (Z (ol A ﬂ‘])) 2K,
K \IJ

de maneira que o resultado decorre de a!, 37 serem diferencidveis. O
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DEFINIGAO 2.33 Seja V' um espago vetorial e {v;} uma base de V. Entdo, a derivada
exterior de uma forma vetorial o € A*(M, V') é o operador

d: A" (M, V) = AFTY (M, V) definido por do = Zdozl ® vy.
7

A derivada exterior entre formas reais é um produto graduado:
dlaNB)=da B+ (=) andB com o€ A*(M;R).
Essa propriedade se mantém para formas vetoriais:
PROPOSICAO 2.34 Sejam VW e Z espacos vetoriais,

o c AF(M,V)
B AN(MW),
duas formas vetoriais e x : V. X W — Z uma aplicacao bilinear. Entado,
dla A, B) = (da) A, B+ (=D Fa A, (dB).
Demonstragio. Sejam {vr} e {w;} bases de V' e W, respectivamente. Entéo,

a/\*B:Z(aI/\B‘])@)(vI*wJ).
I,J

Consequentemente, segue das propriedades usuais da derivada exterior A que

dla N B)=>da"AB) @ (v xwy)

> (do! A BT+ (1) (! AdB)) (vr x w)

I)

S (da’ A BT @ (vr xwy) + (=1)F Y (@' AdBT) @ (vr x wy)

I,.J

<

rJ
da A, B+ (-DFa A, B.

2.2.2 TFORMAS COM VALORES EM ALGEBRAS DE LIE

Formas vetoriais adquirem aspectos ainda mais interessantes quando o espaco vetorial
em que ela toma valor é uma &algebra de Lie. Denotaremos o produto exterior entre duas
formas com valores na dlgebra de Lie (g, [-,-]) por [A].

DEFINIGAO 2.35 Seja g uma dlgebra de Lie com base {1} e sejam
a € A"(M, g)
B e N(M,qg),

formas vetoriais tais que
a=>adeTr ¢ B=) ' T (2.1)
I J
Entao, a Proposicao 2.32 se escreve:

(81 [/\] ,3 = Z (OéI /\BJ) X [T[,TJ].
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PRrROPOSICAO 2.36 Seja g uma dlgebra de Lie. Entdo, dado
acA'(Mg) e BeN(M,uy),
temos que vale
a[NB=()"B N a
Demonstragio. Seja {17} uma base de g. Entao, expressando
a=) el ¢ = 8T,
I J
pode-se obter que

(8 [/\] ,8 = Z(Oél A\ 6‘]) & [T[7TJ]

1,J
= (=18 A ") @ [T, T)]

= (=D"B [N o

PROPOSICAO 2.37 Seja g uma dlgebra de Lie e v € AY(V,g). Entdo, temos que:
a) (o [A] @) (wy,ws) = 2[ax(wy), ox(wy));
b) (a [N @) [N a=0.

Demonstragio. Seja {T;} uma base de g. Entdo, @ = 3; a! ® T;. Consequentemente,

(i) a propriedade (a) é obtida de maneira direta:

(a [/\] a) (1)1, UQ) = IE;(O/ N O[J>(’U1,U2) & [T[, TJ]

= Z (o ()’ (v2) — o (v2)a” (v1)) & [T1, T
- Iz; (v1) @ Tr, 07 (v3) @ Ty] — [ (v2) @ T, 0 (v1) © T]

= [a(v), a(v2)] = [ex(v2), a(v1)]
= 2[a(v), ee(vs))].

(ii) recorrendo ao resultado anterior e a identidade de Jacobi, temos:

(e [N @) [A] @] (v1,v2,05) = > sgn(o) [(a [A] @) (), Vo), (Vogs)]
ceS(2,1)

= [( [A] @)(v1, v2), ex(vs)] = [(ex [A] @)(v1, v3), cx(v2)]
+ [(er [A] @) (2, v3), ex(vy)]

= 2([[a<v1>,a< )] ax(vs)] = [[eu(vr), ex(vs)], ee(vs)]

+ [lee(va), eu(vs)], ex(w2)])

= 2([[ee(v), ex(vs)], ex(v3)] + [[x(vs), ex(v1)], ex(v2)]

+ [[ex(va), ee(vs)], ()] )
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[]

Um caso de particular interesse ocorre quando g = gl(n,R). Nesse caso, é possivel
utilizar tanto o produto matricial quanto o colchete de Lie, relacionados pela expressao:
[A,B]=A-B—B-A para A B E€gln,R).

Sendo E{ a matriz cujas entradas (I,.J) sdo 1 e as demais sio zero, temos
Ej-Ef =67E]
e, através dessa base {E1} de gl(n,R), a Proposiciao 2.28 resulta em

azZa{@Eﬁ,

1,J

B=> Bk®Er.
K,L
Consequentemente, temos o produto exterior com relacao ao produto de matrizes:

anB= > (of ABE)® (B EL)
I,JK,L

=Y (of ABR) @ By

IK,L

e o produto exterior com relacao ao colchete de Lie

a[NB= > (af NBg)®[E),EL].
I,JK,L

PROPOSICAO 2.38 Sejam o € A* (M,g[(n,R)) ef e AZ(M, g[(n,R)). Entao,
alN|B=anB—(-D)"BAa.
Demonstracdo. A expressao decorre diretamente da definigao:

a[\B= ) (of NBg)®[E]), EL]

IJK,L

Y (af nf) e (B} EX - EX - B)

1,J,K,L
= > (of ABR)® (65 Ef - 6L EF)
I1,J,K,L
= Y (ol nBR) e (OFEL) = X (of ABR) ® (5LE))
I,J,K,L 1,J,K,L
= > (o ABR)®EL— Y (o] ABE)®EY
I,J,K,L 1,J,K,L
= > (af ABR)®EL— (D" Y (Bg ANal)® EY
I1,J,K,L I1,J,K,L

—aAB—-(-D)"BAa.

Como consequéncia direta da Proposicao 2.38, segue que:

COROLARIO 2.39 Dado o € A¥ (M,g[(n,R)), temos

o N a= 20 A\ v seke:z/mpar
0 se k € par
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2.2.3 FoORMA DE CONEXAO EM FIBRADOS PRINCIPAIS

DEFINICAO 2.40 Seja (P, 7, M;G) um fibrado principal. Entdo, definimos uma forma
de conexdo como sendo uma 1-forma w € A (P;g) tal que:

a) para todo X, € g: w(X) = X..
b) para todo g € G: (ry)*w = Adg-10w

TEOREMA 2.41 Seja (P, 7, M;G) um fibrado principal. Entdo, eziste uma bije¢io entre
as conexoes de Ehresmann e as formas de conexao. Mais especificamente:

a) Seja HP uma conexdo de Ehresmann em P. Entao,
w(Y—l— Y) =X, com Y €T (HP)
define uma forma de conexao em P.
b) Seja w € A (P;g) uma forma de conexdo em P. Entdo,
(HP). =ker(w,) com w,=w|rp,
define uma conexdao de Ehresmann HP em P.
Demonstracdo. Ver A.7. n

DEFINIGAO 2.42 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. FEntao, a forma de
Maurer-Cartan ¢ a aplicagio ug € A(G;g) definida por

(u)n(v) = Dp(Lp-1)(v) Vh e G,v e TGy,

PROPOSICAO 2.43 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Temos que a forma de
Maurer-Cartan pg € A(G;g) é invariante a esquerda e satisfaz

(Rg)" pe = Adg-10 g Vg € G.
Demonstragio. Ver A.8. n

PRrROPOSICAO 2.44 Seja G um grupo de Lie munido de uma a¢do d direita <: Px G — P
em uma variedade diferencidvel P. Denotando a agdo por ¢(p,g) = p<g, temos que

D¢ TP x G)(p,g) —TPFyqy

¢ dada pela expressao

(Pay9) (X Y) = Dylr) (X5) + 16(Y5), o
Demonstragio. Ver A.9. O

DEFINIGAO 2.45 Seja (P, 7, M;G) um fibrado principal e w € AY(U;g) uma forma de
conexdo. Dada uma segio local s € T'(U; P), definimos a conexdo local

ws € AYU;g) com w, = s*w.
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A conexao local também é chamada de campo de gauge. Sendo
SiIUi—>P e SjIUj—>P

duas se¢oes locais tais que U; NU; # &, segue da acdo de G em P ser transitiva nas fibras
que existe uma unica funcao diferenciavel

gijiUiﬂUj%G tal que  $; = S5 <4945-
OBSERVACAO 2.46 Como comenta Biezuner [13, p. 411], as fungoes g;; ndo sao necessari-
amente as fungoes transicio do fibrado principal P. Nesse contexto, elas sao as chamadas
mudancas de gauge.
O préximo resultado mostra como mudar coordenadas entre duas conexoes locais:

PROPOSICAO 2.47 Seja (P,m, M;G) um fibrado principal com conezio w € A*(P;g) e

s;:U; — P
Sj:Uj—>P

duas segoes locais tais que U; N U; # &. Sendo g;; wma mudanga de gauge, temos
wj = Adg,)-1 0 wi + (9i)" (a)- (2.2)
em que w; = (8;)*w e w; = (s;)*w sao as conexoes locais.
Demonstragio. Ver A.10. O
Seja G C GL(n,K) um grupo de Lie matricial. Entao,
Ady(X)=g "' X.-g Vg € G, X, € g.
e a forma de Maurer-Cartan é
(1e)g(Xg) = 97" X, VX, € TGy.
Demonstragio. Ver Biezuner [13, p. 412], Lema 21.35. O]
Utilizando o Lema 2.48, temos:

COROLARIO 2.49 Dado um grupo de Lie matricial G C GL(n,K), a Equagdo 2.2 presente
na Proposicao 2.47 se reescreve como:

wj = (gi;)"" - wigij + (gi;) 7" - d(gis)-

2.3 CONEXAO NO FIBRADO DOS REFERENCIAIS

Iremos especializar o estudo das formas de conexao definidas em fibrados principais
para o caso dos fibrados dos referenciais, assim como analisaremos a relagdo que existe
entre as formas da conexao e as derivadas covariantes.
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Seja {(s;,U;)} uma colegao de segoes locais definidas no fibrado principal
(P,m, M;Q). Se existe uma familia {w; € A*(U;;9)} de conexdes locais que satisfaz

wj = Ad(g,;)-1 0 wi + (9i;)" (1a), (2.3)
entdo existe uma unica forma da conexdo w definida em P tal que w,, = w; para todo 1.
Demonstragio. Ver Baum [10, p. 79], Teorema 3.3. ]

TEOREMA 2.51 Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Eziste uma bijecao
entre as derivadas covariantes em T'M e as formas de conexao em A1<Fr(M), g[(n,R)).

Demonstragio. Seja w € Al(Fr(M), gl(n, R)) uma forma de conexao definida no fibrado
dos referenciais em M e seja {E;;} a base da édlgebra de Lie gl(n,R). Entao,

w=Y w/®E, com wieANFr(M),R).
IJ

Dado um referencial local e = (¢;) € F(U , Fr(M )), temos as conexoes locais
(we)f = e*(wy).
Podemos associar a conexdo w a uma derivada covariante
VY I(TM) - T(TM*®TM)

através da expressao
fer = er® (we)j(X)
T

por extensao linear e pela regra do produto
Vi(fe) =X(f)®@e;+ [Vxe;  Vfe ().

Dado outro referencial local s € F(U, Fr(M )), seja A: U — GL(n,R) a funcao transicao
tal que s = e - A. Por ser um grupo de Lie matricial, segue do Corolario 2.49 que

ws=A"1 w, A+ AV dA = A - wy=dA+w.-A
Desse modo, sendo

We = Z(UJ@){ ® E§ € Ws = Z(WS)}] ® E§>

1,J I,J

temos que a seguinte relacao é satisfeita:
> Ak (wy)y = dAT + Y (we)r Aj. (2.4)
K I

Com isso, vamos provar que a derivada covariante V¥ é bem-definida mostrando que

V“’(e : A)J = VwSJ.
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Utilizando a Expressao 2.4 na quinta linha, temos:
v (6 A)J =V (ZAJ6[>
= Z V“ Agel)
I

- Z (dA§ ®er+ AIqu)

Yo ldAl @er+ ALY (we)f @ €L>
I

L

§L;<dA§+ZAI weﬁ)@a
R (e e
El @W)
= 2_(ws

®$K

Por outro lado, dada derivada covariante
V:I'TM) - T(TM"®@TM)

e um referencial local e € F(U, Fr(M)), temos que existe (w.); € A'(U,R) tal que

Ves = (we)) @er.

I

Dado outro referencial local s € F(U Fr(M)) tal que s = e - A, temos

Vie-A)y=Vs; = ( %5:2 T (wo) AL 4 (A7 dA)Y.
1,J

Tomando uma colegao de referenciais locais {(U,, €4)}, podemos definir

Wa = Z(Wea )gE}]

1,J
de maneira que, pelo Lema 2.50, existe uma tnica forma de conexao
w e Al(Fr(M),g[(n,R)) tal que  (en) 'w = wy.

O

Para o préximo resultado, convém relembrar a condi¢do necessaria para uma matriz
fazer parte da algebra de Lie o(k,1) do grupo ortogonal®* O(k,1). Sendo n = k + [, temos

o(k,1) = {A€gln): AT = —n-A-y} com n= [_I(’)Mk IIOXZ]

2Para uma discussio mais detalhada sobre o grupo ortogonal O(k,1), ver Hamilton [37, Secdo 6.1], .
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Em outros termos, definindo

1 se 1>k+1

1 = €07y com € = .
K {—1 se 1<k

obtemos que A € o(k,l) se, e somente se,

Ay == kAL

K,L
S Z (6[5[]() Akr, (€L5LJ> (2.5)
K, L ~—— —
K nLJ
= —EIEJA[J.

Consequentemente, temos que Or; = €;E;; — e, Er; € o(k,[):

—GIEJOIJ = —€1€5 (EIEJI - 6JEIJ>

=eBry—erEyr

= (EIEJI — €JE1J>T
= (On)"

em que utilizamos na segunda linha que (¢,)? = 1 para qualquer k.

TEOREMA 2.52 Seja (M, g) wma variedade semi-Riemanniana de dimensao n tal que a
métrica g possui assinatura (k,1). Entao, existe uma bijecao entre as derivadas covariantes

em T'M e as formas de conexdo em Al(Frg(M), o(k, l))

Demonstragio. Seja V : I'(TM) — I'(TM* ® TM) uma derivada covariante métrica
definida em 7'M. Dado um referencial ortonormal e € I'(U, Fr,(M)), a obtencao de uma
forma de conexao w associada a V é feita no Teorema 2.51. Portanto, resta apenas mostrar
que w, toma valores em o(k,[). Temos que

9(Vxesex) =g (Z(%)IJ(X)% €K>

= GK(CU@)KJ(X).

(2.6)

Por ser uma conexao métrica, temos Vg = 0 e, consequentemente,

0= (Vxg)(es, eK)
= X(Q((BJ, 6K)) —g (VX€J7 €K) - g<€J, VXGK)

= —Q(VXGJ, 61() - 9<€J, VXGK)

Com isso, podemos obter a seguinte relagao:

€K(we)KJ =4g (VeJ, €K)
=—g (€J7 VBK)

= —EJ(we)JK-
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Em particular, segue que (w.);r = 0 e, consequentemente, obtemos

We = Z(We)IJEIJ

77
= Z(We)IJEIJ
1£]
= Z(We)IJEIJ + Z(We)IJEIJ
1<J J<1
= () (we)rsErs+ Y (er)*(we)rsEry
1<J\/-’ J<I\f-’
= > () (We)rsErs+ Y (e5)(we) 5Bt (2.7)
I<J I<J
= (1)} (we)rsErs+ > €s <€J we)JI)EJI
I<J I<J
= ()} (we)rsBrs — D €; <€I(We)IJ)EJI
I<J I<J
= es(we)rs (GJEIJ - GIEJ1>
<J
= €es(we) 1501
<J

em que Oy; = €;E7; — €;E;; é uma base da édlgebra de Lie o(k,1). Por outro lado, seja
w € Al(FI'g(M)7 0(k7 l))

uma forma de conexao. Com ela, podemos obter de maneira bem-definida (Teorema 2.51)
a derivada covariante definida pela expressao abaixo:

V¥ = (we)rs @ er.
T

Resta mostrar que V¢ é uma conexao métrica: como w(X) € o(k, 1), a Equagao 2.5 da
(we)yr = —€res(we)rs
e, com isso, podemos concluir que
9<Vw61, GJ) = er(We)1s
= —ey(We) 1
= —g(V“eJ, 6[) .
]

DEFINIGAO 2.53 Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana cuja métrica possui assi-
natura (k,l). Entdo, a conexdo associada d derivada covariante de Levi-Civita

VM. T(TM) - T(TM) @ T(TM*)
¢ chamada de conexdo de Levi-Civita e serd denotada por

¢ e N(Fry(M),o0(k,1)).
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Dado um referencial local e € T'(U,Fr; (M)), podemos utilizar a Equacdo 2.6 na
Expressao 2.7 para obtermos que

(ch)e = ZE[EJQ(VMGI,GJ)O]J. (28)

1<J

Agora, vamos especializar a discussdao para so(3):

DEFINICAO 2.54 Seja ¥ uma variedade Riemanniana. Entdo, a conexdo associada a
derivada covariante de Levi-Civita

VIO T(TE) = T(TE) @ T(TE)
¢ chamada de conexdo de Levi-Civita e serd denotada por

W e A (Frf (%), 50(3)).

De maneira andloga, dado um referencial local e € I'(U, Fr, (X)) temos

U\46> Fri (%)

Seja {O;;} a base de s0(3) dada por O;; = —(E;; — Ej;) € s50(3):

0 -1 0 0 0 -1 00 O
012 = |1 0 0 s 013 =10 0 0 (§ 023 =0 0 -1 ,
0 0 0 10 0 01 0

Entdo, a Expressdo 2.8 da conexdo (wlC) se escreve como:
LC _ LC
wy =" <V ei,ej> Oi;.
i<j

Contudo, para provar o importante Teorema 4.8 que iremos enunciar mais adiante, é

conveniente utilizar a base {1} };; = —€;;, de s0(3), dada explicitamente por:
00 O 0 01 0 -1 0
T7=1(0 0 =1, T5=]10 0 O e T3=11 0 O
01 0 -1 0 0 0 0 0

As duas bases se relacionam pela expressao
Oy = _ €T
k

Desse modo, podemos reescrever a conexao w&c €como

weLC = Z <VLC€Z', €j> (Z 61‘]’ka>
k

1<j

=) (; > e (V' e, ei>> T
k i,J
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Resumidamente, obtivemos que

1
wiS =3 "(Te) Ty com (L.)y = 3 > eijk <VLC€z‘; €j> € AY(U,R). (2.9)
k ,J

2.4 CONEXAO EM FIBRADOS ASSOCIADOS

DEFINIGAO 2.55 Seja P uma variedade diferencidvel e g uma dlgebra de Lie. Dizemos
que uma k-forma w € A*(P, g) é

a) horizontal se
w (X1, Xp) =0 VzeP

sempre que X; € VP, para algum 1.

b) adjunta se
(rg)'w = Adg-10w Vg e G.

O espago das k-formas horizontais adjuntas g-valuadas em P é AF_ (P, g)*d.

PROPOSICAO 2.56 Seja (P, 7, M; G) um fibrado principal e wi,ws € AY(P,g) duas formas
de conexao em P. Entdo, temos que

1 Ad
We — w1 € Ahor(P7 g) :
Demonstragdo. Por serem formas de conexao, temos que

(rg)*w1 = Adg-1 0wy = (1y) (w2 —w1) = (14) we — (1) w1
(1g)"ws = Adg-1 0 wy = Adg-1 0wy — Adg10w
= Ady-10 (wy —wy).

Por outro lado, seja X € T'(VP) o campo fundamental de um elemento X, € g. Entéo,
(wy — wl)(Y) = w2(7> —wl(Y) =X.—-X.=0
O

TEOREMA 2.57 Seja EAY = P xxq ¢ o fibrado associado ao fibrado principal (P, 7, M;G)
e a representag¢io Adjunta Ad : G — GL(g). Entdo, vale o isomorfismo

k
Ahor

(P,g)™ = A*(M, BY).
Demonstragcao. Vamos considerar a aplicagao

O AF

hor

(P,g) — A*(M, EAY)

definida por
(@ ow)e(Xy, -+ Xp) = [2,@.(V, -+, V)| € BN (2.10)

em que m(z) =z € M e {X;}, {V;} sdo, respectivamente, campos em TM e TP tais que

Xz' = W*)/i-
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Para mostra que ® é bem definida é preciso mostrar que ® independe tanto dos campos
{Y;} quanto dos ponto z € P, utilizados. Assim, sejam {Y;} e {Y/} campos tais que

7'('*}/; = Xz = 7T*Y;-/.

Entao, decorre de 7, (Y; = Y/) = 0 que Y; — Y/ é um campo vertical e, consequentemente,

w (Y], V) =@ (M + (Y = Ya), - Y+ (Y = Yh))
:wz<}/l>' T 7Yk)

Seja z € P, outro ponto sobre a fibra P,. Pela Observacao 1.28, sabe-se que P, = Orbg(h)
para algum h € G. Em particular, 2/ = z < ¢g~! para algum g € G e, com isso, temos

2@ (Ya, e Yi)| = 2997 Tagg1 (V2 V)]

[
= {(z agHag, Ad,-10 (ngfl)(Yb e 7Ykz)}
= |z, Adg—l o wzqgfl(}/l7 e JYk>]

s <(r9)*w)z<g*1 (Yi’ o ’Yk)]
= [5:@:((rg)o¥5, - (rg)a )]

em que a segunda linha utiliza o fato dos elementos do fibrado associado serem uma classe
de equivaléncia sobre a acao definida no Lema 1.45. Por fim, temos que

w*((rg)*Yi) = (T o7y).Y;
=Y.

Agora, seja w € AF(M, EAY). Definindo @ € A*¥(P, g) por
P w(Ye, - V)| = wa(mYr, - mYa), (2.11)
temos que a aplicagao ® é uma bijegao linear por construcao. Dada uma sec¢ao s € I'(U; P),
w(Xy,- - ,Xk)\U = |s,@(s. X1, ,5.X5)] € D(U, BM)

mostra que w € AF(M, EAY). O

2.4.1 'TRANSPORTE PARALELO

DEFINIGAO 2.58 Seja (P, 7, M;G) um fibrado principal com conexdo w e~y : 1 — M uma
curva diferencidvel em M. Entdo, a curva v : I — P é o levantamento horizontal
da curva 7y se

a) moyt =1
b) (W) (t) € HP,uy para todo t € I.

TEOREMA 2.59 (Existéncia e Unicidade) Seja (P, m, M) um fibrado principal com conexdo
w e sejay: I — M uma curva diferencidvel em M com v(a) = p. Para cada z € 7(p)
existe um nico levantamento horizontal ¥ tal que v (a) = 2.
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Demonstragdo. Ver Biezuner [13, p. 416], Teorema 21.42. [

DEFINIGAO 2.60 Seja (P, w, M;G) fibrado principal com conexdo w ey : [0,1] — M uma
curva diferenciavel em M. Definimos o transporte paralelo em P ao longo da curva ~
como sendo a aplicacdo

I : P

¥ Pyoy = Pyay com TI2(z) =~/ (1).

PROPOSICAO 2.61 Seja (P, m, M;G) um fibrado principal com conexdo w. Entdo, o trans-
porte paralelo 115 satisfaz as sequintes propriedades:

a) € uma aplicagio suave que independe da parametrizacio da curva 7.

b) se 1 7y é a concatenagao de duas curvas yi, y2 em M, temos

I

o w w
1*y2 H71 © Hvz'

c) sendo vy~ a curva vy com orienta¢io trocada. Entdo,

M — (H‘;)_1

Y

d) é G-equivariante: para todo g € G vale
Y ory =ryolly.
Demonstrag¢io. Ver Hamilton [37, p. 289], Teorema 5.8.4. O

Isso nos permite definir a no¢ao de transporte paralelo em fibrados associados:

DEFINICAO 2.62 Seja EP = P x,V o fibrado associado ao fibrado principal (P, 7, M;G)
e a representacdo p e seja w uma conexdo em P. Definimos o transporte paralelo em
E? ao longo de uma curva diferencidvel ~y : [0,1] — M como sendo o mapa

EPw . EPw _ w
I EX Gy — EX Gy com 115 ([p, ’U]) = {Hv (p),’v] :
PROPOSICAO 2.63 O transporte paralelo pr’w ¢ um isomorfismo linear bem definido.

Demonstragao. Por construgao, ITY é uma aplicagao linear bijetiva, ou seja, um isomor-
fismo linear. Portanto, basta provar que é bem definido:

(p,U) ~ (plavl) € E’y(O) = 3 g e G: (plvvl) = (p<g7p(g)_1v)

e, como [I¥ é G-equivariante, temos

. = [

= &
—
3
A
)
:_/
s
—~
)
N~—

L
<
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2.4.2 DERIVADA COVARIANTE NO FIBRADO ASSOCIADO

Seja EP = P x,V o fibrado associado ao fibrado principal (P, 7, M; G) e a representa-
¢ao p e seja w uma conexao em P. Dada uma secao ® € I'(M, E*) e um vetor X € T'M,
qualquer, podemos é possivel escolher uma curva

v:i(—€+€) =M talque (0)=p e +(0)=X.

Com ela, pode-se transportar paralelamente o vetor ®(y(t)) € E,q) até a fibra Ej:

d
D((I)777$7A) = 7,

= (e 7 (@ o)1) € B

t=0

em que ; denota a restricao da curva v que comeca no tempo 0 e termina no tempo t.
O proximo resultado é pega fundamental para obtermos a expressao da derivada co-
variante com respeito a conexao de Ashtekar, mais adiante.

TEOREMA 2.64 Seja EX = P x,V o fibrado associado ao fibrado principal (P, 7, M;G)
e a representacio p e seja w uma conexdo em P. Dada uma se¢io ® € T'(M, EP), uma
secao local s € T'(U; P) e uma aplicagao ¢ : U — V tal que & = [s, @], temos que

D(®,7,p,w) = [s(p), $:(X,) + (pa 0 ws)(X,)o(p)]-

Demonstra¢io. Como temos s € I'(U; P) e as fibras P, sdo difeomorfas a G para todo
x € M, existe uma unica curva ¢(t) : (—e, +¢) — P, tal que

I (4(t) = (s 07)(0).

Assim, denotando ¢(t) = s(z) < g(t), temos que

()™ (o) = | (1) (se ). (60 1))
= ()™ (1E,@) @0 0)]

= [s(a) ag(t). (80 7))
= [s@). la®)(@ 0 N(®)].

Analisando em ¢ = 0, obtemos

s(x) = s(7(0)) = 1I5,(¢(0)) = s(z) < g(0) = g(0) =e €.

Consequentemente, segue que ¢'(0) € TG, = g. Portanto,

d
D((I)77>$aw) = 5,

dt|, [S(x)> p(g(t))(¢o 7)(t)]
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Resta explicitar o termo p,(g¢’'(0)). Para isso, observamos que o termo

| e =g s00)
= (84)2X
= ds(X).

também pode ser calculado de outra maneira:

d d
— T@) = | Yloagn @)
dt —o Y dt —o (z)<ag(t)
d H
= = T(t)075x<t)
dt|,_, "’ (@)

]

DEFINICAO 2.65 Seja EP = P x,V o fibrado associado ao fibrado principal (P, 7, M;G) e
da representacdo p e seja w uma conexao em P. Dada uma se¢io ® € T'(M; E?), definimos
a derivada covariante de ® na direcio de X € I'(T' M) como sendo o mapa

VE L T(EP) = ANMLE?) tal que  (VY®) (p) = D(¢,7,p,w)

em que vy € qualquer curva tal que v' = X em p. Localmente, sendo ® € I'(U; EP) e
s € I(U; P) duas segoes tais que ® = [s, @] temos a expressao:

VY P =[5, V50| com V56 =.(X)+ (p.ows)(X)o.



95

Capitulo 3

Formulacao ADM

O Formalismo ADM!, também chamado Formulacdo 3 + 1 da relatividade, ¢ uma
etapa natural no processo de construcao de uma teoria de gravitacao quéntica, baseada
em uma formulagao hamiltoniana para a relatividade geral.

Partindo da hipétese que o espagotempo M admite uma folheacdo de hipersuperfi-
cies espaciais, o método busca descrever a evolugao da geometria (métrica e grandezas
associadas & curvatura) do espagotempo em termos da geometria das fatias espaciais e
da curvatura extrinseca associada a elas. Dentre os resultados dessa descri¢do, obtém-se
que a equacao de campo de Einstein pode ser vista como uma cole¢ao de vinculos entre
o tensor momento-energia e a curvatura extrinseca.

No decorrer desse capitulo foram utilizadas as referéncias Baez e Muniain [8], Gour-
goulhon [35] e Wohr [75]. Outras referéncias auxiliares que complementam o tema sao
Hawking e Ellis [38], Thorne, Wheeler e Misner [70] e Bojowald [15].

De acordo com o objetivo desta dissertacao, iremos enunciar e demonstrar todos os
resultados de maneira global, isto é, sem utilizar coordenadas. Contudo, também iremos
enunciar os resultados mais relevantes em coordenadas para possibilitar a comparacao
com a literatura fisica. Essa abordagem é comum em textos de geometria Riemanniana,
mas nao € tao comum em geometria Lorentziana.

Neste capitulo estaremos considerando que M é um espagotempo de dimensao 4 global-
mente hiperbdlico. Tal condigao causal nao é s6 para restringir a analise a espacotempos
fisicamente plausiveis, mas também para tornar possivel utilizar o seguinte resultado:

TEOREMA 3.1 (Geroch) Todo espagotempo M globalmente hiperbélico admite uma hiper-
superficie de Cauchy diferencidvel S e um difeomorfismo® ¢ : M — R x S.

DEFINIGAO 3.2 Uma cole¢io {¥;} C M de hipersuperficies é uma folheag¢ao de M se
existir um mapa WV : M — R suave tal que cada > seja uma superficie de nivel de W:

VieR, X, ={peM:V(p) =t}
Como consequéncia direta do Teorema 3.1, temos:

COROLARIO 3.3 Todo espagotempo globalmente hiperbolico admite uma folheacio de hi-
persuperficies de Cauchy.

LA sigla ADM se deve aos autores Richard Arnowitt, Stanley Deser e Charles W. Misner [2].
20 Teorema 3.1, inicialmente enunciado por Geroch [2003], garantia a existéncia de um homeomor-
fismo. Trabalhos mais recentes obtiveram o difeomorfismo (ver Bernal e Sédnchez [11]).
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Denotando por t € R o pardmetro temporal®> em M ~ R x S, podemos utilizar o
difeomorfismo ¢ para induzir uma coordenada temporal em M dada por

T = ¢*(1).

Como grad(7) é um campo ortogonal a superficie 3, segue dela ser uma hipersuperficie
de Cauchy que grad(7) é um campo temporal que permite definir um campo normal e
unitario, convencionado a estar apontando para o futuro, dado por

grad(T) ‘
\/— (grad(r), grad(T))

n =

Assim, para todo x € M podemos decompor o espago tangente 7'M, na soma direta:
TM, =T, & (TY),.

Consequentemente, todo vetor v € T'M,, pode ser partido em componentes® tangenciais e
normais a superficie X:

v = —(v,n>n+<v+(v,n>n>.

normal tangente
Essa decomposi¢ao motiva a definicdo dos operadores projecao:

a) Operador projegao tangente:

tan : F(T]W)‘Z — I(TX) com tan(Z)=Z+ (Z,n)n.

b) Operador projecao normal:

nor : F(T]W)‘E — T(TE)t com nor(Z)=—(Z,n)n.

Seja VM a derivada covariante associada & conexdo de Levi-Civita em M. Entdo, dado
dois campos vetoriais X,Y € I'(T'M )‘Z, podemos decompor o campo VXY em

VAY = nor (VYY) + tan(VYY).

Ao longo desse capitulo, para expressar os resultados em coordenadas estaremos con-
siderando uma carta (U, ) do espagotempo (M, n) tal que

Wpe M, ¢(p)=(rz',2%a%) com @(p)| =(a' 2%

e um referencial e = (¢;) € Fr,' (M) tal que eg = 9; e {e;}), € Fr/ (X).

3 Apesar de ser chamado pardmetro temporal, t é apenas um pardmetro evolutivo sem sentido fisico.
40 sinal negativo é necessario, pois n é um vetor temporal
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3.1 CURVATURA EXTRINSECA

Comecaremos analisando a decomposigdao de VMY quando X,Y € ['(TY).
Seja X uma hipersuperficie de Cauchy em M. Entdo, a aplicagdo
VI T(I) x T(TE) - T(TS)  com VXY = tan(VYY)

define uma derivada covariante em 3.
Demonstragdo. Ver A.11. O
PROPOSICAO 3.5 A derivada covariante V* é a derivada covariante de Levi-Civita em 2.

Demonstragio. Sejam X,Y, 7 € I'(T'Y). Temos que
(i) V* é métrica: segue da metricidade de V™ que
X(v,2) = (VXY Z) + (v,V\Z)
= (nor (VYY) + tan(VYY), Z) + (¥, nor (VY Z) + tan (VY 2) )
- <nor (vg‘gy) , Z> + <tan(v¥Y), Z> + <Y, nor (vg\gz)> + <Y, tan(v¥z)>

=0 =0
= (VXY,2) + (v, V3 Z).
(ii) V= é livre de torcio: segue de VM ser livre de tor¢ao que
VXY = V3X = tan(VYY) — tan(V}1X)
= tan(VYY — V}X)
= tan([X,Y])
=[X,Y].

DEFINICAO 3.6 Definimos o operador sequnda forma fundamental
K :T(TY) xT(TY) = T(TY)*" com K(X,Y)=nor (V%Y) :
O tensor k(X,Y) = —(K(X,Y),n) é denominado curvatura exrtrinseca.

PROPOSICAO 3.7 A curvatura extrinseca é um tensor simétrico.

Demonstrag¢io. A demonstragao é direta:
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Em particular, como K(X,Y) = k(X,Y)n segue que K(X,Y) = K(Y, X). O
Com os resultados anteriores, obtemos:
COROLARIO 3.8 (Equagao de Gauss) Sejam X,Y € T'(TX). Entdo,
VY = VLY + K(X,Y).

OBSERVACAO 3.9 A nomenclatura curvatura extrinseca se deve ao seu significado geomé-
trico. Considere uma geodésica v em . Entdo, por definicao

V?ﬁl = O
Por outro lado, como ¥ é subvariedade de M, temos
M_ 1 __ DN I I
Vo =Voy + KO0, Y) = k(YA )n.

Consequentemente, k(',7') mede a acelera¢io causada pela curvatura de v em M.

3.2 OPERADOR DE WEINGARTEN

Seja X € I'(TY). Analisaremos como V3 atua em campos normais a ¥.
PROPOSICAO 3.10 Seja W a aplicagdo:
W DTS x I(TE) — T(T%)  com Wp(X) = tan(VYE)
em que E € T(TX)4, X e T(TX). Entdo, vale
a) Wrp(X) = fWg(X);
b) (We(X),Y) = —(K(X,Y), E).

Demonstragio. Seja X € T(TY), E € T(TX)*t e f € C*®(X). Por definigao, temos

tangencial normal
—_———
W;g(X) 4+ nor (V%(fE)) = VM(fE)

= X(f)E+ [VXE
=X(f)E+f (tan(Vl)\(/IE) + nor (V%E))
= [We(X)+ X (f)E + nor (VYE).

tangencial

normal

Comparando as componentes tangenciais, obtemos Wyg(X) = fWg(X). Para a proprie-
dade (b), aplicamos VY em (Y, E') = 0 para obter

0= (VYY,E)+ (Y, VXE)
= (VXY + K(X,Y), E) + (Y, Wg(X) + nor (VE))
= (VXY, E) + (K(X,Y), E) + (Y, Wg(X)) + (V,nor (VXE)).

N————
=0 =0

Consequentemente, (Wg(X),Y) = —(K(X,Y), E). O
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A aplicagdo Wg(X) é chamada o operador de Weingarten com respeito a F.
DEFINIGAO 3.11 Definimos o operador de Weingarten Wein como
Wein : [(TX) = T(TS) com Wein(X) = tan(V¥n). (3.1)

O proximo resultado é fundamental para relacionar os resultados que iremos obter
globalmente com os resultados enunciados na literatura fisica:

PROPOSICAO 3.12 Temos (Wein(X),Y) = x(X,Y). Em coordenadas, Wein;; = k;;.
Demonstragio. Como (Wg(X),Y) = —(K(X,Y), E), tomando E = n obtemos

(Wein(X),Y) = — (k(X,Y)n,n)
=r(X,Y).

Em coordenadas, temos

kij = (Wein(e;), e;) = <Z VVeini-C €l ej> = Z:\?Veini-C gr; = Wein,; .
k k

O
ProrosicAo 3.13 O operador Wein € autoadjunto. Ou seja, vale
(Wein(X),Y) = (X, Wein(Y")) .
Demonstragdo. O resultado é consequéncia da simetria da curvatura extrinseca:
(Wein(X),Y) = = (K(X,Y),n) = —(K(Y, X),n) = (Wein(Y), X) .
O
PrROPOSICAO 3.14 Sejam XY € T(TY). Vale
(L,9)(X,Y) =2 (Wein(X), Y>g (3.2)
em que L,, € a derivada de Lie com respeito a n. Em coordenadas, (L£,9)ij = 2ki;.
Demonstracio. A demonstracio é direta. Partindo da expressao®
(Lag)(X,Y) =n(g(X,Y)) = g([n, X],Y) = g(X,[n,Y]),
basta utilizar que VM é livre de torcdo para se obter:
o g([n, X].Y) = g(V3'X = VY¥n,Y) o 9(X,[n,Y]) = g(X. V'Y = Vi'n)
=g(V¥X,Y) — g( Wein(X),Y) = g(X, VYY) — g(X, Wein(Y)).

Entao, utilizando que Wein é auto-adjunto pode concluir que:
(Lng)(X,Y) =n(9(X,Y)) = g(V3' X, Y) + g(Wein(X),Y) + g(X, Wein(Y)) — g(X, V1Y)
= (V3'9)(X,Y) +g(Wein(X),Y) + g(X, Wein(Y'))
—_———

=0
= 2g(Wein(X),Y)

SPara uma revisdo sistemética sobre derivadas de Lie, ver Lee [49, Capitulo 12]
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A expressao em coordenadas é consequéncia direta da Proposicao 3.12 e é comumente

escrita na literatura fisica da seguinte maneira®:

Lygi; = 2kij.
O]

OBSERVACAO 3.15 Como comenta Baez e Muniain [8, p. 284], é padrao na literatura
fisica escrever, por exemplo, V, X" ao invés de (V,X)" e Lxgi; ao invés de (Lxg)i;.

3.3 EQUACAO DE GAUSS-CODAZZI

Essa secao é dedicada a obtencao da equagao de Gauss-Codazzi, que relaciona relagao
a curvatura da variedade ambiente com a curvatura de uma subvariedade Riemanniana.

TEOREMA 3.16 (Equacao de Gauss-Codazzi) Sejam X,Y,Z,V € I'(T'Y). Entao,
RM(Xa Yva Za V) = RZ(Xa Y> Z7 V) + H(Ya Z)’%<X7 V) - K(Xa Z)E(Ya V) (33)
Em coordenadas, (RM)iji = (R®)iju + Kjkki — Kikkjl-

Demonstragio. Para demonstrar a Equagao de Gauss-Codazzi, utilizamos a expressao do
endomorfismo curvatura com respeito & conexao VM:

RM(X,Y)Z = VNVYZ — VYVXZ — Vixy 2. (3.4)
Calculando o primeiro termo que aparece na Expressao 3.4, temos

VX(VY2) =VX(VyZ + K(Y. 2))
=VX(V¥Z) + VX (s(Y, Z)n)
=ViVyZ + K(X,Vy2) + X(s(Y, Z))n + k(Y, Z) Wein(X)

e, portanto, segue que os dois primeiros termos a direita sao
e VY(VYZ) = VIVEZ + (H(X, VyZ) + X (s(Y, Z))) n + k(Y, Z) Wein(X)
e VY(VYZ) = VIVYZ + (H(Y, VYZ) + Y (k(X, Z))) n+ k(X, Z) Wein(Y))

Quanto ao terceiro termo presente na Expressao 3.4, temos

V Xy 2 = V[XY]Z"‘K([ Y], Z)
= ViyZ + K(VYY — Vi X, Z)
:V[X,Y]Z+K(VXY72>_ (VXX/:’XvZ)

= Vi Z + (k(VXY, Z) = K(VEX, Z))n.

6Por exemplo, ver Thiemann [69, p. 42]
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Juntando os termos calculados, concluimos que

RM(X,Y)Z =ViViZ+ ( +X(K(Y, Z)))n + £(Y, Z) Wein(X)
~VEVRZ + (—k(Y,V3Z) )n—r(X, Z) Wein(Y)
~VixyZ + (-K(VXY, 2) )n (3.5)
=R*(X,Y)Z + K(Y, Z) Wein(X) — x(X, Z) Wein(Y")
+ ((VER)(Y, 2) )n.

Observando que V' € I'(T'Y) implica em
((VZR)(Y.2) = (V3R)(X, Z))n, V) = 0,
podemos utilizar a Expressao 3.5 na equagao do tensor curvatura:
RM(X,Y,2,V) = (RM(X,Y)Z,V)
para obter a expressao do enunciado:
RM(X,Y, 2,V) = (R¥(X,Y)Z + s(Y, Z) Wein(X) — (X, Z) Wein(Y), V')
=R*(X,Y, Z,V) + k(Y, Z)(Wein(X), V) — k(X, Z){Wein(Y), V)

Y

=R*(X,Y, Z,V) + k(Y, Z)r(X,V) — k(X, Z)x(Y, V).
Seja e € F(U; Fr;r(Z)) um referencial em Y. Entdo, temos
RM(e;, e, e, ) = R>(e;, €j, €k, €1) + Kikki — Kikhjl-
[

Complementarmente, observa-se que ao longo da demonstracao anterior noés também
obtivemos a Equacao de Codazzi:

COROLARIO 3.17 (Equacao de Codazzi) Sejam X,Y,Z € T(TX). Entdo,
nor (RM(X,Y)Z) = ((vik)(Y, Z) — (Vik)(X, Z)>n. (3.6)

Em coordenadas, n° Rijie = V ki — ViKjj.
Demonstrag¢io. A demonstracao parte da Expressao 3.5. Observando que
(RN(X,Y)Zn) = {(VER)Y, Z) = (VFR)(X, Z))n,n)
= (V¥k)(X, Z) — (VXK)(Y, Z)
e utilizando <RM(X, Y)Z, n> = RM(X,Y, Z,n), concluimos que
RM(X,Y, Z,n) = (V3k)(X, Z) — (VXE)(Y, Z).
Em coordenadas, denotando o vetor normal a ¥ por n = >, n’¢,, obtemos

n” RM (e, €5, e, €5) = (V?Iﬁ)(@i, er) — (VIK)(ej, er).
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OBSERVACAO 3.18 No caso especial que n = eg, tem-se
(R")ijuo = (V5K) (e, ex) — (ViK) (€5, ex),
recuperando a expressiao obtida em Baez e Muniain [8, p. 422] ao utilizar
(BM)ij0 = —(BRM) 31
A equacao de Codazzi também pode ser reescrita como:
nor (RM(X,Y)Z) = ((VX Wein)Y — (V§ Wein)(X), Z) .
Utilizando que (Wein(X),Y) = x(X,Y), temos

nor (RM(X,Y)Z) =(VXk)(Y, Z) — (Vyk)(X, Z)
X(K(Y,2)) = K(Y,VXZ) = K(VXY. Z)
Y (k(X,2)) + k(X,Vy2) + k(VyX, Z)
X((Wein(Y'), Z)) — <VVein(Y),V§(Z>—<Wein(V§(Y),Z>
—Y ((Wein(X), Z)) + (Wein(X), V¥ Z) + (Wein(V} X), Z)
=(VX(Wein(v)), Z) — (Wein(V3Y), Z)
— (V¥ (Wein(X)), Z) + (Wein(V} X), Z)
=((V¥ Wein)Y" — (V} Wein)(X), Z).

3.4 EQUACAO DE (GGAUSS
DEFINIGAO 3.19 Seja X € I'(T'M). O divergente de X é

divX =)" <Vf‘”X, ei> - <v£fX, n>

PROPOSICAO 3.20 O divergente satisfaz a regra do produto:

div(fX) = X(f) + fdiv(X).

Demonstragdo. Aplicando fX na expressao do divergente, temos
div(fX) = 3 (VI'(fX),ei) — (V2 X).m)

= Z <6i(.f)X + VX, 6¢> - <n(f)X + fVMX, n>
—Zez V(X e) —n(f)(X,n)+ f (Z <VMX ez> <VnMX,n>>
<X Zel (f)n >+fd1v( )

= (X, grad(f)) + f div(X).
O resultado segue de (X, grad(f)) = df(X) = X(f). O
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Antes do préximo teorema, algumas propriedades que serao utilizadas:
Seja f € C®(X) e X e I'(TM). Entao,
a) <V7]yn,n> =0;
b) tr(Wein) = div(n);
c¢) div (tr(Wein)n) = n(tr(Wein)) + tr(Wein)?
Demonstragio. Sejam f € C*(X) e X € I'(T'M). Entao,
i) aplicando VM em (n,n) = —1, temos

0= <V,¥n, n> + <n, VnMn> =2 <VnMn, n> .
ii) como <V¥[n, n> = 0, segue da definicdo de divergente que

div(n) =) <Vi-v[n, ei> — <V71\fn, n>

i
=0

= Z (Wein(e;), e;)
= tr(Wein).

iii) Utilizando f = tr(Wein) e X = n na expressao div(fX), temos

div(tr(Wein)n) (tr(Wein)) + tr(Wein) div(n)

= n(tr
= n(tr

(tr(Wein)) + tr(Wein)®.

Agora estamos em condig¢oes de provar o principal resultado deste capitulo:

TEOREMA 3.22 (Equacao de Gauss) A curvatura escalar R de M é expressa por

RM=R¥ + tr <Wein2) — tr(Wein)* — 2div <Vﬁ/[n — tr(Wein)n)

Em coordenadas, denotando v* = n°VMn® — n*VMne obtemos
) C C )

RM = R* + kgpr™ — (k%)% — 2V 0"

Demonstragio. Abrindo a expressao da curvatura escalar, temos trés componentes:

(3.7)

(3.8)

RM = Z <RM(ei’ €5)€;, 6i> - Z <RM(€i7 n)n, €i> - Z <RM(n, ej)ej, n> + <RM(n, nn, n> )
— - ;

1/7]

(c)
(a) ()

De imediato, segue das simetrias do tensor curvatura que:

(i) o termo (c) é identicamente nulo: <RM(n,n)n,n> = 0;
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(ii) o termo (b) é dado por

_Z< (ei,m n€i>—Z<RM(n€J ej,n >——22< (es,n nei>.

J

Quanto ao termo (a), basta utilizarmos a equagao de Gauss-Codazzi:
Z <RM(61‘, 6]‘)6]', 6i> = Z Rz(ei, 6]‘, ej, ei)
i, 1,J

+ Z ( (Wein(e;), ej) (Wein(e;), e;) — (Wein(e; ), ej) (Wein(e;), e;) >

Das componentes da expressao acima, a primeira linha é imediata:
Z R2<€i, €5, €5, 61') = RE.
1,J
Analisando as componentes da segunda linha, temos
e > (e;, Wein(e;))(Wein(e;), e;) = > (e, Wein(e;))>  (Wein(e;), €;)
ij j i
Wem)
(Wein(e;), e;) (Wein(e;), e;)

° Z (e;, Wein(e;)) (Wein(e;), €;) =

0]

—~

D=1 &M 2

<W€in(€j), > (Wein(e;), e;) e@->

%

(Wein(e;), Wein(e;))

<Wem (€5), ej>

= tr Wein® .
Consequentemente, concluimos que o termo (a) é

> <RM(ei, e;)e;, ei> = R* + tr(Wein)? — tr Wein? .
2%
Como resultado, obtivemos a expressao:

RM =R> — tr(Wem ) + tr(Wein)® — 2 Z < (e;,n)n, ei> : (3.9)

Podemos explicitar ainda mais o ultimo termo da Expressao 3.9 acima. Temos

> (B (e nn.ei) = 3 (VIVin = VIV — VI n,e;)
- Z (VN e) = (VWi e)
- Z <v VM,, VMe; Tl €Z>
=2 (VW) - S (VVn,e,)

]

(A) (B)
_Z< vMn n €Z>+Z<vaen €Z>.

(©) (D)
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Iremos analisar cada um destes quatro termos:

(i) Termo (A): como <V}¥[n,n> = 0, segue da metricidade de VM que

Z <V§\4V}\fn, ei> = div(VMn) + <VnM(VnMn), n>

7

= div(VMn) — <VnMn, V,l\l/[n>
= div(VM¥n) — Hv%n ‘2.

(ii) Termo (B): pela metricidade de V™ e pelo Lema 3.21, temos

Z <VnMV?4n, ei> = Z n( <V§wn, ei>> — Z <V§v{n, VnMei>

% % 7

_ n(z <vi,\4n, €i> ) -> <V§/In, V%ei>

; 7

= div (tr(Wein)n) — tr(Wein)® — Z <V?/In, Vrl\fei> .

(2

(iii) Termo (C): segue da definicao do operador Wein:

Z <VI\V/I§‘%”’ ei> - Z <v\1\//\[7ein(ei)n7 €i>

Z = EZ: (Wein(Wein(e;)), €;)
= i <Wein2(ez~), 6Z'>

=tr (WeinQ).

O termo (D) néo ¢é tao imediato. Para analisé-lo, observe que

V%ei = Z <VnMei, ej> ej — <V¥Iei, n> n

j
= — Z <VnMej, e,-> ej + <VnMn, ei> n,
J
pois, pela metricidade de VM, temos
o <V7¥ei,ej> =— <ei,V,¥ej> + n( <6i,6j>) =— <ei, VnMej>
—
o <VnMei,n> = — <ei, V,l\l/[n> + n( (ei, n)) = — <ei, Vlr\fn> :
—

Com esta observagao, prosseguimos abrindo o termo (D):

M _ M )
Z <VVMe¢n’ ei> - Z <v— Ej<V1,\;Iej,ei>ej+<V£\{[n,ei>nn7 6Z>
A A

=> <— > <V%€j, €i> V?/[n + <VnMn, ei> VMn, ei>
( J
=-Y <V§/In, > <VnMej, €¢> ei> + <V71\L/[n, > <VnMn, ei> ei> )
J i i

(D1) (D2)

Analisando os termos (D;) e (Ds), temos:
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(i) Termo (Dy): como V}'n = Wein(e;) € T(T'S), temos <VMn, n> = 0. Logo,

J
Z <V;\»/In, Z <V1¥e]~, ei> ei> <V?/In, Z <V%e]~, ei> e; — <VTI\L/16]‘, n> n>

-2
J J
=3 (V}'n, Vie;) .
J

(ii) Termo (Ds): como <VMn, n> = 0, segue que

n

<vgﬂn, 5 (Viine,) > - <vgﬂn, S (Viin,e) e - (9, m) n>
Z = (V)n, v}fn>
= ||V
Desse modo, o termo (D) é simplesmente

> (Ve ei) = =30 (V'n, Vike) + [Vt

1 J
Juntando as componentes que obtivemos até entao, concluimos que

) <RM(€i, nn, ei> = div(vyn)_HV%nuz

%

(4)
— (div (tr(Wein)n) — tr(Wein)® — > <V§\In, Vl,\fei>)

K3

(B)
— tr(Wein2) = <V;>-In, Vl,\blej>—|—HV§an2
(©) d
(D)

= tr(Wein)® — tr(WeinQ) + div <V¥[n — tr(Wein)n) :
Portanto, a curvatura RM ¢é
RM =R¥ —tr (WeinQ) + tr(Wein)? — Q(tr(VVein)2 — tr (Wein2> + div (VMn — tr(Wein)n)>
=R +tr (Wein2) — tr(Wein)? — 2div (V}L/In - tr(Wein)n).
Para expressar em coordenadas, utilizamos que Wein;; = x;; (Proposigao 3.12). Assim,

tr (WeinZ) = Weing, Wein®® = k%,
tr(Wein)® = (Wein®)? = (k2)2.

a

Para o termo envolvendo divergente, utilizamos o Lema 3.21:
div (VnMn - tr(Wein)n> = div(VM¥n) — div (tr(Wein)n)

= div(VMn) — n( div(n)) — div(n)?
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Analisando termo a termo e lembrando da Observacao 3.15, temos

n(div(n)) = n*V¥(VMn®)

div(n)? = (VMn®*)(V¥n©)

div(VMn) = VM(VMp)* = vMTMpe,
Consequentemente, obtemos

div (V%n - tr(Wein)n) = VMVMpe — (VMp®)(VMR) — n* VM (VRe)
=V (ncvgﬂn“ - n“Vg/InC).

Denotando por v® = n°VMp® — noVMne recuperamos a expressao

RM = R” + kgp™ — (K2)? — 2V 0"

da maneira que ela é enunciada em Bojowald [15, p. 49] e Thiemann [69, p. 44]. O

3.5 DECOMPONDO A EQUACAO DE CAMPO

A decomposicao 3 + 1 do espacotempo permite reescrever a equacao de campo de
Einstein através de vinculos entre a curvatura extrinseca e o tensor momento-energia.
Relembrando, sendo X,Y € I'(TM) a Equagao de Campo de Einstein’ é

1
RicY(X,Y) — 5g(X, Y)RM = 87T(X,Y), (3.10)
em que 1" é o tensor momento-energia. Em coordenadas,
1
G = (RM),, — §gu,,RM = 87T}, (3.11)

onde utilizamos o chamado tensor de Einstein G, .

Como discute Hawking e Ellis [38, Segao 4.3] e Thorne, Wheeler ¢ Misner [70, Secao
5.3], as componentes do tensor momento-energia podem ser interpretadas da seguinte
forma:

a) Componente temporal Ty: é a densidade de massa-energia, denotada por E.
b) Componente espago-temporal Tp;: é a densidade de momento, denotada por p;.

¢) Componente espacial T};: é a componente associada ao estresse. Geometricamente,
ela pode ser interpretada como sendo a j-ésima componente do fluxo do momento
p; ao atravessar uma regiao (de drea unitaria) orientada perpendicular a e;.

PROPOSICAO 3.23 Das 10 equacoes independentes presentes em
87T = G,

quatro sao vinculos entre a curvatura extrinseca e a parte espaco-temporal do tensor
momento-energia, expressos por:

167E = RM — tr (Weinz) + tr(Wein)? (vinculo Hamiltoniano) (3.12)
87p; = Vi : — ij/ff (vinculo do momento) (3.13)

"Como T, € um tensor simétrico, a equacdo de campo possui apenas 10 equacoes independentes.
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Demonstragcio. A Equacao 3.9 pode ser expressa em termos do tensor de Ricci:
RM=R>* —tr (Weinz) + tr(Wein)® — 2Ric™ (n, n).
Consequentemente, temos
R — tr (Wein2> + tr(Wein)? = 2Ric™ (n, n) + RM
= 1677 (n,n).
Utilizando n = 0y, o primeiro vinculo é imediato:
RM —tr (WeinQ) + tr(Wein)* = 167 E
Sejam X, Y, Z € I'(TY). Utilizando a simetria do tensor curvatura
(RM(X,Y)Zn) = = (RM(X,Y)n, Z)
e a Expressao 3.5, obtemos que

Ric"(Y,n) =Y <RM(6¢, Y)n, 6i>

i

=3 <(Vz‘2’1)(Y’ ei) — (Vyk) (e, ei)).

(2

Logo, a equacao de campo é

1
RicY (Y, n) — 3 (Y,n) RM = 87T (Y, n),
=0

de maneira que obtemos o vinculo:

> ((V?/{)(ej, e;) — (V?/ﬁ)(ei, ei)) = 8mp;.

i

PRrOPOSICAO 3.24 A Lagrangiana de FEinstein-Hilbert é
Lpy = / dvol, (RE + tr(Wein2) — tr(Wein)® — 2div (Vﬁ/[n - tr(Wein)n)). (3.14)
b

Em coordenadas, denotando v* = n°V¥Mn® — naVMnpe temos:

Lo — /E dvoly (R + k™ — (k8% — 2V ,0%). (3.15)
OBSERVACAO 3.25 Negligenciando os termos de fronteira, temos

Lpg = /Edvolg (RE + tr(Wein2> - tr(Wein)z) (3.16)
cuja expressao em coordenadas é

Lpy = /Zdvolg (RE + Kk — (HZ)Q)

O artigo Regge e Teitelboim [61] faz uma excelente discussao sobre o tratamento matemd-

tico do termo de fronteira, destacando sua importancia para uma formulacdo consistente
da teoria Hamiltoniana.
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OBSERVACAO 3.26 Apesar de tr(Wein) = div(n), o termo tr(Wein) nao foi negligenciado
junto com os demais termos envolvendo o divergente. Isso se deve ao Lema 3.21:

tr(Wein)* = div (tr(Wein)n) — n(tr(Wein))

evidencia que esse termo nao € do tipo div(+) e, consequentemente, nao pode ser conside-
rado como sendo um termo de fronteira.

A Lagrangiana de Einstein-Hilbert expressa em termos da curvatura extrinseca é o
primeiro passo para a Formulagdo hamiltoniana da Relatividade Geral. Temos

a) Componente cinética: tr(Wein)* = (k%)%
b) Componente interpretada como um potencial: R* + tr (Weinz) — RS 4 kot

Isso sugere interpretar a curvatura extrinseca como sendo a velocidade da métrica gy,
além de fornecer um candidato para ser o momento canonico da formulagao hamiltoniana:

Queremos escrever essa a¢ao de forma canonica, ou seja, gostariamos de aplicar
a transformacao de Legendre na densidade Lagrangiana que aparece em 3.16
para a densidade Hamiltoniana correspondente [...]. Para analisar ainda mais o
sistema, é necessario aplicar o algoritmo de Dirac para sistemas Hamiltonianos
com vinculos. (Thiemann [69, p. 46])

Para uma discussao mais detalhada a respeito do formalismo ADM e sobre formulacao
hamiltoniana da relatividade, sugerimos consultar as seguintes referéncias: Dirac [22],
Thiemann [69], Giesel [33], Dias [21] e Danieli e Molinari [20].
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Capitulo 4

Conexao de Ashtekar

Historicamente, Abhay Ashtekar [1986] introduziu um conjunto de novas varidveis
que permitiam reescrever os vinculos obtidos na teoria hamiltoniana da relatividade ge-
ral de maneira muito mais simples!. Até entdo, um grande obstdculo ao programa de
quantizagao consistia no fato dos vinculos da teoria hamiltoniana serem nao-polinomiais.

A formulagao candnica da relatividade geral em variaveis complexas de Ash-
tekar [3] reformula a gravidade como uma teoria de gauge semelhante a teoria
de Yang-Mills, o que mostrou um novo caminho para se construir uma teoria
quéntica da gravidade. Embora essa reformulacao da gravidade [...] tenha a
vantagem de obter restricoes algebricamente simples, condigoes de realidade
complicadas devem ser impostas as varidveis candnicas para se recuperar a
relatividade geral [...] (Bojowald e Das [16]).

Visando resolver os problemas envolvendo a imposicao de condicoes de realidade® que
uma teoria de gravitagao complexificada tem de lidar, Fernando Barbero [1995] introduziu
variaveis de Ashtekar reais, evitando o aparecimento de campos complexos.

Posteriormente, S. Holst [39] generalizou a a¢ao de Einstein-Hilbert-Palatini de ma-
neira a recuperar o formalismo hamiltoniano obtido por Barbero sem que as equagoes de
movimento da acao original se alterassem. Essa generalizacao se deve a adi¢ao de um
termo topolégico, o que é bem discutido em Mercuri [53].

Como resultado deste processo histérico®, novos trabalhos desenvolveram a chamada
gravitacao quantica em lagos. Dentre os trabalhos pioneiros no tema, destacam-se Rovelli
e Smolin [63], Ashtekar, Rovelli e Smolin [6] e Gambini [28]:

A representacdao em loops é um desenvolvimento da reformulacao de Ashtekar
da relatividade geral e ¢ motivada pela descoberta de um conjunto de solucoes
da equagao de Wheeler-DeWitt relacionadas a lagos. [...] Definimos a repre-
sentacao em lagos como a quantizagao de uma algebra de Poisson adequada
de observéveis cldssicos nao-locais (Rovelli e Smolin [63]).

Para outras referéncias complementares sobre o tépico, sugerimos Ashtekar e Tate [7],
Immirzi [42], Alexandrov e Livine [1], Ashtekar e Lewandowski [5] e Vyas e Joshi [73].

! Apesar dos trabalhos de Ashtekar terem sido no contexto da formulacio hamiltoniana, Ted Jacobson
e Lee Smolin [44] obtiveram a conexdo de Ashtekar através do formalismo lagrangiano.

2Condicdes de realidade sdo vinculos impostos em teorias complexificadas visando passar grandezas
com graus de liberdade complexos para reais

3Uma ordenacdo histérica detalhada é feita em Thiemann [69, p. 118, Capftulo 4].
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Seguindo o artigo Fleischhack e Levermann [25] e a tese Wohr [75], utilizaremos todo o
arcabougo matematico desenvolvido anteriormente para construir a conexao de Ashtekar.
Como no Capitulo 3, vamos considerar que M é um espacotempo globalmente hiperbdlico
de dimensao quatro e ¥ C M é uma superficie de Cauchy”.

NOTACAO 4.1 Para nao sobrecarregar a notacdao em algumas expressoes, definiremos que:
e EF = Fr;(E) X,R* em que p € a representacio usual determinada por pa(x) = A-x;

o E* =TFr; () xaq 50(3).

Um resultado fundamental para o restante do capitulo consiste no espaco das conexoes
definidas no fibrado dos referenciais Fr;(E) de uma variedade Riemanniana (3, g) ser
isomorfo ao espago das formas com valores no fibrado tangente T:

TEOREMA 4.2 Seja (X, g) uma variedade Riemanniana. Entdo, existe um isomorfismo
C (Frj (%)) ~ AY(3,T%)
em que C (Fr;r(Z)) € 0 espago afim das conexdes definidas em Fr; (X).
Demonstracao. Pela Proposicao 1.53, as representagoes
Ad:SO(3) = s0(3) e p:SO(3) = R?
sao equivalentes. Portanto, pelo Teorema 1.49 existe um isomorfismo
F: Fry(X) xaq50(3) — Fr/ (%) x, R,
Pela Proposicao 1.50, também temos um isomorfismo
BB/ (2) x,R> — T,
de maneira que a composi¢ao
Bo F:Fr)(X) xaqs0(3) — TE
é um isomorfismo. Por outro lado, como o Teorema 2.57 garante que ha um isomorfismo
@ : Aby (Frf (2),50(3))" — A" (S, Frf (£) xaas0(3)).

temos um isomorfismo J dado por J(@) = (B o F o ¢)(w):

Alllor (Fr;_(z),go(ig))ad % Al (E,Fr;(Z) X Ad 50(3))

(

AY(Z, Fr (X) x, R?)
3\ J%
T ANE,TY)
A conclusao do teorema é uma consequéncia direta de C (Fr?(Z)) ser um espacgo afim
ad
sobre A{ . (Fr;(E),so(B)) (Proposicao 2.56). O

40 Teorema 3.1 garante a existéncia dessa superficie.
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Como consequéncia direta do resultado acima, temos:

COROLARIO 4.3 Seja w*® a conexdo de Levi-Civita definida em uma variedade Rieman-
niana (X, g). Entdo, o espago C (Fr;f(E)) ¢ dado explicitamente por

C(Frj (D) = {w"+371(5): S € AY(Z,TR)} . (4.1)
Para discorrer um pouco mais sobre o isomorfismo J, vamos estabelecer que:

« z € Frf(2), é um ponto na fibra sobre z € X.

e Xe T(Fr, (¥)s)- € o levantamento de um vetor X € T%,;

e we Al (Z,Fr;(E)x X Aq 50(3 ) ewe A, ( )ad tais que
Alor (Fry (%), 50(3 >) ~ Al (M Frf () % a4 50(3))

via isomorfismo ® do Teorema 2.57.

e € [(U;Fr) (X)) é um referencial local em U C X e {u;} ¢ a base candnica de R?;
e S €AY (U;TY) ¢ uma forma vetorial definida localmente em Us;
« m:Fr;(X) — X éa projecao do fibrado.
Primeiro, temos que o isomorfismo é dado explicitamente por
J2(@)(X) = (B oFoP)(w(X))
= (BoF) [27.(X)] (4.2)
=3[ (m:0)]

em que na segunda linha utilizamos a Equacao 2.10, presente no Teorema 2.57 que define
o isomorfismo ®. Utilizando o difeomorfismo

50(3) = Fr) (X), xaq50(3) com i.(T)=[z,T]
e definindo § == J~1(9) € A}, ( (Z),50(3))ad, temos
i (370 9)(X)) = [z, 3 H(S)(X)]
= (20371(9))(mX)
= (1o 05) ()
em que utilizamos a Equacao 2.11 na segunda linha. Desse modo, temos

(319)(X) =i (37 0 B 0 Sa) (X))
%*1) (Z <S7r(z) (X), €i>g 61)

(
Z <Sﬂ(z) (X), ei>g (iz—l oF 1o %—l(ei))
> (e (X), ei>g T;.
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O resultado obtido pode ser resumido na equacao
(8:),(X) = (Sas)(X), ei>g . (4.3)
Portanto, o pullback S, = e¢*(S) é expresso por
(Se)a(X) = €"(8)2(X)

em que aplicamos a Equacao 4.3 na segunda linha, assim como a regra da cadeia

moe=1dly = (Dr(e)m o Dye)(X) = X.

4.1 PRODUTO VETORIAL EM T

Esta secao é dedicada a transferir o produto vetorial definido em R? para o fibrado
tangente 7. Para isso, utilizaremos o isomorfismo

olet] = <vae>

B:Frf(X) x,R® = T% com B

garantido pela Proposicao 1.50. Entao,

+ como {e;} é uma base orientada de T'Y,, podemos utilizar B|pe (e, u;] = e; para
definirmos uma base {u;} orientada de R3;

e como (X,g) é uma variedade Riemanniana, o produto interno g em ¥ pode ser
utilizado para induzir um produto interno em R?® dado por

(Ui, uj)ps = g(ei, €5) = d;5.

Logo, a fibra R* ~ T'Y, munida do produto interno (-, -)ps é um espago euclidiano
orientado que pode ser equipado com o produto vetorial R? x R? — R3 definido por

Uy X Uj = Z €k Uk
&
e que faz de (R3, x) uma dlgebra de Lie. Desse modo, cada fibra E? admite o produto
(Fry (2)a B x (Fry (D)0 %, BY) = Frf (D)o x, B com [, wi] - e, w)] = [e,u; x u]
que serve como base para a seguinte defini¢ao:
DEFINICAO 4.4 Para cada T, definimos o produto A, : T, x TS, — T, por

_ —1 -1
i hoes =B, (% [, (X) x B ‘sz(Y)).
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Seja f : 50(3) — R3 o isomorfismo entre algebras de Lie usado para construir o iso-

morfismo § do Teorema 1.49. Entao,

F(IT Toles)) = F(T1) x f(T2) VT3, T € s0(3).

puale. T1 = [e§(D)] 6
8 e 11 Tolso] = [0 (1T Tolaogs)) |

= le; §(Th) x §(T2)]
= e, f(1)] - [e, {(12)]
s [6, Tl] . [Q,TQ].

d
Eg

Ead Fad

Isso permite reescrever o produto A, como

€ikx6j:(%03’)

o que pode ser visualizado pelo diagrama

3‘ ad
Frf (2)s Xaq50(3) ———— B (%), x, R®

(BoF)|paa -

%\Eg

T T,
Com isso, obtemos as seguintes identificagoes:
{6, I:T17T2]50(3):| > [6, U; X 'U,j] — e Ay €;.

Podemos obter ainda uma outra expressao ao observar que

B

[e w; X uj] =

e

Jle u

= Z €ijkClk-
k
Através ela, o produto A, é expresso por

XA, Y =) euX'Ye.

i7j7k
O préximo resultado garante que o produto A, é bem definido.

ProrosicAo 4.5 O produto A, nao depende do referencial.

o [o8 s 0o  00)] )

(4.5)
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Demonstragio. Sejam e = (e;) e €' = (e}) duas bases ortonormais de 7%,. Consequente-
mente, dado dois vetores X,Y € T, temos

X =) X'e=>(X")e,

i
Y = Zylez_z Y/)zl
e, observando que existe uma transformagao A € SO(3) entre os referenciais e e €’ tal que
¢; = Ale,
J
obtemos a relacao entre as coordenadas de X e Y

X =Y (XN, =Y (X)iAle;, = XF = (X') AF,
Z ) 0

Y = Z (Y')'e —Z (YiAle; = Y=Y (V)AL

i
Com elas, o produto se escreve como

X A Y =Y XY epnen
k,l,n

=> > AngAgekln(X')i(Y’)je;n

k,lnt,jm
= > (XYY eiyme,
©,7,m

em que utilizamos que det(A) = 1 e a propriedade do simbolo Levi-Civita:

Z AfAéAnmEkln = det(A)Eijm = €ijm-

k,l,m

DEFINIGAO 4.6 Definimos o produto vetorial
AD(TE) x I(TY) - I(TY)
através do produto A, ponto a ponto:
Y X2Z), =Y, Ay Z, Vo € 2.
Sejam e € I'(U, Fr,; (X)) um referencial local e X, Y € I(T%) dois campos. Entdo,
Xy =Y X'e; com X'=g(X'e),

Yig=)Y_ Y com Y'=g(Y'e).

Pelo isomorfismo ‘B : Fr;(E) X, R* = T%, deverdo existir X e Y tais que
Ble,X] = X|y com X = X'u,

Ble,Y]=Y|y com Y => Y'u,.
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e, pelo isomorfismo § : Frf (Z) x aq 50(3) — Fr; (X) x, R?, deverdo existir X eY tais que

Com isso, obtemos as seguintes identificagoes:
o I'(U, Fr;(E) X aq 50(3)) «— (U, Fr:;(E) X, R} «— T(U,TY)
o e X V)] <= [e X x Y] +—= X A Y.
O proximo resultado prova algumas propriedades importantes do produto vetorial A.
PROPOSICAO 4.7 O produto vetorial A satisfaz as sequintes propriedades:
a) anticomutatividade: X LY = =Y A X
b) identidade de Jacobi: X A (Y A Z)+Z A (X AY)+Y A (Z A X)=0
) XA (Y AZ)=(X,2)Y —(X,Y)Z
d) (X AY,Z)=(X,Y XA Z)
para quaisquer campos X,Y, 7 € T'(TX).
Demonstragio. As propriedades (a) e (b) seguem diretamente da identificagao
[, [X, Vs | ¢ [, X x V] «— X LY.

Mais detalhadamente, (c¢) segue da propriedade

Xx(Yx2)=(X2Z), Y- (XY) 7

R3 R3

pois, utilizando a identificacao obtida anteriormente, temos

XA(YAZ) e, X x (Y xZ)| =e(X,Z) ¥V —(

R3

s
.

Para provarmos (d), temos
(ei hejren) = eyilen ek
]

= Z €ijl (Uz, uk>R3

k
= <uz X uja“’k’)]RS
= (Ui, Uj X Up)ps

= (e;,e; Aeg).
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4.2 A CONEXAO DE ASHTEKAR

O proximo resultado é a ultima pega que resta:

TEOREMA 4.8 Seja S € AY(X,TX) tal que S = J(S). Entdo, a derivada covariante
com respeito a conexdo A = w"C + S ¢é dada por

VA T(TY) = (TS ®@TY) com VY =VEY +S(X) LY.

Demonstrag¢io. Denotando ® = [e, u;] € F(U; Fr;(E) X, ]R?’), segue da Definicao 2.65 que

. . Er A . N ~ 7
a derivada covariante Vy '~ em F r;(E) X, R? com respeito a conexdao A = w'® + 8 é

VY AD = Vi e, u)
= [e, pu(Ac(X))ui]
= [e, pe (WEC(X) + Su(X) Jui].

Precisamos explicitar os termos p, (W (X)) e pu (Se(X)wy).

(i) P*( Lox ))ul como vimos na Equacdo 2.9, expressamos w>‘ por

(,ugc = Z(Fe)ka com Z €ijk < 527 S]> S Al(U7 R)’

k zgk

@ )w

Px
Z Fe P* Tk)
k

de maneira que

Px (WLC( )

O termo p.(T;)w; ¢ bem definido, pois p, : s0(3) — GL(R?). Se expressarmos

Px (Tk) = Z{Tk}mnEmn € U= Z 5lnun7

m,n

podemos obter a expressao
pu(T)ur = Y ({ T} oun Ernn) - (O1ntin)
= 2{Tk}mzum
== €hmilim
= Z €klmUm

em que utilizamos Y, Fyu; = U, € {Tk bin = —€xmn- LOgO,

P*< LC(X))U[ = Z(Fe)k(X) ErlmUm,-

k,m
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Utilizando a propriedade dos simbolos de Levi-Civita

Z €ijk€imn = OjmOkn — OjnOkm =—> Z €kimEijk = 0il0jm — Oim0jl,
i k

obtemos que

D> (o) r(X)epim = Z > Eriméiji <VX €, €g>

k,m ng k

- Z (5zl5jm - Zméjl) <VI);—CGi,€j>

mu
= LS (VHeren) — (ViCenner) ).
0 que leva & expressio .
e (0] = e (Tt
pois, pela metricidade da conexao V'C, temos

— <V§(Cem, el> = <Vl;(cel, em> — VI)’(C< (el em)> .
—_—

=0

(ii) pu (Se(X)wy): segue da Equagao 4.4 que
0. (S.(X)u = . (Z &(X)ﬂ) u

= Z Sk lemum
k,m

e, portanto, obtemos a expressao
[G;P*(Se(X))Uz] = [&Z%zm <S(X),€k>um] :
k,m

Por outro lado, o isomorfismo B : Fr} () x, R* — T'Y induz a derivada covariante
VAIITE) - T(TE*®@TY) com VAX = (SB o VE o ‘Bl>X

Com isso e observando que

e S(X)he= (Z (S(X), ex) 6k~> A e o« Ve =) <V]5(C€z,6m> em
k m
- ;n (S(X), ex) (€kimem) _ (Z <V%(Cel, 6m> [e,um]>
* LC
-3 (Z erim (S(X), ex) [e,um]) = Ble, pu ("™ (X)) ui]
k,m

= Ble, pe (So(X))u]
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temos, consequentemente, que a expressao da derivada covariante é:

Ve +S(X) Lep =B e, Z <<VI)}Cel, em> + €pm (S(X), ex) )um

k,m

[e, D (wi“c(X) + Se(X)>ul]
(V)E(p’A[e, ul]>
(Vi (37 )

Ael.

I
42 2 R

]

DEFINIGAO 4.9 Seja Wein = 371 o Wein. A conexdo de Ashtekar com respeito ao pard-
metro de Barbero-Immirzi ®> 3 € C é definida por

A =" 4 5 Wein € Al (Frf (8),50(3))"
e a derivada covariante V4 associada a ela é
VAT(TE) = T(TE*@TY) com VyY = VLY + B Wein(X) A Y.
PROPOSICAO 4.10 Em coordenadas, a conexao de Ashtekaré dada por
Al =T + Bkl (4.6)

Demonstragao. Para isso, basta observamos que

(Ae)i = (Wgc)fz + ﬁ(weine)i
— (W) () +8 (Wein, ) (,) .
(a) (b)

O termo (a) decorre da Equacao 2.9:
W = (0" T = (0:°)(8) = (Fe)' (D)

e e
k
Para o termo (b), utilizamos a Expressao 4.4:

(Wein,)(8) = 3 (Wein(d,), ex) Te —> (Wein, ) (9a) = (Wein(d,), e:) ,

de maneira que o resultado segue da Proposicao 3.12:

(Wein, ) (0,) = (Wein(d,), e;) = &'

]

A Expressao 4.6 coordenadas é a maneira como usualmente a conexao de Ashtekar é
definida na literatura fisica, como é possivel ver em Thiemann [69, p. 128] e Barbero G.
[9, Equagao 4]. Antes do préximo resultado, um lema:

50 pardmetro 3 também leva o nome de Giorgio Immirzi devido aos seus trabalhos sobre o tépico.
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LeMA 411 A conexdo VFC satisfaz a regra do produto com relagio a A:
VY L 2)=VEY A Z+Y A VEZ (4.7)
Demonstragdo. Ver A.12. O

PROPOSICAO 4.12 A derivada covariante de Ashtekar V4 satisfaz a regra do produto com
relacao ao produto vetorial A :

VY AN Z)=VaY A Z+Y AVLEZ
Demonstragao. Utilizando a Identidade de Jacobi e o Lema 4.11, temos:
VAY L Z+Y XA VAZ =(V5EY + BWein(X) L Y) A Z
+Y & (VEEZ + B Wein(X) A Z)
=V¥Y A Z+Y A VEZ
+B((Wein(X) L Y) L Z+Y A (Wein(X) A Z))
=V¥(Y A 2)
+B(=Z & (Wein(X) L Y) =V A (Z A Wein(X)))
=ViE(Y X Z) + B(Wein(X) & (Y 1 Z))
=Vx(Y A 2).
O

Os préximos dois resultados provam que a conexao de Ashtekar resulta em uma deri-
vada covariante com tor¢ao nao-nula e que é compativel com a métrica.

PROPOSICAO 4.13 A derivada covariante de Ashtekar V4 é métrica:
X(Y,2) = (V4Y, Z) + (V,V}$Z)
Demonstragio. Segue diretamente da metricidade de V¢:
(VAY. Z) + (Y, V3 Z) = (V5EY + BWein(X) A Y, Z) + (Y, V5O Z + B Wein(X) A Z)
= (VXY 2) + (Y. V')
+ B((Wein(X) A Y, Z) + (¥, Wein(X) & Z))
=X (Y, 2),

uma vez que (Y, Wein(X) A Z) = (Y A Wein(X), Z) = — (Wein(X) L Y, Z). O
PrOPOSICAO 4.14 A tor¢ao associada a conexdo de Ashtekar é

TH(X,Y) = B( Wein(X) LY + X A Wein(Y)). (4.8)
Em coordenadas, temos

(TN, =B eyn(kies — kieh).
i,k
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Demonstracio. O resultado segue de maneira direta: como V© é livre de torcao,
TAX,Y) = (VY + pWein(X) A Y) — (VX + Wein(Y) A X) — [X, Y]
= (VK%Y = VI°X = [X,Y]) + B(Wein(X) A Y — Wein(Y) A X)
= TO(X, V) +8(Wein(X) L Y + X A Wein(Y)).
| ——

=0

Para se obter a expressao em coordenadas, utilizaremos que

(X AY) = XY

Jik
Aplicando a expressao acima e lembrando que Weinj- = /1; pela Proposicao 3.12, temos

o (Wein(e,) A ey, e;) = (Wein, Aep)’ e o (Wein(ey) A eq, €;) = (Weiny Aey)’

= rey = ne,
Jik 4.k

de modo que obtém-se a mesma expressao para a torcao T4 em coordenadas que aparece
em Charles e Livine [19, Equagao 10] e Montesinos [55, Equagao 12]. O]

4.2.1 CURVATURA DA CONEXAO DE ASHTEKAR

Nesta subsec¢ao iremos calcular a curvatura associada a conexao de Ashtekar.

ProrosicAO 4.15 A curvatura associada a conexao de Ashtekar é
RYX,Y)Z =R"(X,Y)Z
+ B((VE Wein)Y — (V£7 Wein) X)) A Z
+ B2 Wein(X) A Wein(Y)) A Z
Demonstrag¢io. Vamos computar cada termo da curvatura separadamente. Temos

o VAV Z =V4 (VECZ + fWein(Y) A 2)
=VE(VECZ 4 BWein(Y) A Z) + SWein(X) A (VECZ + fWein(Y) A Z)
=V z

+ B (vg(c Wein(Y) A Z 4+ Wein(Y) A V5 Z + Wein(X) A VI{/CZ)
+ B2 <Wein(X) A (Wein(Y) A Z))
o ViVAZ =ViCVLCZ
+ B (v{;c Wein(X) A Z 4+ Wein(X) A V¥*Z + Wein(Y) & v%fz)
+ 32 (Wein(Y) A (Wein(X) A Z))
Também computamos o termo

V2 = ViEy 2 + 8(Wein([X, Y]) A Z).
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Resumindo as expressoes obtidas, obtemos:

RA(X,Y)z =V5°ViCz

+ B(VEE Wein(Y) A Z + Wein(Y) A VECZ + Wein(X) A Vi©2)
+ B2 (Wein( ) A (Wein(Y )
— Vv

— B(VEC Wein(X) A Z 4+ Wein(X) A VECZ + Wein(Y) A VE©Z)
_p? (Wein(Y) X (Wein(X) A Z))
— Vixy)Z — B(Wein([X,Y]) & Z).
Vamos analisar cada uma das componentes da expressao anterior:

(i) Parte sem o coeficiente : é imediato, pois

VY Z - VYV Z = VigyZ = R(X,Y)Z.

(ii) Parte com o coeficiente 3: como

Wein([X,Y]) A Z = Wein(VEY — VI°X) A Z
= Wein(VEYY) A Z — Wein(Vi©X) A Z,

e observando que

(V5 Wein(Y) A Z+Wein(Y) & VEZ+Wein(X) 4 VECZ

— VEC Wein(X) A Z—Wein(X) A VECZ—Wein(V) A vLﬂz)
= VX Wein(Y) A Z — VEC Wein(X) A Z,

podemos reescrever o termo com coeficiente 3 como:
<V§(C Wein(Y) — Wein(ViYY) V< Wein(X) + Wem(vI;CX)) AZ

— ((v&f Wein)(Y)— (Vi€ Wein)(X)) " Z.

(iii) Parte com coeficiente o 3%: usando a identidade de Jacobi, temos

Wein(X) & (Wein(Y) & Z) = Wein(Y) & (Wein(X) A Z)
= Wein(X) A (Wein(Y) & Z) + Wein(Y) A (Z A Wein(X))
= —Z & (Wein(X) A Wein(Y"))
= (Wein(X) A Wein(Y)) A Z.
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Em coordenadas, a curvatura associada a conexao de Ashtekar é
(RY)iy = (RO)ly + 28V k) + BPejmriny,. (4.9)

Para calcularmos essa expressao, vamos nos basear em Bojowald [15, p. 94]. Utilizando
a expressao em coordenadas do tensor curvatura

- L
Fop = Q(a[awl])]i + W[auwi}k)

J k,J k,.J
= Owh; — Obwh; + Weilly, — Wy,

temos de provar que vale:

1
com F! = ¢ FY.

l k
Fab = QQ[GFI)} F[ 2 z] ab*

al
OBSERVACAO 4.16 No caso da conexdo de Levi-Civita, recuperamos a conhecida equagdo
Rl = 0.0 — o, + T8, 1) — T, T,

Utilizando a expressao do tensor curvatura na definicio de F';, temos

1 1 iy o
l . l tj Z ik
h/_/ ﬁ/_/

() (b)

O termo (a) segue de 2I'F = el,wi (motivado pela Equagao 2.9):
Eéja[awz]j = 8[a|6 w‘b 28[a

Para o termo (b), temos de mostrar que

l ik, kj __

€9l = €€l TS = —€nnlTa

mekm n a ]

Para provarmos a primeira igualdade, temos

) mi1n 1 rs
ei'j (Ekm ’:L]F[ }) = 6 <6km6712] <4 €pq rsw;[paqwb] ))

k]mn Pq, s

- (4.10)
= eéj <46;cm6n €pq rsw[a wb])

Utilizando as seguintes relacoes dos simbolos de Levi-Civita:

mo= 0] — 010 e el = 5180 — 634,

Ekm Pq

obtemos que

Ekmn Epqtrs = (0 0F — 0707) (0,05 — 0307)
= 7015785 — SPOLGLST — 167785 + SLSLOLS).

Com isso, podemos expressar a Equacao 4.10 como

e el s = (80010703 — SVOL030% — O30R0}0% + GL0R0307 )ewlPuwy?

n Cpqtrs
ik kj ik jk ki ki, jk
- w[a wb} w[a wb} w[a wb} + w[a wb]
ik, kj ki, kj
@]~ W)

= 4wff wff

= 2w



Capitulo 4. Conexao de Ashtekar 84

Portanto, obtivemos a primeira igualdade:

1 ik, kj k]
€WaWy = %Ekm - F[a b

Para a segunda igualdade, usando que

€kt = —Em€y) = — (070" — 6,00,
podemos obter
eijekmefl] = — l-~(6ij5m —6L07)
5”6m +el]6;573n
=0
= .

Consequentemente, temos a relacao

€iimen Talt) = €nmlfalh = —€ DiaTy)-

que prova a segunda igualdade
ik, kj 1
W[awb]]ﬁ = F[a b
Portanto, provamos que vale a expressao

Fly =200 — €, (4.11)

al
Substituindo T} — A} =T + Bxkl diretamente na Expressao 4.11, temos
{FA}’éb = 25[arlg F[a b]
=201 (Tf) + ﬁmb]) L (T — TPT?)
— 20, (Th + Brl) - 5 m( (U7 -+ B?) (T3 + i) — (T ) (T + 7))
= 28[an (e — 1y
1,
+ B(200nk — Seby (TR + TPRT = Tl = Tan?) )
+ B2 (/‘im/ﬁz — /121,%2)
_ k
— 28[(11—‘17} F[a ]
+ 5(28[a/<;b] b (T) = e () )
1
—522 inn(“ Ky — K “b)

Analisando o termo com 32, obtemos

; f’rm(’{ Kvb — Kg atb ) = ;(elmn’%;nﬁg - 6irmlliaﬁb )
= ;(Efnn’%gl’%g - eitm’%a K’Z)
1
= i(einn/ﬁ:a '%b + 6mn a Rb)
= Entiy Ky
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e, analisando o termo com [, temos

¢ ( WHH) +é (F[bﬁa]) = ( f;mgf) — €mn (Fﬁl/fgf)
(—:lnm ( [a/ib]) + efm (Pﬁli?f)
= 2¢,,, [alib]

Utilizando que
(9[(1,%5] — eﬁlmfﬁl/@al = Vﬁﬁf},

podemos enfim obter a Expressao 4.9:
{F Y, =200 — €, LTy
k l m,.n
+ ﬂ(?@alib} — Emn (F[a/{b]> (F[b,{/a]> )
- 55 mn(nmmz — Ry
Fcfb + 26V Kb] 2€£nn Kq Kb

que pode ser encontrada em Thiemann [69, Equagao 4.2.32] e Rovelli e Vidotto [65,
Equagao 3.84]. Com a Proposigao 4.15, calculamos a curvatura de Ricci associada:

PROPOSICAO 4.17 A curvatura de Ricci associada d conexao de Ashtekar é:
Ric*(Y, Z) =Ric"(Y, Z)
—i—ﬁz ( (Wein([Y, e;]) A Z,e;)
<(VéCWein(Y)—V§CWein(ei)) A Z, ei> )
+ 2% ( (7, Wein(Y)) (Wein(e;), e;)
— (7, Wein(e;)) (Wein(Y), e;) )
Demonstracao. Utilizando a expressao obtida na Proposicao 4.15, temos
RMe,, Y)Z =R"C(e;,Y)Z
+ B((v&f Wein)Y — (Vi° Wein)ei) AZ
+ 62<Wein(el-) A Wein(Y)) AZ.
Consequentemente, a curvatura de Ricci é:
Ric*(Y, 2) =Y (R*(e1, Y)Z, e:)
+8> <((VI;10 Wein)Y — (ViC Wein) (e )) A Z, ez>

+ 50 ((Weln(eo) & Wein(¥)) 4 Z,e:).

i

Como de costume, vamos analisar a expressao anterior termo a termo. Temos:
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(i) Parte sem coeficiente o : é imediato, pois

> (RY(e;,Y)Z,e;) = Ric"“(Y, 2).

i
(ii) Parte com coeficiente o 3: obtém-se abrindo a derivada covariante de Wein,

> (Ve Wein)y — (V5 Wein)(e,)) A Z,e;)
; Z <VI;Z.C Wein(Y) — Wein(VECY) — Vi© Wein(e;) + Wein(Vi%e;), Z A ei>
= Z ((Wein(ViCe;) — Wein(VECY), Z A €;) )

+ Z ( <(v{;f Wein(Y)— Vi Wein(e;)) A Z,e; ) )
= Z ( (Wein([Y, e]) A Z, e;) )

+ Z ( <(V;C Wein(Y)—V5© Wein(ei)> A Z, ei> )

(iii) Parte com o coeficiente 3%: pela propriedade (c) da Proposigao 4.7, temos

<<Wein(ei) A Wein(Y)) A Z, ei>
- <Z A (Wem( i) A We1n(Y)>,ei>

= — ((Z, Wein(e;)) Wein(Y') — (Z, Wein(Y")) Wein(e;), e;)
= (Z, Wein(Y")) (Wein(e;), ;) — (Z, Wein(e;)) (Wein(Y'), e;) .

]

4.2.2 CURVATURA ESCALAR DA CONEXAO DE ASHTEKAR

O leitor que consultar Wohr [75] ird notar que a expressao para a curvatura de Ricci
é ligeiramente diferente. Em Wohr [75, p. 141], é apresentada a expressao:

Ric* (Y, Z) =Ric*°(Y, Z)
_ 52 <<Weln ) L VECZ e,
<We1n( Y)YNZ ei>
+ <Weln(e ) A Z,ViF Z>
— <We1n(e) AVYOZ ei>
- <Weln( Wei) A Z, ei>>
)€

7

— (2, Wein(e;)) (Wein(Y), ;) ).
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Essa expressao nao é a mesma que obtivemos na Proposi¢ao 4.17, de modo que surge o
questionamento se elas sao ou nao equivalentes. Na tentativa de partir da expressao que
obtivemos na Proposi¢ao 4.17 para a obtida em Wohr [75], temos de re-analisar a parte
com o coeficiente 3, separando-o em componentes:

> ((Wein([Y, eill) A Z,e;) + <VI;_C Wein(Y') A Z, ei> - <VI{/C Wein(e;) A Z, ei> )

i

(4) (B) ©)
Analisando cada um dos termos separadamente, temos:

(i) O termo (A) esta na forma final:
(Wein([Y, e,]) & Z, ;) = (Wein(ViCe;) A Z,e;) — (Wein(VECY) & Z, ;).
(ii) Para o termo (B), utilizamos a regra do produto:
(VECWein(Y) & Z,e;) = (VEC(Wein(Y) A Z), e;) — (Wein(Y) L VECZ, e;) .
(iii) Analogamente, o termo (C) se escreve como
<V%/C Wein(e;) A Z, ei> = <V§C(Wein(ei) A Z), ei> - <Wein(ei) AVYCZ, ei> .
Portanto, o termo com coeficiente 3 é igual a

> <<<We1n(VY ei) — Wein(VECY)) A Z,e;)

%

+ (Wein(e;) A VEOZ, e;) — (Wein(Y) A VECZ, e>>

+ Z <<VLC Wein(Y') A Z), ei> — <VI§C(Wein(e@-) A7), ei> >,

(D) (E)

em que a primeira componente estd exatamente como aparece em [75]. Portanto, resta
analisar melhor as componentes (D) e (E) que apareceram. Temos:

(iv) pela metricidade da conexao, o termo (D) é
(VEC(Wein(Y) A Z),e;) = es( (Wein(Y) & Z,e;) ) — (Wein(Y) A Z, VECe; ) ).
(v) e, analogamente, o termo (E) é
<V§C(Wein(ei) A7), ei> = Y( (Wein(e;) A Z, ei)) <We1n(el) A Z, VY el> .
Portanto, o termo com o coeficiente 3 é:

> <<(Wein(vl{/cei) ~ Wein(VLCY)) A Z, ;)

i

+ (Wein(e;) A V3©Z, e;) — (Wein(Y) A VECZ, e>>

> (ez( (Wein(Y') A Z, ei>) — Y( (Wein(e;) A Z, 6i>)

i

<Weln(ez) A Z, V¥ ez> — <Wein(Y) A Z, V];icei> )a
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que nao ¢é equivalente a expressao obtida em [75]: comparando-as, temos

(expressao obtida em Wohr [75]): (expressao que obtivemos):

— Z (<Weln ) A VLCZ el> — Z <<We1n ) A VLZ.CZ, €i>

+ (Wein(VECY) A Z, ;) + (Wein(VECY) A Z,e;
+ (Wein(e;) A Z, ViCe;) — (Wein(e;) A Z, ViCe;
— (Wein(e;) A V3©Z, ;) — (Wein(e;) A VECZ, e;
— (Wein(Ve,) A Z, e>> — (Wein(ViCe,

— ei( (Wein(Y) A Z, ei>
+ Y( (Wein(e;) A Z, e;)

+ <Wein(Y) A Z,VCe;

€i

Essa discrepancia entre as expressoes nao seria um problema se ambas resultassem na
mesma expressao para a curvatura escalar presente na acao de Einstein-Hilbert. Porém,
mostraremos que essa diferenca sera significativa ao calcular a curvatura escalar

Utilizando a expressao obtida em Wohr [75], temos que a componente com o coeficiente
£ nao contribui para a curvatura escalar, pois

Z (<Wein(ej) A ViCe;, ei> + <Wein(e7;) A €, ngcei»
+ Z (<We1n VLC i) A ey, ei> - <Wein(VI;JCei) A e, ei>)
- Z <Weln ei) A Vlgjcej, ei>

]

= 3 (Wein(e;) A VECes, ) — 3 (Wein(e:) & VECer,¢;)
:Z (Wein(VECe;) A e, ;) _”Z (Wein(ViCe;) A e, ;)
+ gjj (Wein(e;) & e;, VECe;) )

= ZZZWein(e» A ViCe, ej> -3 <Wein(ei) A VECe;, ej>
i

i?j

=0
+> <Wein(VIgJCei) A €, ej> -> <Wein(VIgJCei) A e, ei>
G

Z'7j

=0

+ Z <Wein(6i) A €, VI;;'CGJ'>
4,J

=y <Wein(ei) A e, vlgjcej>

i3

serd zero ao tomar um referencial {e;} geodésico, o que sempre pode ser feito localmente.
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Por outro lado, ao tentar calcular a curvatura escalar utilizando a expressao que ob-
tivemos, vemos que a componente com coeficiente 5 nao é zero. Para isso, vamos dividir
a expressao em varias componentes, temos

— Z <<Weln ) AVECZ, ei> + <Wein(VIgicY) A Z, ei>
(@) ()
<Wem(ez) A Z, VY el> <Wein(ei) AVICZ, ei>
(@) (H)
<Wem(VY e) N Z, ei> —ei( (Wein(Y') A Z, ei>>
(1 (F)
+Y ((Wein(e;) A Z,e;) ) + (Wein(Y) A Z, VECe; ) ) .

(F) (H)

(4.12)

Vamos analisar a contribuicao de cada uma das componentes para a curvatura escalar:

(i) Componente (F):

> (Y( (Wein(e;) A Z,e;) — ei( (Wein(Y') A Z, ¢;) ))

i

— Z (e]( (Wein(e;) A e, el)> — ei< (Wein(e;) A e;,€;) ))
= Ze]< (Wein(e;) A ej,el>)
= Z ei( (Wein(e;) A e;, €;) )

— 2261( Weln(€]> A €4, ej>)

2%

Z z( (Wein(ej) A Gj, 61‘> )
Z 1( (Wein(e;) A e;, ej>>

+

(ii) Componente (G):

Z <<Wein(Y) A VECZ, e) — (Wein(e;) A Z, VY e>>
— Z <<We1n e;) A ViCe; e > - <Wein(ei) A €j, ngcei>)

- Z <We1n e;) A Ve, ei> = <Wein(ei) A €, VIgfei>
i, V)
==Y <Wein(ej) A e, Vlgicej> -> <Wein(ei) A €, Vifjcei>
i, 4,J
=-2)" <Wein(ej) A e, v;cej> :

i7j
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(iii) Componente (I):

3 (<Wein(vgcy) A Z,e;) — (Wein(Vie;) A Z, e>>

0,

— Z (<Weln (ViCe;) A e, ei> — <Wein(VI;jCei) A €, e,»>)

= Z <We1n (VLC VLC ) ej A el>

Z’J
= Z <Wein([ej, el),e; A ei>
i7j \—v—/

=0
(iv) A componente (H) serd nula ao tomar um referencial geodésico.

Portanto, unindo a contribuigao dos termos (F), (G), (H) e (I) obtemos:
2> (ei( (Wein(e;) A e, €;) ) - <Wein(ej) A e, Viﬁicej>)
0]
=2 Z < <V£Z_C(Wein(ej) A Gi), 6j> )
Y]

=2> <<V£ic Wein(e;) A e;, ej> + <Wein(ej) A VECe,;, 6j>>
Y]

=0

=2) <VI;,C Wein(e;), e; A ej> :

i?j
Em geral, nao héa razao aparente para que esse termo seja nulo.

OBSERVACAO 4.18 Visando apenas o cdlculo da curvatura escalar, a expressio que obti-
vemos difere da obtida em Wohr [15] devido a um sinal negativo no termo (E).

PROPOSICAO 4.19 A curvatura escalar associada a conexdo de Ashtekar é:

RA=R-28%" <V€LiCWein(ej), e A ej> + ﬁ2(tr(Wein)2 - tr(WeinQ)).
1,J

Demonstracio. A componente envolvendo o coeficiente /3 foi obtida na discussao anterior
a proposicao. Para as demais componentes, utilizaremos a expressao

Ric*(Y, Z) =Ric"°(Y, Z)
+BY ( (Wein([Y, e.]) A Z, e:)
((VEC Wein(Y) = V€ Wein(e,)) & Z,e;) )
+5E ( (7, Wein(Y)) (Wein(e,), ;)

—(Z, Wein(e:)) (Wein(Y), &) )

obtida na Proposi¢ao 4.17. Temos que:
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(i) o termo sem o coeficiente 8 é imediato:

> Ric"(ej, ¢;) = R™.

J
(ii) o termo com o coeficiente 32 pode ser reescrito como:
> ( (e, Wein(e;)) (Wein(e;), e;) — (e;, Wein(e;)) (Wein(e;), ei))

= (e, Wein(e;)) (Wein(e;), ;) — > _ (e;, Wein(e;)) (Wein(e;), €;)

i,j 4,J

(4) (B)
Analisando as componentes (A) e (B) separadamente, obtemos
(iii) termo (A):

> {e;, Wein(e;)) (Wein(e;), e;) = > {e;, Wein(e;)) > (Wein(e;), e;) = tr(Wein)?

irj j i
(iv) termo (B):

Z (ej, Wein(e;)) (Wein(e;), e;) =

.3 1,

(]

(Wein(e;), e;) (Wein(e;), €;)

I
<M =M

<Wein(ej), 3" (Wein(e;), ;) ei>

7

(Wein(e;), Wein(e;))

‘ <Wein2(ej), ej>

tr (Wein2> .

<

]

Escrevendo a Lagrangiana de Einstein-Hilbert apresentada na Proposi¢ao 3.24 em
termos da curvatura R* associada & conexdo de Ashtekar, temos

Lpy = /Edvolg (RA + (1 + 8% (tr(WeinQ) — tr(Wein)Q)

(4.13)

+26 <V£ic Wein(e;), e; A ej> — 2div (VnMn - tr(Wein)n) )
0,j

4.3 ESTRUTURA DE SPIN

Nesta secao mostraremos como a conexao de Ashtekar definida utilizando o grupo de
Lie SO(3) se relaciona com a originalmente definida em SU(2) e amplamente utilizada
na teoria de gravitacdo quéntica em lacos’. Essa relacdo entre as duas formulacoes se

6Para mais detalhes, ver Rovelli e Vidotto [65, Capitulo 7]
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da por meio das chamadas estruturas de spins, que carregam esse nome por terem sido
desenvolvidas no contexto de espinores. Para uma discussao mais detalhada sobre esse
tépico, recomendamos consultar as referéncias: Hamilton [37, Capitulo 6], Friedrich [27,
pp. 1-63] e Fatibene e Francaviglia [23].

DEFINIGAO 4.20 Seja (M, g) um espagotempo. Dizemos que um par (Spin(M), A) é uma
estrutura de spin em M se

a) (Spin(M),Tr,M, SL(2,(C)> ¢ um fibrado principal, chamado fibrado de spin;

b) A :Spin(M) — Fr, (M) é um recobrimento duplo tal que o diagrama comuta:

Spin(M) x SL(2,C) ———— Spin(M)

~

AxA M

Fri (M) x SO*(1,3) ————— Fr, (M)
e A:SL(2,C) — SO™(1,3) denota o recobrimento universal do grupo de Lorentz.

O proximo resultado mostra que uma conexdo w € A'(Fry (M), s0(1,3)) pode ser
levantada para uma conexao @ em Spin(M), através do seguinte diagrama comutativo:

T Spin(M) ---------%---oomoo5 > 51(2,C)
A s A
TFr, (M) — s0(1,3)

OBSERVACAO 4.21 Em especial, utilizaremos que A\, € invertivel por ser um isomorfismo
entre dlgebras de Lie.

TEOREMA 4.22 Seja M um espagotempo com estrutura de spin (Spin(M),A) e
w € A (Fr] (M), s0(1,3))
uma forma de conexao. FEntao,
@ € AY(Spin(M),sl(2,C)) tal que @ :=)\,'oA ow

¢ uma forma de conexdo em Spin(M). No caso particular em que w é a conexdo de
Levi-Civita, chamaremos a conexdo w de conexdo de spin.

Demonstracio. Temos de provar que w satisfaz as propriedades de uma conexao:

a) 0(X) = X, para todo X, € so(1,3);

b) (ra)*(@) = Ad(A™!) o w para todo A € SO™(1,3).
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Para isso, vamos definir as agoes adjuntas
o Ad:SO*(1,3) — GL(s0(1, 3));
« Ad:SL(2,C) — GL(sl(2,C)).
e denotar os mapas conjugagao
e C4:807%(1,3) = SO™(1,3) com Ca(B)=ABA™Y;
e C,:SL(2,C) = SL(2,C) com Cy(h) = ghg™"
Sendo e € SO™(1,3) e & € SL(2,C) as identidades nos respectivos grupos, temos que

« Ad(A) = D.(Ca) : T(SO*(1,3)) = s0(1,3) — s0(1,3);

- Ad(g) = D(C,)_: T(SL(2,C))_=~sl(2,C) - sl(2,C).
Com isso, para g, h € sl(2,C) vale
Ao Cy(h) = Mghy™)
= Mg)AM)A(g™)
= Cg) (A1)
e, consequentemente, podemos obter que, para todo g € sl(2,C), vale
Ao Ad(g) = Dedo D(Cy )
= D:(AoCy)
= Ds(Cig 0 A) (4.14)
= De(Chg)) © DaX
= Ad (Ag)) o A

Tomando x € M, dois pontos z € Fr} (M), e Z € Spin(M), e denotando as acdes a direita
nos fibrado Fr;(]\/[ ) e Spin(M), respectivamente, por r e 7, temos o diagrama comutativo:

Spin(M), ~ SL(2,C) ——— Spin(M), ~ SL(2,C)

A A :>AO’I7}L:’I“)\(;L)OA.

Fry (M), ~SO™(1,3) ——— Fr, (M), ~SO*(1,3)

TX(h)
Por sua vez, essa relagdo induz o diagrama comutativo abaixo:

Dé(rz) Ds(rn)

s((2,C) T Spin(M )z T Spin(M )z,

s DzA DsanA

n + -
so0(1,3) D) TFry (M) Dr ) T Fry (M)A zan)
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De maneira que temos as relagoes

DEA o} Dé(?z) = De(T’A(g)) e} )\* (415)
Dy, A © Dy(74) = Doy (ram) © Dy (4.16)

Agora, seja h € 5[(2,C) e X"e (T Spin(M)) o campo fundamental dado por

(X"), = D=(7)(h)

Entao, segue que

(
(
— ()\;1 o wA(z)) (D<7'A(E)) o )\*h)
= ()\*—1 o wA(g)) (YX’E%)

A

h

em que utilizamos a expressao 4.15 na passagem da segunda para terceira linha. E

(@ @))p — G () © D)
=\ o A*(w),, () © Dp(7h)
=)\"to WA(pah) © Dy A © Dp(7,)
= A owagaan © DA(p) (Pam)) © Dph
= A" o (Fagy) (w)a@) © DpA
=\ o Ad(\(h™ ))owA o D,A
—Ad(h oA oA ow,
= Ad(h™Y o,

em que utilizamos a expressao 4.16 na passagem da terceira para a quarta linha e a
expressao 4.14 para se obter a pentultima linha. O

No artigo Bichteler [12], o autor mostra que um espagotempo de dimensao quatro
possui estrutura de spin se, e somente se, a segunda classe caracteristica de Stiefel-Whitney
é zero. Outro artigo Geroch [31] mostrou que um espagotempo de dimensao quatro nao-
compacto’ possui estrutura de spin se, e somente se, é paralelizdvel. A necessidade do
espacotempo ser paralelizavel para se construir uma estrutura de spin é um empecilho
consideravel. Felizmente, é provado em Kirby [45, p. 35] que toda variedade orientével
tridimensional admite estrutura de spin, o que nos sugere levar a estrutura de spin para
a superficie de Cauchy ¥ (a mesma na qual definimos a conexao de Ashtekar).

DEFINIGAO 4.23 Seja (X, q) uma variedade Riemanniana. Entdo, um par (Spin(X),A) é
uma estrutura de spin em Y se

"Como o préprio autor comenta, a condicio de ser ndo-compacto é fisicamente esperada, uma vez que
espagostempo compactos possuem curvas temporais fechadas.
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a) (Spin(X), 7, X, SU(2)) € um fibrado principal, chamado fibrado de spin;

b) A : Spin(X) — Fr}(X) € um recobrimento duplo tal que o diagrama comuta:

Spin(X) x SU(2) ——%— Spin(%)

~

AxA M

A

Fri(2) x SO(3) ———— Frj (%)

e A : SU(2) — SO(3) denota o recobrimento universal de SO(3).
De maneira analoga ao Teorema 4.22, temos:

TEOREMA 4.24 Seja X uma superficie de Cauchy de um espacotempo M munida de uma
estrutura de spin (Spin(X),A). Entao, se

w e A (Fry (%), 50(3))
¢ a conexao de Levi-Civita em ¥, temos que
& € AY(Spin(X),su(2)) tal que &= MN'oA*ow
¢ uma forma de conexdao em Spin(X), chamada conexdo de spin.

Um importante resultado sobre o tema é:

TEOREMA 4.25 Temos o sequinte isomorfismo entre fibrados
TY: ~ Spin(X) x,ox R?.
Demonstracao. Pelo Corolario 1.51, temos o isomorfismo
Frh(3) x, R* ~ TX.
Portanto, basta provarmos que existe um isomorfismo
® : Spin(2) X por R* = Fr}(2) x, R?

tal que seguinte diagrama comuta:

1

Frf () x, R?
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Definindo o mapa ®[p, x| = [A(p), z], vemos que essa aplicagdo ¢ é bem definida:

uma vez que [p < g, (po N (g 1)z] ~ [p, z] pelo Lema 1.45. A sobrejetividade do mapa ®
é resultado de A ser sobrejetivo. Para mostrar injetividade, é preciso provar que

Plp1, 2] = @lp2,y] = [p1, 7] = [p2, ).

Supor que sdo iguais implica que ®[p;, x] e P[p, y] estdo na mesma classe de equivaléncia
sobre a acao do fibrado associado definida no Lema 1.45. Por isso, podemos sem perda
de generalidade considerar que x = y. Desse modo, segue que

A<p1) = A(pQ)-

Portanto, se p; = py é imediato que [py, 2] = [pa, x]. Se p; # p2, entdo

T(p1) = mo A(p1) = 7o A(p2) = m(p2)

mostra que p; e py estdo na mesma fibra. Isso significa que existe um elemento g € SU(2)
tal que p; = ps < g. Consequentemente,

A(p1) = Ap23g) = Ap2) < A(g) = Ap1) < A(g)

implica que A(g) = e € SO(3) e, com isso, podemos concluir que

[p1, 2] = [p2 9 g, 2]
= [p2, (p o N)(9)7]

= [p2,p(M9))2]

- [p27 'T] .
Logo, pela Definig¢ao 1.18, conclui-se que ® é um isomorfismo entre fibrados vetoriais. [

Com isso, estamos em condigoes de provar o teorema que relaciona as descrigoes da
conexao de Ashtekar em termos de SO(3) e SU(2):

TEOREMA 4.26 Seja Y2 uma superficie de Cauchy de um espagotempo (M, g). Dada co-
nerao w € Al(Fr;(E),so(Z%)) e a respectiva conexdo W € Al(Spin(Z),su@)) no fibrado
de spin, ambas as conexoes induzem a mesma derivada covariante em T C T M.

Demonstragio. Dado um fibrado principal P com um fibrado associado E?, vimos que a
expressao para a derivada covariante em E? é dada pela Definicao 2.65:

VYU = [5,V50] com V6= . (X)+ (p.ows)(X)o.
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em que ¥ € I'(U; E°) e e € I'(U; P) sao duas segoes tais que U = [e, ¢]. Assim, como

A (8" 0@) =\ (@)

(4.17)

podemos obter, denotando E” = Fr; (X) x,R* e EP°* = Spin(X) x,.x R?, que

o (v?{"*[é, u,»]) = o([2 (pe o X (@) )ui] )
= [A@), p- (we(2))u]
= [e,P* <W6<X)>ui]
= V¥ e, uy]

— v (cb([g, ui]))

em que utilizamos a Expressao 4.17 na primeira linha. Logo,

pOX

VE g w) = (cp—l oV o cp) &, w)
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Apéndice A
Demonstracoes dos Capitulo 1 e 2

ProrosicAo A.1 Seja G um grupo de Lie. Para todos os elementos g,h € G, temos:
a) (Lg)™' = Ly-1 e (Ry)™" = Ry1;
b) Lyo Ry, = Ry o L,.
¢) ¢g=Lgyo (R,)™' é um automorfismo de G.
Demonstracio. As propriedades saem de maneira direta:
(i) para a primeira propriedade, temos
=g-(g7 h)=h = Ly =(Ly)",
Ry(Ry-1(h)) = (h- 9 -9g=h = Ry = (Rg)_l-
(ii) Prova-se que as translagoes comutam diretamente por

Lg(Ru(x)) = Ly(x - h) = g-x-h= Ru(g - ) = Rn(Ly(2)).

(iii) Decorre de (ii) que ¢; = Ly o R;*. Para vermos que é automorfismo de G, temos
cgh-x)=g-(h-2)-g7 = (g-h-g7") (g -2-g7") = cg(h) - cy(2).

[]

TEOREMA A.2 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e X € I'(T'G) a extensdo
invariante a esquerda do vetor X, € g. Entdo, a curva integral mazimal

vx: I CR—=G tal que ~x(0)=e
do campo X satisfaz as sequintes propriedades:
a) vx € definido em todo R;
b) 7x : R = G € um homomorfismo de grupos de Lie;

c) vsx(t) = vx(st) para quaisquer s,t € R.
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Demonstragdo. Denotaremos o dominio /I C R da curva integral maximal de X por
CbX : (tminvtméx) — G

satisfazendo as condigoes iniciais

¢x(0) = e,
¢/X (t) = Aox(t)-

Primeiro, provaremos (a) e (b). Para isso, definimos as curvas

61 : (tml’n,tméx) — G com 61 (t) = Lg(bx(t)
Bt (tmin — Sy tmax — S) = G com  [a(t) = ox(t + s)

e provarmos que ambas sao curvas integrais de X que partem do mesmo ponto. Temos
51(0) = g- ¢x(0) = g = ¢x(s) = (2(0)
e, pelo campo ser invariante a esquerda,
51(0) = ((DeLy)dx(0))dx (0) = X1, = Xy = Xy(6) = Ix(5) = £2(0).
Portanto, segue do Teorema de Existéncia e Unicidade de Equagoes Diferenciais que
Px(s+1) = B2(t) = Bi(t) = g- ox(t) = Px(s) - dx (1)

Ou seja, que ¢x(s+1t) = dx(s) - px ().
Para mostrar que (tmi, tmax) = R, vamos supor tnsx < 0o e considerar a curva

(55) 0 om0 -on () o3

em que o = min{|tmax|, [tmm|} < 00. Entdo,

80) = ox (5) -ox (=5 ) =ox = e A(0) = dx(0) = X,

mostra que [ é uma curva integral de X. Porém, isso seria um absurdo, uma vez que

3a

tméx<7'
il <

Logo, tmsx = +00 e, de maneira andloga, conclui-se que t,;, = —o0.
Para provarmos (c), seja a curva

v:R—G com ~(t) = ox(st).
De imediato vemos que v é uma curva integral do campo sX, pois
v(0) = ¢x(0) =e e 4(0) = ¢px(0)s = sX..

Segue do Teorema de Existéncia e Unicidade de Equagoes Diferenciais que ¢x(st) =

(bsX (t) [
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Seja X a extensao invariante a esquerda de um vetor X, € g. Entdo,
X, = (Dydp) Xy Vg €G.
Demonstracao. Pelo campo ser invariante a esquerda, temos
(Dg¢p)Xg = (Dg¢p)(DeLg)Xe

= (Du)DeL) |

= (Dgﬁbp)(DeLg)jt

¢t(€)

exp(tXe)
t=0

Sl Fx s Fs

6p(Ly(exp(tX.)))

t=0

6o (9 - exp(tX.))

t=0

) p<(g-exp(tX,))

(pag) dexp(tX.)

|

]

Seja F': M — N uma aplicacio diferencidvel entre duas variedades diferen-
cidqveis M e N. Supondo que ezxistam campos X,Y € I'(T'M) e X', Y' € I'(TN) que
satisfazem as relacoes

0o mesmo serd vdlido para o colchete de Lie:
[X,ayl]F(P) = (DPF>[X7 Y]p'
Demonstra¢io. A demonstragao é direta: sendo f € C*°(N), temos

XY ) () = Xy (Y'f) = Y (X'f)
= ((D,F)X,)(Y'f) = (D, F)Y, ) (X'f)
= p((Yf)( )) = Y, (X' f)(F))

= (X,(Y'f) = V(X' 1)) (F)
:(X ><F>
= ((D,F)[X,Y1,) ()
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PRrROPOSICAO A5 A representacio Adjunta
Ad :SO(3) — GL(s0(3))
¢ equivalente a representacdo usual
p:SO(3) — GL(R?).
Demonstragio. Dado A € SO(3), temos as agoes induzidas
pa(z) =A-x e Ady(T)=A-T-A!

Sendo {e;} a base candnica de R? e

00 O 0 01 0 -1 0
I'=10 0 —-1|, T5=|(0 0 0] e TI3=1(1 0 O],
01 O -1 0 0 0 0 0

a base de 50(3), definimos o mapa f : R* — s0(3) por

x 0 —z wy
fllvl|l=12 0 -z
z -y x 0

Em outras palavras, f(e;) = T;. Portanto, o mapa f é uma bijecao linear por construgao
e por isso para mostrar a equivaléncia entre as representacoes, basta provar que

pa(fe:) = Ada(f(e:)) Vi

Sendo A € SO(3) dada por

aix a2 a3
A= |an a2 a3 )

az1 aszz Gs3

temos as condicoes det(A4) =1 e A~ = AT implicam em:

—Q93032 + Q22033 Q13032 — Q12033  —A13022 + A12G23 ailr G21 a3y
(23031 — G21G33  —A13G31 + G11G33 Q13021 — G11023 | = |Q12 G2 A32 (A-l)
—Q22031 + A21G32 Q12031 — A11032  —A12021 + G11G22 @13 d23 (33

Vamos mostrar que f(pa(e1)) = Ada(f(e1)): temos

flpaler)) = (A - e1)

a11 G2 Qi3 1
=f| [a21 a2 azs| - |0
|d31 A32 (33 0
_(111
=f| |a2| |,
| A31
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enquanto, por outro lado, também temos

Ada(fler)) = A-fler) - AT

a1 a1 Q13 0 0 0
= |a21 Q22 G23| | —0A13 —Q23 —a33
|A31 A32 (33 12 22 a32
0 13022 — A12G23 (13032 — (12033
= | —Q13022 + a12a23 0 G23032 — (22033
| —@13032 + Q12033 —A23032 + 122033 0

—Q23032 + Q22033
=f| | a13a32 — ai2ass3
| —Q13022 + Q12023

a11
= f 21
a31

Em que utilizamos a relacdo A.1 na passagem para a tultima linha. De modo analogo,
provamos que f(pa(e;)) = Ada(f(e;)) parai =2ei = 3. O

ProrosicAao A.6 O mapa exponencial exp : g — G satisfaz as propriedades:

(i) para todo X, € g e s,t € R, vale

exp ((s + t)X€> = exp(sX.) - exp(tX.).

(ii) sendo 0 € g e X, € g, temos

exp(0) =,
exp(—X,) = (exp X,) !

Demonstracio. As propriedades saem diretamente do Teorema 2.3:

(i) Para todo X, € g e s,t € R, temos

exp((s +¢)Xe) = P(sre)x. (1)
= ¢x,.(s+1)
= ¢x.(s) - dx.(1)
= ¢sx. (1) - dex. (1)
= exp(sXe) - exp(tXe).

(ii)) Tomando s =0 et =1 em ¢x(st) = ¢sx(t), temos

exp(0) = exp(X, — X,)
= ¢x.-x.(1)
= ¢x.(0)

=€
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(iii) Utilizando (i) e (ii), obtemos que exp(—X.) = (exp X.) ™'

e = exp(X, — X,)
= eXp<Xe) : eXp(_Xe)'

[]

TEOREMA A.7 Seja (P, 7, M;G) um fibrado principal. Entdo, existe uma bije¢ao entre
as conexoes de Fhresmann e as conexao-formas. Mais especificamente:

a) Seja HP uma conexio de Ehresmann em P. Entao,
w(Y—l— Y) =X, com Y e€I'(HP)
define uma conexdao-forma em P.
b) Seja w € A(P;g) uma conexdao-forma em P. Entao,
(HP), =ker(w.) com w,=w|rp,
define uma conexdo de Ehresmann HP em P.
Demonstragio. Seja HP uma conexao de Ehresmann em P. Entao,
TP =HP®VP
implica que todo Z € T'(T'P) pode ser decomposto como
Z=X+Y
para algum X, € ge Y € T'(HP). Assim, definindo w € A'(P;g) por

w(Y—i— Y) =X, com Y eT'(HP),
segue de imediato que W(Y) = X, e, usando a Proposicao 2.15, temos

((Tg)*w)z<yz + Yz) = Wr,(p) ((T’g)*yz + (rg)*YZ)
- wrg(P) (M)
— Ad,1 X,
= Adg—1 (wz (72 -+ Y;))

Por outro lado, seja w € A'(P;g) uma conexdo-forma em P. Precisamos mostrar que
HP, = ker(w,) com w, = w|rp,

é uma distribuicao horizontal invariante a direita. Para mostrar que HFP, é um espaco
tangente horizontal, utilizamos que a condicao

wz(Y) =X, VX, €g
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garante que w, : TP, — g é sobrejetiva. Assim, pelo Teorema do Niicleo e Imagem, temos:

dimkerw, = dim TP, — dim g
=dim TP, — dim VP,.

Portanto, podemos decompor o espago tangente a variedade P como:
TP, =VP,®HP,.

Para mostrar a invariancia a direita, seja Y, € HP,. Entao,

wry() ((rg).Y2) = ((rg)"w) (V)
= Adgr (w.(Y2))
=0

resulta em (r).Y, € HP, (). Para mostrarmos que é uma distribuicdo, vamos denotar
dim g = [ e considerar {T;} uma base de g. Entao,

l
w=> weT; com w'eA(P;R)
=1

e, consequentemente, obtemos que
1
HP, = () kerw!.
I=1
Tomando uma carta em uma vizinhanca U de z € P, temos
w'=>"whdx? com W eC®U).
Sendo {b'} as coordenadas na fibra, os vetores X, € T'P, se escrevem
0
J
Xq = Z b 8xJ |q
Assim, em coordenadas, temos
!
HP, = () kerw]
I=1
={X, € TP w}(X)=0 VI=1,--- 1}

:{(bl,“- M) ER™ D wh(gh! =0 VI=1,--- ,l}

J=1

Como w, : TP, — g é sobrejetivo, necessariamente {w!} deve ser uma colegdo linear
independente em z € P e portanto podemos tomar

Fl(q’b):Zwﬁ(q)bJ VI:laal
J=1
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cuja matriz jacobiana [0F!/0b7] = [wh] € M(I x m,R) tem posto igual a [ em z. Isso
significa que existe uma submatriz [ x [ nao-singular e, pelo Teorema da Fungao Implicita,
segue que b',--- , b sdo funcdes diferencidveis de b+, ---  b™. Sendo

l
Xr=> V(0,-,0,1,0,++,0) i + Opits
J=1

I-ésima coordenada

uma colecao de m — [ campos vetoriais, temos que
span{X;} = HP, VYqeU,.
Logo, HP ¢é uma distribuicao em T'P devido ao Teorema 2.17. O]

Prorosicao A8 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Temos que a forma de
Maurer-Cartan ug € A'(G;g) é invariante d esquerda e satisfaz

(Rg)" g = Adg1opue  VgeG.

Demonstragio. Seja g,h € G e g € T,G. Utilizando a Proposicao 1.41, obtemos

= Adg— ((Mc)h(U))

Para mostrar invariancia a esquerda, temos

Prorosicao A9 Seja P uma variedade diferenciavel, G um grupo de Lie e
¢p:PxG—P com o¢(p,g)=p<g
uma agao a direita diferencidvel de G em P. Entao, a diferencial
D¢ : T(P X G)p,g) = TPyay

¢ dada por

(Dipg)®) (X5, ) = (Dp(r) ) (X,) + 16(Y,), o
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Demonstracao. Primeiro, utilizamos que
T(P x G)pg ~TP,®TG,.

Com isso, sejam o : I — M e 8 : I — G duas curvas diferenciaveis tais que

a(0)=p e o&(0)=X,€TP,

B0)=g e B(0)=Y, TG,
Entao,

(D)) (X, ¥3) = (D)) (X,,0) + (Do @) 0, Y;)
= (Dypg)8)(0'(0),0) + (D 0) (0, 3(0))
= (Dp<v~g>)<Xp> + ((Dg(6)) (%):

Sendo ¢ a forma de Maurer-Cartan, segue da Proposicao 1.41 e do Lema A.3 que

(Dy(0p)) (V) = (Dy(89)) (16(Y))

PrOPOSICAO A.10 Seja (P, 7, M;G) um fibrado principal com conexdo w € A'(P;g) e
s;: Uy — P
sj: U — P
duas segoes locais tais que U; NU; # &. Sendo g;; wma mudanga de gauge, temos
wj = Ad(g,)-1 0 wi + (9i)" ().
em que w; = (8;)*w e w; = (s;)*w sao as conexoes locais.
Demonstragio. Seja x € U;NU; e Z € TM,. Denotando ¢(p, g) = p<g e definindo
X = (Da(5)))(2) € TPy
Y = (Da(9:9))(2) € TGy, a),
segue da Proposicao 2.44 que
(Da(s9))(2) (2)
(X) + 16(Y) (21 g1y )
(X) + 16 ((D2(9i))(2)) 5, (2
(X) + (955)* 16 (2) 1 (Z),,

T Sm gzy

= (Da(@(s::94)))
( si(2) (Tg () ))
(Dsz @) (Tg;; () ))
(Dsl @) (Tgs () ))

Com isso, podemos obter

= ((sy)w)(2)
wo (Du(s)))(2)

W o (Dsl(z) (Tg” (:E))) (X) two msj (z)
( rg” ) + (9i5)" 1c(2)
(Ad(g” ~10w; + (gij)*MG) (Z)
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em que utilizamos:
((rgy)"w)(X) = (Adgg,,)-1 0 w) (X)
= (Adg,) 0 w) o (Duls)))(2)
Ad(,) 1 (wo (Da(s))(2))
= Ad(g,)10((s;)'w)(2))
0
Seja X2 uma hipersuperficie de Cauchy em M. Entao, a aplicagdo
VET(TE) x T(T) =+ T(TS)  com VXY = tan(VAY)
define uma derivada covariante em ..
Demonstragio. Sejam X,Y,Z € I'(TX) e f € C*(X). Temos que
i) V* ¢ C>(X)-linear na primeira varidvel:
ViV = tan(V,,Y)
= Vi Y + (Vi sVin)n
= fUNY + VY + (FVAY + VYV n)n
= fVNY + £ (VY n)n+ VYV + (V¥V,n)n
= ftan(Vg(/[Y) + tan (VI\Z/IY)
= VLY + VY.
ii) V* satisfaz a regra do produto:
VI(fY) = tan(VY(Y))
= VYY) + (VX(Y).n)n
= X(N)Y + VY + (X())Y,n)n+ (FVYY,n)n
—
= X(N)Y + F(VYY + (VY. n)n)
= X(f)Y + ftan(VYY)
= X(f)Y + VY.
O
VEC satisfaz a regra do produto com relag¢do a A:
VWY L Z2)=VEY A Z+Y A VEZ (A.2)

Demonstracio. A maneira mais direta de provarmos é calculando ambos os lados da
Equacgio em 4.7 e verificarmos que eles coincidem. Para isso, seja {u;} uma base de R3,



115

e e Fr;(E) um referencial e X, Y, Z € T campos arbitrarios. Denotando e; := e(u;), os
campos serdo descritos localmente por Y = Yie; e Z = Z¥e;,. Temos:

VEY L Z = (X(Y7)e; + YIVECe;) A (Zher) = X(YI) ZM(ej A ex) + YIZH (Ve A ep),
Y AVEZ = (Yie)) M (X(ZF)ej + ZFViFer) = X(ZM)Y (e A ex) +YIZF(e; A ViEey).
Com isso, obtemos que o lado direito da Equacao 4.7 é
VY XL Z+Y AVEEZ =(X (V)2 + X (Z5)Y7) (ej A ex)
YJZ’“(VX ej hep+ej A V%(Cek)
=X (Y Z%)(e; &k ex) + YIZF(ViCe; A e + e A ViLey).

Enquanto o lado esquerdo da Equacao 4.7 é

VEY A 2) =V VI ZFe; Kep) = X(YIZF)(ej Ak ex) + YIZH(VE (e A er)).
Consequentemente, a regra do produto sera satisfeita se, e somente se,

ViE(e; Aex) = Vilej A e +e; A Viley.

A expressao acima afirma a igualdade entre dois vetores. Portanto, para prova-la basta
demonstrarmos que ela é valida para cada componente. Em outras palavras, basta veri-
ficarmos que a seguinte igualdade é valida para quaisquer indices 1, j, k:

<VX ej A e, 6Z> + <ej A Ve, ei> = <V§(C(ej A er), ei>. (A.3)
Vamos analisar a Equagao A.3 em cada uma das possiveis situagoes. Temos:
i) Caso k = i: temos

<VX e;j A el,ez>+<ej AV ez,ez> <VX (e Aei)e >

=0

Pela metricidade de V¢, obtemos:

<VI)‘(C(€]' Aei), ei> = X( (e; A:?-, ei>) <e] A e, V¥ e,> = <el~,6] \%+ el>.

ii) Caso k = j: temos

<VX e; A ej, ez> + <ej A ViCe;, ei> <VX (ej A ej), ei>.

=0

Por uma simples manipulacao, obtemos:
<VX ej A ej,ez> < A V¥ ej,ez> = <VX ej A ej,ez> <VX ej A €j,€z> = 0.
iii) Caso j = i: temos

<VX e; A eg,e > + <ei A ViCer, ei> = <V£}C(ei A eg), ei> :

=0
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Pela metricidade de V*°, temos

<V§(C(ei Aer), ei> = X( (e; A ey, ei)) <eZ A ey, VY el>
=0

<el, er A VX el>
= <€i7vX e; A €k> .

iv) Caso que j, k e i sdo distintos dois a dois: para essa etapa precisaremos do seguinte
resultado, decorréncia imediata da metricidade de V*C:

<VX ez,ez> = Vi (ei, e5) — <eZ,VX ez> = <VX ez,ez> <VX ez,ez> =0 Vi

Com esse resultado, veremos que todos os termos da Equacgao 4.7 serdao identica-
mente nulos. Em detalhes, convencionando e; A €; = e, temos:

<ej A VI)}Cek, e¢> = <V§(Cek, e; A 6,>

<V%(Cek,ek.,>,

<VX ej A ek,ez> = <V%<Cej,ek A ei>
:<VX ej, (e hej) Ae; >
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