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RESUMO

As longas e demoradas filas são uma experiência comum e ocorrem em diversas

situações do cotidiano. Modelos matemáticos de filas são frequentemente utilizados

para entender e melhorar esses sistemas. Este estudo foca na otimização de redes

de filas finitas, com interesse em maximizar a taxa de atendimento (o throughput),

minimizar as capacidades e abordar o trade-off entre a alocação de capacidades e

o throughput. É descrito um método heurı́stico, baseado no algoritmo de enxame de

partı́culas, para encontrar um conjunto Pareto de soluções sub-ótimas. A abordagem

é ilustrada com redes de filas M/G/1/k, na notação de Kendall, via utilização de uma

ferramenta clássica para análise de desempenho, o método de expansão generalizado

(GEM). Experimentos mostram a eficácia e a eficiência do algoritmo, com alta quali-

dade de soluções e baixos tempo de processamento. Investigações futuras podem

explorar diferentes configurações de redes e aplicações em cenários reais. O estudo

contribui para a otimização de sistemas de filas e suas aplicações práticas.

Palavras-chave: redes de filas; otimização multiobjetivo; medidas desempenho; en-

xame de partı́culas.



ABSTRACT

Long and time-consuming queues are a common experience and occur in various

everyday situations. Mathematical queue models are often applied to understand and

to improve these systems. This study focuses on optimizing finite queueing network

systems, aiming to maximize throughput, minimize the overall capacity, and to ad-

dress the trade-off between capacity allocation and throughput. A heuristic method

based on the particle swarm algorithm is presented to identify a Pareto set of sub-

optimal solutions. The approach is illustrated with networks of M/G/1/k queues, in

Kendall notation, utilizing a classical performance analysis tool, the generalized expan-

sion method (GEM). Experiments demonstrate efficacy and computational efficiency in

terms of high quality solutions and low CPU times. Future investigations could explore

diverse network configurations and real-world applications. The study contributes to

the optimization of queueing systems and their practical implementations.

Keywords: queueing networks; multiobjective optimization; performance measures;

particle swarm.
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1 INTRODUÇÃO

As longas e demoradas filas têm sido experimentadas por todos, por ocorrer

em diversas situações cotidianas, como no trânsito urbano engarrafado, em caixas

de estabelecimentos de varejo, agências bancárias, serviço público, dentre inúmeras

outras situações semelhantes. Tal fenômeno, que pode ser representado matemati-

camente, de forma aproximada, pelos modelos de filas, ocorre porque a demanda por

atendimento se torna maior do que a capacidade do sistema de serviços atender a tal

demanda. Uma solução simplista seria aumentar a capacidade de serviço ao máximo

possı́vel, mas as restrições de orçamento e espaço tornam tal escolha inviável.

Uma forma instrutiva para descrever um sistema de filas é através de um mo-

delo de chegadas de clientes que esperam pelo serviço desejado e posteriormente

abandonam o sistema após terem suas demandas atendidas. Trata-se de um cenário

em que há incertezas quanto ao fluxo de usuários e quanto ao seu atendimento e

diversos exemplos práticos servem para reconhecer imediatamente tal situação, com

a inclusão de uma generalização natural, que é composição de filas em redes, em

que a i-ésima fila tem a taxa de chegada λi e a taxa de atendimento µi. De fato, é

possı́vel encontrar exemplos relevantes de redes de filas em artigos recentes na área

da estatı́stica (CRUZ; DUARTE; SOUZA, 2018; MARTINS et al., 2019; SOUZA et al.,

2023).

Situações de filas com capacidade limitada, para um determinado serviço,

resultam no que nominamos por filas finitas. No caso de filas finitas com espaço total

para k clientes, Pk denota a probabilidade de encontrar k usuários no sistema, com a

inclusão daqueles que já estão em atendimento. Diante disso, Pk é a probabilidade

de bloqueio da fila em estudo. Quando um cliente chega em busca do serviço e todos

os servidores e as posições de espera estão ocupados, o cliente é bloqueado pelo

sistema. Por razões óbvias, altas probabilidades de bloqueio implicam na ineficiência

do sistema de filas (CRUZ; DUARTE; WOENSEL, 2008).
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A novidade deste estudo consiste principalmente no exame do problema de

otimização de redes de filas finitas, por meio de um método heurı́stico eficaz para

maximizar a taxa de atendimento (o throughput) e simultaneamente minimizar as ca-

pacidades, em redes acı́clicas compostas por m filas M/G/1/k, de acordo com a

clássica notação de Kendall (1953), ou seja, redes de filas com chegadas markovia-

nas (M ), tempos de atendimento geral (G), servidor único (1) e capacidade máxima

de k clientes simultâneos, com a inclusão daquele em serviço. Para obter o through-

put máximo Θ e a capacidade total mı́nima
∑

i ki, em uma dada topologia e sob uma

taxa de chegada conhecida λi, o procedimento para o processo de otimização busca

as coordenadas ótimas do vetor k = (k1, k2, . . . , km), que determinem a configuração

ideal para a rede de filas.

A otimização em redes de filas finitas diz respeito a diversos aspectos da vida

real, com a possibilidade de ajudar a compreender e a melhorar variados sistemas

presentes no cotidiano das pessoas. Entre eles, podem ser citados exemplos de

aplicações na indústria de alimentos (MARTINS et al., 2019), em sistemas de saúde

(OSORIO; BIERLAIRE, 2009), no tráfego urbano (SMITH; CRUZ; WOENSEL, 2010),

em sistemas baseados na web (MENASCÉ, 2002) e vários outros.

Um exemplo especı́fico do tipo de rede de filas M/G/1/k enfocado neste tra-

balho pode ser visualizado na Figura 1. Trata-se de uma topologia complexa de rede

de filas que envolve filas em séries, divisões do fluxo para mais filas e fusões entre

filas. A entrada no sistema é única, através da primeira fila do sistema, e continua

pelo sistema. Para situações de divisão, as probabilidades de roteamento são supos-

tamente conhecidas.

Existe um trade-off crı́tico entre a alocação de capacidades em cada fila do

sistema e o throughput do sistema de filas. É razoável admitir que, em geral, quanto

maior a alocação de capacidades, maior será o throughput. Por outro lado, a alocação

de capacidades é bastante onerosa. O objetivo maior é então minimizar a alocação

de tais recursos, mas ainda assim conseguir obter um throughput satisfatório para o
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Figura 1: Uma rede de filas em topologia mista, adaptada de Smith e Cruz (2005)

sistema.

Uma abordagem heurı́stica é proposta para a busca de um conjunto Pareto de

soluções sub-ótimas. O método produz um conjunto de soluções eficientes para mais

de um objetivo presente na função objetivo. Com a abordagem proposta, o decisor

pode avaliar o efeito de cada escolha. A abordagem multiobjetivo também permite

que o usuário melhore um objetivo (por exemplo, aumente o throughput) enquanto

sacrifica (piora) outro objetivo (por exemplo, aumenta as capacidades alocadas, o

que acarreta um aumento nos custos). Um algoritmo de otimização de enxame de

partı́culas multiobjetivo foi utilizado. Os algoritmos heurı́sticos inspirados na natu-

reza são particularmente adequados para problemas difı́ceis com apenas um obje-

tivo, mas sua versão multiobjetivo também se mostrou eficaz em uma variedade de

configurações com funções objetivos e restrições particularmente complicadas, com

ótimo desempenho computacional (LEONG; YEN, 2008; HAJIPOUR; PASANDIDEH,

2012; SHARAFI; ELMEKKAWY, 2014; DENG et al., 2017; AZIMI; ASADOLLAHI,

2019; OLIVEIRA et al., 2019).

O restante do texto está assim organizado. O Capı́tulo 2 discute formulações

de programação matemática para a otimização das redes de filas e apresenta o al-

goritmo de enxame de partı́culas para a otimização multiobjetivo. No Capı́tulo 3, os

resultados de um conjunto abrangente de experimentos são apresentados e demons-

tram a eficácia e eficiência da abordagem. Por fim, o Capı́tulo 4 conclui o texto, com
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considerações finais e proposições para trabalhos futuros na área.
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2 ASPECTOS METODOLÓGICOS

Este estudo apresenta uma investigação a respeito de problemas de

otimização aplicados à busca da relação eficiente entre consumo de recursos e alto

desempenho. Diante disso, é relevantes a discussão sobre formulações matemáticas

adequadas ao problema e sobre ferramentas algorı́tmicas úteis para a resolução des-

tes problemas. Estes aspectos serão melhor elucidados a seguir, primeiro com a

formulação do problema e em seguida pela apresentação dos algoritmos envolvidos.

2.1 FORMULAÇÃO COM OBJETIVO ÚNICO

O propósito aqui é a apresentação de algoritmos para otimizar (minimizar) a

alocação total de capacidade (ou seja,
∑

i ki) de uma rede acı́clica de filas M/G/1/k,

enquanto simultaneamente otimiza (maximiza) a taxa de atendimento (ou seja, o th-

roughput, Θ). O algoritmo é muito dependente da formulação de programação ma-

temática. Assim, inicialmente é apresentada a formulação mais comum para o pro-

blema de alocação de capacidades (ou BAP, do inglês buffer allocation problem).

O BAP é definido em um dı́grafo D(V,A), em que V é um conjunto finito de m

vértices (filas), e A é um conjunto finito de arestas (conexões entre as filas). O BAP,

em sua formulação primal (SMITH; CRUZ, 2005), é apresentado a seguir:

minimize
m
∑

i=1

ciki, (1)

sujeito a:

Θ(k) > Θmin,

ki ∈ N, ∀i ∈ {1, 2, . . . ,m},
(2)

que minimiza os custos totais de alocação de capacidades
∑m

i=1 ciki, sujeito a uma

taxa de atendimento Θ(k) superior a um limiar dado Θmin e a capacidades ki inteiras

e positivas.

Esta formulação é a mais usual na literatura, em que o throughput é mode-
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lado como uma restrição. Uma desvantagem dessa abordagem é que se a restrição

de throughput for relaxada, a determinação de um limiar Θmin adequado não é uma

tarefa trivial. Assim, embora a formulação BAP possibilite o desenvolvimento de algo-

ritmos eficientes para sua resolução, este estudo considera um algoritmo baseado na

formulação multiobjetivo apresentada a seguir.

2.2 FORMULAÇÃO MULTIOBJETIVO

O problema de otimização de redes M/G/1/k apresentado na seção anterior

pode ser descrito por meio de uma formulação de programação matemática multiob-

jetivo, que compreende a minimização da alocação total de capacidade, simultanea-

mente com a maximização do throughput. Este problema da rede de filas multiobjetivo

pode ser formulado com se segue:

minimizeF (k,µ) =
[

f1(k), f2(k)
]

, (3)

sujeito a:

ki ∈ N, ∀i ∈ {1, 2, . . . ,m}, (4)

em que f1(k) =
∑m

i=1 ki representa a alocação total de capacidade e f2(k) = −Θ(k)

representa o negativo da taxa de atendimento (throughput). Observe que o sinal

negativo no throughput possibilita a formulação do problema em termos apenas de

minimização, sem perda de qualquer generalidade.

2.3 ABORDAGEM DE OTIMIZAÇÃO MULTIOBJETIVO

A otimização multiobjetivo aborda o problema de busca de soluções ótimas

em que várias funções objetivo concorrentes estão em interação. Para efeito de

definição, os contextos de maximização e de minimização são análogos. Um pro-

blema de otimização multiobjetivo compreende um par de objetos X e F , definidos

como:
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minimizeF (x) =
[

f1(x), f2(x), . . . , fℓ(x)
]

,

sujeito a: x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X ,
(5)

em que x ∈ X é a variável de decisão, X é o conjunto de soluções viáveis e F =

F (X ) é o espaço de objetivos, com ℓ funções objetivo. O interesse na otimização

multiobjetivo é encontrar as soluções que “minimizem” F (x) no contexto de otimalidade

de Pareto (MOREIRA; PAQUETE, 2019).

Dado x,x′ ∈ X e a relação ≺, definida como

F (x) ≺ F (x′) ⇐⇒ F (x) 6 F (x′) e F (x) 6= F (x′), (6)

em que F (x) 6 F (x′) se e somente se fi(x) 6 fi(x
′), para todos os valores

i ∈ {1, . . . , ℓ} e F (x) 6= F (x′) se e somente se ∃ i ∈ {1, . . . , ℓ}, tal que fi(x) 6= fi(x
′).

Uma solução factı́vel x∗ ∈ X é uma solução Pareto-ótimo do problema de otimização

multiobjetivo dado pela Eq. (5) se não houver x ∈ X tal que F (x) ≺ F (x∗). O con-

junto de todas as soluções Pareto-ótimas é chamado de conjunto ótimo de Pareto,

e o subconjunto da imagem pela função F , definido pelas soluções Pareto-ótimas, é

chamado de fronteira de Pareto. Diz-se que a solução x domina a solução x
′ e/ou que

F (x) domina F (x′) se F (x) ≺ F (x′).

Por exemplo, a Figura 2 exibe os pontos para um problema de minimização de

duas dimensões, em que o ponto V é dominado pelo ponto I, mas não pelos pontos II,

III e IV. Além disso, o ponto VI é dominado pelos pontos I, II e III, mas não pelo ponto

IV. A melhor fronteira inclui os pontos I a IV e é uma aproximação para o conjunto de

Pareto, que é o conjunto de pontos que não são dominados por outros pontos.

Para realizar o elitismo, que é a seleção dos (melhores) pontos que passarão

para a próxima iteração, o algoritmo de ordenação rápida não-dominada (do inglês,

fast non-dominated sorting algorithm) foi empregado. Maiores detalhes podem ser

encontrados em Deb et al. (2002), mas essencialmente este algoritmo separa os in-
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divı́duos da população em várias camadas ou fronteiras Fi, de modo que as soluções

em F1 sejam não dominadas e todas as soluções em uma dada fronteira Fi, i > 1

sejam dominadas por pelo menos uma solução em Fi−1 e não sejam dominadas por

nenhuma solução na fronteira Fj, j ≥ i.

f
2

f
1

I

II

III
IV

V

VI

Figura 2: Pontos dominados ( ) e não dominados (•)

A seleção é realizada escolhendo-se em sequência os pontos de cada fron-

teira não dominada (F1,F2, . . . ) até que seja obtido o número de indivı́duos ne-

cessários para o próxima iteração. Algum critério precisa ser aplicado se, após a

adição de um grupo de indivı́duos de Fi, o número máximo de indivı́duos for ex-

cedido. O algoritmo calcula uma medida de diversidade, denominada distância de

aglomeração (do inglês, crowding distance), conforme definido por Deb et al. (2002),

que garante a maior diversidade possı́vel. Assim, apenas os pontos com a maior

distância de aglomeração são mantidos para futuras iterações, conforme mostrado na

Figura 3.

f
2

f
1

i

i−1

i+1

cuboid

Figura 3: Ilustração da distância de aglomeração

Ao considerar a formulação matemática especificada para este problema, a

sequência do procedimento exige calcular, para cada solução sob estudo, o valor das
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funções objetivo descritas nas Eq. (3) e (4). Particularmente, o cálculo de f2(x) não é

trivial e demanda a aplicação de mecanismos especı́ficos de avaliação de desempe-

nho. É necessária uma técnica eficaz de aproximação das probabilidades de bloqueio

nas filas da rede, ou seja, a probabilidade de um usuário chegar e todos os lugares de

espera na fila estarem ocupados. Além disso, um método para obtenção do through-

put da rede de filas, denominado método de expansão generalizado (ou GEM, do

inglês, generalized expansion method) e desenvolvido por Kerbache e Smith (1987),

é utilizado.

2.4 AVALIAÇÃO DE DESEMPENHO

Em uma única fila M/G/1/k, a estimativa da probabilidade de bloqueio Pk

pode ser obtida através de uma forma fechada, computacionalmente eficiente e pre-

cisa. O método, proposto por Smith (2004), é baseado em uma aproximação de dois

momentos de Kimura (1996):

Pk =
ρ

(

2+
√
ρs2−

√
ρ+2(k−1)

2+
√

ρs2−
√
ρ

)

(ρ− 1)

ρ

(

2
2+

√
ρs2−

√
ρ+(k−1)

2+
√
ρs2−

√
ρ

)

− 1

, (7)

em que ρ < 1 é uma condição que deve sempre estar atendida, em que ρ é a inten-

sidade de tráfego, ou seja, a taxa de utilização do sistema, definida como a razão

entre a taxa efetiva de chegada na fila e a sua taxa de serviço, ρ = λ/µ. Além

disso, s2 = V(Ts)/E
2(Ts) é o quadrado do coeficiente de variação do tempo de

serviço (Ts). Vários estudos anteriores confirmam que a aproximação de Pk dada

pela Eq. (7) é precisa para uma ampla faixa de valores de k (SMITH; CRUZ, 2005;

CRUZ; DUARTE; WOENSEL, 2008).

Para filas únicas, uma fração Pk das chegadas não entra no sistema, ou seja,

é bloqueada na entrada. Assim, Pk representa a probabilidade de um cliente chegar

quando não houver mais capacidade disponı́vel. Portanto, apenas a fração (1 − Pk)

das chegadas será atendida pela fila (GROSS et al., 2009). Isto é, na prática, apenas
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a fração (1 − Pk) dos clientes não encontra o sistema bloqueado. Também, a taxa

de chegada é aproximadamente markoviana, ou seja, os tempos entre chegadas se-

guem aproximadamente uma distribuição exponencial com taxa λ. Essa informação

é determinante para o cálculo do throughput dessa fila única (SMITH; CRUZ, 2005).

Consequentemente, essa situação resulta em um throughput igual a Θ = λ(1− Pk).

Os problemas de otimização em redes de filas tem sido abordados por di-

versas perspectivas. Há abordagens por meio de métodos de otimização direta

sem restrições, como o algoritmo de Powell (MARTINS et al., 2019), por algoritmos

genéticos (CRUZ et al., 2012), e o recozimento simulado (do inglês simulated anne-

aling) (CRUZ; DUARTE; SOUZA, 2018). Essas abordagens maximizam o throughput

(Θ), determinado aproximadamente pelo método de expansão generalizado (GEM),

que é uma ferramenta apropriada para determinação do throughput em filas configu-

radas em redes.

O GEM é um algoritmo usado com sucesso para estimar o desempenho de re-

des acı́clicas de fila finita configuradas arbitrariamente em diversos estudos anteriores

(CRUZ; DUARTE; WOENSEL, 2008; CRUZ et al., 2012; CRUZ; DUARTE; SOUZA,

2018). No processo de estimação, o GEM atualiza as medidas de desempenho do

sistema em tentativas repetidas. O método considera o efeito de atraso gerado por

diversos possı́veis bloqueios ocorridos no fluxo de clientes ao longo da rede de fi-

las. O GEM resolve um conjunto de equações não lineares simultâneas por meio de

procedimentos iterativos. Isso leva a uma melhoria considerável na precisão da esti-

mativa das medidas de desempenho da rede de filas. O método é uma combinação

de decomposição nó a nó e tentativas repetidas, nas quais cada fila é analisada se-

paradamente e as correções são feitas para levar em conta os efeitos entre as filas da

rede.

Conforme descrito em detalhes na literatura (KERBACHE; SMITH, 1987), o

GEM cria, para cada nó finito j, um vértice auxiliar (hj) que é modelado como uma fila

M/G/∞, conforme mostrado na Figura 4. Para cada entidade no sistema, o vértice
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j pode ser bloqueado (com probabilidade Pkj ) ou pode ser desbloqueado (com pro-

babilidade 1 − Pkj ). Quando ocorre o bloqueio, as entidades são redirecionadas para

o vértice hj e são atrasadas enquanto o nó j estiver ocupado. O vértice hj registra

o tempo que uma entidade tem que esperar, com uma taxa de serviço µ′

h, dada pelo

GEM, antes de entrar no vértice j, e atualiza de acordo com a taxa de chegada efetiva

proveniente do vértice i para o vértice j, λeff = λi(1− Pki).

λi✲ ✒✑
✓✏

✲i

M/G/1/ki

λi
✲ ✒✑

✓✏
✲i

M/G/1/ki

✲
Pkj

(1− Pkj
)

✲ ✒✑
✓✏

✲hj

M/G/∞

❄

P ′
kj

✲ ✒✑
✓✏

✲j

M/G/1/kj

✲
(1− P ′

kj
)

✻
✲ ✒✑

✓✏
✲j

M/G/1/kj

θj

θj

Figura 4: Esquema ilustrativo de utilização do método de expansão generalizado

O objetivo final do GEM é fornecer atualizações das taxas de serviço dos nós

da seguinte forma:

µ̃−1
i = µ−1

i + Pkj(µ
′

h)
−1, (8)

de tal forma que a partir da Eq. (8) as taxas de serviço µi podem ser atualizadas para

todos os nós ao longo de ρ e consequentemente Pk, da Eq. (7).

O GEM calcula iterativamente as atualizações das medidas de desempenho

do sistema. O método leva em consideração o efeito de atraso gerado por diversos

possı́veis bloqueios ocorridos no fluxo de clientes ao longo das filas. É importante

notar que o cálculo de Pk, por meio da aproximação proposta na Eq. (7), é dependente

do conhecimento da taxa de chegada da fila, λ. Para a fila frontal de uma rede (veja

Figura 1), a taxa de chegada, λ, é conhecida. No entanto, quais são as taxas de

chegada para as filas subsequentes? O procedimento aplicado para obter essas taxas

de chegada em muitos estudos também leva em conta as aproximações produzidas

com o uso do GEM.
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Observe que Pki é calculado pelo GEM (SMITH, 2004) e depende de λi, µi e

ki. O valor ki é variável de decisão do problema de otimização, mas a taxa de chegada

λi depende da taxa de throughput da fila anterior. Sem perda de generalidade, em

uma rede de filas tandem, os cálculos realizados neste estudo sempre assumem que

a taxa de chegada na i-ésima fila é dependente da (i−1)-ésima fila anterior, dada por:

λi = λi−1(1− PKi−1
), (9)

em que i ∈ {2, . . . ,m} e λ1 é considerado a chegada da rede de filas externa, ou seja,

λ1 = Λ.

2.5 ALGORITMO DE ENXAME DE PARTÍCULAS

Um algoritmo de otimização de enxame de partı́culas multiobjetivo (MOPSO,

do inglês multiobjective particle swarm optimization) é proposto para resolver a

formulação multiobjetivo do problema de otimização de redes de filas aqui estudado,

descrito pelas Eqs. (3) e (4). O MOPSO proposto estende o algoritmo PSO de objetivo

único proposto por Kennedy e Eberhart (1995). Cada partı́cula deve representar uma

possı́vel solução para a alocação de recursos (capacidades ki) que otimize a rede de

filas finitas em estudo. Assim, nesta formulação particular, cada partı́cula pode ser

representada pelas variáveis (x1, . . . , xm) = (k1, k2, . . . , km).

É importante destacar aqui que o problema de otimização multiobjetivo abor-

dado é um problema com variáveis de decisão inteiras. Assim, uma estratégia de

adaptação de partı́culas deve ser definida. De fato, as alterações nas capacidades

são realizadas e, em seguida, os valores inteiros positivos são usados, pois ki > 1 é

sempre respeitado. Da mesma forma, as restrições associadas às taxas de serviço

também são respeitadas, pois é necessário garantir que ρ < 1. De outra forma, a taxa

de chegada da fila λi deve ser estritamente menor que a taxa de serviço µi. Essas

considerações garantem a viabilidade das soluções investigadas.
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Defina s o tamanho do enxame (população de partı́culas) utilizado. Cada

partı́cula i, com 1 ≤ i ≤ s, tem os seguintes atributos:

• posição, xi = (xi,1, xi,2, . . . , xi,m);

• velocidade, vi = (vi,1, vi,2, . . . , vi,m);

• melhor posição pessoal, pi;

• melhor posição global, gi.

A abordagem MOPSO proposta para otimização da rede de filas pode ser

descrita pela execução da seguinte sequência de etapas:

Passo 1: Inicializar:

• poulação de partı́culas, xi;

• velocidade das partı́culas, vi;

• melhor posição pessoal, pi = xi;

• melhor posição global entre partı́culas, gi = xi;

• contador de iterações;

Passo 2: Armazenar as partı́culas não dominadas de xi no arquivo A;

Passo 3: Calcular a distância de aglomeração das partı́culas armazenadas em A e

ordená-las de forma decrescente;

Passo 4: Selecionar aleatoriamente uma das partı́culas não dominadas de A e arma-

zenar a posição em gi;

Passo 5: Atualizar a velocidade e a posição das partı́culas de acordo com as

Eqs. (10) e (11), respectivamente:
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vt+1
i = wt + r1

(

pi − xt
i

)

+ r2
(

gi − xt
i

)

, (10)

xt+1
i = xt

i + vt+1
i ; (11)

Como as variáveis de decisão (as capacidades alocadas) são inteiras, a

posição deve ser atualizada de acordo com a Eq. (12):

xt+1
i = int

(

xt
i + vt+1

i

)

; (12)

Passo 6: Atualizar a melhor posição de cada partı́cula, pi; se a posição corrente do-

minar a posição pi na memória, então alterar pi para a posição corrente.

Passo 7: Retorne para o Passo 2 até que o critério de parada seja satisfeito.

Os parâmetros de funcionamento do MOPSO e seus valores foram definidos

da seguinte forma: r1 e r2 são números aleatórios positivos com distribuição uniforme

pertencentes ao intervalo [0; 1,0], w = 0,4 é o peso de inércia.

Maiores detalhes sobre a implementação dos algoritmos MOPSO podem

ser encontrados na literatura. O MOPSO que foi descrito é uma adaptação

da implementação clássica proposta por Coello-Coello e Lechuga (2002). No en-

tanto, versões simplificadas podem ser encontradas, como a apresentada por

Trivedi, Varshney e Ramteke (2019) e versões mais sofisticadas e melhoradas, como

as apresentadas por Fan et al. (2017), Jia e Zhu (2017). Versões com formulações de

programação matemática de inteiros mistos também estão disponı́veis, como a apre-

sentada por Zhao et al. (2013).
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3 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Os algoritmos de otimização foram implementados em FORTRAN. O código

aqui utilizado foi gentilmente cedido por Cruz, Duarte e Souza (2018) e Souza et al.

(2020), e está disponı́vel a pedido diretamente com tais autores, para fins educacionais

e de pesquisa. Os experimentos computacionais foram executados em um computa-

dor pessoal, processador Intel(R) Core(TM) i3-2310M 2,10 GHz rodando Windows 10

Pro 64 bits, com 6,00GB de RAM.

O algoritmo de enxame de partı́culas foi testado nas redes de filas configu-

radas nas topologias elementares série, divisão e fusão, conforme apresentado na

Figura 5. As chegadas são exponenciais (markovianas) com taxa Λ = 5, 0. Três dife-

rentes valores para o quadrado do coeficientes de variação do tempo de serviço geral

foram analisados, s2 = {0.5, 1.5}, representando serviços hipoexponenciais e hiperex-

ponenciais, respectivamente, mas a qualidade das soluções não se alterou significa-

tivaamente. O número de partı́culas no enxame foi definido como 400, e o número

máximo de interações do algoritmo foi definido como 4.000, com tempo de execução

em torno de 2 minutos, para os casos testados.

λ✲ ♥✲1

M/G/1/K1

✲ ♥✲2

M/G/1/K2

✲ ♥✲3

M/G/1/K3

Θ

(a) configuração série

λ✲ ♥✲1

M/G/1/K1

✲ ♥✲2

M/G/1/K2

✲ ♥✲3

M/G/1/K3

✂
✂
✂
✂✂✍

❇
❇
❇
❇❇◆

0.6

0.4

✂
✂
✂
✂✂✍

❇
❇
❇
❇❇◆ ✲Θ

(b) configuração divisão

✲ ♥✲1

M/G/1/K1

✲ ♥✲2

M/G/1/K2

✲ ♥✲3

M/G/1/K3

✲λ ✂
✂
✂
✂✂✍

❇
❇
❇
❇❇◆

0.4λ

0.6λ

✂
✂
✂
✂✂✍

❇
❇
❇
❇❇◆ Θ

(c) configuração fusão

Figura 5: Topologias testadas

A Figura 6 apresenta a evolução das fronteiras de Pareto, em função do
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número de ciclos, para as três topologias testadas, o que demonstra uma capaci-

dade de geração de soluções satisfatórias, independentemente da topologia, o que é

bastante promissor.

Também de interesse é observar os resultados no espaço das soluções, con-

forme apresentado na Tabela 1. Nota-se aqui a multiplicidade de soluções eficientes

(isto é, soluções não dominadas) que a abordagem multiobjetivo produz. De fato,

nessas soluções não é possı́vel produzir o mesmo throughput com menor uso de ca-

pacidade total alocada. Também não é possı́vel manter a capacidade total alocada

e ampliar o throughput. A vantagem é que o analista tem como escolher a solução

eficiente de interesse, após uma análise de trade-off entre throughput e capacidade

total alocada.

Analisando-se as soluções apresentadas, nota-se que com o aumento do qua-

drado do coeficiente de variação do tempo de serviço, s2, há um aumento na alocação

de capacidades, para uma dada taxa de saı́da, o que é esperado, para dar conta da

maior variabilidade da taxa de atendimento. Além disso, para as filas em série, nota-se

uma alocação mais homogênea, mas com tendência de alocação maior nas filas das

extremidades (fila de entrada e fila de saı́da), fenômeno conhecido com com efeito

bacia (do inglês, bowl effect).

Finalmente, nas topologias divisão e fusão, há a indicação de alguma econo-

mia de escala nas filas de divisão e de fusão, principalmente nos sistemas hiperex-

ponenciais (s2 = 1, 5). De fato, nas topologias divisão e fusão, a alocação em alguns

casos não alcança a soma das alocações nas filas pós divisão e pré fusão, respecti-

vamente. Também esse é um resultado bastante animador, pois está de acordo com

resultados já demonstrados na literatura da área.
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Figura 6: Evolução das fronteiras de Pareto em função no número de ciclos
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Tabela 1: Algumas soluções dominantes em função da topologia e do s
2

Topologia s
2

K1 K2 K3
∑

iKi Θ

Série 0,5 1 1 1 3 3,6275
3 3 4 10 4,7702
7 6 7 20 4,9852

10 10 10 30 4,9992
11 12 12 35 4,9998
12 12 13 37 4,9999
13 13 15 41 5,0000

1,5 1 1 1 3 3,2895
3 3 4 10 4,5098
6 7 7 20 4,9253

10 10 10 30 4,9897
12 12 11 35 4,9960
14 13 13 40 4,9985
15 15 15 45 4,9995
18 16 16 50 4,9998
19 19 20 58 5,0000

Divisão 0,5 1 1 1 3 4,2469
5 3 2 10 4,9635

10 6 4 20 4,9994
11 6 5 22 4,9997
12 6 5 23 4,9998
12 7 5 24 4,9999
13 8 6 27 5,0000

1,5 1 1 1 3 4,0063
5 3 2 10 4,8916

10 6 4 20 4,9945
12 6 4 22 4,9969
12 7 4 23 4,9976
12 7 5 24 4,9983
14 8 5 27 4,9993
16 8 6 30 4,9997
19 10 7 36 5,0000

Fusão 0,5 1 1 1 3 4,2464
2 3 5 10 4,9637
4 6 10 20 4,9994
5 7 10 22 4,9997
5 7 11 23 4,9998
5 7 12 24 4,9999
6 8 13 27 5,0000

1,5 1 1 1 3 4,0039
2 3 5 10 4,8925
4 6 10 20 4,9945
4 6 12 22 4,9969
5 6 12 23 4,9976
5 7 12 24 4,9983
5 8 14 27 4,9993
7 11 18 36 5,0000
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4 CONCLUSÕES E OBSERVAÇÕES FINAIS

Neste trabalho, um algoritmo de enxame de partı́culas foi analisado para

resolução de um problema de otimização em redes de filas. O throughput de uma

rede de filas acı́clica, finita e de tempo de serviço geral, de servidor único, foi maximi-

zada e a capacidade total alocada foi minimizada.

Um algoritmo de otimização de enxame de partı́culas multiobjetivo foi descrito

e empregado. Fronteiras de Pareto aproximadas foram obtidas. Nesta abordagem,

recorreu-se à utilização de uma ferramenta clássica para avaliar aproximadamente o

desempenho de redes de filas finitas, nomeadamente o método de expansão genera-

lizado (GEM), obtendo-se soluções Pareto sub-ótimas.

Com relação ao tempo de processamento, a nova abordagem parece ser efi-

ciente, com tempos de execução em torno de 2 minutos. Assim, experimentos futu-

ros podem ser realizados para avaliar a flexibilidade desta abordagem em relação ao

número de iterações e tamanhos de enxames, seu uso em diferentes redes de filas,

com diferentes configurações (por exemplo, série, fusão, divisão e mistas), e com dife-

rentes números de nós, de taxas de chegada e de variabilidades do tempo de serviço.

Investigações futuras devem ser executadas para determinar a aplicabilidade

desta abordagem na determinação de condições sub-ótimas em outras redes de filas.

Por exemplo, este método pode ser aplicado para otimizar redes gerais de filas finitas

com múltiplos servidores. Além disso, pesquisas futuras devem ser conduzidas para

avaliar os algoritmos em situações da vida real.
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