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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos problemas de encontrar equivaléncias entre as somas parciais da
Funcdo de Mobius e a hipétese de Riemann, um modelo probabilistico envolvendo func¢ées multipli-
cativas aleatdrias introduzido por Wintner [30], o comportamento oscilatdrio das somas parciais

dessas fungdes e como elas se relacionam com a hipdtese de Riemann.

Palavras-chave: Funcoes multiplicativas, Hip6tese de Riemann, Fun¢des multiplicativas aleatorias.



ABSTRACT

In the present text we discuss problems of finding equivalences between the partial sums of the
Mobius Function and the Riemann hypothesis, a probabilistic model involving random multiplicative
functions introduced by Wintner [30], the oscillatory behaviour of the partial sums of those functions

and how they relate to the Riemann hypothesis.

Keywords: Multiplicative functions, Riemann hypothesis, Random multiplicative functions.
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1. INTRODUCAO

Na Teoria Analitica dos Numeros, uma fungdo aritmética é simplesmente uma funcio cujo dominio
sdo os numeros naturais e o contradominio os numeros complexos. Uma classe de funcéo aritmética
que surge naturalmente é a das funcoes multiplicativas. Uma fungdo multiplicativa é uma funcao
aritmética f : N — C, com a propriedade adicional que f(nm) = f(n)f(m), sempre que n,m € N
s@o primos relativos e f(1) = 1.

Um exemplo de fungdo multiplicativa é a funcéo divisor:

T(n) = Z 1,

d|n

que conta o numero de divisores de um nimero natural n. Em particular, observamos que funcoes
multiplicativas sdo completamente determinadas pelos valores que elas assume nas poténcias de
numeros primos.

Outros exemplos de fun¢oes aritméticas sdo as fungdes completamente multiplicativas e
funcgoes aditivas. Dizemos que f : N — C é uma fun¢do completamente multiplicativa se f(nm) =
f(n)f(m), para quaisquer n,m € N. Quando temos f(nm) = f(n) + f(m), sempre que n,m € N
sdo primos relativos, dizemos que f é uma funcdo aditiva. Um exemplo desta ultima é a funcao
w(n), que conta o numero de fatores primos distintos de n.

Dizemos que um numero natural n é livre de quadrados se néo existir nenhum nimero primo
p tal que p? divide n (ou seja, n é um nimero da forma n = p1p, - - - px, para algum inteiro k > 0
e pi,i=1,...,k, primos distintos. Em particular, temos w(n) = k). Uma fungdo multiplicativa
classica e recorrente nesse trabalho € a seguinte:

Definicao 1.1 (Funcao de Mdbius). Definimos a funcdo de Mébius como:

1 sen=1,
p(n) =4 (-1)*™  se n é livre de quadrados,
0 caso contrario.

Para tentar estimar a importancia dessa funcio, comecamos com a seguinte definicdo:
Definicao 1.2 (Funcao Zeta de Riemann). Seja s € C tal que Re(s) > 1. Definimos

1
;.

{(s) =2,
n=1



Inicialmente, a fungédo acima estd definida somente no semiplano {s € C : Re(s) > 1}.
Entretanto, iremos mostrar que a funcéo zeta acima possui continuacdo analitica a esquerda da
reta 1 + it (de fato possui continuagéo para todo o plano complexo exceto por uma singularidade
em s = 1 e, com um abuso de notacdo, também denotamos essa continuacéo pela letra grega {).

Veremos em seguida que essas duas fungdes se relacionam de forma bastante intrinseca.
Conjectura 1 (Hipétese de Riemann - HR). Todos os zeros ndo-triviais da Fungio Zeta de Riemann
estdo localizados sobre a linha critica {s € C : Re(s) = %}

Temos que {(s) =0, paras € {-2,—4,—6, ...} e esses sdo os que chamamos zeros triviais.
Neste trabalho falaremos com regularidade sobre os zeros ndo-triviais. Portanto, ao referirmos
sobre zeros da Func¢do Zeta de Riemann, ndo estamos falando sobre os triviais (exceto quando
explicitamente mencionados).

Mostraremos neste trabalho (veja Capitulo 3) que a conjectura acima € equivalente as somas
parciais da Fun¢do de Mobius oscilarem na ordem de, no méaximo, x%“, Ve > 0. Ou seja, a HR
¢ verdade se, e somente se, M, (x) = Yn<x p(n) = O(x%’“e), para qualquer € > O fixo, onde a
igualdade nos diz que o crescimento das somas parciais é (eventualmente) mais lento que o O-termo
multiplicado por uma constante (definicdo precisa na Secédo 2.2: Notagdes).

Como veremos, uma parte importante da prova desse fato envolve (falando de forma mais
r(n)

nS J

informal) estudar a série X , onde s € um numero complexo com parte real maior que um.

o Xn

Isso levou alguns autores a estudarem o comportamento da série 3,77 | 72,

onde os coeficientes agora
sdo variaveis aleatdrias que assumem valores +1 nos inteiros livres de quadrados, com probabilidade
% cada. Entretanto, em 1931, P. Lévy [22] questionou esse modelo e fez uma objecdo sobre a falta
de correlacio aritmética desses coeficientes. Por um lado, a Funcio de Mobius é multiplicativa e
seu valor em um numero natural n depende da quantidade de primos que dividem esse nimero.
Por outro lado, para qualquer natural n livre de quadrados, as variaveis aleatorias X,, valem +1, sem
que haja nenhuma dependéncia com relacdo aos primos p tais que p|n.

Alguns anos ap6s Lévy ter levantado esse questionamento, A. Wintner [30] introduziu
um novo modelo probabilistico com o intuito de tentar extrair informacoes relevantes sobre o
comportamento das somas parciais da Funcao de Mobius e levando em consideragdo a observacao
feita sobre a interdependéncia aritmética dessas somas.

Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidade, denote P o conjunto de todos os nimeros

primos e seja (f(p))pep uma sequéncia independente de varidveis aleatdérias de Rademacher em
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Q,isto é, P(f(p) =1) =P(f(p) =-1) = % Agora estendemos multiplicativamente para todos os

numeros naturais da seguinte forma: para cada n € N, seja

f(n) = p(m)?*[ £(p). (1.1

pln

Chamamos a funcdo acima de fun¢do multiplicativa aleatéria de Rademacher ou somente
fungdo multiplicativa aleatéria. Pela forma como foi definido, o mapa n +— f(n) define uma funcao
multiplicativa, tem suporte nos inteiros livres de quadrados (isto é, se existe um nuimero primo p
tal que p?|n, entdo f(n) = 0) e assume valor +1 nos naturais que sdo produtos de primos distintos,
assim como a Funcdo de Mobius. Para uma abordagem mais geral desse tipo de definicdo, em [21]
os autores consideram os termos f(p) da sequéncia tomando valores em {—1,0, 1}.

Observacéo 1.3. E importante observar que apesar das varidveis na sequéncia (f(p)) pep Serem
independentes, os valores tomados pela funcdo definida acima ndo sdo independentes. Se conside-
rarmos n = pipa, onde py, po € P sdo distintos, entdo temos f(n) = f(p1p2) = f(p1)f(p2). Isso
mostra que os valores tomados pela funcéo sédo totalmente determinados pelos valores em cada um
de seus fatores primos (distintos). Como consequéncia, ndo conseguimos usar algumas ferramentas
disponiveis na Teoria da Probabilidade (relacionado a isso, veja a Observacédo 1.4 sobre a Lei do

Logaritmo Iterado).

1.1 Resumo histdrico e estado da arte

De agora em diante, Mf(x) := X,<, f(n) representa as somas parciais da funcdo multipli-
cativa aleatdria de Rademacher (1.1).

Em 1944, Wintner [30], provou os seguintes resultados:
My (x) = Oc(x2%),
para todo € > 0, quase certamente!. Wintner também mostrou que
1 e
Mf(X);tOG(Xz ):

para todo € > 0, g.c.
Mais tarde em 1961, Erdds [12] indicou que conseguiu provar (em um trabalho ndo publi-

1 .
cado) que Ms(x) = O(x2(logx)'), para uma constante c; > 0, quase certamente. Posteriormente,

1Dizemos que um evento ocorre quase certamente (q.c.) se ele ocorre com probabilidade um.
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em outra de suas colecoes de problemas que eram expostas [11], ele reforcou essa afirmacao e des-

tacou que também melhorou a cota inferior de Wintner, mostrando que My (x) # O(x% (log x)_%),

q.c.

Haldsz [16] apresentou uma melhora adicional e obteve para constantes positivas ca, c3:
My (x) = (’)(x% exp(ca(loglog x loglog logx)%)),

quase certamente. A melhora desse resultado com relacdo ao anterior € a raiz quadrada no termo

log log x. Haldsz também mostrou que
M¢(x) # O(x% exp(—c3(loglogxlog loglogx)%)),

quase certamente.
Anos depois, Basquin [5] e Lau, Tenenbaum e Wu [21] obtiveram, independentemente e

em torno do mesmo periodo, uma melhora significante:
M;(x) = O (x? (log log x)>*), (1.2)

para todo € > 0, q.c.

No mesmo ano (2013), Harper [18] provou que

Mf(X) * Oe

1
X2
(loglog x)3*¢ )

para todo € > 0, quase certamente.

Notamos aqui que cada uma dessas melhoras foram provadas com base no modelo proposto
por Wintner no ano de 1944. Temos (ao menos) mais um tipo de modelo para estudar problemas
envolvendo somas parciais de func¢des aleatérias. Tal modelo utiliza o que chamamos de varidveis
aleatdrias de Steinhaus e é usado para estudar o comportamento de caracteres de Dirichlet complexos
e funcdes do tipo n~*. Nesse caso, seja novamente P o conjunto de todos os niimeros primos, tome
uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes (f(p)),ep equidistribuidas no circulo unitdrio,

isto é, as variaveis tomam valores em {s € C : |s| = 1} e defina para cadan € N,

fm) =1 rpk (1.3)

pklIn

onde pX||n significa que p* é a maior poténcia do niimero primo p que divide n. A funcfio acima é

chamada fungdo multiplicativa aleatdria de Steinhaus.
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Recentemente, Harper [17] mostrou para uma fun¢do multiplicativa aleatéria de Radema-

cher ou Steinhaus que, quase certamente, existem valores de x arbitrariamente grandes satisfazendo:

x%(log logx)‘lt
éf(n) 2 R 1.4

onde V(x) é qualquer func¢do que tende a infinito quando x — co. Como observado pelo autor, esse
resultado é mais forte quando V(x) cresce mais lentamente. Em particular se V(x) < (loglog x)é
obtemos que M¢(x) # (’)(x%), quase certamente.

Seguindo uma abordagem diferente das apresentadas até o momento, Aymone, Heap e Zhao

[2] mostraram para o caso Steinhaus e usando um modelo com peso (M;; (x) = Dn<x %), que:

M;(x) = Oc((logx) ™),

para todo € > 0, g.c. E também, para todo L > O fixo:

M (0|

lim sup T
x—o  exp((L+0(1))(loglogx)2)

quase certamente.

Nesse ponto iremos introduzir uma nova notagéo: dizemos que f(x) = Q.(g(x)) se valem

ambos lim sup,._, ., % > 0 e liminf, . % < 0. Retornando para o caso Rademacher, em 2022,

Aymone, Heap e Zhao [3] também mostraram que:

Ms(x) = Qy

x2
(log x)(loglog x)2 |’

quase certamente, ao investigar o problema de mudancas de sinais das somas parciais da funcao
multiplicativa aleatéria (1.1).

A seguir, apresentamos os resultados obtidos para as somas parciais da Fun¢do de Mobius.
Primeiramente, foi conjecturado por Stieltjes em 1885 e reforcado por Mertens em 1897 que
IMyu(x)] = | Zn<xe p(n)| < x2. Somente no ano de 1985, Odlyzko e te Riele [26] mostraram que
essa desigualdade ¢ falsa, provando que M, (x) = Q. (x%), mas ndo apresentaram nenhum valor
especifico como contra-exemplo.

Nas primeiras décadas do século XX, Littlewood foi o primeiro a mostrar que a hipdtese de

Riemann implica que = O(t%), para todo € > 0 fixo e isso por sua vez implica no que

1

{(1/2+e+it)
A 1 - (s

chamaremos de “equivaléncia classica”: M, (x) = O(x2*¢), Ve > 0. O contrdrio também é verdade,

como mostraremos em capitulos seguintes.
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Alguns anos depois, em 1924, Landau mostrou que ao assumir a HR, conseguimos melhorar

logloglogx
>

I Liey 4
esse resultado quantitativamente e mostrar que My, (x) = O,(x2"¢) é verdade com € = O (=5 Zlogx

ou seja, uma melhora no termo x¢ para x elevado a uma poténcia explicita e que tende a zero.

Posteriormente, Titchmarsh [28] melhorou o resultado mostrando que a HR implica M, (x) =
O(x% exp (K1 (log x)(loglog x)~1)), para alguma constante K; > 0. Dito de forma similar, a equiva-
léncia classica é valida com € = O(m).

Vérios anos apds Titchmarsh, em 2009, Maier e Montgomery [23] provaram M, (x) =
O(x% exp(Kz(log x)g_ci,)), onde K, é uma constante positiva computavel. Publicado no mesmo ano,
Soundararajan [27] usou métodos diferentes para mostrar que M (x) = O(x% exp((log x)% (loglog x)'%)).

Gonek conjecturou (em torno de 1990, veja Ng [25]) que o tamanho real das flutuacées
dessas somas parciais € da ordem M, (x) = Q. (x% (logloglog x)%). Portanto os resultados atuais
ainda estdo um pouco distantes do que é esperado.

Ja incondicionalmente (sem assumir a hipdtese de Riemann), o melhor resultado conhecido
hoje é:

My (x) = O(x exp(—B(logx) s (log logx)_%)),

para uma constante B > 0 e é obtido utilizando a melhor regido na qual sabemos que a Funcdo Zeta
de Riemann ndo possui nenhum zero: conhecida como regido livre de zeros de Vinogradov-Korobov,
em homenagem aos autores que apresentaram métodos permitindo deduzir que { (o + it) # 0, para

1-—

C Ny
O < (g0 Peglog 1> PAI2 alguma constante C > 0 (uma prova pode ser encontrada em Ivi¢
[19], pagina 309, Teorema 12.7).

Observacao 1.4 (Lei do Logaritmo lterado - LLI). Se X;,X>, ... sdo variaveis aleatdrias inde-
pendentes e identicamente distribuidas, com média zero e variancia positiva finita 02, a Lei do

Logaritmo Iterado nos diz que

. Sn
limsup —— =1, q.c;
n—co  4/202nloglogn
Sn

lim inf

n—e J20%nloglogn

onde S, = X7 + - - - + X;;. Dessa forma, para uma sequéncia independente de variaveis aleatérias de

=-1, q.c,

Rademacher (Y,),en, temos

Y,
lim sup(lim inf) Zinzx o

x—eo X7\ [9x]loglog x

Por outro lado, pelo Teorema Central do Limite, a distribui¢do de }.,<, Y, pode ser aproximada

=1(-1), q.c.

por uma normal com mesma média e varidncia dessas somas parciais, i.e. N (0, x). Portanto as
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somas parciais tipicamente tem probabilidade pequena de serem maiores que v/x, para x grande
suficiente. Isso indica que a LLI possui implicitamente informacoes sobre a interagdo das somas
parciais, a medida que vamos variando x.

Pela Observacao 1.3 feita anteriormente, ndo conseguimos utilizar a LLI para as somas
parciais da fun¢do multiplicativa aleatéria de Rademacher (1.1). Entretanto, observamos que os
resultados recentes (1.2) e (1.4) comecam a se assemelhar de certa forma a LLL E esperado que
haja uma lei similar governando as somas parciais da funcdo multiplicativa aleatdria aqui estudada
e que nos dé a real ordem de flutuagdo. Nesse sentido, Harper [17] acredita ser plausivel que o
expoente % de seu resultado (1.4) seja étimo. Discutiremos mais no Capitulo 6.

Para finalizar o capitulo introdutdrio e ilustrar o comportamento de algumas somas que
discutimos, apresentamos abaixo algumas simulac¢des feitas com o auxilio do MATLAB.

Primeiro, temos as somas parciais da Funcio de Mobius em comparaciio as curvas ++v/x. Note
que € esperado que essas somas parciais no intervalo plotado fiquem entre essas duas curvas, visto
que as imagens abaixo sdo valores de x até 108, Apesar do resultado de Odlyzko e te Riele implicar
que em algum momento temos | 3,<, u(n)| > vx, o primeiro valor tal que essa desigualdade é

satisfeita ainda é desconhecido, mas sabemos que é no minimo para x > 10'%.

x 10%

0.6 [ e ]

D:Z 1 \‘A | ﬁ
A "ﬂ WA me i_

0.4F o :
06T %hh“whhﬁ -
08} ‘h‘“=»H=H%H ]

-1 L ; L 1 L L i L -‘--\_‘_' i
0 1 2 3 4 5 B 7 8 g 10

%107

Figura 1.1: Em azul as somas parciais da Funcdo de Mébius e tracejado as curvas £+/x.
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A seguir temos as somas parciais da fungdo multiplicativa aleatdria de Rademacher e as

curvas +(x1/2*€). O comportamento errético é natural, entretanto, o resultado de Wintner mostra

que, com probabilidade um, eventualmente a curva em azul ficara sempre entre as curvas tracejadas.

x 10%

10
%107

Figura 1.2: Em azul as somas parciais da fun¢do multiplicativa aleatéria de Rademacher e tracejado

as curvas +(x'/%*€). O valor considerado como € no MATLAB é 2.2204 x 107,
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Com os recursos que possuimos, ndo é tdo interessante observar como essas somas parciais
se comparam aos resultados mais recentes, visto por exemplo que os resultados de Basquin e de

Lau, Tenenbaum e Wu possuem um termo da ordem de (loglog x)?*¢, Ve > 0.
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O texto estd estruturado da seguinte forma:
Capitulo 1: Introducao
Foi o capitulo no qual definimos alguns conceitos que serdo recorrentes ao longo do texto, discorremos
sobre o modelo principal de funcdo estudado ao longo desse trabalho e fornecemos uma sequéncia
de resultados histdricos relacionados ao tema da dissertacao.
Capitulo 2: Preliminares
Apresentamos teoremas e defini¢des bdsicas da Teoria Analitica dos Numeros que sdo essenciais
para o entendimento deste trabalho, juntamente com uma subsecdo de notacoes.
Capitulo 3: Estimativas para as somas parciais da Funcao de Mobius
Complementando a introducdo, esse capitulo contém uma breve motivacdo do estudo sobre as
estimativas das somas parciais da Funcdo de Md&bius, provamos algumas estimativas condicionais
(assumindo a HR) e apresentamos uma ideia geral da demonstracdo das estimativas incondicionais.
Capitulo 4: Resultado principal: o trabalho de Aurel Wintner
Aqui provamos resultados da Teoria da Probabilidade e da Teoria Analitica dos Numeros, necessarios
para a prova contida no artigo de A. Wintner [30], que solidificou o estudo de séries aleatdrias na
Teoria dos Numeros. Além disso, provamos o resultado obtido pelo proprio Wintner sobre as somas
parciais da funcdo multiplicativa aleatéria de Rademacher.
Capitulo 5: Funcoes multiplicativas aleatdrias e a hip6tese de Riemann
Neste capitulo mostramos que também ¢é possivel estabelecer equivaléncias entre a hipdtese de
Riemann e as funcdes multiplicativas aleatérias.
Capitulo 6: Conclusdes e observacoes

Fazemos breves comentarios sobre algumas conjecturas e resultados esperados.
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2. PRELIMINARES

Neste capitulo introduzimos as ferramentas centrais e enunciamos teoremas fundamentais da
Teoria Analitica dos Numeros, necessdrios para os resultados apresentados neste trabalho. Ao final

incluimos uma subsecdo de notacoes.

2.1 Conceitos e teoremas elementares

Em geral denotaremos s = ¢ + it como sendo um niimero complexo, onde o € R é a parte
real e t € R a parte imaginadria. Come¢amos com o seguinte:
Defini¢ao 2.1 (Série de Dirichlet). Sejas = o + it € C. Uma série da forma
o0
a
a(s) = > —

s
n=1 n

¢é chamada série de Dirichlet com coeficientes a;,.

Em particular, quando os coeficientes a, sdo uma funcdo multiplicativa f(n) (ou qualquer
o f(n)

n=1 n'

funcao real ou complexa definida nos niimeros naturais), dizemos que a série F(s) = X éa
série de Dirichlet da (ou relacionada a) fungdo f.

A Funcéo Zeta de Riemann definida no capitulo introdutério como {(s) = >, %, para
Re(s) > 1, é uma série de Dirichlet com coeficientes a, = 1,¥n € N.

Abaixo apresentamos resultados sobre convergéncia: enquanto uma série de Taylor possui
um disco de convergéncia, séries de Dirichlet convergem em semiplanos.
Teorema 2.2 ([24], Teorema 1.1). Se a série de Dirichlet a(s) = X, 2+ converge em um ponto
so = Op + itp, entdo «a(s) é uniformemente convergente em subconjuntos compactos do semiplano
{s € C : Re(s) > agp}.

Em particular, note que se a, = f(n),Vn € N, onde f é a funcdo multiplicativa aleatéria de

Rademacher (1.1), entdo para cada n natural, as funcoes forma fr(l—?) sdo analiticas e uniformemente

limitas. Portanto, em todo subconjunto compacto de {s € C : Re(s) > 1}, a série 37, % ¢ limite
uniforme de fung¢bes analiticas, logo ela define uma funcéo analitica nesse semiplano (pelo Teorema
de Morera).

Corolario 2.3 ([24], Corolario 1.2). Toda série de Dirichlet possui uma abscissa de convergéncia
o, tal que a série converge em todo o semiplano {s € C : Re(s) > o.}. Ademais, se sop € C é
um complexo tal que Re(syp) > o, entdo existe uma vizinhanga de sy tal que a série converge

uniformemente.
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nlns'

Denotaremos por o, a abscissa de convergéncia da série > Assim, o, = inf{o :

> lan] oo} é chamada abscissa de convergéncia absoluta da série X,

n=1 n% nlns'

O préximo teorema € uma ferramenta util na teoria das fungdes multiplicativas. Ele nos
permite representar séries de Dirichlet de uma funcdo multiplicativa (completamente multiplicativa)

somente pelos seus valores em poténcias de primos.
Zoo f(n)

n=1 n’

. Se f é multiplicativa e 37 |fr(lf,l)| < o0,

Teorema 2.4 (Produtério de Euler). Seja F(s) =

entdo podemos escrever

k
F(s)_l—lzf(p)

peP k=0 p*s
Se f é completamente multiplicativa e Z;"’ If (f,l)l < 00, entao

ro=[1(1-22)"

peEP

Agora podemos fornecer mais uma razdo pela qual o estudo da Funcdo de Mobius nos

interessa. Lembrando que p é uma funcdo multiplicativa, temos pelo teorema anterior,

& p(n) p(p) | p(p?) 1
= 1 “ e = 1 - .
; ns 116—7[3( + ps + p25 + ) I!;[’( ps)
Por outro lado,
1\-1
{(s) = 1-—=] .
s 1!:7[3( ps)
Entdo, para Re(s) > 1, temos
1 1\-1 o p(n) 1
1- = 1-—
-2 I0-5) =1 = 250

Podemos observar que os zeros da funcio zeta de Riemann estdo diretamente relacionados
com os polos da série de Dirichlet da Funcdo de Mdbius.

Outra funcdo que é intrisicamente relacionada a Func¢do Zeta de Riemann € a fun¢do de Von
Mangoldt:
Defini¢ao 2.5 (Fungao de Von Mangoldt). Para todo n € N, definimos

logp sen = pk, para algum niimero natural k e algum primo p,
A(n) = 2.1

0 caso contrario.
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Um exemplo prético da correlacdo entre a funcdo de Von Mangoldt e a Funcdo Zeta de
Riemann, e que aparecerd ao longo desse trabalho, é o seguinte: como {(s) é absolutamente

convergente para Re(s) > 1 e temos que log (1 —2)~! = P %, V|z| < 1, segue que

1\? 1\7? © 1
] =1 -] =3 -= =>> .
0g {(s) =log IPI (1 ps) Ep] 08(1 ps) py kphs

p k=1

Como temos convergéncia uniforme em compactos, tomando a derivada termo a termo

obtemos

06 S logp
)~ Zp:; pe

Portanto, temos as duas férmulas validas para Re(s) > 1:

&AM 1
log ¢ (s) = Z:; ogn (2.2)

O quociente fT’(s) obtido derivando log f(s) é conhecido como derivada logaritmica da
funcéo f.

Teorema 2.6 (Férmula de Perron). Seja op > max{0, 0.} e x > 0. Entdo

1 oo+iT XS
E ap = —/ a(s)—ds +R,
27i J,s s

n<x* o—iT

onde a(s) = X7, fl—’;, x* significa que se x € inteiro, entdo o dltimo termo é somado com peso % eR

€ um termo tal que

. X 4% — x% 2, |ay|
R« Z |a,| min{1, + ZT
¥ <n<2x T|X - n| T n=1 0

n#+x

Observacao 2.7. Precisamente,

1 . X 1 . n
R=-— Z an51(TlogE)—— Z anSI(Tlog)_(‘)-l_O(TZW ,

T §<n<x X<n<2x

onde si(x) = — fx * % du. Entretanto nesse trabalho nédo precisaremos utilizar essa forma expan-
dida do erro R, vamos apenas estimar seu valor quando for necessario.
Observacao 2.8. A Formula de Perron é extremamente Util e muito utilizada na Teoria Analitica

dos Numeros. Uma demonstragédo pode ser encontrada em [24], Teorema 5.1.
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Teorema 2.9 (Somas por Partes, Férmula da Soma de Abel).
Versdo “discreta”: Sejam {a,} e {b,} sequéncias de nimeros positivos e defina A, = a; +as+- - - +ap.

Entao temos

N N-1
Z anb, = Axby — Z An(bn+1 - bn)-
n=1 n=1

Versdo “discreta-continua”: Sejam f uma fungdo continua e {a, },>1 sequéncia de nimeros positivos.

Defina A(x) = X, <x ay. Entdo temos

> anf(m) =A@ - [ AW @ du

n<x 1

A seguir vamos definir a funcdo Gama e sua derivada logaritmica, que também possuem
um importante papel na Teoria dos Numeros.

Defini¢ao 2.10 (Funcdo Gama). Se Re(s) > 0, entdo

F(s)z/ e 5L de.
0

A func@o acima possui outras formas de ser representada. Em particular, ela pode ser

definida utilizando o Teorema de fatoracdo de Weierstrass e entio toma a forma:

%) e%
1—[1+

n=1

r(s) = -

5

S

2

para todo ntimero complexo s diferente de um inteiro nédo-positivo e onde y é uma constante.
Nao entraremos em detalhes nessa discussdo, mas ressaltamos o seguinte fato: a igualdade acima
nos mostra que ﬁ ¢ uma funcdo analitica em C\{-1, -2, ...}, portanto a funcio I é analitica e
diferente de zero, exceto por polos simples nos inteiros nio positivos. Além disso, com essa forma
de representacéo e utilizando outros resultados auxiliares, podemos obter o seguinte:

Teorema 2.11. Sejad§ >0eRs={s € C: |s| > §,|args| < ® — §}. Entdo

I’ 1
F(S) = IOgS + O(m),

uniformemente para s € Rs.
A funcao % ¢ usualmente chamada de fun¢do Digama. Um tratamento mais detalhado

desse assunto pode ser encontrado no Apéndice C de [24].
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Definicao 2.12. Seja D C C aberto e conexo. Dizemos que X : D X Q — C é uma funcéo aleatdria
em D se, para cada s € D fixo, w + X(s, w) é uma variavel aleatéria em um espaco de probabilidade
(Q, F,P) e, para cada w € Q fixo, s — X (s, w) é uma funcdo definida em C.

Ao longo deste trabalho, vamos assumir que as funcoes aleatérias sdo quadrado integraveis,
isto &, se X é uma funcéio aleatdria, entdo E|X(s)|? < oo, paras € D.
Observacao 2.13. Muitos dos resultados apresentados nesse trabalho sdo expressados em funcio
do tamanho de |t|. Usualmente estaremos interessados em valores grandes de |t|, mas para manter
a validade dos resultados aqui contidos para valores pequenos, normalmente é suficiente substituir

|t| por |t| + 4.

2.2 Notagodes

Revisitaremos aqui algumas notacoes que ja foram brevemente apresentadas e introduzimos
as demais que serdo necessdrias posteriormente.

Dependendo onde acharmos mais conveniente ou agradavel para o leitor, usaremos dois
tipos de notacédo para o mesmo objeto: a notacdo de Vinogradov f(x) < g(x) e a classica O-Grande
f(x) = O(g(x)), ambas significam que existe uma constante C > 0 e um nimero X, tal que para
todo x > xo temos |f(x)| < C|g(x)|. Caso a constante dependa de um outro pardmetro, por
exemplo C = Cs, representaremos como <s ou Os(+).

A notacdo f(x) = Q(g(x)) significa que lim sup |%| > 0. Além disso, usamos Q,, Q_
para dizer que lim sup Jg% > 0 e liminf Jg% < 0, respectivamente. Quando ambos Q, e Q_ sdo
satisfeitos, usamos apenas Q..

{;f—i) = 0, entdo escrevemos f(x) = o(g(x)).

Denotamos o conjunto de todos os nimeros primos por P. Exceto quando explicitamente

Se para funcoes f e g temos o limite lim,_,

mencionado, sempre que um subindice for escrito somente como p, queremos dizer que estamos
considerando todo primo p € P (i.e. X, = X ep).

Se E C R, denotamos a medida de Lebesgue do conjunto E por meas(E).

Se escrevermos f = g, entdo queremos dizer que existem constantes ¢,C > O tal que

cg(x) < |f(x)| < Cg(x), para todo x.
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3. ESTIMATIVAS PARA AS SOMAS PARCIAIS DA ??

Neste capitulo apresentamos uma prova da equivaléncia da HR com as somas parciais da
Func¢do de Mobius. Demonstracoes similares desse resultado podem ser encontradas por exemplo
em [19], Capitulo 1 - Secdo 9 ou [24], Capitulo 13 - Secdo 2.

Primeiramente, uma observacdo sobre o comportamento da Funcdo Zeta de Riemann.
Observacao 3.1 (Uma estimativa da Fungao Zeta de Riemann). Para Re(s) > 1, podemos

escrever
1 1

C(S):ZE'F —.

n<x n>x

Escrevemos agora segundo somatério como!:

Y= [ gaan= [E- [ faaon,

onde [t] é a parte inteira de t e {t} a parte fracionaria de t. Calculando a primeira integral acima e

resolvendo a segunda por partes, obtemos

[ [ ram= e 8 [Tl

Logo,
Rt ARG
¢(s) = Z s s S +1
e X x B
Se x = 1, podemos representar a Funcio Zeta de Riemann como
“{t
{(s) = —+1-s e dt 3.1

e essa ultima integral converge absolutamente para Re(s) > 0. Portanto (3.1) é uma extensao
analitica (meromorfa) da fungéo zeta, no semiplano {s € C : Re(s) > 0,s # 1}. Além disso, essa

extensdo nos fornece uma estimativa simples: observe que

= {c} ISI
[ [T
portanto {(s) = =5 + O(+ sl ). Em particular, se 0 > 0 € fixo, {(s) = O(|t]).

1Essencialmente estamos utilizando a integral de Riemann-Stieltjes e utilizando que /a b f(x)d(g(x)) =

fa b f(x)g’(x)dx, se g’ é continua em [a, b] e f Riemann integravel.
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Uma outra observacdo que gostariamos de fazer nesse momento € com respeito aos zeros
da Funcdo Zeta de Riemann. Sabemos que seus zeros possuem uma simetria, tanto com relacio
ao eixo real, quanto com relacdo a reta critica {s € C : Re(s) = %}. Essas simetrias podem ser
observadas olhando para a equagdo (1.2), que implica {(s) = @ para Re(s) > 1 (consequen-
temente para todo s € C\{1}, via continuacdo analitica) e quando temos a equacdo funcional
¢(s) = 25 Lsin (ms27 1T (1 = 5)Z(1 —s).

Dessa forma, a prova da hipdtese de Riemann seria equivalente a mostrar que {(s) # 0 para
todo o conjunto {s € C : % < Re(s) < 1}.

Demonstraremos primeiro a equacio funcional para a fungio zeta que, dada sua utilidade,

pode ser de independente interesse.

Teorema 3.2 (Equacao funcional da Funcao Zeta de Riemann). Para todo s € C\{1},
Z(s) =257 Lsin (ws2 HT(1 —5)Z(1 —5).

Demonstracdo. Comecando com a equacdo (3.1) da observacdo anterior, seja p(x) = {x}— % Temos

entao,
= {t}
C(s):s_ +1-—3s . t”ldt
1 CP(t © 1
= +1-s l'b()dt—E/ dt
s—1 1 ts+1 2 1 ts+1
1 1 CP(t
I N IO (3.2)

S
s—1 2 1 ts+1

Como (t) = x — [x] - % é limitada, pelo mesmo argumento da observacdo anterior, essa é
uma extensdo analitica da funcdo zeta para {s € C : Re(s) > 0,s # 1}, com um polo simples em

s = 1 de residuo 1. Entretanto obtemos mais informagdes: observe que, se Re(s) € (0, 1), temos a

1 1
t— |t 1 1
—/ []dt:—/ —dt = .
0 t‘H—l 0 ts s—1

Portanto, pela primeira igualdade em (3.2),

1 Ct—t ®[t] =t
{(s)=s -5 []dt:s L] dt,
s—1 1 t5+1 0 t5+1

igualdade abaixo:
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para Re(s) € (0,1). Mais ainda, (3.2) nos d4 uma continuacgéo analitica para Re(s) > —1. Para

provar isso, primeiro observamos que, se k € Z, entao

k+1 k+1 k+1 1 1 1
P(x)dx = {x}dx—/ —dx:/ xdx — = =0.
k ko2 0 2

Assim, definindo P(x) = /1x P (t) dt, temos que P(x) € limitada e entéo

(+1)/b ) gy

SP(b) P(a)+C( +1)/

k

Ppe) L (P(x))

xs+1

bs+1 s+1 s+2

para alguma constante C > 0. Os dois primeiros termos da ultima desigualdade tendem a zero
quando a — oo e b — 0. Se Re(s) > —1, a integral converge e quando a, b — oo ela tende a zero.
Portanto a integral em (3.2) converge para todo Re(s) > —1.

Agora observe também que, se Re(s) € (-1, 0), temos

Hey -3 1 1 101 1
—s/ {t) dt——s/ —dt+£/ —dt = S _ - + =
o tt1 o 2 ), t5t1 s—1 2 s—-1 2

Portanto, novamente em (3.2):

0ot _ -1
{(s):—s/() tt[:%dt,

para todo Re(s) € (—1,0). Pela expansdo em série de Fourier de f(x) = x — [x], temos

i sm(2n7rx)

flx) = x¢Z.

1
2

n=1

Substituindo na integral anterior e integrando termo a termo,

Z sin(2nxwt) 1

{(S) =S ni ts+1
s 1 sin(2nxt
= Z - / (T) dt
a =1 n.,Jo t

_s (Zmr)s /°° sin(x)

s+1
ﬂ-nl X

_ s.s—1 Sln(x)
- 3 [0

dx
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Agora, temos que fooo Sinl(_f) dx =T'(s) sin(s27 ), para Re(s) € (-1, 1). Portanto, como a

principio temos Re(s) € (-1, 0), entéo

C(s) = 27571 (1 = 5) (sT(—s) sin(—sm27 1))

=211 (1 - 5)I'(1 —s) sin(sw27 1),

onde usamos que sT'(s) = I'(s + 1). Resta somente justificar que a integracdo termo a termo feita
¢ vélida e também a férmula para /0 Sm(x) dx. Para a troca entre soma e integral, podemos

argumentar de forma usual, considerando soma parcial e integral finita. Isto €, considere

Z“s1n(2n7rt) 1 Z s1n(2n7tt) 1

ni tS+1 ni tS+1

Fazendo a mudanga de varidvel t = Z, a soma do lado direito da igualdade anterior ¢ igual

N ™ sin(2ym) n*! sm(2yar) 1
Zl 0 T ys+1 dy nl s s+1 dy'
n=

A integral é limitada, pois

Wsin(2ym) 1 ®sin(2ym) 1
/ (y)Tdy's/ (U)Tdy
0 Ty 0 Ty

onde a prova da convergéncia absoluta segue utilizando o método de integragédo por partes. Além

< 00,YRe(s) € (-1,0),

disso, também temos nesse mesmo intervalo que X ; nll_s converge absolutamente. Portanto a
série
Z s1n(2n7rt) 1

ni ts+1

¢ absolutamente convergente em Re(s) € (-1, 0).

Também temos que

SIH(Z”_”” L dt=0,VRe(s) € (-1,0), (3.3)

JL%Z
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onde o resultado é obtido também integrando por partes. Assim,

* X, sin(2nmt) 1 * N sin(2nmt) 1 * X, sin(2nxt) 1
/ Z ( ) s+1 / Z ( ) s+1 dt +/ Z ¥ s+1 dt
0 pm1 Tt = nmwot 0 Sy nmoot

1
N X o] X oz
sin(2nxt) 1 sin(2nmt) 1
=Z/ <mf> dt+2/M dt
ts+1 0 ni tS+1

n=N+1
> sin(2nmt) 1
-2 [ sz a,
ni ts+1

onde a ultima igualdade segue fazendo N — oo.

Por fim, por (3.3),

& sin(2nmwt) 1 Y&, sin(2nwt) 1
/ ( ) s+1 dt = lim Z ( ) s+1
0 n= nm t X—00 nmt t
i 51n(2mrt) 1
= 35202 / ———

“sin(2nxt) 1

= Z — i Ot

Agora, para justificar a formula /Ooo S;nl#s) dx =T'(s) sin(s727!), vamos calcular a integral

de *"le7%, onde 2 = x + iy e s = 0 + it, sobre o “quadrado” no primeiro quadrante, com arestas

sobre os eixos e 0 vértice na origem trocado por um quarto de circunferéncia. Isto é, considerando
orientacdo anti-horaria, seja M > 0 e € pequeno:

iM

M M+iM
/ 2 e dz = / e ™ dx + / 2 le ?dz + / 2 le % dz
o € M M+iM
€ ) 0 ) o )
+/ (iy)* le ¥idy +/ e 1ef6=Dmee% 010 g0
M s
2

=L+ +I3+14+Is. 3.4

Como nio h4d zeros e singularidades na regido, temos que a integral acima ¢é igual a zero e
além disso vamos tomar sempre — < arg z < m, em particular temos (iy)*~! = y*~le'2 2-1) gobre

o eixo imaginario. Também temos que

2571 = 2771 [|2"] = |27 || exp(it log 2)| < |2°7 | exp(|t| arg 2).
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Assim, se Re(s) = o € (0, 1), para I, e I3, temos

M M
- z o-1 z - o1
I +1I3] < e Me|t|4/ (M? +y?) ™ dy+e|t|2/ e (x?+M?) 7 dx
0 0
—M |t|Z 5 o0—1 [¢|Z 5 yo—1 'l o |tI1Zas0
<e e M M+e"'2M M:_MM +e"'2M° —— 0.
e M—oo

Para Is, temos

e—0

0 0
A . x
IIs| < |es|/ le=¢¢”| d6 < ef’elfiafgef e R 4g < %5 0,
s s
2 2

Portanto, se M — o e ¢ — 0 em (3.4), entdo I; + I4 — 0, isto é

/ ¥ le™Xdx = iei%(s—l) / ys—le—iy dy.
0 0

Pela definicdo da Fun¢do Gama, e reescrevendo o fator fora da integral no lado direito:

e_’%sl"(s):/ yle Wdy.
0

Agora se repetirmos exatamente o mesmo argumento anterior, aplicado ao quadrado no
semiplano inferior de vértices ligando os pontos 0, M, M — iM e —iM e retirando um quarto de

circunferéncia na origem, obtemos

elgsl"(s):'/ v leV dy.
0

Subtraindo esses resultados:

(o]

F(s)(eigs - e_i%s) = / ys_l(eiy - e_iy) dy = T(s) sin(7r32_1) = / ys_1 sin(y) dy.
0 0

O

Outra func¢do importante para a teoria aqui apresentada e que pode ser definida em termos

da Funcdo Zeta de Riemann é a seguinte:

£(s) = %s(s - 1)n_%r(%)§(s). (3.5)

A funcdo acima é conhecida como fungdo Xi de Riemann e foi provada pelo préprio Bernhard

Riemann em 1860. Ela satisfaz a equacdo funcional £(s) = £(1 —s), Vs € C e, em particular, usando
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propriedades da Fun¢do Gama (principio da reflexdo? e férmula de duplicagdo3), podemos deduzir
a equacdo funcional da funcio Zeta através da funcéo Xi.

Com a representacdo anterior, observamos que, como {(s) # 0,V Re(s) > 1, entdo &(s) #
0,V Re(s) > 1. Na faixa critica temos que se {(s) = 0, entdo £(s) = 0. Ja os zeros trivais da funcdo
zeta, quando s = -2, -4, —6, . . ., sdo cancelados com os polos da funcéo F(%), localizados também
nesses pontos. O tinico polo de I'(3) que néo é cancelado com nenhum zero é quando s = 0 e isso
mostra que a funcdo zeta tem um polo em s = 1. Portanto, podemos concluir que a Funcdo Zeta de
Riemann possui continuagdo analitica para todo o plano complexo, exceto o ponto s = 1.

Utilizando o Teorema 2.11, podemos obter o seguinte corolario:

Corolario 3.3. Seja A > 0 fixo. Entéo temos que,

()| = [e]27°1 (1 = 5)],

uniformemente para |o| < A e t suficientemente grande (|t| > 5).

3.1 Equivaléncia classica

Os préximos dois resultados juntos (Teoremas 3.4 e 3.5) formam o que chamamos na
introducéo de equivaléncia classica entre a hipotese de Riemann e as somas parciais da Func¢éo de
Mobius.

Com as observagdes do inicio deste capitulo em mente, comecamos com o seguinte:
Teorema 3.4. Uma condicdo suficiente para a hipotese de Riemann € ., u(n) < x%“, para

todo € > 0.

Demonstragdo. Seja My (x) = X,<x p(n). Tome € > 0 pequeno e Re(s) = o > % + €. Pelo Teorema

2.9 temos

>

M, (x * M, (t
Sy M) 0,
= ns xS 1 s+l

portanto,

n M, (x XM, (t
lim E K ):lim 4 )+slim/ p(l)dt::A+sB.
xX—00 £ ns X—>00 x$ x—oo fq tst

Observe que, como ¢ > % + €, entdo % +e—-0<0.

2Também chamada de Férmula de Reflexdo de Euler, o principio da reflexdo nos diz que T'(s)T'(1 —s) =
sinzrﬂs) :
3A igualdade comumente conhecida como Férmula de Duplicacdo de Legendre é, quando s € C ndo é um

polo da fungdo Gama, I'(s)['(s + 1) = Vw2!"%T(2s).
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Estimativa de |A].

1
S+e€

|A] <, lim
x—o0 Xx©°

Estimativa de |B|.

X—00

: * My (0] . * 1
|B| < lim ———dt < lim dt < 1.
o+l 1
1 t X—00 1 t0'+§—€

Portanto, a integral floo - flt) dt converge absolutamente e isso implica que o limite B existe.
Logo a série F(s) = X~ % converge para todo Re(s) > % e entdo define uma funcéo

analitica em todo semiplano {s € C : Re(s) > %}.
Como consequéncia do Teorema 2.4, vimos que F(s) = ﬁ, VRe(s) > 1. Dessa forma C(%)
tem continuacgdo analitica no semiplano {s € C : Re(s) > %} e assim {(s) # O para todo s tal que

Re(s) > 1, pois caso contrdrio ~— teria singularidades e nio seria analitica. O
Z(s)

Teorema 3.5. Assuma a hipétese de Riemann. Entdo M, (x) = X<y p(n) <. x3*€, para todo
€>0.

Para provar essa implicac@o, primeiro vamos apresentar a hipétese de Lindelof. Considere a
seguinte funcio*: seja £(o) = inf{ : {(o +it) < tP}. Essa funcfio é conhecida como Funcdo de
Lindelof.

Como {(s) é limitada para o > 1 (converge absolutamente), segue que £(o) = 0. Pelo
corolério 3.3, se 0 < 0, entdo (1 — o) = 0 e portanto £(0) = % — 0. O problema de encontrar

valores para €(0), quando 0 < ¢ < 1, é bem mais dificil. A hipdtese de Lindelof (HL) diz que
t(o) =

Ou seja, a conjectura afirma que o grafico de ¢ consiste de fato de somente duas retas.
Uma variacdo do Teorema de Phragmén-Lindel6f pode ser formulada da seguinte forma:
Teorema 3.6. Seja f uma funcdo analitica tal que f(s) < exp(e|t]|), Ve > 0, na faixa {s € C : 01 <
Re(s) < 03}. Se temos
e

flog +it) < |t e flog+it) < |t]*2,

entao

flo+it) <« |t|K(‘7),

4Usualmente a funcdo aqui definida é denotada por u. Entretanto assim como alguns autores, com o
objetivo de reservar a letra g somente para a Funcdo de Mobius, denotaremos a funcdo de Lindelof por €.
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uniformemente em 0; < 0 < 03, onde k(o) é a funcdo linear que toma valores k(o) = k1 e
k(03) = ko.

Usando esse resultado, vamos mostrar que a fungao ¢ é convexa no intervalo [0, 1]. Dizemos
que f é uma fungdo ordem finita se f(s) < |t|4, para algum A > 0. A funcfo zeta em particular é

tal que ¢ (o +it) < |t|179*¢, para 0 < o < 1, portanto de ordem finita.

A funco ¢ e a funcdo zeta satisfazem ento a hipétese do teorema anterior: como £(0) = %

27
£(1) = 0, (0 +it) < |t]2* e ¢(1 +it) < |t|¢, entdo temos que ¢ (s) < |t[<(©), para o € [0, 1],

onde k € a funcdo linear que toma valores % emo=0e0emo=1,istoé,

(1-0)x(0) + (o —=0)x(1) _ 1

(1-0)3

(o) = 1-0 2

Portanto, no intervalo 0 < ¢ < 1, £(0) < k(o) e portanto ¢ é uma fungdo convexa.
’ . 1\ _ o . 1 .
Consequentemente a HL é equivalente a £(3) = 0 ou, de forma similar, {(5 +it) < [t|°, para todo
€>0.
Observacao 3.7. A breve discussdo sobre a funcdo zeta ser uma fungio de ordem finita pode ser
resumida no seguinte teorema:

Teorema 3.8. Sejae > 0e C > 1 fixos. Paras = o+ it com o > —C e |t| > 1, temos

1 seo>1+e,
{(s) <ec {[t|(19%)/2 se —e <0 <1+e¢,

|t|1/2-0 se —C<o0<-e

. 1
Observe que no teorema anterior, se g = %, temos que {(s) < |t|3*¢. Melhoras no expoente

1

7 sdo chamadas de estimativas subconvexas. O melhor resultado até o momento foi obtido por

Bourgain [6] em 2017, provando que ¢ (%) < é—i ~ 0.154. Ao final dessa secdo apresentamos uma
tabela com os resultados histdricos dessas estimativas.
O préximo passo € mostrar que a hipdtese de Riemann implica a hipétese de Lindelof.

Teorema 3.9. Assuma a hipétese de Riemann. Entédo para todo € > 0, temos
log {(s) < (logt)®72*,

uniformemente para % <og<o<l

Comecamos com os seguintes lemas de Anélise Complexa:
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Lema 3.10 (Borel-Carathéodory). Sejam h(z) uma fungdo analitica em um disco |z| < R, M(r) =
max{|h(z)| : |z| =r} e A(r) = max{Re(h(z)) : |2| =r}. Se 0 < r < R, entdo
2r R+r

A(R) +
—r() R-r

M(r) < R |h(0)].

O lema anterior é uma ferramenta ttil que nos permite estimar o crescimento do médulo de
uma funcdo analitica em um disco menor, usando estimativas do crescimento da sua parte real, em
um circulo concéntrico maior.

Lema 3.11 (Teorema dos Trés Circulos de Hadamard). Sejam h(z) uma funcio analitica em

r1 < |z| < r3, ry um nimero tal que r; < rp < r3 e M; = max{h(z) : |z| =r;},i =1,2,3. Entdo
M, < M, °M§,

onde a = log () (log (;2)) ™"

Demonstragdo do Teorema 3.9. Tome dois circulos concéntricos, centrados em s = 2 + it, um de
raio % — & e o0 outro % - %, onde 6§ € (0, %). Pela observacdo 3.1, temos no circulo maior que
|¢ (0o +it)| < |t| e entdo Re(log {(s)) =log|{(s)| < log |t].

Pelo lema de Borel-Carathéodory,

(3 3_36

2(3-9) 5 .
|log {(s)| < —5—Alog|t| + —=[log {(2 +1it)|
2

NI

6 6 )
= (5 —4)Alog|t| + (5 —3)|log (2 +it)|
log |t
< 1og| I’
)
onde A € a constante relacionada ao crescimento da funcio zeta no maior circulo e usamos que a
funcdo zeta converge absolutamente em 2 + it, para todo t € R. Ou seja, no circulo menor (que

1 .
passa pelo ponto 3 + & + it), temos

llog £(s)] < loiltl. (3.6)

Tome agora trés circulos concéntricos C1, Cy e C3, centradosem s =01 +it (1 <o <t) e
tal que:
* o circulo C; passa pelo ponto 1 + f8 + it, logo tem raior; =01 — 1 — f3;
* (, passa pelo ponto o + it (% <0< 1), temraiory = 01 — 0;

* (3 passa pelo ponto % + 6 + it (lembre que § € (0, %)), com raio r3 = 01 — % - 4.
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Aqui % + 8 < o e os valores de 01, § e B serdo escolhidos de forma que § e 8 sdo pequenos e
01 é grande. De fato, podemos tomar

1 1
o =<=5= loglog [t].

B

Pelo Teorema dos Trés Circulos de Hadamard aplicado a funcéo | log { (s)[, se M; = max{|log {(s)| :

Is| eri},i=1,2,3ea=1log (;—f)(log (:—?))_1, entio

M, < M{™“M5.

Para estimar o valor de a, primeiro observamos que

1

_ 1+p - 1+ oglogly — ¢
R e P A .1 R
r o1—-1-p o1-1-p 10g10g|t|_1_loglog|t|

e também,

1 1 :
rg 01—5-86 stP-6 2
_3:1—2:1+L=1+ ? T = l+x.
rn o -1-f o1—-1-p 10g10g|t|_1_loglog|t|

Além disso, quando x é pequeno, podemos aproximar log(1 +x) = x + O(x?),se |x| < 1e
1 _ 1
og (1+x) — X +O(1), se |X| < 1.
Estimativa de a.

-1
a =log (:—2)(log (T‘_g)) = log(1+x1) _ = (x1 + O(x3)) (x; 1 + O(1))
1

r log(1 + x3)

= xlxz_1 + O(x%) + O(xfxz_l) + O(x71)

1
=2(1 - o ————|.
(1-0)+ (loglogm)

Estimativa de M. Observe que o circulo C; estd inteiramente contido no semiplano de convergéncia

absoluta da funcdo zeta. Para Re(s) > 1 temos,

089 = 35 log(1-p )" = 3 57 Lo
eP m=1

peP
Assim,
Ml 3> e S =) < o,
peP m=1 mp n=1 1 :B

pois {(s) ~ ﬁ para s proximo de 1%.
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Estimativa de Ms.

log |t]
M| < =,
por (3.6).
Portanto em M»,
. 1 (loglt|\* 2(1=0)+O(—L )
|log ¢ (o +it)] < = < (loglog |t])(log |t]) oglog[e] / (3.7)

Como (log |t|)0(1°gl<l>g\fl) = eXp((’)(m) loglog |t]) = exp(O(1)) = O(1), segue de (3.7)

que

log ¢ (s) < (logloglel)(log |e)* 1= < (loge])21-*,

+ 1] O

1
como € [2 loglog [t|’

Corolario 3.12. A hipétese de Riemann implica a hipdtese de Lindeldf.

1

Demonstragdo. Fixadoo = 35+ tome um €g > 0 pequeno suficiente tal que 2(1 — o) +¢¢ < 1.

log log to’

Pelo Teorema 3.9, temos uniformemente para Re(s) > o > l,

log ¢ (s) < (log|t])>1~9*0 «, eloglt],
paratodoe > 0 et > ty. Logo,

{(s) < |t|€; <e |t|€:

1
¢(s)
para todo Re(s) > o > % e todo € > 0. O

Demonstragdo do Teorema 3.5. Pela Formula de Perron com oy = 2,

1 2+iT 1 2+iT 1 s
ZIJ(Tl :_./ Zp( )x +R=— —)Lds+R
27l Jy —ir §(s) s

iT = 2mi

onde X7 un) % pois estamos integrando sobre uma regido a direita da reta {s € C : Re(s) =

Fixado o7 € (%, 1), vamos substituir o segmento de reta 2 — iT até 2 + iT por um caminho

conexo por partes, composto por segmentos de retas que ligam esses dois pontos. Seja A o retdngulo
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de vértices 2 — iT, 2 +iT, 01 — iT e 071 + iT, orientado de forma anti-horaria. Como G (1) ¢é analitica

1 x
/Am?‘“

Assim, seja A = I; U Iy U I3Uy4, onde I; € a reta vertical que liga 2 —iT a 2 +iT, I, é areta

nessa regido,

horizontal que liga 2 +iT e 01 +iT, I3 € a reta vertical oposta a I; e I4 a reta horizontal oposta a I,.

Dessa forma,

U IS 1 x° X 1 x° 1 x
——ds| = ———ds| < ———ds|+ ———ds ———ds
2—iT 4(5) S I Z(S) S Iy {(s) s Is Z(S) S I4 C(S) S
Estimativa da integral sobre Iy e I4.
2+iT 1 x 2 |T|€XU
———ds ———do
o1+iT C(S) S o1 |0+1T|
T €
< 7] x°do
|T|
2
x
< |T|!
log x
< [T 2.
Estimativa da integral sobre I5.
o1+iT 1 x T t]€x01
/ 1 X < / L
o1—iT C(S) S -T |01 +lt|
T
< x"1/ |t|€7t de
1
< x9T€.
Estimativa de R.
R« Z |z (n)| min {1, X Z Ill(n)l
x T|X - Tl|
5<n<2x
n#x
x2

O somatorio do segundo termo da soma € convergente, logo esse termo € < +-. Para o

primeiro termo, temos que |u(n)| < 1 e observamos que para um n mais préoximo de x tomamos o
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minimo como 1, pois |x — n| < 1. Para todos os demais valores de n, substituimos o minimo pelo

segundo termo. Assim,

R < (1+i > 1)+x2{(2)

T 1<k<x k T c(4)
2
< x logx x*
T
2
x
< —, 3.8
T (3.8

onde usamos que >, <y % = O(logx) (uma aplicacio do Teorema 2.9).

Tome agora T = x2. Obtemos ent&o,

DUa(n) < x* + x4 1 < xR
n<x
Como fixamos o1 € (3,1),

Z p(n) <<€ x%+€7

n<x

para todo € > O. O

3.1.0.1 Estimativas subconvexas obtidas para a fun¢do de Lindelof

Abaixo descrevemos a relacdo de resultados historicos da funcdo £. Em 1908, Lindelof

mostrou que £(o) < }‘. Lembramos que % é o valor considerado de mudanca de fase do que

chamamos de estimativas convexas para subconvexas.
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4 (%) < Resultado obtido por Ano
% ~ 0.1666 Hardy e Littlewood 1921
163 :

985 ~ 0.1650 Walfisz 1924
% ~ 0.1647 Titchmarsh 1931
fas5 ~0.1646 | Phillips 1933
1% ~0.1638 Titchmarsh 1942
5 ~0.1631 Min 1949
% ~ 0.1622 Haneke/Jingrun 1962/5
173 :

ioer ~ 0.1622 Kolesnik 1973
2 ~0.1621 Kolesnik 1982
139 :

35 ~ 0.1620 Kolesnik 1985
32

505 ~ 0.1561 Huxley 2002
25 ~ 0.1550 Bourgain 2017
é—i ~ 0.1548 Bourgain 2017

A referéncia [19] contém parte desses resultados, discussoes sobre os métodos distintos

usados por alguns dos autores e a eficiéncia dessas ferramentas em um escopo mais amplo.

3.2 Estimativas condicionais

Os dois resultados dessa secdo serdo distribuidos em subsecoes distintas. Isso ajudard
na organizacio do que esta sendo apresentado, visto que o resultado mais recentes usa técnicas
modernas e detalhadas, contendo multiplos lemas e novas definicoes.

3.2.1 Estimativa de Edward Titchmarsh

O primeiro teorema desta secdo é devido a Titchmarsh, onde ele apresenta uma melhora nas
somas parciais da Funcdo de Mdbius. A demonstracdo segue a mesma ideia da prova do Teorema
3.5, mas precisamos de um lema adicional.

Para provar a Equivaléncia classica apresentada anteriormente, a hipdtese de Lindelof é
crucial e, se observarmos o calculo das integrais na demonstracao, podemos notar que as linhas
horizontais ndo geram contribui¢des efetivas para o resultado final. Nesse sentido, é natural tentar

melhorar o controle da func¢éo zeta em linhas verticais.
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Lema 3.13. Assuma a hip6tese de Riemann e seja s = o + it. Entdo existe uma constante C > 0 tal

que para todo ¢ € (%, % + W], temos

‘ 1 <o (ClogT o ( e ))
—| < ex .
£(s) P loglogT & (0—3)loglogT
E para todo o > %+ w, temos

C
< T loglogT

‘ 1

¢(s)
1,4

Teorema 3.14. Assuma a hipétese de Riemann. Entfio 3, <, f1(n) <4 x2 " belex | para uma constante

A > 0.

Demonstragdo. Sejao; = %+ e A o retangulo de vértices 2—iT, 2+iT, 01 +iT e o1 —iT. Assim,

1
loglogT
se I1, I, I3 e I4 é como no Teorema 3.5, iremos aplicar o lema anterior em ambas as estimativas das
integrais.

Estimativa da integral sobre Iy e I4.

. C
2+iT 1 xS T ToglogT 2
——ds| < x°do
o1+iT C(S) S T o1
C
< Thslet 1x2,

Estimativa da integral sobre I.

o1+iT 1 S
/ _— X ds
o1—iT 5(5) S

g Clogt 1
< x% / exp ( o8 log T ¢ )— dt
-T loglogt (01— 3)loglogt/t

T
Clogt loglogT\ 1
<<X01/ exp( og log © oglog )—dt
1

loglogt loglogt |t

Y |
< xOLT loglogT —dt
1t

_c
< x%1TogloeT log T,

onde na terceira desigualdade usamos que a exponencial do integrando € crescente em t, no intervalo
de integrac@o.

Estimativa de R. O erro R é o mesmo do Teorema 3.5, calculado na equacao (3.8).
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Juntando as estimativas, tomando T = x? e substituindo o valor de o7, temos pela Férmula
de Perron:
2+iT s
1 x
1(n) = / ———ds+R
Z a-ir §(s) s

20 l+ 1 2C
<« xloglogx? 4 y2 " loglogx2 y loglogx® IOgX2

1 2C+1
< X2 x oglogx x©

1, A
2
<<A X loglogx’

onde A = A(C, ¢).

3.2.2 Estimativa de Kannan Soundararajan

Esta secdo é voltada para a demonstracdo do seguinte resultado:

Teorema 3.15. Assuma a hipétese de Riemann. Entdo para x grande suficiente,

Z u(n) <. Vxexp ((logx)%“),\?’e > 0.

n<x

A prova desse teorema sera feita em subsecOes seguintes e ela é composta por duas proposi-
¢Oes que iremos enunciar em momento oportuno, juntamente com uma aplicacdo da Férmula de
Perron. Por agora iremos apresentar resultados preliminares, definicdes e lemas necessarios.

Esse resultado € similar ao obtido por Soundararajan em [27]:

> 1(n) < Vxexp ((logx)? (loglog x)'*)

n<x

e a demonstracio segue as mesmas ideias. Balazard e de Roton [4] melhoraram o termo de menor
contribuicdo, mostrando que

Dn(n) <. Vi exp((log x)2 (log log x)3*¢), Ve > 0.

n<x

A partir das adaptacoes feitas nesse trabalho, outros autores apresentaram resultados
similares para as somas parciais da Funcdo de Mobius sobre progresses aritméticas.

Mas antes de tudo, comec¢amos com uma fungéo extensivamente estudada na teoria da

Funcdo Zeta de Riemann e um comentdrio histérico.
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3.2.2.1 Nota sobre os zeros da Funcdo Zeta de Riemann

Para T > 0, denotamos por N(T) a funcdo que conta o numero de zeros p = f§ + iy da

funcéo zeta de Riemann, onde 0 < y < T e 0 < 8 < 1. Um resultado conhecido é que

T T T 7
N(T) = —log— — — + = +S(T) + O(T™* 3.
(T) = 3-log 5 = 5+ 5 +S(D)+ 0T, (3.9)

onde, se t ndo é a ordenada de um zero, 7S(t) = arg ( (% + it) é o argumento € obtido através da
variacdo continua sobre os segmentos que ligam os pontos 2 até 2 + it e de 2 + it até % +it. Na
prova de (3.9), a funcdo S(t) surge naturalmente ao aplicar o principio do argumento ([10] p. 123,
Teorema 3.4) a derivada logaritmica da funcdo Xi de Riemann definida em (3.5) e ela pode ser
vista como sendo o erro da fun¢ido N(t) ou, similarmente, a diferenca entre a quantidade real de
zeros da funcéo zeta e a média do nimero de zeros, até a altura t.

Note que, se 0 < h < Vt, temos

N(t+h) = N(¢) = %logi +S(t+h) —S(t)+(9(1+th2).

Além disso, temos incondicionalmente S(t) < logt. Vérios autores, como por exemplo
Littlewood, Goldston-Gonek e mais recente Carneiro-Chandee-Milinovich [8] apresentaram re-

sultados sobre a magnitude dessa funcdo assumindo a HR: o melhor resultado atualmente é

IS(t)] < (% +0(1)) log)lgo ;t. Portanto, o nimero de zeros da funcdo zeta tal que a ordenada esta

intervalo (t, t + h] satisfaz

N(t+h) —N(t)

logt
( o ())loglogt (3.10)

Observe também que a equacdo (3.9) essencialmente nos diz que o nimero de zeros da
Funcéo Zeta de Riemann até a altura T é assintoticamente igual a % log %, em particular os zeros
vao ficando cada vez mais densos a medida que vamos tomando valores maiores na linha critica. Se
considerarmos um intervalo da forma [T, 2T], para T grande, temos que em média o nimero de
zeros nesse intervalo é < 1 g . Consideracoes similares serdo usadas nos teoremas desta secéo.

Em particular, vamos descrever brevemente um argumento usado por Soundararajan em
seu artigo, com base no trabalho de Goldston-Gonek.

Na década de 30, Beurling mostrou que a funcdo analitica

o = () ) 2) anr)

s e nZ
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satisfaz H_(x) < sgn(x) < Hy(x),Vx € R, onde sgn(x) é a funcio sinal e toma valores 1 para x
positivo, —1 para x negativo e 0 se x = 0. Ou seja, as fun¢des H. aproximam a funcéo sinal. Além
disso, H, tem transformada de Fourier H, em [-1,1] e f_o; |H. (x) — sgn(x)|dx = 1. De fato, a
funcdo H. é a melhor aproximacéo real (com transformada de Fourier e suporte em [—1,1]) da
funcéo sinal.

Em 1989, utilizando a aproximac¢do de Beurling acima, Selberg observou que existem
funcdes analiticas F. que aproximam a funcdo caracteristica do intervalo [—h, h], isto é, F_(x) <
X[-hn] (x) < Fi(x),Vx € R e tal que F, possui transformada de Fourier com suporte em [—A, A],
para um A > 0 (ou seja, a transformada F. (x) = 0 se |x| > A). As funcdes encontradas por Selberg

sao
Fa(s) = 5 (HL(A(h +2) + Hu(A(h - 2). 3.11)

Estaremos interessados nas propriedades ja citadas dessas funcbes e também outras que
estardo resumidas no lema a ser enunciado. Ressaltamos que, de fato, essa é a funcéo F. que
aparecerd ao longo desta subsecdo, entretanto ndo utilizaremos sua forma explicita acima.

3.2.2.2 Frequéncia dos zeros da Funcao Zeta de Riemann

A tentativa de relacionar funcoes que aproximam de forma 6tima a fungdo caracteristica de
intervalos com zeros da Funcdo Zeta de Riemann tem sido estudada ha algum tempo. Esse tipo de
problema é conhecido em Analise Harménica como Problemas Extremais.

Um dos objetivos principais da demonstracéo a seguir é entender com qual frequéncia a
parte imaginaria dos zeros da funcdo zeta de Riemann se acumulam em intervalos pequenos.
Observacao 3.16. O proximo teorema néo serd utilizado diretamente na demonstragio do teorema
principal desta secdo (Teorema 3.15), mas conforme discutido, o método utilizado é de relevancia
cientifica e o objeto pode ser de interesse mais amplo. Vamos dar uma cota superior para o tamanho
de qualquer conjunto de ordenadas “bem distribuidas” da func¢éo zeta, dado que esses pontos se
acumulam em um intervalo de tamanho pré-determinado.

Além disso, a titulo de informacdo, esse teorema € utilizado na prova de proposicoes
auxiliares que iremos enunciar posteriormente, mas nio iremos demonstrar essas proposicoes.

Teorema 3.17. Assuma a hip6tese de Riemann. Tome T grande e sejam 0 < h < VT e (loglogT)? <

V < log T

< ToglogT fixos. Particione o intervalo [T, 2T] com R pontos bem distribuidos, isto é: T < t; <

ty <--- <tg < 2T tal que tj;; —t; > 1 e tal que

ho ot
V < N(tj+h) = N(tj — h) — = log ==|.
T 2
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Entdo o numero de pontos satisfaz

R« Texp| —-Vlog + 3VloglogV|.

Vv
loglogT

Lemas preliminares:
Lema 3.18. Sejah > 0 e A > O fixos. Seja y[_pn) a funcdo caracteristica do intervalo [—h, h].
Entdo existem func¢des analiticas pares F_ e F, satisfazendo
@) Seu e R, F_(u) < x[-nn)(u) < Fe(u).
i) /5, IFe(w) = - Wdu < 3.
(i) Fi(x) = 0,V|x| > A, onde F.(x) = /_O:O F.(u)e 2™ dy é transformada de Fourier de F..

Além disso, F (x) = W +0(d).
eZﬂAlIm(z)|
[(NEDE

Lema 3.19. Seja g(s) uma fungéo analitica em | Im(s)| < % + ¢, para algum € > 0, tomando valores

(iv) Se |z| = 2h, entdo |F.(2)| <

reais para todo s real e satisfazendo |g(s)| < (1 + |s|)~'~9, para algum & > 0. Entfo se p = % + iy

sdo zeros ndo-triviais da fun¢do zeta de Riemann, temos
1 -1 1 © 'l iu
=gl=|+gl=|+=— Re—|-+—|-1o d
Zp]g(y) g(zl.) g(zl.) o /_mg(u)( r(4 2) gﬂ) u
1 S A(n)(,(logn) .[(-logn
T on g +8& )
i An 27 27

onde A é a Funcdo de Von Mangoldt.

Observacao 3.20. Notamos aqui que as func¢des F.. (s — t) do lema 3.18 satisfazem as hipdteses do
lema acima. Tanto para F_ quanto para F,, vamos mostrar que, sob as hipdteses do Teorema 3.17,

temos

0 I''(1 iu t A
/_OOFJ_,(u—t) ReF(Z-'-E) du—logEFi(O)+O(1) (3.12)

Para isso, como h < VT e pelo Teorema 2.11 temos Re %(% + %‘) < log (Ju| + 2), entédo

pelo item 4 do lema 3.18:

® (1 i <1 2 logt
/ Fi(u—t)Re—(—+E)du <</ Ozg(u+ gdu <« 28 o 1,
t+24/t r\4 2 t+2\/EA (u_t) \/E

onde A é uma constante positiva. Similarmente,

-2Vt (1 i logt
/ Fi(u—t)Re — S g« 2B <,
oo r\4 2 Vi
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Ainda pelo Teorema 2.11 e usando as duas estimativas anteriores,
0 (1 . t+2t
/ Fou—t)Re—[=+2 du:/ Fo(u—1t)|log = +O(1) | du+0(1)
oo r\4 2 o 2
¢ t+2vt
< (log—+(’)(1))/ Fi(u—t)du+0(1)
t

-2/t
(log ) Fi(u—t)ydu+0O(1)
=F,

(0) log +O(1).

= o, +it, (r=1,...,R) sejam

Lema 3.21. Seja F(s) = Zp<N )
pontos taisque T < t; < --- < tg < 2T tal que t,41 —t, > 1 e 0, > a. Para todo k tal que N* < T,

temos

k
> (5 < T(log T)Zk!( 2 'fﬁé’i |2) '

r=1 p<N

Demonstragdo do Teorema 3.17. Seja A = (1 + n)lg%, onde n = e h > 0. Pelo lema 3.18,

logV
existem F. que aproximam a funcdo caracteristica do intervalo [—h, h]. Aplicando o lema 3.19 para

g(s) =F.(s—t),onde T <t < 2T, primeiro observamos que:

8(x) = / Fo(u- t)e—Zm'xu du = / Fi(y)e—zmx(yﬁ) dy = ﬁi(x)e—zmxt.

(o] —00

Agora utilizando a férmula do lema, a igualdade acima e o fato que F. (—x) = F,(x) (pelo

terceiro item do lema 3.18 ou o fato que transformadas de Fourier de funcdes pares sdo pares):

1 -1 1o (1 iy
F —t)=Fi|——-t Fil— -t — F —t){Re=[-+=] -1 d
Sty G- [r-ofw o3 -var)
_ i Re i A(Tl) F logn e—itlogn + P"v —IOng eitlogn
21 * *\ 2x

n=2
1 -1 1 © r'{ir i t
:Fi(—_—t)+Fi(—_—t)+—/ Fi(u)(Re—(—+l(u+ ))—logﬂ)du
21 21 21 J_ o r\4 2

(3.13)

onde usamos que F. é uma funcdo real quando avaliada em ndameros reais.
Agora observamos que N(t + h) — N(t — h) é igual ao nimero de zeros da funcio zeta em

(t—h,t+h). Como F, (u) aproxima y[_p (1), entdo fixado um t, F. (y —t) aproxima x [ 4] (y —t) =
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X[-h+t,h+t](¥), que € a indicadora da parte imaginaria de um zero da funcéo zeta estar dentro do

intervalo [—h + t, h + t]. Assim, o lado esquerdo de (3.13) vale, para F, e F_ separadamente

DUF(y—t) = D\ x[-wn(y =) = N(t +h) = N(t — h)
P P

DVF_(y =) < D x(-wn(y =) =N(t+h) = N(t — h).
P P

Uma segunda observacio é que F,(0) < 2h + % e F_(0) > 2h — %. Uma forma de mostrar

essas desigualdades € utilizando a segunda propriedade do lema 3.18 e a definicdo da transformada

de Fourier:

< [ @l [ 1= xom@ldet [ ran@lde s 3 2h

[S¢] [se]

Para a segunda desigualdade, note que 0 < y[_pn](u) — F_(u), assim

A ® 1 A
—-F_(0) = / —F_(u) + X[=hn (W) = X[-nn) () du < e 2h = F_(0) > 2h - R

[e¢]

Pela equacdo (3.12) da observagéo 3.20, a integral em (3.13) é

_/ Fi(u )(Re—(z+i(u+t)) logﬂ)du——log —F,(0) +0O(1).

2
Assim,
h log T 1 -1
N(t+h)— N(t—h)——l < 08 +max | |Fi|— —t||+|Fe|— —t

2 A2m * 2i 2i
1 A(n) . (1
- Zﬁ&( Og“) }+O(1). (3.14)

| h=2 na*t 27

. 1
Agora vamos estimar cada termo separadamente. Comegando por |F.(—t * 5:)|, note que

|—t+=]| = \/tz +1> \/h4 + % > 2h, Vh > 2, pois por hipétese h < VT e T < t. Assim, pelo tltimo
item do lema 3.18,
1 exp (mA) exp ((1+n)=; eel T%Vlogv T
Fil -t =] € —= K —,
2i A(t? + }}) (1+ n)logT (T2 + 1) T21ogT(1 +logV) T
usando aqui a hipétese V < log T (loglog T) 1. Como |n| = |$| < 1, o primeiro termo do lado

direito de (3.14) é
log T 1
=V—— =V(1-n+00P).

A2m 1+n
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Uma de nossas hipdteses é que o lado esquerdo de (3.14) é estritamente maior que V.

Portanto, precisamos que

> 2nV. (3.15)

n=2 n2%t

i Al(n) (loin)

max
+

Novamente pelo lema 3.18 item 3, temos que se |x| > A, entfio F, (x) = 0. Assim o somatdrio

< exp (27A) = Tlvﬂ, pois se n > exp (21A) =

acima pode ser efetivamente calculado até n

logn
5 > A

Na soma em (3.15), se n = pX, para algum primo p e algum inteiro k > 3, temos que

|n/}/(2"+)it| |1°,§/§ | = O(1) e também |F, logn)l = O(1). Portanto, a contribuicfo das poténcias cubicas

ou superiores de primos € de O(1) e entédo estimamos,

A(n) , (logn A(n) » (logn
F 1 + —F | — |12 > 2nV,
e Z;+r, natit i( 21 ) nem Z;ﬂ ni+it T\ 2m (n=ptipeP)| = <1
n<T vV n<Tv

ou equivalentemente,

logp . (logp logp » (logp
>
m| 3 RE(FR)e 3 SRR e
p<T VvV p<T2V

Entao, temos

logp . [logp
z: 1 —F
S+t 27

max > nV, ou max
* 1 P2 * Ty T
p<T VvV p<T2v
Portanto, tomando R pontos da hipdtese t1, ..., tg € um inteiro k > 0 qualquer, temos a
desigualdade

R R 2k
logp , (logp\[ logp log p
2k
<
PYLIEED I > AE I A ]
= R p<T2V

Supondo k < 1VT17’ podemos aplicar o lema 3.21 para as somas acima e obtemos
P (22))
Fy
21

i

R(nV)* < T(logT)?k! [( >

1+n
p<TV

log p)2]. (1
+( D (ogzp) Fi(ogp)
i P T
p<T2V
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Pelo item 3 do lema 3.18, ambos |19i(1°2g‘[’)|2 |E. (logp)l2 sdo < Assim,

(log )2

1\ 1\*
R(V)* <« T(logT)Zkk[( > 1—)) +( > —2)]

1+n
p<T VvV p<T 2V

<« T(logT)?(kloglog T),
pois k! < kK e as somas parciais até x dos reciprocos dos primos é < log log x. Portanto,

k
R« T(logT)Z(M)

(nv)?

O maior inteiro que k pode assumir é [1VTn] e como n = temos

1
logV>

kloglog T (log V)2 \*
R<<T(logT)2( oglogT (log ))

V2
(logV)3loglogT v
(1+logV)V
(log T)? (log V)3 (loglog T)”
(logVv)V %A%

< T(log T)z(

< T exp (3V loglogV +VlogloglogT —V log V)

|4
< Texp| —Vlog——— +3VloglogV|,
loglog T
onde usamos que 8825;‘2, = O(1), pois o menor valor que V assume é (loglogT)2. O

Para o resultado principal, comecamos com uma definicdo:

Definicdo 3.22. Seja T grande e (loglogT)? <V < lolgT fixo. Dizemos que um ponto t € [T, 2T]
é V-tipico se todas as seguintes proprledades valem:

(i) Sejax = Tv Entdo para todo ¢ > 3, temos

A (’—C)

= n°*logn n/logx

< 2V.

(ii) Fixadoumt € [T, 2T], todo subintervalo de (t — 1, t + 1) de tamanho IZLV contém no maximo

3V ordenadas de zeros da funcio zeta de Riemann (i.e., se p = 8 + iy sdo zeros, entdo

).

contém no maximo V ordenadas de

#{y:yelc(t—1,t+1)} <3V, para qualquer subintervalo I com comprimento log

(iii) Todo subintervalo de (t — 1,t + 1) de tamanho o ng ogT

zeros da funcéo zeta de Riemann.

Caso um dos items acima néo seja satisfeito, dizemos que t é um ponto V-atipico.
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A proposicdo abaixo é de certa forma o resultado do Teorema 3.17, traduzido para a
nomenclatura de pontos V-atipicos. A demonstracdo (que nao serad apresentada) envolve algumas
das etapas da demonstracdo do Teorema e, em particular, faz uso do lema 3.21.

Proposicao 3.23. Assuma a hipdtese de Riemann. Seja T grande et € [T,2T]. SeV > (% +

log T
loglogT

0(1))101;1%;, entdio todo ponto t € [T, 2T] é V-tipico. Além disso, dados (loglogT)? <V <

e R pontos V-atipicos bem distribuidos: T < t; < --- <tg < 2T, com tj — t; > 1, temos

R <« Texp| —Vlog + 4V loglogV |.

\%4
loglog T

Em vista de resultados do tipo (3.10), a primeira parte da proposicdo anterior garante a
existéncia de pontos V-tipicos.

O resultado seguinte nos dd informacoes sobre pontos V-tipicos que ndo estejam muito
proximos da linha critica e de pontos bem préximos.
Proposicao 3.24. Assuma a hipdtese de Riemann. Seja T grande e suponha que t € [T, 2T] é

_1 v
Se og = §+10gT’

V-tipico para algum (loglogT)? < V < —2&T

= ToglogT* entao para og < o < 2, temos

—VloglogV < log|{ (o +it)|.

Para % < 0 £ 0g, temos

1
2

O
—v1og(° )—8V10g10gV§10g|§(0+it)|.

1
2
Por ultimo, vamos mostrar uma desigualdade cuja demonstracio pode ser obtida de forma

elementar.

Proposicédo 3.25. Sejam A, C nimeros positivos tais que A > 4C* + 1. Entéo
AV —VlogV +CVloglogV < e?AC,

para todo V > e€.

Essa é a proposicdo 23 de [4].

Demonstragdo do Teorema 3.15. Assim como nos tratamentos anteriores, vamos utilizar a Formula

de Perron, integrando sobre o segmento de reta 1 + IL —i[x] al+ = +i[x]. Vamos deformar
ogx log x

esse contorno da seguinte forma:

* Seja xo = [exp(4/logx)]. Entdo um segmento de reta vertical sera o que liga os pontos

1 1 : 1 1 - e .
3t ogx ~X0€ 5t Tixpe chamaremos esse segmento que estd mais a esquerda de L;
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logn ]

* Sejan € Ntalquexo < n < [x]—1 e seja V,, o menor inteiro do intervalo [ (loglog n)?, Toglogn

tal que todo ponto em [n,n+1] é V,-tipico. Entdo para cada V,,, teremos um segmento ligando
1

0s pontos +ine s+ +i(n+ 1). Similarmente para o conjugado, teremos um

logx logx

+

segmento hgando +log logx —in;

* Os segmentos de retas horizontais ligardo cada ponta dos multiplos segmentos verticais.

Portanto, para cada n e V,, do item anterior, teremos segmentos conectando os pontos % +

logx +lo+1 +i(n+1);

* Para os pontos extremos, se n + 1 = [x], entdo o segmento liga % +

I(Kofx + i[x] ao ponto

. . . ~ 1 . _
do segmento orlgmal de integracao 1 + Togx T 1[x] e se Xo = n, temos o0 segmento que une

+lX0€—+

2 + loéx logx

Essa construcdo mostra que o contorno nesse caso € definitivamente mais complexo que os
resultados provados nas subsec¢des anteriores. Antes bastava construir um retangulo para estimar
a integral desejada e agora temos vdrios segmentos verticais e horizontais para serem estimados,
formando uma espécie de escada. Entretanto fica claro o poder e amplitude de aplicacdo da Férmula
de Perron, que é uma ferramenta central no argumento.

Assim, através do contorno descrito anteriormente, a principio queremos entdo calcular a

T+ +i[x] 1
[ gt
1+@—l[x] C(S) S

seguinte integral

Estimativa de |L|. Se Re(s) = % % < %+ w, temos pelo lema 3.13 usado na subsecdo anterior
que:
) 1 Clogt e
o) )
8 @)~ 108 logt 8 (Re(s) — 3) loglogt

Clogt elogx

- loglogt ©8 loglogt
logt

L(1 +loglog x — logloglogt)

loglogt

< log gloglogx
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portanto |ﬁ| < t1°8198X quando t — co. Sobre L temos |t| < xo, logo a contribuicio dessa integral

/ %+ix'0 1 X d
il iyy § () s

2 1

/xo tloglogx
dt

loglog x
0

é

NI»—A

L] =

Nlb—‘

1
K X2X

< x2 exp((log x)% loglog x).

Estimativa dos segmentos verticais. Fixado um n no intervalo [xo, [x] — 1], queremos estimar as

+lTla—+

integrais sobre os segmentos que ligam pontos do tipo 5 1, log p log —+i(n+1).

Essencialmente vamos integrar verticalmente no intervalo [n, n + 1], onde todos os pontos

~ ;s ’ . . . 1 1 _
sdo V,-tipicos. Além disso, n < [x] — 1 < x implica que ogx S Togn © COnsequentemente o =

% + ogx < % + ng"n = 0p. Portanto, aplicando a segunda parte da proposicao 3.24, temos
1 log x
—| < exp |V, log( ) + 8V, loglogV,, )
‘C ()]~ ( logn
Assim,
+10 I +i(n+1) 1 s lo n+l|q
/ * X —ds| < x2 * gz exp (V log (ﬁ) + 8V, loglogVn)/ —|dt
J+ e +in {(S) S logn n t

1

log x

< —exp(V)exp (V log(l ogn )+8V loglogV, )

log x

x2
<« —exp (Vn log (—) + 9V, loglogVn).
n logn

O mesmo vale para os segmentos ligando os pontos conjugados.

Estimativa dos segmentos horizontais. Considere agora os segmentos que ligam os pontos da forma

+ +1(n+1)e + 24 i(n+1).

logx logx

~ 1 1
Observe que, como n < [x] — 1, entdon+ 1 < [x] < x e consequentemente Togx < Togn

Assim, dependendo do incremento de V,;; em comparacdo com a diferenca entre logx e logn,

( Vo1 ) Vn+1

temos que Togx” Togx log 7 2 ogx De todo modo, a parte imaginaria dos nimeros

log n

complexos a serem integrados serd sempre (n + 1), logo podemos usar a proposic;éo 3.24 para cotar

superiormente |ﬁ| nesse intervalo, considerando os o < 3 Ly eo s 2 Yl

logn + log(n+1) *
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1 Vi
+ logn —

Dessa forma, para todo 1 7+ = 09, temos

logx

oo—1/2 < Vo logx logx

c—-1/2 ~logn V, logn’

Entéo pela proposicao,

1 1
log | ——| <V, log 08X + 8V, loglogV,,.
Z(s) log
Paraoso > = + logn’
< V,loglogV,.

Portanto, para todo s € C tal que Re(s) € (%, 2] e Im(s) = n + 1, tomando og = % + kxgn,

a

proposicdo nos dd

log x
logn

< exp (V log( ) + 9V, loglog Vv, ) A.

‘ 1
{(s)

o e Vi1
Slmllarmente, se tomamos agora og = + —log(n+1) 5 ObtemOS

log x
log(n+1)

< exp ( 41 log( ) +9V,41 log logVn+1) = B.

1
L(s)
Estimando entdo a integral sobre o segmento horizontal, temos
1, Y1

1
3t 1ogx vHi(n+1) 1 x5 1 3  Togx
—ds| < 7
1.V - 1,V
s O s 5 A

2 X

x°do

(s

1, Vn+1
2 " logx

1
< —(A+B) x°do
n

+

1
2 logx

LA + B x2 (exp(Vns1) — exp(Vy))

n log x
1

X2
< —(A+B),
n

onde usamos que exp(V,+1) — exp(V,,) < 1, pois da forma que V, e V.1 foram escolhidos (segundo
item do inicio da demonstragéo), V,, < logn e V41 < log(n + 1), logo exp(Vp41) — exp(V,) < 1.
Estimados os segmentos, lembramos que n sdo nimeros naturais que percorrem o intervalo

Xxo < n < [x] — 1, onde xo = [exp(+/logx)]. Vamos dividir esse intervalo em blocos diddicos e seja
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[T, 2T] um desses blocos. Primeiro, somando as duas estimativas anteriores (para os segmentos

horizontais e verticais nesse intervalo) temos que a contribuicdo dessas partes é

logT

1 loglog T 1
<X E exp [V log 08X +9VloglogV] N, (3.16)
T ., ) logT
=(loglogT)

onde N é a quantidade de nimeros no intervalo diddico os quais devemos considerar na soma,
isto é, N = #{n € [T, 2T] : V, = V}. Podemos dividir assim pois cada V,,-tipico/atipico tem essa
mesma contribuicdo, entdo consideramos todos os N pontos de cada uma dessas formas no intervalo
desejado e multiplicamos por esse valor.

Naturalmente nosso objetivo agora € estimar a proporcao desses V,, e como eles contribuem
nesses blocos. Ou seja, encontrar boas estimativas para N.
Estimando pequenos valores. Para os V tal que V < 2(loglog T)?, temos a seguinte contribuicio em
(3.16):

log x

< x2 exp (2(log logT)? log (%) +18(loglog T)? logloglog T
0g

exp(18(loglogT)?logloglogT)
exp(2(loglogT)?3)

< x? exp((loglog x)* log(log x)2)

< x3 exp((log logx)4),

onde aqui usamos a cota superior trivial N < T.
Estimando valores grandes. No inicio da demonstracao, tomamos V,, como sendo o menor inteiro
em [(loglogn)?, log n(loglogn)~!] tal que todo ponto de [n,n + 1] é V,-tipico, assim algum ponto
em [n,n+ 1] é (V, — 1)-atipico (pois caso contrario V;,, ndo seria o menor inteiro satifazendo a
condicao).

Notamos que, se t, € [n,n+ 1] e t,, € [m, m + 1], supondo sem perda de generalidade que
n < m, temos que t,, —t, > m— (n+1) > 1. Assim, podemos tomar pontos (V, — 1)-atipicos, bem
distribuidos (no sentido da proposicdo 3.23). Tomando entdo tais pontos e V,, = V, pela proposicéo

3.23, o numero N de pontos (V,, — 1)-atipicos é

N < Texp(—Vlog( +4V10glogV).

v +1lo v
loglogT & loglog T



52

Assim, a estimativa desses valores tem contribuicdo na equagéo (3.16) de

logT

Toglog T ] 1% 1
< x% Z exp (Vlog (ﬂ) —Vlog (—) + log (—) +13V10glogV)
V=(loglogT)? logT loglog T loglogT
logT
loglogT 1 loglog T
< x? Z V exp (V log (M) —VlogV + 13V log logV)
V=(loglogT)2 logT

logT

Toglog T log x loglog T log x loglog T \\**
<xblog? S exp(w(lo (M)) )
V=(loglogT)? log T logT

onde na ultima desigualdade utilizamos a proposi¢io 3.25, com A = % eC=13.

loglog T

Como [exp(ﬂlogx)] = Xg <T«< X, temos que R < loglog)lc

(logx)2

. Assim, a equacgdo (3.16) é

logxloglogx(lo (logxloglogx))m)

< x? exp((loglog x)*) +x2 (log x)* exp ( -
(logx)2

(logx)?
< x? exp((logx)% log log x(loglog x)3 + 31oglog x)
)14

<xZ exp((logx) 2 (loglogx)™" + 3loglogx)

<, x2 exp((logx)%“),

para todo € > O.

Por fim, vamos estimar o erro da Formula de Perron e usar as estimativas anteriores.

Estimativa do Erro. Aqui estamos aplicando a Férmula de Perron com op = 1 + loéx e T = [x]. Note

que x% = xe. Assim, de forma andloga ao célculo que fizemos para o erro na demonstracido do

Teorema 3.5 no inicio desse capitulo, temos

. x 4% — x%  |u(n)
E X) < min<{1, +
rroce) < 3 1w { T|x_n|} s oL
5 n<2x n=1
n#x

1
xlogx 47T —xe & |u(n)|
+
T 2

=1 noex

<

x log x 41+$ — xe
+
[x] [x]

< log x.

<
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Concluindo,

1+10éx+i[x] 1 x5
Z p(n) = / — ds + Erro(x)
1

n<x +1O;X—i[x] C(s) S

<. x? exp((logx)% loglog x) + Xz exp((logx)%”) +log x

<, x? exp((logx)%“), Ve > 0.

3.3 Uma nota sobre as estimativas incondicionais

Quando estamos tratando sobre estimativas condicionais das somas parciais da Funcao
de Mobius, estamos assumindo que {(s) # 0 para Re(s) € (%, 1), isto é, a hipétese de Riemann.
Naturalmente, ao tratar de estimativas incondicionais, procuramos entender como € a distribuicéo
dos zeros da Funcédo Zeta de Riemann na faixa critica. A regido em que a funcdo zeta néo se anula
€ 0 que chamamos de regido livres de zeros da fung¢do zeta de Riemann.

A funcio zeta ndo possui zeros no semiplano {s € C : Re(s) > 1} e é possivel mostrar que
{(s) # 0 para Re(s) > 1 —g(t), onde g(t) é uma funcdo de Im(s) = t, ou seja, estamos interessados
em ver o comportamento vertical dessa funcio. No estudo desse problema, queremos que g(t) seja
“maior” possivel e a taxa com a qual essa funcdo tende a zero quando |t| — oo seja minimizada, pois
¢ a partir dai que obtemos uma estimativa para 5(1 y e isso € essencial para a aplicacdo no problema
de encontrar melhores estimativas incondicionais, como ficard mais claro ao longo desta segéo.

O método que vamos descrever é uma abordagem cldssica, possuindo destaque e importancia
no fato de sua aplicabilidade ser bastante flexivel: podemos aplicar o mesmo método para provar
o célebre Teorema do Numero Primo; dar estimativas para as somas parciais de diversas funcoes,
(n) 11( ).

; mostrar resultados como ¥ M =leX®, (‘; ((’:1)) =0, onde

@(n) é a funcio de Euler, que conta o numero de inteiros 1 < k < n tal que k e n sdo primos

como por exemplo e

relativos. Esses sdo somente alguns poucos exemplos da vasta possibilidade de aplicacées.

Observacao 3.26. Até hoje ndo possuimos nenhum resultado do tipo g(t) = €, para algum € > 0
constante. Se fosse esse o caso, teriamos que a Funcdo Zeta de Riemann nio possui zeros em uma
regido do tipo {s € C : Re(s) > 1 — ¢}. Todas as regioes livres de zeros que conhecemos tem um

decaimento logaritmico, se aproximando da reta 1 + it a medida que [t| — oo.
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3.3.1 Regioes livre de zeros da Func¢édo Zeta de Riemann

Em contrapartida ao que foi discutido sobre a utilidade da ferramenta que sera apresentado,
no caso das somas parciais da Funcdo de Mobius, as limitacdes do método recaem na dificuldade
em melhorar esse tipo de regido onde a funcdo zeta ndo possui zeros.

Em 1899, de la Vallée Poussin [29] mostrou que existe uma constante ¢ > 0 tal que

{(s) # 0 na regido Re(s) > 1 — logc| ;- Essa ¢é conhecida como regido livre de zeros cldssica. A

partir desse resultado, temos que ﬁ < log |t|, para Re(s) nessa mesma regido (a prova desse

fato envolve teoremas classicos sobre funcoes analiticas - Desigualdade de Jensen, Lema de Borel-
Carathéodory, aproximacao de funcoes do tipo fT, com f analitica, por somas envolvendo seus zeros
e, posteriormente, encontrando estimativas para a funcdo % Veja por exemplo [24], capitulo 6).

Com esses resultados preliminares, mostrar que

Z p(n) < x exp(—cylogx)

n<x

é simplesmente uma aplicacdo da Férmula de Perron sobre o segmento que liga 1 + @ +iT e
modificando o contorno para integrar sobre segmentos que ligam os pontos 1 + @ —iT,1+ @ +
iT,l—@+iT,1—@—iT.

Observe que, comparado ao melhor resultado atual apresentado na introducao desse traba-
lho, o expoente do termo x néo foi alterado. Ou seja, qualitativamente a regido cldssica ja nos dd
uma boa estimativa para esse problema.

Avancos importantes sobre essas regides foram concretizados na primeira metade do século

cloglog [t|

passado com Littlewood (1922, nédo publicado), que melhorou a regido para Re(s) > 1 — Tog](]

e Chudakov (ver nota 6.3 em [24]) provando em 1936 que a funcdo zeta ndo tem zeros em
Re(s) > 1 — c(log|t|)~(19/11+€) e > 0. Em particular, o resultado de Chudakov foi obtido se

baseando em um método desenvolvido por Vinogradov em 1935, para estimar somas do tipo

N
> exp(2mif(n)),
n=1

onde f é uma funcao real. Esse tipo de soma exponencial finita é conhecida como Soma/Somatdrio
de Weyl. O livro de Iwaneic-Kowalski ([20], Capitulo 8) aborda esse tépico de forma elegante e
detalhada, separada em sete passos sistematizados e exemplos de aplicacoes do método.

O matematico russo Korobov trabalhou em cima desse tipo de problema e apresentou alguns
métodos novos que também permitiram melhoras, tendo posteriormente também colaborado com

Vinogradov. Hoje esse tipo de regido é chamada regido livre de zeros de Vinogradov-Korobov.
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Recentemente, Kevin Ford [14] provou melhoras explicitas na constante ¢ da melhor regido

conhecida hoje:
c

Re >1- )
) (log [t))2/3 (log log [t]) /3
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4. RESULTADO PRINCIPAL: O TRABALHO DE AUREL WINTNER

Neste capitulo iremos demonstrar o teorema de Wintner, contido em [30], sobre as oscilacoes
das somas parciais da funcdo multiplicativa aleatéria de Rademacher (1.1). Esse (no texto é o
Teorema 4.11) € o resultado principal do presente trabalho pois ele define um marco nos estudos

das somas parciais de fun¢des multiplicativas aleatdrias no ambito da Teoria Analitica dos Numeros.

4.1 O Teorema das Séries de Kolmogorov

Iniciamos a primeira secdo do Capitulo 4 com o seguinte teorema:
Teorema 4.1 (Teorema da 1-série de Kolmogorov). Seja (X;),en uma sequéncia de variaveis
aleatorias independentes. Se EX, = 0,Vn € N e 3, VarX, < oo, entdo 3 °; X, converge quase
certamente.

Para provar o teorema vamos usar os seguintes lemas:
Lema 4.2 (Desigualdade maximal de Kolmogorov). Seja (Xk);_, sequéncia de varidveis aleatérias
independentes tal que EX; =0 e EXl2 < oo, para todo i < n. Denote S,, = X7 + Xy + - - - + X;,. Entéo
temos

2
P( max [Sk| =€) < —zn,
1<k<n €

para todo € > 0.

Demonstragdo. Defina os eventos A = {maxi<ik<n [Sk| > €} e Ax = {|Sj| < €,Vj < k,|Sk| > €}.

Observe que A = U;_, Ay e essa unido ¢é disjunta, logo P(A) = X_, P(Ax) e temos

n n n
ES? > E(521,) = E(s,'f > uAk) = DIE(S214) = DL E((Sk+ (X + -+ + X0))? 1)
k=1 k=1 k=1
= DIE(S 4 + (X1 + -+ + X)? T, + 25k K1 + -+ + X)) 14,)
k=1

> kZ E(S;1a,) > kZ E(e%1,,) = € kZ P(Ax) = €2P(A).
=1 =1 =1

O

E 2
Portanto, P(max; <x<n [Sk| > €) = P(4) < 2.
Lema 4.3. Seja (X,,),cn Sequéncia de variaveis aleatdrias. Se para todo € > 0, temos P(max,<x<n | Xx—

X,| = €) —— 0, entfo existe uma v.a. X tal que X, —— X, quase certamente.
N—oo n—oo

n—oo
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Demonstragdo. Fixe p € N e tome € = i. Por hipétese existe um n, tal que se n, N > n,, entédo
P(max,<i<n | Xk — Xn| = 2p) < Zp Supondo sem perda de generalidade que n, é ma sequéncia de

pontos crescentes, podemos tomar n = n, e N = np,;. Assim,

1 1
P( max [Xx—X;,|> =)< —.
np<k<nps 2P 2p

Sejaq € Nedefina Ay = {w : Up>qmaxy, <k<ny, Xk = Xn, | = 2%,} Entdo pela desigualdade

o

anterior,

1 2
>q 2 2

Note que A, € decrescente (A; 2 Agy1), entdo P(Ag) = P(Ng»144) = limge P(4y) <
limg—e0 2% = 0. Ou seja, o conjunto A = (Ng>144) € tal que P(A) = 1. Em outras palavras, o
conjunto dos w tal que (X,,(w)) é uma sequéncia de Cauchy tem probabilidade um, logo (X, )nen

converge quase certamente. O

Demonstragdo do Teorema 4.1. Sejam (X,)n,en Sequéncia de varidveis aleatérias independentes,
como na hipdtese do teorema. Queremos mostrar que o limite lim,—,c Sy = limy 00 23, Xk existe

quase certamente. Tome a sequéncia (S, )nen. Pelo lema 4.2,

k k+n

P - > = > — 1>
(max |Sg—Sq| > €) = P( max | > Xil > €) =P( | max_| _Z X;| > €)
i=n+1 i=n+1
(Z'_EHXHn)Z
=P( max X >e) < —5—°
(| max |Z il > €) =
1 N-n 5 )
=5 ZE(XHn) 62 Z E(X)? —— 0,
i=n+1 n_)oo
pois E(X,)? = VarX,,. Portanto S, converge quase certamente, pelo lema 4.3. O

4.2 Controle de séries de Dirichlet com coeficientes aleatdrios em

faixas verticais

Nesta secdo nosso objetivo serd entender o crescimento vertical de séries de Dirichlet com

0 —_—
n=1 po+it>

coeficientes sendo variaveis aleatdrias independentes, isto €, F(o + it) = quando t — oo,
onde (X;,)nen S80 nossas v.a. e Re(s) > % Carlson [7] provou nessas linhas que F(o + it) <« \/@,
quando t — oo, quase certamente.

O teorema a seguir melhora o resultado obtido por Carlson. Ao longo de toda esta secao,

usaremos a letra p para nos referirmos ao momento de uma variavel aleatéria.
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Teorema 4.4 ([1], Teorema 3.1, simplificado). Seja (X, ),en uma sequéncia de varidveis aleatdrias
independentes e uniformemente limitadas (existe uma constante C > O tal que |X,| < C, para todo

n € N) tal que EX,, = 0,Vn € N. Sejam também F(s) = 3. % eog € (%, 1], entdo Voo < 0 < 1,

F(o +it) <4 (logt)} °loglogt,

quase certamente.

Antes de iniciar as preparacoes para a demonstracdo do teorema acima, fazemos algumas
observacdes sobre o comportamento de séries aleatdrias, dadas as hipdteses do Teorema 4.4.
Observacao 4.5. Se |X,| < C e EX;, = 0, entéo

2
EX’
n25

i Var(%) < i
n=1 n=1

> 1
<C D =5 <o,
n:ln

para todo ¢ > % Portanto, pelo Teorema 4.1, F(s) converge para todo ¢ > %, quase certamente

e vamos denotar por Q) o conjunto dos pontos onde hd convergéncia, isto é, Q = {w € Q :

F(s) converge em {s € C : Re(s) > 1}} e P(Q) = 1.

Observacao 4.6. Note que se E(F(s)) = E(X,; % =2 E;g” converge para todo Re(s) > %,
entdo o Teorema 4.4 pode ser aplicado a F(s) — E(F(s)). Em particular usaremos esse fato no
Capitulo 5.

A prova do Teorema 4.4 segue a mesma ideia apresentada em [1] e é uma consequéncia
direta do seguinte lema:

Lema 4.7. Sejam (X;)nen sequéncia de varidveis aleatorias como no Teorema 4.4 e defina v(e~1)? =

oo V{EX[>0}

ne1 — .- Entdo para cada o > 1’ uniformemente para todo x € [0, 1], temos

F(x +it) < (logt)!™v(loglogt)?,

quase certamente.

4.2.1 Preliminares

Relembrando que aqui a letra p sera utilizada para representar o momento de uma variavel

aleatdria, comecamos entdo com o seguinte:
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Teorema 4.8 (Desigualdade de Marcinkiewicz e Zygmund). Seja p > 1. Seja também (X;,)nen
uma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes tal que E|X,|? < o0 e EX,, = 0,Vn € N. Entéo

existem A, e B, que ndo dependem das varidveis aleatdrias, tais que

Ap

J

p

(S

n=1

(2]

<
p

k
Six,
n=1

<B
p

1
onde || X||, = (E[X|P)>.
Em particular se A(p) = +/p, existe uma constante B > 0 tal que a desigualdade superior é

valida se tomamos B, = BA(p), para p > 2. Isto é, 3B tal que,

P

k 3
< BPp’z"E(ZX,%) . (4.1)

n=1

k

> %,

n=1

p
E

Observacao 4.9. Para a prova dessa desigualdade, referimos a [9] (Teorema 2, p. 386). Especifi-
camente, ao final da demonstragéo, os autores comentam que a constante B, = %EP, onde Ep éa
constante da desigualdade de Khintchine (Teorema 1, p. 384). Essa tltima por sua vez é tal que
B, < k2, onde k é o menor inteiro maior ou igual a £. Portanto, ki < (£+ 1)? < p? e entdo temos
a equacao (4.1).

—1)2

Agora observe que a funcdo v(e definida no lema 4.7 converge absolutamente para

todo € > 0. Além disso,

- o TEx0 _ o 1 1
v(e™)? = Z} T < | o = {(1+e)=—+0(1), (4.2)
n= n=

quando € — 0.

A grosso modo, a demonstracdo do Teorema 4.4 segue 0s seguintes passos: primeiro vamos

o Xn

controlar o crescimento do p-ésimo momento da série | X7, 7*

|, para valores de s tais que a parte
real esta préoxima de % Para isso usaremos (4.1) acima e o lema de Fatou.

O segundo passo é entender como a série F(s) se comporta quando integramos sobre
retangulos com linhas verticais proximas (a direita) dos pontos % + it e a direita de 1 +it. A
analiticidade, juntamente com a férmula integral de Cauchy é essencial.

O terceiro passo é mostrar que o maximo que |F(s)| atinge em retdngulos é limitado pelos
pardmetros que estamos interessados (a func¢éo A, a funcéo v e a constante C).

Por fim, aplicamos o Teorema dos Trés Circulos de Hadamard em circulos escolhidos de

forma que o intermedidrio pode ser tomado arbitrariamente préximo da reta {s € C : Re(s) = %}.

4.2.2 Lemas técnicos e auxiliares
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Demonstragdo do Lema 4.7. Comecamos com o seguinte:

Afirmacao 1. Existe uma constante D > 0 tal que paratodop > 2,e¢ > 0et € R, temos

< Dppgu(e_l)p,

ondes:l+§+it.

Prova da afirmacao 1. Sejas =o+it = 5 + + it e fixe € > 0. Como > converge quase

nlns

certamente (pela observacéo 4.5), temos pelo Lema de Fatou:

) X, k X, p
E — < liminf E —
Agora observe que,
n=1 nt n=1 nont
k
Xn
= Z—a exp(—itlogn)
=1 N
kX,
= Z —G(cos( tlogn) + isin(—tlogn))
n=1 n
kX,
= Z — cos(tlogn) +IZ — sin(—tlogn).
n

=S
Il
—

Pela convexidade de xP (p > 2),

k Xn p 1 k Xn p k Xn p
—| <2P7 — cos(tlo + — sin(tlo . 4.3
DE (|25 5 costetogm| +| 33 T sintetog| | (43)
Como (COS(“OC"’“))2 — = =, temos por (4.1) e usando que |X,| < C:
ko x, p ) k X2 £
E — cos(tlo < BPp2E —
nz:;n“ (tlogn) p (;nzd)
© 1 £
< prplorg 3, 1EeL))
n=1 n
< BPp3CPu(e ). (4.4
Similarmente,
ko x p )
E HZ_; n—z sin(tlogn)| < BPp2CPu(e 1)P. (4.5)
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Assim, pela linearidade da esperanca aplicada em (4.3) e juntando os resultados (4.4) e

(4.5), temos

(o8]

>
n0+it

n=1

p

E < zpopéch(e—l)p_

concluimos tomando D = 2BC. m]

Afirmacao 2. Sejae = min{%, ﬁ}. Entdo existe uma constante H; > O tal que,

P(maX{IF(S)I} > Hiypu(e™)) < o

pl’

onde R; € o retangulo definido por Ry = [% +¢€, %] X [—eP~2, eP~2].

Prova da afirmacgao 2. Sejam ¢ como na hipdtese, og = % +e,p>2e0= % + 5. Considere o

retangulo Ry = [0, 0+1]Xx[—7’,T],onde T/, T € [eP™1, eP]. Assim, Ry C Ry e sejaRy = I, UI,UI3Uly,

onde I; é a reta vertical que passa por o + 1; I3 é a reta vertical oposta que passa por o; I € a reta

horizontal que passa por Im(s) = T; e I4 a reta horizontal paralela a I, passando por Im(s) = —
Como F(s) é analitica para todo s € C tal que Re(s) > %, temos que (F(s))P também é

analitica nesse semiplano, para todo p € N. Portanto, pela férmula integral de Cauchy (supondo

orientacdo anti-horaria):

For = [ s 2 I
R

271 a2z—s iz—s

parai=1,2,3,4 etodo s € Ry. Assim,

|F(S)|p<2 Z |F(Z)| | |

T3 |_S|

Agora observe que a distincia entre R; e Ry €, no minimo, £ e como s € Ry e z € dR,, segue

)

que
p 1< p
max{|F < E F dz|. 4.6
S€R§{| ()7} e &= Il-| (2)|7 |dz| (4.6)
Pela afirmacdo 1, sobre I3 temos

E|F(o +it)|? < (Dy/pv(e™1))P.
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Sobre I7, usando que as varidveis sdo uniformemente limitadas, temos

o Xn p % S p
F(o+1+it)|° < (Z |3—|) < CP(Z w) = (Cu(2)%)P. 4.7)
=1 n2tz n=1 n2

Seja H = 2eD max{2, v(2)?}, lembrando que D = 2BC. Defina os seguintes eventos:

S =0n {/e |F(o+it)|Pdt > (Hx/ﬁv(e_l))p}

Sy =Qn {/UH/E [F(x +it)|P dxdt > (H\/ﬁ“(e_l))p}’

onde Q foi definido na observacio 4.5. Pelo Teorema de Fubini,

E/e |F(o+it)|P dt = /e E|F(o +it)|P dt < 2(eD+/pv(e™1))P.

eP —eP

Também temos,

o+1 peP o+l peP
E/ / |F(x +it)|P dx dt = / E|F(x +it)|P dt dx < 2(eD+/pv(e™1))P.
o —eP o

—ebP

Assim, pela Desigualdade de Markov,

2(eDpu(e )P 2(eD)P _ 1
(Hypv(e 1)) (2eDmax{2,v(2)2})? 2P~ max{2,v(2)2}?

P(Sl) < <

1
2—p.
Similarmente, P(S;) < 2%, Se S =QnN (51 USy)S, entdo temos que P(S) > 1 — 21,1—,1 e para

w € S, temos

/e |F(o+it)|P de < (Hypv(e™h))? (4.8)

ep

o+l peP
/ / |F(x +it)|P dx dt < (Hypv(e™1))P. (4.9)

Suponha que para cada w € S, podemos escolher T, ), € [eP~, eP]. Como T4, T), < €P,

na reta vertical I3 temos por (4.8):

/|F(z)|p |dz| < /e |F(o+it)[P dt < (Hy/pv(e™1))P.
Is -

eP

Em I, por (4.7):

/1 |F(2)|P |dz| < /_e |F(o+1+it)|P dt < 2(eCv(2)*)P < (Hypu(e™H))P.

eP
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De forma similar, por (4.9) temos para i = 2,4 que /1 |F(2)|P |dz| < (H\/ﬁv(e‘l))P.
Como € = min{%, ﬁ}, temos que ¢! = max{3, log \/P}. Assim,
M = sup{e_%} < 00,

p=2
peN

Seja H; = 4MH. Pelas estimativas anteriores das integrais sobre o retdngulo R, e por (4.6),

para cada w € S,

1
TE

s / |F<z)|P|dz|)

i=1

max(IF(s)]} < (

Portanto,

1= P(max{[F(s)|} > Hiypu(e ™)) = P(max{[F(s)|} < Hiypu(e ")

>1-

2p-1’

o que implica o resultado da afirmacgéo.
Resta mostrar que de fato existem T, T/, € [eP~!, eP], tal que /1 |F(2)|P|dz| < (H\/ﬁv(e‘l))f’,

para i = 2,4. Isto é, queremos mostrar que o conjunto
o+1
{t € [eP71,eP] - / |F(x +it)|P dx < (H\/I_)v(e_l))p},
o

(o x ) . . . _ 1 .
é ndo vazio. Denote o conjunto acima por A e seja B := {t € [eP™!,eP] : fgﬁ |F(x +it)|P dx >
(H\/ﬁv(e‘l))P}. Entdo temos que meas(A) + meas(B) = meas(A U B) = eP —eP~! > 1, onde meas

¢ a medida de Lebesgue em R. Por outro lado,

(H\/pv(e™1))Pmeas(B) < /6 (/0+1|F(x+it)|p dx | d(m(t))

/ / |F(x +it)|P dx dt

< (Hypu(e™))?,
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onde a ultima desigualdade segue de (4.9). Como a constante (H \/ﬁv(e‘l))P > 0, obtemos que

0 < 1—meas(B) < meas(A). O

log Vlog

todo w € Q, existe ty tal que Vt > tg, temos

e considere o retdngulo R, = [0, 2] X [—t, t]. Entfo para quase

Afirmacao 3. Sejao = = + 3

m%x{|F(s)|} < H+/logtu(log+/logt),
SER;

onde Hy = Hy(C, v).

Prova da afirmagao 3. Utilizando o resultado da afirmacéo 2, temos
[o¢] [ee] 1
> P(max{|F(s)[} > Hivpu(e ™)) < > —
p:1 SER, :1 2

onde Ry = [% + €, %] X [—eP2,eP~2]. Entdo pelo lema de Borel-Cantelli, se A, ={w € Q:

maxser, {|F(s)|} > Hlﬁv(e‘l)}, temos

(ee) o0
P \Uar) =0
q=1 p=q
Como consequéncia existe um conjunto O’ C Q) de medida um, tal que para cada w € Q’,
existe um p, € N tal que Vp > p,, temos

max{|F(s)|} < Hivpu(e™). (4.10)

Seja to = ePo*10, Queremos agora mostrar que para todo t > to, temos R; C R;. Para isso,
X ~ . ool 1
lembramos que na afirmagéo anterior € = min{3, 2 Vs \/ﬁ}.

Para cada t > to, tome p = 3 + [logt], onde [logt] é a parte inteira de logt. Assim,
logt < [logt]+1=p—-2 = t <eP?

portanto as retas horizontais de R; tem alturas menores (em médulo) ou iguais a R;. Também temos

log ylogt < log+/p — 2 < log+/p, Vt > to.

Portanto o = L4 ¢ e concluimos que R; C R;.

1
2 log \/log t

Dessa forma, por (4.10) e pela escolha de p,

née}l{xﬂF(s)l} < n;%x{lF(s)l} < Hi/pv(e™!) < H1y/3 + [logt]u(log v/3 + [logt]).
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Além disso,

3+ [logt] < 3+logt < e?logt = +/3 + [logt] < ey/logt.
Também obtemos, para alguma constante K > 0,

v(log 3 + [logt]) < v(log(eylogt)) = v(1 +log+logt) < Kv(loglogt),

onde a tiltima desigualdade segue da equaciio (4.2), pois se x ' = 1 +log +/logt, entdo v(x~1) <
{(1+x) =1+logy/logt+ O(1) =log+/logt + O(1).

Portanto,
me}gx{ |F(s)|} < HieylogtKu(log+/logt),
SER;
concluimos a afirmacdo 3 tomando Hy = HyeK. O

Finalmente, juntando as trés afirmacoes anteriores, finalizamos a prova do lema 4.7.
Chamaremos B, := log \/lo?. Como na afirmacéo 3, sejam o = % + [% e Q' C Q o conjunto
dos w tal que a afirmacio é valida e tal que P(Q’) = 1. Seja também x € (%, 1] tal que o < x.
Tome trés circulo concéntricos C1, C e C3, centrados em sg = f; + it e tal que:
* (7 passa pelo ponto ¢ + % +it=1+ B% +it, logo tem raior; = 3 — 1 — ﬁ%;

* (C, passa por x + it e tem raio ry = fB; — X;

1

* C3 passa por o + it, portanto tem raio rz = By — 5 — Bl[

Pelo Teorema dos Trés Circulos de Hadamard aplicado em |F(s)|, se M; é o maximo da

fungdo nos circulos C;,i =1,2,3 ea = log(;—f)(log(:—i))_l, entéo
M, < M{~“M5.

Estimativa de a. Estimamos primeiro % e :—j:

n P —x :1+,Bt(1—x)+1.

= =1+xy;
noBi-l-g B2 -B—1

1_1
r_BZ‘Bt_E_ﬁ_t_ 1 ‘B[ :1+x2

— =14
o Be— —ﬁ% 22 -B-1
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Observe que, para t grande suficiente, temos |x1| < 1 e |x2| < 1. Assim, similar a aplicacdo

do Teorema dos Trés Circulos de Hadamard no Teorema 3.9, temos

_ log(1+x1)
log(1 + x»)
= xlxz_1 +O(x7) + (’)(x%xz_l) + (’)(xf)
_2B(1-x) +2
- B
=2(1-x)+O(B; ).

= (x1+0(x) (x5 +0O(1))

+ OB + O(B?)

Estimativa de M;. O circulo C; esta no semiplano de convergéncia absoluta da F(s). Assim,

& TiE|x,|>0
: CZI‘ : |1+,|3L> L= cu(By)? < v(loglogn)2. (4.11)
n= n t

|Mq| =

(o)

Z)&
S

n=1 n

Estimativa de M3. Vamos estimar |M3| utilizando a afirmacdo 3, com um retangulo da forma
Rip = [0, %] X [=(t + B¢), t + B¢]. Note que C3 passa pelo ponto o + it, portanto estd contido nesse

retangulo.

Como B; < t, note que log(t+ ;) = logt+log(1+ %) =logt+ (’)(%) =logt+O(1). Logo,

Ylog(t + B;) < 4/logt. Além disso, com um argumento similar ao feito ao final da demonstracéo

da afirmacdo 3,

v(log vlog(t + B;)) < v(log+/logt).

Portanto,

[Ms| < max {|F(s)[} < Havlog(t + fr)v(log ylog(t + Br))

RH—ﬁt

< 4/logtv(log y/logt). (4.12)

Estimativa de M>.

M, < (v(log +/logt)?)}~4(4/log tu(log /logt))*
< (y/logt)21=+0 (B (1 (log ylog £)) 2~ R1L-+0B ), (4.13)

Lembrando que definimos ; = log v/log t, observamos que

(Viogt)2Pe) = exp (O(B;1) log Vlog 1) = exp (O(B;1)B:) = O(1).
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E também,

v(log Viog ) O ) = exp (O(B7 ) log(v(By))) = exp (O(BH)O(log Br)) = O(1),

onde aqui usamos o mesmo argumento feito anteriormente, i.e., v(B;) < {(1+8;1) = B+0(1) =

v(B:) = O(B,). Portanto, a equacdo (4.13) fica

M, < (logt)!*v(log v/log t)*.

Como tomamos o circulo C, passando por x + it, temos que F(x + it) < My. Assim,

F(x +it) < (logt)™v(log /logt)?,

quase certamente. O

4.2.3 Conclusao do Teorema 4.4 e discussdo do caso geral

Demonstragdo do Teorema 4.4. O teorema esta essencialmente provado. Lembrando que v(log y/logt)? <
loglogt,
F(o+it) <, (logt)!™“loglogt,

onde o € (%, 1], quase certamente. O

Corolario 4.10. Sob as mesmas hipéteses do Teorema 4.4,
. 1
F(s) < t*, Ve > 0,YRe(s) > >

quase certamente.
Demonstragdo. Temos (log t)% = O(t%), Ve > 0. O

A demonstracdo do teorema poderia ser omitida e somente uma nota ao final do Lema 4.7
ser incluida. Entretanto optamos por manter essa se¢ao também como oportunidade de comentar o
caso geral do Teorema 4.4.

Em [1], o correspondente ao Teorema 4.4 é provado ndo somente para varidveis aleatdrias
independentes, mas também para uma sequéncia de varidveis aleatdrias que sdo diferencas de
Martingais e sequéncias de variaveis aleatérias com a propriedade “p*-mixing” (para as defini¢cbes

precisas veja [1], p.352).
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No primeiro caso, obtemos o que apresentamos, isto €, dada as hipéteses do Teorema 4.4,
F(o+it) <, (logt)!™“loglogt,
quase certamente. Para o segundo caso, temos o seguinte resultado
F(o +it) <4 (logt)* %°loglogt,
quase certamente. E no tltimo caso, temos
F(o+it) <4 (logt)®> 3°loglogt,

quase certamente. Além disso, quando as varidveis aleatérias sdo tais que X, = 0, sempre que n
ndo é um numero primo, entdo em cada um dos trés resultados acima, o termo loglogt pode ser
substituido por logloglogt. O tipo de varidvel que até o momento estudamos nesse trabalho s6

toma valores nos primos, podendo entéo ser obtido que F(o + it) <, (logt)!=9logloglogt.

4.3 Prova do resultado principal

Apresentamos agora o resultado contido em [30]. Seguimos a mesma linha de ideias,
com algumas adaptagdes. Como comentado no inicio do capitulo, o teorema abaixo é o resultado
principal da dissertacao.

Teorema 4.11. Seja f(n) a fungdo multiplicativa aleatdria de Rademacher, como definido em (1.1).
00 f

n®

Entdo para todo Re(s) > % a série 3,
pode ser escrita como [],ep(1 + %), entdo para todo Re(s) > %, o produtério converge quase

certamente.

Si00 f(n)

Demonstragdo. Seja F(s) = 277, <5

. Temos que

[o¢]

2

n=1

f(n)

Zn—<ooV0>1

n=1

Como f é multiplicativa (pela forma como foi definida) e converge absolutamente, entdo

pelo Teorema 2.4: Produtdrio de Euler podemos escrever

F()—l_[Zf(pm) VRe(s) > 1.

pEP m=0
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Ademais, f tem suporte nos inteiros livres de quadrados, segue entdo da igualdade anterior

que

Fs)=]] (1 + %) VRe(s) > 1. (4.14)

peP

Agora, como |%| < 1, temos a seguinte convergéncia absoluta:

S 1>m+1f< "
ZZ: :

1 > 1
W I
p m=
13 1 1
<= — < o0,Yo > —. 4.15
2 HZ:; n2o =707 (15)
Pelo Teorema da 1-série de Kolmogorov,
1
Ll:) < co,YRe(s) > =, q.c. (4.16)
peP 2

Portanto se Re(s) > 1, usando a expansdo em série do logaritmo:
f(p) f(p)
I—[(1+ = = exp logl_[ e
p p
= exp Zlog (1+Lp)))
D p’

( 1 m+1 m
— exp Z Z )mpn];(p) )
P ), 55 1)m+1f(p)’”)

1
< 00, Y Re(s) > 5> ac (4.17)

p m=2

Um certo cuidado tem que ser tomado quando tratamos de somas e produtos infinitos e
as propriedades do logaritmo. No caso anterior a principio temos Re(s) > 1, entdo o produtério

¢ absolutamente convergente (i.e. [],(1 + |%|) < o) e |%| < 1. Isso, juntamente com
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a continuidade do logaritmo, é suficiente para que possamos trocar a ordem do limite com o

logaritmo, isto €, na segunda igualdade deixamos implicito o seguinte:

exp (log l_[ (1 + M)) =exp | log lim l_[ 1+ f(ls))

pEP N_)Oop<N p

=exp| lim log 1_[ 1+ f(ls))

N—oo p<N p
=exp| lim Z log |1 (p)
N_)oop<N
= exp Z log( f(f)) .
peEP p

A dltima igualdade também omite o seguinte calculo: por (4.15) e (4.16),

5§ CU " 1)’”“f(p)’” i 3 3 D)

peEP m=1 N=eo p<N m=1 mpms
- lim Z f(p) Z Z (- 1)m+1f(p)m
N—>oo p< p p<N m=2
( 1)m+1 )m
_}\}_}mzfp)_l_l\}_mzz( f(P

M—co PSN m=2

Fp) ()™ f(p)"
=> Zz—p,

peP p pEP m=2

onde a convergéncia absoluta nos permite fazer o limite na variavel M primeiro.

Ou seja, concluimos pelo resultado acima (4.17) e a igualdade (4.14) que F(s) = Z;’l"zl f r(l'f)

coincide com [],(1 + %) para Re(s) > 1 e o produtdrio por sua vez converge quase certamente

para {s € C : Re(s) > %}. Portanto define uma continuacfo analitica da F(s) nesse semiplano.
oo f(n)

Dessa forma, resta mostrar que 3 —<

também converge para todo s tal que Re(s) > %,

quase certamente. Temos que a continuacgéo analitica de F(s) pode ser escrita na forma:

m+1 m
F(s):exp(zf(p))exp(zz( 1) f(p)

peP pEP m=2

A

Ja verificamos em (4.15) que |A| = O(1), para Re(s) > %+6, V6 > 0. Além disso o Teorema

4.4 implica que, dado um 6 € (%, 1], temos

exp ( Z fI()P)) O(t),Ve > 0,YRe(s) > 4, q.c. (4.18)
peP
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Note que o Teorema 4.4 garante que a estimativa (4.18) seja uniforme no semiplano
{s € C:Re(s) >6 > %}.

Concluimos entdo aplicando a Férmula de Perron. Tomando og = 2, temos para T > O:

D1 f(n) = = /Z:TF(5)§d5+R.

n<x 21t Jo;

Seja o1 € (%, 1). Vamos deformar o segmento que liga os pontos 2 — iT e 2 + iT em um
contorno composto pelos segmentos que ligam os pontos 2 + iT e 01 + iT; 01 +iT e 01 —iT; 01 — iT

e 2 — iT. Assim, nos segmentos horizontais, temos

o1+iT s
X
/ F(s)—ds
2+iT S

No segmento vertical,

€

T 2
<« — / x°do < T 'x2.
T o1

T te
< x"l/ — dt
_r lo+it]

T
< x"l/ t~ldt
1

<« x°1T€.

o1—iT s
X

/ F(s)—ds
o1+iT S

Assim, estimando o erro R de forma similar ao feito na demonstracdo do Teorema 3.5:

2
X
DU () < xM T+ x°T 7 + =

n<x

Tomando T = x? e € > 0 arbitrariamente pequeno, obtemos quase certamente

D1 f(n) < xTH Ve > 0.

n<x

, . . . . ~ 1
Como o7 € (%, 1) é arbitrdrio, as somas parciais acima sdo <, x2*¢,Ve > 0, g.c. Pelo

Teorema 2.9, concluimos que a séria F(s) = X7, ! ,(1?) converge no semiplano {s € C : Re(s) > %},

quase certamente. O
4.3.1 Comentdrios adicionais
O resultado que originalmente apresentamos interesse na introducao desse trabalho foi

obtido diretamente, isto é, as somas parciais da funcdo multiplicativa aleatéria de Rademacher

. 1
satisfazem Y,<, f(n) = O (x27¢), Ye > 0, quase certamente.
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Na demonstragédo original contida em [30], o autor coloca o resultado sobre as somas
oo f(n)

parciais como um coroldrio do fato que a série F(s) = X, =

converge para todo Re(s) > %,
quase certamente. De fato, se ja tivermos a informagédo sobre a convergéncia de uma série de
Dirichlet, entdo € possivel obter informacdes sobre suas somas parciais. Resumimos essa ideia na
observacdo abaixo.

Observacéo 4.12. Se uma série de Dirichlet X1 , ‘:l—’; tem abscissa de convergéncia 0 < o, < oo,
entdo o, = inf{o : X,<x a, = O(x°)}. Esse resultado pode ser visto como uma consequéncia do
lema de Kronecker:

Lema 4.13 (Lema de Kronecker). Sejam {b,} uma sequéncia crescente de nimeros positivos

b, T o e {x,} uma sequéncia de ntimeros tal que >, x, converge. Entdo,

1 n
—Zbixi —> 0.

by, ST e

Xn

Em particular, se x, = 2 entao
n

S n

Xi -
Z — converge - — in - 0, quando n — oo,
i=1 b; n =1

Lema 4.14 (Lema de Kronecker para variaveis aleatorias). Sejam (X,),cn uma sequéncia de

variaveis aleatérias e {b,,} uma sequéncia crescente de nimeros positivos b,, T co. Entéo,

(o] : 1 n
A

E — converge q.c. — — E X; — 0 q.c., quando n — oo.

21, geq by & i q.c., q

oo f(n)

Portanto, se com outro método mostrassemos diretamente a convergéncia da série 3,77 | —=

do Teorema 4.11, teriamos o corolario abaixo:
Corolario 4.15 (Corolario do Teorema 4.11). Seja f(n) como no teorema. Entdo para todo € > 0

fixo,

S0 f(n) = 0c(x2%), qec.

n<x

o f(n)

n=1 n

X, = f(n) eb, =n’. O

Demonstragdo. Se Y, converge, Y Re(s) > %, g.c., entdo o resultado segue do lema 4.14 com

Entretanto, como na demonstracdo que apresentamos, seguir esse caminho nao € estrita-
mente necessario. Quando temos que uma série de Dirichlet F(s) com abscissa de convergéncia o,
possuindo continuagdo analitica para um semiplano {s € C : Re(s) > g} e tal que essa continu-

acfo analitica é <, t¢, Ve > 0, entdo o, < 0g. Em outras palavras, garantimos que a série F(s) é
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convergente no semiplano onde ela é analitica e F(s) < t¢, Ve > 01. Esse é um caso particular de
um resultado mais geral conhecido como Teorema de Landau-Schnee.

O método utilizando o lema de Kronecker acima € portanto um modo de estudar as somas
parciais de uma funcdo, quando temos informac¢des somente sobre a convergéncia de sua série de

Dirichlet.

INote que essencialmente basta mostrar que F(s) < logt, quando t — oo e esse € exatamente o proposito
do Teorema 4.4, para variaveis de Rademacher.
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5. FUNCOES MULTIPLICATIVAS ALEATORIAS E A HIPOTESE DE RIEMANN

Nos dois capitulos anteriores tratamos sobre o impacto que a hipdtese de Riemann tem nas
oscilacdes das somas parciais da Funcdo de Mobius e, dado o modelo probabilistico para estudar o
comportamento dessas somas parciais mostramos que as somas parciais da funcio definida nesse
modelo sdo <« x%“, quase certamente. Ou seja, elas satisfazem o que gostariamos de provar para a
Func¢do de Mobius.

Com essa consideracdo, é de interesse buscar e apresentar uma correlacio entre a HR e a
funcdo multiplicativa aleatéria. De fato, suponha que (f(p)),ep seja uma sequéncia independente
de varidveis aleatdrias tomando valores +1 nos primos mas com probabilidade diferente de % cada.
De forma analoga a (1.1), para cada n € N, defina f(n) = u(n)? [1pn f(p). Assumindo que
E(f(p)) < 0,VYp € P, provaremos o seguinte:

Teorema 5.1 ([1], Teorema 1.1). Seja a > 0 e f, tal que E(f,(p)) = —%,Vp € P.Paracadaa >0
fixo, temos que a hipdtese de Riemann € verdadeira se, e somente se, >.,<y fo(n) = o(x%“), Ve > 0,
quase certamente.

Heuristicamente, como para Funcdo de Mobius temos u(p) = —1,Vp € P, a condicdo
E(f(p)) < 0 nos diz que, para qualquer nimero primo p, estamos impondo uma tendéncia maior
do valor -1 ser sorteado na sequéncia de varidveis aleatérias (f(p))pep. Assim, de certa forma, os
valores asssumidos por f(n),n € N, estariam se aproximando cada vez mais dos valores da Funcéo
de Mobius.

Antes da demonstracdo do Teorema 5.1, vamos apresentar dois lemas adicionais:

Lema 5.2. Seja f uma funcdo multiplicativa aleatdria que toma valores +1 nos primos e F(s) =
Zr‘f’zl % Entao,
(i) Para todo s tal que Re(s) > 1, temos que E(F(s)) é analitica e E(F(s)) # O.
(ii) Existe uma fun¢do multiplicativa aleatdria G, definida em todo o conjunto {s € C : Re(s) > %}
e tal que G(s) = %,Vs € C,Re(s) > 1.

(iii) A funcdo G acima pode ser escrita como

3 f(p) - Es(f(p))

peP p

G(s) = exp exp(H(s)),

onde H(s) é uma funcdo multiplicativa aleatéria definida em {s € C : Re(s) > %} e para todo

0 > 0y > =, existe um C = C(og) > 0 tal que |H (o +it)| < C, quase certamente.
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Demonstragdo do lema 5.2 (i). Seguindo a mesma ideia da demonstracdo do Teorema 4.11, obtemos

para Re(s) > 1 que

- :exp( 5 f(p))exp( = (D™ ()" 1)’”“f(p)’” 5
pE

Ag(s)

onde A¢(s) converge absolutamente no semiplano {s € C : Re(s) > %}, em particular converge

quando Re(s) > 1e 3, f;p)

¢ analitica também no subconjunto {s € C : Re(s) > 1}.

Lembrando que para cada n € N temos que f(n) é uma funcio multiplicativa possuindo
suporte nos inteiros livres de quadrados e a sequéncia de varidveis aleatérias (f(p))pep sdo inde-
pendentes, segue entdo que, para cada n € N, E(f(n)) é multiplicativa e tem suporte nos livres de

quadrados. Logo, E(F(s)) é analitica em {s € C : Re(s) > 1} e nfo se anula nesse semiplano. 0O

Demonstragdo do lema 5.2 (ii). Pelas consideracoes feitas no item anterior e a equacao (5.1), temos

para Re(s) > 1:

F(s) Zf(p)—E(f(p)) .

E(F(s)) exp T xXp(Af(s) — Agg(s)).

Ambas as funcdes Ay e Agy sdo absoluta e uniformemente convergentes em todo o conjunto
{s € C : Re(s) > %}, logo definem uma funcao analitica nesse semiplano.

Além disso, temos que E[f(p) — E(f(p))] =0e

Z var(f(P) _pES:(f(P)))' < Z

Var(f(p))| _ 3 [Ef(p)* — [Ef(p)]?|

peP peP sz peP pZG
E 1
_Z& Z mr <ooVRe(s)—o>§
peP

Portanto pelo Teorema da 1-série de Kolmogorov temos que 3 ,cp M converge para

todo s € C tal que Re(s) > %, quase certamente. O

Demonstragdo do lema 5.2 (iii). Pelo item anterior, Af(s) e Agf(s) estdo definidas para todo com-
plexo s com parte real maior que % e como temos convergéncia uniforme em compactos, segue que

as funcdes sdo uniformemente limitadas. Portanto basta tomar H(s) = Af(s) — Ags(s). O

Lema 5.3. Sejam a € (O, %) f = fo uma funcdo multiplicativa aleatoria tal que E(f(p)) =

L. Vp e PeF,(s) = I fu(n) VRe(s) > 1, a sua série de Dirichlet. Entdo {(s) # O para todo

nS B

numero complexo no conjunto {s € C : Re(s) > % + a} se, e somente se, Fy(s) tem continuacdo

analitica no semiplano {s € C : Re(s) > %}.
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Ou seja, o lema acima nos diz que a existéncia dessa continuac¢do analitica para a série de

Dirichlet desse tipo de funcido multiplicativa aleatdria é uma condicdo necessaria e suficiente para
o . ~ . T 1 . .

que a Fungéo Zeta de Riemann néo se anule no semiplano a direita da reta 3 + it, em particular em

toda a faixa critica (%, 1).

Demonstragdo. Como (f(p))pep € uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes, f(n) =
11(n)? [y f(p) (como definida em (1.1)) é multiplicativa e com suporte nos inteiros livres de

quadrados, segue que

(= 1)“’(") _ u(n)

n(X

E(f(n) =E(f(p1) -~ f(pr)) =E(f(p1)) ---E(f(px)) =

caso n = pj - - - px, onde todos os primos sdo distintos. Se algum p?|n, entdo E(f(n)) = 0. Em todo

caso temos E(f(n)) = “,52), pois p1(n) = 0 quando p?|n.

Assim, se s € C é tal que Re(s) > 1,

fu(n)) _ <& E(fa(n)) > B(n) 1
E(F =E = .
( a(s)) (HZ; ns HZZ HZ::J nsta C(S"'O()
Pelo lema 5.2, existe uma funcdo G analitica no semiplano {s € C : Re(s) > %} tal que
Fyo(s) = G(S)g(sl—m)' Além disso, ﬁ também € uma funcéo analitica no mesmo semiplano.

Portanto é analitica em {s € C : Re(s) > %} se, e somente se, F,(s) é analitica nessa

.
> {(s+a)
regido.

Por outro lado, também ja vimos que a funcéo zeta possui continuacédo analitica em C\{1},

portanto tem continuacdo analiticaem {s € C : Re(s) > %} se, e somente se, { (s+a) # O para

C(s+a) +0()
todo s tal que Re(s+ @) > = (ou equivalentemente, {(s) # 0, para todo s tal que Re(s) > 3 + Q). O
Demonstragdo do Teorema 5.1. Suponha que X, <y fo(n) = o(x%“),\v’e > 0, quase certamente.
Argumentamos de forma similar a prova do Teorema 3.4: fixe € > 0 pequeno e s € C tal que

Re(s) =0 > % + €. Entéo pelo Teorema 2.9,

Z fa(n) _ Yin<x fa(n) +s Zn<tfa(t)

o ns xS 1 ts+1

Assim,

+s lim Zn<t fa(t)

x—00 L= X—00 x—00 Jq s+l

dt .= A+ sB.

i 5250y Znse )
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Estimativa de |A|. Usando a hipdtese, temos para o primeiro termo

1
1+€

. X
|A| <. lim =0,
x—oo X9

pois%+e—a<0.
Estimativa de |B|.
+€ X

e .
|B] <¢ lim ——dt <, lim
x—00 Jq to+l

+ 2_
x—0oo fq t0+2 €

dt <. 1,

pois como o > %+e, entio o + % —e> 1.

Portanto o limite B existe e a série F,(s) converge para todo Re(s) > %, definindo entéo
uma funcdo analitica no semiplano {s € C : Re(s) > %}. Entéo pelo lema anterior, {(s) # 0 em
{s € C : Re(s) > % +a,a >0} ecomo a € (0, %) ¢ arbitrario, temos o resultado desejado.

Assuma agora que vale a hipétese de Riemann. Pelo coroldrio 3.12, a HR implica que ﬁ <,
|t], Ve > 0,V Re(s) > % Pelo Teorema 4.4, fixado o € (%, 1], temos que Y ep W <

(logt)!=°loglogt, quase certamente. Assim, para a funcio G obtida aplicando o lema 5.2,

3 f(p) —pEs(f (p)
p

G(o+it) =exp

exp(H(s))

< exp((logt)! ™ loglogt)

13
<L t,

para todo € > 0, quase certamente.

Pelo demonstragdo do lema anterior, a continuacdo analitica de F,(s) para {s € C : Re(s) >

%} é Zfs(:;) e pelas observacoes anteriores concluimos que
G(s)
Fy(s) = < t°,

para todo € > 0 e para todo s tal que Re(s) > =, quase certamente.

Pela Féormula de Perron e argumentando exatamente como ao final da demonstracdo do
Teorema 4.11 (ou de forma equivalente, aplicando o Teorema de Landau-Schnee - ver final da
Secdo 4.3.1: Comentarios adicionais), temos que X <, fo(n) <¢ x%"e, Ve > 0, quase certamente.

O
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6. CONCLUSOES E OBSERVAGCOES

Esta secdo sera dedicada a algumas consideracées finais pontuais sobre assuntos tratados
ao longo de todo o texto e algumas conjecturas. O objetivo ndo € entrar em detalhes sobre a teoria,
portanto tentaremos expor ideias de forma mais branda e referenciamos os textos com tratamentos
mais completos.

Com relacgdo as somas parciais da Funcdo de Mobius, comentamos que o valor preciso de x
tal que a desigualdade | X, u(n)| < x? ndo é satisfeita ainda ndo é conhecido, mas sabemos que
¢ algum valor acima de 10'“4. Assim, apesar de evidéncias numéricas favoraveis a essa conjectura,

Ingham mostrou em 1942 que

lim sup(lim inf) = 400(—00),
X—00

X—00

Znﬁx P(n)
X

assumindo a hipétese de Riemann e uma conjectura de independéncia linear dos zeros da Funcao

Zeta de Riemann:

Conjectura 2 (Independéncia Linear - LI). Assuma que a Func¢do Zeta de Riemann {(s) satisfaz a

HR. Entdo as ordenadas positivas de zeros distintos sdo linearmente independentes sobre Q.
Portanto, com resultado de Ingham, houve dividas sobre a veracidade da conjectura

| Yn<x H(n)| < xZ. Ainda assim, essa conjectura sé foi mostrada falsa mais de 40 anos depois.

Gonek prop0s a seguinte conjectura, assumindo a hip6tese de Riemann:

lim sup(lim inf) Znsx 1) -
x—eo X2 4/x(logloglogx)4

= +B(-B),

para alguma constante B positiva. Ng [25] e Maier-Montgomery [23] comentam em seus trabalhos

que essa conjectura corresponde a uma feita anteriormente por Montgomery,

) L Sin<x A(n) — x 1 1
lim sup(lim inf) =+ .
x—o0o x> " 4/x(logloglog x)?2 2m 2w

Para dar suporte a essas conjecturas, Ng e Montgomery apresentaram argumentos pro-
babilisticos. No caso da segunda, Montgomery assume ndo sé a HR, mas também a conjectura
LL

Mostramos que a hipdtese de Riemann implica a hipétese de Lindelof. Ressaltamos aqui
que ndo é uma equivaléncia: a hipdtese de Lindelof ndo implica a hipdtese de Riemann. Apesar
disso, [20] comentam que hd um consenso que a HR deve ser provada antes da HL, pois a HR tem

conexao com “estruturas matematicas mais naturais”.
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Tentaremos agora dar uma heuristica do comportamento da fungao log | (s)|, com o objetivo
de entender o motivo que nos leva a estudar o modelo envolvendo a funcdo multiplicativa aleatdria
de Steinhaus.

Vimos em consideracdes feitas no capitulo preliminar (capitulo 2) , para Re(s) > 1, a
funcéo log |{(s)| é dada por um duplo somatdrio sobre ntimeros primos e absolutamente conver-
gente. Entretanto quando tratamos do comportamento sobre a linha critica esse fato ndo continua
sendo verdade. Apesar disso, assumindo a HR ainda conseguimos (usando ferramentas bem mais

sofisticadas) mostrar que log |{(1/2 + it)| tem comportamento aproximado por

log|¢(1/2 +it)| = Re(log {(1/2 +it))

1 ae
~ Re (pz; Sy 2+it) + (fator de contribuicédo dos zeros),

parat € [T, 2T]. Portanto se T é grande, consideramos como um bom modelo para a fungéo zeta

estudar a seguinte soma:

5 re(L5)

p<T
onde f(p) sdo variaveis aleatorias de Steinhaus (1.3), isto é, v.a. uniformemente distribuidas no
circulo unitario em C. Cada fator da soma finita é uma variavel aleatéria real, com média zero
e variancia %, entdo o Teorema Central do Limite sugere que a soma se comporta como uma

distribuicdo Gaussiana de média zero e varidncia %log log T (usando que X ,<y % < loglog N).
Em contrapartida, temos um resultado de Selberg, que provou uma espécie de Teorema

.. . s 1 LN . . X ~

Central do Limite para a parte real e imaginaria de log (5 +1it): sejaV > 0 ntimero real fixo, entdo

para T grande,

1 lo it 1 o2
—meas{t € [T,2T] : 81¢(s ) > V} / ez dx.
T T Jv

J%loglogT

A interpretacdo acima é que, parat € [T, 2T], log|{ (% + it)| também converge (apds uma
normalizacdo) para uma funcao que possui distribuicdo Gaussiana com média zero e varidncia
%log logT.

Similarmente temos o mesmo para a funcido S(t) definida no inicio da Subsecdo 3.2.2.
Em vista desse fato, Soundararajan indica que um melhor resultado para o Teorema 3.17, e.g.,
R <« Tex (_c_vZ) ara alguma constante C > 0, uniformemente em V, pode ser obtido. Se

p loglogT /> P g ’ > P .
retornarmos a prova desse teorema, vemos que ela envolve a igualdade (3.9), portanto fica aparente

uma esperada relacdo entre o comportamento de S(t) e o nimero de pontos R do teorema.
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Além disso, caso tenhamos R <« exp(—%), para algum C > 0, entdo podemos obter no
Teorema 3.15: 3,<, (n) < vxexp(K(loglogx)3), para alguma constante K > 0. E observamos
que ainda estariamos longe da conjectura proposta anteriormente por Gonek.

Por fim, uma conjectura hoje sobre S(t) foi feita em 2007 por Farmer, Gonek e Hughes [13],
onde propuseram que S(t) < +/logT loglogT. Os autores utilizaram teoria de matrizes aleatorias
para dar suporte a essa conjectura. Soundararajan acrescenta que o melhor resultado sobre R acima
seria consistente com essa conjectura.

Finalizamos falando sobre a fun¢do multiplicativa aleatéria de Rademacher. Primeiro
lembramos que para variaveis aleatérias i.i.d. (X;)nen, assumindo valores +1 com probabilidade %
cada, temos que o tamanho tipico das flutuacdes das somas parciais sdo 3,,<, X, < v/, lembrando
que f = g significa que existem constantes ¢, C > 0 tal que cg(x) < |f(x)| < Cg(x), para todo x. A
Lei do Logaritmo Iterado (veja Observacdo 1.4), nos da esse fator multiplicado por um termo da

ordem de +/loglog x.

Harper [17] mostra que as flutuacdes da funcdo multiplicativa aleatdria de Rademacher

_Vx

. Portanto, se observarmos pela ética da Lei do Logaritmo
(loglogx) 4

Iterado, multiplicando esse fator por 4/loglogx, temos supondo possiveis interacdes das somas

sdo tipicamente X<, f(n) =

.. 1 L
parciais, >,<, f(n) < vyx(loglogx)s. Entretanto, como o préprio autor comenta, provar essa

estimativa ainda sera uma tarefa formidéavel.
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