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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo detalhado sobre uma curva quartica plana
em IP3, a qual estd associada a um complexo quadratico de retas semi estavel.
Apresentamos ainda a construcao de um espaco de Moduli para essas curvas
e alguns resultados referentes aos mesmos.

Palavras-chave: Quartica plana, simbolo de Segre, complexos quadraticos

de retas semi estaveis, espacos de Moduli.



Abstract

In this work, we conduct a detailed study of a planar quartic curve in P3, which
is associated with a semi-stable quadratic complex of lines. We also present
the construction of a Moduli space for these curves and some results related
to them.

Keywords: Planar quartic, Segre symbol, semi-stable quadratic complexes of

lines, Moduli spaces.



Sumario

Introducao 11
1 Preliminares 14
1.1 Quadricas . . . . . . . ... 14
1.1.1  Feixes de Quadricas . . . . . . . . . .. ... ... .... 21

1.1.2  Simbolo de Segre . . . . . .. .. ... ... 22

1.2 Generalidades sobre o complexo quadratico de retas . . . . . . . 23
1.2.1 A Grassmanniana de retasde P> . . . . ... ... ... 23

1.2.2 O complexo quadratico de retas e a superficie singular

associada . . . ... Lo 25
1.2.3 A variedade de retas do complexo quadratico. . . . . . . 31
1.3 Nogoes de (semi) estabilidade da G.I.T. . . . . .. ... ... .. 32
1.3.1 O Critério de Hilbert-Munford . . . . . .. ... .. ... 32

1.3.2  Semi estabilidade de Complexos Quadréticos, Superficies
Singulares e Feixes de Quadricas. . . . . . . . .. .. .. 37
2 Curvas associadas a feixes de quadricas semiestaveis 48
2.1 Retagenérica LC X . . .. .. ... 48
2.2 A curva de género 2 associada a um feixe semiestavel . . . . . . 51
2.3 Descricao da curva By, para feixes semiestaveis . . . . . . . . .. 55

3 A quartica plana associada a um complexo quadratico de retas

semiestavel 61
3.1 Generalidades sobre a quartica plana . . . . . . .. .. ... .. 62
3.2 Descrigao geométrica . . . . . . ..o 66
321 Owcasogeral . . . . ... ... 67
3.2.2 Complexo Tetraédrico de Retas . . . . . ... ... ... 69

3.2.3 Demais casos de Complexos Quadraticos

Semi estéaveis . . . . . .. 77



4 Aplicagoes a Teoria de Moduli 85

4.1 Espago de Moduli das quarticas planas associadas a complexos

quadraticos . . . . . ... 86
4.1.1 Acaosobre S* . . . . ..o 86
4.1.2 Moduli das quérticas planas . . . . . . . ... .. .. .. 89
4.1.3 A equivariancia da aplicagdo j: B — Cp . . . . . . .. 90
4.1.4 Estudo do Caso Geral . . . ... .. ... .. ...... 96
4.1.5 Demais Casos . . . . . . . . ... 100

Bibliografia 104



11

Introducao

As relagoes entre os espagos de Moduli de curvas hiperelipticas estaveis de
género 2, Hs, 0 espaco de Moduli de formas binérias de grau 6, MZ e 0 espaco
de Moduli de feixes de quéddricas semiestaveis de P5, ﬂﬁ foram estudadas
detalhadamente em [2]. Um dos principais resultados desse trabalho é que
podemos associar a um feixe de quadricas de P° uma curva estavel de género
aritmético 2. Esta curva é definida da seguinte forma: dado um feixe de
quadricas

P = {\F + uG|(\: p) € P}

onde G é a quadrica de Pliicker e F' é uma quddrica suave de P° distinta de
G, consideramos o lugar de base X = FFNG.

Como G é quadrica de Pliicker X determina um Complexo Quadratico de
Retas. Podemos assim considerar a variedade de retas de X como definida em
[7]:

A=LeGr(2,6)|LeX

em que Gr(2,6) denota a grassmanniana de retas de P°. Fixada uma reta L

em X definimos
B, ={L c X|LNL #0}.

No caso geral, isto é, no caso em que o complexo quadréatico X é suave, a

curva By, é também descrita em [7]. Neste define-se uma aplicagao
j:A— S

em que S ¢ a superficie singular associada ao complexo quadrético X (ver [7]
e Definicao 1.2.4) definida da seguinte maneira: se L € A, entdao L € G e
consequentemente L parametriza um feixe de retas de P3; seja p, € P? o foco

do feixe parametrizado por L. Entao

j(L) =DPL
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Esta aplicacao, quando restrita a curva By determina uma curva quartica
OL = ](BL) == hL N S

contida em um plano de P3, a saber o plano h; que contem o feixe de retas
de P parametrizado pela reta L. Veremos que a curva O}, estd contida na
superficie singular S, sendo, na verdade a intersecao h; N .S. Mais ainda: hj,
é tangente a‘ S (Lema 3.1.1) e, portanto, Cf, é uma curva singular.

Neste trabalho fazemos um estudo detalhado da quartica C,, considerando
a imagem j(By) em todos os casos em que By, é a curva determinada por um
feixe de quddricas de P? semi estavel ([2]).

No Capitulo 1 abordamos resultados preliminares necessarios ao desenvolvi-
mento do trabalho. Destacamos o estudo dos subespacos lineares de quadricas
de P°, o qual descrevemos baseados em [17]. Esse estudo permite compreender
as hipoteses feitas no Capitulo 2, onde descrevemos a curva By, em todos os
casos de feixes de quadricas semi estaveis, como feito em [2]. Neste capitulo
fazemos uma pequena alteragao em uma das demonstracoes do referido artigo,
a qual se refere ao fato de a descricao da curva B independer da escolha
da reta L (Proposigao 2.2.2) desde que a mesma seja feita sob determinadas
condigoes que mencionamos na Segao 2.1.

No Capitulo 3 utilizamos a descri¢ao da curva By, e com o auxilio do Maple
descrevemos geometricamente todas as quarticas Cp, = j(By) associadas a fei-
xes de quédricas semi estéveis (o que corresponde a complexos quadréticos de
retas semi estaveis, conforme enfatizamos na Secao 4.1.3). Em todos os casos
obtemos quarticas planas cujas singularidades variam com as singularidades
de By, isto é, dependem das singularidades do complexo quadratico X. O
principal resultado desse capitulo é dado no Teorema 3.1.1, onde mostramos
que a quartica C';, também independe da escolha da reta L, ou seja, é deter-
minada (a menos de isomorfismo) pelo Simbolo de Segre do complexo X (ver
Secao 1.1.2).

No Capitulo 4 apresentamos nossas contribuicoes principais as quais se
referem a aplicacao dos resultados obtidos na teoria de Espacos de Moduli.
Encontramos um estudo sobre o Moduli de curvas quérticas planas em [11] e
[4]. Contudo, neste trabalho, construimos o espago de Moduli das quéarticas
que sao determinados por um complexo quadratico de retas semi estavel, con-
forme explicitado no Capitulo 3. Essa construcao baseia-se, principalmente,
na construgao do espaco de Moduli M, das superficies singulares associadas

a um complexo quadrético dada em [3]. Na verdade, mostramos que o espago
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de Moduli das curvas C7, que denotaremos por M, , coincide com o espago

M (Teorema 4.1.2). Utilizando os isomorfismos
H, & Bl (M,) e Mp = M,

onde Bl (Mff) denota o blow up do espaco ﬂ,f no unico ponto semi estavel,
mostramos que se P é um feixe semi estavel cujo discriminante nao consiste
de duas raizes triplas, entao a aplicacao j : B, — (', é equivariante. Final-
mente, considerando os casos em que a curva By, € irredutivel e o discriminante
do feixe possui pelo menos duas raizes simples, associamos a curva C;, uma
séxtica bindria (uma construgao similar é feita em [13]). Mostramos, entao, a
existéncia de uma familia unidimensional de curvas C, em M, aplicadas em

um mesmo ponto do espaco de Moduli M,f.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Quadricas

Ao longo desta secao apresentamos alguns resultados relativos a quadricas e
feixes de quadricas. Apesar de as defini¢cbes serem abordadas no caso geral, na
prova da maioria dos resultados nos restringiremos as quadricas de P° que sao
os objetos de nosso interesse. As principais referéncias bibliograficas utilizadas
foram [17] e [10].

Defini¢ao 1.1.1 ([17]) Seja k& um corpo algebricamente fechado de carac-
teristica diferente de 2,V = k™! um espaco vetorial de dimensao n + 1 sobre
ke P" = P(V) o espago projetivo sobre V. Definiremos uma hipersuperficie

quadrica () C P" por uma forma quadratica

p(r) =D ) by,

i=0 j=0
sobre V' unicamente determinada a menos de um miiltiplo em k. O posto da
quédrica @ é o posto da matriz ¢ := (bij)(nﬂ)x(nﬂ) associada a .

Um r-plano, s digamos, em P" é da forma s = P(E) para um tnico (r+1)-
plano £ C V. Um r-plano s esta contido na quédrica () se, e somente se, @ é
identicamente nula sobre E.

No que segue estudaremos mais detalhadamente alguns subespacos lineares
contidos em quadricas suaves de P".

Definicao 1.1.2 ([17]) Seja @ C P™ uma quddrica nao-singular de dimensao
n — 1. Entao um gerador g de ) é um subespaco linear contido em @, cuja
dimensao é a parte inteira de ”T_l Denotaremos o conjunto de geradores de ()

por Gen(Q).

Observagao 1.1.1 Veremos posteriormente que uma quadrica singular em P"
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pode conter subespacos lineares de dimensao maior que ”T_l; mas assim como

em [17] definiremos os geradores de uma quadrica singular (n — 1)-dimensional

como os subespacos lineares contidos na quadrica, cuja dimensao é a parte

inteira de ”T_l, usando o termo degeneradores para denominar os subespagos

lineares de dimensao maior ou igual a

5
Lema 1.1.1 ([17], Lema 1.3) Seja ¢ uma forma quadrética ndo degenerada
sobre o espaco vetorial V. Entao:

(a) se dim(V') = 2r + 1, existe uma base ey, €1, ..., e, f1,..., fr de V tal que

isto é, existe uma base de V' na qual ¢ é dada pela matriz

o O =
~ O O
O ~ O

onde os blocos sao 1 X 1,1 X r,r xler xr.

(b) sedim(V') = 2r, entdo existe uma base ey, ..., e, fi,..., fr de V tal que

® (Z xie; + Z%ﬁ) = Z TiY;

isto é, existe uma base de V na qual ¢ é dada pela matriz

)

Demonstragao: Faremos a prova por inducao sobre dim(V).

Seja ¢ uma forma quadratica nao-degenerada associada a forma bilinear
simétrica b. Suponhamos que dim(V') > 1 (o caso igual a 1 é trivial) e que o
resultado é verdadeiro para espagos de dimensao menor ou igual a dim(V) — 1.
Como k é um corpo algebricamente fechado e dim(V) > 1, existe e; € V
tal que ¢ (e;) = 0. Desde que ¢ é nao-degenerada, existe f; € V tal que
b(e1, f{) = 1. Defina

v (f1)

fi=fi—e 5

Temos que
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o () = b ) = b A — o () - blen £) + EYD e ey =0

4
b(er, f1) =b(es, f1) — @(Qf{) ‘b(er,e) =1

Como ¢ {er,fr} € N8O degenerada podemos escrever

V={e,fit®{en i}

(aqui consideramos a ortogonalidade em relagdo a forma bilinear simétrica b

). Assim dim ({el, fl}L> = dim(V') — 2 e pela hipétese de inducao segue que

existe uma base es, ..., e, f1,..., [ de {eq, fl}L satisfazendo as condigoes do

lema para os casos em que dim <{el, fl}L) é par ou impar. O resultado segue.

[ |

Segue do Lema 1.1.1 que uma quédrica suave de dimensao n — 1 nao pode

conter subespacos lineares de dimensao maior que a parte inteira de "T_l

De fato:

se I/ é um s-plano isotrépico para ¢, isto é, se ¢|, = 0, podemos determi-

nar que e, es,...,e, seja uma base de E. Como E C E*temosdim(E) <

dim (E*) e consequentemente devemos ter dim(E) < 251,

Proposigao 1.1.1 ([17], Teorema 1.2) Uma quéddrica suave @) de dimensdo n

nao contem subespagos lineares de dimensao estritamente maior que 3; além

disso:

1) Se n = 2m + 1 ¢é impar, entdao Gen(Q) é suave, irredutivel e de dimensao

(m+1)(m+2) .
2 )

quaisquer dois pontos g e ¢ € Gen(()) pertencem a um aberto afim comum.

além disso, Gen (@) tem coberturas por espagos afins tais que

2) Se n = 2m é par, entdao Gen(Q) = AU Bcom A e B variedades irredutiveis

@; além disso, A e B tem coberturas por espacos

disjuntas de dimensao
afins tais que quaisquer dois pontos g, ¢’ € A (respectivamente B ) pertencem a
um aberto afim comum de A (respectivamente B ). Finalmente dim (¢ N ¢') =
n(2) se, e somente se, g e ¢’ € Gen(Q)) pertencem a mesma componente.
Demonstragao: Seja g € Gen(Q), onde g = P(E), E um "T”—plano do espaco
vetorial n + 2-dimensional V. Temos dois casos a considerar.

(1) Seja n = 2m + 1. Entao F tem dimensao m + 1. Seja ey, es,...,€m11
uma base de E. Considerando a base ey, e, ..., emt1, f1, fo, - fmi1, €0 de
V' (obtida como na demonstracdo do Lema 1.1.1) E pode ser representado

matricialmente por
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E=1[I]0]

onde os blocos sao de ordem (m +1) x (m+1) e (m+ 1) x (m + 2), respecti-
vamente. Considere o aberto Uja. 41 de Gr(m +1,n+2). Temos que U D E
e se £ é um (m + 1)-plano nesta vizinhanca de E podemos representar E’

matricialmente por

E' = [1X]Y]

onde I e X sdo quadradas de ordem m + 1 e Y é de ordem (m + 1) x 1.
Como vimos anteriormente, as entradas (z;;,y;) sdo as coordenadas de um
espaco afim.

Por outro lado, pelo Lema 1.1.1 a forma quadratica ¢ que define a quadrica

(2, na base determinada anteriormente, tem a forma matricial

0 I 0
I 00
0 01
Deste modo temos que a ¢’ =P (E’) é um gerador de @) se, e somente se,
0 I 0 I
I\ X|Y]| I 00 XT 1 =0
0 01 YT

ou seja

X+ X'+YTYy =0
Estas equagoes podem ser reescritas como

L
Tii = FY;
oY

Tij = YiYj — Tji

onde i > j. Portanto, Gen(Q) é coberto por abertos afins e tem dimensao

(m+1)(m+2)
2

(m+1)m

(m+1)(m+2) — 3

+(m+1)| =

(2) Seja n = 2m. Entao dim(E) = m + 1. Em raciocinio andlogo ao anterior
podemos determinar uma base de V tal que ¢, E e um (m + 1)-plano na

vizinhanga de E sejam dados pelas matrizes
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0 I
[I 0],[1|0Je[I|X]

respectivamente. Assim ¢’ = P (E’) é um gerador de @ se, e somente se,

L

ou seja

X+X"=0
Portanto Gen((Q) tem corbetura por abertos afins e tem dimensao

(m+1)m
2

Resta mostrar que Gen(Q) ¢ irredutivel se dim(Q)) ¢é par e consiste de duas
componentes irredutiveis de dim(@) é impar. Para tanto, observemos que
dados dois geradores distintos de @), eles pertencem a mesma vizinhanga afim
se, e somente se, existe um terceiro gerador disjunto de ambos.

Seja dim(Q) = 2m+ 1 e g = P(F) e ¢ = P(FE’) geradores distintos de
Q. Sejam C e C' espacgos lineares complementares a F N E' em E e em F’,
respectivamente, tais que £+ E' = ENE' © C @ C'. Temos que @[ ¢ nao-
degenerada, pois caso contrario £ ou £’ estariam contidos em um espaco linear
de dimensao estritamente maior que m+ 1 contido em () o que nao ocorre pois
Q@ ¢é suave. Consequentemente podemos escolher uma base de C' e considerar
a base dual para C’. O ortogonal (C' + C’ )L também é nao-degenerado para ¢
e ENE C (C®C")" éum subespaco maximal. Podemos escolher uma base
€1y Cmats f1y--s fma1,€0de V tal que ey, ... e, gera Cle,iq, ..., €ny1 geTa

ENE' fi,..., fms1 gera C' e ¢ tem a forma matricial

I 0

0 []
ou

o O =

0
0
1

O N O

Determinamos F' como o espaco linear gerado por

frets oo fmr €1+ fo,e2 — fres + fu, .o ear 1+ for e + forg

e finalmente, se r é impar, e, — %fr + eg. Segue que ¢” = P(F) esta contido
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em (), tem dimensao m + 1 e ndo intercepta E nem E'. [ ]
Passamos agora ao estudo de subespacos lineares de quadricas singula-
res. Tendo em vista os propositos deste trabalho, nos deteremos ao estudo de
quédricas singulares de P°, embora daremos algumas definicoes gerais.
Defini¢ao 1.1.3 ([17]) Uma variedade X C P" é um cone ao longo de O C X
se para todo o € O e todo z € X a reta ox esta contida em X. O é chamado
vértice de X.
Lema 1.1.2 ([10]) Uma quédrica @ C P" de posto k£ é um cone ao longo de
um (n — k)-plano A C Q C P" sobre uma quadrica suave em P*!.
Demonstragao: Seja () uma quadrica definida pela forma quadratica ¢ tal

que a matriz da forma bilinear simétrica b associada a ¢ tem posto k. As

equacoes
n+1
bl’ = Z bija:j = O
j=1
comi =1,...,k definem um espaco linear A de dimensao (vetorial) n—k+1,

que € o vértice de (). Seja Vi, um espaco linear k-dimensional disjunto de A e
denotemos por @ a intersecao Q) N V.

Afirmamos que @ ¢ uma quadrica suave contida em uma espago de di-
mensao (projetiva) k — 1. De fato: seja y € @ Por definicao, o espaco
tangente a () em y passa pelo vértice. Se V} estivesse contido neste espaco,
entao Vj interceptaria o vértice, pois um espaco de dimensao (projetiva) k — 1
e um espaco de dimensao n — k em um espaco de dimensao n — 1 se intercep-
tam. Portanto Vj intercepta o espaco tangente a () em y em um espago de
dimensao (projetiva) k — 2, isto é, o espaco tangente a QNQ em y tem dimensao
k—2= dim(@). Consequentemente y é um ponto suave de @

A reta Az + py ligando qualquer ponto z do vértice A a um ponto y de @

satisfaz a equacao

Ny + 22 uyTbz + 12270z = 0

para quaisquer valores de A, i, e portanto esta contida em (). Logo, @) é
um cone com vértice A sobre a quadrica suave @
[
Definicao 1.1.4 Uma quédrica ) cujo vértice A tem dimensao n — k é deno-
minada um (n — k)-cone. Uma quéadrica @ = @ NV, onde V,, é um espaco
linear k-dimensional disjunto de A, é chamada base de Q).

Como consequéncia do Lema 1.1.2 temos que os espacos lineares gerados
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por um ponto do vértice de um cone () e por um espaco linear contido em uma
base de () sao subespacos lineares de Q).
Observagao 1.1.2 Seja () um k-cone com vértice O e base uma quadrica ().
Os espagos de dimensdo méxima contidos em @ sao os (k + 1 + my)-espagos
ligando o vértice aos subespacos lineares de dimensao méaxima mg de uma base
de (), onde mg é a parte inteira de ”‘T’H

Dado um r-plano g C @, consideremos o espaco gerado por g e pelo vértice
O, o qual de acordo com [17], vamos denotar por g x O. A intersegao gy =

g*x 0Ny ¢é um gerador de )y e portanto tem dimensao no maximo igual a

n—k—2 n—k—2
2 2

s-plano de Qg e entao escolher um r-plano de gy * O.

. Seja s = min (’r, ) Para determinar g devemos escolher g, um
Vamos entao determinar os subespacos lineares dos 0-cones, 1-cones e 2-

cones de P°

Teorema 1.1.1 Seja () uma quédrica singular de P°.

(a) Se @ é um 0-cone, entdo Gen(Q) consiste de uma unica familia irredutivel

tridimensional de 2-planos.

(b) Se @ é um 1-cone, entao Gen(Q) consiste de duas familias irredutiveis

unidimensionais de 2-planos para cada ponto do vértice O.

(c) Se @ é um 2-cone, entao Gen(Q) consiste de uma unica familia irredutivel

de dimensao 1 de 2-planos.

Demonstragao: Primeiramente notemos que se () é uma quadrica singular

de dimensao 4, cujo vértice O possui dimensao 5 —k,3 < k < 5, entao (g tem

dimensao k — 2. Como @)y é suave, temos pela Proposicao 1.1.1 que )y nao

contem subespacos lineares de dimensao maior que % Portanto:

(a) Se k = 5,Qy ¢ uma quadrica de P* e contem uma tnica familia tridimen-

sional de retas. Os 2-planos de () sao portanto gerados por uma reta de ()g e

pelo ponto O. Logo, Gen(Q) consiste de uma tunica familia tridimensional de

2-planos que corresponde naturalmente a familia de retas de Q).

(b) Se k = 4, Qy é uma quddrica suave em P? e pela Proposi¢ao 1.1.1, Gen (Qg) =

Ag U By, onde Ag e By sao irredutiveis e unidimensionais. Um 2-plano de @)

é gerado por uma reta gy € Ay (ou By ) e por um ponto do vértice O. Sejam

A (respectivamente B ) o conjunto de 2-planos ¢ contidos em @ tais que a in-

tersecao go = g * O N Q) esta contida em Ay (respectivamente By ). Considere

as aplicagoes

a:A—Ay e b:B— By

que a cada g € A (respectivamente B ) associa o tnico gerador gy C Qg
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tal que g = (go,0) para algum o € O. Temos que as fibras a™' (go), g0 € Ao
(respectivamente b~ (o), go € By) sao dadas pela unidao de A, ’s (respectiva-
mente By ’s), parametrizada pelo vértice O = P!. O resultado segue.

(c) Se k = 3, entao o vértice O é um plano e @)y é uma conica de P2. Os 2-planos
de () sao dados por um ponto de )y e uma reta contida em O. Logo temos

uma familia de planos parametrizada por )y e, portanto, unidimensional.

1.1.1 Feixes de Quadricas

Definicao 1.1.5 ([2]) Seja N = ”(n;g) e considere PV como o espaco de

quéddricas em P". Um feixe de quadricas em P" é uma reta em PY. Denotare-

mos um feixe de quéadricas por P.
Segue da definicao anterior que o espaco de feixes de quéadricas é por
definigdo a Grassmanniana Gr(2, N + 1) de retas de PNT!1. Um feixe P €

Gr(2, N + 1) é usualmente dado como

P={XA+uB|(\:p) P}

onde A e B sdo matrizes simétricas (n + 1) x (n 4+ 1). Para qualquer
(Ao : po) € P, denotamos por Q Nosuo) OU Mais usualmente, de maneira nao-
homogénea por @),, (com um abuso de notagao), a quadrica de P" dada pela
matriz \gA + poB.
Observagao 1.1.3 Em [17] define-se um feixe de formas quadraticas como uma
reta projetiva P no espaco projetivo P (S?V'*) de formas quadraticas sobre um
espaco vetorial V. O feixe de quadricas associado é o feixe de hipersuperficies
quédricas com equagoes @y, A € PL
Definicao 1.1.6 ([17]) O conjunto de geradores de um feixe P consiste da
uniao de todos os geradores das quddricas @,, (Ao : 1) € P!. Mais precisa-

mente definimos o conjunto de geradores Gen(P) por

Gen(P) ={((A:1),E) | p» =0} C P} x Gr

onde Gr é a Grassmanniana GG ((%) +1,n+ l) e @, ¢ a forma quadratica
que define a quadrica Q).

Segue da Definigao 1.1.6 que a primeira proje¢ao Gen(P) — P! tem como
fibras as subvariedades Gen (Q,).
Definicao 1.1.7 ([2]) Um cone @, de um feixe de quadricas P é um cone
ordindrio se seu vértice é um ponto fora do lugar de base X. Caso contrario,

o cone é chamado cone excepcional.
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1.1.2 Simbolo de Segre

Definigao 1.1.8 ([3]) SejaP = { A+ uB | (A : p) € P'} um feixe de quédricas.

O discriminante do feixe P ¢é a forma binaria em (A : p) :

A=A\ p) :=det(AA+ uB)

Observemos que o discriminante do feixe depende da escolha das matrizes
A e B. As raizes do discriminante A, todavia, sao unicamente determinadas a
menos de um isomorfismo de P!. Em particular, as multiplicidades das raizes
de A sao unicamente determinadas. Mais ainda, A nao é identicamente nulo
se, e somente se, A é uma forma binaria de grau n + 1 se, e somente se, a
quadrica genérica do feixe é nao-degenerada.

Suponha que A nao é identicamente nulo e que (\g : pp) é uma raiz de A.
Pode ser que todos os subdeterminantes de \gA + poB de uma certa ordem
se anulem. Suponha que todos os subdeterminantes de A\gA + poB de ordem
n+1—d se anulem, para algum d > 0, mas nem todos os subdeterminantes de
ordem n — d. Isto significa que Q(xy:,) € um d-cone com vértice um subespaco
linear de dimensao d e base uma quadrica suave em um subespaco linear de
dimensao n — 1 — d.

Denote por [; a multiplicidade minima da raiz (Ao : po) nos subdetermi-
nantes de ordem n+ 1 —1¢,i = 0,1,...,d. Entao [; > l;;, para todo i e assim

€e; = lz — li—l—l > (. Temos:

AN, 1) = (Mo — Aop)™ - (Ao — Aopt)“ Ar(A, )

onde Ay (Ao, o) #0
Definicao 1.1.9 ([3]) Os ntmeros e; sao chamados nimeros caracteristicos
da raiz (g, io) e os fatores (Aug — Aopt)™ sdo chamados os divisores elemen-
tares do feixe P. Se(\; : ;) ,7 = 1,...,r sdo as raizes de A e e{),...,eéj 0s
nimeros caracteristicos associados a raiz (Aj : p;) e dy > dy > ... > d,, entdo
[(e(l), e e}h) , (6(2], e 7632) s (66, e ,egT)} ¢ chamado o simbolo de Segre
do feixe P. Os parenteses sao omitidos se d; = 1.

Sabe-se que dois feixes de quadricas P; e P, em P” cujos discriminantes tem
raizes (A} : i) e (A\? : p?) sdo projetivamente equivalentes em P" se, e somente
se, eles possuem o mesmo simbolo de Segre e existe um automorfismo de P!
levando (A} : pu}) & (A2 : p?) para todo i (ver [3]). Isto pode ser usado para defi-
nir uma forma normal para os feixes P cujo discriminante nao ¢ identicamente

nulo (ver [10]). Denote por (A —a1), (A —a2)?,..., (A —a,) os divisores
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elementares do feixe P. Entao as coordenadas podem ser escolhidas de tal
forma que P = A + puB com A = diag (Py,...,P.) e B = diag (Q1,...,Q.)

onde:

0 0 0 a 0 0 0 1
0 0 a 1 0 0 0
P, = Q=
0 a 0 0
a 1 0 0 10

sao matrizes de ordem e;. Os parénteses no simbolo de Segre estao em
correspondéncia 1 — 1 com os cones do feixe. Se (), é um cone no feixe cor-
respondendo a (e, ..., eq), dizemos que @, é um cone do tipo (eg,...eq). A
quadrica @)y é entao um d-cone e a correspondente raiz do discriminante A é
uma raiz de multiplicidade e := Z?:o e;. Por um abuso de notacao diremos
que (0 é um d-cone de multiplicidade e.
Definicao 1.1.10 ([3]) A intersecao de quaisquer duas quéddricas de um feixe
P é chamado lugar de base do feixe P, que serd denotado por X.

Em geral, neste trabalho assumimos que os feixes de quéadricas P sao ge-
rados pela quadrica de Pliicker G' e uma outra quadrica F' C P distinta de G.

Neste caso, o lugar de base X é um complexo quadratico de retas.

1.2 Generalidades sobre o complexo quadratico

de retas

1.2.1 A Grassmanniana de retas de P3

Nesta subsecao apresentaremos os principais resultados sobre a Grassmanniana
de retas de P?,Gr(2,4). A referéncia bibliogréfica utilizada ¢ [1].
Definigao 1.2.1 ([1]) A Grassmanniana de retas de P?, Gr(2,4), é o conjunto
de planos de C* que passam pela origem.

Um plano de C* passando pela origem pode ser dado por dois vetores L.I.
a; = (ai1,a12,a13,014) € ag = (Gg1, age, o3, azq). Assim representaremos um

plano A C C* gerado pelos vetores a; e ay pela matriz 2 x 4 :

a1; a2 Q13 Aaiq
A .
Q21 Q22 (A23 A4
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Como os vetores a; e as sao L.I. pelo menos um dos subdeterminantes
2 x 2 da matriz que representa a plano A é nao-nulo. Assim a Grassmanniana

Gr(2,4) pode ser coberta pelos abertos

Uz‘j = {A S G(2,4) | Q1025 — Q1;Q2; 75 O}

com i < j, ou seja, os abertos U;; C G(2,4) sao formados pelos planos de
C* cujas matrizes que os representam possuem subdeterminante 2 x 2 dado
pelas colunas 7 e j diferente de zero.
Teorema 1.2.1 ([1]) Existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos
de G(2,4) e os pontos (pia : P13 : P14 : P23 : Poa & P3a) € P, onde pij € o deter-
minante da submatriz da matriz que representa um plano A C C*, formada

pelas colunas 7 e 7, cujas ccordenadas satisfazem a seguinte equagao

PPy — Pi3Poy + Py Poz =0

Demonstragao: Ver [1]

Definigao 1.2.2 As coordenadas (p1a : P13 : P14 : Po3 © P2a : P34) a0 chamadas
coordenadas de Pliicker e a variedade de P° dada equacao do Teorema 1.2.1 é
chamada quédrica de Pliicker.

Observacgao 1.2.1 Neste trabalho utilizaremos também sistemas de coorde-
nadas em P° distintos das coordenadas de Pliicker, objetivando facilitar os
calculos no que desejamos provar em cada caso. Basicamente, faremos uso
também, segundo a terminologia classica, das chamadas coordenadas de Klein,
que denotaremos por (zq : g : T3 : x4 : x5 : Tg). Neste sistema de coordenadas

a equacao da quadrica de Pliicker é dada por

No Capitulo 3 utilizaremos as relagoes entre estes dois sistemas de coorde-
nadas, as quais estao descritas em [12], para cada Simbolo de Segre. O Teorema
1.2.1 afirma que toda reta de P? é parametrizada por um ponto da quédrica
G. Dado um ponto € G denotaremos por I, a reta de P? parametrizada por
x.

Sabemos da Proposicao 1.1.1 que G possui duas familias tridimensionais
de 2planos. Estas duas familias de planos parametrizam determinadas confi-
guracoes de retas de P3.

Uma das familias, que chamamos familia de a-planos, é dada pelos planos
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a(p), p € P?, o qual parametriza todas as retas de P? que passam pelo ponto

p. Esta configuracao é chamada estrela.
ps

Figura 1.1: Configuracao Estrela

A outra familia de planos, chamada de familia de [-planos é constituida
dos planos 3(h),h C P3, que parametrizam todas as retas de P? contidas no
hiperplano h. Esta configuracao é chamada de plano regrado.

As retas contidas em G sao de particular interesse neste trabalho. Elas
parametrizam uma outra configuracao de retas de P3 :
Proposigao 1.2.1 ([1]) Dada uma reta L C G, L parametriza o conjunto de
todas as retas de P? contidas em um plano e passando por um ponto. Esta
configuracao ¢ conhecida como feixe de retas de P3.
Demonstracao: Ver [1]

Assim, dada uma reta L contida na quadrica GG, associaremos a esta reta
o feixe de retas de P? passando pelo ponto p;, denominado foco do feixe, e
contidas no plano hr, chamado plano de feixe. Daqui por diante utilizaremos

esta notacao para nos referir a um feixe de retas.

ps
P3

S LS

Figura 1.2: Configuragao Plano Regrado

1.2.2 O complexo quadratico de retas e a superficie sin-

gular associada

Sejam G C P° uma quddrica suave que consideraremos como a quddrica de
Plucker, embora nem sempre com coordenadas de Pliicker, pois utilizaremos as
coordenadas mais adequadas ao contexto trabalhado, e F' C P° uma quadrica

suave distinta de G.
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Definicao 1.2.3 A intersecao completa X = F'N G parametriza um conjunto
de retas de P3, o qual é classicamente denominado complexo quadrético de
retas. Chamaremos a prépria variedade X de complexo quadratico de retas
ou simplesmente de complexo quadratico definido por F.
Observacgao 1.2.2 Vimos na Secao 1.1.1 que o lugar de base de um feixe
de quéadricas é dado pela intersecao de quaisquer duas quadricas do feixe.
Deste modo, podemos considerar o complexo quadratico de retas X como
o lugar de base do feixe de quddricas gerado pelas quadricas F' e G, P =
{AG + uF | ((X: p) € P'}. Salvo mengao contrdria, ao nos referirmos ao com-
plexo quadratico X o consideraremos como o lugar de base do feixe P.
Embora G e F sejam quadricas suaves, o complexo X pode conter singula-
ridades. Quando X é suave e em alguns outros casos que veremos mais adiante,
X nao contem 2-planos. Assim as intersegoes a(p) N EF,p € P> e B(h)NF,h C

P3 sao conicas e existem portanto trés possibilidades para cada uma delas:

ps
p3

=

1) F intercepta a(p) transversalmente. Neste caso, o lugar de retas em P3

Figura 1.3: Configuracao Feixe

passando por p é um cone com vértice p sobre uma conica nao-singular.

2) F intercepta a(p) em duas retas, isto é, a(p) é tangente a F' em um ponto.
Neste caso, o lugar de retas em P? corresponde & dois feixes de retas com foco
sobre o ponto p.

3)F intercepta «(p) em uma reta dupla, isto é, a(p) é tangente a F' ao longo
de uma reta. Neste caso, o lugar de retas em P? corresponde a um feixe duplo
com foco sobre o ponto p.

1) F intercepta $8(h) transversalmente. Neste caso, o lugar de retas em P3
contidas em h sao o conjunto de retas tangentes a uma conica suave contida
em h.

2') F intercepta B(h) em duas retas, isto é, 5(h) é tangente a F' em um ponto.

Neste caso, o lugar de retas em P? corresponde & dois feixes contidas no plano

h.
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3') F intercepta (h) em uma reta dupla, isto é, B(h) é tangente a I ao longo
de uma reta. Neste caso, o lugar de retas em P? corresponde a um feixe duplo
contido no plano h.
De uma maneira geral definimos:

Definicao 1.2.4 ([7]) Seja X = F N G um complexo quadrético de retas.
O conjunto S = {p € P? | rk(a(p) N F) < 2}, ou seja, o conjunto dos pon-
tos p € P? tais que ocorre o caso 2) ou o caso 3) descrito acima, ¢ uma
superficie em P3, nao necessariamente irredutivel, chamada superficie singu-
lar associada ao complexo X. O conjunto R = {p € P* | rk(a(p)NF) <1} é
um subconjunto algébrico de dimensao < 1 de S. Analogamente, o conjunto
S*={heP¥ |rk(B(h)NF) < 2}, isto ¢, o conjunto dos pontos h € P¥" tais

que a condigao 2’ ) ou 3’ ) ocorre é chamada superficie singular dual associada

a X. O conjunto de pontos h € P*" para os quais ocorre a condigao 3’ ) é
denotado por R*.

Um resultado que sera muito utilizado nos calculos feitos no Capitulo 3 e
também para mostrar que S é uma superficie de grau 4, diz respeito a intersegao
do complexo quadratico X com o espaco tangente a X em um ponto suave x:
Proposicao 1.2.2 ([7]) Seja X = F'N G um complexo quadratico de retas e

x € X um ponto suave. Entao a intersecao

T, XNX

consiste de no maximo 4 retas.
Demonstragao: Seja z um ponto suave do complexo quadratico X = FFNG.

Seja T, X o espacgo tangente a X em z. Temos que:

T XNX=T,GNGNT,FNF

Por [8] sabemos que T,G N G (respectivamente T, F N F' ) é um 0-cone
com vértice x e base uma quédrica suave € (respectivamente F ) de dimensao
2 contida em um 3-plano de T,G (respectivamente T, F' ) que nao contem zx.

Agora, como x é um ponto suave de X, a intersecao

GNF

consiste de quatro pontos. Logo

T, XNX

consiste das retas ligando um ponto da intersecao GNF ao ponto z. O
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resultado segue.

Proposigao 1.2.3 ([7]) S possui grau 4 e é singular ao longo de R.
Demonstracgao: Seja [, uma reta genérica do complexo X e suponhamos que

[, nao é tangente a S. Para todo ponto p € [, NS, temos:
epel,=x€ap)
e pc S = «ap) NF éuma conica singular.

Portanto, [, pertence a um ou a ambos os feixes com foco p, isto é, x pertence
a uma ou a ambas as retas a(p) N F.

Reciprocamente, qualquer feixe de retas em X que contenha a reta [, tera
seu foco sobre [, e consequentemente sobre [, NS. Deste modo, supondo que
a reta [, nao esta contida em dois feixes cofocais do complexo X, os pontos da
intersecao I, N S correspondem exatamente as retas L C X que passam pelo
ponto x.

Portanto, assumindo finalmente que 7,X N X nao contem componentes

multiplas, segue da Proposicao 1.2.2 que

degS=(,NS)=4

|
Notemos que, como T, X N X consiste de no maximo quatro retas, se uma
reta [, pertence a dois feixes com foco p, ou seja, se x corresponde ao ponto
de intersegao das retas de a(p) N F, entdo a reta [, intercepta em S em no
maximo outros dois pontos. Logo, [, é tangente a S.
Lema 1.2.1 ([7]) Seja z € X um ponto suave. A reta l, C P? parametrizada
pelo ponto x é tangente a superficie singular S se, e somente se, a reta dual
[z C P3* é tangente a S*.
Proposigao 1.2.4 ([7]) S e S* s@o superficies duais.
Demonstracao: Sejam p € S um ponto qualquer e h := T,(S) o plano
tangente & S em p. Sejam p* e h* o hiperplano e o ponto em P3* duais a p
e h, respectivamente. Considere o feixe {l,} de retas de P passando por p e
contidas em h. As retas duais {I*} formam um feixe de retas em P?* passando
por h* e contidas em p*. Mais ainda: como as retas [, sao, por construcao,
tangentes a S, entao, pelo Lema 1.2.1, temos que as retas [} sao tangentes a
S*. Consequentemente todo elemento do feixe {I% - S*} é singular, e, portanto,
pelo Teorema de Bertini eles sao singulares no lugar de base h* do feixe {I}}.
Logo, h* € S* e Ty« S* = p*.
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[ |

Para determinar a equagao de .S e mostrar que, de fato, S é uma superficie,
precisamos de alguns conceitos.

Definicao 1.2.5 ([7]) Para qualquer z € X, a reta [, ¢ chamada uma reta
singular do complexo X se ela é um elemento de dois feixes cofocais de X. Em
outras palavras se a(p) é tangente a F' em x para algum p € .

Se uma reta [, do complexo é singular em um ponto p, entao segue da
defini¢do da superficie singular S que p € S. Reciprocamente, para p € S\R
existe uma unica reta singular em p, a saber, a reta de intersecao dos feixes
cofocais correspondentes. Se p € R, qualquer reta [, passando por p sera
singular em p.

Definicao 1.2.6 ([3]) O conjunto ¥ = {x € X |l, é uma reta singular do
complexo X } é uma superficie em X, ndo necessariamente irredutivel, chamada
superficie singular em P? associada ao complexo X.

Lema 1.2.2 ([3]) Seja x € X.

i) Se z é um ponto suave de X, a reta [, é singular em exatamente um ponto
P E .

ii) Se x é um ponto singular de X, a reta [, é singular em qualquer ponto
pE L.

Demonstragao: i ) Sejam p # ¢ pontos distintos da reta [,. Como a(p)Na(q) =
x, 0 espago linear gerado por a(p) e a(g) em P é todo o espago tangente T,G.
Sendo x um ponto suave de X, temos T, F # T,G e, portanto, a(p) e a(q)
nao podem estar ambos contidos em T, F', isto é, [, é singular em apenas um
ponto.

ii) Se # é um ponto singular de X, entdao 7,G C T,F. Consequentemente,

para qualquer ponto p € I, temos «a(p) C T,G C T, F.
Como consequencia do Lema 1.2.2 podemos definir uma aplicagao

7 3\ Sing(X) — S

associando a cada x € X o tnico ponto p € S em que a reta [, é singular.
Lema 1.2.3 ([3]) Para qualquer ponto suave z € X as seguintes condigoes sao
equivalentes:
)zekX
ii) existe um y € G,y # x tal que T, F = T,G.
Demonstragao: i) = 4i) : Suponha que [, é singular em p € P3, isto é,

a(p) C T,F. Assim, desde que a(p) C G, temos que T, FF N G contem um



30

plano. Portanto, T, F' é tangente & G em um ponto y # x pois, caso contrario,
x seria um ponto singular de X.

ii) = i) : Suponha que T, F' = TG para algum y # x. Portanto, z € T,G
e a reta Ty C G. Consequentemente [, N1, = p para algum p € P3. Se
z € a(p) C G, entdo a reta zy é uma reta em G passando por y, ou seja,
z € T,G. Portanto, a(p) C T,G =T,F. Logo, [, é singularempez € ¥X. =
Teorema 1.2.2 ([7]) Seja H a quadrica definida pela matriz simétrica H =
FG7'F. Entao

YX=FNGNH

Demonstragao: Seja x = (zg: 1 : Ty : T3 : 24 : T5) as coordenadas de PPe

suponha que GG e F sao dadas por

(Qr,z)=0e (Q'z,x) =0

respectivamente, onde () e Q' sdo as matrizes simétricas associadas as
quidricas G e F. Em termos das coordenadas z* de P°* o mapa de Gauss

aplicado a G e F' é dado por

T =Qrex =Qx

As hipersuperficies duais G* e F* C P°* sao entdo dadas por

G = ((z",Q '2") =0) e F* = ((2*,Q"'2*) =0)

(ver [7], pdg. 188). Seja x € F e suponha que T,F' seja tangente a G.
Entao (z*,Q 'z*) = 0, onde z* = Q'z. Daf temos (Q'z,Q7'Q'z) = 0. Mas
Q! e Q' sdo matrizes simétrica e portanto (Q'z, Q7 'Q'z) = (Q'Q'Q'z, x).
O resultado segue.

|

Facamos uma escolha de coordenadas tal que a matriz que define a quadrica
G satisfaca G = G™'. Vamos mostrar que a aplicagio 7 : X\ Sing(X) — S
pode ser usada para calcular a superficie S.

Proposigao 1.2.5 ([3]) Para qualquer € X\ Sing(X) o ponto Fx pertence
a G e a aplicagdo 7 : ¥\ Sing(X) — S é dada por 7(z) = I, N lp,.
Demonstracao: Suponha que z € ¥ é um ponto suave de X. Como G = G,

pelo Teorema 1.2.2 o ponto x pertence a X se, e somente se,

t'Gr=0,2"Fr=0e 2’ FGFz = 0.
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A 1ltima equagao pode ser vista também como (Fz)"G(Fz) = 0, donde
segue que F'x pertence a G.

Agora com as coordenadas Y = (Y} :Yy:Y3:Y,:Y5:Ys) de P°,(Fz)TY
é a equacao de T, F assim como ¢é a equacao de Tr,G. Consequentemente
T, F = Tp,G. Portanto segue da demonstracao do Lema 1.2.2 que o ponto de
intersecao das retas [, e [px é o ponto em que a reta [, é singular, ou seja,
m(x) =l N lp,.

1.2.3 A variedade de retas do complexo quadratico

Nesta subsegao estudaremos uma variedade contida na Grassmanniana G(2, 6)
de retas de P°, de fundamental importancia para os propésitos deste trabalho.
Definicao 1.2.7 Seja A = {L € G(2,6) | L C X}. A é chamada variedade de
retas de X.

Proposicao 1.2.6 A é uma variedade suave e um recobrimento duplo da
superficie singular S, ramificado nos pontos de R.

Demonstragao: Para a demonstracao de que A é suave sugerimos [7], pagina
778 .

Por outro lado, considere a aplicacao

j:A— S

que a cada reta L C X associa o foco py do feixe parametrizado por L.
Dado um ponto p € S\R existem duas retas que parametrizam feixes com
focos p, a saber as retas da intersegdo a(p) N F. Agora se p € R, existe uma
tnica reta (dupla) parametrizando um feixe com foco no ponto p. Logo, a
aplicacao j descreve A como um recobrimento duplo da superficie singular S

ramificado nos pontos de R.
Analogamente podemos considerar a aplicagao

j i A— S*

que associa a cada reta L C X o plano hy do feixe parametrizado por L.
Como antes podemos mostrar que j' descreve A como um recobrimento duplo
de S* ramificado nos pontos de R*

Temos portanto as involucoes
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1:A— A

que a cada L € A associa o unico outro feixe i(L) cofocal com L, e

i A— A

que a cada L € A associa o tnico outro feixe ¢'(L) coplanar com L.
Teorema 1.2.3 ([7]) A é uma variedade abeliana.

No proximo capitulo descreveremos detalhadamente uma familia de cur-
vas contida na variedade A. La abordaremos também mais alguns resultados

referentes ao complexo quadratico de retas.

1.3 Nogoes de (semi) estabilidade da G.I.T.

Nesta se¢ao abordaremos as nogoes de (semi) estabilidade da Teoria Geométrica
dos Invariantes (G.I.T) necessarias a compreensao de algumas aplicagoes que
faremos no Capitulo 4. Nosso objetivo é descrever detalhadamente o Critério
de Estabilidade de Hilbert-Munford e aplicé-lo para determinar a (Semi) Esta-

bilidade de Complexos Quadraticos, Superficies Singulares e Feixes de Quadricas.

1.3.1 O Critério de Hilbert-Munford

Defini¢ao 1.3.1 ([16], pag.70) Seja G um grupo algébrico agindo sobre uma
variedade X. Um bom quociente de X por G é um par (Y, ¢) onde Y é uma
variedade e ¢ : X — Y é um morfismo afim que satisfaz as seguintes condigoes:
(a) ¢ é G-invariante, isto é, ¢(gx) = ¢(x),Vg € G;

(b) ¢ é sobrejetivo;

(c) se U é aberto em Y, entao ¢* : A(U) — A(¢~1(U)) é um isomorfismo de
AUY em A (67 ()%

(d) se W C X é subconjunto fechado G-invariante, entao ¢(W) C Y é fechado;
(e) dados x,y € X, entdo ¢(x) = ¢(y) se, e somente se, O(z) N O(y) # 0.
(

Y, ¢) é um espaco de 6rbitas se, além das condigoes (a) e (b), satisfaz ¢~ (y)

consiste de uma tunica 6rbita. Um bom quociente que é ainda um espago de
orbitas é chamado quociente geométrico.

Defini¢ao 1.3.2 ([16], pdg.73) Uma linearizacdo de uma acdo de um grupo
algébrico G sobre uma variedade projetiva X C P" é uma acao linear de G
sobre k"' que induz a acdo dada sobre X. Uma acao linear de G sobre X ¢é

uma acao de G junto com sua linearizagao.
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Defini¢ao 1.3.3 ([16],pag.73) Seja X uma variedade projetiva em P". Para
qualquer acao linear de um grupo redutivel G sobre X, um ponto z € X ¢
chamado

- semi estavel se existe um polinomio homogéneo invariante f de grau > 1
tal que f(x) # 0;

- estavel se dim(O(z)) = dim(G) e existe um polindomio homogéneo invariante
f de grau > 1 tal que f(z) # 0 e a agao de G sobre Xy :={z € X | f(x) # 0}
¢ fechada.

Denotaremos o conjunto dos pontos estaveis (respectivamente semi estéveis)
de X por X ( respectivamente XSS).

Teorema 1.3.1 (Teorema Fundamental da G.I.T, [16], pdg.74) Seja X C P"
uma variedade projetiva. Se G é um grupo redutivel que age linearmente sibre
X, entao:

(1) existe um bom quociente (Y, ¢) de X% por G e Y é uma variedade proje-
tiva.

(2) existe um aberto Y* tal que ¢~' (V¥) = Xfe(Y®, ¢) é um quociente
geométrico de X por G.

Infelizmente, o céalculo de invariantes é extremamente dificil e pode ser
feito apenas em alguns poucos casos. Neste sentido apresentamos a seguir
um critério para estabilidade que evita o calculo dos invariantes, o Critério de
Hilbert-Mumford.

Vamos supor que X é uma variedade projetiva em P" e que GG é um grupo
redutivel que age linearmente sobre X.

Defini¢ao 1.3.4 ([16], pdg.103) Um subgrupo a l-parametro (1-PS) de G é
um homomorfismo nao-trivial (de grupos algébricos) A : k* — G.

Ser4 conveniente identificar £* com um subconjunto de P!, identificando o
ponto a € k com o ponto (1 : a) € P! e escrevendo oo para o ponto (0 : 1) € PL.
Notemos que um morfismo ¢ : k* — X pode ou nao se estender aos pontos 0
e 00, mas se existe a extensao a algum destes pontos ela é tinica. Deste modo,
se X ¢ uma variedade quasi-projetiva em P", entao ¢ sempre se estende a um

morfismo

6Pl X

onde X denota o fecho de Zariski de X em P" Disto podemos deduzir
(a) qualquer ponto de ¢ (k*) — ¢ (k*) é igual a lim;_,o ¢(t) ou a limy_,o ¢ (%);
(b) ¢ é préprio se, e somente se, lim; g ¢(t) e lim;_,, ¢(t) ndo existe ( em X).

Agora seja A um 1-PS de G. Sabemos que existe uma base e, ..., e, de



34

E™+ tal que

A (t) € = " €;

para alguns inteiros ;. Se 7 € k" é dado por 7 = X7;e;, entao

Definimos:

p(z, ) = max {—r; : T; # 0}

Notemos que

pu(x, A) > 0 <= lim A\(f)Z nao existe
t—0

p(z, A) >0 <= lim \(t)Z # 0 (se ele existe).
t—0

No que segue mostraremos a rela¢ao entre a definicdo de um ponto (semi)
estavel x de uma variedade X C P" sob a acao linear de um grupo redutivel
G (Definigao 1.3.3) e o valor de p(z, A) onde A é um 1-PS de G.

Lema 1.3.1 ([16], pdg. 101) Seja x € X e T € k™" um levantamento de .
Entao:

(a) = é semi estavel se, e somente se, 0 ¢ O(Z);

(b) z é estavel se, e somente se, 0 morfismo

oz G — k"
oz(9) = gz

é proprio.

Demonstragao: (a) Seja x € X um ponto semi estavel e considere f um
polinémio homogéneo invariante de grau > 1 tal que f(z) # 0. Temos que
f(@) # 0 e como f é invariante, segue que f(y) # 0 para todo y € O(Z).
Portanto 0 ¢ O(Z).

Reciprocamente, se 0 ¢ m, entao existe um polinomio invariante f,
tal que f(0) = 0 e f(O(Z)) = 1 (pois {0} e O(Z) sdo subconjuntos fechados
invariantes de X disjuntos). Assim, f tem termo constante igual & 0 ; portanto
alguma parte homogénea de f de grau > 1 deve ser ndo-nula em Z. Logo x é
um ponto semi estavel.

(b) Para qualquer polindmio homogéneo invariante f de grau > 1 tal que

f(z) # 0, considere o morfismo
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(02);: G — P}
(02); (9) = g
Afirmagao:

x é estavel < o3 é proprio

é equivalente a

(02); € préprio < oz é proprio.

De fato: se x é estavel, existe um polinomio f nas condi¢oes anteriores tal

que (o) ; ¢ um morfismo préprio. Portanto se

(02)  préprio = oz proprio

temos

x estavel = oz proprio.

Por outro lado, se oz é préprio, entdao O(Z) é fechada e deste modo, pelo
item (a), x é semi estavel. Assim, existe um polinémio homogéneo invariante
f de grau > 1 tal que f(z) # 0 e consequentemente, se (o) f é proprio, entao
x ¢ estavel.

Portanto é suficiente mostrar que

(02) s € préprio < oz é préprio.
Para tanto seja o = f(Z) # 0 e considere
Zo :={y € k" | fly) = a}
Temos o morfismo
T2y — P
induzido pela projegao natural k"' — {0} — P" e o morfismo
(O‘g)f G — Za

(th\)f (9) = g%

tais que
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(O'x)f =To (0'55>f

7 é um morfismo finito e consequentemente é proprio. Portanto, segue das

propriedades de morfismos préprios que

oz é préprio & (0z), ¢ préprio < (0;), ¢ proprio.

u
Proposicao 1.3.1 ([16], pdg.104) Seja G = k* e denotemos por A; e Ay 0s
1-PS de G dados por A (t) = ¢, A\o(t) = ¢t~!. Entao:

(i) « é semi estdvel se, e somente se, p(x, A1) >0 e p(z, A2) > 0;
(ii) « é estével se, e somente se, p(x, A1) >0 e u(z,A2) > 0.

Demonstragao: Pelo Lema 1.3.1 temos que

x ¢ semi estavel < 0 ¢ O(7) < limy,ot.Z #0 ¢
lim 00 t.7 # 0 < pu(x, N\) >0 e pu(x, Ay) > 0.

X é estdvel < oz 6 proprio < limy_,¢ .7 e lim;_, o t.7 nao existem

< pu(x,N) >0e p(x, ) > 0.

]
Em geral, segue do Lema 1.3.1 que um ponto (semi) estavel de X para
a agdo de um grupo G é necessariamente (semi) estavel para a acao de k*

induzida por qualquer 1-PS. Consequentemente, pela Proposicao 1.3.1

x semi estavel = p(z, ) > 0 para todo A 1-PS de G.
x estavel = u(x, A) > 0 para todo A1-PS de G.

A seguir damos o Critério de Hilbert-Mumford:
Teorema 1.3.2 ([16], pdg. 105) Seja G um grupo redutivel agindo linearmente

sobre uma variedade projetiva X em P". Entao

x é semi estdvel < p(z, \) > 0 para todo \1 — PS de G.
x é estavel < u(x,\) > 0 para todo \1 — PS de G.

Demonstracao: Ver [16], pag. 106 e seguintes.

Observacgao 1.3.1 Segue da definicao que

w(gz, A) = p (z, g~ Ag)
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para qualquer g € (. Isto assegura que podemos substituir A por um
conjugado conveniente a fim de efetuar os célculos. Em particular, para G =

SLy,, ¢ um fato bem conhecido que todo 1-PS é conjugado de um da forma

A(t) = diag (70,47, ... ")

com

Xri=0,r0 >1r1 > ... 2> "y

e nem todo r; nulo.

Segue da Observagao 1.3.1 que
Proposicao 1.3.2 ([16], pdg. 108) Considere a agao linear de SL,, sobre uma
variedade projetiva X. Um ponto x € X é estavel (semi estdvel) para esta
acao se, e somente se, p(gz, A) > 0(> 0) para todo g € SL,, ¢ todo 1-PS A de
SL,, da forma

diag (¢, ¢, ... t"™1)

1.3.2 Semi estabilidade de Complexos Quadraticos, Su-

perficies Singulares e Feixes de Quadricas

Nesta subsecao determinamos os Complexos Quadraticos de Retas e as Su-
perficies Singulares semi estaveis com respeito a agao dos convenientes grupos.
Fazemos também uma breve exposi¢ao sobre o espaco de Moduli de formas
binarias de grau 6 .
Complexos Quadraticos de Retas

Seja G C P® uma quddrica suave. Considerando o espaco projetivo P?°
como o espaco que parametriza as quadricas em P°, um complexo quadratico
de retas é dado por uma reta em P2 passando por G. Deste modo, o espaco

de complexos quadraticos de retas pode ser considerado como a subvariedade
fechada

LC ={L € Gr(2,21) |G e L}

da Grassmanniana de retas de P2,
Definicao 1.3.5 Dois complexos quadraticos X; e X5 sao isomorfos se existe
um automorfismo A de P° com X, = A (X)).

Temos que o grupo de automorfismo de P5 que fixa a quidrica G é, por
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definigao, o grupo PSO(G) = PSO(6,k). Trabalhamos, na verdade, como
o recobrimento finito SO(G). Consequentemente, temos uma agao do grupo
redutivel SO(G) sobre a variedade projetiva LC' e como LC' admite um fibrado
de retas SO(G)-linearizado, a nogao de semiestabilidade estd bem definida para
complexos quadraticos de retas.

Sejam G e G’ as matrizes da quéadrica de Pliicker em relacao a dois sistemas
de coordenadas de P5. Suponhamos que det(G) = det (G') = 1 (normalizando
as matrizes se necessario) e sejam SO(G) e SO (G’) os correspondentes grupos.
Denotemos por A a matriz de mudanca de coordenadas tal que ATGA = G'e

AT = A~'. Entao a aplicacao

SO(G) — SO (G
qgr—r ATgA

¢ um isomorfismo de grupos.

Assim, sem perda de generalidade, podemos escolher as coordenadas de P°
de tal modo que a matriz de G é a matriz identidade Is. Na terminologia
classica essas coordenadas sao chamadas de coordenadas de Klein. O grupo
SO(G), nesse caso, coincide com o grupo ortogonal SO(6).

Proposigao 1.3.3 ([3]) Seja Sy o espaco de quadricas em P° com traco 0.

Existe um isomorfismo canonico

. LC— 9

compativel com as agoes de SO(G) e SO(6), onde SO(6) age em Sy por
(g9, M) — g"Mg. Em particular, a variedade de complexos quadréticos de
retas ¢ isomorfa a P,

Demonstracao: Seja X = F'N G um complexo quadratico e escolha P? com

coordenadas de Klein. Entao o feixe de quadricas associado
Pz{AF—i—uG!(A:u)EPl}

contem exatamente uma quadrica de traco 0 , a saber:

tr(F')

Fo=F— G

que nao depende da escolha de F. Reciprocamente, se Fy é uma forma
quadrética nado-nula de trago 0 , entao Fy e G (Ig) sdo L.I. e consequentemente

determinam um complexo quadratico de retas. As aplicacoes
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O X —

U Fyes X

sao inversas uma da outra e determinam o isomorfismo canonico como afir-

mado.

Se g € SO(G) temos

(g(X))=g"Fg— MgTGg =g" (F — tr((),F) G) g=g"®X)g

Por outro lado, se h € SO(6), temos

U (R"Foh) = b (¥ (Fy)) h

Logo, o isomorfismo ® é compativel com as agdes de SO(G) e SO(6).
Por fim, como Sy = P!, a variedade de complexos quadraticos LC também

0 é.

Segue diretamente da proposigao anterior que
Corolario 1.3.1 Um complexo quadratico é semiestavel com respeito a acao
de SO(G) se, e somente se, a quadrica associada de trago 0 em P° é semiestdvel
com respeito a agao de SO(6).
Proposigao 1.3.4 ([3]) Seja

6
F = Z fij.’ll'i.’ll'j

i.j=1
com fi; = fj para i # j uma quddrica em P°. A quddrica F' é ndo semi
estdvel com respeito a acdo de SO(6) se, e somente se, ela é equivalente sob

esta agdo a uma quadrica @ = (¢;;) com

gij =0 paratodo1 <7, <3equ=0qi5=0q6=0qs=_0q6=0qs=0

Demonstracao: Considere P° com coordenadas de Pliicker. Neste caso temos
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I 0

1,x§1) ,comzx; € C* formam o

Entao as matrizes diag (ml,xg,xg,xl_l,x;
toro maximal de SO(6). Isto e a forma do grupo de Weyl de SO(6) implicam

que todo 1-PS de SO(6) é conjugado a um da forma

A:C — S0(6)
t > diag (£1, 72,7 74, ¢75 17°)
com inteiros 71 > 1o > 1r3 > 0ery = —ry, 15 = —7r9,17¢ = —73 agindo
sobre o espago das quadricas de maneira usual. Em particular ele age sobre o

monomio z;z; de grau 2 por

A(t) (xjzy) =t "z, paral >4 > 5> 6

Temos p(F, \) = max {r; +r; | fij # 0} e, pelo critério de Hilbert-Mumford,
é suficiente mostrar que para a quadrica ) = (g;;) do enunciado existe um A
como anteriormente com p(Q, ) < 0 se, e somente se, os coeficientes ¢;; = 0
na afirmacao da proposicao se anulam.

Suponha que exista um 1-PS X tal que u(Q, ) < 0. Neste caso, os coefi-
cientes mencionados se anulam, pois caso contrario terfamos p(Q,A) > 0. De
fato: como r; > ry > 13 > 0, temos r; +1r; > 0 para todo 1 <4, j < 3 e conse-
quentemente se ¢;; # 0 para algum 1 < ¢, 5 < 3, deverfamos ter pu(Q,\) > 0.

Temos também

Qa7 0= p(Q,A\) > 11 +74=0

qi5 # 0= p(Q,A) >ri+r5 =11 —12>0

Q16 # 0= p(Q,\) >r1+re=r1—13>0
Gos # 0= pu(Q,\) > rg + 15 =0

G20 # 0= p(Q,A) = r
36 7 0= p(Q,

Reciprocamente, suponha que

+7“6:7"2—7“320

>>7’3+7”6:0

¢ij = O paratodo1 <17, <3equ=0qi5=q6=Gqs=0qw=0¢s =0

Entao a quadrica () possui equagao
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6
Q) = 2qo4TaTy + 2q3473T4 + 24357375 + Z qijTiZ
ij=4
Tomando r; = 3,7, = 2 e r3 = 1 temos
w(Q, A) = max (2ry, 2rs5, 216,74 + 15,74 + 76,75 + T6, T2 + T4, 73 + T4, T3 +75) =
-1<0
]
Corolario 1.3.2 ([3]) Um complexo quadratico X é semi estdvel com respeito
a acao de SO(G) se o discriminante A(X) possui pelo menos duas raizes
distintas, isto é, se seu Simbolo de Segre consiste de pelo menos 2 parénteses.
Demonstragao: Pela Proposigao 1.3.3, um complexo quadratico em coorde-
nadas de Klein é semi estavel se, e somente se, a quadrica de traco 0 ®(X)
é semi estavel. KEscolhendo coordenadas de Pliicker a afirmacao permanece

verdadeira, pois a matriz de mudanca de coordenadas A satisfaz AT = AL

0 I
G= ’
Is 0
Seja Iy a matriz ®(X) transformada em coordenadas de Pliicker, isto é,

Fp= ATH(X)A

Pelas Proposicoes 1.3 .3 ¢ 1.3 .4 X ¢é nao semi estavel se, e somente se, Fj

Entao G é dada pela matriz

é equivalente, sob a agdo de SO(6), a uma matriz da forma

0000 0
0 0 0 = 0
000 % % 0
0 * * % * x
0 * ok kX
0 0 x % %

Como as multiplicidades das raizes de A(X) permanecem iguais sob uma
mudanca de coordenadas, podemos assumir que F é desta forma. Mas entao

A(X)(\, ) = A®. Em particular, A possui uma tnica raiz.

Superficies Singulares

Seja
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S = Z aioimigméoa:’fa:?x?
io+i1+intiz=4
uma superficie quartica em P3. Definimos classes de isomorfismo da superficie
S da seguinte maneira
Definigao 1.3.6 ([3]) Duas superficies quarticas S e S’ em P? sao isomorfas
se existe ¢ € SL(4) tal que p(S) = 5"

Segue da Definicao 1.3.6 que o grupo SL(4) age sobre o espago projetivo
P3* que parametriza todas as superficies quarticas de P3. O fibrado de retas
L = Ops(4) | S é SL (4)-linearizavel e, portanto, podemos falar de semi
estabilidade de pontos de P34,

Lema 1.3.2 ([3]) Uma superficie qudrtica em P? é semi estdvel com respeito

a agao de SL(4) se, e somente se, ela nao é isomorfa a uma quartica

_ E 00,001 002,03
S - Qigirigis Ty L1 Lo Ty

i0+i1+ia+iz=4

satisfazendo

Q4000 = A3100 = A3010 = @2200 = A2110 = A2101 = A2020 = Q2011 = A2002 = A1300 =

1210 = 1201 = A1120 = a1111 = 0.
Demonstracgao: Considere o 1-PS
A:C"— SL(4)
t — diag (", t™, "2, 1)

com inteiros 19 > 11 > ro > 13, 1; = 0 agindo sobre o espago P3* de

quérticas em P? de maneira usual. Em particular, a acao sobre o monoémio de

grau dzgx' vy ey é dada por

10 .01 202 .03 __ 4—(rofo+rit1+raia+r3iz) .00 .01 .02 .03
At) (z@aafay) =t v xi Ty wy

Definimos

p(S, ) = max {roip + 7191 + roda + r3i3 | Gigiyini; 7 0}

Pelo Critério de Hilbert-Mumford é suficiente mostrar que, para uma dada
quértica S, existe um 1-PS tal que p(S,\) < 0 se, e somente se, os coeficientes

da afirmacao do lema se anulam.
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Argumento anédlogo ao que utilizamos na demonstragao da Proposicao 1.3.3
mostra que, se existe um 1-PS A tal que p(S,A) < 0, entdo os coeficientes

mencionados se anulam. Por exemplo, se asgg; # 0 teriamos

(S, A) >3rg+ryg=(rg—1r1)+ (ro —r2) >0

Reciprocamente, suponhamos que todos os coeficientes afirmados se anulem
e assumamos 19 = 8,7 = —1,79 = =3 e r3 = —4. Entao u(S,\) =—-1<0eo
resultado segue.
[ |
Proposigao 1.3.5 ([3]) Uma superficie quartica S C P? é semi estével com
respeito a acao de SL(4) se, e somente se, ndo admite um ponto triplo cujo
cone tangente é um cone sobre uma cibica plana cuspidal (possivelmente de-
generada).
Demonstracao: Pelo Lema 1.3.2, uma superficie quartica S C P3? é semi

estdvel se, e somente se, é isomorfa a uma quartica S’ dada pela equacao

4 3 2 9 3 3 2
Qpp04T3 + Apo13T2T3 + Ao22T5T3 + Gpp31T5X3 + Ap103T1L3 + Ao112L1T2T3+
2 3 2 92 2 2 92 3
p121L1T9T3 + Ap130T1T5 + Ap202L1T3 + Go211T]T2T3 + Qp220L5T3 + Gp301T] L3
3 4 3 2 2
+a0310T]T2 + Goa00T1 + A1003T0T3 + A1012L0T2T3 + A1021ToToL3

3 2
+a1030T0T5 + a1102Tox175 = 0.

Claramente S” possui um ponto triplo em ¢y = (1 : 0 : 0 : 0) cujo cone

tangente T'C' (ey) é dado, em coordenadas y; = ;‘—0,2 = 1,2, 3, pela equacao

TC (e) = a1102y1y§ + a1osoy§ + a1021y§y3 + a1012y2y32, + a1003y§’

Considerado como uma curva plana projetiva, T'C' (¢p) é uma ctibica com
uma cispide em (1 : 0 : 0) (ou uma degeneracao dela). Como S e S’ sdo
isomorfas, a quartica S tem o mesmo tipo de singularidade.

Reciprocamente, como todas as cuibicas planas cuspidais irredutiveis sao
isomorfas, toda superficie quartica S C P* com uma singularidade desse tipo é
isomorfa a uma superficie S’ C P2 com um ponto triplo em (1:0:0:0) cujo cone
tangente é da forma anterior. Pelo Lema 1.3.2, concluimos que S é nao semi

estavel. O mesmo argumento trabalha as degeneracoes.
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Feixes de Quadricas
Como vimos na Definicao 1.1.5, um feixe de quddricas em P° é uma reta
no espago projetivo P?. Considere o grupo Si(C) e sua agdo sobre Gr(2,21)

dada por

o: Slg(C) x Gr(2,21) — Gr(2,21)
(T,P) T oP = ATAT" + uTBT"
onde A e B sao matrizes simétricas com P = {\A + uB | (A : u) € P'}. Pen-
sando em Gr(2,21) mergulhada no espago projetivo via o mergulho de Pliicker
temos as nogoes de (semi)-estabilidade da G.I.T. para feixes de quadricas em
P°. Nosso objetivo é descrever os feixes de quddricas de P° (semi)-estéveis.
Seja V = C*' o espago vetorial das quddricas em P° e P(V x V) a projeti-

vizagao do espago vetorial V' x V. Defina

S,={(A,B)eP(V xV)|Ae Bsao L.l }

Lema 1.3.3 O aberto S,, ¢ um PGly(C)-espago (ou Sly(C)-espago) com a agao

¢ : PGly(C) x S, = S,
o(a, (A, B)) = (a1 A+ az B, a19A + ag B)
Mais ainda: (S, ), onde 7 : S,, = Gr(2,21) é dada por 7(A, B) = AA + uB,
é um PGly(C)-fibrado principal sobre Gr(2,21)
Demonstracao: [2].

Segue do lema anterior que

Gr(2,21) ~ S,/ PGl

Lema 1.3.4 A agao de Slg sobre Gr(2,21) se levanta a uma agao sobre S, e

essa acao comuta com a agao de Sly(C).

Demonstragao: Se T' € Slg(C) defina T' o (A, B) := (TAT*, TBT"). Temos:

Ton(AB) = To (A + uB) = \TAT' + uTBT' = 7 (TAT", TBT") =

7(T o (A, B)).

Além disso:

o(la,To(A,B)) = (a, (TATt, TBTt)) = (OznTATt + anTBT", a1, TAT +
OJQQTBTt) = (T (OénA + Oéng) Tt, T (OélgA + 05228) Tt) =To (QO(Oé, (A, B))

O resultado segue.
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Defina
W, ={(A,B) € S, | tk(AA+ uB) =6, (X : p) € P' genérico }

Lema 1.3.5 W,, é um PGly(C)-fibrado sobre um aberto de Gr(2,21).
Demonstragao: [2].
Teorema 1.3.3 (A, B) € W, ¢ estdvel (respectivamente semi estdvel) com
respeito a acao de Slg(C) x Sly(C) se, e somente se, o feixe P = w(A, B) é
estavel (respectivamente semi estavel) com respeito a agao de Slg(C).

Vamos entao analisar a (semi)-estabilidade dos pontos de W,.
Definicao 1.3.7 Se (4, B) € S,, definimos o discriminante de (A, B) por

D(A, B) := det(\ + uB)

Observe que se (A, B) € W, entdao D(A, B) é uma forma binaria de grau 6
. Temos:

Lema 1.3.6 A aplicacao discriminante

D W, = Ps

¢ um morfismo préoprio e sobrejetivo, equivariante com respeito a acgao de

Sls(C)x Sly(C) onde Slg(C) age trivialmente sobre Pg.

Teorema 1.3.4 (i) (A, B) € W, é semiestavel se, e somente se, D(A, B) nao

admite raizes de multiplicidade maior que 3 .

(ii) (A4, B) € W, é estavel se, e somente se, D(A, B) ndo admite raizes multiplas.
O Teorema 1.3.4 é analogo a:

Teorema 1.3.5 (i) Um feixe P é semiestavel se, e somente se, seu discriminante

nao admite raizes de multiplicidade maior que 3 .

(ii) Um feixe P é estédvel se, e somente se, seu discriminante nao admite raizes

multiplas.

Formas binarias de grau 6

Dada uma forma binéria

6
f(z,y) = Z a;z'y’
i=0

com a; € C, denotemos por Pg 0 espaco que parametriza tais formas. Se

o= ( B ) € Sly(C)

Q21 (g2
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definimos uma agao de Sly(C) sobre Pg da seguinte forma:

ao f(x,y) = f (o112 + 12y, a1 + asoy)

Como Si3(C) é um grupo algébrico redutivel ([14], secao 4.5) e a agdo o é
uma acao linear, podemos aplicar o critério de estabilidade Hilbert-Mumford
para mostrar que
Teorema 1.3.6 ([15]) Uma forma bindria f de grau 6 é estavel (respectiva-
mente semi estavel) se, e somente se, f nao admite raizes de multiplicidade
maior ou igual & 3 (respectivamente maior que 3 ).

No que segue mostramos que o espaco de Moduli das formas binarias de
grau 6 semi estéveis é isomorfo ao espaco projetivo ponderado Proj (C [y1, y2, U3, ¥s))

Denotemos por (Pg)** (respectivamente (Pg); ) o conjunto das formas
bindrias de grau 6 semi estaveis (respectivamente estdveis). Da Teoria Geométrica
dos Invariantes sabemos que o quociente categdrico de (Pg)*® por Sly(C) é uma
variedade projetiva, a qual denotaremos por ﬂg e o morfismo ¢ : (IP’6)SS —

ﬂg aplica (IP’6)§ sobre o aberto M§. Na verdade, temos

4 (M) ~ 4 ((Pﬁ)“)%(@)

isto é,

—b i Si3(C)
M = Proj (A <(P6)SS> )
Si2(C)

Vamos entao descrever o anel de invariantes de séxticas bindrias A (Pg) .

Sejam (v; : ;) € P! as raizes da séxtica bindria

6
fla,y) = aa'y™
1=0

Assim f pode ser escrita como

6 6
VA
fla,y) =[]z —viy) = papa . s [ | (x - 4y)
i=1 i=1
Temos ay = pipis ... g € Z—é,z’ =1,...,6 sao as fungoes simétricas elemen-
tares das raizes ;VT (a menos de sinal). Para simplificar a nota¢ao denotemos

por (ij) := p;v; — v;p; e consideremos as expressoes:
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A := mondmio simétrico gerado por aj(12)%(34)%(56)>
B := mondmio simétrico gerado por ag(12)*(23)*(31)*(45)*(56)*(64)*
C := monomio simétrico gerado por
ag(12)%(23)%(31)*(45)%(56)%(64)*(14)*(25)*(36)*
D :a’ [ [ (5)°
i<j

De acordo com o teorema fundamental sobre fungoes simétricas, os monomios
A, B,C e D podem ser expressos como polindmios homogéneos de graus 2,4, 6
e 10, respectivamente, nos coeficientes ag, ..., ag. Tais polindmios sao invari-
antes sob a agao de Sly(C). O invariante D é exatamente o discriminante da
séxtica. Os invariantes A, B,C e D geram o anel de invariantes A (Pg)*>(©.

Portanto

Proj (A (Pﬁ)SlQ(C)) ~P(2:4:6:10)~P(1:2:3:5)
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Capitulo 2

Curvas associadas a feixes de

quadricas semiestaveis

Neste capitulo fazemos um estudo da Se¢ao 6 do artigo [2], a qual fundamenta
parte do nosso trabalho. O objetivo é descrever, para todos os casos de feixes
de quddricas P = {A\F + uG | (A : ) € P'} (onde G é a quédrica de Pliicker
e F uma quadrica de P° distinta de G' ) semiestdveis, uma curva de género 2
contida na variedade de retas A = {L € Gr(2,6) | L C X} sendo X = FNG o
lugar de base do feixe P. Essa curva de género 2 é descrita em [7] no caso em
que X é suave. Destacamos a demonstracao do Teorema 2.2.2, onde fazemos

uma modifica¢do na demonstracdo apresentada em [2].

2.1 Reta genérica L C X

Sejam

P={\F+uG|(\:p)eP'}

um feixe de quddricas semiestével (ver Se¢ao 1.1.1) e X = F'N G o lugar de
base do feixe. Para o caso em que X nao é suave, ele pode conter planos.
A proposicao a seguir descreve, em termos do Simbolo de Segre do feixe P,
quando X contem planos.

Proposigao 2.1.1 Seja P um feixe semiestavel em P°.

a) Se P nao contem trés cones de multiplicidade 2, seu lugar de base nao con-
tem um plano.

b) Se P é do tipo [2,2,2] (respectivamente (2,2, (1,1)], [2,(1,1)(1,1),
[(1,1),(1,1),(1,1)]), seu lugar de base X contem exatamente 1 (respectiva-
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mente 2,4,8) planos.

Demosntragao: (a) Primeiramente, se P(t) ¢ uma familia de feixes tais que
o lugar de base X (t) contem um plano, para cada t # 0, entao a fibra especial
X (0) também contem um plano. Também: usando a teoria das formas nor-
mais podemos mostrar que a propriedade do lugar de base conter um plano
depende somente do Simbolo de Segre do feixe. Portanto é suficiente mostrar
a proposicao para algumas familias de feixes tais que todo feixe semiestavel é
uma generalizagao de uma dessas familias. Deste modo, mostraremos o resul-
tado para o lugar de base de qualquer feixe do tipo [(11111)1] ou [(111)(111)].
() [(11111)1] : Neste caso o lugar de base X ¢é a interse¢ao de um hiperplano
duplo 2P C P° com um 0-cone @y cujo vértice vy é um ponto tal que vy ¢ P.
Consequentemente X é uma estrutura dupla de uma quddrica suave em P* e,
portanto, nao contem um plano.

(ii) [(111)(111)] : Aqui X ¢ a intersecao de 2-cones 1 e ()3 cujos vértices sao
planos V; e V5, respectivamente, e cujas diretrizes sao conicas suaves. Segue
da forma normal que V; NV, = (). Mais ainda: V; N X é uma conica suave
C; C V;. Consequentemente Q1 (respectivamente ()3 ) é um cone com vértice
V1 (respectivamente V5) e diretriz Cy (respectivamente C7). Segue que X é a
uniao das conicas C; e (5 e, portanto, nao contem planos.

(b) Suponha que x1, x5 e x3 sao singularidades de X pertencentes a cones dife-
rentes (01, ()2 e QY3 do feixe P. Entao z; esta no vértice do cone Q;,7 = 1,2, 3.
Como x5 € X C ()1 a reta T x5 estd contida em () e pelo mesmo argumento
temos T1T3 C ()2 e consequentemente T172 C ()1 N Q2. Analogamente temos
7;7; C X. Como os vértices sao independentes em P segue que T17273 é um
plano e esté contido em X.

Um 0-cone de multiplicidade 2 produz um ponto singular de X, a saber seu
vértice. Um 1-cone de multiplicidade 2 produz dois pontos singulares de X que
correspondem a interse¢ao do vértice, neste caso uma reta, com uma segunda
quadrica do feixe. Consequentemente X contem os planos mencionados. E
suficiente mostrar que estes sao os unicos. Consideremos o caso [(11)(11)(11)]
(os demais s@o analogos). Sejam (1, Q2 e Q3 os 1-cones do feixe cujos vértices
sao as retas Vi, V5 e V3 (respectivamente) e P C X um plano contido em
X. Assim P C @;,i = 1,2,3. Denotemos por z; e z; os pontos da intersegao
Vi X. Os 1l-cones @; tem como base quadricas suaves bidimensionais (que
nao contem planos) e portanto PNV, # 0, i = 1,2,3. Como P C X, temos
PNnV,c XNV, =x;Uz,. Logo, P ¢é um dos planos mencionados.
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Segue imediatamente da Proposicao 2.1.1 que
Corolario 2.1.1 Seja P = (Q))\cp1, um feixe semiestdvel em P°. Para todo
plano P C IP° que nao passa por trés singularidades de X provenientes de trés
cones diferentes de P, existe um A € P! com P C Q.
Proposigao 2.1.2 Seja P = (Qx)\cp1 um feixe semiestavel em P> com lugar
de base X.
a) Suponha que X contem somente um nimero finito de singularidades. Entao
existe uma reta L em X evitando os vértices de todos os cones de X e que nao
esta contida em nenhum plano de X.
b) Suponha que X contem uma curva S de singularidades. Toda reta em X
intercepta S. Se P nao é do tipo [(1,1,1),(1,1,1)] entdo existe uma reta em
X evitando os vértices dos 0-cones e 1-cones de X.
Demonstragao: (a) Para o caso em que o lugar de base X possui apenas um
nimero finito de singularidades, o feixe P possui no méaximo 0-cones e 1-cones.
Para feixes semiestaveis temos 3 casos:
(i) P contem dois 0-cones, um cone ordinario ou é do tipo [33].
Neste caso, segue da Proposicao 2.1.1 que X nao contem planos. Sejam (), e
Q2 0s 0-cones de P e H C P° um hiperplano que nao contem as singularidades
de X nem os vétices de ()1 e Q2. As intersecoes (); N H = @i,i = 1,2 sao
quadricas em H = P* e @1 N @2 é uma superficie de Del Pezzo. O nimero
de retas que ela contem depende do Simbolo de Segre do feixe de quadricas
em P* cujo lugar de base é @1 N @2. No caso em que o Simbolo de Segre
é [11111], Q1 N Qy contem 16 retas. No pior caso possfvel (sob as hipéteses
anteriores), o feixe tem Simbolo de Segre [(21)11] e o lugar de base contem 4
retas. Se L é qualquer dessas retas, entao, por construgao, L nao passa pelos
vértices dos 0 -cones nem intercepta os vértices dos 1-cones, ja que a intersecao
seria uma singularidade de X.
(ii) P é do tipo [222] ou do tipo [22(11)].
Neste caso, pela Proposicao 2.1.1, X contem no méaximo dois planos. Escolha
um hiperplano H C P’ que nao passa pelas singularidades de X nem pelos
vértices dos O-cones. Entdo H = P* determina um feixe de quadricas em P*
do tipo [221] ou [2(11)1]. Neste caso o lugar de base @y N Qs contem 9 ¢ 6
retas, respectivamente. A interse¢do de um hiperplano (genérico) H com os
dois planos contidos em X consiste de no maximo duas retas. Seja L qualquer
das retas anteriores que nao esta contida nos planos de X.
(iii) P contem pelo menos dois 1-cones e no maximo um 0-cone.

Suponha que toda reta de X passa por uma singularidade de X. Entao X
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¢ a unido de 0-cones (ndo necessariamente cones quadricos) com vértice um
ponto singular de X e diretriz uma superficie em P*. X nap pode ser um
unico O-cone pois, caso contrario, a reta ligando o vértice a qulaquer outra
singularidade de X seria uma reta de singularidades, o que contradiz a hipotese.
Consequentemente X é a uniao de pelo menos dois 0-cones. Os cones nao
podem ser cones quadricos pois X ¢é a intersecao completa de duas quadricas
em P?. Mas entao X teria grau maior do que 4, uma contradicdo. Logo, existe
uma reta L que nao passa por nenhuma singularidade de X e nao esté contida
em qualquer plano de X.

(b) Neste caso, o feixe P contem pelo menos um 2-cone, digamos ();, cujo
vértice é um plano Vi. O lugar de base X ¢ singular ao longo da conica suave
S1 = X NV, Afirmamos que qualquer reta contida em X intercepta S;. De
fato: Suponha que exista L C X tal que L NV; # (). Entao existe um plano
PcPtalque L C Pe PNV, = 0. A intersecao QNP ¢é uma diretriz do cone
Q)1 e consequentemente uma conica suave em P. Como L C Q; e LNV, = (),
temos L C Q1 N P, o que é absurdo. Portanto, LNV, # () e como L C X
temos L NSy # 0.

Se P nao ¢ do tipo [(111)(111)], entdo P contem um 0-cone, digamos Qs,
com vértice vy. Temos que mostrar que X contem uma reta que nao contem
vy € nem os vértices dos cones restantes. Escolha um plano P tal que v, € P e
PNV, =0. Temos que @1 = (1 N P é uma diretriz de ()1 e, portanto, ¢ uma
coOnica suave. A intersecao X NP = X N @1 consiste de 4 pontos contadas as
multiplicidades. Além de v, existe um outro ponto, digamos p3 em X N @1.
Seja ¢ um ponto em S;. A reta p3q; estd contida em X e nao passa por v
nem pelos vértices dos outros cones de P, pois os vértices dos cones de P sao
independentes em P°.

[ |
Definicao 2.1.1 Uma reta como na Proposicao 2.1.2 é chamada reta genérica

do complexo X.

2.2 A curva de género 2 associada a um feixe

semiestavel

Ao longo desta secao X denota o complexo quadratico de retas, visto como o
lugar de base de um feixe de quadricas P gerado pela quadrica de Pliicker G.
Definicao 2.2.1 ([7], pdg. 781) Fixada um reta genérica L C X, definimos:
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Br={L'c X|LNL #0}

Mais precisamente, definimos By como o fecho na variedade de retas A (De-
fini¢ao 1.2.7) do conjunto de retas L' € A—{L} interceptando L. Em [2] temos
a seguinte definicao de By, :

Definigao 2.2.2 B;, = { planos P CP° | L C P C Q) para algum \ € P'}.

Esta definicao é equivalente & Definicao 2.2.1. De fato: Se P C P5 é um
plano que contem a reta L, entao a intercessao X N P consiste de duas retas,
digamos L U L’. Portanto, o plano P determina a reta L' que intercepta L.
Reciprocamente dada uma reta L' € A tal que L' N L # 0 plano (L, L) estd
contido em uma tinica quadrica do feixe P = (Qx),p1, pois a reta L é genérica
(Proposicao 2.1.2). Utilizaremos a definigdo mais conveniente ao que desejamos
mostrar em cada caso.

Vemos que By, é uma subvariedade analitica da Grassmanniana Gr(2,6).
Posteriormente mostraremos que se P é um feixe semiestavel, entao By, é uma
curva, que podera ser descrita explicitamente. A fim de analisar Bj, definimos
a seguinte aplicagao holomorfa:

Definigao 2.2.3 Seja By como na Defini¢ao 2.2.2. Definimos

7. B, — P!

que associa a cada plano P € By, A € P! tal que P C Q,.

Segue do Corolario 2.1.1 que existe um tnico A nas condicoes da Defini¢ao
2.2.3.
Lema 2.2.1 Sejam Qy,,..., @), os cones excepcionais € Qy ,,,...,Qx. ., 0S

cones ordindrios do feixe ® = (Qx),cp1- A aplicagao

7 BT (A — P AL

é um recobrimento duplo suave ramificado exatamente nos pontos A\, 1,..., Apis.
Demonstragao: Vamos mostrar que se (), é suave (respectivamente um cone
ordindrio), a imagem inversa 7 () consiste de 2 pontos de By (respectiva-
mente 1 ponto de By)

Suponha que ), é uma quadrica suave do feixe e considere a imagem inversa

TN ={Pe€BL|PCQ}

Seja x € L. Sabemos que a intersegao T, (Qx) N Q) é um cone com vértice

x e diretriz uma quadrica suave @ x» C T, (Q)) bidimensional. Vimos na Pro-
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posicao 1.1.1 que uma quéadrica suave de dimensao 2 possui duas familias de
retas. Assim, existem duas retas (uma em cada familia) contendo o ponto
LN @ A- Logo, existem dois planos em () que contem a reta L, um para cada
familia.

Por outro lado, suponha que @), é um cone ordinario. Portanto, o lugar
singular V' de @, consiste de um tinico ponto vy e vy ¢ X. Consequentemente
@, é um cone com vértice vy e diretriz uma quadrica suave @  tridimensional
em um P* C P?. Neste caso, segue da Proposicao 1.1.1, que (), contem uma
unica familia de planos, os quais sao gerados por vy e pelas retas de @,\ e o
tnico plano de @, que contem a reta L é (vg, L).

[ |

Segue do Lema 2.2.1 que B \7 ' ({\1,...,\}), onde Q,,,i=1,...,r sdo
os cones excepcionais do feixe, é conexa ou consiste de duas componentes. De-
nominaremos os fechos destas componentes componentes ordinarias e as outras
componentes, dadas por 7! ()\;),7 = 1,...,r, serdao chamadas componentes
excepcionais.

A seguir demonstraremos o principal resultado desta se¢ao. Antes, porem,
enunciamos, sem demonstrar, o Teorema de Fatoracao de Stein, crucial para
o resultado que desejamos provar.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Fatoragao de Stein, [9], padg. 280) Seja f : X —
Y um morfismo projetivo de esquemas noetherianos. Entao podemos fatorar f
em f =gof’,onde f': X — Y’ é um morfismo projetivo com fibras conexas,

e g:Y' — Y é um morfismo finito.

Teorema 2.2.2 ([2], Proposicao 6.7) Seja P um feixe semiestavel de quadricas
de P°. Fixada uma reta genérica L € A (ver Defini¢ao 2.1.1), a curva By, é
unicamente determinada ( a menos de isomorfismo) por P, isto é, ndao depende
da escolha da reta L.

Demonstracao: Sejam Q)y,,Q»,,--., @), 0s cones excepcionais do feixe P =
(Q2)yepr- Se A # Niyi=1,2,...,7, seja

B = {(X\,g) €P"' x Gen(P) | g D L}

Assim, By, é um conjunto de geradores das quadricas (0, as quais sao suaves

ou sao cones ordinarios. Consideremos a projecao na primeira coordenada

p1: Gen(P) — P!
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Como dissemos anteriormente, as fibras de p; sdo as subvariedades Gen (Q))
e para A # N, i = 1,2,...,7, temos: p;'(\) = A\ U B,, onde Ay e B, sio
variedades irredutiveis suaves de dimensdo 3 , se Qy é suave, e p; '(\) = G\,
onde G é uma variedade irredutivel suave de dimensao 3 , se (), é um cone or-
dindrio. Agora se A = \;,i = 1,2,...,r, segue do Teorema 1.1.1 que Gen (Q))
pode consistir de uma tnica variedade irredutivel tridimensional G, (se @\
é um 0-cone), ou Gen (@) = Uyepr A\ U By, em que A, e B, sao variedades
irredutiveis unidimensionais (se (), é um 1-cone), ou Gen (@),) consiste de uma
variedade irredutivel unidimensional G’ (se @) é um 2-cone).

Deste modo, dado um aberto V' C P!, as componentes irredutiveis de
pi (V) sdo Ay, By, Gy e G\, A € V, as quais correspondem aos ideais pri-
mos do anel de funcoes regulares Ogen(p) (pl_l(V)) = (p1 * OGen('p)) (V), onde
Ogen(p) € o feixe estrutural de Gen(P). Seguindo a demonstracao do Teo-
rema da Fatoragao de Stein (Teorema 2.2.1) e aplicando a mesma a projegao
p1 : Gen(P) — P! definimos

B' := Spec (pl * (OGenP))

e obtemos a fatoracao p; = q o p, onde p : Gen(P) — B’ tem fibras conexas
e q: B — P' ¢ um morfismo finito. Pela definicao, os pontos de B’ corres-
pondem as variedades irredutiveis Ay, By, Gy e G} e, portanto, intuitivamente,
a aplicagao p : Gen(P) — B’ "cola”os geradores contidos em uma mesma
componente irredutivel de p; ()

Vamos mostrar que B’ =~ By qualquer que seja L € X = F'N G uma reta
genérica.

Fixada uma reta genérica L C X, para cada A € P!, existe um tnico
gerador g € Gen (Q)) tal que g D L se @, é um cone ordinario, e dois geradores
g€ Ay, ¢ € By, se Q) = A\UB, ésuave, com g D L e g D L. Portanto a
aplicacao p da um isomorfismo entre Bp e B em que q : B — P! descreve B
como um recobrimento duplo de P!\ {\, ..., \,} ramificado nos pontos A € P!
tais que @), é um cone ordinario do feixe.

Temos portanto um isomorfismo entre a parte aberta das componentes
ordinarias de By, dadas por ps (E L), onde p, é a projecao na segunda coorde-
nada, e B\ ¢' ({\1,...,\.}). Temos ainda que as fibras 7= (\;),i = 1,...,7,
com 7 a aplicacao do Lema 2.2.1, sao independentes da escolha da reta L, pois
correspondem as raizes multiplas do discriminante do feixe. Fazendo uma co-
lagem dessas fibras a py <§ L) , isto é, completando a curva B’, obtemos a curva

completa B, e qualquer que seja a maneira de fazer esta colagem, a mesma nao
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depende da escolha de L. Logo, o isomorfismo p : EL — B’ se estende a um

isomorfismo p : B, — B.

2.3 Descricao da curva Bj para feixes semi-

estaveis

Nesta se¢gao damos uma descri¢ao explicita da curva By, (ver Definigao 2.2.1)
associada a um feixe de quddricas de P° semiestdvel, como feito em [2], (Teo-
rema 6.6). Fazemos a descrigao a partir do Simbolo de Segre do feixe, ja que
o Teorema 2.2.2 assegura que By, nao depende da escolha da reta L C A.

Antes de provar o teorema principal desta se¢ao, faremos uma breve aborda-
gem sobre a férmula de Riemann-Hurwitz, que utilizaremos na demonstracao
(como referéncia citamos [6]).

Sejam X e Y curvas projetivas integrais sobre o corpo dos niimeros com-
plexos, e ¢ : X — Y um morfismo finito de grau d. Sejam « : X —Xe

B :Y — Y as respectivas normalizacoes. Temos entao o seguinte diagrama

comutativo
X LA ©
o B
X I Y

onde ¢ : X — Y é o morfismo induzido por ¢. Denotemos por pu(X)
(respectivamente p,(Y)) o género aritmético de X (respectivamente Y ) e por

pg(X) (respectivamente p,(Y')) o género geométrico de X (respectivamente Y

). Se

R = Z 7“131ﬁ5
PeX
¢ o divisor de ramificagdo do morfismo ¢ entao a férmula de Riemann-Hurwitz
dé a equagao
2py(X) —2=d(2py(Y) — 2) + deg(R) (2.1)

Temos que
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pa(Y) =py(Y) + ) dq

QeYy

Substituindo estas igualdades na equacao 2.1, obtemos

2pa(X) =2 =d (2pa(Y) = 2) + deg(R) +2 Y dp—2d ) g (2.2)
PeX QeY

A equacao 2.2 pode ser considerada uma féormula de Riemann-Hurwitz para
curvas singulares.

Vimos no Lema 2.2.1 que By é um recobrimento duplo de P!. Temos,
portanto, uma aplicacao de grau d = 2. Utilizaremos a equagao 2.2 para
estudar as singularidades da curva B em cada caso.

Teorema 2.3.1 ([2], Teorema 6.6) Sejam P = (Q)),p um feixe semiestdvel
em P° com lugar de base X, e L uma reta genérica de X (Definigao 2.1.1).

Entao By é uma curva conexa de género aritmético 2. Mais precisamente te-

mos:

(1) o = [111111] : A curva By, é suave.

(2) o = [21111] : A curva By, é irredutivel de género 1 com um né.

(3) o = [2211] : A curva By, é uma curva racional irredutivel com dois nés.
(4) o0 = [222] : A curva By, consiste de duas componentes ordindrias isomorfas

a P! interceptando-se tranversalmente em trés pontos.

(5) o = [(11)1111] : A curva By, consiste de uma componente ordinaria C, a
qual é uma curva eliptica suave, e uma componente excepcional interceptando
C em um par de pontos conjugados sob 7.

(6) o = [(11)(11)11] : A curva By consiste de uma componente ordinaria C
isomorfa alP! e duas componentes excepcionais interceptando C' em dois pares
de pontos conjugados sob .

(7) o = [(11)(11)(11)] : A curva By, consiste de duas componentes ordindrias
Cle Cy isomorfas a P! e trés componentes excepcionais interceptando C e C
em trés pares de pontos, cada par conjugado sob .

(8) o = [2(11)11] : A curva By, consiste de uma componente ordindria C, a
qual é uma curva racional com um né, e uma componente excepcional inter-
ceptando C' em um par de pontos conjugado sob .

(9) 0 =[22(11)] : A curva By, consiste de duas componentes ordinérias C; e Cy

isomorfas & P! interceptando-se em dois pontos e uma componente excepcional
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interceptando C; e (', em um par de pontos conjugados sob 7.

(10) ¢ = [2(11)(11)] : A curva By, consiste de duas componentes ordindrias
C; e Oy isomorfas & P! interceptando-se em um ponto e duas componentes
excepcionais cada uma interceptando C; e Cy em um par de pontos conjugado
sob .

(11) o = [3111] : A curva By é uma curva irredutivel de género 1 com uma
cispide. (12) o = [321] : A curva By é uma curva racional irredutivel com
uma cuspide e um né.

(13) o = [3(11)1] : A curva By, consiste de uma componente ordindria C, a
qual é uma curva racional com uma cuispide e uma componente excepcional
interceptando C em um par de pontos conjugado sob .

(14) 0 = [33] : A curva By, é uma curva racional irredutivel com duas cispides.
(15) o = [(111)111] e (16) o = [(21)111] : A curva By, consiste de uma com-
ponente ordinaria C, a qual é uma curva eliptica suave, e uma componente
excepcional tocando C' em um ponto de ramificacao de m que nao é um flex da
curva eliptica.

(17) o = [(111)21] e (18) o = [(21)21] : A curva By, consiste de uma compo-
nente ordindria C', a qual ¢ uma curva racional com um né, e uma componente
excepcional tocando C' em um ponto de ramificacao de 7.

(19) ¢ = [(111)(11)1] e (20) o = [(21)(11)1] : A curva By consiste de uma
componente ordindria C isomorfa & P! e duas componentes excepcionais, P
interceptando C' em um par de pontos conjugados sob 7w, e P, tocando C' em
um ponto de ramificacao de .

(21) 0 = [(111)3] e (22) 0 = [(21)3] : A curva By, consiste de uma componente
ordinaria C, a qual é uma curva racional com uma cuispide, e uma curva ex-
cepcional tocando C' em um ponto de ramificagao suave de 7.

(23) o = [(111)(111)], (24) o = [(21)(111)] e (25) o = [(21)(21)] : A curva By,
consiste de uma componente ordindria C, isomorfa & P! e duas componentes
excepcionais tocando C' em dois pontos de ramificacao de 7.
Demonstragao: A prova serd feita em alguns casos tipicos, os demais sao
andlogos.

(1) 0 = [111111] : Neste caso, o feixe ndao contem cones excepcionais e contem
seis cones ordinarios. Assim, segue do Lema 2.2.1 e da equagao 2.1 que By, é

uma curva hipereliptica de género geométrico 2 e consequentemente suave.

(2) 0 = [21111] : O feixe contem um cone excepcional, digamos @,,, cujo

vértice vy € um ponto singular de X. Como L C X é uma reta genérica, temos
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que v; ¢ L. Escolha um hiperplano H C P° que contem L e nao contem
v1. Podemos considerar a quadrica @ A = @y, N H como a diretriz do cone
@y, Assim @ A, € uma quadrica suave tridimensional e, pela Proposigao 1.1.1,
contem uma unica familia de retas. Portanto, existe um unico plano em @)y,
que contem a reta L, a saber (L, v;). Consequentemente 7! (\;) consiste de
um tunico ponto e By é uma curva irredutivel.

Afirmamos que 77! ()\;) é um né da curva By.

De fato: Pelo Lema 2.2.1, o recobrimento

7 B\ {n ()} — P\ {Ag}

é ramificado em quatro pontos, correspondentes aos quatro cones ordinarios
do feixe. Segue da férmula de Riemann-Hurwitz (Equagao 2.1) que a norma-
lizacao de By, é uma curva eliptica. Portanto p, (Br) =2 e p,(Br) =1 e da

Equagao 2.2 concluimos que 77! (A;) é um n6 da curva By.

(4) 0 = [222] : Neste caso, o feixe contem trés cones excepcionais, digamos
Qxrs Qx, € Qy,. Analogamente ao caso (2), mostramos que 7! ()\;) consiste
de um tnico ponto, ¢ = 1,2,3. Mais ainda: o tipo de singularidade do ponto
71 (\;) é 0 mesmo para i = 1,2,3, pois o feixe admite um automorfismo de
P! permutando os cones Q,. Novamente pela formula de Hurwitz vemos que
a normalizacao de By, nao pode ser ramificada em trés pontos. Consequente-
mente ela é ndo ramificada sobre P! e consiste de duas componentes isomorfas
a P!. Os pontos 771 (\;),i = 1,2,3 correspondem aos pontos de intersegao

dessas componentes.

(5) ¢ = [(11)1111] : O feixe tem um cone excepcional @5, o qual é um cone
com vértice uma reta V7, interceptando X em dois pontos singulares p; e po, €
diretriz uma quadrica suave bidimensional. Como a reta L é uma reta genérica,
temos que LNV, = (. Escolha um 3-plano T C P? tal que L C T e TNV, = 0.
Podemos considerar a quadrica @M = @, NT como diretriz do cone @Q)y,.
Pela Proposicao 1.1.1, @ A, contem duas familias de retas e os planos em @y,
sao os gerados por uma reta de @)\1 juntamente com um ponto de V. Assim,
os planos de @)y, que contem a reta L s@o da forma (p, L), p € V;. Portanto,
7 () 2 Vi = P que é a componente excepcional da curva Bp. Resta
mostrar que a componente ordinaria de By, é uma curva eliptica que intercepta

a componente excepcional em dois pontos. Para isto seja P = AG + pF' com
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_ 2, 2 2 2 2 2

F:a (xl +x2) + azr3y + asxy + asxy + agry
2., .2 .2, .2 2 2
G:a]+ x5+ a5+ x; + x5 + 4

Assim o 1-cone Qy,, onde A\; = (1: —ay) € P!, tem equagao

(a3 — ay) 23 + (a4 — a1) 25 + (a5 — a1) 22 + (ag — a1) 23

e reta Vi é dada por:

T3 =24 =25 =26 =10

A intersecao de V; com qualquer outra quadrica do feixe sao os pontos

pr=(1:9:0:0:0:0)epa=(1:—i:0:0:0:0).

Para qualquer quadrica A\G + pF' do feixe P o plano tangente no ponto p;
é dado por

Tp1 Z$1+i$2:0

Como XT,,, podemos escolher L tal que LT, . Consequentemente, existe
um 3-plano P C T, tal que PNL = 0 e PNV, = (. Interceptando as
quadricas F' e G com T}, obtemos dois cones Q)r e Q¢ com vértice o ponto p;
e diretrizes as quadricas suaves bidimensionais @ r=QrNPe @G =QeNP,

respectivamente. A intersegao

E:=QrnNQq

¢ uma curva eliptica contida em 7}, e parametriza as retas de X que passam
por p;. Denote por L; a segunda reta da intersegao (L, p;) N X e suponha que
LiNE :=q. Para todo x € E,x # ¢, o plano (L, x) ndo esta contido no cone
Q»,, pois x ¢ Vi, e consequentemente é um plano na componente ordinaria de
By. Tomando o limite x — ¢ temos que o plano (L, q) = (L,p;) é o limite
dos planos (L, x) na componente ordindria. Portanto, a componente ordinaria
de By é uma curva eliptica C' = E e intercepta a componente excepcional nos

pontos (L,p1) e (L, ps).

(11) o = [3111] : O feixe contem um cone excepcional @), que, neste caso, é
um 0-cone com vértice um ponto singular v; € X. A reta L nao passa por

vy e, como no caso (2),7 ! ()\;) consiste de um tnico ponto. Como o feixe
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contem trés cones ordindrios, segue da Equacao 2.1 que 7! ()\;) é um ponto
de ramificagdo da normalizacao de Br. Agora se 7! ()\;) fosse um ponto de
ramificagdo de m : B, — P! terfamos p, (Br) = 1 (Equacao 2.2). Mas a
degeneracao de uma curva suave de género 2 tem género aritmético 2. Conse-

quentemente 71 (\;) é uma ctspide da curva By, e p, (Br) = 1.

(15) o = [(111)111] : Neste caso o feixe contem um cone excepcional @), cujo
vértice é um plano Vi que intercepta X em uma conica suave S;. Pela Pro-
posicao 2.1.2, areta L. C X intercepta S; transversalmente em um ponto e nao
passa pelos vértices dos cones ordinarios do feixe. A componente ordinaria C
¢ ramificada sobre \;. Consequentemente a normalizacao de By é um reco-
brimento duplo de P! ramificado em 4 pontos, isto ¢, a normalizacao de By, é
uma curva eliptica e p, (Br) = 1. Os planos contidos em @), que contem a
reta L sdo parametrizados pela curva S;. Portanto, 771 ()\;) = P!. Assim a
componente excepcional de By, intercepta C' em um ponto, digamos p. Se p
fosse uma cuspide de C, terfamos p,(C) = 2 e consequentemente p, (Br) = 3.
Portanto, C' é uma curva eliptica suave. Agora: se 7! ()\;) interceptasse C
transversalmente em p, terfamos p, (Br) = 1. Logo p é um ponto de tangéncia
de 771 (A1) e C e caso p fosse um flex terfamos p, (Br) = 3.
[
O Teorema 2.3.1 é fundamental para o desenvolvimento do préximo capitulo.
Nele faremos uma descrigao da curva Cf, := j (Bp) (ver Secao 1.2.3) de maneira
semelhante a feita no teorema anterior para cada Simbolo de Segre correspon-
dente, neste caso, a um complexo quadrético de retas semiestavel (Secao 1.3).
Veremos que as singularidades da curva By sao, de certo modo, preservadas
pela aplicagao j e que se By, é irredutivel (resp. redutivel), entao Cf, também

serd irredutivel (resp. redutivel).
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Capitulo 3

A quartica plana associada a um
complexo quadratico de retas

semiestavel

Seja X = F NG, onde G C P° é a quadrica de Pliicker e F© C P° é uma
quadrica distinta de G, o complexo quadratico de retas visto como o lugar de

base do feixe de quadricas

P={\F+puG|(\:p)eP'}

Vimos no capitulo precedente que a cada feixe de quddricas de P° que é
semi estavel (Se¢ao 1.1.1) podemos associar uma curva de género (aritmético)

2, a saber

Br={L'c¢ A|L'NL+#0}

onde A é a variedade de retas de X e L € A é uma reta (genérica) fixada.
Neste capitulo definimos e descrevemos explicitamente uma curva quartica

plana dada pela restricao a curva By, da aplicacao

j:A— S

onde S denota a superficie singular associada ao complexo X (Segao 1.2.3).
Observemos que, como o discriminante do complexo quadratico X é o dis-
criminante do feixe de quadricas do qual X é o lugar de base, segue do Corolério
1.3.2 e do Teorema 1.3.5 que um feixe de quadricas semi estavel determina uma
complexo quadratico de retas também semi estavel, embora a reciproca nao

seja verdadeira. Portanto, no restante deste trabalho, quando nos referimos a
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um com- plexo quadratico de retas semi estavel, estamos considerando o lugar
de base de um feixe de quadricas (gerado pela quéddrica de Pliicker G) que é
semi estavel.

Neste capitulo faremos, inicialmente, uma abordagem detalhada do exposto
em [7], onde encontramos um estudo da quartica para o caso em que o complexo
quadratico de retas X é suave, o que corresponde ao caso em que o feixe de
quadricas associado é estavel. Posteriormente, baseados na descricao explicita
da curva B dada em [2] e apresentada no capitulo anterior, utilizamos o
Maple para descrever geometricamente a quartica plana em todos os casos de
complexos quadraticos de retas semi estaveis.

Ao longo deste capitulo X = FFNG denota o complexo quadratico de retas,

S a superficie singular associada e A a variedade de retas de X.

3.1 Generalidades sobre a quartica plana

Apresentamos nesta secao, alguns resultados gerais sobre a quartica plana,
isto é, que independem do Simbolo de Segre do complexo quadratico ao qual
a curva esta associada.

Definigao 3.1.1 Seja j : A — S a aplicagao que associa a cadareta L' C X o

foco p; do feixe de retas de P? parametrizado por L. Fixada L C X, definimos

CL:=j(BL)

onde By, C A é a curva da Defini¢ao 2.2.1.
Proposicao 3.1.1 ([7]) A curva Cf, é uma quartica plana, contida na superficie
singular S.
Demonstracao: Seja L' € By e suponha que L N L' = z. Assim, desde que
x € L, temos [, C hy (ver Figura 3.1). Por outro lado, o foco py do feixe
parametrizado por L’ pertence a reta l,, pois pertence a todas as retas do com-
plexo e temos = € L. Portanto p;, € hy, e como L' foi tomada arbitrariamente
concluimos que C7, = h;, NS. Logo, como deg(S) = 4, concluimos que Cp, é
uma quartica plana contida na superficie singular S.

|
Lema 3.1.1 Fixada L C X, o plano h; que contem o feixe de retas de P3

parametrizado por L é um ponto de S*.
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ps

Figura 3.1: Retas de P° que parametrizam feixes de IP3.
Demonstragao: Seja 3 (hy) o plano contido na quadrica de Pliicker G que
parametriza as retas de P2 que estao contidas no plano hy. Entao L C 3 (hz),
e como L C X segue que L C B (hy) N F. Portanto, a intersecao B (hy) N F
é uma conica singular e da definigdo de S* (Definigao 1.2.4) concluimos que
hp € S*.

[ |

Do lema anterior e do fato que S e S* sao superficies duais (Proposicao
1.2.4) concluimos que, fixada L C X, o plano hy, é tangente a superficie singular
S. Logo a curva (7, possui no minimo um né como singularidade. Podemos
determinar explicitamente o ponto de tangéncia:
Proposicao 3.1.2 Se h € S* é um hiperplano qualquer e L e L' sdo os dois
feixes contidos em h, entao h é tangente a S no foco dos feixes cofocais de X
contendo a reta pr, prr.
Demonstragao: Se h € S*, segue da Proposicao 1.2.4 que h é tangente a S.
Vamos mostrar que o ponto de tangéncia é o enunciado. Para isto, suponha
que a reta que passa pelos focos py, e prs seja parametrizada pelo ponto z € X
(assim, para simplificar a notacao, denotaremos pr, prs por [, ). Isto significa
que LNL = x. Se a reta [, interceptasse a superficie S em outros dois pontos
além de pr, e pr/, digamos s e r, a intersegao 1,,(X) N X consistiria das retas
L,L" e das retas correspondentes as intersegoes a(s) N F e a(r) N F, onde
X = FN@G. Mas isto nao ocorre pois T,(X) N X contem no maximo quatro
retas (Proposigao 1.2.2). Portanto, [, NS = pr, + pr + ¢.

Suponha que ¢’ seja o ponto em que h é tangente & S. As retas pr,q

e pr/,q sao tangentes a S. Se elas fossem retas nao-singulares, entao elas
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pertenceriam a um feixe de retas tangentes a S e tal feixe seria aquele contido
no plano h e passando pelo ponto ¢’. Mas os tnicos feixes contidos em h sao os
parametrizados por L e L. Desse modo, as retas pr,q’ e pr/, ¢ sdo singulares
no ponto ¢’. Como o ponto ¢’ ndo é um ponto de R, existe uma tnica reta
singular em ¢ e portanto as retas pr, ¢’ e prs, ¢ coincidem. Logo pr,q = pr/, ¢,
ou seja, ¢ = ¢'.
[ |
Segue diretamente da proposicao anterior que, como o plano hy contem os
feixes L e seu feixe coplanar i'(L), ele é tangente a S no foco dos feixes cofocais
contendo a reta Dr, pi(z).
Denotaremos o no correspondente ao ponto de tangéncia do plano Ay, com a
superficie singular S por q. Veremos mais adiante que as outras singularidades

da curva (', sao dadas pela singularidades da curva By.

Figura 3.2: A curva C'p no caso geral

Vimos no Teorema 2.2.2 que a curva B é unicamente determinada pelo
Simbolo de Segre do feixe, isto é, independe da escolha da reta L C X. No
que segue mostraremos que este resultado vale também para as curvas Cp, ’s.
Lema 3.1.2 A aplicacao j : B — C], é genericamente 1 — 1.
Demonstragao: Sejam L', L” € By, e suponha que j (L") = j (L") = p. Isto
significa que L’ e L” sao duas retas que parametrizam feixes cofocais, com foco
p. Assim, se x := L' N L", temos que [, é singular em p e consequentemente
x pertence a superficie singular . Agora, como ¥ = GNF N H, a reta L
intercepta a superficie ¥ em dois pontos: um deles corresponde ao ponto de
intersecao de L com seu feixe cofocal i(L) e o outro correspondente a intersegao

de L com seu feixe coplanar ¢/(L). Desde que, em geral, L ¢ By, a aplicacao j
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nao é injetiva apenas nas retas passando pelo ponto LNi'(L). Logo LNi'(L) = x
e J nao ¢ injetiva apenas nas retas contidas em X e passando por x.

[
Teorema 3.1.1 A curva C}, é unicamente determinada (a menos de isomor-
fismo) pelo simbolo de Segre do feixe, isto é, independe da escolha da reta
L.
Demonstracgao: A prova consiste em, fixadas duas retas distintas L, M C X,
construir um isomorfismo entre as curvas C, e (. Fixada um reta genérica

L C X considere a aplicagao

WLICL—>]P>1

! onde m : By — P! é a aplicacao que descreve By,

dada por 7y, := mo j~
como um recobrimento de P! (Lema 2.2.1). Pelo Lema 3.1.2 a aplicacao 7z,
nao esta definida apenas no ponto de tangéncia do plano h; do feixe com a
superficie singular S que denotaremos por q. Considere o grafico da aplicacao
71, T, C Cp X P visto como o blow-up da curva C7, no ponto singular q.
Como C, = j (By), fora do divisor excepcional podemos identificar I';, com By,

por

(P, A) = (L, )

onde p = j (L) ,p # q. Segue da demonstracao do Lema 3.1.2 que a imagem
inversa j!(q) consiste de dois pontos, Ly, Ly digamos.

Analogamente, fixada M C X, a aplicacao 7y : Oy — P! nao estd definida
sobre o ponto singular ¢’ da curva Cys. Sejam M, My C By tais que j (M) =
j (M3) = ¢'. Sabemos que as curvas By, e By sao isomorfas (Proposigao 2.2.2).

Construa a aplicagao:

HZCL—>CM

n = 7T]T41 o 7. Por construgao segue que 1 é um isomorfismo fora dos pontos
geq.

Para definir a aplicacao sobre estes pontos considere a aplicacao 7 : By, —
P! que descreve By, como um recobrimento de P! (Lema 2.2.1) e suponhamos
que 7 (L1) = A1, m (Lo) = Ay, m (My) = A3 e 7 (Ms) = Ay em que , ndo necessa-
riamente \; # );. Fixado um outro ponto A\g € P!, considere ¢ o automorfismo
de P! tal que ¢ (\o) = @ (M), 0 (A1) = A3 e ¢ (X2) = A\4. Assim, o isomorfismo

entre as curvas By e By, aplica L; em M;,i = 1,2 via o automorfismo ¢.
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Portanto podemos definir

n(q) =q

ou seja, o isomorfismo 7 se estende a todos os pontos de C';, e o resultado segue.

3.2 Descricao geométrica

O objetivo desta secao é dar uma descricao geométrica da curva Cp, L C X,
em todos os casos em que o complexo quadratico de retas X é semi estavel.

Vimos na secao anterior que fixada L C X, a curva Cf, é dada pela in-
tersegao do plano hy (que é o plano que contem o feixe de retas de P* para-
metrizado pela reta L) com a superficie singular S.

Podemos determinar a equagao do plano hj da seguinte maneira: conside-
rando dois pontos quaisquer x e y pertencentes a reta L (dados em coordenadas
de Pliicker), encontramos as retas [, e [, contidas em P? que sdo parametriza-
das pelos pontos z e y. O plano (l,,[,) é o plano que contem as retas [, e [, e
portanto é o plano Ay que contem o feixe.

Pt -

Figura 3.3: Plano h;, determinado pelas retas [, e [,

Em [12] temos a equagdo da superficie singular S descrita em fungao do
Simbolo de Segre do complexo quadratico. Utilizaremos estas equacoes para
determinar a equagao da curva C.

Para determinar a reta L. C X a ser fixada, escolnemos um ponto suave
x € X e calculamos a intersecao T, XNX que consiste, em geral, de quatro retas
(Proposigao 1.2.2). Fixamos uma destas retas para efetuar os calculos. Como a
curva By, é unicamente determinada (a menos de isomorfismo) pelo Simbolo de
Segre do feixe (Teorema 2.2.2) a descrigao geométrica de C'y, também independe
da escolha da reta. Os calculos desta secao sao feitos com o auxilio do Maple
®.

Observacao 3.2.1 Para facilitar os calculos, atribuiremos valores a \;, onde

@, ¢ um cone ordindrio do feixe de quddricas P = (Qx,), cp:- Notemos
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que esta escolha de valores nao implica perda de generalidade, uma vez que,
como ja enfatizamos, a descricao da quértica depende unicamente do Simbolo
de Segre, o qual nao é modificado pelos valores de \;. Mais precisamente,
basta que tenhamos o nimero de raizes distintas do discriminante do feixe que

corresponda corretamente ao Simbolo de Segre.

3.2.1 O caso geral

Seja P = {AG + pF | (A : p) € P'} um feixe de quddricas de P°, onde G ¢ a
quédrica de Pliicker e F' C P% ¢ uma qudadrica distinta de G, e seja X = FNG o
lugar de base de P. Suponha que o Simbolo de Segre do feixe é o = [111111].
Deste modo, P é um feixe estavel e contem seis 0-cones correspondentes as
seis raizes distintas do discriminante do feixe. O complexo quadratico de retas

X = F NG, neste caso, é suave. As quéadricas F' e G possuem equacoes:

G:xi+as+as+ai+ai+ai=0
F: )\11’% + )\227% + )\31’% + )\41’?1 + )\537% + )\6113'% =0
Sem perda de generalidade (ver Observagao 3.2.1), atribuiremos valores aos
At =1L ==-1,3=2) \=-2 X =4e \g = —4. Dal a equacao de
Fé

F

; — (6. V2
Sqax-(T.T

x} — x5 + 215 — 225 + 4wk — 4ok =0

:1:0:0: O) € X ponto suave. Temos:

T,.G : i\/éxl + \/5132 + 223 =0
T.F: i\/éxl — \/51:2 + 4x53 = 0.
Um célculo no Maple ® mostra que a solucao do sistema formado pe-

las equacoes de G, F,T,G e T,F contem a reta L dada pelas equagoes pa-

ramétricas:

1 1 21vV3 3
L: {1171 = iV/3xq, 15 = Z\/g\/g@ + Z\/Eﬁz,im = Z;/_SUG,% = %xﬁ} :

O ponto y = (0 :0:0: 2i§/:§ : \/Tg : 1) também pertence a reta L. As coor-
denadas de Pliicker de x e y (Secao 1.2) sao dadas por:
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3. 1 V3
Yy = 0:1:—£z——:£i—— 1 O>
2
Dal temos:
Ly o0 o VB2, N 0
- el,:
0 Y62 1 g lo 0 1 i

O plano h, gerado pelas retas [, e [, tem equagao

V6-v2 o VE-V2 il

A superficie singular S é dada por

hr

4
64 )y} + 160 (y7s + y3y3) + 272 (yiys + y3u3) + 160 (v + y3y3) = 0
=1

Um célculo no Maple ® mostra que, neste caso, a quirtica C, é irredutivel

e 0 ponto
1173 329 119 1081
=|—V2 V2 4+ ——V2V3 V2V 3
N <3076\/_+ 30762 T 3076 Y 2V3 F 3076 V2Y3

42 175 138 575

—/2 V2 4+ —V2V3 V2V3 1

702 T Toset V2 T 7o V2V gt V2V y“)
onde y4 = %i\/g—i- % 3— % + %2’ é um no, o qual corresponde ao ponto

de tangéncia de hy e S.

Figura: A curva C, no caso o = [111111]

Este caso foi estudado em [7].

Para determinar o género da curva C, recordemos que se C' é uma curva
plana singular irredutivel de grau d, entao o género aritmético de C' é dado

por

(d—1)(d—-2)

pa(C) = 5

e o género geométrico de C' é por
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(d—-1)(d—-2)

2o(0) = pu(0) = Y6 = TTIZD 5
P P
C
onde 6p = mp2( ) ) com mp(C) a multiplicidade do ponto singular P

sobre a curva C.

Logo, como C}, é uma quéartica plana com um ponto duplo ordinario, temos
Pa(C1) =3¢ py (C) =2

3.2.2 Complexo Tetraédrico de Retas

Considere o espago projetivo P? com coordenadas de Pliicker (po1 : po2 : Po3 : pi2
P13 p2s ) € sejam G a quadrica de Pliicker e F' uma quédrica distinta de G,

ambas em P°, com respectivas equacoes dadas por

G : po1 - P2z + Po2 - P31 + Pog - paz = 0

F: (14 XN)po1 - p2s + Apoz - P31 + pos - paz = 0.

A intersecao X := FNG é denominada Complexo Tetraédrico de Retas e o
simbolo de Segre do feixe de quadricas gerado por G e F', o qual é por defini¢ao
o simbolo de Segre do complexo X, é [(11)(11)(11)]. O determinante det(aG+
BF) possui trés raizes duplas distintas: (ag: o) = (1 + A : —1), (g : 51) =
(A: —=1) e (ag: ) = (1 : —1). Sabemos que os cones do feixe estdo em
correspondéncia biunivoca com as raizes do determinante. Portanto o feixe

possui trés cones excepcionais:

(1+X)G = F : po2 - p13 + Apozpiz = 0,

que é singular ao longo da reta V; := {po2 = po3 = p12 = p13 = 0};

AG — F 1 —po1 - pag + (A — D)posprz = 0,

que é singular ao longo da reta Vo := {po1 = po3 = p12 = pa3 = 0} e

G — F: —Apo2 - paz + (1 — N)poep1s = 0,

singular ao longo da reta Vi := {pop1 = po2 = p13 = pa3 = 0}.

Deste modo, X possui seis pontos singulares:
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:0:0:1), B,=(1:0:0:0:0:0)},
:0:1:0),P,=(0:1:0:0:0:0)}e

0
0
0:1:0:0),P=(0:0:1:0:0:0)}.

Tomando A = =

71, sejaz = (0:0:0:1:—1:1) um ponto suave de
X = FNG, onde

F = po1 - paz + po2 - P31 + 2po3 - pag = 0.

Calculando a intersecao T, X N X, fixamos a reta

-3 1
L=<pn= 7]903;]002 = 517037])13 = —P12 - P23 = P12

Opontoy = (=3:1:2:2:—2:2) pertence a reta L. As retas de P?
parametrizadas por estes pontos sao:

01 0 —1 1 2 0 -2
Iy ely: )
00 1 -1 0 -3 1 2

Assim, considerando P? com coordenadas (y; : y2 : y3 : ¥4), 0 plano hy =
(I3, 1,) tem equagao

y2 +y3+ys = 0.

Por [12], temos que a superficie singular S é um tetraedro, dada portanto
pela equagao:

Y1y2ysys = 0

Logo, a curva Cp = hy NS tem equagao

—y1y2ys (Y2 +y3) =0

ou seja, C'r, é uma quartica redutivel que consiste na uniao das retas:

bh={y1=0,ya=—(y2+y3)},lo={y2 = 0,ys = —ys}
I3 ={ys =0,ys = —y2} els = {y2 = —y3,ys = 0}
Faremos agora uma breve abordagem sobre uma outra curva associada ao

complexo de retas, cujo estudo era o objetivo inicial deste trabalho. Baseados

em [7], completamos este estudo no caso do Complexo Tetraédrico de Retas e
o descrevemos a seguir.



71

Seja L a reta que passa por dois dos pontos singulares de X : P, = (0 :
0:0:0:0:1)eF=(0:0:1:0:0:0). Assim, L pode ser dada pelas

equacoes

L = {po1 = po2 = p12 = p13 =0}

Portanto, a projecao de X com centro em L pode ser descrita por

fL X — ‘/3
(p01 “Po2 T Po3 - P12 - P13 1])23) = (p01 *Po2 - P12 ipls)

onde V3 ~ P3 ¢ um 3-plano disjunto de L, suponhamos V3 = {pg3 = pa3 = 0}.
Geometricamente, dado um ponto x € X,z ¢ L, a aplicacao f;, aplica o ponto
x no ponto de intersegdo do plano gerado por z e L com Vs : fr(x) =< z,L >
NVs.

Proposigao 3.2.1 ([7], pdgina 796) A aplicacao f; é um isomorfismo birraci-
onal de X para V3.
Demonstracao: A aplicacao f; nao estd definida em L. Considere dois
pontos p e ¢ em X tais que p,q ¢ L. Se um plano V, contem p, q e L, entdo a
reta pqg intercepta L e consequentemente intercepta X em trés pontos distintos:
p,q e pq N L. Assim, pelo Teorema de Bezout, pg C X. Logo a projecao fr,
é injetiva fora do lugar das retas em X interceptando a reta L e fr é um
isomorfismo birracional.

[ |

Denotaremos o lugar de retas em X interceptando a reta L por B L, para
distingui-lo da curva B, € A C G(2,6). Destacamos que faz sentido definir
a projecao fr sobre EL uma vez que dada uma reta L' C EL a projecao fr,

aplica L' em um unico ponto de V3. Definimos a curva

Er:=fr (EL)

Para descreve-la detalhadamente, vamos inicialmente analisar a variedade
A.

Considerando V3 ~ P? = {pg3 = pa3 = 0}, no que segue utilizaremos a se-
guinte notagao para os subconjuntos de V3: Ey = {po1 = 0}, By = {po2 = 0}, E»
={p2=0},E3={pi3=0}ee=(1:0:0:0),e;=(0:1:0:0),e5=(0:
0:1:0),e3=(0:0:0:1).

Lema 3.2.1 Se ¢ = (yo: %1 :¥2:¥y3) ¢ um ponto qualquer de P3, entao as
equagoes do plano a(q) em G C P sdo dadas por yipjx + y;pei + Ykpi; = 0,
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comi,j, k€ {0,1,2,3}ei<j<k
Proposicao 3.2.2 Seja q € Uzg E;. Temos as seguintes possibilidades:
a)se q € Ej,q # e, e1,e2,e3 0uq € E;,NE; i # j, entdo a(g) N F é uma
conica de posto 2 (duas retas);
b) se ¢ = e, €1, €9, €3, entao a(q) C F.
Demonstracao: a) Seja ¢ = (0: 1 : z2 : x3) um ponto arbitrario de Ey, com

x1,22, 23 #0(q ¢ Ej,j #0). Pelo Lema 3.2.1 as equagdes de a(g) sao

Top12 + T1P20 + T2po1 = 0 = T1po2 = Tapo1

Top13 + T1P3o + T3por = 0 = T1po3 = T3po1

ToPa3 + T2P3o + T3poz = 0 = Tapoz = T3P0z
T1p23 + Taps1 + x3p12 = 0 = T1pa3z = Tap13 — T3p12

onde as equagoes do lado direito sao obtidas de o = 0. Fazendo x; = 1 nas

equagoes acima e as devidas substituigdes obtemos que a(q) N F' tem equagao:

(1 4+ N)po1 (—zaps1 — x3p12) + A (z2po1) P31 + (3pe1) p12 = 0 =
Po1 (Tap13 — Awgpia) =0

que sao as retas

L'=p;(0:0:0:1:0:—23)+p13(0:0:0:0:1:29)

A
L//:p()l(l:l‘g:l’g:OZOIO)—I—plQ(OIOZOZ]_I%Z(}\—{—l)l'g).
2

O mesmo raciocinio se aplica nos outros casos e a(q) N F sdo as retas:

e gc Fy:

L'=pp(0:1:0:0:0:—23)+po3(0:0:1:0:0: 23)

A
L//:pm(l:O:O:—xQ:—x3:0)+p03(0:%:1:0:0:(1—/\)@)
3

OQGEQZ
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L'=pn(1:0:0:0: —23:0)+po3(0:0:1:0:27:0)

ﬂ:o:l:():/\xlz())

L”:pOQ(O:1:0:x1:0:—x3)+P03( -
3

e gc Ey:

L'=pp(1:0:0:—22:0:0)4+pp2(0:1:0:27:0:0)

A—1
LIIZPOQ(QIlioi%COZO)+p03(OIO:1ZO:QZ‘1I$2)
T2

Para ¢ € E; N E;,i # j, aplicando o mesmo raciocinio obtemos que as

intersegoes a(q) N F sao as retas:

® QEEoﬂEli

L'=p;(0:0:0:1:23:0)4+p3(0:0:0:0:0:1)
L"=poa(0:1:23:0:0:0)+p3(0:0:0:0:0:1)

.qEEoﬂEQ
L'=p;3(0:0:0:1:0:—23)+p13(0:0:0:0:1:0)
L"=po1(1:0:23:0:0:0)+p13(0:0:0:0:1:0)
OquomEgl
L'=p0:0:0:1:0:0)4+p13(0:0:0:0:1:m9)
L"=po1(1:22:0:0:0:0)+p12(0:0:0:1:0:0)
.qulmEQ
L'=pp(0:1:0:0:0: —x3)+pe3(0:0:1:0:0:0)
L"=py(1:0:0:0: —23:0)+pp3(0:0:1:0:0:0)
.qulﬂEgi
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L'=pp0:1:0:0:0:0)+po3(0:0:1:0:0: )
L'"=po(1:0:0:—29:0:0)+po2(0:1:0:0:0:0)

e gc E1NE,

L'=pp1(1:0:0:0:0:0)4+po3(0:0:1:0:2;:0)
L"=pp1(1:0:0:0:0:0)4+po2(0:1:0:2;:0:0)

b) Consideremos o vértice eg = (1 : 0: 0 : 0). Dado qualquer ponto p = (a :
1 000

b:c:d)e€P?aretal que passa por estes pontos [ = ) é levada
a c

pela aplicacao de Pliicker no ponto (b:c:d:0:0:0). Portanto o a-plano
a(eg) = {p12 = p13 = p23 = 0} parametriza as retas de P* que passam por ey
e este plano esta contido em X. Considerando os pontos e; = (0:1:0 : 0),
ea=(0:0:1:0)ee3=(0:0:0:1) concluimos de maneira andloga que
os respectivos a-planos a(e;) = {po2 = pos = paz = 0}, a(ez) = {po1 = po3 =
p12 = 0} e a(es) = {po1 = po2 = p12 = 0} estdo contidos em X, demonstrando

o resultado.

[
Coroldrio 3.2.1 U, E; = S
Demonstragao: Pela Proposicao 3.2.2 temos

i=3

U E,CS

i=0

Como S é uma superficie quartica o resultado segue.
[

Assim sendo, a variedade A é constituida por todas as retas que parametri-

zam feixes de P2 com foco sobre Uig E;. Temos portanto trés possibilidades:

e feixes de retas contidos nos hiperplanos F;,7 = 0, 1, 2, 3. Neste caso temos
os f-planos § (Eo) = {po1 = poz = pos = 0} , B (E1) = {por = p12 = p13 = 0},
B(E2) = {po2 = p12 = p23 = 0} e B(E3) = {po3 = p13 = pa3 = 0}, todos
contidos em X;

e feixes de retas cujo foco é um dos pontos e;,i = 0,1,2,3. Neste caso
temos os a-planos descritos na demonstracao do item b) da Proposigao
3.2.2;
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e feixes com focos sobre os hiperplanos F;, mas que nao estao contidos

nesses hiplerplanos.

Retornemos ao nosso problema inicial de decrever a curva Ej = f, (E L).
Proposicao 3.2.3 Se L é a reta fixada anteriormente, entao hy, = E; e p, = e3
Demonstragao: Consideremos os pontos P, =(0:0:0:0:0:1)e Ps = (0:

0:1:0:0:0) pertencentes a reta L. Estes pontos sao imagens pelo mergulho

0010 1 000
de Pliicker das retas lp, = elp, = . Estas
0 0 01 0 0 01

retas estao contidas em E) e se interceptam em e3 = (0 : 0 : 0 : 1). Logo
hr = FEy e pr, = es.
[ ]

Vamos agora descrever o lugar B 1, das retas contidas em X que interceptam
a reta L = {po1 = poz = p12 = p13 = 0}.

Notemos que se uma reta L' C X intercepta a reta L, entdao os feixes
parametrizados por L e L' possuem uma reta [ em comum. Deste modo os
planos Eje hy que contem os feixes parametrizados por L e L’ se interceptam
na reta [ e esta reta contem os focos e3 e prs destes feixes. Deste modo, as
retas que interceptam L parametrizam feixes cujos focos estao sobre as retas de
U?:o E; que passam por e3 e que interceptam o plano £, ou seja, as intersecoes
EoNEy, EyN Ey e E1 N Ey, ou feixes que estao contidos no plano Fj.
Proposigio 3.2.4 B é formada pelos planos 135 := {pPo1 = po2 = po3 = 0},
145 = {Pm = Po3 = P13 = O} , 236 = {poz = P12 = P23 = 0} e 246 = {p12 =
p13 = pa3 = 0}, pelo a-plano a (e3) = 136 = {po1 = po2 = p12 = 0} e pelo -
plano 3 (Ep) = 146 = {po1 = p12 = p13 = 0}.

Demonstragao: Na demonstragao da Proposicao 3.2.2 vimos que se ¢ é um
ponto arbitrario de Fy N Ey ou Ey N Ey ou £ N FEy, as retas da intersecao
a(q) N F sdo

L'=p12(0:0:0:1:23:0)4+p3(0:0:0:0:0:1)
L'"=pp(0:1:23:0:0:0)+pe3(0:0:0:0:0:1)

seq=(0:20:29:23) € EgNE;

L'=p(0:0:0:1:0:—23)+p13(0:0:0:0:1:0)
L'"=pn(1:0:23:0:0:0)4+p13(0:0:0:0:1:0)

seq=(0:21:0:23) € EyN Eye
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L'=pn(1:0:0:0:0:0)4+pp3(0:0:1:0:27:0)
L"=pp1(1:0:0:0:0:0)4+po2(0:1:0:27:0:0)

se ¢ = (x9:0:0:23) € Ey N Ey. Fazendo o ponto ¢ (isto é, os coe-
ficientes x;) variar, obtemos os planos 135 := {pg1 = po2 = po3 = 0}, 145 =
{Po1 = po3 = p13 = 0}, 236 = {po2 = P12 = pa3 = 0} €246 = {p12 = p13 = a3 =
Que By, contem o a-plano « (e3) e o S-plano 5 (E;) segue da Proposic¢ao 3.2.3.

[ |
Proposicao 3.2.5 No caso do complexo tetraédrico de retas, a quintica Ey, é
a uniao de 5 retas de V.
Demonstragao: De acordo com a Proposicao 3.2.4 queremos determinar a
imagem dos planos 135, 145,236, 246, « (e3) e 5 (F1) pela projecao fr.

Consideremos o plano 135; os outros casos sao analogos. Observemos pri-
meiramente que qualquer reta contida no plano 135 intercepta a reta L no
ponto P;. Assim, dado um ponto () € 135 existe uma tnica reta que passa por
este ponto e intercepta a reta L, a saber a reta P;Q. Portanto, a cada ponto
do plano 135 corresponde uma tnica reta em By,.

Suponha @ = (0:0:0:a:b:c¢). Temos fL(Q) :fL<m) =(0:0:
a : b). Fazendo @ variar sobre o plano 135 obtemos que este plano é levado
pela projecao fr na reta l; = {po1 = po2 = 0} C V3. Pelo mesmo raciocinio
obtemos f(145) = Iy = {po1 = p13 = 0}, f(236) = I3 = {po2 = p12 =0} e
fr(246) = Iy = {p12 = p13 = 0}. O a-plano «a (e3) e o S-plano S (E;) contem a
reta L e por isso sao aplicados por fr, nos pontos (0:0:0:1) e (0:1:0:0),
respectivamente.

Por outro lado, a Proposicao 3.2.4 afirma também que L € B;. Como
fr nao esta definida em L faremos a explosao de X em L e a quinta reta da
quintica E}, sera exatamente a imagem do divisor excepcional da explosao.

Seja, entao, )?; C X x V5 o fecho do gréfico da projegao fr e 7 : X —
X a explosio de X ao longo de L. Denotemos por F = 7~ !(L) o divisor
excepcional da explosdo. Por [7], pagina 604, temos que o divisor excepcional
¢ naturalmente indentificado com a pr03et1v1zacao P (N X/ L) do fibrado normal
de X em L. Assim, a aplicacao fL = from, fL XL — V3, envia um ponto
(xz,7n) do divisor excepcional F', correspondente ao vetor normal  a L em =z,
para o ponto de intersecao de V3 com o plano gerado por L e qualquer reta
passando por z e representando o vetor 7. Esta aplicacao esta bem definida
pois 1 é definido como um vetor tangente a X em x médulo vetores tangentes

a L em x. A imagem }:L/(F) é a imagem do espaco tangente a X em um ponto

0}.
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de L.
Para a reta L considerada temos T,(X) = {po1 = p12 = 0}, qualquer que
seja x € L. Portanto a imagem do divisor excepcional F' = L x V3 da explosao

pela aplicacio f é a reta [ = {po1 = p12 = 0} = T,(X) N V3. Logo

Er=0LUlLUl3UlUI.

]

Portanto, no caso do Complexo Tetraédrico de Retas, a quintica Fj, esta
contida na superficie singular S. O projeto inicial era mostrar que o mesmo
ocorreria nos demais casos de complexos quadraticos semi estaveis, mas con-
cluimos que esta afirmativa é falsa fazendo célculos analogos em alguns outros

Casos.

3.2.3 Demais casos de Complexos Quadraticos

Semi estaveis

Nesta secao daremos uma descricao da quartica Cr, em todos os casos de feixes
de quédricas semi estaveis. Em todos os casos a reta L é uma reta genérica,
isto ¢, nao passa por nenhuma das singularidades do lugar de base do feixe e
nao esta contida em nenhum de seus planos.

Teorema 3.2.1 Seja P um feixe de quadricas semiestavel. A curva Cp, associ-
ada ao feixe P é uma quértica plana que pode ser descrita a partir do Simbolo
de Segre do feixe. Mais precisamente temos:

(

1) o = [21111] : a curva (', é irredutivel com dois nés.
(2) o0 = [2211] : a curva C, é irredutivel com trés nés.

(3) 0 =[222] : a curva C, consiste de duas conicas suaves que se interceptam
em quatro pontos distintos.

(4) o = [(11)1111] : a curva Cp, consiste de uma cibica suave e uma reta que
intercepta a cibica em trés pontos distintos.

(5) o = [(11)(11)11] : a curva C, consiste de uma conica e duas retas distintas
cada uma delas interceptando a conica em dois pontos distintos.

(6) 0 = [2(11)11] : a curva C, consiste de uma cubica com um ponto duplo e
uma reta interceptando a cubica em trés pontos.

(7) 0 =[22(11)] : a curva C, consiste de uma conica suave e duas retas distin-
tas, cada uma delas interceptando a conica em dois pontos distintos.

(8) o = [2(11)(11)] : a curva Cf, consiste de uma conica suave e duas retas

distintas que interceptam a conica em dois pontos um deles comum as duas
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retas.

(9) 0 = [3111] : a curva C, é irredutivel com uma cispide e um no.

(10) o = [321] : a curva C}, é irredutivel com uma cuispide e dois nés.

(11) o = [3(11)1] : a curva C}, consiste de uma ctibica com uma cuspide e uma
reta interceptando a ctibica em trés pontos suaves.

(12) o0 = [33] : a curva C}, é irredutivel com duas cuspides e um né.

(13) o = [(111)111] : a curva C, consiste de duas retas duplas.

(14) o = [(21)111] : a curva Cf, consiste de uma cubica e uma reta intercep-
tando a conica em dois pontos distintos.

(15) o = [21(111)] : a curva Cf, consiste de duas retas distintas e uma reta
dupla.

(16) o = [(21)21] : a curva Cf, consiste de um cibica com um né e uma reta
interceptando a cibica em dois pontos suaves. (17) o = [(21)(11)1] : a curva
C', consiste de uma conica suave e duas retas distintas, uma delas tangente a
coOnica e a outra a interceptando em dois pontos.

(18) o = [(111)(11)1] : a curva C, consiste de duas retas duplas.

(19) o = [3(111)] : a curva Cf, consiste de uma conica degenerada em duas
retas e uma reta dupla.

(20) o = [(12)3] : a curva Cf, ¢ irredutivel com dois pontos singulares.

(21) 0 = [(21)(111)] : a curva C, consiste de duas retas duplas.

(22) 0 = [(21)(21)] : a curva O}, consiste de uma conica suave e duas retas
distintas tangentes a conica.

Demonstracao: Apesar de possuirmos os calculos em todos os casos descritos
no Teorema, faremos a demonstracao nos casos (1), (3) e (4). Os demais sao
analogos e serao omitidos.

No que segue, fazemos a descricao da quartica Cp, a partir de uma escolha
conveniente da reta L. Segue do Teorema 3.1.1 que as curvas obtidas a partir
de outras escolhas sao isomorfas as obtidas nesta demonstragao.

(1) 0 = [21111] : Neste caso, o feixe possui 5 raizes distintas e as quadricas G

e I' sao dadas por

G: a3 + a5+ x5+ 2] + 22506 =0
F:\o? + as + )\3x§ + A3 + 2X525T6 + xg =0

Atribuiremos aos A; s os valores: Ay = 1, = —1, A3 = 2,y = —2 ¢

A5 = 0, donde segue que a equagao de F' é

Fia?—ai+222 —222 +22=0
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O complexo quadratico X = G N F possui um tunico ponto singular v; =
(0:0:0:0:0:1) dado pela intersecao do cone excepcional @y, = G —
Fcom X. Fixamos o ponto suave x = (0: 0:1:4¢:2i:0) € X, escolhido
arbitrariamente, para determinar a intersecao 7, X N X que consiste de 4 retas.
Este e os outros caculos usados nesta demonstracao foram feitos utilizando o
Maple 16. Fixamos uma das quatro retas obtidas. Seja L a reta dada pelas

equagoes paramétricas

L:{xl = \/75 (2x4 — @5) , 9 = */752 (2x4 — 5) , w3 = 1wy — 1T5, 06 = —T4 + %%}

Ospontos v = (0:0:1:7:2:0)ey=(—v2:—v2i:-2:0:2:1)
pertencem a reta L e, consequentemente, parametrizam as retas [, e [, do feixe.
Assim, o plano (l,,1,) é o plano hz. Afim de determinar a equacao desse plano,
precisamos encontrar as coordenadas de Pliicker dos pontos x e y que estao
em coordenadas de Klein. Usando as relagoes entre as coordenadas de Klein e

de Pliicker descritas em Jessop, obtemos z = (0:0: —=2::0:1:0) ey = (0:
-2 1 0 0
—20:4:1: 2 —2\/5) que parametrizam as retas [, : ! e
0 001
L7210 2v/2
LU0 01 2
determinamos, usando a equagao geral Ay, + Bys + Cyz + Dys = 0 de um

) . Considerando P? com coordenadas (y; : ¥2 : ¥3 : Ya)

plano de P3, que a equacao do plano h;, do feixe é dada por

hr = (lz,1,) = {y1 + 2iy2 = 0}

A equacao da superficie singular S é dada por

S 291 + 23 + 8yiys + 8ysyi + Ayiys + Ayayi + Syiyi =0
Portanto a equacao da curva C}, dada pela substituicao da equacao de hy,
na equacao de S é

C:yy +4y3y; — 8ysys — 8yay; =0

Usando o Maple® mostramos que C, é uma curva irredutivel e seus pontos
singulares sdo os nds (pontos duplos ordindrios ¢y = (0:0:1:0) e g2 = (—2i :
1:0:0).

Vamos mostrar agora que o ponto ¢; é a imagem pela aplicacao j do né da
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curva By, e que o ponto ¢o é o ponto de tangéncia do plano hy, com a superficie
singular S. Primeiramente, na demonstracao do Teorema 6.6, caso (2), em [2],
temos que o n6 da curva By corresponde & imagem inversa 71 (A1) que é o

plano P := (L, v;). Este plano possui equagoes paramétricas

-2, . V2 _ .
P = {xl = i(xg +ixy4) T2 (w3 +ixy), x5 = T4 +ix3
e PNX =LUL' onde L' tem equagoes paramétricas

L' = {xl = V224, 10 = iV 2wy, x5 = 14, T5 = 0}

Ospontosv; = (0:0:0:0:0: 1) ey =(V2:iv/2:i:1:0:0)

pertencem a L’. Em coordenadas de Plucker temos v; = (0: 0:0:1:0:0)
0100
ey’z(O:l:O:O:O:—\/Ei)dondeseguequelm:(()010>e

(1 00 V2
lyli

. Portanto
001 O )

J (L o)) = (L) = by, Ny = qu.

Por outro lado, célculos no Maple® mostram que o plano tangente a su-

perficie S no ponto ¢o dado pela equacao

oF oF oF oF
o (q2) 1 +@(qz)yz+ @(QQ)y3+a—4(qz)y4 =0

onde F = 2y7 + 2y3 + 8yivs + Sy3vi + 4uivs + 4ysui + Syivi, ¢ exatamente o
plano hy,

Figura 3.4: Caso o = [21111]
(3) o = [222] : Neste caso temos:
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G T1To + T3Ty4 + T5Xg = 0
F 2/\111711'2 + 2)\21‘31'4 + 2/\311751'6 + ZL’% + l‘g + ZL’% =0

Consideremos A\; = 1, Ay = —1 e A3 = 2 donde segue que a equacao de F é:

F : 22109 — 23304 + 42576 + 27 + 73 + 22 = 0.

Escolhemos o ponto suave x = (1:0:7:0:0:0) € X e fixamos a reta

L= {:cl = 22’\/53:6 — X3, Ty = —i\/§x6,x4 = \/§x6,x5 = —4.’136}

contida em X e passando por z. O ponto y = (22\/5 S —iV2 00 V2
—4 :1) € L e em coordenadas de Pliicker temos z = (0:0:0:0: —i: 1)

0 — 1 0
ey:(—iﬂ:ﬂ:l:—4:0:2i\/§).Dai:l1:< ! )e

00 01
l'102¢\/§0
N0 -2 V2

equacao do plano gerado pelas retas I, e [, :

. Analogamente ao caso anterior determinamos a

hi = (Lo, 1) = ys = 20V 2y1 + iy,

A equacao da superficie singular neste caso é:

S 9y3ys + yayi + 4ysys — 12y1y0ysys = 0

Consequentemente a quértica plana dada pela intersecao do plano Ay com

a superficie S tem equagao
Cr : (=412 + 3iV2y1y4 — V203 + 2iyaya) (412 + 6iv/2y1s + V243 + 2iyoys) = 0.

Assim C', consiste das conicas suaves (C), : —4y1y2 + 3i\/§y1y4 — \/§y§ +
2iyays = 0 e (CL)y : dy1ya + 6iv/2y19a + V292 + 2iyays = 0 as quais se in-
terceptam nos pontos ¢; == (0 : 0 : 0 :1),¢go = (1 :0: 2iv/2 : 0),¢q5 =
(—‘/Ti :1:0: O) e q = (—%ﬁ 21 é : —%). Estes pontos correspondem
aos pontos singulares da curva C,. Sabemos que a curva By, neste caso con-
siste de duas componentes ordindrias isomorfas a P! que se interceptam em
trés pontos. Estes trés pontos sao levados pela aplicacao j nos pontos ¢, gs €

q3. O ponto g4 é o ponto de tangéncia do plano h; com a superficie S.
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Figura 3.5: Caso o = [222].
(4) o = [(11)1111] : Este é um subcaso do caso suave o = [111111] no qual

temos A5 = A\g. Deste modo as equacoes das quadricas G e F' sao

G:ai+ay+as+ai+ai+a5=0
F o \af + Maxs + A3 + \axh 4+ Aszs + Aszg = 0

Vamos atribuir os valores Ay = 1,y = =1, A3 =2, Ay = —2 e Ay = 4. Dai

F:ad — a5+ 2235 — 225 + 422 + 43 = 0

O feixe possui um cone excepcional ()), = G — 4F singular ao longo da
reta V] = {3 = 29 = 3 = x4, = 0} que intercepta X nos pontos v; = (0 : 0 :
0:0:1:49)evyg=(0:0:0:0:1:—i). Analogamente ao caso anterior,
considerando o ponto suave z = (1 : —i:1:0:4:0) € X, podemos fixar a

reta

L:= {xl = 3ixy + 2iws, x3 = —2ix9 — 3iT5, Ty = \/5(202 + x5) , 16 = ﬁ(xg + a:5)}

contida na intersecao T, X N X. O ponto y = (3i : 1 : —2i : V20
V7) também pertence a reta L e em coordenadas de Pliicker temos z =
(1:l:i:i:_—1:0) ey = (2:—1—}—‘/75:4:#:1—#‘/75:1). Assim as

222" 72
retas parametrizadas por z e y sao
1+ 10
YT 1)

1
Iy 0 ely:
0 1 1-— 5

Como no caso (1), com calculos no Maple®, obtemos a equacdao do plano

hy = <lr7 ly>

= w||
.
N[ N
[\
[S
ol
ot
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_92i 2
hr : +
L i BT T2 — 5

Neste caso a equagao da superficie singular S é

—2i +V5i+ VT
VTi—2-+/5

2+ Y3 — ys = 0.

S 2075 + 2y3y5 + DYty + SYayi + 4yiyeysys = 0

Fazendo a intersecao de h; com S obtemos a quartica C';, que neste caso
tem equacao

Cr : (2V5y3 + 4y1y7 — 10yTya — 24y3ys — 125193 + 1097 — dyi — 2iv/Tyi -
20V TV/5y3ya+8iyayi — 5iv/Tyi ya+20iy2y7 +2iv/5V Ty3y1 —9V5y3ys — 4V 5y1 3+
5V5yiys + 8iyayryat 4ivByayiys — 3iVTy3ys + 4ivVTydyr + 4V Ty1yays) (2ya—
2y1 — VBys + iV Tys = 0,
ou seja, C'r, é uma curva redutivel formada pela uniao de uma ctibica e uma reta.

Estas se interceptam em trés pontos que sao exatamente os pontos singulares
da curva Cp, : ¢4 = <1—‘/75—|—ﬁ:@—53\/&—29‘ﬁ—|—6m:y3:1>,q2 =

2 11 22 22 11
<1—‘/75—|—\/Tﬁ:0:y3:1> eq3=(0:1:y3:0), onde o valor de y3 é dado pela
equacao de hy,.

Sabemos por [2] que neste caso a curva By consiste de uma componente
ordinaria C' a qual é uma curva eliptica suave e uma componente excepcional
dada por 771 (\5) =V} 2 P! e que estas se interceptam em um par de pontos
conjugados sob a aplicagao 7. Esta intersecao corresponde aos planos (L, vy)
e (L,v9) 0s quais sdo levados pela aplicagdo j nos pontos ¢» e g3. O ponto ¢
¢ o ponto de tangéncia do plano hy com a superficie singular S.

[
Corolario 3.2.2 Seja (', a curva descrita no Teorema 3.2.1. Entao, o género
geométrico de (', é
(i) py (Cp) =1, se 0 = [21111] ou ¢ = [3111];
(ii) pg (Cr) =0 se o = [2211],0 = [321] ou o = [33].

Figura 3.6: Caso o = [(11)1111].

Demonstragao: Segue diretamente do Teorema 3.2.1 e da Equacao 3.1.
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[ |

Concluimos do Teorema 3.2.1, do Corolario 3.2.2 e da Segao 2.2 que se a reta

L nao passa por nenhum ponto singular do complexo quadratico X, a aplicacao
J leva as componentes excepcionais da curva By em retas e as componentes
ordindrias em curvas que possuem o0 mesmo género das componentes. Mais
ainda, as singularidades das componentes ordinarias sao preservadas. Para os
casos em que o lugar singular do complexo X é uma curva (o que significa dizer
que o feixe possui um 2-cone) e, portanto, toda reta contida no complexo passa
um ponto singular de X, as componentes excepcionais de By, sao levadas em
retas duplas pela aplicacao j. Assim, desde que C', € uma quartica, a intersecao

residual de hy, com S possui grau 2 e é portanto uma conica.
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Capitulo 4
Aplicacoes a Teoria de Moduli

Neste capitulo utilizaremos os resultados obtidos no capitulo precedente para
estudar o espago de Moduli das curvas quarticas planas associadas a complexos
quadraticos de retas semi estaveis e construir algumas aplicagoes envolvendo
tais espacos. Para tanto, faremos, ao longo das secoes, a descricao sucinta
de alguns espacos de Moduli, a saber os espagos de Moduli de Complexos
Quadraticos, Superficies Singulares e Feixes de Quadricas e ainda o espago de
Moduli de formas binarias de grau 6.

Neste capitulo, assim como nos anteriores, X denota o complexo quadratico
de retas visto como o lugar de base de um feixe de quadricas de P° gerado pela
quadrica de Pliicker G e uma segunda quadrica F' distinta de G.

Fixada uma reta genérica L C X (Proposigao 2.1.2), vimos no Capitulo
3 que podemos associar a cada complexo quadratico, dado por um feixe de
quadricas semi estavel, uma curva quartica plana cuja descricao geométrica
depende apenas do Simbolo de Segre do feixe. Inicialmente mostramos que
a aplicacao j : B, — C é equivariante no que diz respeito as devidas acoes
de grupo sobre as curvas By C A e as curvas Cp := j(Br). Para tanto,
construimos um espaco de Moduli para as curvas 7, baseados na descri¢ao
do espaco de Moduli das superficies singulares associadas a um complexo
quadratico feita em [3].

Posteriormente, considerando o caso em que o complexo quadratico de retas

X é suave e utilizando o isomorfismo

Hoy = M

entre os espacos de Moduli de curvas hiperelipticas suaves de género 2 e de
formas binarias de grau 6 sem raizes duplas, mostramos que existe uma familia

unidimensional de quérticas planas (no espaco de Moduli das quérticas pla-
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nas, que descreveremos na se¢ao a seguir) a qual associamos um tnico ponto
no divisor em M? correspondente as séxticas bindrias com uma raiz dupla.
Denotaremos esse divisor por Mg,

Finalmente mostramos que, para os casos em que a curva By, (consequente-
mente C,) é irredutivel e o discriminante do feixe possui pelo menos duas raizes
simples, dois pontos de ramificacao da curva By produzem o né da curva Cp,
e também neste casos existe uma familia unidimensional de quarticas planas

que sao levadas em um tinico ponto nos respectivos espacos de Moduli.

4.1 Espaco de Moduli das quarticas planas as-

sociadas a complexos quadraticos

Nesta secao construimos o espaco de Moduli das quarticas planas descritas

geometricamente no capitulo anterior.

4.1.1 Acgao sobre S*

Sejam P = {\F + uG | (A : 1) € P'} um feixe de quadricas semi estdvel, onde
G é a quadrica de Pliicker, e X = F'N G o complexo quadratico de retas.
Considere a superficie singular .S associada a X e a superficie dual S*. Sabemos
pela Proposicao 1.2.4 que S* parametriza os planos tangentes a .S. Fixada uma
reta genérica L C X, denotemos por hy o plano de P? que contem o feixe de
retas parametrizado por L. Segue da Proposicao 3.1.2 que hz é um ponto de
S*.

Por outro lado, seja h C P? um ponto de S*\R*. Entdo, por defini¢io, o
plano B3(h) C G, que parametriza as retas de P2 contidas em h, intercepta a
quéadrica I’ em duas retas, digamos M U M’. Deste modo, hy; = h e desde que
M C X podemos determinar a quartica C'yy.

Logo, dado um complexo quadratico X, a superficie singular dual associada

S* parametriza a familia de quérticas planas

{CL}LCX

No Capitulo 3, mostramos que as curvas C, ’s determinadas pelas dife-
rentes escolhas das retas L C X sao isomorfas, isto é, independem (a menos
de isomorfismo) da escolha da reta L (Teorema 3.1.1). Consequentemente,

para cada complexo quadratico X a superficie S* parametriza (a menos de
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isomorfismo) uma qudrtica plana associada & X. Considerando o espago pro-
jetivo P3* que parametriza todas as superficies quérticas em P?, podemos fazer
uma estratificagao deste espago em termos de singularidades. Como a semi
estabilidade de uma superficie quartica depende apenas de suas singularidades
podemos dizer que um extrato é semi estavel se alguma quartica contida nele
¢é semi estavel. Sabemos ainda que as superficies quarticas que sao superficies
singulares (duais) associadas a complexos quadraticos com mesmo Simbolo de
Segre o possuem as mesmas singularidades (ver [3], Segao 6).

Logo, temos um espaco de parametros para as quarticas planas associadas a
complexos quadraticos de retas semi estaveis, a saber as variedades algébricas
localmente fechadas Z, C P3* que parametrizam as superficies quérticas de
P3* que sao superficies singulares (duais) associadas & um complexo quadratico
com Simbolo de Segre o.

A seguir, determinamos uma agao sobre o espacgo de parametros.
Proposigao 4.1.1 Seja Aut (S,P3) € PGL(4) o grupo de automorfismos li-
neares da superficie singular S. Se A € Aut (S,P?) C PGL(4) e h € S*, entao
A. heS*.

Demonstragao: Suponha que o plano h e a superficie singular S sao dados
pelas equacgoes
h:AoXo+ A1 X1+ A Xo + A3X3=0

S : f (X07X17X27X3) = Z aioiliQisXéoXilXézXég =0

10+11+i2+i3=4
respectivamente. Suponha ainda que h é tangente a S no ponto suave xr =

(xo: 2y @ x9: x3). Portanto

or
e

Suponha que A = (a;;). Temos

(x;) = A;, parai=0,1,2,3

4

4
Ah: Z (Z Aiai]) Xj =0
i=1

J=1

Por outro lado
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4 io
f (A ’ (X07 le X27 X3)) - Z Qigiyigis (Z alej—l)

io+i1+io+iz3=4

4 i1 4 12 4 Q4
() (E) ()

J=1

Um calculo explicito que omitimos aqui mostra que o plano A.h é tangente
a S no ponto A.x.Logo A.h € S*.
]
Corolario 4.1.1 Sejam X, X’ complexos quadraticos, S, S" as superficies sin-
gulares associadas e S*, S* suas superficies duais, respectivamente. Se existe
p € SL(4) tal que ¢(5) = 5, entdo a agao de ¢ sobre S induz uma agao sobre
S*e p(S*) =5
Demonstragao: Os calculos sao andlogos aos da Proposicao 4.1.1. Temos
que se h € S* é tangente & S no ponto z, entdo ¢(h) é tangente a .S’ no ponto
¢(x). Portanto, como S* parametriza os planos tangentes a S, ¢ (S*) = S*.
]
Temos, portanto uma acao de SL(4) sobre as variedades S* e, como S*
parametriza a quartica plana associada a um complexo quadratico, podemos
ver a acao de SL(4) sobre as quérticas planas. Podemos entao determinar
classes de isomorfismo destas curvas.
Definigao 4.1.1 Sejam X, X’ complexos quadréticos de retas e S* e S as su-
perficies singulares duais associadas, respectivamente. Fixadas as retas L C X
e L' C X', as quarticas planas C, e C}, associadas a X e X', respectivamente,

sdo equivalentes se existe p € SL(4) tal que

p(57) =57

Pela Definicao 4.1.1, a classe de equivaléncia de uma quéartica plana C7,
associada a um complexo quadratico X, corresponde a classe de isomorfismo
da superficie singular dual S* associada & X. Observe que, se hy e h/, sdo
os planos de P? que determinam as qudrticas Cr, e C, ndao necessariamente
temos ¢ (hy) = h;, Mas, como C}, independe da escolha da reta L, temos uma

classe de isomorfismo bem definida.
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4.1.2 Moduli das quarticas planas

Nesta subsecao descrevemos o espaco de Moduli das quarticas planas asso-
ciadas a complexos quadraticos de retas que sao semi estaveis. Dados dois
complexos quadraticos, definimos na subsecao anterior que o isomorfismo en-
tre duas quarticas planas a eles associadas é equivalente ao isomorfismo entre
as superficies singulares duais. Portanto, é suficiente descrever o espaco de Mo-
duli destas superficies. Inicialmente fazemos a descricao do Espaco de Moduli
das superficies singulares S, baseados em [3].

Seja o o Simbolo de Segre de um complexo quadratico. Consideraremos
que o possui pelo menos trés parénteses e nao contem nenhum parénteses de
altura > 4, como em [3]. Vimos na segao 1.3 que o espago P3* parametriza
as superficies qudrticas em P3. Equisingularidade induz uma estratificacao
de P3* em variedades algébricas localmente fechadas (nao necessariamente ir-
redutiveis). Notemos que se p € R C S é um ponto singular da superficie
singular associada a X, isto é, se a(p) N F' consiste de uma reta dupla, di-
gamos M, entdo ((hy) N F contem uma reta dupla. Portanto, hy, € R*.
Assim, as singularidades de S* sao do mesmo tipo que as singularidades de S.
Consequentemente a estratificacao pode ser considerada em termos de S*.

Agora a acao de SL(4) sobre P3* preserva singularidades, e assim ela se
reduz a uma agao sobre os estratos Z,. Chamamos as superficies contidas em
7, de superficies singulares de tipo o.

Lema 4.1.1 ([3]) (a) Os estratos Z, sao subconjuntos localmente fechados do
espaco projetivo P34,

(b) Qualquer superficie singular S associada a um complexo quadrético com
Simbolo de Segre o é semi estdvel com respeito a acao de SL(4).
Demonstragao: Ver [3]

Teorema 4.1.1 ([3]) O espago de Moduli das superficies singulares de tipo o

Mg =Z,/SL(4)

existe e é uma variedade quasiprojetiva.
Demonstragao: Ver [3].

Vimos na subsegao anterior que a agao de SL(4) sobre S se estende a
uma acao sobre S* e que as singularidades de S* sao do mesmo tipo que as

singularidades de S. Portanto,

SeZ,=858"¢€Z,
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Mais ainda: pelo Corolario 4.1.1, temos que se S e S’ pertencem a mesma
érbita da acdo de SL(4), entdo o mesmo ocorre para as superficies duais S* e
S™. Concluimos assim que Teorema 4.1.2 O espago de Moduli das superficies
singulares duais associadas a um complexo quadratico de retas existe e é uma
variedade quasiprojetiva.

Logo, desde que a variedade S* corresponde a quartica plana determinada
pelo complexo X, segue do Teorema 4.1.2 que
Corolario 4.1.2 O espago de Moduli das quarticas planas associadas a um

complexo quadratico de retas semi estavel existe.

4.1.3 A equivariancia da aplicacao j : B, — (,

Seja X = F N G um complexo quadratico de retas e considere o feixe de
quadricas P = {A\F + uG | (A : ) € P'}, cujo lugar de base é X. Suponha
que P é um feixe semi estavel (Se¢ao 1.3.2). Vimos no Capitulo 2 que, fixada
uma reta L C X existe uma curva de género (aritmético) 2 associada a P, a
saber a curva By, = {L' € X | LN L' # 0}. Por [2] existe um isomorfismo

My =M,

entre os espacos de Moduli dos feixes de quédricas de P° semi estdveis e das
formas binarias de grau 6. Mais ainda: o blow up de ﬂg no unico ponto
semi estavel deste espaco ([2]) é isomorfo ao espago de Moduli das curvas
hiperelipticas estaveis de género 2, H,. Assim, a aplicacdo que determina
By, a partir de um feixe semi estavel P se estende aos espacos de Moduli
(fazendo uma redugao estavel de By, caso necessério). Portanto, fora do divisor
excepcional do blow up, feixes de quadricas semi estaveis isomorfos equivalem
a curvas hiperelipticas estaveis isomorfas.

Partindo destes resultados, mostramos nesta subsegao que a aplicacao j :
B; — Cp também pode ser estendida aos espagos de Moduli, isto é, mos-
traremos que a aplicacao j ¢ equivariante com respeito as devidas agoes de
grupo.

Proposigao 4.1.2 ([7]) Uma reta [, do complexo quadratico pertence a dois
feixes cofocais se, e somente se, [, pertence a dois feixes coplanares.
Demonstracao: [7], pagina 768.

Segue da Proposicao 4.1.2, que podemos definir uma aplicacao andloga a

T:x =S
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(ver Subsegao 1.2.2).
Definigao 4.1.2 ([7], pdg. 778) Sejam X = F' N G um complexo quadratico
de retas e ¥ C P a superficie dada por ¥ = FNG N H, onde H = G~'FG.

Definimos a aplicagao

Y= S*

que envia um ponto suave x € ¥ para o unico plano h € S* que contem os
dois feixes coplanares contendo a reta [,.

Lema 4.1.2 ([5]) Existe um isomorfismo

t: PSO(6) — PSL(4)

Demonstragao: Ver [5].

Teorema 4.1.3 A aplicacao 7’ : ¥ — S* é equivariante com respeito as acoes
de PSO(6) e PSL(4), respectivamente.

Demonstragao: Sejam X e X’ complexos quadraticos isomorfos. Assim,
existe A € PSO(6) tal que A.X = X'. Sejam S* e S* as superficies singulares
duais associadas & X e a X’ respectivamente. Pelo Lema 4.1.2, o isomorfismo

¢ ¢ tal que

7 (X)) =7(A-X) = (A) - 7(X)

Portanto, existe ¢(A) € PSL(4) tal que 5™ = ((A).S*. Logo, S* e 5™ séo
isomorfas.
[ |
Na verdade, a agdo de PSO(6) sobre a familia de S-planos na quédrica de
Pliicker G induz uma acao sobre os hiperplanos h C P3.
Segue do Teorema 4.1.3 que a aplicacao 7’ pode ser vista como uma aplicacao

entre os espacos de Moduli

7 My = Mg,

onde M. denota o espago de Moduli de complexos quadraticos e M, denota
o espago de Moduli de quarticas planas.

Antes de demonstrar a equivariancia da aplicagcao j : By, — Cp, precisa-
mos estabelecer uma relacao entre os espacos de Moduli M. e ﬂ;’; Como
ressaltamos anteriormente, se um feixe de quadricas gerado pela quadrica de
Pliicker G semi estavel, entao o seu lugar de base X é um complexo quadratico

de retas semi estdvel. Por outro lado, se dois complexos quadréticos X e X’
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sao isomorfos, entao os feixes de quadricas P e P’ dos quais X e X’ sdo luga-
res de base, respectivamente, também sao isomorfos. A partir disto, queremos
estabelecer sob que hipdteses a reciproca é verdadeira.

Sejam P e P’ feixes semi estaveis de quadricas de P? e suponha que P = P’.
Denotemos por A; as raizes do discriminante do feixe P e por A, as raizes
do discriminante do feixe P’,7i = 1,...,s em que s é o numero de raizes do
discriminante do feixe. Como P = P’, exite A = (a;;) € SL(2) tal que

N = Guditan T 1 s

Yoan i +ag
Lema 4.1.3 Sejam P e P’ feixes de quéadricas de P? semi estéveis e sejam X e
X' seus respectivos lugares de base. Suponhamos que P = P’ e consideremos
as superficies singulares associadas S e S’, respectivamente. Entao:
(a) Se o simbolo de Segre do feixe ¢ da forma o = [(11)1111], [(11)(11)11],
[(111)111] ou [(111)(11)1], entdo S = &’
(b) Para os demais casos existe A € SL(4) tal que A(S) = 95"
Demonstragao: (a) Faremos os cédlculos para o caso [(11)1111]. Sejam A; e A,
i =1,...,5 as raizes dos discriminantes dos feixes P e P’, respectivamente.

Por [12], as equagoes das superficies singulares S e S’ sdo dadas por

St (M=) (A3 = As) (A — Ns) (975 + y3yd) +
(A3 = A1) (M= A5) (A2 — As) (yivs + y3y3) +
2 [+ Ao — 225) (A — As) (ha — As) — (A + s — 245) (A — As) (A — Ag)]
Y1Y2ysys =0

S (N = Ap) (N5 — X5) (N — M%) (i3 + w3u3)
+ (N5 = ) (M) = X5) (N — M%) (wiws + was) +
2 [(N] 4+ Ay — 2X5) (A5 — AL) (M) — A5) — (N5 + Xy — 2X5) (A — A%) (A — AL)]

Y1Y2y3ys = 0
an; +app . . ,
Como \, = AT T2 G~ 1,5, fazendo as substituicoes, um calculo
ag A + ag
no Maple mostra que
3
g’ - (a11a22 - a12021)

(@21 A1 + ag) (@21 Ae + a) (a21 A3 + ag2) (a21 A4 + a22) (a21 A5 + G22)2
(A1 = X2) (A3 = As) (A — As) (¥7y3 + y393)
+ (As — Aa) (A1 — Xs) (A2 — Xs) (i3 + wavi) +
20 A1+ A2 —2X5) (A3 — A5) (Mg — A5) — (A3 + Ay — 2X5) (A1 — A5) (A2 — A5)]

y1y2y3ys = 0
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Logo, como as equagoes de S e S’ diferem por uma constante nao-nula, as
superficies singulares associadas & X e a X’ coincidem.

Para os demais subcasos do caso geral ¢ = [111111] descritos no enunciado

do lema os calculos sao andlogos e mostram que as superficies singulares asso-
ciadas também coincidem.
(b) Para os casos em que o discriminante do feixe possui exatamente trés raizes,
o espago de Moduli das superficies singulares associadas Ms(o) consiste de
um tnico ponto ([3], Tabela 1). Assim, dados dois feixes de quadricas isomor-
fos, as superficies singulares associadas diferem por uma acao de SL(4). A
seguir, descrevemos esta agao no caso o = [222].

Sejam X e X' os lugares de base dos feixes P e P’, respectivamente. Os

complexos X e X’ sdo dados pela intersecao da quadrica

G : 2129+ 2324 + 2506 = 0

com as quadricas

F 2/\131711'2 + 2)\21‘31'4 + 2/\31751‘6 + ZL’% + l‘g + ZE% =0

F' 2N mymy + 202324 + 20526 + 25 + 23 + 28 =0

respectivamente. Por [12] as superficies singulares S e S” tem equagoes

St (=As+ ) 13y3 + (A — As)? w3y + (M — Xo)  yByd—
2(=A3+ X2) (A1 — A3) (A1 — A2) y1yoysys = 0

e
ST (=N )3y + (N — NP wdd + (N — M) v
—2(=A3 4+ Ay) (A} = A3) (A} = A) y1vaysys = 0
i -
Se existe A = (a;;) € SL(2) tal que N, = (111—%-@1272. = 1,2,3, entao
a1 \; + a2

fazendo as devidas substituicoes, obtemos

, (=3 + )\2)2 (det(A))? (A3 + )\1)2 (det(A))* i
(a1 A3 + 6122)2 (@21 A2 + az) (a1 A1 + a22)2 (a1 As + Cl22)2 2o
(=A2 + A1)? (det(A))?

2.2
Yay3+
(g Aa + a22)2 (an A + 6122)2 27

(a1 Ag + Cl22)2 (@21 A2 + a22)2 (@21 A1 + ag)

2,2
27394

sY1Y2y3ys = 0



94

e como A € SL(2), temos det(A) = 1.
Agora considere a transformacao projetiva ¢ € PGL(4) dada por

s (a2 A3 + ag2) (A e + ag) (a2 A + az)’
Z; .
= ———,1=2,3,4
Y a1 \i—1 + ag
Temos que
(=A3+ A)° (=A3+\1)°
o(S) : 5 ngxi + 5 ngxi—l-
(@21 A3 + ag)” (a1 As + azs) (@21 A1 + ag)” (a2 As + azs)
(=g + )\1)2

x4+
(@21 A + a22)2 (a2 A1 + a22)2 2
(=3 + X)) (A1 — A3) (A1 — A9)

(ag1 A3 + a22)2 (ag1 A + CL22)2 (ag A + a22)2

T1XX3T4 = 0

ou seja, ¢(S) =5

Finalmente consideramos o = [21111] o qual abrange (de maneira andloga)
os demais casos.

Sejam X e X' os lugares de base dos feixes P e P’, respectivamente. Os

complexos X e X’ sdo dados pela intersecao da quadrica

G:ai+ a5+ x5+ 25 + 20506 =0

com as quadricas

F )\1%% + )\233% -+ )\333?)) + )\437421 + 2)\5$5I6 + .’]7? =0

F o Niod + Nowd + MNow + Njad + 2\easw6 + 22 = 0

respectivamente. Por [12] as superficies singulares S e S” tem equagoes

St (A1 —A2) (A — M) (vt + i) —
(A3 = As) (As = As) (A1 — A2) (yiw3 + y3wi) — (Mi—
As) (A2 = As) (Mg — Aa) (U202 + 1202) + 2[(A1 + Ao — 2X5) (Mg + Ay — 2X5) —
2(A1 = A5) (A2 = A5) = 2(As — A5) (Aa — A5)] iy + 2 [(A1 — As5) (A2 — As)
(A3 + A1 = 2X5) = (A3 = A5) (A1 = As) (A1 + A2 — 225)] 9192394 = 0
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S’

(M= A9) (N5 = X)) (1 + i) — (N5 — A5) (Ny = A5) (N — AY) (wiws + wivi) —
(ML= A5) (Ao = A5) (A5 — Xy) (w793 + wawd) + 2 [(A] + A% — 2X5) (A5 + Xy — 2))
=2 (N) = A5) (N = A5) — 2.(X5 — A5) (N — )| wiwd +
2[(X — A) (X — M) (% + X —24¢) -

(A5 = A5) (Ay = A5) (M) + A5 = 2X5)] y1yaysya = 0

s
Se existe A = (a;;) € SL(2) tal que N, = auz—w,i = 1,2,3, entao
a1 i + a2
fazendo as devidas substituicoes, obtemos

(A1 — A2) (A3 — A\y) det?(A)

. 4, .4
5 (agi M + ag) (a21Xa + ag) (21X + ag) (a1 As + ag) (yl " y4) -
(A3 = As) (A = As) (M — A9) dct?’(A) 2,2 2,2
(a1 A1 + ag2) (@21 A2 + aga) (@213 + ags) (ag1As + age) (agiAs + 022)2 (y1y2 * y3y4) -
(A= As) (A2 = A5) (Ag = Ay) det®(A) 29, 2 2
(@21 A1 + @22) (@21 A2 + @22) (@21 A3 + @22) (@21 A1 + @22) (@21 A5 + a22)2 (y1y3 " y2y4) ’
) [(A1+ A2 —=2X5) A3+ A —2X5) —2 (A1 — X5) (A2 — A5) — 2 (A3 — A5) (Mg — A5)] det(A)nyyiJr

(@21 M1 + a22) (a2 Az + ag) (anAs + azn) (a1 s + ag)
5 [(A1=As) (A2 = A5) (A3 + A —2X5) — (A3 — A5) (Aa — As) (A1 4+ Aa — 2)5)] det3(A)
(@ A1 + ag) (an A2 + an) (a2 As + ag) (a21As + agz) (ag1 s + CL22)2

Y1Yoysys = 0

e como A € SL(2), temos det(A) =1
Agora considere a transformacao projetiva ¢ € PGL(4) dada por

Ty
= (agr A + Cl22) (CL21)\2 + ag9) (a21/\3 + a22) (agr Ay + a22)7
4o
Yo = )
? (@21 A1 + ag) (@21 Ae + ag) (@21 Ag + ag) (@21 As + ag) (a2 A5 + az)
v = (@21 A1 + aga) (a1 Ae + ag) (21 A3 + age) (ag1 g + age) (a2 A5 + a22)’
Ty
Yq =

(a1 A1 + a92) (a1 Ag + ago) (A Ag + as) (a1 Mg + a22)'

Temos que
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(M=) (A3 — M)
(an A1 + a22)4 (an s + a22)4 (QQI)\S + a2
(

)
(A = As) (A — As) (A
(A

(a7 +22) -

@(S) : 1

(CL21)\4 + 022)4

1= A2)

(ag1 s + a22)4 (a21As + 6122)2
3 —

(

A
i ; (e + a3 +

(an A1 + a22)4 (an s + a22)4 A s + a22)
(A1 = A5) (A2 — As)

(anAi + CL22)4 (an s + a22)4 ((121)\3 + u22) a g + a22)4 (anAs + ag)
AL+ A —=2X) A3+ A —2X0) —2(A1 = A5) (A= A5) —2(A3 = X5) (A — A5)] 5 5

2 1 1 1 1 T+

(@n A1+ @) (@212 + a22)” (G213 + a22)” (@21 Mg + a22)

5 [(A1 = As5) (A2 — A5) (A3 + A — 2X5) — (A3 — A5) (Aa — As5) (A1 + Aa — 2X5)]

(anAi + a22)4 (an s + a22)4 (an s + G22)4 (@nAs + a22) (anAs + a22)2

T1XoX3T4 — 0

ou seja,

1 )
S
(@21 A1 + a2)? + (a21 A2 + a22)3 + (a21 A3 + a22)% + (@21 A4 + a22)?

©(S) =

[
Teorema 4.1.4 Sejam X e X’ complexos quadraticos de retas semi estaveis,
vistos como lugares de base dos feixes de quadricas P e P’, respectivamente.
Fixadas L C X e L' C X' sejam B e B}, as curvas associadas aos feixes
PeP,eCLe (], as quarticas planas imagens das curvas By e B}, sob a
aplicagao j, respectivamente. Se By, = B}, entao C, = C7},, isto ¢, a aplicagao
j : B, — C}, é equivariante.
Demonstracao: Sejam By, e B} como na afirmacao do teorema e suponhamos
que By, = B;,. Como Hy = M3, segue que P = P’. Portanto, pelo Lema
4.1.3, temos que m(X) = 7 (X’). Assim, se S e S’ denotam as superficies
singulares associadas aos complexos X e X' respectivamente, entao existe ¢ €
SL(4) tal que ¢(S) = S’. Logo, pelo Corolédrio 4.1 .1 e pelo Teorema 4.1.2,

temos Cp, = (.

4.1.4 Estudo do Caso Geral

Nesta secao estudamos a aplicagao j : By — Cp em termos dos espacos de
Moduli destas curvas, no caso em que o complexo quadratico de retas X que
determina C', é suave, o que supomos ao longo de toda a secao. Conforme
mostramos na se¢ao anterior, a aplicacao j é equivariante e, consequentemente,

se estende a uma aplicagao
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}:MBL —>MCL

onde Mp, denota o espago de Moduli das curvas By, associadas a um feixe
de quadricas P do qual X é o lugar de base. Como no caso considerado a
curva By, é uma curva hipereliptica suave de género 2 , o espaco Mp, é, na
verdade, o espago Ho

Segundo [2], existe um isomorfismo

Hy =2 M

onde MY denota o espago de Moduli das formas bindrias de grau 6 sem raizes
repetidas. Baseados neste isomorfismo e na existéncia da aplicacao j, associ-
amos a curva C, uma séxtica binaria e, como (', é uma quértica plana com

um ponto duplo ordinério, obtemos o seguinte diagrama
?‘(,2 — MCL

]

M Mg

em que MY, denota o Moduli das formas bindrias de grau 6 com uma raiz
dupla.

Inicialmente, vamos associar a ', uma séxtica bindria. Seja g o ponto
singular da curva C7, e considere o plano Ay que contem a curva C7. Fixemos

uma reta [ C hy que nao passa pelo ponto g. Seja

Wq:CL—H%]P’l

a aplicagao que a cada ponto p € Cp,com p # ¢, associa o ponto pg N I.

i
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Figura 4.1: 7, : Cp — | = P!
Na verdade, como C, = j (Bp) e j é genericamente 1 — 1, temos p = j (L'),
para alguma reta L' € Bj. Portanto, podemos escrever

_ = ol
7Tq—7Tqu

onde 7, : By, — [ =2 P! é dada por

T (L) = {q,5 (L)) Nl

Sabemos que a aplicacdo 7 : By, — P! descreve By como um recobrimento
duplo de P! (Proposicao 3.2.4). Assim

deg (7,) = deg (1) =2

Portanto, aplicando a férmula de Hurwitz ao mapa m, : C, — P! obtemos
que o grau do divisor de ramificagao R ¢ igual a 6 e que o né ¢ é um ponto
de ramificacao com peso 2. Deste modo, podemos associar a curva C, uma
séxtica bindria, a saber, a séxtica cujas raizes correspondem aos pontos de
ramificacao da curva Cp. Assim, sejam ; € PL,i = 1,...,5, os pontos de P!
que correspondem a ¢ e aos outros quatro pontos de C que sao pontos de
ramificacao da aplicacao m,, respectivamente. Podemos associar a quartica C7,

a seguinte séxtica bindria

g9(z,y) = (& —my)* [ ] (= — )

i=2
Teorema 4.2.1 Seja X = F N G um complexo quadratico de retas suave e
considere LN X uma reta fixada. Entao a curva By, é a normalizacao da curva
C're dois pontos de ramificacao de By, colapsam para o né da curva Cp,.

Demonstragao: Primeiramente, como Bj é uma curva suave, entao By é
normal. Por outro lado, sabemos que a aplicacao j é genericamente 1-1 (Lema
3.1.2). Portanto, j : B, — Cp é uma aplicagdo birracional. Como By é
completa, temos que j é uma aplicacao finita. Logo B é a normalizacao
da curva Cf. Como ¢ tem peso de ramificacao 2, segue que dois pontos de

ramificacao de By, colapsam no noé da curva C7,.

Temos entao o diagrama:
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Ho —— Mg,

.

Mj M,

Os espacgos de Moduli que compoem este diagrama possuem as seguintes

dimensoes:

dim (M) = dim (Mp,) = dim (Mc,) = 3 e dim (My,) =2

(ver [2]). A partir disto fomos motivados & explicitar uma familia unidimensi-
onal de quarticas planas sobre o Moduli M¢, que determinam o mesmo ponto
no Moduli M§,.

Considere um feixe de quadricas P cujo lugar de base X é suave. Suponha
que a curva By, associada a P seja determinada pelos pontos de ramificacao
A\i € P i =1,...,6, e a quartica C}, associada & X seja determinada pe-
los pontos 7; € P!, i = 1,...,5, com 7, correspondendo ao ponto duplo g.
Suponha ainda que os pontos de By correspondentes a Aj, Ay sejam os pon-
tos que colapsam no ponto ¢. Dado A € Py, com A # \; parai = 1,...,6,
seja Py o feixe estdvel de quadricas de P° cujo discriminante possui as raizes
A Ayt = 2,...,6. Seja ainda X, o lugar de base do feixe P,. Considere as
curvas By, associadas aos feixes Py. Como Py Py para A # N, entdo By, By,

Escolha L C X, tal que as quadricas Q) e @), do feixe P, contenham as re-
tas de By, nas quais a aplicacao j nao é injetiva. Considerando a quartica plana
CL
que colapsam na singularidade de Cp,. Como dim (Mp,) = dim (M, ) = 3,
entao Cp, 2 CLA/’ para A\ # N

Por outro lado se

, associada, isto significa que os pontos A e Ay sao os pontos de ramificacao

5
g(z.y) = (x — )’ ][ (= = n)
=2

é a séxtica binaria associada a curva Cp, entao segue da construcao feita
que a séxtica associada as curvas {Cp, },.p1 € g(z,9).

[sso demonstra o seguinte resultado
Teorema 4.2.2 A familia unidimensional de quarticas planas em M, apli-
cadas em um tnico ponto g(x,y) € MY, é dada por feixes de quddricas cujos
discriminantes possuem uma raiz variando emP! e as demais raizes sao fixas e

iguais.
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O Teorema 4.2.2 afirma a existéncia de uma familia a 1-parametro de curvas

{Bx}\ep1 tal que a familia

{C)\ :}(Bﬁ}

estd associada a um tnico ponto no espago M$, de séxticas bindrias com

AePl

uma raiz dupla.

4.1.5 Demais Casos

Lema 4.3.1 Se a curva By, ¢é irredutivel e possui pelo menos dois pontos de
ramifica¢ao, entao o né ¢ da curva C, é dado pela imagem de dois destes pon-
tos. Nos demais casos, j~!(q) consiste de dois pontos suaves nao-ramificados
de By,

Faremos a demonstracao em alguns casos tipicos que sao analogos aos de-
mais.

(i) Seja o = [21111] o simbolo de Segre do feixe de quéadricas que determina
a curva By, Neste caso By, é uma curva eliptica (Teorema 2.3.1) ramificada em
4 pontos e By, possui um né, digamos Ly € Br. O ponto ¢y = j (L) é um nd
de C, (Teorema 3.2.1) e 0~ (Ly) ndo é um ponto de ramificacio de By, pois
caso contrario terfamos uma contradicao com a férmula de Riemann-Hurwitz.
A reta (g, qo) intercepta C;, com multiplicidade 2 em ¢ e, consequentemente a
imagem inversa j~'(q) corresponde & dois pontos de ramificagao de By. Logo,
dois pontos de ramificacao de By, colapsam no né ¢ de C.

O mesmo raciocinio se aplica aos casos o = [2211] e o = [3111].

Para os demais casos em que By, e, portanto, C sdo irredutiveis (a saber
os casos 0 = [321] e 0 = [33]), By, é ndo ramificada sobre P! e a imagem inversa
7 1(q) corresponde & pontos suaves de Br.

Nos demais casos em que as curvas By e Cp sao redutiveis o ponto ¢
corresponde a intersecao da imagem da componente ordinaria de By com a
imagem da componente excepcional de By, (pela aplicagdo j ) e a imagem
inversa j~!(q) consiste também de dois pontos suaves de By.

]

Devido ao resultado do Lema 4.3.1, para um estudo similar ao que fize-
mos na se¢ao anterior, consideraremos apenas os casos em que a curva By é
irredutivel e possui pelo menos dois pontos de ramificacao. A construcao é
analoga a da demonstracao do Teorema 4.2.2, onde associamos a quartica CT,

uma séxtica bindria.
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Teorema 4.3.1 Sejam P um feixe de quadricas semi estavel e By a curva de
género 2 determinada por P. Se By ¢ irredutivel e o discriminante de P possui
pelo menos duas raizes simples, entao existe uma familia unidimensional de
quérticas planas no espaco de Moduli M¢, a qual determina um tnico ponto
no correspondente Moduli de séxticas binarias.
Demonstragao: Sob as hipoteses do Teorema, sao trés os casos a considerar:
(i) Caso o = [21111] : Sejam \; € P14 = 1,...,5, as raizes do discriminante
de P. Suponha que \; é a raiz dupla. Entao a curva By possui um né
dado por 771 ()\;). A curva Cp possui dois nés dados por: j (7 1 (\1)) e
pelo colapsamento de dois pontos de ramificacao, digamos os pontos de B,
correspondentes a Ay, A3. Assim, podemos associar a quartica Cp, a séxtica

binaria:

g(z,y) = (z — ny)* (z = 12y)* (z — 13) (z — 74y)

em que Y, e 7, correspondem aos pontos j (771 (X)) = j (771 (N\3)) =q e
7 (771 ()\1)), respectivamente.

Dado A € P!, com A # \; parai = 1,...,5, seja Py o feixe semi estdvel de
quédricas de P5 cujo discriminante possui as rafzes \; (raiz dupla), A\, \;,i =
3,4,5 (raizes simples). Seja ainda X o lugar e base do feixe P,. Considere as
curvas By, associadas aos feixes Py. Como PPy para A # N, entao B, Byr,,.

Escolhendo Ly, C X, tal que as quddricas Q) e @), do feixe P, conte-
nham as retas de By nas quais a aplicacao j nao é injetiva. Considerando a
quartica plana Cp, associada, isto significa que os pontos A e A3 sao os pon-
tos de ramificacdo que colapsam na singularidade de Cp,. Como dim (Mp, ) =
dim (Mc, ) = 2, entao Cp, 2 Cy ,, para A # N

Por fim

g(z,y) = (z —ny)* (z — 12y)* (z — 13y) (z — 7y)

¢ a séxtica bindria associada as curvas {Cp, }cp:-

Assim a familia {Cp, },p: determina um tinico ponto no espago de Moduli
de séxticas bindrias com duas raizes duplas (que é uma curva em Mﬁ ).

(ii) Caso o = [2211] : Temos uma construgao andloga e a séxtica é dada

por

g(z,y) = (z —ny)* (x — 12y)° (z — 13y)°
(iii) Caso o = [3111] :
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9(x,y) = (x —1y)° (z — 12y)” (x — 73y)

Em ambos os casos 0 = [2211] e ¢ = [3111] a séxtica associada possui
apenas trés raizes distintas. Assim o Moduli por elas determinado consiste de

um tunico ponto.
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