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O resultado final foi comunicado publicamente a aluna pelo Presidente da Comissao.
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da UFMG, conforme orienta¢cBes disponiveis em: https://repositorio.ufmg.br/custom/instructions.jsp
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RESUMO

OLIVEIRA, T. S. Abordagens Estdveis do MEFG /X na Simulacdo de Trincas
com Modelo de Zona Coesiva em Meios Parcialmente Frageis. 2024. Tese
(Doutorado) — Programa de Pés-graduagdo em Engenharia de Estruturas, Universidade
Federal de Minas Gerais, Minas Gerais, 210 p., 2024.

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), aqui entendido como uma
abordagem equivalente ao Método dos Elementos Finitos Estendidos (MEFX), tem se con-
solidado na solug¢do numérica de problemas da Mecanica da Fratura. Entre as vantagens
relacionadas a sua aplicagao neste contexto, podem ser citadas a relativa independéncia da
malha na descri¢cao da trinca e a capacidade de melhorar a representacao do campo de ten-
soes nas proximidades da ponta da trinca a partir da incorporagao de um enriquecimento
extrinseco. Apesar de seu relativo sucesso nesta seara, as limita¢oes do MEFG /X motiva-
ram o surgimento de uma nova estratégia: o Método dos Elementos Finitos Generalizados
Estavel (MEFG-E), resultante de uma simples modifica¢ao no enriquecimento empregado
no MEFG/X. Esta abordagem, por suas potencialidades e relativa simplicidade, tem sido
tema de recentes discussoes na literatura. Esta tese investiga a simulacao da propagacao
de trincas com modelo de zona coesiva no contexto do MEFG/X e do MEFG-E. Sao
propostas diferentes estratégias de enriquecimento, que consideram esta simulagao a partir
apenas de fung¢oes degrau ou de uma combinagao entre estas fungoes e um enriquecimento
de natureza trigonométrica. Os desempenhos destas estratégias sao avaliados em termos
de acuracia e de condicionamento. Até onde vai o conhecimento da autora, esta é a
primeira aplicacio do MEFG-E a propagacao de trincas com consideragdo de coesao
na existéncia de enriquecimento trigonométrico. Propoe-se também uma formulacao de
modelo continuo-descontinuo, baseada numa simplificagdo de outros modelos existentes
na literatura. Também é, até onde se sabe, o primeiro trabalho a investigar o MEFG-E
neste tipo de modelo. As simulagoes numéricas foram conduzidas a partir da plataforma
computacional INSANE (INteractive Structural Analysis ENviroment), que ja possui um
arcabougo para andlises utilizando o MEFG/X e o MEFG-E. Os resultados indicam que
as estratégias de enriquecimento propostas sao em geral acuradas, bem condicionadas e
robustas em problemas que representam o material dos elementos como um material linear
elastico. Por outro lado, foram constatadas limitacoes no modelo continuo-descontinuo.

Palavras-chave: MEFG/X; MEFG-E; mecénica computacional; mecénica da fratura,;
INSANE.



ABSTRACT

OLIVEIRA, T. S. Stable versions of G/XFEM applied to the cohesive crack
models in quasi-brittle materials. 2024. Thesis (Doctorate) - Postgraduate Program

in Structural Engineering, Federal University of Minas Gerais, Minas Gerais, 210 p.,
2024.

The Generalized Finite Element Method (GFEM), here understood as equivalent to
the eXtended Finite Element Method (XFEM), has been intensively developed in the
last few decades, being useful in many problems, such as fracture mechanics problems.
Features as the relative mesh independence and the description’s improvement on the
representation of stress-field in regions close to the crack’s tip may be recorded as some
of the reasons behind G/XFEM good performance in aforementioned problems. Despite
this, G/XFEM shortcomings yielded to the development of the Stable Generalized Finite
Element Method (SGFEM). SGFEM is constructed by a simple modification of the
enrichment used in G/XFEM. Regarding its potential, SGFEM has been theme of recent
literature discussions. This thesis studies the simulation of cohesive crack propagation
by G/XFEM and SGFEM. Different enrichment strategies are considered. Some of them
carry out the simulation employing only Heaviside functions, while others consider a
combination of Heaviside and trigonometric enrichment functions. The performances of
the distinct enrichment strategies are compared in terms of accuracy and conditioning.
To the best of the author’s knowledge, a systematic study of SGFEMs application to sim-
ulate cohesive crack propagation problems with the presence of trigonometric enrichment
functions has not been performed yet. A formulation of a continuous-discontinuous (C-D)
model, based on a simplification of other models, is also developed. As long as it is known,
this is also the first work to apply SGFEM to such a model. Numerical simulations are
performed in INSANE (INteractive Structural Analysis ENviroment). In this software, it is
possible to find a framework to perform simulations with G/XFEM and SGFEM. Results
indicate that the different enrichment strategies are generally accurate, well-conditioned
and robust, when the element’s bulk is considered a linear elastic isotropic material.
However, shortcomings concerning C-D model here implemented are found.

Keywords: G/XFEM; SGFEM; computational mechanics; fracture mechanics; INSANE.
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LISTA DE SIMBOLOS

A organizacao da lista de simbolos é conforme a ordem em que os simbolos aparecem.

Capitulo 3 - Fundamentacgao Tedrica

Q=QuU0oQ Dominio

oY Contorno de Dirichlet

o0° Contorno de Neumann

I, Contorno da trinca

u Campo de deslocamentos

[u] Salto no campo de deslocamentos

ut Campo de deslocamentos na face I'}” da trinca

u- Campo de deslocamentos na face I', da trinca

I'ir Parcela de I'. livre de tensoes

I'ypp Parcela de I’ correspondente a Zona de Processo de Fratura (ZPF)

o Tensor de tensoes
n Vetor unitario normal a 927

t Carregamento prescrito em 0§27
D Tensor de Hooke (rigidez)

€ Tensor de deformacoes

m

Vetor unitario normal ao contorno da trinca I'.

t(Ju]) Forcas coesivas que atuam na ZPF

u Solucao aproximada para o campo de deslocamentos
HY(Q) Espago de Hilbert de ordem 1 definido em 2
x%(Q) Discretizagio de H'(Q)

ou Campo de deslocamentos virtual

w Parametro de dano

E Modulo de elasticidade ou de Young

E° Modulo de elasticidade do material integro
£~ Modulo de elasticidade do material degradado
0ij Componente 25 do tensor de tensoes

€kl Componente kl do tensor de deformacgoes
D% Componente 25kl do tensor de rigidez secante
f Fungéo de carregamento

G Modulo de elasticidade transversal



Moédulo volumétrico

Componente 5kl do tensor de rigidez elastico

Equivalente escalar de deformagoes

Equivalente escalar de tensoes

Variavel historica

Resisténcia a tracao

Resisténcia a compressao

Primeiro invariante do tensor de deformagao

Segundo invariante do tensor de deformacao desviadora
Parametro de material que relaciona f. e f;

Coeficiente de Poisson

Tensor de rigidez secante local em sua forma matricial

Matriz de transformagao de deformacao

Matriz de transformacao de tensao

Parametros da lei de evolugao de dano exponencial

Moédulo de elasticidade equivalente

Parametros da lei de evolugao de dano polinomial

Funcao peso nao local

Distancia entre um ponto £ e um ponto x

Funcao de Gauss

Comprimento interno de distribuicao

Parametro que dita o formato da curva ag(r)

Equivalente escalar de deformacoes regularizado

Abertura de trinca na dire¢do normal

Componente normal das tensoes coesivas transmitidas através da trinca
Energia de fratura

Componente tangencial das tensoes coesivas que atuam na superficie da
descontinuidade

Rigidez inicial da trinca ao cisalhamento

Deslocamento tangencial entre as faces da trinca

Matriz de rigidez tangente que contém a contribuicao da coesao
Matriz de rigidez secante que contém a contribuicao da coesao
Tensao verificada na lei de dano no momento da transicao
num modelo C-D

Expoente que define o decaimento da func¢do exponencial que
determina t,, no modelo C-D

Tamanho caracteristico do elemento finito

Area do elemento finito

Fator de intensidade de tensao para o modo I

Fator de intensidade de tensao para o modo II



SMEFG/X
SMEF

SENR
Nj(x)

Dano critico
Energia total dissipada por unidade de comprimento e por unidade
de espessura ao longo da banda de dano

Deformacgao equivalente associada ao dano critico wey

Energia dissipada pela lei coesiva

Energia dissipada pela lei de dano até &,

Energia elastica recuperada pelo material em razao do
descarregamento ocorrido pela introdugao da descontinuidade
Comprimento do elemento volumétrico representativo

Energia especifica de fratura

Gy, — Guy

Espago de aproximacao do MEFG/X

Espaco de aproximagao do MEF

Espaco varrido pelas funcoes de enriquecimento

Fungoes de forma lagrangianas do MEF

Conjunto de todos os nés do dominio

Vetor de coeficientes nodais

Nuvem de elementos que compartilha o n6 de coordenadas x;
Espaco de aproximagao do MEFG-E

Espacos formados a partir das fungoes descontinuas de Heaviside
Espagos formados a partir da(s) fungao(des) trigonométrica(s)
Funcoes de Heaviside

Aproximacao discreta para o campo de deslocamentos

Vetores de parametros nodais

Conjunto de nés enriquecidos pelas fungoes degrau

Aproximacao discreta para o salto no campo de deslocamentos

Coordenadas polares do ponto de coordenadas cartesianas x considerando

o sistema local da trinca
Matriz de rotacao
Conjunto de nés enriquecidos pela(s) funcao(oes) trigonométrica(s)
Funcgoes de Heaviside lineares

Interpolante de elementos finitos

Funcao de enriquecimento

Funcgoes de Heaviside modificadas pelo parametro de estabilizacao
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1 Introducao

1.1 Motivacgoes

Entre as varias patologias que podem atingir uma edificacdo, é de especial interesse
para a engenharia a formacao de falhas localizadas, como o surgimento de trincas ou
fissuras no concreto, de bandas de cisalhamento nos solos ou de discordancias ou planos
de escorregamento em metais. Ha trés aspectos fundamentais (THOMAZ, 1989) que
baseiam o interesse pelo surgimento de trincas (Fig. 1.1) em particular: o efeito psicologico
que a fissuragdo de uma edificacdo exerce sobre seus usudrios, o comprometimento do
desempenho da estrutura em servico - em termos de, por exemplo, durabilidade ou
estanqueidade a agua - e, principalmente, o alerta que o surgimento de tais defeitos
representa em relacdo a um possivel estado de perigo. E de fundamental importancia,
portanto, o conhecimento acerca da andlise da resisténcia residual da estrutura apés a
ocorréncia da localizagao de deformacoes, de forma a prevenir o que poderia se tornar
eventualmente um colapso catastréfico. E interessante que se conheca também, neste
cenario, outros aspectos relacionados ao comportamento da edificacdo em termos de
servigo, a fim de viabilizar a proposi¢ao de solugoes para que esta continue desempenhando

os fins para os quais foi projetada.

A mecéanica da fratura estuda o comportamento das estruturas levando em consideragao
a presenga dessas falhas ou fissuras. Karihaloo (1995) defende um consenso entre os
pesquisadores e profissionais da Engenharia para a incorporacgao dos conceitos da mecanica
da fratura na concepg¢do e projeto de estruturas de concreto. Tal consideracao atuaria
nao apenas no sentido de prevencao do colapso estrutural, como também conduziria
a beneficios econémicos significativos, a conquista de margens uniformes de seguranca
sobre tamanhos variados, ao aperfeicoamento da confianga estrutural e a possibilidade de
introducao de novos formatos as pecas, além de permitir a utilizacdo de novos concretos.
Para que esse horizonte possa ser alcancado, bem como se possa fazer a devida manutencao
e eventuais reparagdes em estruturas ja existentes, fazem-se necessarias a compreensao e
modelagem do processo de formagao e propagacao de fissuras em materiais parcialmente

frageis.

A simulacao de fendmenos como este, no entanto, que exigem constante remalhamento,
encontra algumas limitagoes quando realizada sob a perspectiva do consolidado Método
dos Elementos Finitos (MEF). O acréscimo do custo computacional ocorrido neste tipo de
problema quando se emprega esta importante ferramenta para a resolugao de problemas

de valor de contorno (PVC) motivou o desenvolvimento de novas abordagens. Entre
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<)

Figura 1.1 — Exemplos de ocorréncias relativamente comuns de trincas em edificagoes
(THOMAZ, 1989): a) Fissura resultante de abaulamento e da dilatagao plana
da laje de cobertura; b) Fissuras de torgao em viga de concreto armado; c)
Fissura de recalque vertical.

estas abordagens, podem ser destacadas estratégias que foram formuladas tendo como
objetivo contornar parte das dificuldades oriundas da dependéncia em relagdo a malha
verificada pelo MEF, como os Métodos sem Malha (MSM) (NGUYEN et al., 2008),
desenvolvidos intensamente na década de 90. Em particular, é de relevancia consideravel
para a simulagdo de problemas envolvendo a propagagao de trincas a formulacdo de um
método hibrido, combinando o conceito de enriquecimento extrinseco de métodos sem
malha como o Método da Particao da Unidade (PUM, em inglés) (BABUSKA; MELENK,
1995; MELENK, 1995) e o Método das Nuvens hp (DUARTE; ODEN, 1996a) com as
vantagens associadas ao uso da malha de elementos finitos: o Método dos Elementos
Finitos Generalizados (MEFG) (ODEN; DUARTE, 1997), aqui entendido, assim como
por Belytschko, Gracie e Ventura (2009), como uma abordagem equivalente ao Método
dos Elementos Finitos Estendido (MEFX) (BELYTSCHKO; BLACK, 1999), e, por isso,
identificado neste texto pelo acronimo MEFG/X.

O MEFG/X é obtido a partir da ampliagido do espago de aproximacao através do produto
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de fungoes de enriquecimento, introduzidas a fim de simular uma caracteristica intrinseca
ao problema estudado, pela particdo da unidade (PU), construida a partir das fungdes
lagrangianas do MEF. Tal arquitetura do MEFG /X possibilita uma relativa independéncia
da malha, sem necessariamente perder algumas vantagens da formulacao convencional do
MEF, como a propriedade do delta de Kronecker, ou a relativa simplicidade da integracao
numérica quando contraposta a dos procedimentos utilizados nos MSM (STROUBOULIS;
BABUSKA; COPPS, 2000). Por tais caracteristicas, 0 MEFG /X tem sido aplicado nas
ultimas décadas com significativo sucesso na solu¢ao de problemas nao-suaves, nos quais
se incluem aplica¢oes da mecanica da fratura. Trabalhos revisionais como os de Babuska,
Banerjee e Osborn (2003a),Babuska, Banerjee e Osborn (2003b), Belytschko, Gracie e

Ventura (2009) e de Fries e Belytschko (2010) apresentam esta evolu¢ao com mais detalhes.

Apesar de seu bom desempenho em problemas que escapam & uma eficiente simulagao
por parte do MEF, o MEFG/X apresenta também algumas limitagoes. Uma preocupagio
recorrente na literatura diz respeito ao mau condicionamento do sistema de equagoes
associado ao método. De acordo com Gupta et al. (2015), tal questao é bem conhecida
desde os primeiros trabalhos com o MEFG/X, e pode se apresentar como um desafio,
principalmente na solucao de problemas tridimensionais, em termos do acimulo de erros
de arredondamento ou de problemas na convergéncia quando utilizadas, respectivamente,
estratégias de solugao diretas ou iterativas. Outra limitacdo bem conhecida e frequen-
temente discutida diz respeito ao desempenho do MEFG/X na existéncia de elementos
de mistura (blending elements, em inglés) (CHESSA; WANG; BELYTSCHKO, 2003). A
qualidade do MEFG/X estd relacionada, em geral, & uma escolha criteriosa das fungdes
de enriquecimento, de forma a bem aproximar o comportamento do problema em estudo
(GUPTA et al., 2013). Tais fungoes, muitas vezes, como em problemas da mecénica da
fratura, sdo requeridas apenas em parcelas do dominio. Isso acarreta o surgimento de
elementos que possuem apenas parte dos nos enriquecidos - os elementos de mistura.
Nestes elementos a fungao de enriquecimento nao é plenamente reproduzida. Além disso,
podem surgir termos parasitas & aproximagao (FRIES; BELYTSCHKO, 2010). Embora
o efeito destes termos nao possa ser facilmente previsto (FRIES, 2008), em geral, o erro
verificado nos elementos de mistura é maior que aquele avaliado nos demais elementos,

podendo impactar a convergéncia da aproximacao.

Deve-se observar que a modelagem de problemas da mecanica da fratura sob a perspectiva
do MEFG/X em geral emprega duas classes de fungoes: fungoes descontinuas, como as
fungoes de Heaviside, com o objetivo de representar o salto do campo de deslocamentos;
e fungbes trigonométricas, de forma a melhorar a simulacdo do campo de tensbes nas
proximidades da ponta da trinca. Estas fun¢oes em geral sao aplicadas apenas em parcelas

do dominio, provocando a ocorréncia de elementos de mistura. O uso em particular das
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funcoes de Heaviside, por sua vez, esteve frequentemente associado a verificagdo de mau
condicionamento. Tal situacao se d4 quando a razao entre as areas (ou volumes) resultantes
da divisao do elemento atravessado pela trinca é muito pequena. Esta limitacao foi
observada em numerosos trabalhos envolvendo o MEFG/X, entre os quais se incluem
Dolbow, Moés e Belytschko (2000), Sukumar e Prévost (2003) e Wu e Li (2015b). Na
simulagao de propagacao de trincas, nem sempre é possivel conhecer o caminho seguido
pela descontinuidade a priori, o que pode tornar configuracoes desfavoraveis de malha
inevitaveis. Tornou-se, portanto, de significativo interesse dos estudiosos do MEFG/X a
superacao das limitacoes citadas de forma a garantir a acuracia e estabilidade do método

em variados problemas de engenharia.

Com a proposta de aprimorar o MEFG/X, contornando suas principais limitagoes, es-
pecialmente a questdao do mau condicionamento, foi concebido o Método dos Elementos
Finitos Generalizados Estédvel (MEFG-E) por Babuska e Banerjee (2011) e Babuska e
Banerjee (2012). Nestes trabalhos, o MEFG-E foi formalmente validado para problemas
unidimensionais. O método foi posteriormente estendido para problemas bi e tridimensio-
nais da mecanica da fratura por Gupta et al. (2013) e Gupta et al. (2015), respectivamente.
O MEFG-E é construido a partir de uma simples modificacdo do enriquecimento carac-
teristico do MEFG/X, que consiste na sua subtragao pelo seu interpolante de elementos
finitos. Tal modificagao torna o espaco das fungoes de enriquecimento ortogonal ao espaco
das funcoes lagrangianas do MEF em problemas 1-D (BABUSKA; BANERJEE, 2012) e
quase ortogonal nas demais dimensoes (GUPTA et al., 2013).

Babuska e Banerjee (2012) provam matematicamente no caso unidimensional, enquanto
Gupta et al. (2013) e Gupta et al. (2015) mostram empiricamente para os casos bi e
tridimensionais, respectivamente, em problemas da mecanica da fratura, que, de fato, as
matrizes associadas ao MEFG-E conduzem a ntimeros de condicionamento com ordens de
magnitude significativamente inferiores aos valores obtidos pelas matrizes associadas ao
MEFG/X. O MEFG-E, pela caracteristica inerente a construcao de seu enriquecimento
modificado, que provoca a nulidade deste tipo de funcao nos nés de um elemento finito,
consegue ainda lidar com a questao dos elementos de mistura de forma relativamente

natural, ao contrario do que ocorre com grande parte das estratégias derivadas de e com
o préprio MEFG/X.

Adaptando Zhang, Babuska e Banerjee (2016), uma formulagdo do MEFG/X pode ser
considerada como estavel (MEFG-E) quando (i) conduz a taxas de convergéncias 6timas
em termos da norma energia do erro, isto é, O(hP), (ii) é estavel no que concerne ao
numero de condicionamento escalonado, que cresce com a mesma ordem verificada para

o MEF, O(h™2), (iii) é robusta, ou seja, o condicionamento nio se deteriora & medida



33

que a descontinuidade se aproxima de nds ou das arestas dos elementos; h representa
o tamanho caracteristico do elemento finito (CUI et al., 2022), e p se refere ao espago
polinomial construido pelas fun¢des de aproximacao. Desde sua proposicao, o MEFG-E
como definido em Babuska e Banerjee (2012), ou seja, considerando apenas a modificagao
operada pela subtragao do interpolante das fungoes de enriquecimento, foi aplicado a uma
ampla gama de problemas, como problemas de mecanica da fratura - sendo a principal
estratégia nos trabalhos de Gupta et al. (2013), Gupta et al. (2015), Wu e Li (2015b),
Sanchez-Rivadeneira e Duarte (2019), Oliveira et al. (2019), Cui et al. (2022), ou associado
com a estratégia global-local, como ocorre em Novelli et al. (2020), Fonseca et al. (2020)
e em Paiva (2023) - escoamento de fluidos (SAUERLAND; FRIES, 2013), problemas
de interfaces, como em Zhang, Banerjee ¢ Babuska (2018), Zhang e Babuska (2020) e
Jiang, Nian e Zhang (2022), trincas interfaciais em bi-materiais (LI; CUIL; ZHANG, 2022)
e problemas dindmicos (SILVA et al., 2022). Alguns destes trabalhos foram capazes de
verificar os requisitos exigidos por Zhang, Babuska e Banerjee (2016), enquanto outros

nao o foram.

De fato, a despeito do sucesso das aplicagoes do MEFG-E em variados problemas nos
ultimos anos, obter uma formulagao propriamente estavel nos moldes propostos por Zhang,
Babuska e Banerjee (2016) nem sempre se mostrou tarefa simples. O uso das fungoes de
Heaviside, no contexto da mecanica da fratura, em particular, pode ser um desafio. No ja
citado trabalho de Gupta et al. (2013), a mera aplicagdo da estratégia de subtracao do
interpolante destas fun¢ées mostrou-se insuficiente para garantir a acuracia do método,
ainda que os resultados indicassem um sistema bem condicionado. A fim de obter taxas de
convergéncia 0timas em termos da norma energia do erro, os autores propuseram associar
o MEFG-E ao uso de func¢oes de Heaviside lineares. Além disso, uma selecao especial
dos nés enriquecidos quando a trinca era coincidente com as arestas dos elementos fez-se
necessaria. Em trabalhos posteriores, como Zhang, Babuska e Banerjee (2016) e Oliveira
et al. (2019), constatou-se que o uso direto de fungoes de Heaviside lineares carecia de
robustez. A fim de contornar esta limitagao Zhang, Babuska e Banerjee (2016) propuseram
uma modificacao destas fungoes associada ao uso de um procedimento de ortogonalizagao
local. O emprego de um interpolante descontinuo combinado com fungoes de Heaviside
deslocadas dos valores nodais (em inglés, shifted Heaviside) e com um algoritmo de
adequacao nodal (em inglés, node snapping) foi proposto nos trabalhos de Sanchez-
Rivadeneira e Duarte (2019), Sanchez-Rivadeneira e Duarte (2020) e Bento, Proenga e
Duarte (2022). Os MEFG-Es desenvolvidos nestas publicagoes atenderam aos requisitos de
acuracia, bom condicionamento e robustez, ou seja, verificaram as exigéncias de estabili-
dade apresentadas por Zhang, Babuska e Banerjee (2016). A limitagao destas proposi¢oes
diz respeito ao fato de que o algoritmo de ajuste nodal, empregado frequentemente em

situagoes de mais de um enriquecimento por né ou em problemas que empregam uma
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aproximacao de ordem superior leva a alteracoes na malha nas vizinhangas da trinca.
Deve-se destacar, porém, uma importante contribuicao constante no inicio do trabalho
de Sanchez-Rivadeneira e Duarte (2020), também demonstrada anteriormente em Ndeffo
et al. (2017): para problemas de mecénica da fratura que usam uma aproximacdo de
elementos finitos de primeira ordem, o uso de func¢des de Heaviside com deslocamento
nodal segundo a 6tica do MEFG/X e associado a um adequado pré-condicionamento da
matriz de rigidez decorrente da aproximacao se mostra uma solucao robusta, dispensando

o uso de interpolantes.

Além das contribuigoes citadas, Bento, Proenga e Duarte (2022) e outros trabalhos -
entre os quais se destacam Cui e Zhang (2020) e Cui et al. (2022) - buscaram atender
aos requisitos de estabilidade empregando fungoes de Heaviside lineares em conjunto com
modificagoes da particdo da unidade. Cui e Zhang (2020) e Cui et al. (2022) propuseram
ainda o uso de uma andlise de componente local principal (em inglés, LPCA), a fim de
evitar dependéncias lineares em nés onde coexistia mais de uma fungao de enriquecimento.
Este procedimento tem potencialidade, mas sua implementacao pode demandar certo
custo computacional, especialmente em problemas tridimensionais. Anteriormente, Zhang,
Banerjee e Babuska (2014) ja haviam sugerido a possibilidade de construgao do espago de
aproximagao relativo ao enriquecimento do MEFG-E utilizando como PU uma func¢ao do
tipo “flat-top”, a fim de evitar instabilidade no condicionamento do sistema de equagoes,
além de permitir aproximacgoes de grau superior sob a logica do enriquecimento estavel.
Outras publicagbes, como Sato, Neto e Proenga (2018) e Paiva (2023), empregaram a
PU flat-top com o MEFG-E. Finalmente, o trabalho de Wu e Li (2015b) prop6s uma
modificacao distinta das func¢oes de Heaviside, visando um meio-termo entre acuracia e
condicionamento a partir de um parametro de estabilizacao («). Os autores demonstram
que, para valores pequenos de o, 0 MEFG-E proposto é bem-sucedido em simular propa-
gacao de trincas com modelo de zona coesiva sem travamento e com estabilidade no que

concerne ao condicionamento.

Tendo tudo isso em vista, deve-se apontar que, apesar dos resultados promissores obtidos
com os primeiros trabalhos sobre o MEFG-E, principalmente em termos de acuracia da so-
lugdo, a busca por uma versao estavel do MEFG /X conforme defini¢do de Zhang, Babuska
e Banerjee (2016), ou seja, um método que conduza a taxas 6timas de convergéncia, cujo
condicionamento nao seja pior em relacao ao verificado para o MEF de forma independente
da configuracao da malha de elementos finitos, tem sido tema de estudos da literatura
nos tltimos anos. E evidente também que o MEFG-E tem se destacado na solucdo de
problemas que envolvem descontinuidades, como os problemas de mecanica da fratura. Isso
fica claro tanto em termos das inimeras publicagoes ja citadas que discutiram aplicagoes

a mecanica da fratura linear, como em trabalhos que se centram no estudo da mecanica da
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fratura nao-linear, com a consideragao da coesdo. Entre estes, podem ser referenciados os
trabalhos de Wu e Li (2015a), Wu e Li (2015b), e Oliveira, Barros e Campos (2020), que
discutiram a aplicagdo do MEFG-E a problemas com modelos coesivos empregando apenas
as fungoes de Heaviside, e o trabalho de Oliveira, Barros e Penna (2022), onde alguns
conceitos basicos da utilizagdo do MEFG-E em problemas desta natureza empregando uma
combinicao entre fungoes de Heaviside e fungoes trigonométricas foram preliminarmente

discutidos.

Quando se pensa na modelagem da propagacao de fratura em meios parcialmente frageis,
além da abordagem discreta, com a introducdo da descontinuidade no problema - aqui
estudada a partir de métodos baseados no enriquecimento extrinseco da PU (MEFG/X e
MEFG-E) - existe também a abordagem continua. Esta se caracteriza pelo uso de modelos
distribuidos, que utilizam estratégias para reproduzir o comportamento da trinca sem a
criacdo direta da descontinuidade, com a insercao de zonas de degradacdo, por exemplo. E
de conhecimento geral que os modelos continuos sao bem-sucedidos em simular os estagios
iniciais da formagao da zona de processo de fratura (ZPF). Sua abordagem convencional,
no entanto, esta suscetivel a uma dependéncia patolégica da malha, com indug¢ao numérica
da localizagao de deformacoes. Nesse sentido, formulagoes nao locais - como o modelo re-
gularizado de formulacao nao local - sdo capazes de contornar esta limitagao e representar
adequadamente o processo de danificagao e sua localizacao independemente da malha.
Mesmo com este procedimento, entretanto, a abordagem continua é, em geral, menos
bem-sucedida na representacao do estagio final da fratura, com a formacdo da trinca
macroscopica, podendo exibir travamento, falta de objetividade e possiveis instabilidades
(ROTH; LEGER; SOULAIMANI, 2015).

A abordagem discreta, por outro lado, é incapaz de bem descrever a fase do dano difuso
e o fendbmeno da nucleagao da fissura, mas representa bem a trinca macroscépica. Con-
sequentemente, a combinacao das duas técnicas em um modelo continuo-descontinuo se
mostra interessante, uma vez que reine as potencialidades das duas abordagens. De fato,
varios trabalhos, entre os quais podem ser citados Simone, Wells e Sluys (2003), Comi,
Mariani e Perego (2007), Roth, Léger e Soulaimani (2015), Wang e Waisman (2016),
Evangelista e Moreira (2020) e Paiva (2023), trataram de modelos combinados no contexto
do MEFG/X. No contexto do MEFG-E, no entanto, as aplicagoes a este tipo de problema
ainda se mostram incipientes. Até onde vai o conhecimento da autora, apenas o trabalho

de Paiva (2023) tratou desta transicao, sem consideracao de coesao.

1.2 A Tese

Considerando todo o exposto, e salientando as capacidades demonstradas e aqui parci-

almente recordadas tanto pelo MEFG/X quanto pelo MEFG-E em problemas da meca-
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nica da fratura, bem como as possibilidades antevistas em termos de aprimoramento do
MEFG/X com o MEFG-E, esta estratégia foi empregada na simula¢ido de nucleagao e
propagacao de trincas com modelo de zona coesiva em meios parcialmente frageis. Até
onde vai o conhecimento da autora, o MEFG-E s6 foi aplicado a este tipo de problema em
Wu e Li (2015a) e Wu e Li (2015b), trabalhos no quais sao utilizadas como enriquecimento
apenas fun¢oes de Heaviside modificadas, ja que os trabalhos de Oliveira, Barros e Campos
(2020) e Oliveira, Barros e Penna (2022) fizeram parte do processo desta tese. O uso da
estratégia estavel neste tipo de simulagdo para outros tipos de enriquecimento, como
uma das fungoes trigonométricas apresentadas por Moés e Belytschko (2002) e parte
da base de fungoes desenvolvida por Wang e Waisman (2018), foi pela primeira vez
realizado. Era interessante que a introducao do enriquecimento trigonométrico neste tipo
de problema e no contexto da estratégia estavel fosse estudada, a fim de garantir ao
MEFG-E maior flexibilidade em relagdo a malha, visto que as fung¢des de Heaviside
estdo condicionadas ao tamanho do elemento finito, uma vez que necessariamente o
atravessam por inteiro. Desejava-se descobrir se o ganho de acuracia, em relagdo ao
MEFG/X, frequentemente reportado na literatura em diversos tipos de problema para o
MEFG-E, seria verificado também para a simulacao de trincas com modelo de zona coesiva
em meios parcialmente frageis. As abordagens propostas sdo contrapostas a simulagao
que emprega apenas fungoes de Heaviside e & formulagdo convencional do MEFG /X no
que concerne a acuracia da representagao das trajetorias de equilibrio, a robustez e ao

condicionamento, em diversas malhas e experimentos.

Finalmente, apds a conclusao dos testes com um modelo coesivo convencional, propoe-se
também pela primeira vez, para o MEFG-E, a utilizagdo de um modelo que considera
a transicao entre modelos de dano e o modelo de fratura discreta levando em conta a
coesao. A fim de evitar localizacdo, os modelos de dano sdo considerados a partir de
uma formulagio ndo local (JIRASEK, 2004). Uma simplificacdo do tratamento dado
por Comi, Mariani e Perego (2007) a respeito da consisténcia energética entre os dois
modelos, adaptando Wang e Waisman (2016), é assumida. Simulagoes que contrapoem
experimentos realizados tanto com Heaviside quanto com a combinacao destas fung¢oes
com enriquecimentos trigonométricos, experimentos executados sob otica do MEFG-E e
do MEFG/X, e diferentes formas de considerar o acoplamento entre o modelo continuo e

o modelo discreto sao apresentados.

Tais investigagoes foram realizadas no ambito do sistema computacional INSANE (INte-
ractive Structural ANalysis Environment) (FONSECA; PITANGUEIRA, 2007). O IN-
SANE é um projeto de software livre, implementado em linguagem Java segundo o
paradigma de Programacao Orientada a Objetos, desenvolvido no Departamento de Enge-
nharia de Estruturas da Escola de Engenharia (DEES) da Universidade Federal de Minas
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Gerais (UFMG) e disponivel em https://www.insane.dees.ufmg.br. Neste contexto,
esta tese se constitui como uma continuidade de iniimeros outros trabalhos desenvolvidos
no ambito deste software. Destacam-se, de forma especial, as contribuicoes de Alves
(2012), Silva (2016), Oliveira (2018), Campos (2020) e Souza (2016), responsaveis, res-
pectivamente, pela criacdo de um ambiente que permitisse a realizagdo de andlises sob
perspectiva do MEFG/X, pela construcao de um sistema para nucleagdo e propagagao
de trincas com modelo de zona coesiva segundo o mesmo método e com base no tra-
balho de Wells e Sluys (2001), pela generalizagdo, em termos de codigo, da estratégia
de enriquecimento estavel, pela implementacao da estratégia de integracdo numérica
usada nos experimentos aqui apresentados e pela implementacdo da formulacdo nao
local dos modelos de dano empregados na constru¢ao do modelo que associa fratura
discreta a modelos continuos. Maiores detalhes sobre o INSANE, bem como a respeito

das implementacoes realizadas, podem ser encontrados no Apéndice A.

1.3  Justificativa

A secao 1.1 trouxe, em seus paragrafos iniciais, uma breve contextualizacdo acerca da
relevancia do estudo e da modelagem do processo de formagao e propagacao de fissuras
para aplicagoes de engenharia. As vantagens relacionadas a incorporagao de conceitos de
mecanica da fratura aos projetos e a necessidade de avaliacao e tratamento de patologias
de ocorréncia nao de todo incomuns (Fig. 1.1) apontam para a importancia da investigagao
deste processo. Sem duvidas, trata-se de um estudo fundamental tanto para garantir a
seguranca estrutural quanto para potencializar a durabilidade das edificagoes e permitir
que elas continuem desempenhando, no horizonte idealizado, os fins para os quais foram
projetadas. A analise do processo de formacao e propagacao de trincas é de suma relevancia
em estruturas constituidas por materiais parcialmente frageis, em razao da resposta destes

materiais a localizagdo de deformagoes. Este é o caso das estruturas de concreto.

Nesse contexto, ha que se pensar nos métodos e solugoes disponiveis e computacionalmente
vidveis para a realizagdo da modelagem do processo de formacao e propagacao de trincas
em questao. Entre estes, a secao 1.1 destacou um panorama sobre as potencialidades
e limitagoes do MEFG/X e do MEFG-E. Nela, é possivel perceber as vantagens que
estes métodos apresentam quando aplicados a problemas da mecanica da fratura. Por
esta razao, tenciona-se estudar seus efeitos na simulacdo da propagacao de trincas com
modelo de zona coesiva em meios parcialmente frageis. Neste tipo de problema, sao
perceptiveis os proveitos obtidos com a expansao da aproximacao da PU a partir do
uso de estratégias de enriquecimento extrinseco, que lidam com a incorporagao de fungoes
que representam comportamentos que nao podem ser modelados exatamente a partir das

fungoes polinomiais do MEF.
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Tendo isso em vista, e considerando os resultados positivos que tém sido obtidos recen-
temente com versoes estaveis do MEFG/X, que utilizam a modificagao das fungoes enri-
quecedoras a partir da subtracio destas do interpolante de elementos finitos (BABUSKA;
BANERJEE, 2012), bem como seu potencial de contornar duas importantes limitagoes
inerentes ao MEFG/X - as questoes envolvendo instabilidade no condicionamento do
sistema de equagoes associado ao método e a piora de desempenho deste na presenca
de elementos de mistura - ¢ valido julgar que abordagens estaveis - considerando ainda
a busca pelo atendimento aos requisitos de acuracia, robustez e bom condicionamento
(ZHANG; BABUSKA; BANERJEE, 2016) - merecem maiores investigacdes em problemas
envolvendo a propagacgao de trincas com modelo de zona coesiva. Até a redacao desta tese,
nao existia uma analise sobre o emprego deste método neste contexto com a combina-
¢ao entre enriquecimento de Heaviside e enriquecimentos trigonométricos. Como exposto
anteriormente, é pertinente que este estudo seja conduzido, uma vez que a combinacao
entre estas fungoes pode representar um ganho de flexibilidade em relacdo a malha na
simulagao de problemas desta natureza - justamente o que buscam os métodos oriundos
do MEFG/X. Além disso, os trabalhos que empregaram o MEFG-E em diversos contextos

mostraram, em geral, um ganho de acuracia em relagdo ao MEFG/X.

Pensando de forma mais abrangente na modelagem de propagacao de trincas em meios
parcialmente frageis, os beneficios trazidos pelos modelos continuos-descontinuos, que
combinam a abordagem continua com a abordagem discreta, sao inegaveis. Neste campo,
ainda sao incipientes os desenvolvimentos com o MEFG-E, principalmente em problemas
em que ha consideracao da coesdo. Em razao das potencialidades deste método em
termos de acurdcia e de estabilidade numérica (bom condicionamento), seu emprego
neste contexto pode se configurar como de grande interesse para a literatura. Além disso,
deve-se destacar que muitos trabalhos que discutem a consisténcia energética entre os
modelos continuos e discretos sao baseados na resolucao da energia total de fratura
(G.) com base em integrais de lei de dano (COMI; MARIANI; PEREGO, 2007) - o
que pode limitar a escolha do modelo, visto que nem todas as integrais sdo definidas
- ou em solugdes numéricas (ROTH; LEGER; SOULAIMANI, 2015), que empregam
diversas equagoes distintas para a relizacao do acoplamento. Pretende-se aqui avaliar
uma simplificagdo do tratamento deste problema, adaptada das formulagdes de Wang e
Waisman (2016), atrelando a transigdo entre os modelos a um pardmetro que pode ser

obtido experimentalmente, a energia de fratura G .

Diante de todo o exposto, é valido julgar que a pesquisa proposta ¢é relevante e que as

estratégias adotadas sdo originais.
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1.4  Objetivos

O enfoque desta tese é formular e desenvolver uma estratégia de enriquecimento que
combine fung¢oes de Heaviside com fun¢oes de natureza trigonométrica segundo perspec-
tiva do MEFG-E para simular a propagacao de trincas com modelo de zona coesiva em
meios parcialmente frageis, considerando problemas bidimensionais. Esta é, na visao da
autora, a principal contribuicao de seu trabalho. Objetiva-se que a(s) estratégia(s) assim
desenvolvida(s) atenda(m) aos requisitos de acuracia, estabilidade e robustez (ZHANG;
BABUSKA; BANERJEE, 2016).

Especificamente, pretende-se contrapor o desempenho das estratégias propostas ao com-
portamento do MEFG /X tradicional na mesma classe de problemas. Além disso, tenciona-
se avaliar o ganho real de flexibilidade em relacao a malha trazido pela incorporacao de
fungoes trigonométricas neste tipo de simulagdo. Por fim, almeja-se investigar a atuagao
do MEFG-E em um modelo continuo-descontinuo, que permita a transi¢do, no contexto
de simulagao de propagacao de trincas em meios parcialmente frageis, entre modelos de
dano de formulagdo ndo local e trincas discretas modeladas pelo método em questao
com consideragdo de coesdo - contribuicao também inédita. Espera-se que o MEFG-E
demonstre acuracia, estabilidade e robustez compativeis com seu desempenho em outros

tipos de problemas publicados pela literatura.

1.5 Metodologia e Organizagdo do Texto

A pesquisa aqui apresentada, de natureza tedrico-computacional, se iniciou a partir de
uma revisao da literatura, que permitiu a definicdo do escopo do tema, bem como o
levantamento de possiveis lacunas - como a inexisténcia de trabalhos conhecidos que
empregassem o MEFG-E na simulagdo de trincas com modelo de zona coesiva e com
enriquecimento trigonométrico - que norteassem a sequéncia do trabalho a ser realizado.

Esta revisao é apresentada na sequéncia deste capitulo introdutoério, no capitulo 2.

Uma vez definido o tema, era preciso avaliar a viabilidade da realizacao da pesquisa. Por
isso, previamente a apresentagao do projeto de tese, buscou-se construir a fundamentagao
tedrica acerca das equagoOes que norteariam a integracao da trinca com modelo de zona
coesiva com outras fung¢oes de enriquecimento que nao as de Heaviside. Estas formulacoes,
além de equacionamentos relativos ao MEFG/X e ao MEFG-E, o problema de valor de

contorno e as fungoes de enriquecimento empregadas sao apresentados no capitulo 3.

Feito isso, procedeu-se a implementacao da flexibilizacao do computo das func¢des de salto
no contexto do sistema computacional empregado no trabalho, o INSANE, de forma a

permitir o uso de outras fungoes de Heaviside neste tipo de simulacdo. Tal implementacao
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foi verificada, e os experimentos numéricos dela resultantes sdo apresentados no capitulo 4.

Antes de se prosseguir para a implementacao do modelo numérico almejado, julgou-se
relevante verificar se a discussao acerca de estabilidade e robustez do condicionamento das
abordagens que empregavam MEFG /X e MEFG-E era de fato relevante, ou seja, se com as
funcoes de enriquecimentos propostas havia de fato deterioracao no condicionamento. Para
tal, propds-se um experimento numérico simples, sem valor em termos de representagao
fisica, mas que permitiu avaliar o crescimento do niimero de condicionamento das matrizes
de rigidez associadas ao problema com o refinamento h. Além disso, fez-se um estudo de
robustez das funcoes consideradas alterando a posi¢ao da trinca em relagao a malha. Tais

resultados também sao apresentados no capitulo 4.

De posse das conclusoes tiradas com os experimentos preliminares, o modelo coesivo
que considera o meio linear eldstico foi enfim implementado e testado, para diferentes
combinagdes de enriquecimento do MEFG/X e do MEFG-E, em alguns experimentos
numéricos. Os resultados obtidos para as abordagens que empregavam o enriquecimento
trigonométrico foram comparados aqueles das abordagens que empregavam enriquecimen-
tos de Heaviside - mais simples, mas teoricamente mais dependentes em relagao a malha.

Toda essa discussao foi conduzida no capitulo 5.

Almejando uma contribui¢do mais ampla, decidiu-se dar um passo além e combinar o
modelo coesivo proposto com modelos distribuidos de dano que empregassem formulagoes
nao locais baseadas em regularizagdo. As fung¢oes de enriquecimento empregadas nestes
experimentos foram selecionadas com base nos resultados do capitulo 5. Foi preciso tam-
bém nesta etapa pesquisar uma fundamentacao teédrica solida que provesse a matematica
que representasse devidamente o comportamento fisico na transicao dos modelos continuo
e discreto. Estas formulagoes foram também incluidas no capitulo 3. Os resultados destes

experimentos, por sua vez, sao apresentados no capitulo 6.

Em todo o processo, a revisao da literatura foi, de certo modo, uma etapa continua, ja
que diferentes obstaculos se apresentaram e foi preciso recorrer ao conhecimento cientifico
j& estabelecido para fundamentar possiveis solucoes. Finalizados os experimentos, foram
identificadas as lacunas que ainda persistem como sugestao de trabalhos futuros, além de
determinadas as limitagoes do modelo e tiradas as conclusoes possiveis sobre os resultados.

Estas consideragoes finais foram reunidas no capitulo 7.

Por fim, o apéndice A oferece um panorama dos segmentos pertinentes a este trabalho
dentro do sistema INSANE, bem como das implementacoes realizadas ao longo de todo
o processo de execucao da tese. Além disso, o apéndice B traz, para o leitor interessado,

o comportamento grafico das fungoes de enriquecimento dispostas no capitulo 3.
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2 Estado da Arte

Com a finalidade de contextualizar o tema proposto para esta tese, bem como sua re-
levancia, inserindo-o no ambito dos trabalhos e das discussoes recentes da literatura, é
disposta neste capitulo uma breve revisao bibliografica. Na secao 2.1 sdo apresentados, do
ponto de vista de desenvolvimento historico-cientifico, os métodos que serao investigados
durante a elaboragao da tese: 0o MEFG/X (segao 2.1.1) e o MEFG-E (se¢ao 2.1.2). Tendo
em vista que o objetivo desta tese é aplicar estas abordagens a problemas envolvendo a
propagacao de trincas com modelo de zona coesiva em meios parcialmente frageis, a se¢ao
2.2 discute ainda algumas dessas aplicagoes do MEFG /X e seus derivados a este tipo de

problema.

2.1 Métodos Baseados em Malhas de Elementos Finitos com Enriquecimento Extrinseco

Fries e Belytschko (2010) afirmam que existem duas abordagens fundamentalmente dis-
tintas para representar a aproximacao de solugdes nao suaves. A primeira estratégia se
baseia no uso de espacos polinomiais para a simulacao deste tipo de comportamento, e
geralmente se apoia na geracao de malhas que precisam se conformar as descontinuidades.
Estas malhas demandam ainda refinamento nas proximidades de singularidades e altos
gradientes e, a fim de representar a evolucdo do fendémeno em estudo, o remalhamento
também seria necessario. Um exemplo classico deste tipo de abordagem é o Método dos
Elementos Finitos (MEF).

A segunda estratégia, por sua vez, se apoia no enriquecimento do espaco de aproximagcao
polinomial, estendendo-o de tal forma que os comportamentos nao-suaves possam ser
modelados independentemente da configuracao da malha. Quando este enriquecimento é
realizado a partir da substituicio, total ou parcial, das fungoes de forma do espaco de
aproximagcao polinomial por fungoes de forma especiais capazes de representar o com-
portamento nao suave, a abordagem ¢ classificada como de enriquecimento intrinseco
(FRIES; BELYTSCHKO, 2010). Este tipo de abordagem néao altera o ntimero de fungoes
de forma, de graus de liberdade ou de incégnitas. Por outro lado, quando o enriquecimento
é realizado pela adigcdo de tais fungoes especiais ao espago de aproximacao polinomial,

tem-se um método de enriquecimento extrinseco.

Os métodos tratados nesta segdo - o MEFG/X e suas versoes “estaveis”, MEFG-E -
se enquadram nesta ultima categoria, mais especificamente, de métodos que utilizam a

estratégia de enriquecimento extrinseco baseados em malhas de elementos finitos.
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2.1.1 MEFG/X

Duarte, Babuska e Oden (2000) consideram que o MEFG/X foi proposto de forma in-
dependente por Babuska, Caloz e Osborn (1994), Melenk e Babuska (1996), Babuska e
Melenk (1997), sob denominagoes de Método dos Elementos Finitos Especiais, Método
dos Elementos Finitos da Particdo da Unidade e Método dos Elementos Finitos Gene-
ralizados, respectivamente; e por Duarte e Oden (1996b), como formulagdo do método
das nuvens, e Oden, Duarte e Zienkiewicz (1998), como formula¢do hibrida do MEF.
As primeiras ocorréncias da denominacao “Método dos Elementos Estendidos”, por sua
vez, ocorreram em Moés, Dolbow e Belytschko (1999) e Belytschko e Black (1999). De
acordo com Belytschko, Gracie e Ventura (2009), as diferencas entre as denominagdes
MEFG (proposta pela escola do Texas, Oden e Duarte (1997)) e MEFX (empregada na
escola de Northwestern) se deram em fungao de que, nos primeiros trabalhos do MEFG, o
enriquecimento era realizado de forma global, em todo o dominio, enquanto nas primeiras
publicagoes do MEFX tais fungoes seriam aplicadas apenas localmente. No entanto, ja no
trabalho de Duarte, Babuska e Oden (2000) pode ser encontrada uma aplicagdo do MEFG
com enriquecimento local, de tal forma que, como apresentado no capitulo 1, as abordagens
podem ser consideradas equivalentes (BELYTSCHKO; GRACIE; VENTURA, 2009).

Desde sua proposi¢ao, o MEFG /X ganhou popularidade e tem sido aplicado com sucesso
a inumeros problemas de engenharia - sobretudo aqueles que escapam a uma eficiente
simulacao do MEF - como a simulagao da propagacao de trincas, localizacao e dano,
problemas envolvendo discordancias, interfaces, interacao fluido-estrutura, entre outros.
Os artigos revisionais de Belytschko, Gracie e Ventura (2009) e Fries e Belytschko (2010)

podem ser citados como referéncias para exemplificar estas varias aplicagoes.

Além de destacar os variados ramos em que a utilizagdo do MEFG/X se consolidou
com relativo sucesso, convém salientar também o desenvolvimento histérico-cientifico das
tentativas de contornar suas limitacoes. Esta secao se centrard, em especial, nas limitagoes
ja abordadas no capitulo 1. As discussoes relativas ao MEFG-E, no entanto, enquanto
abordagem proposta com este objetivo, em razao de sua importancia nesta tese, serao

melhor desenvolvidas na se¢ao 2.1.2.

Como mencionado no capitulo 1, a questdo do mau condicionamento do MEFG/X é
conhecida desde as primeiras publicacoes envolvendo o método. Por conseguinte, uma
série de trabalhos mostrou preocupacao em superar esta limitacao. De fato, em Strou-
boulis, Babuska e Copps (2000), por exemplo, j& se propde uma metodologia para lidar
com a dependéncia linear introduzida por algumas classes de enriquecimento utilizadas
no ambito do MEFG/X, a partir de uma modificacio da estratégia de solucao. Esta

modificagdo é empregada também em Duarte, Babuska e Oden (2000), apds a realizagdo
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de um procedimento de transformagao diagonal sobre o sistema de equagoes. A utilizagao
de robustas técnicas de pré-condicionamento também pode ser verificada em Béchet et
al. (2005) e Menk e Bordas (2011), com o objetivo de melhorar o condicionamento em
problemas contendo trincas ou interfaces de materiais. Loehnert (2014), por sua vez,
propoe o emprego da decomposicao em autovalores da matriz de rigidez de um elemento,
aliado a ortogonalizacao de seus autovetores, como caminho para alcancar a estabilidade
com o MEFG/X. Todas estas abordagens, assim como outras dispostas em Gupta et
al. (2015), lidaram com a questdao do mau condicionamento no contexto do MEFG /X,

segundo estes autores, com sucesso limitado.

Outras estratégias, por outro lado, se fundamentaram na remocao da dependéncia linear
a partir da ortogonalizagdo da base de fungoes de enriquecimento utilizada (SILLEM;
SIMONE; SLUYS, 2015; AGATHOS; BORDAS; CHATZI, 2019). E vélido ainda menci-
onar o trabalho de Tian (2013), responsavel pela construgdo de um método derivado do
MEFG/X e denominado Improved XFEM (iXFEM) - MEFG/X Aprimorado, em tradugao
livre. Esta estratégia consiste no desenvolvimento de um MEFG /X sem graus de liberdade
adicionais oriundos do uso de fungoes de enriquecimento, a partir de uma aproximacao
globalmente interpoladora gerada por meio de um método dos minimos quadrados local.
Tal abordagem foi aplicada a problemas da mecanica da fratura bidimensionais em Tian
e Wen (2015) e tridimensionais em Tian, Wen e Wang (2019). Nesta classe de problemas,
houve uma combinacao entre o enriquecimento extrinseco caracteristico da formulacao
convencional do MEFG/X e representado, nestes trabalhos, pelas fungoes de Heaviside,
e a estratégia de enriquecimento intrinseco desenvolvida pelos autores mediante a in-
corporacao de fungoes singulares na base de fungoes dos minimos quadrados, de forma
similar ao realizado com a finalidade de construir parti¢bes da unidade para o Método
de Galerkin Livre Enriquecido (EFGM, em inglés) por Fleming et al. (1997) e para o
MEFX intrinseco por Fries e Belytschko (2006). Os experimentos numéricos apresentados
naquelas publicagoes demonstram que o MEFG/X Aprimorado conduz a aproximagoes
de boa qualidade, sem penalizar significativamente o condicionamento do sistema, embora

esta abordagem ainda demande tratamento na regiao dos elementos de mistura.

Assim como a questao do mau condicionamento, a limitacao relativa aos elementos de
mistura no contexto do MEFG/X motivou o desenvolvimento de estratégias a fim de
minimizar ou contornar este problema. A utilizacao de bases de fungoes adicionais hierar-
quicas, que requer o emprego de graus de liberdade extras, foi proposta por exemplo em
Chessa, Wang e Belytschko (2003). Estes autores lidam ainda com o uso de elementos de
mistura com um campo de deformagoes assumido, com o objetivo de eliminar os termos
indesejados que surgiriam na regiao de mistura analiticamente. A supressao dos elementos

de mistura a partir do acoplamento da regiao enriquecida com a regiao na qual existe a
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aproximacao convencional do MEF, por sua vez, pode ser encontrada nos trabalhos de
Laborde et al. (2005), Gracie, Wang e Belytschko (2008) e Chahine, Laborde e Renard
(2011). Nestes, a continuidade entre as regides foi garantida, respectivamente, ponto a
ponto nos nos, via um método de Galerkin descontinuo e através de multiplicadores de
Lagrange. Outra estratégia utilizada com alguma frequéncia para lidar com esta questao
é o Corrected XFEM (C-XFEM) ou MEFG/X Corrigido (MEFG/X-C) (FRIES, 2008),
no qual fungoes rampa, variando linearmente de 1 a 0, sao empregadas nos elementos de
mistura. O valor 1 é assumido nos noés enriquecidos, enquanto o valor 0 é utilizado nos
nos desprovidos de enriquecimento. Outras abordagens utilizadas no trato dos elementos
de mistura encontram-se listadas nos trabalhos de Fries e Belytschko (2010), Lins (2015)
e Saxby e Hazel (2019). Entretanto, nem sempre a implementagao destas abordagens
é simples e direta nos codigos existentes para o MEFG/X ou a convergéncia 6tima é

garantida com sua utilizacio (ARAGON; DUARTE; GEUBELLE, 2010).

2.1.2 MEFG-E

Desde sua proposi¢ao nos trabalhos de Babuska e Banerjee (2011) e Babuska e Banerjee
(2012), bem como sua extensao para problemas bi e tridimensionais da mecénica da fratura
em Gupta et al. (2013) e Gupta et al. (2015), em razao de suas potencialidades, o MEFG-
E tem sido uma presenga constante nas publicagoes recentes relativas a métodos baseados
em malhas de elementos finitos com enriquecimento extrinseco. De fato, além de prome-
ter manter as principais qualidades do MEFG/X, que consolidaram a utilizacdo desta
abordagem em uma gama de problemas de engenharia (segao 2.1.1), a estratégia estével
permitiria contornar duas importantes limitagoes deste método: o mau condicionamento
e o efeito prejudicial da presenca de elementos de mistura. As abordagens desenvolvidas
com esse objetivo nos trabalhos listados na se¢ao 2.1.1, ao contrario do MEFG-E, em geral
se propunham a lidar com apenas uma das limitagoes. Além disso, a modificagdo proposta
pelo MEFG-E para computo do enriquecimento é relativamente simples, permitindo sua
facil implementacao a partir da extensao de arcabougos computacionais existentes para o
MEFG/X.

Como visto, Zhang, Babuska e Banerjee (2016) definem como uma abordagem estavel do
MEFG/X - ou como um MEFG-E - um método que continue a prover as taxas Otimas
de convergéncia obtidas pelo MEFG/X e cujo condicionamento, em termos de taxa de
crescimento, nao é pior que o verificado para o MEF, independentemente da configuracao
da malha de elementos finitos. Apesar das provas matematicas solidas fornecidas por
Babuska e Banerjee (2012) relativas a formulacdo classica do MEFG-E para o caso
unidimensional, atender a estas condi¢bes com esta abordagem em outras dimensoes nem
sempre se mostrou trivial. De fato, Gupta et al. (2013) conseguem obter em seu trabalho,

para determinadas configuragoes da malha, bons resultados para o condicionamento com
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o MEFG-E, mas precisaram modificar as func¢ées de Heaviside, acrescentando termos
lineares, a fim de garantir as taxas 6timas de convergéncia. No trabalho de Gupta et al.
(2015), por sua vez, uma nova alteragdo na estratégia de enriquecimento é demandada,
mediante o acréscimo de fungoes enriquecedoras polinomiais, segundo a perspectiva do
MEFG/X, a fim de bem representar uma descontinuidade em problemas tridimensionais.
Além disso, os autores admitem, a partir de seus experimentos, que o MEFG-E, em sua
forma tradicional, nem sempre seria capaz de prover as mesmas taxas de crescimento para
o numero de condicionamento que as verificadas para o MEF, e que o condicionamento
tanto do MEFG/X quanto do MEFG-E dependeriam da intensidade da “quase dependén-
cia linear” existente entre a base de func¢oes de enriquecimento. Uma percepcao anterior
desse fato pode ter sido sugerida em Zhang, Banerjee e Babuska (2014), que propunham a
utilizagao de uma particao da unidade diferente das func¢oes lagrangianas do MEF, do tipo
“flat-top” (GRIEBEL; SCHWEITZER, 2002), para a construgao do espago associado ao
enriquecimento estavel, a fim de evitar possiveis dependéncias lineares entre as func¢oes de
enriquecimento e a PU. Esta abordagem, em razao das taxas superiores de convergéncia
obtidas pelos autores, foi por eles denominada MEFG-E de alta ordem. Zhang, Babuska
e Banerjee (2016) mostram a partir de um problema de Poisson bidimensional que,
de fato, as fungoes de Heaviside propostas por Gupta et al. (2013) nao sdo robustas
no que concerne a posicao da trinca em relagdo a malha, podendo conduzir a valores
elevados do numero de condicionamento. Estes autores propdoem modificagoes nestas
fungoes e nas fungoes de enriquecimento singulares utilizadas nas proximidades da ponta
da trinca, além de procedimentos de ortogonalizacao local, com o objetivo de atender
aos critérios de caracterizagdo de uma abordagem estédvel do MEFG/X. Na sequéncia
deste trabalho, Zhang, Banerjee e Babuska (2018) estabelecem mais uma exigéncia a fim
de definir um SSGFEM (Strongly Stable Generalized Finite Element Method, em inglés)
- MEFG/X Intensamente Estével, em tradugdo livre: a necessidade de que o ntmero
de condicionamento da submatriz de rigidez relativa aos termos extras acrescentados
pelo enriquecimento seja limitado. Os autores demonstram a partir de seus experimentos
que, utilizando um procedimento local de ortogonalizacao, é possivel atender a todos
0s requisitos para classificar um método como estavel ou intensamente estavel em um

problema de interface.

Além destes, outros trabalhos recentes investigaram o desempenho do MEFG-E em proble-
mas variados. Sauerland e Fries (2013), por exemplo, aplicam o0 MEFG-E para representar
a interface e simular a interacao fluido-estrutura, enquanto Li (2014) contrapoe as per-
formances do MEFG/X e do MEFG-E, em um problema uni e em outro bidimensional,
no contexto de uso do enriquecimento polinomial. Em Lins et al. (2015), por sua vez, o
MEFG-E é utilizado na constru¢ao de um estimador de erro a posteriori. Gupta (2014),
Fillmore, Gupta e Duarte (2018), Fonseca (2019), Fonseca et al. (2020), Novelli et al.
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(2020) e Paiva (2023) estudam alguns efeitos da légica do enriquecimento estavel quando
empregada junto a estratégia global-local. Em particular, destaca-se o trabalho de Novelli
et al. (2020), que empregou o MEFG-E sobre o enriquecimento global-local na utilizagao
de uma nova metodologia para simular a propagacao de trincas, considerando a nao-
linearidade do material apenas no problema global. Por outro lado, Paiva (2023), além de
empregar o MEFG-E no contexto da estratégia global-local, utiliza o método também para
a construcao de um modelo continuo-descontinuo, sem a presenca de enriquecimento tri-
gonométrico ou consideracao de coesao. Além disso, o autor estuda os efeitos da alteracao
da PU para construcao do espaco de enriquecimento do MEFG-E, usando a PU flat-top.
Empregando também a PU flat-top para a construcao do espaco de enriquecimento do
MEFG-E, Sato (2017), Sato, Neto e Proenca (2018) e Ramos e Proenca (2018) aplicam o
assim construido MEFG-E de Alta Ordem a problemas bidimensionais, usando diferentes
estratégias de enriquecimento. Estes autores constatam em seus experimentos numéricos
que os numeros de condicionamento obtidos por esta abordagem, assim como sua taxa de
crescimento, sdo da mesma ordem que aqueles do MEF, além de sugerirem que o emprego
do MEFG-E de Alta ordem produziu ganhos favoraveis de acuracia quando contrapostos
a solucdo do MEFG/X. Silva et al. (2022) aplicaram, por sua vez, esta abordagem a um

problema de vibragao livre.

Ainda na linha de propor a utilizagdo de uma PU distinta para a construc¢ao do espago
de enriquecimento do MEFG-E de forma a evitar dependéncias lineares entre esta e
as fungoes enriquecedoras, Zhang e Babuska (2020), Cui e Zhang (2020), e Cui et al.
(2022) sugerem a utilizacdo de uma partigdo da unidade baseada no uso de polindémios
de Hermite para o estabelecimento de seus MEFG-Es, aplicados, respectivamente, a um
problema de interface de segunda ordem e a problemas de mecanica da fratura. Estes
trabalhos sugerem ainda a utilizagdo de uma andlise de componente local principal (em
inglés, LPCA) para tratar nés onde coexista mais de um tipo de fungao enriquecedora.
Wu e Li (2015a) e Wu e Li (2015b) utilizam o MEFG-E na simulagdo da propagacao
de trincas com modelo de zona coesiva, a partir de uma modificagdo das fungoes de
Heaviside padrao, que consiste na alteragao da formulagao do computo do enriquecimento
estavel através da insercao de um parametro de estabilizacao. Estes autores conseguem,
a partir desta estratégia, bons resultados neste tipo de problema, em que a trinca com
modelo de zona coesiva propaga-se em meio de comportamento linear elastico, tanto
em termos de condicionamento quanto em termos de acuracia, quando os resultados sao
comparados aos obtidos pelo MEFG/X. O MEFG-E também foi aplicado para simular
a propagacao de trincas com modelo de zona coesiva a partir de diferentes funcoes de
Heaviside em Oliveira, Barros e Campos (2020) e com a utilizacdo de enriquecimento
trigonométrico em Oliveira, Barros e Penna (2022), como parte do desenvolvimento desta

tese. A fim de contornar a falta de robustez, no que concerne a configuracao da malha de
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elementos finitos, verificada para as fungoes de Heaviside lineares propostas por Gupta et
al. (2013), Sanchez-Rivadeneira e Duarte (2019) propoem a utilizagdo de um interpolante
descontinuo, que seria uma generalizagdo do interpolante de elementos finitos empregado
no calculo do enriquecimento estiavel (BABUSKA; BANERJEE, 2012), no ambito de
MEFG-E, além de estudarem a influéncia de se utilizarem as fungoes p hierarquicas no
contexto do MEFG /X para problemas da mecénica da fratura. Este interpolante é também
discutido nos trabalhos de Sanchez-Rivadeneira e Duarte (2020) e Bento, Proenga e Duarte
(2022), em que se objetiva garantir uma convergéncia de ordem superior para problemas de
Mecanica da Fratura Linear Elastica (MFLE). Os trabalhos diferem quanto a escolha das
PUs para construcao do espaco de enriquecimento, e apresentam a limitacao ja citada no
capitulo 1 da demanda por modifica¢ao da malha (algoritmo node-snapping) para garantir
a estabilidade numérica em termos de condicionamento. Agathos, Chatzi e Bordas (2019),
por outro lado, investigam uma combinacao de técnicas, entre as quais incluem o uso do
enriquecimento estavel, a fim de melhorar as propriedades de convergéncia e condiciona-
mento de métodos baseados numa particao da unidade de elementos finitos enriquecidos.
Jansari et al. (2019) propoem uma combinagao entre o MEFG-E e o Smoothed Finite
Element Method (SFEM) - Método dos Elementos Finitos Suave. Desta combinagao,
surge uma nova abordagem, intitulada pelos autores Smoothed Stable Extended Finite
Element Method (S?XFEM) - MEFG-E suave. Saxby e Hazel (2019) e Zhu, Zhang e
Liu (2020) aplicam o MEFG-E a problemas de interface, enquanto Oliveira et al. (2019)
investigam o enriquecimento de Heaviside linear proposto por Gupta et al. (2013) em
problemas bidimensionais da mecanica da fratura. Estes autores verificam, empiricamente,
que de fato ha certa falta de robustez, relativamente a malha de elementos finitos, e
instabilidade no uso desta funcao de enriquecimento em problemas da elasticidade, de
forma similar ao verificado para problemas de Poisson por Zhang, Babuska e Banerjee
(2016). Oliveira et al. (2019), no entanto, constatam também em seus experimentos
numéricos que, apesar destas limitagoes, essa estratégia de enriquecimento se mostra
significativamente acurada, principalmente no problema com trinca em modo misto e
material elastico linear, quando comparada ao MEFG/X. O MEFG-E segue ainda sendo
aplicado a problemas com descontinuidades (fortes ou fracas), como aqueles que lidam
com interfaces de diversas naturezas. Além dos ja citados trabalhos de Li, Cui e Zhang
(2022) e Jiang, Nian e Zhang (2022), que lidam, respectivamente, com o tratamento de
trincas interfaciais em bi-materiais e com a combinac¢do com uma técnica de redes neurais
para solucao de um problema de interface, podem ser mencionadas, mais recentemente, as
contribuigoes de Gong, Li e Zhang (2024), Gong e Zhang (2024a) e Gong e Zhang (2024b)
que discutem, no contexto do MEFG-E aplicado a esse tipo de problema, as fungoes
de enriquecimento empregadas, a diagonalizacao da matriz de massas e uma técnica de

solucao adequada ao método.
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Deste modo, fica claro que o MEFG-E tem sido objeto de estudos, sob perspectivas
variadas, durante os ultimos anos. Embora varias discussoes acerca de seu desempenho ja
tenham sido iniciadas, investigacoes mais profundas, em searas distintas, ainda se fazem

necessarias.

2.2 Aplicagoes do MEFG/X em problemas da mecénica da fratura com modelos coesivos

Varios dos trabalhos citados na segao 2.1 se referem a aplicagoes do MEFG/X e seus
derivados em problemas da mecanica da fratura. De fato, o MEFG /X se consolidou de tal
forma na simulacao de problemas desta natureza que foi incluido, a fim de realizar este tipo
de analise, nos tultimos anos, em softwares comerciais como ANSYS e Abaqus. Pretende-se
aqui apresentar um breve histérico do desenvolvimento deste método no ambito especifico
da simulacao envolvendo modelos com zona coesiva, primeiramente introduzidos por
Dugdale (1960) e Barenblatt (1962) para materiais elastoplasticos e depois aplicados por

Hillerborg, Modéer e Petersson (1976) a materiais parcialmente frageis.

As complexidades matematicas inerentes a Zona de Processo de Fratura (ZPF), regiao em
que acontece o processo de degradacao nao linear que precede a formacgao da fissura, de
grande importancia para modelos coesivos, faz com que este tipo de simulacao seja reali-
zada frequentemente no contexto de métodos numéricos, como o MEF. As limitacoes deste,
no entanto, produziram, de acordo com Wang e Waisman (2018), o desenvolvimento de
novas formulagoes de elementos finitos que viabilizassem a solucao deste tipo de problema.
Alguns exemplos esses desenvolvimentos que podem ser citados, segundo estes autores, sao
a formulacao de elementos finitos singulares do tipo quarter-point (HENSHELL; SHAW,
1975), a abordagem da descontinuidade embutida (SIMO; OLIVER; ARMERO, 1993),
o Numerical Manifold Method (WU; CAI, 2014), os métodos de Galerkin descontinuos
(ABEDI; HABER; CLARKE, 2017) e o préoprio MEFG/X, que ganhou destaque prin-
cipalmente por minimizar a necessidade de conformacao da malha a descontinuidade,
reduzindo o custo computacional, uma vez que o remalhamento a fim de representar a

propagacao de uma trinca deixou de ser demandado.

As primeiras ocorréncias do uso de leis coesivas com o MEFG/X, por sua vez, se deram
nos trabalhos de Wells e Sluys (2001) e Moés e Belytschko (2002). Na primeira publica-
¢ao, foram empregadas como enriquecimento para representar a descontinuidade apenas
funcoes de Heaviside. A direcao de propagacao da trinca, naquele caso, foi obtida a partir
da direcao perpendicular a principal de uma medida nao-local do campo de tensoes. Em
Moés e Belytschko (2002), por sua vez, sdo introduzidas como enriquecimento fungoes
trigonométricas que representam o comportamento assintotico nas proximidades de trincas
com modelo de zona coesiva. Neste caso, o critério de propagacao assumido se baseava
no critério da maxima tensdo circunferencial (ERDOGAN; STH, 1963). Desde entao,
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uma série de trabalhos sobre modelos com zona coesiva foi desenvolvida no ambito do
MEFG/X. Citam-se aqui apenas algumas contribui¢oes representativas, visto que o tema
ainda ¢ continuamente discutido na literatura: em Meschke e Dumstorff (2007) e Dumstorff
e Meschke (2007), por exemplo, encontram-se estudos comparativos acerca de diferentes
critérios de propagagao da trinca. Ferté, Massin e Moés (2016) aplicam os modelos coesivos
a problemas tridimensionais, enquanto Zhang, Wang e Yu (2013) fornecem aplicagoes em
larga escala de problemas desta natureza na engenharia de estruturas. Wang e Waisman
(2018) propoem um novo método de comprimento de arco que possa bem representar a
trajetoria de equilibrio em problemas com propagacao de trincas com modelo de zona
coesiva via MEFG/X. Os autores discutem ainda a influéncia da expansdo da base de
funcoes de enriquecimento utilizada para representar o comportamento assintético nas
proximidades da trinca, incluindo fungoes singulares durante a propagacao instavel. Pode-
se destacar ainda os trabalhos de Wu e Li (2015a) e Wu e Li (2015b), relativos a proposicao
de uma nova funcao de Heaviside para simular a propagacao de trincas com modelo de
zona coesiva, e de Oliveira, Barros e Campos (2020) e Oliveira, Barros e Penna (2022), ja

mencionados na secao 2.1.2.

Visando reunir as potencialidades dos modelos continuo e de fratura discreta, ja abordadas
no capitulo 1, o MEFG/X e seus derivados também foram empregados como ferramentas
importantes para a elaboracdo de modelos continuos-descontinuos. A ideia de se realizar
a transicao entre o dano difuso e a trinca discreta é muitas vezes atribuida ao trabalho
pioneiro de Planas, Elices e Guinea (1993), no qual uma formulagao integral nao local
é empregada como ponte entre os campos descontinuo e continuo. Outra contribuicao
de destaque para a discussao dos conceitos iniciais relativos a este processo vem com
Mazars e Pijaudier-Cabot (1996), que propuseram que a transi¢do entre o modelo de
dano e o modelo de fratura discreta se desse a partir de uma “trinca equivalente”,
baseada justamente na equivaléncia em relagdo a energia dissipada nos dois modelos.
Em termos de MEFG/X e derivados, pode-se mencionar como precursor o trabalho de
Jirdsek e Zimmermann (2001), que combinava um modelo de fissuracao distribuida a
um modelo de trinca embutida (em inglés, embedded crack model), no qual a energia
transferida para o modelo coesivo consistia na diferenca entre a energia de fratura do
elemento e a energia dissipada pelo modelo de fissuragao distribuida. Simone, Wells e
Sluys (2003), por sua vez, propuseram um modelo baseado no MEFG /X que operasse
a passagem entre um modelo de dano e o modelo de fratura discreta apenas quando
os valores de dano se aproximassem da unidade, evitando, assim, consideracoes sobre
a conservagao da energia (WANG; WAISMAN, 2016). Procedimento similar é adotado
em De Borst et al. (2004), Moés et al. (2011), Evangelista e Moreira (2020) e em Paiva
(2023). Neste trabalho, no entanto, além do MEFG/X, utiliza-se o0 MEFG-E associado

a diferentes fungoes enriquecedoras (Heaviside ou de natureza polinomial) ou usando a
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estratégia global-local. Tais procedimentos, no entanto, ocorrem sem o emprego de fungoes
trigonométricas e, tendo em vista a premissa adotada, sem consideracao de coesdo. Comi,
Mariani e Perego (2007) apresentam, pela primeira vez, a transi¢do entre um modelo de
dano isotrépico nao local e um modelo coesivo do MEFG/X. A transi¢ao entre os modelos é
deflagrada quando o dano atinge certo valor critico, baseado no tamanho caracteristico do
elemento finito e no niimero de elementos necessarios para resolver a banda de localizacao
(ROTH,; LEGER; SOULAIMANTI, 2015). Para o computo deste pardmetro, os autores
partem da propagacao de uma onda de tensdes harmonica numa barra uniformemente
deformada e de comprimento infinito. A energia atribuida ao modelo coesivo é entendida
como a energia ainda nao dissipada pelo modelo nao local na banda de dano. Roth,
Léger e Soulaimani (2015), por sua vez, sugerem o uso de uma solugdo numérica para
promover a devida equivaléncia energética entre um modelo de dano e a simulacao da
trinca na ZPF via MEFG/X. O procedimento dos autores difere mais singularmente
na proposicao da lei coesiva que, apesar de assim como em Comi, Mariani e Perego
(2007), ter natureza exponencial, inicia-se de uma abertura de trinca nao nula quando
o modelo atinge o dano critico. Com isso, Roth, Léger e Soulaimani (2015) apresentam
mais equacoes que condicionam a transicao, garantindo as equivaléncias de tensoes e de
energias dissipadas antes e apds o dano critico entre os dois modelos. Wang e Waisman
(2016) também acoplam um modelo nao local de dano a um modelo coesivo baseado
no MEFG/X, empregando um arcabougo “termodinamicamente equivalente”, em que
a energia dissipada ¢é calculada numericamente, e atribuida de forma fraca. Para tal,
os autores trabalham com um parametro baseado na energia de fratura multiplicado
por outro fator de obtencao heuristica. Cabe destacar que tanto os trabalhos de Comi,
Mariani e Perego (2007) e Wang e Waisman (2016) quanto esta tese empregam modelos de
dano nao locais baseados em formulacao integral. Um modelo continuo-descontinuo que
simule o dano nao local a partir de uma formulacao baseada em gradientes avancados com
consideragao de coesao ja foi desenvolvido (CUVILLIEZ et al., 2012), mas nao se conhece
nenhuma aplica¢do desta natureza no dmbito do MEFG/X. Por fim, pode-se mencionar
ainda o trabalho de Li e Chen (2017), que suprime os graus de liberdade associados ao
enriquecimento de Heaviside do MEFG/X do vetor de deslocamentos, criando o modelo

de dano coesivo estendido (em inglés, extendend cohesive damage model, ECDM).

Diante do exposto, pode-se observar que, a despeito de suas potencialidades, o MEFG-
E foi ainda pouco aplicado para simular a propagacao de trincas com modelo de zona
coesiva. No entendimento da autora, o método nunca foi empregado nesse contexto com
a utilizacao de enriquecimento trigonométrico. Nota-se ainda que sua utilizagdo em mo-
delos continuo-descontinuos em particular foi bastante incipiente. Desconhece-se inclusive
qualquer aplicacdo do MEFG-E em modelos desta natureza que considere equivaléncia

energética a partir de um valor de dano critico, e/ou em presenca do enriquecimento
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trigonométrico.
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3 Fundamentacao Teodrica

Neste capitulo, as formulagoes pertinentes a tese sao apresentadas. Inicia-se na se¢ado
3.1 com as equagoes que definem o problema de valor de contorno (PVC) tratado neste
trabalho. A secado 3.2, por sua vez, discute a formulacdo dos modelos distribuidos de
dano aqui empregados, apresentando as equagoes de um modelo de dano isotrépico e de
um modelo de dano ortotrépico, além das leis de evolugao de dano e da formulacao nao
local baseada em regularizacao adotadas. Na secao 3.3 faz-se uma explanagdo sobre os
modelos coesivos empregados para representar a trinca propriamente dita, considerando
as equagoes utilizadas para definicao das tensoes coesivas, os critérios de propagagao e de
definicao de direcao assumida pela trinca e a transicao energética em termos da energia
de fratura de modo I proposta para o modelo acoplado (continuo-descontinuo). Por sua
vez, a secao 3.4 traz as equacoes de aproximacao construidas a partir de diversas fungoes
de enriquecimento para o MEFG/X e para o MEFG-E. Por fim, a se¢ao 3.5 apresenta a
forma discreta das equagdes do problema formuladas na sec¢ao 3.2, além de discutir alguns
aspectos da estratégia de integracao numérica empregada nas simulagoes realizadas neste
trabalho.

3.1 Formulacao do Problema de Valor de Contorno

Seja o dominio Q = QUAN em R?, cujo contorno é dividido em 9Q = 9% U N’ com
oN“NoN? = (Fig. 3.1). Os indices u e ¢ indicam, respectivamente, as regides onde
sao aplicadas as condigdes de contorno de Dirichlet e de Neumann. Considere-se ainda
uma trinca com contorno I'. C R, com propagacio gradual no dominio © de tal forma
que I'o(t) C Te(t + At), onde ¢ é um pseudo-tempo. O contorno I'. € R O campo de
deslocamentos u :  — R? é descontinuo ao longo do contorno da trinca I, o que leva a um
salto no campo de deslocamentos [u], definido a partir da diferenga entre os deslocamentos

utem ' eu” em I';:

tTou (3.1)

[u] =u
Restringindo a atencdo a problemas quase estaticos sem forgas de corpo, sob regime
de pequenas deformacoes, e considerando que o contorno I'. pode ser dividido em duas
parcelas, uma, 'y, livre de tensoes de superficie, e outra, I'zpp, correspondente a zona
de processo de fratura (ZPF), pode-se descrever o problema da mecénica da fratura da

Fig. 3.1 a partir das seguintes equagoes:
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Figura 3.1 — Representacao esquematica de um corpo no dominio €2 cortado por uma
trinca I'.. Adaptado de Wang e Waisman (2018).

u=1uem 00" (3.2)
o-n=tem 9N’ (3.3)
V-e=0em (3.4)
c=D:gem() (3.5)
S Eipe

onde 1 é o vetor de deslocamentos prescritos,  é o tensor de tensoes, n é o vetor unitario
normal a 907, t é o carregamento prescrito em 997, D é o tensor de Hooke, € é o tensor
de deformagoes, m é o vetor unitdrio normal ao contorno da trinca I'c e t([u]) sdo as
forcas coesivas que atuam na ZPF. O sentido positivo adotado para m estd indicado na
Fig. 3.1. Observa-se que, na ZPF, 6 -m™ =t([u]) = —o-m~. O simbolo : indica dupla
contracao.

A solugao aproximada do problema de valor de contorno (PVC), definido pelas equagoes
(3.2) a (3.6) é dada por @ na equagdo (3.7), a partir da aplicacdo dos Principios dos
Trabalhos Virtuais (PTV) sobre o conjunto das equagdes citadas, de tal forma a obter a

forma fraca:
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Encontre @t € X(Q) C H'(Q) V du € X0(Q) C HL(Q)

/Qa(ﬁ) :6(6u)dQ+/F 5[[u]]-tdF:/8Q0t-5uds (3.7)

ZPF

onde X () é a discretizacio de H'(Q), um espaco de Hilbert de ordem 1 definido em €,
construido com as fungoes de forma do método de aproximacao utilizado e que atende as
condigdes de contorno de Dirichlet (eq. (3.2)). X%(Q) é a discretizacao de H!(Q) tal que
ou=0em JQ% du denota um campo de deslocamentos virtual, e @ e du sdo descontinuos

em I'..

3.2 Formulacao do Modelo Distribuido

O processo de surgimento ou “nucleacao” de avanco de microfissuras e microvazios até
a falha do material pode ser entendido como dano. A mecéanica do dano continuo es-
tuda o comportamento macroscopico de um material, tratando-o como homogéneo. Para
tal, define-se um “Elemento Volumétrico Representativo” (EVR), cuja magnitude deve
permitir que o meio deteriorado possa ser assim considerado. Fisicamente, pode-se en-
tender o dano como as deformacoes plasticas ou permanentes originadas a partir de
uma deterioragdo das propriedades fisicas do material. Diversos modelos constitutivos
foram desenvolvidos a fim de descrever o dano a partir do estudo empirico deste processo
(PENNA, 2011). Enquanto os modelos micromecéanicos buscaram operar com variaveis que
representassem a média dos defeitos microscoépicos do material - o que incorreu em certa
complexidade na identificagdo experimental das leis de evolucao de dano -, os modelos
fenomenolégicos se centraram em variaveis de determinagao mais simples que a densidade
de microfissuras existente no material, representando o comportamento macroscopico do

material.

Os modelos fenomenolégicos procuram representar a degradacao progressiva do modulo de
elasticidade de um material em regime de pequenas deformacgoes quando este é submetido
a um estado de tensoes/deformagdes superior a seu limite de resisténcia. Assim sendo,

pode-se definir o parametro de dano w como
w=1—— (3.8)

onde E° é o0 médulo de elasticidade do material integro e E¥ é o médulo de elasticidade

do material degradado.
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De acordo com De Borst e Gutiérrez (1999), a estrutura padrao de modelos constitutivos

baseados na mecanica do dano se centra na seguinte relacao tensao-deformacao:

045 = DSijkl(Qm7Wmnannopa "')Ekla (3.9)

onde o;; ¢ a componente ¢j do tensor de tensoes, €j; ¢ a componente kl do tensor de
deformagoes, e D®;;r; ¢ a componente ijkl do tensor de rigidez secante que pode ser
dependente de varidveis internas escalares (w), vetoriais (¢,,) ou tensoriais (Wmn, Lmnop)-
O que diferencia a eq. (3.9) da elasticidade nao-linear classica é a dependéncia histérica

introduzida por meio de uma fung¢ao carga-descarga f que desaparece com o carregamento
e é negativa em caso contrario (DE BORST; GUTIERREZ, 1999).

Para que possa ocorrer o crescimento do dano, o valor de f deve permanecer zero por
um periodo infinitesimal, ou seja, f = 0. A fim de que a teoria se complete, é preciso
especificar as equagoes de evolucao de dano adequadas (dependentes do material). Tais

equagoes serao apresentadas na secao 3.2.3.

3.2.1 Modelo de Dano Isotrépico
Para o caso da evolugao de dano isotrépico, Ladeveze (1983) apud De Borst e Gutiérrez
(1999) propoe uma simplificagdo a eq. (3.9):

2
oij = [(1-— wl)G(éikéﬂ + (5il5jk — géijékl) +(1- UJQ)K&j(Skl]Ekl, (3.10)

onde G é o mbédulo de elasticidade transversal e K é o médulo volumétrico, degradados,
respectivamente, pelas variaveis de dano escalar w; e wo. Outra simplificagao consiste em

assumir que G e K se degradam da mesma forma, o que resulta em
0ij = (1 =w)D%jnen, (3.11)

onde w é a medida de dano que varia de zero (material integro) a 1,0 (méxima degradagao)
e D¢, representa a componente ijkl do tensor de rigidez elastico de quarta ordem.
A relagdo expressa pela eq. (3.11) é complementada pela defini¢io de uma funcdo de

carregamento:

f=rfEao,k), (3.12)
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na qual € e ¢ sao, respectivamente, equivalentes escalares de deformacoes e tensoes, e K
é uma variavel histérica. A funcdo de carregamento f e a taxa da variavel histérica &
devem satisfazer as condi¢oes de Kuhn-Tucker para o carregamento e descarregamento e

as condigoes de complementariedade e consisténcia, dadas por:

f<0 e =0 com k= Ry, (3.13)

em regime elastico, com kg sendo o valor inicial de &,

f=0e £>0, (3.14)
em regime de carregamento de dano,
<0 e £=0 (3.15)
em processo de descarregamento, e
f<0 e £=0 com kK= Kmaz, (3.16)

em processo de recarregamento, com Ky,q, sendo o maior valor de x ja atingido na analise.

As condigoes de complementariedade e consisténcia por sua vez sdo expressas como:

fi=0 e fe=0 (3.17)

Diversas medidas de deformagao equivalente £ foram propostas em diferentes trabalhos,
entre os quais podem ser citados Mazars (1984) apud Lemaitre (1992), Simo e Ju (1987),
Lemaitre (1992) apud De Borst e Gutiérrez (1999) e Ju (1990). Para o modelo de dano
isotropico empregado nos experimentos desta tese, no entanto, considerou-se a defini¢ao

proposta por De Vree, Brekelmans e Van Gils (1995):

—1 1 —1)2 12
&= kr I¢ $<kr)]62 ijs (318)

(=) L 2\ =202 L T 02"

onde k, = f./ f; é um pardmetro de material que relaciona a diferenca entre seus compor-
tamentos a tragao e a compressao (com f; e f. representando as resisténcias a tragao e
compressao, respectivamente), I{ = tr(e) é o primeiro invariante do tensor de deformagao

e J5 = (3e:e —tr?(€))/6 é o segundo invariante do tensor de deformacio desviadora. A
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medida de € proposta por De Vree, Brekelmans e Van Gils (1995) foi adotada nesta tese no
caso do modelo de dano isotrépico tanto por incorporar solicitacoes de tragao e compressao

quanto pela disponibilidade no software empregado para realizacao das simulagoes.

3.2.2 Modelo de Dano Ortotrépico

O modelo de dano ortotropico empregado nas simulagoes realizadas nesta tese se centra
nas formulagoes desenvolvidas por De Borst e Gutiérrez (1999), cuja proposta considera
dano apenas na dire¢ao principal de tracao. Observa-se que as notagdes empregadas para
as variaveis no trabalho de referéncia, assim como na secao 3.2.1, foram preservadas. Assim

sendo, a relacao de rigidez secante é expressa por

{ons} = [D*nsHens} (3.19)

onde {ops} = [ann,as&ans]T e {ens}t= [5nn758875ns]T' [D*,5] é o tensor de rigidez secante

local em sua forma matricial, definido como:

B (170J1)E (170J1)Z/E 0 T
1-(1-wi)v?  1—(1—wq)?

[Dons] = | {5255 e O (3:20)

0 0 (1—wy)G

em que wy e 1 —ws9 representam, respectivamente, a variavel de dano na direcao de tracao
e compressao e a degradacao da rigidez ao cisalhamento. A expressao 1 —wo pode ser

entendida como o fator de retencao ao cisalhamento.

Figura 3.2 — Sistema de coordenadas global (X-Y) e local (n-s) (PENNA, 2011).
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Rotacionando o sistema de coordenadas globais de um angulo 0 partindo do eixo X até um
eixo n (Fig. 3.2), as componentes {05} e {ens} no sistema local podem ser relacionadas
as suas correspondentes no sistema global a partir das matrizes de transformagao de

deformacoes [T°] e de tensdes [T7]. Desta feita, tem-se:

{ons} = [T7(0){ 0wy} (3.21)

{enst = [T°(0){eay }- (3.22)

Substituindo as egs. (3.21) e (3.22) na eq. (3.19), define-se a relagdo tensao deformagao

secante relativa ao sistema global de coordenadas como

{ouy} = [T7(0)] ' [D* s [T°(0){ewy }- (3.23)

Esta equagao pode ser aplicada tanto ao modelo de dano com direcao fixa quanto ao
modelo de dano com direcao rotativa. Para o primeiro caso, que é aquele considerado
neste trabalho, a relacao tangente tensao-deformacao é obtida a partir da derivada da eq.
(3.23):

{0y} = [T7(00)] (D ns] = [AD*ns])[T*(B0){ey }- (3.24)

com 6y sendo o angulo fixo da dire¢ao de dano e [AD?,;] definido por

[ dip 0 0]
[AD®ys]=| vdi1 0 0 (3.25)
| d31 0 0 |

onde

. &ul Ok E<5nn+7/€ss)
0k Opp (1— (1 —wy)v?)?

dyy (3.26)
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Owy Ok

B B, Cme: (3.27)

d31 =

com Ok /Oepy =1 sob carregamento e 0 em caso contrario.

Deve-se destacar que, no modelo descrito nesta se¢ao, a medida de deformacao equivalente
£ empregada no software utilizado neste trabalho é a deformacao principal avaliada no

ponto de integracao em estudo.

3.2.3 Leis de Evolucao de Dano

Embora as formas mais comuns sejam func¢oes exponenciais, as equagoes que descrevem a
evolucao de dano podem ter diferentes expressoes de variacao, empregando também, por
exemplo, formas lineares e polinomiais para representar o processo de degradacao. Neste
trabalho, sao utilizadas duas fung¢oes de evolucao de dano distintas - uma de natureza
exponencial, outra de base polinomial - cujas equagoes sao apresentadas nas secoes a

seguir.

3.2.3.1 Funcao de Evolugao do Dano com Variacao Exponencial

A forma exponencial mais tradicional, aqui também empregada, é expressa por

w(E)=1- %[1 — a4 ae BER)); (3.28)
Ow _ Ko, —B(E—ro)y 4. KO —B(é—ko)
el [1—a+ae |+ e [afe ], (3.29)

onde € é a medida de deformacao equivalente, kg é o valor da deformacao equivalente a
partir do qual o processo de dano se inicia, a ¢ o valor maximo de dano admissivel para

o material e § é a intensidade de evolugao do dano.

3.2.3.2 Funcao de Evolugao do Dano com Variacao Serpentina

Baseando-se nos limites de tensao e deformagao para tragao e compressao, Carreira e Chu
(1985) e Carreira e Chu (1986) propuseram uma relagao tensao-deformagao a partir de

uma forma serpentina (em inglés, serpentine curve):

k< 1
o; = fl% onde k= 7'), sendo i=t,c (3.30)

k=14 (2) 1= (el
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o; representa a tensao de tragdo ou compressao (conforme o indice i), f; é o limite de
resisténcia a tragdo ou a compressao, ¢; ¢ a deformacao tendo em vista o limite elastico

na tracao ou compressao, e Fy ¢ o modulo de elasticidade no dominio elastico.
Partindo da eq. (3.30), pode-se obter a seguinte relagdo para o dano:

feké
(@) =1 (3:31)
Poh-14 ()

ek‘2 B k—1
?gf: - 2f ("‘0) — (3.32)
Exg|k—1+(£) ]

onde f. é a tensao equivalente relativa ao limite de resisténcia do material e £ é o modulo

de elasticidade equivalente, entendido como um parametro de material analogo ao modulo
tangente inicial, mas compativel com a medida de deformacao equivalente £ considerada

pelo modelo constitutivo.

As egs. (3.31) e (3.32) representam uma evolucao continua do dano, em que xp marca o

limite eldstico (ndo necessariamente linear) (PENNA, 2011), onde

Je .
Ko > 2% pois k= — 3.33
0 E 1_<7 ( )

3.2.4 Modelo Nao Local

A fim de evitar a sensibilidade a discretizacao adotada na representacao do softening de
materiais parcialmente frageis pela teoria continua padrao, pode-se fazer uso de formula-
¢oes nao locais. Segundo Patzdk e Jirdsek (2004), estas sao as formulagoes que incorporam
em suas equagoes um comprimento caracteristico do material, evitando a localizacao de
deformagoes em um volume arbitrariamente pequeno. A incorporacao deste comprimento
caracteristico pode se dar a partir de uma regularizacao espacial baseada no uso de fungoes
peso, pela inclusao de variaveis internas ou de gradientes de deformagao ou pela introdugao
de um campo cinematico adicional independente do campo de deslocamentos (PATZAK;
JIRASEK, 2004). Neste trabalho serd empregado o modelo regularizado de formulagao
nao local. Esta formulacao considera que os resultados numéricos obtidos em um ponto
para variaveis internas selecionadas sao influenciados pela sua vizinhanga. Dito de outro
modo, os resultados obtidos sao a média ponderada dos valores dentro de um dominio
pré-estabelecido (ASSIS, 2023).
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As equagbes apresentadas a seguir se baseiam no trabalho de Patzdk e Jirasek (2004). Seja
f(x) um campo local em um determinado dominio V. O campo nao local correspondente

pode ser definido como:

Foo) = [ alx.6)£(€) de (3:34)

onde a(x,&) é a fungao peso nao local. Em um corpo infinito, a fun¢ao peso depende apenas
da distdncia r = ||x — || entre um ponto “fonte”, €, e um ponto “alvo”, x. Na existéncia
de um contorno limitando um corpo, nas regides proximas ao limite do dominio, a func¢ao
peso é definida de forma que um operador nao local nao altere um campo uniforme, ou

seja, tal que

/Va(x,ﬁ) d§ =1, (3.35)
o que pode ser conseguido redimensionando a funcao peso de modo que

a(x,8) = ao(([x —£])) (3.36)

v eolllx =<l d¢”

onde ap(r) é uma fun¢do nao-negativa monotonicamente decrescente para r > 0. Para as

simulagoes realizadas neste trabalho, ag(r) é uma fungao de Gauss, dada por:

ao(r) = exp <—k:7;> , (3.37)

onde [ é o chamado comprimento interno da distribuicao, cuja escolha, nos experimentos
aqui considerados, esta associada aos valores factiveis para o comprimento caracteristico
do material, e k é o parametro que dita o formato da curva, tornando os pontos mais

distantes do dominio mais ou menos influentes (ASSIS, 2023).

Assim como no trabalho de Patzak e Jirdsek (2004), a variavel local escolhida para o

processo de regularizacao é a deformacgao equivalente. Desta forma:

2(x) = [ alx.£)z(€) de (3.38)

A varidvel histérica interna x (eq. (3.12)) passa a representar o maior valor previamente
alcangado pela deformacgao equivalente nao local. Para um ponto x, esta é obtida a
partir da regularizagdo das deformacoes equivalentes locais calculadas para cada ponto de

integracao contido numa regiao circular centrada em x e de raio [.
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3.3 Formulagdo do Modelo Coesivo

3.3.1 Lei Coesiva
3.3.1.1 Modelo Descontinuo

Como apresentado no capitulo 1, esta tese opera, resumidamente, com dois modelos
distintos. O primeiro deles, que considera o material dos elementos finitos representado por
um material de comportamento linear, elastico e isotropico serda doravante denominado
modelo descontinuo. Neste modelo, a nao linearidade fisica é introduzida a partir da
consideracao de um modelo de zona coesiva para representacao da trinca. Esta, por sua
vez, ¢ simulada a partir das estratégias de enriquecimento extrinseco do MEFG /X ou do
MEFG-E. A segunda proposta, que adota modelos distribuidos de dano de formulacao nao
local para representar o material associado aos elementos finitos e considera a transicao
desta abordagem continua para um modelo de fratura discreta sera identificado como
modelo continuo-descontinuo. Assim como no modelo descontinuo, a simulagao da fratura
discreta (ou seja, da parte descontinua do modelo) se dé a partir de uma estratégia de
enriquecimento extrinseco, segundo perspectiva do MEFG/X ou do MEFG-E. Em todos
0s casos, a coesao é levada em considerac¢ao. A formulagio da parte continua (distribuida)
deste modelo foi descrita na segao anterior (3.2). As equagoes da lei coesiva para o modelo

continuo-descontinuo serdo tratadas na secao 3.3.1.2.

A lei coesiva adotada para os experimentos realizados nesta tese com o modelo descon-
tinuo se baseia numa simplificagdo da formulacao apresentada por Wells e Sluys (2001),
implementada no INSANE nos trabalhos de Wolff (2010) e Silva (2016). Seja a fungao de

carregamento f, dada por:

f([uln, ) = [uln—x (3.39)

onde k é um parametro historico, equivalente ao maior valor da abertura de trinca na
diregdo normal [u], ja atingido. O carregamento (abertura) na descontinuidade ocorre,

portanto, quando f > 0, enquanto o descarregamento é expresso por f < 0.

A componente normal t,, das tensdes coesivas transmitidas através da trinca é definida

COo1mo

tn = frexp (—Cf;;n> (3.40)
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onde f; é a resisténcia a tracao do material e Gy ¢ a energia de fratura (seguindo a notacao
de Wells e Sluys (2001)). A componente tangencial ¢ das tensoes coesivas que atuam na

superficie da descontinuidade é determinada por sua vez por!

ts = dinit[[u]]s (3.41)

onde dipit € a rigidez inicial da trinca ao cisalhamento (quando k =0) e Ju]s é o deslo-
camento tangencial (escorregamento) existente entre as faces da trinca. A Fig. 3.3 exibe
graficos que ilustram os comportamentos das fungoes ¢, e t; com relagdo a k e [uls,

respectivamente.

Componente normal das tensdes coesivas Componente tangencial das tensées coesivas

Ji

0.00 a) I o0 b) I: u ]] s

Figura 3.3 — Comportamento das fungoes que compoem a lei coesiva adotada para o
modelo descontinuo a) Natureza exponencial da relagao t, X k b) Natureza
linear da relagao ts x [u]s

As relagbes anteriores entre as tensoes coesivas e os deslocamentos na trinca podem ser
derivadas em relagdo ao tempo a fim de produzir uma matriz tangente consistentemente

linearizada:

tn —é—i exp <—(‘§§f£> 0 [])
— (3.42)
is 0 init []s

T

onde a T é a matriz de rigidez tangente considerada para a integracao das tensoes coesivas

t na ZPF quando da abertura da trinca, ou seja, quando f > 0. Para o comportamento
1

E nesta definicao de t4 que reside a simplificacio adotada neste trabalho. Originalmente, Wells e Sluys
(2001) propdem que ts = dinjt exp(hsk)[u] s, com hg = ln(dﬁzl,o/dmit), e d,—1.0 representando a rigidez
ao cisalhamento quando k = 1.0. Posteriormente, estes autores sugerem que uma simplificacdo com
vantagens significativas do ponto de vista computacional seria fazer a rigidez inicial ao cisalhamento
constante, como na eq. (3.41). Isso torna a matriz T da eq. (3.42) simétrica, e desacopla as contribuigdes
normal e tangencial.
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no descarregamento, o modelo numérico empregado considera a seguinte matriz secante

S:

tn %exp (—gff&) 0 Hu]]n (3 43)

ts 0 dinit [u]s

Ainda que a lei coesiva aqui discutida seja mais adequada a problemas em que o modo I é
dominante, ela pode ser empregada em experimentos em modo misto. O parametro dipit

foi proposto a fim de expressar o impacto da componente tangencial das tensoes coesivas
(WELLS; SLUYS, 2001).

3.3.1.2 Modelo Continuo-Descontinuo

A lei coesiva considerada para o modelo continuo-descontinuo também se baseia em uma
formulagao exponencial, adaptada, de certa forma, da proposta de Wells e Sluys (2001)
apresentada na secao anterior. As modificagdes propostas neste trabalho visam a garantir
a consisténcia energética entre a atuacao da lei de dano e o modelo de fratura discreta.
Considere-se, portanto, a mesma fungao de carregamento representada pela eq. (3.39). A
componente normal das tensoes coesivas t,, transmitidas através da trinca para o modelo

continuo-descontinuo ¢é definida como

tn = toe_,ym (344)

onde t, é a tensao verificada na lei de dano no momento da transicao e v é o expoente que
define o decaimento da funcao exponencial, de forma a garantir a consisténcia energética
entre os modelos continuo e de fratura discreta. Maiores detalhes sobre a determinacao

de t, e sobre a obtencao de v serao apresentados na secao 3.3.3.

A componente tangencial das tensoes coesivas ts que atuam na superficie da desconti-
nuidade, para fins de investigacao, é mantida como na eq. (3.41), ou seja, a consisténcia
energética é trabalhada apenas na direcao normal. Deve-se observar que, a priori, as
energias de fratura de modos I e II deveriam ambas ser conservadas durante a transicao
entre um modelo continuo e um modelo de fratura discreta. De acordo com Roth, Léger
e Soulaimani (2015), no entanto, enquanto a energia de fratura em modo I pode ser

entendida a partir de um parametro bem definido, ndo ha consenso acerca da energia de
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fratura em modo II. Os autores mencionam que os trabalhos de Reinhardt e Xu (2000)
e Bazant e Pfeiffer (1986) buscam determinar a energia de fratura de modo II como um
parametro de material real, e encontram valores de 20 a 25 vezes maiores que a energia
de modo I. Tais resultados se dao em razao da consideragao nao apenas da energia usada
na criagdo de microfissuras inclinadas na ZPF mas também da energia necessaria para
romper a resisténcia oriunda do intertravamento dos agregados. Por outro lado, Carpinteri
et al. (1993) concluiram que a energia de fratura de modo I ndo parece ser um paradmetro
real de material, e que modelos coesivos que consideram a dissipagao apenas em modo
I sdo capazes de reproduzir resultados experimentais com boa aproximacao. Com base
nisso, a fim de simplificar a conservacao de energia durante a transicao, Roth, Léger
e Soulaimani (2015) optam por considerar apenas a componente de modo I ¢, em seu
modelo, procedimento adotado em outros trabalhos da area, como Comi, Mariani e Perego
(2007) ¢ Wang e Waisman (2016). Nesta tese, isso também sera assumido na maioria dos

experimentos a partir da consideragao de que dipit = 0,0 N/ mm?>.

Tendo sido adaptadas da proposta de Wells e Sluys (2001), as formulagoes adotadas
para as componentes normal e tangencial das tensoes coesivas para o modelo continuo-
descontinuo tém a mesma natureza das fungoes ilustradas na Fig. 3.3. Isso pode ser
constatado na Fig. 3.4, que exibe ainda o comportamento da exponencial que rege a
componente t,, com diferentes valores do expoente 7. Quanto maior o valor assumido por
esta varidvel, mais acentuado é o decaimento verificado por ¢, (assim como acontece com
a eq. (3.40) a medida que cresce a razao f;/Gr). Nota-se ainda que o ponto do qual parte
a fungao t,, no modelo continuo-descontinuo passa a ser t,, nao mais f; (Fig. 3.3).

Componente normal das tensoes coesivas Componente tangencial das tensdes coesivas

f() — ’Z’V
— 4

0.00

0.00 a) Iy b) H uﬂ B

Figura 3.4 — Comportamento das fungoes que compoem a lei coesiva adotada para o
modelo continuo-descontinuo. a) Natureza exponencial da relagao t, x k b)
Natureza linear da relacdo ts X [u]s

As relagoes entre as tensoes coesivas e os deslocamentos na trinca podem ser derivadas em

relagdo ao tempo a fim de produzir uma matriz tangente consistentemente linearizada:
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tn —toye™ ™™ 0 [i])n
= (3.45)
IES 0 dinit Hu]]s

onde a T é a matriz de rigidez tangente considerada para a integracao das tensoes coesivas
t na ZPF quando da abertura da trinca, ou seja, quando f > 0. Para o comportamento

no descarregamento, o modelo numérico empregado considera a seguinte matriz secante

S:

tn %6_7“ 0 [u]n
_ (3.46)
ts 0 dinit [[U]]s

3.3.2 Critérios de Propagacao e de Direcao
3.3.2.1 Modelo Descontinuo

Para o modelo descontinuo, o material dos elementos finitos é simulado como um material
isotropico linear eldstico. Desta feita, os critérios de propagacao e direcao assumida pela

trinca foram escolhidos de forma a levar este comportamento em consideracao.

A propagacao da trinca é avaliada a partir da verificagdo das tensoes principais (WELLS;
SLUYS, 2001) calculadas em todos os pontos de Gauss pertencentes ao semicirculo a
frente da trinca e perpendicular ao ultimo segmento desta no fim de cada passo de
incremento de carga. O raio desta regiao é considerado igual a 1,5h, em que h é o tamanho
caracteristico do elemento finito, entendido aqui como h = \/A., A. representando a
area do elemento finito que contém a ponta da trinca. Esta regido pode ser vista na
Fig. 3.5a. E relevante observar que nas simulagdes que empregam exclusivamente as
fungoes de Heaviside (e suas variantes), excepcionalmente, a regiao de avaliagdo passa
a ser considerada apenas o elemento finito de aresta adjacente a aresta do elemento que
contém o ultimo segmento de trinca, mantendo a implementagao proposta pelo trabalho
de Silva (2016) (Fig. 3.5b). Se a tensao principal maxima em quaisquer dos pontos de
integracao das regides em questao exceder a resisténcia a tragdo do material f;, um novo
segmento de trinca - de comprimento prescrito, no caso da combinacao das fungoes de

Heaviside com enriquecimentos trigonométricos - é introduzido.

Para avaliacao da nucleacao das descontinuidades, uma verificacao similar é conduzida na

regiao interna a cada um dos elementos finitos integros da malha. O primeiro segmento
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Figura 3.5 — Regioes de avaliacao da propagacao da trinca nos casos em que se emprega
para sua representacdo: a) Uma combinagao entre fungoes de Heaviside
(degrau) e fungdes trigonométricas; b) Apenas fungoes de Heaviside.

de trinca corta o elemento no qual foi nucleada por inteiro (MALEKAN et al., 2017), e
passa, obrigatoriamente, pelo centroide do elemento em questao (SILVA, 2016). Convém
observar, portanto, que a primeira insercao da fissura ¢é influenciada por h, ou seja, pelo
tamanho do elemento finito. Tal influéncia, no entanto, nao se verifica na propagacao da
trinca em si nos modelos que empregam o enriquecimento trigonométrico, uma vez que
o comprimento assumido pela trinca na propagacao é prescrito pelo usuario do sistema

computacional.

Para determinacao da dire¢cao tomada pela descontinuidade, é assumido o critério da ma-
xima tensao circunferencial (ERDOGAN; SIH, 1963). Este é um critério bem estabelecido
na literatura em problemas com meio linear elastico, que define a direcao de propagacao
como a direcao normal a maxima tensao circunferencial. O angulo § assumido pela trinca

¢ calculado por
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1| Ky Kr\?
0 =2arctg— | — + <> +38 3.47
&1 Ky Ky (347)

onde K7 e Kjr sao os fatores de intensidade de tensao para os modos I e II, respectiva-
mente. O sinal da raiz quadrada é determinado com o sinal oposto ao de K. Os fatores de
intensidade de tensao sao computados a partir do método energético da integral de intera-
¢ao, proposto originalmente por Yau, Wang e Corten (1980). Para maiores detalhes acerca
das etapas da formulacao, bem como de sua implementacdo no INSANE, recomenda-se a
leitura de Fonseca (2019), que viabilizou este método no software em questao seguindo a
abordagem de Moés, Dolbow e Belytschko (1999). Para fins de transparéncia, apresenta-se

um resumo das principais formulagoes.

O procedimento sugerido por Moés, Dolbow e Belytschko (1999) se baseia no estabele-
cimento de dois estados independentes de equilibrio (identificados, posteriormente, pelos
indices 1 e 2). O estado 1 corresponde ao estado corrente do modelo, obtido apds seu
processamento. O estado 2, por sua vez, se constituiria enquanto um estado de equilibrio
auxiliar; escolhido a partir de solucoes assintoticas para os modos I e II de abertura. As
expressoes finais para Ky e Kjr sao obtidas a partir de uma escolha adequada para o
estado auxiliar 2. A expressao de K; é encontrada considerando o estado 2 como um

estado de modo I puro:

1 _ E* a2

K[ = ? Modo I (348)

De forma analoga, definindo o estado 2 como um estado de modo II puro, pode-se expressar

K1 como

o _ £ ag
Ky —leodoH (3.49)

Nas egs. (3.48) e (3.49), define-se E* como

E (3.50)

1-v2°

B { E, para Estado Plano de Tensao

para Estado Plano de Deformacio
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e I(12) i3 transformada para uma integral de 4rea, como

onde:

(2) (1)
[(1’2):[4[0(1)8% —|—a(2)aui —W(1’2)51j aaqu, (3.51)
Lj

x1 corresponde ao eixo das abscissas, paralelo a face da trinca, do sistema de

coordenadas cartesiano adotado (Fig. 3.6).

Figura 3.6 — Sistema de coordenadas adotado para o célculo da integral de interagao,

considerando uma trinca representada em vermelho. Adaptado de Fonseca
(2019).

- W2 refere-se a energia de deformagao de interagdo, expressa como:

- 0,

WD = o0 _ ;0.0 (3.52)

0

i €ij €U indicam os campos de tensoes, deformacoes, e deslocamentos, res-
pectivamente, do estado 1. Este estado resulta da andlise do modelo estudado com
a presenga da trinca.

ag), 51(]2-) e uZ@) indicam os campos de tensoes, deformagoes e deslocamentos, res-
pectivamente, do estado 2. Expressoes possiveis para estes campos em funcao do
modo de abertura da trinca, omitidas aqui por concisao, podem ser encontradas em

Anderson (2005) e estao reunidas na tabela 3.1 de Fonseca (2019).
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- ¢, neste contexto, é uma funcdo de ponderacao, necessaria para a transformacao
da integral de linha em integral de area. No software empregado, ¢ assume valor
unitario para os nés da malha localizados no interior de um circulo de raio r4 (Fig.
3.7) empregado para definir o dominio A. Nos nés externos ao contorno formado
por este circulo, g assume valor nulo. Uma funcao suficientemente suave é obtida
empregando interpolacao dos valores nodais de ¢ a partir das fungoes de forma dos

elementos que compoem A.

cH——Ta

|

Figura 3.7 — Exemplo do processo de definicao dos elementos que irdo compor o dominio
de integracdo A para o calculo da integral de interacao. Os elementos
selecionados sao destacados em azul. (FONSECA, 2019).

Como mostrado na Fig. 3.7, o dominio de integracao A é definido por um conjunto de
elementos finitos situados na regiao ao redor da ponta da trinca. Seguiu-se, nas simulac¢oes
realizadas, a recomendagao de Moés, Dolbow e Belytschko (1999), que sugerem que este
conjunto seja formado pelos elementos que possuem pelo menos um dos nés no interior de
um circulo de raio r4 com centro na ponta da trinca. Também em conformidade com Moés,
Dolbow e Belytschko (1999), neste trabalho, 7y = 2h. De posse destes procedimentos, a
determinacao dos fatores de intensidade de tensao torna-se possivel, assim como o computo

da dire¢ao assumida pela trinca a partir da eq. (3.47).

3.3.2.2 Modelo Continuo-Descontinuo

No modelo continuo-descontinuo, o material dos elementos finitos é simulado a partir de
uma formulagao nao local de modelos de dano (segao 3.2.1). Os critérios de propragagiao
e de determinacao da direcao assumida para a trinca devem, portanto, ser coerentes com

esta representacao.

Nesse sentido, a propagacao da trinca ¢ avaliada a partir da verificagdo dos valores de
dano calculados em todos os pontos de Gauss pertencentes também a um semi-circulo
de raio igual a 1,5h, na regiao a frente da trinca e perpendicular ao ultimo segmento,
no fim de cada passo de incremento de carga (Fig. 3.5a). Também neste modelo, para
eventuais simulagoes realizadas apenas com as fungoes de Heaviside, a regiao de verificagao

passa a ser o o elemento finito de aresta adjacente a aresta do elemento que contém
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o tdltimo segmento de trinca (Fig. 3.5b). Se o dano nos pontos de Gauss pertencentes
a regiao de analise exceder, em quaisquer deles, o valor de dano critico wey, um novo
segmento de trinca - de comprimento prescrito, no caso da combinagdao das fungoes
de Heaviside com enriquecimentos trigonométricos - é introduzido. Nesta tese, para os
experimentos numeéricos considerados com este modelo, o valor do dano critico é assumido
heuristicamente como 0,5 (wer = 0,5). Esta foi uma escolha de ordem pratica, considerando
que, no processo de fratura, cada um dos modelos responderia por 50% do processo
em questao. Isso se deu porque, neste trabalho, se optou por nao entrar no escopo da
discussao sobre a determinacao do dano critico que, como mostram outras investigacoes
da literatura, nao é trivial. Comi, Mariani e Perego (2007), por exemplo, obtém uma
formulagdo que relaciona o dano critico ao tamanho da malha e a uma estimativa da
banda de fissuracao no comportamento nao local do material. Para tal, os autores partem
da propagacao de uma onda de tensoes harmonica numa barra uniformemente deformada
e de comprimento infinito. Roth, Léger e Soulaimani (2015), no entanto, apontam que nao
houve uma investigacao extensiva para validar esta metodologia. Estes autores, por sua
vez, realizam em seu trabalho um estudo numérico de possiveis valores de dano critico.
Em geral, para os experimentos conduzidos por eles, valores intermediarios de dano critico
fornecem as melhores respostas para o modelo, embora os autores indiquem precisamente
a faixa de 0,6 a 0,7. Wang e Waisman (2016) seguem caminho similar, comparando a
influéncia percentual da energia dissipada pelo modelo distribuido em relacao a energia
total dissipada em diferentes experimentos numéricos e para diversos valores de dano
critico. Os autores sugerem que o valor escolhido para este parametro deve equivaler a
uma dissipac¢ao energética de 15% da energia total apenas pelo modelo distribuido. Em seu
trabalho, isso equivale a um we,; proximo de 0,8. Evangelista e Moreira (2020) apresentam
como uma das dificuldades dos modelos continuo-descontinuos a determinacao do valor

de dano critico que indique a transicao para o modelo de fratura discreta.

A avaliacdo da nucleacdo das descontinuidades é feita da maneira descrita na se¢ao
anterior, considerando, em vez da avaliagao das tensoes principais e sua comparacao com
a resisténcia a tracao do material integro, os valores de dano em cada ponto de integracao.
Se o dano excede, em quaisquer dos pontos de Gauss, o valor do dano critico, o sistema
computacional introduz a trinca no elemento que acusou a danificagdo, atravessando-o
por inteiro e mantendo a obrigatoriedade da implementagao de Silva (2016) de passar

pelo centroide do elemento.

Para determinacao da direcao assumida pela trinca, adaptou-se o critério implementado
por Silva (2016), oriundo, por sua vez, do trabalho de Wells e Sluys (2001). A diregao é
definida como sendo a dire¢do normal a maxima deformacgao principal nao local, calculada

a partir de uma regiao semicircular localizada a frente da trinca, centrada na ponta desta,
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Figura 3.8 — Regioes de avaliacao da direcao assumida pela trinca nos casos em que
se emprega para sua representacdo: a) Uma combinagdo entre fungoes
de Heaviside (degrau) e fungoes trigonométricas; b) Apenas fungoes de
Heaviside.

e de raio igual a 1,5h (Fig. 3.8). O tensor de deformagtes nao local é calculado como
a média ponderada das deformacoes nos pontos de integracao do elemento, a partir da

funcao peso Gaussiana definida por

SR S (3.53)
U onprp P\ T '

onde w ¢é o valor da funcao de peso Gaussiana em um ponto de Gauss, [ determina quao
rapidamente a funcao peso diminui longe do ponto em anadlise, e r é a distancia de um
ponto de Gauss ao ponto em anélise, que é, nesta tese, a ponta da trinca. Neste trabalho,

[ é assumido como sendo igual ao valor do raio da regiao circular, isto é, [ = 1,5h.

A diregao assumida pela trinca é limitada ao primeiro e quarto quadrantes considerando

o sistema local com origem na ponta da descontinuidade em questao (Fig. 3.9), de forma
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a evitar um comportamento que nao se verifica fisicamente. Fora isso, diferentemente
de Silva (2016) e de outros trabalhos da area, ndo ha qualquer limitagdo mais restritiva

vinculada a um angulo especifico.

/ ! —Trinca
| v

Figura 3.9 — Sistema local da trinca, com indicacao dos quadrantes.

3.3.3 Transicao no Modelo Continuo-Descontinuo

As formulagdes descritas a seguir se baseiam nos trabalhos de Comi, Mariani e Perego
(2007), Roth, Léger e Soulaimani (2015) e Wang e Waisman (2016). A estratégia aqui
apresentada se estrutura particularmente em uma adaptagao da proposta de Comi, Ma-
riani e Perego (2007), que considera que a energia residual que seria dissipada através da
banda de dano em um modelo continuo com malha devidamente refinada deve ser igual a
energia dissipada na superficie de trinca introduzida nesse estdgio na banda de dano em
um modelo continuo-descontinuo (por unidade de comprimento de trinca). Assim, para
Comi, Mariani e Perego (2007), em um modelo continuo unidimensional, a energia total
dissipada por unidade de comprimento e por unidade de espessura ao longo da banda G¢

pode ser expressa como

Go = /0 a0 (2) d2, (3.54)

sendo Ay = [ a largura da banda de danificagdao. Destaca-se que foi mantida, na eq. (3.54),

a notagao e a defini¢do de G¢ empregadas no trabalho de Comi, Mariani e Perego (2007).

Para um modelo continuo-descontinuo, portanto, pode-se escrever:

é:CI‘ ]_
Go = /O Lo (2) d5—§(1—wcr)EOg§rze+Gcoh, (3.55)

Gy Gy

onde a segunda parcela do lado direito da eq. (3.55), G,,,, representa a energia eldstica
recuperada pelo material em razao do descarregamento ocorrido pela introducao da des-
continuidade, Go, € a energia dissipada pela lei coesiva que descreve a parte descontinua

do modelo e &, é a deformagao equivalente associada ao dano critico wey. A construcao
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da consisténcia energética baseada na defini¢ao de G¢ pela integral expressa na eq. (3.54)
exige que a integral exista e seja definida para € =0 e £ — co. Isso nem sempre ocorre com
as diversas expressoes de variacao das leis de evolucao de dano. Particularmente, para as
leis de evolugao de dano empregadas neste trabalho, exponencial (eq. (3.28)) e serpentina
(eq. (3.31)), nao seria possivel manter esta transi¢ao tal como proposto por Comi, Mariani
e Perego (2007). Para a lei exponencial, a integral da eq. (3.54) tem solucao analitica, como
se apresenta a seguir, mas tende ao infinito quando & — oo. Para a lei serpentina, nao
foi encontrada uma expressao analitica para a integral, de forma que o calculo de G¢

tampouco pode ser efetuado.

(€)

ar

G“’r - Gw, /levr
+
Gcoh

€er € [lu.]]

Figura 3.10 — Equivaléncia Energética: modelo continuo (C), modelo continuo-
descontinuo (C-D). Adaptado de Comi, Mariani e Perego (2007).

A fim de contornar este problema e permitir que a estrutura seja aproveitada por diferentes
expressoes de variacao de leis de dano, propo-se uma simplificacdo do modelo, conside-
rando nao o valor exato da igualdade matematica, mas que a energia total fosse balizada
por um parametro de apelo fisico, e, preferencialmente, de obtencao experimental. Assim,
considerando a formulacao nao local, a expressao de equivaléncia energética proposta

neste trabalho pode ser escrita como

Eer 3 B 1 .
Gais = /O Lo (€) de = 5 (1 - Wer) EOZ2 lovr +Gleohs (3.56)

Gw

onde leyy ¢ 0 comprimento do elemento volumétrico representativo, ou seja, o compri-

mento caracteristico do material, e G5 = Gy € a energia de fratura, parametro obtido
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experimentalmente. A equivaléncia proposta pela eq. (3.56) tem similitude com outras
propostas da literatura. De fato, Roth, Léger e Soulaimani (2015) e Wang e Waisman
(2016), guardadas as devidas particularidades dos procedimentos de equivaléncia adotados
e das leis coesivas empregadas, também expressaram a energia total a ser distribuida entre
as parcelas continua e descontinua em termos de um parametro Gy;s associado a energia
de fratura. No caso do trabalho de Roth, Léger e Soulaimani (2015), a lei coesiva nao
parte, no entanto, de uma abertura de trinca nula, mas de um u., que demanda outras
equagoes de restrigdo, exigindo uma solugdo numérica. Para Wang e Waisman (2016),
por sua vez, Gg;s = Blcgs, com [. sendo o raio do dominio nao local, g sendo a energia
especifica de fratura, obtida como a area sob a curva tensao-deformacao, e 5 sendo um
parametro “experimental” que varia entre 1,0 e 1,8 e que demanda calibracao conforme o
experimento realizado (WANG; WAISMAN, 2016).

Para definir os pardmetros da lei coesiva descrita pela eq. (3.44), além de se utilizar a
definigdo de G on partindo da eq. (3.56), é preciso que se faca o acoplamento entre as
tensoes no modelo continuo e no modelo discreto, isto é, é preciso que a lei coesiva parta

da tensdo equivalente verificada pela lei de dano (quando [u], = 0). Assim:
to = E% (1 — wer) (3.57)
Desta forma, a lei coesiva expressa pela eq. (3.44) passa a ser escrita como
tn = E% (1 — wer)e 1%, (3.58)
Considerando que G, pode ser definida como (Fig. 3.10):

Goots = /0 (Tl du], = /0 T Y% (1= wer)e " d]ull (3.59)

e que k é o maior valor assumido por [u],, a integral da eq. (3.59) resulta em

—EY%,(1 —wcr)e‘ﬂ“ﬂ"] T E%u(l-wa) (3.60)

Gcoh = [
v 0 v

Substituindo este resultado na eq. (3.56), pode se encontrar uma expressao para o expoente

v

- Eoécr<]. - wCr)

- 61
Lieprey (3.61)
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com G, = G, —Gy,. Com as eqgs. (3.57) e (3.61), a lei coesiva do modelo continuo-
descontinuo estd definida. Para obtencao de G, faz-se necessario realizar o célculo da
integral apresentada na eq. (3.56). O sistema INSANE, empregado neste trabalho, possui
implementadas diversas leis de variacao de evolucao de dano, de expressoes distintas.
No caso daquelas cuja integral poderia ser encontrada usando procedimentos analiticos,
a implementacao de G, nas respectivas classes do codigo que representam estas leis foi
feita a partir da expressao encontrada por tais meios. Em particular, para a lei de dano

exponencial (eq. (3.28)):

Ecr EO 2 Ecr
/O lewe(2) de = =00 4 / oo (8) dE (3.62)
K0

com o (£) representando as tensoes efetivas, ou seja, o(€) = E°(1 —w)z. Substituindo essa

parcela na integral da eq. (3.62), bem como a expressao de w da eq. (3.28), tem-se

Ecr

/ Moo (8) d2 = ElL,, / o[l — o+ ae=BE—R0)] gz

KO KO

,ﬂ(g,‘%o) Eer
O‘e] (3.63)

8

- Eole’UT"iO [(1 - Oé) (éTCT — fi()) + g (]_ _ 6_5(5c7>—l‘€0)>‘|

= FEoleyrko l(l — Oé)é—

Ko

Para as leis de variacdo de dano para as quais nao foi possivel encontrar uma expressao
analitica para a integral da eq. (3.56), como é o caso da lei de evolucao serpentina aqui
descrita (eq. (3.31)), recorreu-se a estratégias de integragdo numérica que empregam as

regras de Newton-Cotes, como a regra do ponto médio, com n = 500.

Cabe observar que, a partir do momento em que a trinca é iniciada/propagada em
um determinado elemento da malha, ao fazer a transicao entre os modelos continuo e
descontinuo, opera-se uma troca de material nos pontos de integracao do elemento em
questao, de forma a cessar a dissipagao energética, naquele elemento, por parte da modelo
nao local de dano. Isso equivale dizer que o dano neste elemento é “congelado”, e o material
dos pontos de integracao passa a ser descrito como um material linear elastico, com o
modulo de elasticidade degradado do momento da transicao, ou seja, F = EO(l — Wer)-

Procedimento similar é realizado no trabalho de Wang e Waisman (2016).

3.4 MEFG/X e MEFG-E

Um espago de aproximagao Syigrq/x construido pelo MEFG /X pode ser obtido ampliando

o espaco de aproximaciao Sygr determinado pelo MEF a partir do uso de fungoes de



(s

forma que sao capazes de representar o comportamento local de solu¢ées do problema e

que varrem o espago de fungoes enriquecidas Sgng. Define-se o espaco Syigrq/x, portanto,

CcCOomo
SMEFG/X = SMEF + SENR (3.64)
com
SMEF = Z Nj (X)ﬁj (3.65)
jez

onde N;(x) sdo as funcoes de forma lagrangianas do MEF (neste trabalho, funces T3
lineares ou fungoes Q4 bi-lineares), Z representa o conjunto de todos os nés do dominio,
e @; = {uj,v;}1 sdo vetores de coeficientes nodais. As fungdes N;(x), j € Z com suporte
¢j, ¢j sendo a nuvem de elementos que compartilha o n6 de coordenadas x;, formam uma
Partigao da Unidade (PU), isto é

Z N;j(x)=1,¥x€Q (3.66)
JjET
A mesma logica pode ser aplicada para definicdo do espaco de aproximacao do MEFG-E,
SMEFG-E, OU s€ja,
SMEFG-E = SMEF + SENR (3.67)

com a devida particularizacao de SgnR.

Para as simulagoes numéricas realizadas nesta tese, o espago construido a partir das

fungoes de enriquecimento, Sgngr, pode ser dividido, basicamente, em duas parcelas:

SENR = SENR + SENR (3.68)
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onde S]?NR e S%NR sao os espagcos formados a partir das fungoes descontinuas de Heaviside
e da(s) fungao(des) trigonométrica(s), respectivamente. Na secao 3.4.1 sdo detalhadas as
fungoes de enriquecimento empregadas na construcao destes espacos tanto para a versao
convencional do MEFG/X quanto para as propostas do MEFG-E. O comportamento
grafico de cada uma das fungoes dispostas nesta se¢ao é apresentado no apéndice B para

o leitor interessado.

3.4.1 Funcgoes de Enriquecimento

Para apresentar as func¢oes de enriquecimento escolhidas a fim de simular a propagacao
de trincas com modelo de zona coesiva a partir das diferentes estratégias adotadas, faz-
se necessario apresentar a definicado das fungoes de Heaviside, também conhecidas como

fungoes degrau, H(z,y):

(3.69)

em relagdo & uma coordenada local  normal ao segmento de trinca (Fig. 3.11).

=
= =

X /
/
/ = /
v (

Figura 3.11 — Sistema local da trinca - fungdes de Heaviside - eq. (3.69).

3.4.1.1 MEFG/X - Estratégia de Enriquecimento I (EE-I)

A primeira das estratégias de enriquecimento estudada nos experimentos numéricos desta
tese considera que a trinca é simulada apenas a partir de fungoes de Heaviside, sob
perspectiva do MEFG/X. Para tal, emprega-se a versao nodalmente deslocada (em in-
glés, shifted Heaviside) (Z1; BELYTSCHKO, 2003; BARROS; PROENCA; BARCELLOS,
2004) das fungoes de Heaviside tradicionais (eq. (3.69)), resultando na seguinte equagao

de aproximacao para o campo de deslocamentos:
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uII\L/IEFG/X =D N;(x)T;+ Y Nj(x) [H(x) - H(x;)]ay (3.70)
JET Jj€Ip

—gD
SMEF SENR_SENR

onde a; representa um vetor de parametros nodais e Zp € o conjunto de nds enriquecidos
pelas fungoes de Heaviside, associado aos elementos completamente atravessados pela

trinca.

Considerando a eq. (3.1), bem como as egs. (3.69) e (3.70), a continuidade de N;(x) dentro

de um elemento finito, e o fato de H(x;) ser uma constante, pode-se concluir que:

[Whisre/x,J(x) = > Nj(x)[H(x)]a; ¥x €T (3.71)
J€Lly

onde [H(x)] =1, é a diferenga entre o enriquecimento de Heaviside nodalmente deslocado
avaliado na posicao x em I'] e em ', . Em outras palavras, este termo representa o salto
verificado nesta funcao de enriquecimento em razao da descontinuidade introduzida pela

trinca.

3.4.1.2 MEFG/X - Estratégia de Enriquecimento II (EE-II)

A segunda estratégia de enriquecimento empregada para a versao convencional do MEFG /X
incorpora, além das fungoes de Heaviside nodalmente deslocadas, uma funcgao trigonomé-
trica que enriquece os nés do elemento que contém a ponta da trinca com o objetivo
de melhor representar o comportamento da solugao nessa regiao. Esta funcdo pode ser

definida como:

0
Fi(r,0)=R (Tg Seny —17;

Sole

sen%) (3.72)

onde (r,0) sdo as coordenadas polares do ponto de coordenadas cartesianas x considerando
o sistema local da trinca (Fig. 3.9), (rj,0;), sdo as coordenadas polares do né de coordena-
das x;, e R representa a matriz de rotagao. A eq. (3.72) pode ser entendida como a versao
nodalmente deslocada do enriquecimento r seng, proposto por Moés e Belytschko (2002),

em coordenadas globais. A incorporacao desta fungdo enriquecedora, além de objetivar



80

a melhoria da representacao do campo de tensoes nas proximidades da ponta da trinca,
visa também prover ao modelo do MEFG/X uma maior flexibilidade em relagao a malha.
Isto porque quando se emprega apenas o enriquecimento de Heaviside, os segmentos de
trinca incorporados a analise obrigatoriamente atravessam os elementos finitos por inteiro.
Com a inclusao da funcao trigonométrica, a trinca pode parar no interior dos elementos,
0 que se espera que permita que se dispense a preocupacao que ocorre com um nivel de
refinamento mais alto na regiao da trinca quando este tipo de fungdo nao esta presente.
Cabe observar que Moés e Belytschko (2002) propoem, além do enriquecimento r seng,
outras funcoes trigonométricas alternativas com o mesmo objetivo. Fj(r,6) representada
pela eq. (3.72) foi a escolhida por uma questao de ordem pratica, uma vez que fazia parte
da base de fungoes trigonométricas estudada neste trabalho (ver segao 3.4.1.3), facilitando

a implementacao.

Como mencionado previamente, os elementos ja completamente atravessados pela trinca
continuam a ser simulados pelas func¢oes de Heaviside nodalmente deslocadas na EE-

II do MEFG/X, o que resulta na seguinte equacao de aproximacao para o campo de

deslocamentos:
Wiprax, (%) = D0 N ()T + D Nj(x) [H(x) = H(xj)la+ > Nj(x)Fj(x)b; (3.73)
JET J€Ip JELT
SMEF SENR SENR

onde a; e bj; sdo vetores de parametros nodais, Zp, como na eq. (3.70), é o conjunto
de nos enriquecidos pelas funcoes de Heaviside, associado aos elementos completamente
atravessados pela trinca, e Zp representa o conjunto de nods enriquecidos pela funcao

trigonométrica (eq. (3.73)) no elemento que contém a ponta da trinca.

Seguindo as consideracoes apresentadas na se¢ao 3.4.1.1, pode-se concluir que:

[[uMEFG/X [(x)=>_ Nl x)Ja;+ > Nj( (x)]b; Vx €T, (3.74)
JELY JE€ELT

onde [H(x)] e [F;(x)], representam, respectivamente, a diferenga entre os enriquecimentos
H(x) e Fj(x) avaliados na posi¢ao x em I'J e em I',. Em outras palavras, denotam o
salto verificado na funcao de enriquecimento em razdo da descontinuidade introduzida
pela trinca. Nao ¢ dificil perceber que [F;(x)] =R (27“%), uma vez que sen /2 =1 em

I'f e senf/2=—1em I',, e lembrando que os valores nodais sdo constantes.
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O Nbs enriquecidos pelas
funcdes degrau

r O N6s enriquecidos pelas
funcdes trigonométricas

— Trinca

Figura 3.12 — Exemplo das fungoes enriquecedoras utilizadas para simular a trinca com
modelo de zona coesiva. Os nos circulares sdo enriquecidos pelas fungoes
degrau, enquanto os quadrados representam os nos enriquecidos pelas
fungoes trigonométricas.

A Fig. 3.12 ilustra um exemplo das estratégias de enriquecimento que combinam as fungoes

degrau com fungoes trigonométricas.

3.4.1.3 MEFG/X - Estratégia de Enriquecimento III (EE-III)

A terceira estratégia de enriquecimento empregada com o MEFG/X é uma variacao da
EE-II (secao 3.4.1.2). A diferenca entre ambas esta na escolha da funcao trigonométrica
para representacao do campo de tensoes nas proximidades da ponta da trinca. Em vez de
se empregar apenas uma fungao, como na eq. (3.72), passa-se a utilizar parte da base de
fungdes proposta enquanto enriquecimento por Wang e Waisman (2018), cuja expressao

pode ser escrita como:

rsenf — 1r; sent;

rcost —r;cost;

3 0 % Hj
r2 Seni—r~ Sen7
fj(r,ﬁ) = (3.75)

3 0;
T2 COS%—T‘ COS%

<

Spolw

[\[oN]

3 0;
72 senf seng — 1 send; sen-

<

[\J[oV]

3 0
r2 senf cosg —; sent; oS 5

onde (r,0) sao as coordenadas polares do ponto de coordenadas cartesianas x considerando
o sistema local da trinca (Fig. 3.9) e (rj,0;), sdo as coordenadas polares do né de
coordenadas x;. A funcdo de enriquecimento propriamente dita ¢ obtida rotacionando

os elementos de f;(r,6) para coordenadas globais, ou seja,
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{Fl(r,0)} =R{fl(r.0)} (3.76)

onde R representa a matriz de rotacao.

Desta forma, as equagoes de aproximagao para o campo de deslocamentos, e do salto no

campo de deslocamentos passam a ser escritas como, respectivamente,

Wimsrax, (%) = D N () + Y Nj(x) [H(x) = Hxj)]a;+ Y Nj(x)

jeT J€Ip JE€Tr

6
3o

=1

D T
SMEF SENR SENR

(3.77)

[Whiera/x, 000 = > NiO)[H)]a;+ Y- Nj(x)

J€Ly Jj€Ir

iﬂF}(Xﬂ]bé] vxel. (3.78)
=1

Nao é dificil perceber que o tinico elemento descontinuo da funcao {F ]l (r,0)} é o elemento

J
que o salto para as outras fung¢des que compoem esta base sera nulo. Dito de outro modo,

3 .
{Ff(r,é’)} =R <7’§ Seng —r? sen%), cujo salto foi definido na se¢ao 3.4.1.2. Isso implica

as demais func¢odes atuam apenas na aproximacao do campo de deslocamentos, nao tendo

influéncia direta na integracao das tensoes coesivas.

E importante observar que, sendo a trinca modelada por uma sequéncia de segmentos de
reta, com a introdugdo dos enriquecimentos trigonométricos expressos pelas egs. (3.72)
e (3.76), a descontinuidade estard sujeita a curvas no interior de um mesmo elemento
durante a propagacdo, o que pode ocasionar o surgimento de quinas no elemento em
questao. Para garantir a coeréncia e a corre¢cao do modelo, estes casos foram tratados a
partir da implementagao do procedimento proposto por Belytschko e Black (1999). Tal
procedimento consiste no alinhamento de cada segmento a partir de uma sequéncia de
mapeamentos que os rotacionam de forma a alinha-los com o sistema local da trinca na

ponta vigente.
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3.4.1.4 MEFG-E - Estratégia de Enriquecimento I (EE-I)

De forma analoga ao que foi feito para o MEFG /X, a primeira estratégia de enriquecimento
proposta para o MEFG-E considera que a trinca é simulada apenas a partir de fungoes
de Heaviside. Nesse sentido, e considerando os achados de Gupta et al. (2013), que
indicam que a mera aplicagdo da estratégia de subtracao do interpolante de elementos
finitos proposta por Babuska e Banerjee (2011) que caracteriza o MEFG-E mostrou-
se insuficiente para garantir a acuracia, duas variagoes das func¢des de Heaviside sao
consideradas. A primeira delas, tratada apenas no capitulo 4, foi proposta por Gupta
et al. (2013):

i o)~ 1o, ()0 = {0 g el e 79

onde H ¢ definida pela eq. (3.69) e h; é um fator de escala dado pela maior distancia entre
o0 n6 de coordenadas x; e os demais nés da nuvem ¢;. Iy, (’HJL(x,y))(X) é o interpolante
de elementos finitos, definido como (GUPTA et al., 2013):

mewzﬁmw%m> (3.80)
=1

onde L; ¢ uma funcao de enriquecimento, o vetor x; expressa as coordenadas do né k
do elemento e, Nj sao as fungoes lagrangianas do MEF para o no k, e n. é o niimero de
no6s do elemento finito. As fungoes expressas pela eq. (3.79) foram denominadas fungoes

de Heaviside Lineares, e a estratégia a elas associada serd identificada por EE-I-Hp, do
MEFG-E.

As equagoes de aproximacgao para o campo de deslocamentos, e do salto no campo
de deslocamentos passam a ser escritas para a estratégia EE-I-Hy, do MEFG-E como,

respectivamente,

%mmm®=;M®%£;NMW@WW%N@WW%% (3.:81)

D
SMEF SR
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[[u{\l/IEFG-ElHL Z N;( [[7-[7 (x,y)] VxeT, (3.82)
JE€ETH

Cabe observar que, em razdo da continuidade de Iy, (L;)(x) no interior de um elemento
finito, o termo ]¢j(H‘7L(9§,y)) acaba desaparecendo no computo do salto no campo de

deslocamentos. Além disso,

[H] (z,9)] = {1, (z ;jxﬂ, (y ;jyj)} (3.83)

A segunda funcao de Heaviside estudada no contexto do MEFG-E foi proposta por Wu e

Li (2015b) e pode ser expressa como:

Hoa(,9) = H(w,y) = [aly, (H(z,y))(x) + (1 - a)H(w),y;)] (3.84)

onde 0 < a <1 é um pardmetro de estabilizagdo. As fungoes definidas pela eq. (3.84)
podem ser entendidas como func¢oes de Heaviside modificadas, e a aproximacao a elas
associada serd identificada como a estratégia EE-I-H,0q. A proposta de Wu e Li (2015b)
foi idealizada pensando em prover, para as fun¢des de Heaviside no contexto do MEFG-E,
um meio-termo entre bom condicionamento e acuracia a partir justamente do uso de a.
Isso porque tanto a tentativa de aplicar o interpolante diretamente sobre as fungoes de
Heaviside (GUPTA et al., 2013) quanto a tentativa inicial de obter fung¢oes de Heaviside
Lineares robustas (ZHANG; BABUSKA:; BANERJEE, 2016) falharam em termos de
acuracia e condicionamento, respectivamente. A principal desvantagem associada ao uso
da eq. (3.84) é que a determinagao do valor do pardmetro a se dd de forma heuristica.

Esta questao sera abordada no capitulo 4.

As equagbes de aproximacao para o campo de deslocamentos, e do salto no campo de
deslocamentos passam a ser escritas para a estratégia EE-I-H,,,q do MEFG-E como,

respectivamente,

LX) =2 Nj(x)m;+ 3 Ni( ()M (z,9)a; (3.85)

h
UMEFG-E1p,
JjET Jj€Ip

D
SMEF SPR
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[[ulf\L/[EFG-ElH Z N;( mod(m y)] VxeTl. (3.86)
JETH

com [[Hmod(x y)]=[HEx)]=

3.4.1.5 MEFG-E - Estratégia de Enriquecimento II (EE-II)

As estratégias de enriquecimento II (EE-II) e III (EE-III) no contexto do MEFG-E
aqui propostas podem ser entendidas, de certa forma, como as versoes “estaveis” das
estratégias de enriquecimento discutidas nas segoes 3.4.1.2 e 3.4.1.3 para o MEFG/X,
respectivamente. Nesse contexto, as versoes estaveis dos enriquecimentos trigonométricos
serao combinadas a duas classes de enriquecimento de Heaviside. Por motivos que serao
melhor explanados no capitulo 4, as func¢oes de Heaviside Lineares (eq. (3.79)) nao foram

incluidas nestas estratégias.

O enriquecimento trigonométrico empregado no elemento que contém a ponta da trinca

para a EE-II pode ser definido como

Fi, (%) = Fy(r,0) — I, (Fy(r.0))(x) (387)

onde . (F}j(r,0))(x) é o interpolante de elementos finitos da eq. (3.80) e F;j(r,0) é definido
pela eq. (3.72). O subindice E objetiva destacar que Ff,(x) ¢ a versio do MEFG-E de
EFj(r,0).

O enriquecimento expresso pela eq. (3.87) é combinado as fungoes de Heaviside modifi-
cadas da eq. (3.84) resultando, para a primeira das estratégias (EE-II-A), nas seguintes
equagoes de aproximacao para o campo de deslocamentos, e do salto no campo de deslo-

camentos:

WErGE,, (%) = 2 N;(X)i+ Y Nj(x) Hmea(x)a;+ Y Nj(x)Fg,(x)b;  (3.88)

J€ET J1€Ly JEIT
SMEF SENR SENR
[uligr. B J(X) = > Ny( X)[H oo, y)]a; + Y Nj(x)[Fg;(x)[b; VxeT. (3.89)

J€ELy JE€ELT
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Cabe observar que, em razao da continuidade do interpolante de elementos finitos, o salto

[FE,(x)] ¢ igual ao salto verificado para [Fj(x)] definido na segio 3.4.1.2.

Considerando o exposto no capitulo 1 em relagao ao trabalho de Sanchez-Rivadeneira e
Duarte (2020), também demonstrado anteriormente em Ndeffo et al. (2017), acerca de
que, para problemas de mecanica da fratura com aproximacgao de elementos finitos de
primeira ordem, o uso de fungoes de Heaviside com deslocamento nodal segundo a 6tica
do MEFG/X e associado ao emprego de um adequado pré-condicionamento da matriz de
rigidez decorrente da aproximacao se mostra uma solugao robusta, dispensando o uso de
interpolantes, a aproximacao do campo de deslocamentos para a estratégia EE-II-B foi

proposta como

WiprG. By (X) = D Nj(x)Tj+ > Nj(x)[H(x) —H(xj)]aj+ > Nj(x)Fg,(x)b;
]GI JGIH jGIT
SMEF SR ST n
(3.90)

resultando no seguinte salto para o campo de deslocamentos:

[uiprc. Bypl(X) = > Ny( (x)]a; + > Nj( x)[FE; (x)]b; Vx €T, (3.91)
J€Iy Jj€Ir

3.4.1.6 MEFG-E - Estratégia de Enriquecimento III (EE-III)

A diferenca entre as estratégias de enriquecimento EE-II e EE-III do MEFG-E consiste
apenas na escolha das fungbes trigonométricas para as distintas combinagoes com as
fungoes de Heaviside na construgao da aproximacgao do campo de deslocamentos. Aplica-

se, portanto, o interpolante sobre as funcoes {F]l (r,0)} definidas pela eq. (3.76), isto é,

{Fig, (r,0)}(x) = {F(r,0)} = Lo, {F} (r,0)}) (%) (3.92)

com a mesma simbologia da eq. (3.87).

Desta forma, as equacoes de aproximacao para o campo de deslocamentos, e do salto
no campo de deslocamentos quando o enriquecimento trigonométrico é combinado com
as fungoes de Heaviside modificadas (eq. (3.84), EE-III-A) passam a ser escritas como,

respectivamente,
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ulEra. By ( =Y Nj(x)aj+ > Nj(x)Hmoa(x)aj+ > Nj(x)
JET J€Ip JELT

26:F}5j (x)b§] (3.93)
=1

D T
SMEF SENR SENR

[ igra. B J(X) = D Nj(X)[Hmoa(x)]aj+ > Nj(x
JE€LH JELT

Z[[FE ]]bl] Vxel, (3.94)

Ao salto em [F };j (x)] se aplica o mesmo raciocinio da se¢ao 3.4.1.5, isto é, sua equivaléncia

com o salto da fungdo empregada na versao convencional do MEFG/X.

Por sua vez, para a combinac¢do do enriquecimento trigonométrico da eq. (3.76) com as

fungoes de Heaviside nodalmente deslocadas (EE-III-B) pode-se escrever:

UNErG. By (%) = D Nj(x)0;+ Y Nj(x) [H(x) = H(xj)]a;+ Y Nj(x)

JjeT J€Ip JEIT

iFf;j (x)bé-]

D T
SMEF SENR SENR

(3.95)

[WiErG. Eapll( = Y Nj(x)[Hx)]a;j+ > Nj(x
J€Ly JETIT

Z[[FE ]]bl] VxeTl,. (3.96)

3.5 Forma Discreta das Equacoes do Problema

Aplicando as equagoes de aproximacao do campo de deslocamentos para as diferentes
estratégias de enriquecimento abordadas na se¢ao 3.4 a forma fraca do problema (eq.
(3.7)), pode-se obter:

/Q BLodO + /F N e(ul)ar = /8  NTtds (3.97)

onde B representa a matriz de derivadas espaciais, N é a matriz de fun¢oes de forma,
e [N] = N(r,7) — N(r,—7) é a matriz construida para representar o salto no campo de

deslocamentos na trinca.
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No sistema computacional empregado para as simulagoes deste trabalho, o INSANE, as
matrizes de fungoes de forma e de derivadas espaciais sao montadas a partir da incidéncia
nodal, partindo dos graus de liberdade associados ao MEF até eventuais parametros nodais
acrescidos em metodologias baseadas no MEFG /X para cada no. E por esta razdo que se
optou por representar as matrizes B e N com chapéu, de forma a destacar sua diferenca
em relagao as matrizes B e N convencionais do MEF. Essas matrizes contém além das
fungoes convencionais do MEF aquelas fungoes advindas do MEFG/X e/ou MEFG-E. E
importante observar ainda que as colunas de [N] associadas aos graus de liberdade do
MEF (ii;) sao zeradas em razao da continuidade de N;(x) dentro de um elemento, em

consonancia com as equagcoes de salto no campo de deloscamentos abordadas na secao
3.4.

A fim de desenvolver um procedimento de solucao incremental, as relagoes constitutivas
devem ser escritas em forma de taxas. A taxa de variacdo das tensdes no continuo é

expressa em termos das velocidades dos deslocamentos nodais como
o =Dé =DBi (3.98)

onde 01 representa a taxa de um vetor de coeficientes que inclui os graus de liberdade
pertinentes apresentados nas equagoes do campo de deslocamentos, para cada estratégia
de enriquecimento, na se¢ao 3.4. Analogamente, a taxa das tensdes coesivas na desconti-

nuidade pode ser expressa em termos de velocidades nodais como
t = T[u] = T[N(r,7) — N(r, —7)]a = T[N]a (3.99)

onde T é definida pelas matrizes T ou S apresentadas para as leis coesivas aqui abordadas,
de acordo com o valor assumido pela fungao de carregamento f (segao 3.3.1), devidamente
pré e pos multiplicadas pela transposta de e pela matriz de rotacao para coordenadas

globais.

Substituindo as egs. (3.98) e (3.99) na eq. (3.97), obtém-se o sistema de equagbes a ser

resolvido:

( / BTDBIO + / [[N]]TT[[N]]dF> fi = fext _ gint (3.100)
Q I'zpr

K

com K sendo a matriz de rigidez,
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pext _ / NTtd 3.101
= [ Nt (3.101)
e
fint — / BT od0 + / [N]7t([u])dT (3.102)
Q Izpr

3.5.1 Estratégia de Integracao Numérica

Esta secao objetiva trazer uma breve explanacao sobre a estratégia de integracdo numérica

adotada para os elementos que contém alguma descontinuidade nas simulagoes conduzidas

nesta tese. Como se vera no capitulo 5, um adequado tratamento da integracdo numeérica

se mostrara fundamental para garantir a robustez de algumas das estratégias de enrique-

cimento aqui propostas. O procedimento de integracao numérica tratado nesta segao se

baseia em pequenas adaptagoes do trabalho de Campos (2020).

Seja, por exemplo, um elemento finito quadrilateral Q4, com as coordenadas cartesianas

nodais fisicas (x,y) e paramétricas (£,n) apresentadas na Fig. 3.13:

(x4,y4)

=1

o 03Y3)

n=1@

S1T1

S1T2

S2T1

S2T2

® "

@ o=

v @)

(x1,y1)

£=-1

(x2,y2)
E=1

Figura 3.13 — Elemento finito quadrilateral Q4 qualquer que ilustra a estratégia de
integracao numérica. Um exemplo de triangulagao, a incidéncia nodal, e os
pontos de integragao (x) sobre a trinca sdo mostrados na figura. O segmento
de reta em vermelho representa a trinca com modelo de zona coesiva, e os
nos marcados por um quadrado da mesma cor sao enriquecidos por fungoes
de Heaviside. Desenho fora de escala.

A parcela da matriz de rigidez de cada elemento K, relativa a integracao no volume é

dada por:

K. = / (BTDB)tdA = / (BTDB)tJdedy (3.103)
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onde t é a espessura do elemento, J é o determinante do Jacobiano e os demais elementos
mantém a simbologia explicitada na secao 3.5. Considerando elementos quadrilaterais,

pode-se realizar a integracao em & e n:

PG PG

Ke=> Y G(&,nj)tJ (&, nj)wiw; (3.104)
i=1j=1

com w;,w; sendo os pesos associados aos pontos de integracao e G(&;,n;) sendo igual ao

produto (BTDB) avaliado em (&;,7;). Para elementos triangulares, por sua vez:

PG
K. = ZG(ri,si,ti)tJ(n,si,ti)wi (3.105)

=1

onde r,s,t sdo as coordenadas de drea do elemento mestre e G(ry,S$;,t;) representa o
produto (BTDB) avaliado em (14, s;, ;).

No caso da estratégia empregada neste trabalho para a integracao de quaisquer elementos
que contenham alguma descontinuidade, o elemento ¢ subdividido em células triangulares,
segundo a triangulagdo de Delaunay (Fig. 3.13). A cada uma dessas células, é atribuida a
quantidade de pontos de integragao prescrita pelo usuario, de acordo com as coordenadas
paramétricas de Bathe (2014). Assim sendo, o cdlculo realizado pelas egs. (3.104) e (3.105)
passa a ser a soma das parcelas de cada célula triangular (CAMPOS, 2020). Desta forma,

pode-se chegar a

NT PG NT PG
K. = Z Z G(Ti, Si,tz‘)Jj(TZ‘, Si,ti)wit =t Z Jj(m, Si,ti) Z G(TZ‘, Si,ti)wia (3.106)
j=1i=1 j=1 =1

colocando-se em evidéncia a espessura t, constante para cada elemento finito e o jacobiano,

constante para células triangulares de lados retos.

Um desenvolvimento mais completo pode ser encontrado em Campos (2020). Cabe ressal-
tar que esta estratégia é empregada na integragao tanto dos elementos enriquecidos pelas
fungoes degrau quando dos elementos que usam fungoes trigonométricas para representar
a trinca. Uma vez que estas funcoes sao nao singulares, a estratégia adotada para a
integracao da matriz de rigidez K, continua valida também nesta situagao. O que muda é
o resultado da triangulacao de Delaunay, a depender da configuragdo geométrica assumida

pela trinca.
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No caso das anélises que empregam modelos distribuidos, seguindo também a implemen-
tagao de Campos (2020), as degeneragoes guardam, além das coordenadas naturais e pesos
de integracao, as variaveis constitutivas que sao atualizadas a cada passo da trajetéria de
equilibrio. Faz-se necessario que estas informacoes estejam presentes nos novos pontos de
integracao criados em funcao da geragao das células triangulares. Uma vez que os novos
pontos nao possuem histérico das varidveis, recorreu-se a um processo de atribuicao por
média ponderada. Para tal, baseou-se na logica da formulacao nao local, apresentada na
secao 3.2.4 e comumente empregada em modelos de dano a fim de melhor representar
o comportamento do material (CAMPOS, 2020). Assim, as novas degeneragoes criadas
tém os valores de suas variaveis constitutivas atribuidos a partir de uma ponderacao
dos valores prévios registrados para os pontos de integracao existentes. Tal ponderacao
considera como func¢ao peso a fungio expressa pela eq. (3.37), com k= 1,0 e | = /A,
sendo A, a area do elemento finito no qual a integracao esté sendo realizada. A Fig. 3.14
ilustra como a formulagao nao local é empregada no contexto da integracao numérica pela

subdivisao de elementos.

(a) (b) (c)

Figura 3.14 — Ponderacao das variaveis constitutivas para os novos pontos de integracao
(CAMPOS, 2020).

E valido observar que essa ponderacio ¢ relevante em alguns dos modelos investigados no
capitulo 6. Particularmente, naqueles que desconsideram a transicao energética proposta
na sec¢ao 3.3.3, ou seja, nos quais o dano oriundo do modelo constitutivo continua atuando
mesmo com a introdugao de uma descontinuidade. No modelo aqui proposto, no entanto,
o dano ¢é congelado nos elementos nos quais a trinca é introduzida. Com isso, os novos
pontos de integracao criados precisam ter devidamente apenas os valores de dano a ele
atribuidos, de forma a impedir erros no processo de verificacdo da propagacao (que se

baseia na avaliagao desta varidvel, como exposto na segao 3.3.2.2).

Para a integragao das forcas coesivas, seguindo o trabalho de Moés e Belytschko (2002),
¢ empregada a integragdo Gaussiana convencional sobre cada segmento de trinca, consi-

derando 4 pontos de integracao por segmento. Assim:
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PG
[ INITTINTIdg = S~ (&) (6w (3.107)
1=1

com H(&;) sendo o produto ([N]TT[N]); avaliado em & e J(&) = L/2, ja que cada
segmento de trinca é considerado um elemento finito de dois nés (L é, portanto, o

comprimento do segmento em questao).

A integracao dos demais elementos da malha também é feita usando a estratégia de Gauss.
A nao ser quando definido diferentemente, no INSANE, é pré-estabelecido que modelos
que empreguem o MEFG /X e métodos dele derivados utilizem 4 x 4 para elementos do tipo
Q4 e 3 pontos para elementos do tipo T3. O nimero de pontos escolhido para elementos do
tipo Q4 tem por base a utilizagdo do MEFG /X em modelos distribuidos. Para materiais de
comportamento linear eldstico, salvo demandas das fungoes enriquecedoras empregadas,

o nimero minimo de pontos pode ser empregado, retornando o mesmo resultado.



93

4 Analise do Comportamento das Funcoes Enriquecedoras

Propostas

Neste capitulo, sao expostos os resultados preliminares relativos ao estudo do compor-
tamento das fungoes de enriquecimento discutidas no capitulo 3. A secao 4.1 compara o
desempenho das diferentes fungoes de Heaviside propostas no contexto do MEFG-E e do
MEFG/X em um experimento de flexdo em trés pontos, considerando a capacidade de
representacao do amolecimento a partir das trajetorias de equilibrio e o condicionamento
a medida que a trinca propaga em duas configuracgoes distintas de malhas. A partir destes
experimentos, constata-se que as fungoes de Heaviside lineares tal como propostas por
Gupta et al. (2013) apresentam de fato um problema de robustez com a evolu¢ao da
propagacao. Na secao 4.2, por sua vez, discute-se a evolugao do condicionamento com
o refinamento h da malha da combinacao dos enriquecimentos propostos no capitulo 3
para um problema linear estatico. Este problema ¢é também empregado para estudar a
robustez das fungoes enriquecedoras, variando a configuracao da trinca na malha a partir
de uma aproximacao gradual da descontinuidade das arestas dos elementos. Constata-
se que as fungoes propostas sao robustas, e que o MEFG-E pode apresentar ganhos
significativos em termos de condicionamento quando se emprega uma base maior de

fungoes trigonométricas.

4.1 Verificagdo das Fungoes de Heaviside

Os experimentos numéricos conduzidos nesta secao visavam verificar a generalizacao da
implementagao computacional realizada no INSANE (ver apéndice A) para a construgao
da matriz [[N]] da eq. (3.100), relativa ao computo do salto das fungoes de enriquecimento
empregadas para representar a trinca com modelo de zona coesiva. Para tal, as estratégias
de enriquecimento EE-I-Hy, e EE-I-H ;04 do MEFG-E (egs. (3.79) e (3.84) da se¢do 3.4.1.4,
respectivamente) foram contrapostas a estratégia de enriquecimento EE-I do MEFG/X,
a partir de experimentos numéricos realizados com uma viga sob flexdo em 3 pontos (Fig.
4.1). Este exemplo foi escolhido por constar no trabalho de Silva (2016), servindo como
parametro, portanto, ndo s6 para avaliagdo da performance do MEFG-E neste tipo de
problema, como também para conferéncia dos resultados obtidos pelo MEFG/X apds
a generalizacao do codigo. O modelo coesivo adotado foi descrito nas segoes 3.3.1.1 e
3.3.2.1 do capitulo 3. A tnica ressalva refere-se ao critério de direcao adotado para a
trinca. A época dos experimentos, o critério da méxima tensdo circunferencial, descrito
na se¢ao 3.3.2.1, ainda nao havia sido implementado no INSANE. Empregou-se, portanto,

o critério da direcao perpendicular a maxima deformacao principal nao local, descrito
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na se¢ao 3.3.2.2. A viga foi modelada em estado plano de tensdo, utilizando elementos

quadrilaterais do tipo Q4.

360 mm

espessura: 36 mm

450 mm 450 mm

Figura 4.1 — Viga sob flexdo em 3 pontos utilizada nos experimentos numéricos desta
segao (PENNA, 2011).

Optou-se por utilizar, nestas simula¢des, um modelo constitutivo linear elastico, com os
seguintes parametros: médulo de elasticidade E = 44.000,0 N/mm?, coeficiente de Poisson
v = 0,2, resisténcia a tracdo f; = 3,8 N/mm?, energia de fratura Gy = 0,164 N/mm
e resisténcia inicial da fissura ao cisalhamento di,;x = 61,111 N /mm3. Este parametro
foi obtido seguindo estimativa desenvolvida por Silva (2016), em que dinit = 3,G/I.,
com 3, = 0,05 sendo o fator de retengdo ao cisalhamento, G = E/2(1+v) e l. sendo
o tamanho do incremento de trinca. Nas simulacoes desta se¢ao, que considera apenas
enriquecimentos derivados das func¢oes de Heaviside, [. é, naturalmente, equivalente a
altura dos elementos finitos (no caso, 15 mm). Cabe observar que com a evolugao do
trabalho, o entendimento a respeito do parametro dinjt foi alterado. Assim como outras
varidveis necessdrias a definigao da lei coesiva descrita na segao 3.3.1.1, como Gy e fy,
dinit passou a ser visto como um parametro do material, de valor fixo, dispensando-se sua
estimativa na inexisténcia de dados de referéncia concretos. Este tratamento é adotado a

partir do capitulo 5.

A integragdo numérica dos elementos cortados pela trinca é realizada a partir da subdivi-
sao destes elementos em células triangulares, empregando a implementacao desenvolvida
por Campos (2020), com trés e seis pontos de Gauss em cada célula para o MEFG/X e o
MEFG-E, respectivamente. Os demais elementos foram integrados a partir da quadratura
gaussiana convencional, com 4 x 4 pontos, valor default do INSANE para o MEFG/X
e abordagens derivadas, embora o nimero minimo de pontos pudesse ter sido utilizado.
Por fim, a integragdo sobre a trinca, na auséncia de enriquecimento trigonométrico, foi
realizada com base no nimero de pontos adotados no trabalho de Wells e Sluys (2001).
Para o MEFG/X, portanto, foram adotados dois pontos de Gauss por segmento. Para
o MEFG-E, trés pontos de Gauss foram empregados para cada segmento. Nesse estagio

inicial, para fins de investigagdo, um nimero de pontos de integragdo maior foi concedido
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as abordagens do MEFG-E considerando a natureza bi-linear do interpolante que compoe
as fungoes de enriquecimento desta abordagem neste experimento. Posteriormente, optou-
se por dispensar o mesmo tratamento de integracao numérica para ambas estratégias para

fins de comparacao.

Para os experimentos dispostos nas secoes 4.1.1 e 4.1.2, trés valores do parametro de
estabilizacdo «, proposto em Wu e Li (2015b), sdo avaliados: 0,1, 0,5 e 1,0 (EE-I-Hy,0q
a=0.1, EE-I-Hp0q o = 0.5 e EE-I-Hp,oq « = 1.0, respectivamente). Para a solugdo do
modelo, foi empregado o método de controle direto de deslocamentos, incrementando-se
de 0,0015 mm o deslocamento horizontal do apoio direito (Fig. 4.1), com rigidez tangente e
tolerdncia para convergéncia em termos absolutos de forca de 1 x 107 e carga de referéncia
P =1,0 N. O condicionamento é avaliado, a cada passo da analise, empregando o nimero

de condicionamento escalonado, C(K), como definido por Gupta et al. (2013):

C(R) % Amaz (4.1)

onde A\yqz € Amin S840 0 maior e o menor autovalor da matriz K, respectivamente. K é a

matriz escalonada, expressa como

K =DKD (4.2)

i

A trinca propaga a partir de um defeito (entalhe) inicial, inserido através da func¢ao de

onde D, neste caso, ¢ a matriz diagonal tal que D;; =

Heaviside pertinente (Figs. 4.2 e 4.5). Os resultados dos experimentos dispostos nesta
secao foram publicados, de forma mais sucinta e como parte do desenvolvimento desta

tese, por Oliveira, Barros e Campos (2020).

4.1.1 Experimento 1

O principal objetivo do experimento realizado nesta secao, além de verificar a implemen-
tacdo, é estudar as performances dos MEFG-Es que adotam o pardmetro de estabilizagao
(EE-I-Hy0q), determinado heuristicamente, uma vez que, no trabalho de Wu e Li (2015b),
valores maiores de o ndo conduzem a bons resultados. A malha empregada neste expe-
rimento pode ser vista na Fig. 4.2 (com 15 x 24 divisoes). A Fig. 4.3 mostra, por sua
vez, as trajetorias de equilibrio obtidas para cada uma das abordagens aqui investigadas,
enquanto a Fig. 4.4 apresenta os niimeros de condicionamento obtidos em cada passo da

analise.
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>

Figura 4.2 — Malha empregada no experimento 1, com elementos finitos de dimensoes
60 x 15 mm. Adaptado de Oliveira, Barros e Campos (2020).
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Figura 4.3 — Trajetérias de equilibrio obtidas para a malha da Fig. 4.2, usando diferentes
fungoes de Heaviside como enriquecimento.

E possivel observar na Fig. 4.3 que as trajetérias de equilibrio obtidas para as estratégias
de enriquecimento EE-I do MEFG/X, EE-I-Hy, e EE-I-Hy,,q a = 0.1 do MEFG-E sao
praticamente coincidentes. Além disso, estas respostas podem ser consideradas “acuradas”
naquilo que Wu e Li (2015b) denominaram como uma resposta sem travamento (em inglés,
“stress locking-free”): mesmo apos a trinca surgir no ultimo elemento da fila, o célculo
continua, representando um colapso estrutural completo a partir da perda de capacidade
de carga. Com o aumento do parametro o, o modelo nao tem a mesma acuracia, chegando
ao ponto de representar, quando a = 1, um ganho na capacidade de carga, mesmo que a
trinca esteja propagando. Este comportamento é bastante similar ao verificado por Wu
e Li (2015b) em suas analises. Estes autores o atribuem a incapacidade do MEFG-E de
reproduzir as rotagoes de corpo rigido relativas quando se utiliza das fungoes de Heaviside

convencionais, reproduzidas a medida que « tende a 1,0 na EE-I-H,;,oq.
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Figura 4.4 — Numeros de condicionamento escalonados C' (K), a cada passo, para a malha
da Fig. 4.2. Diferentes fungoes de Heaviside sao empregadas.

A Fig. 4.4, por sua vez, revela que, apesar de algumas oscilagbes ocorridas ao longo
do experimento, em geral, os valores mais baixos de nimero de condicionamento foram
obtidos empregando as abordagens EE-I-H,,,q do MEFG-E quando o = 0.1, que tende
a reproduzir a EE-I do MEFG/X, e a prépria EE-I do MEFG/X, respectivamente. Ao
contrario do verificado no trabalho de Wu e Li (2015b), no entanto, EE-I-H;,,q o = 1.0
e EE-I-H;;,0q @ = 0.5, embora tenham, ao inicio da andlise, resultados melhores que as
demais abordagens em termos de condicionamento, sofrem oscilagbes, respectivamente,
no meio e ao final deste processo que provocam uma deterioracao tal neste parametro
superior a verificada para as demais estratégias, ainda que os C' (K)s de EE-I-Hyoq a =
1.0 voltem a cair com a proximidade do término dos passos. A abordagem EE-I-Hy, do
MEFG-E, por fim, apresenta niimeros de condicionamento ligeiramente superiores aqueles
verificados para o MEFG /X e, de maneira geral, um desempenho bastante similar ao desta

abordagem.

4.1.2 Experimento 2

Apesar de os resultados apresentados para o condicionamento das diversas abordagens
aqui tratadas na Fig. 4.4 permitirem observar algumas tendéncias de comportamento,
os valores calculados para os nimeros de condicionamento estdo, em geral, préximos,
em termos de ordem de grandeza, e os C(K)s obtidos para a EE-I do MEFG/X sdo
relativamente baixos. Com o intuito de investigar se os ganhos alcancados relativamente
a esta grandeza utilizando a estratégia estavel associada ao parametro de estabilizacao «a
seriam realmente significativos, bem como de verificar a robustez da EE-I do MEFG/X e
da EE-I-Hy, do MEFG-E - ja que em outros trabalhos, como em Zhang, Babuska e Banerjee
(2016) e em Oliveira et al. (2019), esta fungao nao se mostrou robusta -, propd-se a malha

ilustrada na Fig. 4.5. Nela, buscou-se criar uma condicao desfavoravel, em termos de
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condicionamento, fazendo com que a descontinuidade cortasse os elementos de tal forma
a dividi-los em porcoes desiguais. Isso com o objetivo de explorar a falta de robustez das
fungoes de Heaviside convencionais em relagao a posicao da descontinuidade e dos nds dos
elementos, bem conhecida pela literatura (DOLBOW; MOES; BELYTSCHKO, 2000). A
Fig. 4.6 mostra as trajetérias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias, enquanto

a Fig. 4.7 ilustra seus respectivos nimeros de condicionamento para cada passo.

|

» |
A / / \ A
(385.71, 0)(445 % (519.27, 0) (575.57, 0)
Entalhe inicial

Figura 4.5 — Malha adotada no experimento 2. Adaptado de Oliveira, Barros e Campos

(2020).
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Figura 4.6 — Trajetorias de equilibrio obtidas para a malha da Fig. 4.5, usando diferentes
fungoes de Heaviside como enriquecimento.

Pode-se notar pela Fig. 4.6 que as tendéncias observadas na se¢ao 4.1.1 se mantiveram,
e os resultados mostrados nas Figs. 4.3 e 4.6 sao parecidos. A diferenca béasica entre elas
é que, na nova configuracao, as estratégias EE-I-Hy,oq do MEFG-E que utilizam um «

mais alto conseguem simular um pouco melhor o comportamento esperado, ainda que
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a resposta de EE-I-H,,,q @ = 1.0 nao esteja totalmente livre de travamento, e que as

abordagens ainda sejam um pouco mais dicteis que as demais estratégias.
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Figura 4.7 — Ntumeros de condicionamento escalonados C' (K), a cada passo, para a malha
da Fig. 4.5. Diferentes fun¢des de Heaviside sao empregadas.

Por outro lado, a Fig. 4.7 mostra que, assim como em Wu e Li (2015b), a estratégia EE-
[-H},0q4 @ = 0.1 parece ser robusta quando considerada a posigao relativa entre a trinca
e a malha. Uma vez mais, esta abordagem atingiu os melhores resultados em termos
de condicionamento. Para os demais experimentos desta tese, com base nestes resultados,
adotou-se, portanto, o valor de o = 0,1 para esta abordagem. E interessante observar ainda
que a estratégia EE-I do MEFG/X também se mostrou robusta. De fato, este resultado
indica consonéancia com aquilo que foi apontado nos trabalhos de Sanchez-Rivadeneira e
Duarte (2020) e Ndeffo et al. (2017). O uso da fun¢ao de Heaviside com deslocamento
nodal (EE-I do MEFG/X) associado a uma estratégia de integragdo com subdivisao e o
pré-condicionamento da matriz de rigidez indica ser suficiente para garantir a estabilidade
numérica, em termos de condicionamento, da funcdo em questdo. Na contramao das
outras estratégias, a falta de robustez da EE-I-Hj, fica evidente no grafico da Fig. 4.7,
principalmente nos tltimos passos da andlise. E importante destacar que, em razao de sua
capacidade de aproximacao superior oriunda da introducao dos termos lineares quando
comparada a funcao de Heaviside tradicional, as fung¢oes de Heaviside lineares tém sido
empregadas, com modificagoes que visam garantir sua robustez, em trabalhos recentes da
literatura, como Bento, Proenga e Duarte (2022) e Cui et al. (2022). Este emprego se da
em geral em problemas da mecanica da fratura com aproximagoes de ordem superior,
o que nao € o caso dos problemas aqui tratados. Neste trabalho, portanto, optou-se
por abandonar o uso desta estratégia de enriquecimento. Observa-se, por fim, que as
estratégias EE-I-H;;,oq @ = 0.5 e EE-I-H;,,q @ = 1.0 tiveram comportamento similar ao

discutido na secao 4.1.1.
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4.2  Avaliacao de robustez e condicionamento dos enriquecimentos trigonométricos

Os experimentos numéricos conduzidos nesta secao visaram a avaliacdo do crescimento
do condicionamento com refinamento h e da robustez das demais estratégias de enrique-
cimento dispostas no capitulo 3. Posto de outro modo, seu principal objetivo era prover
um panorama do comportamento das abordagens propostas em termos de estabilidade
numérica, além de verificar a implementacao da classe relativa a representacao do(s)
enriquecimento(s) trigonométrico(s). Para tal, fez-se uso de um problema presente nos
trabalhos de Oliveira (2018) e Oliveira et al. (2019). Trata-se de uma chapa de espessura
unitaria submetida a estado plano de tensao, com carregamento de tracao também unitario
aplicado em sua extremidade superior (Fig. 4.8). A chapa possui ainda uma trinca em sua
estrutura, cuja ponta se localiza em seu centro geométrico. Os parametros de material
empregados (em unidades consistentes) sdo modulo de elasticidade £ = 1,0 e coeficiente
de Poisson v = 0,3. Nao se considera aqui a propagacao de trincas e nem a lei coesiva.

Trata-se de um problema de MFLE com trinca estatica.

TTITTTTITIITTTITITTT fy =1

16

7

Figura 4.8 — Chapa tracionada investigada nos experimentos desta se¢do (OLIVEIRA et
al., 2019).

4.2.1 Estudo de crescimento dos ntiimeros de condicionamento

Para os experimentos numéricos realizados nesta secao, foram consideradas trés malhas

aninhadas, também extraidas do trabalho de Oliveira (2018) e dispostas na Fig. 4.9.

Os nés em vermelho da Fig. 4.9 sao enriquecidos pelas fungdes de trinca das estratégias
de enriquecimento EE-II e EE-III do MEFG/X e do MEFG-E (egs. (3.72), e (3.76), além
das eqs. (3.87), e (3.92), respectivamente). Os nds verdes, por outro lado, sao enriquecidos

pelas funcoes de Heaviside nodalmente deslocadas (estratégias EE-II - eq. (3.73) da secao
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Figura 4.9 — Malhas empregadas nos experimentos desta secao, bem como esquema de
enriquecimento utilizado. Adaptado de Oliveira (2018).

3.4.1.2 - e EE-III - eq. (3.77) da segao 3.4.1.3 - do MEFG/X e EE-II-B - eq. (3.90) da
segao 3.4.1.5 - e EE-III-B - eq. (3.95) da segao 3.4.1.6 - do MEFG-E) ou modificadas
pelo pardmetro de estabilizagao (estratégias EE-II-A - eq. (3.88) da segao 3.4.1.5 - e EE-
ITI-A - eq.(3.93) da secao 3.4.1.6 - do MEFG/E). Nos elementos cortados pela trinca, a
integracao numérica ¢ realizada a partir de subdivisao em células triangulares, com trés
pontos de Gauss em cada célula. Na regiao de enriquecimento geométrico das fungoes
trigonométricas, os elementos de mistura sao integrados com 12 x 12 pontos de Gauss. Os
demais elementos da malha sao integrados com 8 x 8 pontos, seguindo Oliveira (2018),
embora o nimero minimo de pontos pudesse ter sido utilizado produzindo exatamente o

mesmo resultado.

Os resultados obtidos para o condicionamento podem ser vistos na Fig. 4.10. Nesta,
sdo dispostas também as taxas de crescimento do condicionamento para as diferentes

estratégias de enriquecimento estudadas.

Pode-se perceber que as abordagens que empregam apenas um termo para compor a
funcao trigonométrica (EE-II do MEFG/X, e EE-II-A e EE-II-B do MEFG-E) sdao aquelas
que obtém os menores niimeros de condicionamento, bem como as menores taxas de cresci-
mento. De fato, considerando que, segundo Babuska e Banerjee (2012), o condicionamento

de um MEFG-E deve ter sua taxa de crescimento da ordem de A2, o que equivaleria,
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Figura 4.10 — Numeros de condicionamento escalonados C' (K) pelo nimero de graus de
liberdade (NGL) para as trés malhas da Fig. 4.9.

em termos de NGL para problemas 2D, a algo préximo da unidade, os resultados obtidos
indicam que estas estratégias de enriquecimento estao proximas do comportamento al-
mejado. Deve-se observar inclusive que, embora as respostas estejam bastante préximas,
podendo ser consideradas equivalentes, diferentemente do que ocorreu na secao 4.1, os
menores nimeros de condicionamento das estratégias de enriquecimento estudadas, bem
como a menor taxa, pertencem a EE-IT do MEFG/X, ou seja, a estratégia que combina
as fungoes de Heaviside nodalmente deslocadas com a fungao trigonométrica nodalmente
deslocada (ver tabela 4.1) - ndo a uma abordagem do MEFG-E que empregasse as fungdes

de Heaviside modificadas pelo parametro de estabilizagao.

Tabela 4.1 — Ntmeros de condicionamento escalonados C (K) das estratégias EE-II para
as trés malhas da Fig. 4.9.

Estratégia de Enriquecimento Malhas
1 2 3
EE-II MEFG/X 5,55E4+03 7,22E4+04 7,32E+05
EE-II-A MEFG-E 591E403 7,49E+04 7,47E+05
EE-II-B MEFG-E 5,7TE4+03  7,39E+04 7,47E+05

Ha que se fazer, no entanto, uma ressalva acerca do problema estudado. Embora tenha
sido uma andlise preliminar que permitiu tecer algumas observagoes iniciais sobre a
performance das estratégias de enriquecimento e selecionar as estratégias empregadas
nos experimentos dos capitulos posteriores, deve-se ter em mente que o problema em
questao (Fig. 4.8) possui singularidade no campo de tensoes na ponta da trinca. Isso
significa que as fungoes trigonométricas propostas no capitulo 3 nao sao capazes de
reproduzir o comportamento da solugao nas vizinhancas da trinca. Por esta razao, apenas

o condicionamento foi avaliado. Portanto, deve-se ter certa parcimonia na interpretagao
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dos resultados, embora algumas tendéncias possam sim ser destacadas. Posteriormente,
em problemas mais adequados as fungoes selecionadas, discutir-se-a a acuracia das diversas

abordagens.

Quando as estratégias de enriquecimento optam por empregar 6 termos para compor o
enriquecimento trigonométrico (EE-III do MEFG/X, e EE-III-A e EE-III-B do MEFG-
E), observa-se uma deterioragdo do condicionamento. Os C’(K)s verificados para estas
abordagens sao nao s6 maiores como também suas taxas de crescimento estao acima
daquelas observadas para as EE-II. Particularmente, para o MEFG/X o condicionamento
cresce mais vertiginosamente, enquanto que os MEFG-Es tém comportamentos muito
similares e possuem uma taxa mais baixa (§ = 1,96 contra = 3,27 para o MEFG/X).
Isso indica que, para a EE-III, a estratégia de subtragdo do interpolante esta de fato
tendo algum impacto na estabilizacdo numérica da abordagem em questdo, ainda que
produza, neste caso, uma taxa um pouco acima da esperada. Este comportamento parece
ser recorrente quando a base de fungoes trigonométricas empregada como enriquecimento
é ampliada. Em resultados que nao serao aqui exibidos por concisao do equacionamento do
capitulo 3, ja que esta estratégia de enriquecimento mostrou-se precocemente inviavel do
ponto de vista computacional, testou-se inclusive empregar todos os nove termos nao-
singulares propostos por Wang e Waisman (2018) como enriquecimento no problema
discutido nesta secdo. A consequéncia é uma deterioracao ainda mais significativa dos
C(K)s para o MEFG/X, com esta abordagem atingindo uma taxa 5 = 4,28. Os MEFG-
Es, por outro lado, nesse contexto, apresentam taxas de crescimento 5 = 1,79 (ou seja,
ainda muito abaixo da taxa verificada para a EE-III do MEFG/X e um pouco abaixo da
taxa das estratégias EE-III do MEFG-E), indicando certa estabilidade de comportamento
apesar do acréscimo de graus de liberdade introduzidos pelo aumento no niimero de termos

empregados na fungao trigonométrica.

4.2.2 FEstudo de robustez

O experimento numérico discutido na se¢ao 4.2.1 apresenta a configuragao de trinca mais
favoravel possivel, com a descontinuidade particionando os elementos que atravessa em
duas porgoes iguais. Assim sendo, é pertinente estudar também a robustez das estratégias
de enriquecimento consideradas. Para tal, a trinca foi progressivamente aproximada das
arestas inferiores dos elementos da malha 1 da Fig. 4.9, com um decréscimo incremental de
sua coordenada y original de h/16 conforme Fig. 4.11, sendo h =1 a altura dos elementos
finitos atravessados pela descontinuidade, até a coordenada y = 7,5625, a mais proxima da
coordenada das arestas inferiores (y = 7,5000). O gréfico da Fig. 4.12 mostra, em escala
logaritmica, o comportamento dos nimeros de condicionamento escalonados C (K) com a

variagao do parametro ¢/h.
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Figura 4.12 — Robustez das estratégias de enriquecimento consideradas.

Pode-se perceber que as abordagens propostas sao robustas, variando muito pouco os
valores obtidos para os nimeros de condicionamento a medida que a trinca se aproxima
da aresta. De fato, este era um resultado esperado para as estratégias EE-II e EE-
III do MEFG/X e EE-II-B e EE-III-B do MEFG-E, visto que todas elas empregam
as fungoes de Heaviside nodalmente deslocadas, o que, associado ao pré-condicionador
(SANCHEZ-RIVADENEIRA; DUARTE, 2020) e a estratégia de integracdo numérica
adotados contorna as eventuais limitagoes de robustez relacionadas ao uso das fungoes
de Heaviside. Ao que tudo indica, as func¢oes de Heaviside propostas por Wu e Li (2015b)
também sdo robustas. Pode-se questionar, no entanto, em face dos resultados das demais
abordagens, o desempenho das estratégias EE-III do MEFG-E que, depois de oscilar um
pouco, tém um acréscimo em seus C’(K)s com a aproximacao da descontinuidade das
arestas dos elementos. No entanto, a autora frisa que, em testes similares conduzidos
na literatura, como por exemplo em Zhang, Babuska e Banerjee (2016) ou em Sanchez-
Rivadeneira e Duarte (2020), fungoes enriquecedoras consideradas nao robustas tiveram
acréscimos muito maiores em seus nimeros de condicionamento a medida que a trinca
se aproxima da aresta. No primeiro trabalho, salta-se de um C’(K) da ordem de 10°
para um C(K) da ordem de 10%, enquanto, no segundo, tem-se um salto de menor
amplitude - mas ainda assim de algumas ordens superior - de 10 para 10”. Assim sendo,
considerou-se o resultado ilustrado na Fig. 4.12 para as EE-III do MEFG-E mais como

um ponto de atencao do que como uma evidéncia de falta de robustez desta estratégia de
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enriquecimento.

4.3 Conclusoes parciais

Na secao 4.1, as fungoes de Heaviside empregadas nas estratégias EE-I do MEFG/X e do
MEFG-E, e para composicao das demais estratégias de enriquecimento, foram verificadas
e estudadas. Constatou-se que, a excecao de EE-I-H,,,q com valores relativamente altos
do parametro «, todas as abordagens foram capazes de representar a perda de capacidade
de carga da estrutura analisada com a propagacao da trinca. Com isso, foi definido o valor
do parametro de estabilizacao empregado nos demais experimentos desta tese, o = 0,1.
Constatou-se ainda que a as fungoes de Heaviside lineares (EE-I-Hy, do MEFG-E) nao
sao robustas, tendo o condicionamento da matriz de rigidez associada a esta aproximagao
experimentado deterioracao com a evolucao da propagacao quando a trinca se aproxima
da aresta dos elementos. Com isso, decidiu-se por abandonar o emprego desta estratégia

de enriquecimento nos experimentos numéricos conduzidos em capitulos posteriores.

A secao 4.2, por sua vez, traz um estudo de estabilidade numérica das estratégias EE-II
e EE-III em termos do niimero de condicionamento escalonado C(K) (egs. (4.1) e (4.2)).
As estratégias de enriquecimento EE-II do MEFG/X e do MEFG-E nao s6 atingiram as
taxas de crescimento almejadas para seus respectivos C' (K)s, como também se mostraram
robustas no que concerne a posi¢ao relativa entre a descontinuidade e a malha. Nas estra-
tégias EE-III, por outro lado, houve deterioragdo no condicionamento com o refinamento
da malha, principalmente para o MEFG/X, no qual a taxa de crescimento foi de cerca
de trés vezes o valor buscado para uma abordagem “estavel” (ZHANG; BABUSKA;
BANERJEE, 2016). Apesar disso, a estratégia EE-III do MEFG/X se mostrou uma
abordagem robusta. As estratégias EE-III do MEFG-E, embora tenham atingido taxas
mais baixas de crescimento dos C' (K)s com o refinamento da malha - indicando que,
para malhas suficientemente refinadas, a estratégia de subtracao do interpolante tem de
fato impacto na estabilizacao do condicionamento - ainda estiveram um pouco acima dos
valores esperados, e mostraram um desempenho em termos de robustez inferior ao das
demais estratégias. Ainda que se possa considerar as abordagens robustas, visto que a
deterioragao dos C' (K)S com a aproximacao da trinca da aresta nao foi significativa, este

deve ser um ponto de atencdo nos experimentos numéricos que se seguirao.
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5 Simulacao da Propagacao de Trincas com Modelo de Zona

Coesiva em Meio Linear Elastico

Neste capitulo, a performance das estratégias de enriquecimento propostas no capitulo
3, com excecao da estratégia EE-I-H;, do MEFG-E, devido a falta de robustez observada
na se¢ao 4.1.2, é estudada em trés problemas de referéncia da literatura que envolvem
a simulacdo da propagacao de trincas com modelo de zona coesiva. Até onde vai o
conhecimento da autora, com exce¢do dos conceitos iniciais discutidos no trabalho de
Oliveira, Barros e Penna (2022) como parte dos desenvolvimentos desta tese, é a pri-
meira aplicagdo do MEFG-E a este tipo de problema na presenga de enriquecimento(s)
trigonométrico(s). O material dos elementos das malhas adotadas para os diferentes
experimentos ¢é representado a partir de um material linear elastico isotrépico, cujos
parametros, que variam conforme o experimento, sdo dispostos nas secoes pertinentes. O
modelo coesivo empregado, portanto, foi descrito nas se¢oes 3.3.1.1 e 3.3.2.1 do capitulo
3. Como definido no capitulo 4, o valor adotado para o parametro de estabilizagao
empregado na estratégia EE-I-H,,oq é a = 0,1. O desempenho das diferentes estratégias é
estudado mediante comparacgao dos resultados obtidos com resultados experimentais, além
de outros modelos numéricos de referéncia, quando disponiveis, a partir das trajetorias
de equilibrio. O condicionamento de cada uma das abordagens é avaliado, em cada passo
da anélise, a partir do nimero de condicionamento escalonado, C(K) (eqs. (4.1 ) e (4.2)).
As abordagens se mostram, em geral, acuradas e bem condicionadas. Os desempenhos
do MEFG/X e do MEFG-E sao bastante similares. As estratégias que empregam o(s)
enriquecimento(s) trigonométrico(s) (EE-II e EE-III) podem ser consideradas vantajosas
nos experimentos em que cresce a influéncia do modo II na propagacao da trinca, ja que
apresentam maior sensibilidade para capturar mudangas de trajetoria nestas situacoes.
Nos problemas em que o modo I é significativamente predominante, as estratégias EE-I, a
despeito de sua maior simplicidade, apresentam desempenho satisfatério. As abordagens
EE-IIT se mostraram, com a implementacao atual do codigo, invidveis do ponto de vista
computacional, retornando tempos de analise muito acima das demais, principalmente
quando um incremento de trinca pequeno em relacado ao tamanho do elemento finito é

empregado.

5.1 Ensaio de Tragdo com Entalhes Assimétricos de Shi et al. (2005)

O primeiro exemplo tratado neste capitulo consiste na reproducao de um ensaio de tragao
de uma chapa retangular com entalhes assimétricos espacados verticalmente de 15 mm,

e submetida a um carregamento uniformemente distribuido em sua face superior. Este
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Figura 5.1 — a) Geometria e carregamento da chapa com entalhes assimétricos. Dimensoes
em mm. b) Malha (elementos com dimensoes de 2,5 x 3,0 mm) e condigoes
de contorno.

espécime foi ensaiado por Shi et al. (2005). A geometria, carregamento e condigoes
de contorno, assim como a malha empregada nos experimentos, podem ser vistos na
Fig. 5.1. A chapa ¢ modelada em estado plano de tensao, com elementos quadrilaterais
do tipo Q4. Os seguintes pardmetros de material (AZEVEDO, 2019) foram adotados:
médulo de Elasticidade ou de Young E = 31 000,0 N/ mm?, coeficiente de Poisson
v = 0,20, resisténcia a tracdo f; = 3,0 N/mm?, energia de fratura Gy = 0,050 N/mm, e
resisténcia inicial ao cisalhamento dini, = 0,0 N/mm?3. Para as estratégias que empregam
enriquecimento(s) trigonométrico(s), um incremento de trinca de 2,0 mm (cerca de 2h/3)
foi assumido. Procurou-se trabalhar, nos experimentos conduzidos nesta tese, com incre-
mentos de trinca suficientemente pequenos para produzir a necessidade de atuacao do
enriquecimento trigonométrico mas nao pequenos demais para gerar um acimulo de erros
em razao das mudancas de diregdo da trinca no interior de um elemento (BELYTSCHKO;
BLACK, 1999). Outros estudos sobre a influéncia deste parametro nos resultados poderao
ser conduzidos em trabalhos futuros. O deslocamento vertical de todos os nds da face
superior (SHI et al., 2005) foi incrementado em 0,0005 mm por 500 passos. A andlise ndo
linear ¢ solucionada a partir do método de Newton-Raphson, com equilibrio tangente e

tolerancia para convergéncia em termos de deslocamentos de 1 x 1074, Os entalhes sao
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simulados a partir das fungoes de Heaviside pertinentes a cada uma das estratégias de

enriquecimento estudadas.

A integracao numérica dos elementos cortados pela trinca é realizada a partir da sub-
divisao destes elementos em células triangulares, empregando, assim como no capitulo
anterior, a implementagao desenvolvida por Campos (2020). Foram adotados trés pontos
de Gauss em cada célula triangular para todas as abordagens. Os demais elementos da
malha, nao atravessados por descontinuidade, foram integrados a partir da quadratura
gaussiana convencional, com 4 x 4 pontos, valor default do INSANE para o MEFG/X e
abordagens derivadas, embora o niimero minimo de pontos pudesse ter sido utilizado. Por
fim, para integracao das forcas coesivas sobre os segmentos de trinca foram adotados, assim
como em Moés e Belytschko (2002), quatro pontos de Gauss por segmento para todas as
estratégias. Este procedimento de integracao numérica, a nao ser quando especificado o

contrario, foi empregado em todos os experimentos numéricos realizados neste capitulo.

A Fig. 5.2 ilustra as trajetorias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias de
enriquecimento estudadas, comparando-as com a resposta experimental de Shi et al.

(2005) e com o modelo numérico de Sancho et al. (2006).
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Figura 5.2 — Trajetorias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias de enriqueci-
mento aqui propostas para a malha da Fig. 5.1.

E possivel observar na Fig. 5.2 que todas as trajetérias do equilibrio, com excecdo das
referentes as estratégias EE-III do MEFG-E, foram capazes de bem representar a evolugao
da propagacdo com a malha considerada. As trajetorias em questdo se aproximam das
cargas de pico obtidas tanto pelo experimento quanto pelo modelo numérico de Sancho
et al. (2006), e estao praticamente entre ambas as curvas no amolecimento, especialmente
nos passos finais. As diferentes estratégias de enriquecimento, com excecao das abordagens

ja mencionadas, tém desempenhos muito similares. Desta forma, a fim de melhor avaliar
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a qualidade das curvas, optou-se por empregar uma medida d, presente no trabalho de

Paiva (2023). Para o experimento constante nesta se¢ao, define-se d, como

|5 1/2
4= [5sz] (1)
=1

onde d; = Pl — PZ.P " sendo Pl a carga observada na curva experimental e PZ-P " a carga
registrada para as diferentes solugoes numéricas para uma dada coordenada da abscissa.
Os pontos de calculo foram escolhidos dividindo a largura da trajetéria experimental,
que vai até um deslocamento de 0,2 mm, em cinco intervalos. Como em Paiva (2023),
menores valores de d, indicam maior concordancia com a curva do experimento. A tabela
5.1 mostra os resultados obtidos para cada uma das estratégias consideradas, com excegao

das estratégias EE-III do MEFG-E, que nao completaram todos os passos da analise.

Tabela 5.1 — Parametro d, das diferentes estratégias de enriquecimento utilizadas para a
solucao do problema da Fig. 5.1.

Estratégia de Enriquecimento d,
EE-I MEFG/X 0,020168013
EE-I-H,,0,g MEFG-E 0,021950854
EE-IT MEFG/X 0,019381203
EE-1I-A MEFG-E 0,019917938
EE-1I-B MEFG-E 0,018945863
EE-IIT MEFG/X 0,017683427

Por ela, constata-se que as abordagens que conseguiram completar todos os passos de
analise, com a malha considerada, tiveram de fato respostas muito préximas, diferindo em
geral, com algumas excegoes, na terceira casa decimal para a determinacao do parametro
d,. A estratégia que se mostrou mais acurada foi a estratégia EE-III do MEFG/X. Pode-
se considerar este um resultado esperado, visto que a inclusdo de mais termos a func¢ao
trigonométrica a principio deve produzir uma melhoria na representagdo do campo de
tensoes nas proximidades da ponta da trinca. No entanto, destaca-se também o bom
desempenho das estratégias de enriquecimento EE-II, que empregam apenas uma fungao
trigonométrica. Entre estas, a abordagem EE-II-B do MEFG-E mostrou-se, por uma
pequena diferenca, a mais acurada. As estratégias EE-II do MEFG/X e EE-II-A do
MEFG-E ficaram bastante proximas, diferindo apenas na quarta casa decimal, com ligeira
vantagem para a abordagem do MEFG/X. Isso parece indicar que os eventuais ganhos de
acuracia obtidos pela aplicacao da estratégia do interpolante sobre a func¢ao trigonométrica
sao compensados pelas eventuais perdas de se trocar as fungoes de Heaviside nodalmente
deslocadas pelas func¢oes de Heaviside modificadas pelo parametro de estabilizagdo. De
fato, Wu e Li (2015b) propuseram estas fungoes como “um meio-termo” entre acuracia e

condicionamento, ou seja, ja tendo em vista que seriam melhor condicionadas mas menos
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acuradas que as fungoes de Heaviside convencionais. Os valores de d,. da tabela 5.1 para as
estratégias EE-I confirmam que as fung¢oes de Heaviside nodalmente deslocadas (EE-I do

MEFG/X) possuem um pouco mais de acurdcia que as fungoes de Heaviside modificadas
(EE-I-Hy0q do MEFG-E).

A tabela 5.2 mostra ainda as cargas de pico obtidas para as diferentes abordagens estu-
dadas, novamente, com exce¢ao das EE-IIT do MEFG-E. Os valores em geral sao bastante
razoaveis, e representam suficientemente bem aquilo que foi verificado em laboratorio.
Nota-se que as estratégias EE-I foram as que mais se aproximaram da carga atingida
no experimento, estando também bastante préximas do valor alcancado pelo modelo de
Sancho et al. (2006). Depois delas, a estratégia que mais se aproximou da carga de pico
esperada foi a EE-II-B do MEFG-E, que atinge um valor mais alto que quaisquer das ou-
tras abordagens que empreguem enriquecimento trigonométrico. Para um mesmo método
numérico (por exemplo, estratégias EE-1, EE-IT e EE-IIT do MEFG/X), o acréscimo de
fungoes trigonométricas parece conduzir a uma ligeira reducao dos valores de carga de
pico.

Tabela 5.2 — Cargas de pico obtidas para as diferentes estratégias de enriquecimento
utilizadas para a solugdo do problema da Fig. 5.1.

Estratégia de Enriquecimento Carga de Pico (kN)
Experimental (SHI et al., 2005) 1,1248
Modelo Numérico de Sancho et al. (2006) 1,0960
EE-I MEFG/X 1,0933
EE-I-H;,og MEFG-E 1,0931
EE-II MEFG/X 1,0625
EE-II-A MEFG-E 1,0699
EE-1I-B MEFG-E 1,0716
EE-IIT MEFG/X 1,0522

No que concerne a representacao das trajetorias assumidas pelas trincas, as Figs. 5.3 e 5.4
revelam que as estratégias consideradas, em geral, possuem uma boa concordancia com as
trajetérias simuladas pelo modelo numérico de Sancho et al. (2006), e uma representacao
aceitavel do comportamento experimental. A Fig. 5.4, em particular, detalha as trajetorias
de trinca obtidas para todas as estratégias de enriquecimento investigadas nesta secao,
com excecao das abordagens EE-III do MEFG-E. As figuras sdo parecidas, com pequenas
diferengas na geometria observada e com as estratégias que empregam enriquecimento
trigonométrico fazendo a curva perto do contorno de forma mais suave em relagao as
estratégias que utilizam apenas enriquecimentos de Heaviside. Tais curvas nao ocorrem
nem no modelo numérico de Sancho et al. (2006) nem no experimento (Fig. 5.3). Acredita-
se que, nos modelos apresentados neste capitulo, esta configuracao possa ter relagao com
os pontos escolhidos para determinagao dos fatores de intensidade de tensdao (que, por

sua vez, determinam a diregdo assumida pela trinca) com base no raio da integral de
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Figura 5.3 — Trajetdrias de trinca obtidas por a) EE-II-B do MEFG-E b) Modelo numérico
de Sancho et al. (2006) c¢) Ensaio de Shi et al. (2005). Os experimentos
numéricos aqui realizados se basearam na configuragao dos entalhes do
modelo de Sancho et al. (2006).

interagao (74, se¢ao 3.3.2.1). Nas proximidades do contorno, cresce a influéncia dos pontos
de integragao anteriores a ponta da trinca, ja que o circulo de interagao pode ultrapassar
os limites do dominio. Esta questao podera ser avaliada em trabalhos futuros. Nota-se,
por fim, que, na estratégia EE-III do MEFG/X, as trincas propagam um pouco mais que

nas demais estratégias.

As estratégias EE-III do MEFG-E, diferentemente das demais abordagens e ao con-
trario do inicialmente esperado, falham em representar completamente, para a malha
considerada, o fendmeno estudado. As trincas inferiores acabam sofrendo uma mudanca
prematura de trajetéria, como pode ser visto na Fig. 5.5. A partir dai, os modelos deixam
de reproduzir adequadamente a evolucao da propagacao das trincas, o que incorre num
travamento com posterior perda da capacidade de representar as trajetorias de equilibrio,

como se anteviu pela Fig. 5.2.

Até onde foi possivel apurar, nao se pode atribuir este comportamento a uma deterioragao
no condicionamento, ja que, como apresentara a Fig. 5.7, a mudanca na trajetoria antecede
qualquer valor anémalo verificado para C’(K) (o passo 81 corresponde a um desloca-
mento de 0,0405 mm). Algumas hipé6teses foram consideradas para tentar explicar este
desempenho inferior aqueles das demais abordagens. A principal delas é que se trata de
instabilidade numérica, que poderia ser provocada ou evitada com pequenas perturbagoes

no valor de determinados pardmetros da analise. Acredita-se que, por serem estratégias
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EE-II-B MEFG-E EE-IIl MEFG/X

Figura 5.4 — Detalhe das trajetérias de trinca obtidas para as diferentes estratégias de
enriquecimento investigadas nesta se¢ado no passo 500.

Figura 5.5 — Detalhe das trajetorias de trinca obtidas para a EE-III-A do MEFG-E no
passo 81.

que empregam um ndimero significativamente maior de fungoes trigonométricas (seis por
diregdo por né) em relagdo as outras abordagens, sua aproximacao se torne mais sensivel
a variagdo dos demais pardametros da andlise. O indicio que atua a favor desta hipotese
¢ basicamente que alterando o incremento de trinca para 1 mm (h/3) a trajetéria se
modifica suficientemente para que tal curva ndo mais ocorra. Nesse contexto, resultados

razoaveis sao alcancados, por exemplo, com a EE-ITI-B do MEFG-E. Esse comportamento
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instavel pode inclusive estar associado a natureza deletéria dos dois primeiros termos do
enriquecimento da eq. (3.75) apds a aplicagao do interpolante (ver apéndice B). Por outro
lado, o aumento do nimero de pontos de integracao teve pouquissimo efeito e, embora
atrase a mudanca de direcao, nao evita que ela ocorra. Tampouco houve sucesso com
alteracdes na tolerdncia da anélise ndo linear (baixando-a, por exemplo, para 1 x 107°),

que produziu comportamento similar ao do aumento do nimero de pontos de integracao.

O que se pode afirmar, comparando o momento anterior ao problema ocorrido com as
estratégias de enriquecimento EE-III do MEFG-E com o de outras abordagens, é que
existem pequenas diferengas na geometria assumida pelas trincas entre elas. A Fig. 5.6
traz uma comparacao entre essas diferengas. Pode-se notar que, enquanto a abordagem
EE-II-B do MEFG-E ainda guardava alguma “simetria”, as estratégias EE-III ja a haviam
perdido. A diferenca entre a geometria das trincas na EE-III do MEFG/X e na EE-III-A
do MEFG-E é que, enquanto para o MEFG/X a descontinuidade inferior propagou mais,
para o MEFG-E ocorre o contrario. Nessa configuracao, a curva da trinca inferior desta
abordagem estd inclusive mais acentuada para cima que sua equivalente do MEFG/X. Em
todo caso, os experimentos realizados para investigar esta anomalia foram limitados por
questoes de viabilidade computacional. Enquanto as demais estratégias de enriquecimento
eram capazes de rodar as analises em no maximo algumas horas, as EE-III - incluso a EE-
[T do MEFG/X - demoravam em alguns casos véarios dias numa méquina com Windows
11, 64 bits, processador AMD Ryzen 7 5800H 3.20 GHz e 16 GB de RAM. Acredita-se
que isso se deva a forma com que a implementacao computacional foi realizada. A cada
incremento de trinca surgido em um elemento finito, o enriquecimento de trinca anterior
é “congelado”, ou seja, tem os graus de liberdade associados a ele restritos (OLIVEIRA;
BARROS; PENNA, 2022). Este processo se da com o objetivo de nao perder a informagao
a eles relacionada no vetor de deslocamentos e de garantir que o novo enriquecimento -
que representa uma nova ponta de trinca - seja também inicializado em uma posicao
compativel do mesmo vetor. No entanto, para que o sistema INSANE monte a matriz
de rigidez a ser resolvida, associada aos graus de liberdade incégnitos, ou seja, nao
restritos, o algoritmo do software requer que sejam montadas as matrizes totais de cada
elemento finito, independentemente de ele ter graus de liberdade restritos ou nao. Isso
significa que a matriz dos elementos que contém/contiveram a ponta de uma trinca pode
crescer significativamente para as estratégias EE-III ja que, até que a descontinuidade
finde a travessia do elemento, quando serao inseridas fungoes de Heaviside, a cada troca
de enriquecimento trigonométrico serao acrescidos 12 graus de liberdade por né. De
fato, em resultados que nao serdao aqui mostrados, constatou-se que, entre as tarefas
executadas para a solug¢ao do problema com as abordagens EE-III, aquela que consome
maior tempo com o decorrer da analise passa a ser justamente a montagem do sistema

de equacgoes. Portanto, a inviabilidade computacional da estratégia em questao nao é
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um problema das func¢des em si, mas de tratamento dado ao problema algébrico pelo
software utilizado. Assim sendo, neste capitulo ainda serao expostos os resultados obtidos
com estas abordagens em um dos experimentos numéricos aqui apresentados. No entanto,
no experimento restante e nas andalises do capitulo seguinte, por questoes de tempo, foi

preciso abandonar a investigagao destas estratégias.

Figura 5.6 — Detalhe das trajetérias de trinca obtidas para: a) EE-II-B do MEFG-E; b)
EE-IIT do MEFG/X e ¢) EE-III-A do MEFG-E no passo 80.

A Fig. 5.7 mostra o condicionamento das diferentes estratégias de enriquecimento es-
tudadas. Como esperado, com base nos experimentos prévios realizados no capitulo 4,
nenhuma das abordagens acusa problema de robustez. As estratégias estao, na verdade,
para os padroes do MEFG/X e métodos derivados, bem condicionadas, e tém desempenhos
similares. A observacao da Fig.5.7b indica que ao fim da andlise, a estratégia que chega
com os menores C'(K)s é a EE-IT do MEFG/X, seguida de perto pela EE-I do MEFG /X e
pela EE-II-B do MEFG-E. Nota-se ainda que as estratégias que empregam 6 termos para
compor o enriquecimento trigonométrico (EE-III), salvo excegdes de eventuais oscilagoes,

possuem numeros de condicionamento um pouco acima das demais abordagens. No en-
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Figura 5.7 — a) Nimeros de condicionamento escalonados C (K), a cada passo, calculados
para as diferentes estratégias empregadas para solugao da malha da Fig. 5.1.
b) Detalhe dos C'(K)s ao fim da anélise.

tanto, deve-se destacar que, no que concerne a este aspecto, o desempenho de todas as

abordagens que completaram a andlise foi considerado bastante satisfatorio.

Cabe observar que a boa performance do MEFG/X em termos de condicionamento sé é
possivel em razao da combinagao entre as fungoes de Heaviside nodalmente deslocadas -
que resolvem a questao da dependéncia linear nos elementos de mistura - e a estratégia
de integracao numérica aqui adotada, que resolve eventuais dependéncias relacionadas ao
particionamento desproporcional de elementos atravessados pela trinca. Em particular,

deseja-se destacar a importancia do emprego de uma estratégia de integracao numérica
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adequada. Os bons resultados do MEFG/X nao podem ser conquistados, para o mesmo
experimento, com a mesma malha, e com o mesmo nimero de pontos de Gauss por
elemento quando se emprega a integracdo convencional. As Figs. 5.8 e 5.9 mostram o
que ocorre com as estratégias EE-1 e EE-II do MEFG/X, em termos de aproximagao e
condicionamento, quando a estratégia de integracao com subdivisao dos elementos em

células triangulares é abandonada.

8.000 - Experimental M
—— Modelo Numérico de Sancho et al. (2006)
— 6.000 |- EE-I MEFG/X - IC |
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Figura 5.8 — a) Trajetérias de equilibrio obtidas para as estratégias de enriquecimento
EE-I e EE-IT do MEFG/X empregando integragao convencional (IC), com
4 x 4 pontos de Gauss por elemento. b) Trajetérias de equilibrio eliminando
o tdltimo ponto da estratégia EE-I do MEFG /X utilizando IC.

Pode-se perceber uma deterioragao severa do condicionamento das estratégias do MEFG /X,
cujos C’(K)s passam de algo da ordem de 107 para 1016 e 10%6, até os passos onde foi pos-
sivel manter a andlise, para as estratégias EE-I e EE-II, respectivamente. Como o solucio-
nador escolhido para resolver os sistemas de equagoes, deste experimento e dos anteriores,
com base nos resultados do capitulo 4, é o solver 200 do INSANE - um solucionador mais
eficiente computacionalmente, que trabalha com um método direto baseado em decom-
posicado LU multifrontal (https://people.engr.tamu.edu/davis/suitesparse.html)
- a perda de acuracia ocorrida em decorréncia da perda de estabilidade numérica é
imediata, como se nota nos gréaficos da Fig. 5.8. De fato, em casos de dependéncia linear no

contexto do MEFG/X seria mais adequado trabalhar com um solucionador associado ao
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Figura 5.9 — Numeros de condicionamento escalonados C' (K), a cada passo, calculados
para as estratégias de enriquecimento EE-I e EE-IT do MEFG /X empregando
integragao convencional (IC), com 4 x 4 pontos de Gauss por elemento.

procedimento iterativo de Babuska (STROUBOULIS; BABUSKA; COPPS, 2000) para
que a andlise pudesse prosseguir por todos os passos. Mesmo neste caso, neste experimento,

as solugbes acabam divergindo em algum momento, em fun¢do do acimulo de erros.

Figura 5.10 — Detalhe das trajetérias de trinca obtidas para a EE-I do MEFG/X com IC
nos passos: a) 18; b) 19.

Estes resultados podem ser explicados observando as trajetérias da trinca nos passos
imediatamente anterior e posterior a deterioragdo ocorrida no condicionamento (Figs.

5.10 e 5.11). Observa-se que tal deterioracdo se dé justamente no momento em que a
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Figura 5.11 — Detalhe das trajetérias de trinca obtidas para a EE-IT do MEFG /X com IC
nos passos: a) 17; b) 18.

Tabela 5.3 — Ntmero de condicionamento escalonado C(K) das abordagens EE-I e EE-IT
do MEFG/X na proximidade dos passos criticos.

EE-I MEFG/X EE-II MEFG/X

Passo C(K) C(K)
16 3,94E+04 3,85E4-04
17 4,12E+04 4,07E-+04
18 4,41E+04 9,83E+15
19 2,39E+416 5,06E+16

trinca particiona um elemento finito em areas muito desiguais, de tal forma que uma das
areas nao contém nenhum ponto de Gauss. Essa correspondéncia fica ainda mais clara
quando consultamos a Fig. 5.9 e a tabela 5.3, que traz os nimeros de condicionamento
escalonados das abordagens nos passos em questao (o passo 18 equivale a um deslocamento
de 0,0090 mm, enquanto o passo 19 corresponde a um deslocamento da face superior de
0,0095 mm nos graficos das Figs. 5.8 e 5.9). E, portanto, uma deterioragao associada a
falta de robustez das fungoes de Heaviside. O mesmo problema se verificou para todas as
malhas dos diferentes experimentos aqui tratados, assim como para a EE-IIT do MEFG/X.
Destaca-se que, nessa situacao, na auséncia de uma metodologia de integracao adequada
no software empregado, o usuario do MEFG/X deve estar especialmente atento a esta
questdo. E preciso avaliar se o uso de um niimero muito grande de pontos de integracio
nos elementos cortados pela trinca é vidvel e suficiente, especialmente se a simulagao

envolver propagagcao.

Observa-se, por fim, que o emprego das fun¢ées de Heaviside modificadas pelo parametro
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Figura 5.12 — Trajetérias de equilibrio obtidas para as estratégias de enriquecimento
EE-II-A do MEFG-E empregando integracao com subdivisao em células
triangulares e integragdo convencional (IC), com 4 x 4 pontos de Gauss por
elemento.
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Figura 5.13 — Numeros de condicionamento escalonados C (K), a cada passo, calculados
para as estratégias de enriquecimento EE-II-A do MEFG-E empregando
integracao com subdivisao em células triangulares e integragao convencional
(IC), com 4 x 4 pontos de Gauss por elemento.

de estabilizagdo na estratégia EE-II-A do MEFG-E tornou a abordagem imune ao pro-
blema de condicionamento ocorrido com as EE-1 e EE-II do MEFG/X com emprego de
integracao convencional (Figs. 5.12 e 5.13). De fato, as Figs. 5.12 e 5.13 demonstram uma
boa concordancia entre os resultados da EE-II-A do MEFG-E com e sem o procedimento
de integracao numérica adotado para os resultados anteriores. No entanto, a estratégia de
subdivisao impacta também neste caso de forma significativa na acuracia da aproximacao.
No passo 223, correspondente a um deslocamento da face superior de 0,1115 mm, diferen-

temente do que ocorre para os resultados previamente mostrados, a trinca acaba sofrendo
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Figura 5.14 — Detalhe das trajetérias de trinca obtidas para a EE-II-A do MEFG-E com
IC nos passos: a) 222; b) 223; ¢) 224

uma curva que origina uma posterior propagacao patologica. A partir dai, constata-se que

a solucao deixou de representar o problema de forma adequada (Fig. 5.14).

5.2 Painel em L de Winkler, Hofstetter e Lehar (2004)

O segundo problema de referéncia estudado neste capitulo foi analisado experimental e
numericamente por Winkler, Hofstetter e Lehar (2004). Trata-se de um painel em L,
cuja geometria, carregamento e condi¢oes de contorno, bem como a malha adotada nos
experimentos (com elementos quadrados de dimensées 10 x 10 mm), podem ser vistas
na Fig. 5.15. A malha utilizada consta no trabalho de Wang e Waisman (2018), e,
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assim como no exemplo da sec¢ao 5.1, é estruturada. Os seguintes parametros de material
(WINKLER, 2001) foram adotados: médulo de elasticidade E = 25 850,0 N/ mm?,
coeficiente de Poisson v = 0,18, resisténcia a tracdo f; = 2,7 N/mm?, energia de fratura
de Gy = 0,0775 N/mm - a média entre os valores maximo e minimo obtidos experimen-
talmente por Winkler (2001) - e rigidez inicial ao cisalhamento dini; = 0,0 N/mm3. Para
as simulagoes conduzidas nesta secao que empreguem enriquecimento trigonométrico, o
tamanho do incremento de trinca é 6,0 mm (pouco menos de 2h/3). Os experimentos
numeéricos foram realizados empregando elementos quadrilaterais do tipo Q4. A anélise
nao linear foi conduzida a partir do método de Newton-Raphson com controle do desloca-
mento vertical no ponto de deslocamento vertical méximo (Fig. 5.15a), e um incremento
de 0,01 mm a cada passo, com 100 passos. A tolerdncia para convergéncia em termos de
deslocamentos foi assumida como 1 x 1076, e as simulacoes foram realizadas com equilibrio

tangente.

ponto de 500,0

deslocamento
maximo
q

250,0

250,0

espessura = 100

250,0
(@) (b)

Figura 5.15 — a) Geometria, carregamento e condigoes de contorno do painel em L.
Dimensdes em mm. b) Malha empregada.

Nao ha defeito inicial neste experimento. Isso implica que a trinca serd nucleada conforme
descrito na secdo 3.3.2.1. E vélido ressaltar que, em razao da obrigatoriedade de a trinca
passar pelo centroide do elemento (segao 3.3.2.1), a trinca inicial ndo saird exatamente
da quina do painel em L, como seria esperado. A integracao numérica se deu pelo mesmo
procedimento descrito para o experimento anterior. Neste exemplo, as estratégias EE-I11

nao foram investigadas, em razao dos motivos apresentados na secao 5.1.

As trajetorias de equilibrio obtidas pelas diferentes estratégias de enriquecimento podem
ser vistas na Fig. 5.16. Observa-se que praticamente todas as abordagens conseguem prover
um desempenho satisfatorio em termos de aproximacao das trajetorias de equilibrio. A
carga de pico se encontra inclusive dentro da faixa experimental para todas as abordagens
(ver também tabela 5.4), e as respectivas curvas possuem excelente concordancia com

o segundo modelo numérico de Winkler, Hofstetter e Lehar (2004). Deve-se notar, no
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Figura 5.16 — a) Trajetérias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias de
enriquecimento aqui propostas para a malha da Fig. 5.15. b) Detalhe das
trajetorias de equilibrio proximo a carga de pico. Os modelos numéricos de
referéncia sao de Winkler, Hofstetter e Lehar (2004).

Tabela 5.4 — Cargas de pico obtidas para as diferentes estratégias de enriquecimento
utilizadas para a solugao do problema da Fig. 5.15. Os valores referentes a
faixa experimental e aos modelos numéricos 1 e 2 foram extraidos de Winkler,
Hofstetter e Lehar (2004).

Estratégia de Enriquecimento Carga de Pico (kN)

Experimental Superior 1,0990
Experimental Inferior 0,9612
Modelo Numérico 1 1,0910
Modelo Numérico 2 1,0220
EE-I MEFG/X 1,0552
EE-1-Hy,0.g MEFG-E 1,0552
EE-II MEFG/X 1,0695
EE-II-A MEFG-E 1,0715
EE-1I-B MEFG-E 1,0725

entanto, que as estratégias EE-II do MEFG/X e EE-II-A do MEFG-E apresentam um
discreto travamento ao fim da analise, quase imperceptivel no primeiro caso, mas ja visivel

no segundo. Isso se deve a configuracao final assumida pela trinca como se pode perceber
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) d) e)

Figura 5.17 — Trajetérias de trinca obtidas para as diferentes estratégias de enriqueci-
mento empregadas para a solu¢ao do problema da Fig. 5.15 no passo 100:

a) EE-1 MEFG/X; b) EE-I-Hy0q MEFG-E; ¢) EE-II MEFG/X; d) EE-1I-A
MEFG-E; ¢) EE-II-B MEFG-E.

pela Fig. 5.17, que ilustra as trajetérias das descontinuidades no passo 100. No caso das
abordagens citadas, em razao da proximidade da zona de compressao, a trinca acaba
sofrendo uma curva em sua trajetéria, que conduz ao travamento visto na Fig. 5.16.
Acredita-se que isso se dé em funcio da maior sensibilidade da parte de enriquecimentos
trigonométricos para capturar mudancas na trajetoria, em razao da atuacdo de compres-
sao, quando comparadas as abordagens que empregam apenas as fungoes de Heaviside.
Observou-se que este comportamento varia um pouco, neste experimento, em fungao da
malha empregada e do tamanho do incremento de trinca utilizado. A Fig. 5.18 mostra,
por exemplo, o comportamento da estratégia EE-IT do MEFG/X com uma malha menos
refinada que emprega incremento de trinca de 4,0 mm (cerca de h/5) e com a mesma
malha dos experimentos conduzidos nesta secao, com incremento de trinca de 10,0 mm

(h). Em ambas as simula¢oes, o travamento ja nao se verifica (Fig. 5.19).

Nao se percebeu nenhum padrdo claro que levasse a esse tipo de resultado (nao hé

constancia em evitar o travamento diminuindo ou aumentando o incremento de trinca,
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a) b)

Figura 5.18 — Trajetérias de trinca obtidas obtidas para a estratégia EE-II do MEFG/X
em diferentes contextos: a) Com uma malha mais grosseira e um incremento
de trinca de 4 mm; b) Com a malha da Fig. 5.15 e um incremento de trinca
de 10 mm.

por exemplo). A hipdtese corrente é que, em razao de combinagdes malha/incremento,
a ponta da trinca pode cair numa regiao de tal proximidade com a zona de compressao
existente na borda do painel que induza a mudanca na trajetoria. A Fig. 5.20 mostra,
inclusive, uma comparacao entre os estados de tensao verificados para as estratégias EE-
II-A do MEFG-E (cujo resultado é muito préximo da estratégia EE-II do MEFG/X)
e a estratégia EE-II do MEFG/X com incrementos de trinca de 6,0 mm e 10 mm,
respectivamente, quando a trinca se encontra no elemento 1196, na iminéncia de uma
nova propagacao. Observa-se que com um incremento maior de trinca o passo no qual a
propagagao ocorre (35) é antecipado em relagao as estratégias que usam um incremento
de 6,0 mm , como é o caso da EE-II-A do MEFG-E, cuja propagacao ocorre apds o
passo 40. Desta forma, ¢é nitida a predominéncia de um estado mais tracionado na Fig.
5.20b em relacao a Fig. 5.20a no circulo empregado para célculo da integral de interacao
e subsequente determinacao dos fatores de intensidade de tensdao. Nota-se ainda que,
embora a abordagem EE-II-B do MEFG-E nao tenha apresentado o comportamento
verificado para as demais estratégias EE-II nos experimentos aqui exibidos, esta estratégia,
que também emprega enriquecimento trigonométrico, o mostrou em outras situagoes,
como em testes preliminares que consideraram o incremento de trinca igual a 5,0 mm. O
valor adotado para o incremento de trinca nos experimentos desta se¢ao se deu de forma

heuristica, tentando manter a coeréncia com o valor escolhido na secao 5.1.

No que concerne ainda a acuracia, as tabelas 5.4 e 5.5 exibem os valores obtidos para as
cargas de pico e para o parametro d, oriundos das diferentes estratégias de enriquecimento
investigadas para a malha da Fig. 5.15. Segue-se aqui a estratégia de Paiva (2023), que no

caso da existéncia de valores superiores e inferiores para a faixa experimental, define d;
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Figura 5.19 — Trajetérias de equilibrio obtidas para a estratégia EE-II do MEFG/X em
diferentes contextos. EE-II MEFG/X - 10 mm e EE-II MEFG/X - MO0
denotam, respectivamente, as andlises empregando a EE-IT do MEFG/X na
malha da Fig. 5.15 e com incremento de trinca igual a 10 mm, e a simulacao
que utiliza esta estratégia em uma malha menos refinada (Fig. 5.18a). Os
saltos da trajetéria de equilibrio da EE-IT MEFG/X - MO estao relacionados
a introdugao da trinca em uma malha mais grosseira. Os modelos numéricos
de referéncia sdo de Winkler, Hofstetter e Lehar (2004).

da eq. (5.1) como sendo d; = P — PiP " onde PF® ¢é a carga observada na curva experi-
mental em seu limite inferior, e PZ-P " continua sendo a carga registrada para as diferentes
solugoes numéricas em uma dada coordenada da abscissa. Os pontos de célculo foram
escolhidos de forma analoga ao que foi feito na secao 5.1, dividindo a largura da trajetéria
experimental, que vai até um deslocamento de 1,0 mm, em cinco intervalos. Nesse tipo de
situacao, Paiva (2023) define ainda o pardmetro de referéncia dﬁef , obtido considerando
um dfef = PiLab’ Sup _ PZ-Lab’ " com PiLab’ P o PZ-Lab’ nf yepresentando os valores de plab

medidos nos limites superior e inferior, respectivamente. Para o experimento desta secao,
dfel = 0,1165.

Tabela 5.5 — Parametro d, das diferentes estratégias de enriquecimento utilizadas para a
solucao do problema da Fig. 5.15.

Estratégia de Enriquecimento d,
EE-I MEFG/X 0,1338
EE-I-Hy,0,g MEFG-E 0,1334
EE-II MEFG/X 0,1121
EE-TI-A MEFG-E 0,0935
EE-II-B MEFG-E 0,1133

Observa-se pela tabela 5.5 que a estratégia que em tese possui o menor desvio em relagao
ao limite inferior da faixa experimental é a EE-II-A MEFG-E, seguida pela EE-II do
MEFG/X. No entanto, estes resultados devem ser interpretados com certa parciménia, em
razao do travamento sofrido por estas abordagens. Enquanto as demais estratégias seguem

perdendo capacidade de carga, como seria esperado, a EE-II-A do MEFG-E e a EE-II do
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(a) Estado de tensdo na direcdo y da estraté-
gia EE-II-A do MEFG-E no passo 40, na
iminéncia da propagacdo que gera a curva
responsavel pelo travamento visto na Fig.
5.16.

(b) Estado de tensao na diregdo y da estratégia
EE-II MEFG/X - 10 mm no passo 35, na
iminéncia da propagacao. Nesta situacao, a
curva que origina o travamento da trajetoria
de equilibrio nao ocorre.

Figura 5.20 — Comparagao entre os estados de tensao na diregdo y das estratégias EE-TI-A
do MEFG-E e EE-II do MEFG/X com incrementos de 6,0 mm e 10 mm,
respectivamente. O circulo representa uma estimativa do dominio que seria
empregado para computo da integral de interacao.

MEFG/X acabam se aproximando mais, nos passos finais, da faixa experimental, ainda
que nao estejam representando propriamente o comportamento real. Feita essa ressalva, a
estratégia de fato mais proxima do experimento seria a EE-II-B MEFG-E, embora a EE-I
do MEFG/X e a EE-I-H;,,q do MEFG-E tenham tido também um 6timo desempenho,
e as trés abordagens estejam proximas do desvio de referéncia dfef . A tabela 5.4 revela,
por sua vez, que todas as estratégias de enriquecimento sao capazes de prover cargas de

pico razoaveis, e dentro da faixa experimental, como mencionado anteriormente.

No que concerne ao condicionamento, a Fig. 5.21 mostra que, mais uma vez, as estratégias
de enriquecimento sao robustas e relativamente bem condicionadas. Ao fim da anélise,
trés das abordagens tém C(K)s menores e muito préximos: EE-I do MEFG /X, EE-I-
Hyoq do MEFG-E e EE-II-B do MEFG-E, com ligeira vantagem para as estratégias que
empregam apenas fungdes de Heaviside. A EE-I do MEFG/X e a EE-I-Hy,,q do MEFG-
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Figura 5.21 — Numeros de condicionamento escalonados C (K), a cada passo, calculados
para as diferentes estratégias empregadas para solucao da malha da Fig.
5.15.

E possuem, inclusive, performances muito similares neste experimento, tanto em termos
de acurdcia quanto de condicionamento. A EE-II-A do MEFG-E, por sua vez, também
termina a simulacdo com um valor de C' (K) relativamente baixo, embora tenha oscilado
em valores superiores pouco antes disso. A EE-II do MEFG/X, neste experimento, se
descola um pouco das demais estratégias, sofrendo uma ligeira deterioracdo, que leva
seus numeros de condicionamento escalonados, nos ultimos passos, para algo da ordem
de 10? (as outras abordagens terminam em algo da ordem de 107). A Fig. 5.21 apresenta
ainda os resultados de condicionamento de uma simulagdo que emprega um modelo de
fratura discreta de elementos finitos basecado em duplicagdo nodal (MEF). Estes valores
foram plotados, a despeito da inadequacao da malha disposta na Fig. 5.15 a este tipo
de modelo (o que compromete, inclusive, sua acurdcia), com o objetivo de prover um
parametro de comparagao para as simulagoes do MEFG/X e abordagens derivadas em
termos de comportamento almejado para o condicionamento. Nota-se que os C' (K)s do
MEF demoram um pouco mais a iniciar seu crescimento. Esta diferenca se da porque a
propagacao neste modelo demora um pouco mais a ser iniciada, em comparacao com 0s
modelos do MEFG/X e do MEFG-E. No entanto, pode-se afirmar que a ordem de grandeza
dos nimeros de condicionamento escalonados, com excegao da EE-II do MEFG/X, é
préoxima, e seu crescimento (inclinagdo média das tangentes as curvas) é também similar.
Essa é mais uma evidéncia em favor da estabilidade das estratégias de enriquecimento

aqui propostas.

Por fim, as trajetorias assumidas pelas trincas sao comparadas com a faixa experimental
na Fig. 5.22. Esta faixa foi obtida a partir de uma figura presente no trabalho de Wang
e Waisman (2018), utilizando o software WebPlotDigitizer. Nota-se que as estratégias
que possuem melhor concordancia com as trajetérias observados nos experimentos sao

aquelas que empregam apenas as fungoes de Heaviside (EE-I do MEFG/X e EE-I-Hy0q
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do MEFG-E). As demais estratégias, em razao da influéncia da zona de compressao e
da relativa liberdade que os segmentos de trinca possuem de mudar de direcdo quando
comparados as abordagens EE-1 do MEFG /X e EE-I-H,;,,q do MEFG-E, nas quais a trinca
tem de necessariamente atravessar todo o elemento finito, acabam sofrendo oscilagoes mais
significativas. No caso da EE-II-B do MEFG-E, tais oscilagbes provocam a sua saida da
faixa experimental com a proximidade da borda do painel. No entanto, considera-se que

os resultados obtidos para as diferentes aproximacgoes foram, em geral, bastante razoaveis.

380 : = = T T T T T T T
Experimental
360 EE-I MEFG/X .
—=— EE-I-H,,,g MEFG-E

340 {-| —— EE-II MEFG/X .
/g —— EE-II-A MEFG-E
S 320 + EE-II-B MEFG-E .
= 300

280

260 1 3

260 280 300 320 340 360 380 400 420 440 460 480 500

x (mm)

Figura 5.22 — Detalhe das trajetdrias assumidas pelas trincas para as diferentes estratégias
de enriquecimento aqui propostas para a malha da Fig. 5.15. O ponto de
coordenadas (250, 250) representa a quina do painel em L.

5.3 Cisalhamento em 4 Pontos de Arrea e Ingraffea (1982)

O 1ltimo experimento numérico escolhido para este capitulo é um problema em que a
atuagdo do modo II é mais significativa que nos experimentos das secoes 5.1 e 5.2. Trata-
se do teste de cisalhamento em quatro pontos ensaiado por Arrea e Ingraffea (1982).
A geometria, carregamento e condi¢bes de contorno do problema podem ser vistos na
Fig. 5.23, que define ainda o crack mouth sliding displacement (CMSD), o deslizamento
tangencial relativo entre as faces da trinca, utilizado por Arrea e Ingraffea (1982) na
plotagem das trajetérias de equilibrio. Os seguintes parametros de material, baseados
na média dos valores obtidos experimentalmente (ARREA; INGRAFFEA, 1982), foram
assumidos: médulo de elasticidade E = 24 800,0 N/mm?, coeficiente de Poisson v = 0,18,
resisténcia a tracao f; = 3,4 N/mm?, energia de fratura G 7= 0,120 N/mm e resisténcia
inicial ao cisalhamento dinix = 1,0 N /mm?’. Para este parametro considerou-se o valor
adotado para o teste de cisalhamento presente no trabalho de Wells e Sluys (2001),
embora testes que nao serao aqui apresentados indiquem que djnj; parece ter pouquissima

influéncia nos resultados.

Um questionamento que foi levantado ainda na fase de elaboragao do projeto de tese, com
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Figura 5.23 — Geometria, carregamento e condi¢oes de contorno do espécime de cisalha-
mento em quatro pontos. Dimensées em mm. P = 130 000,0 N.

base nas sugestoes de trabalhos futuros de Silva (2016), foi acerca da existéncia de possiveis
ganhos em termos de “suavidade” para as trajetérias de equilibrio com a introdugao de
enriquecimentos trigonométricos, principalmente em malhas mais grosseiras. [sso porque,
quando comparadas a abordagens que empregam apenas fung¢oes de Heaviside, estas
estratégias de enriquecimento permitiriam, em teoria, que a trinca fosse introduzida
em incrementos menores, ja que as fungoes enriquecedoras trigonométricas driblariam
a exigéncia de se cortar um elemento inteiro por vez. Para estudar esta questao, no
experimento desta secdo, foram propostas duas malhas, que podem ser vistas na Fig.
5.24. A mais grosseira sera denominada M1, enquanto a mais refinada foi intitulada M2.
Ambas as malhas foram geradas empregando o software Gmsh, com tamanhos médios
dos elementos finitos, nas regides refinadas, iguais a 20 mm e 10 mm, respectivamente,
e nas demais regioes da malha de 50 mm. Observa-se que esta linha de investigacao foi
adotada, durante o processo de pesquisa, também para os outros experimentos discutidos
neste capitulo. Por concisao, no entanto, optou-se por concentrar as discussoes em apenas
um dos experimentos, visto que as tendéncias foram similares. Nota-se ainda que a ideia
de se introduzir uma regiao de refinamento, na contramao dos demais experimentos,
que empregam malhas estruturadas, teve a ver com estudos preliminares de estabilidade

numérica em termos de condicionamento.

Para as simulagoes realizadas com o experimento da Fig. 5.23, o incremento de trinca
¢, em ambas as malhas (Fig. 5.24), de 5,0 mm, o que equivale, na regiao de propagagao
da trinca, a cerca de h/4 e h/2 para M1 e M2, respectivamente. Diferentemente das
outras secoes deste capitulo, a fim de mostrar a versatilidade do modelo adotado e das
abordagens propostas, os experimentos numéricos foram realizados empregando elementos
triangulares do tipo T3. A andlise nao linear foi conduzida a partir do método de Newton-
Raphson, incrementando o deslocamento horizontal do apoio direito em 0,001 mm até o
passo 350. A tolerdncia para convergéncia em termos de deslocamentos foi assumida como

1 x 1074, e as simulacoes foram realizadas com equilibrio tangente. Assim como na secéo
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b)

Figura 5.24 — Malhas adotadas para os experimentos numéricos conduzidos nesta se¢ao:
a) M1; b) M2.

5.1, o defeito inicial foi modelado a partir das func¢oes de Heaviside pertinentes a cada

estratégia de enriquecimento considerada.

A integragdo numérica das tensdes coesivas sobre os segmentos de trinca foi realizada con-
forme descrito na se¢ao 5.1. Os elementos que eventualmente contenham algum segmento
de trinca sdo integrados mais uma vez empregando o procedimento de subdivisao, com 6
pontos de integracao por célula triangular, para todas as estratégias de enriquecimento
aqui investigadas. Para os demais elementos da malha, utilizou-se a quadratura gaussiana

convencional, também com 6 pontos de Gauss.

As trajetérias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias de enriquecimento pro-
postas para as malhas M1 e M2 podem ser vistas, respectivamente, nas Figs. 5.25 ¢ 5.26. O
CMSD foi calculado através do INSANE, considerando a diferencga entre os deslocamentos
verticais obtidos em um ponto de coordenadas imediatamente a esquerda (660,999999; 0,0)
e outro de coordenadas imediatamente a direita (661,000001; 0,0) da origem do entalhe.
Observa-se que todas as abordagens conseguem representar o comportamento experi-
mental, provendo respostas dentro da faixa esperada. No entanto, as analises realizadas
com a malha M1 produzem, naturalmente, resultados de menor acurédcia, com trajetorias
de equilibrio que possuem saltos visiveis, relacionados a introducao dos segmentos de
trinca. Nota-se que tais saltos estdo maiores/mais evidentes nas abordagens que empregam
apenas as fungoes de Heaviside (EE-I do MEFG/X e EE-I-Hp,,q do MEFG-E). De fato,
mesmo no grafico da Fig. 5.26 é nitido que estas estratégias produzem curvas menos suaves

que as abordagens que empregam o enriquecimento trigonométrico. Tendéncias similares
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Figura 5.25 — Trajetérias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias de enrique-
cimento aqui propostas para a malha M1 da Fig. 5.24.
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Figura 5.26 — Trajetérias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias de enrique-
cimento aqui propostas para a malha M2 da Fig. 5.24.

foram observadas nos demais experimentos deste capitulo, embora o comportamento
tenha sido mais evidente no problema tratado nesta segdo (Fig. 5.23). Assim, pode-se
concluir que a introducao de enriquecimento trigonométrico, que propicia a inser¢ao da
trinca em segmentos menores, pode prover de fato trajetorias de equilibrio mais suaves
mesmo com malhas mais grosseiras. Deve-se destacar, no entanto, que os ganhos devem
ser interpretados com alguma cautela. Ainda que se possa melhorar a representacao do
comportamento das trajetérias de equilibrio, a introducao das fungoes trigonométricas nao

prové, por si s0, resultados de suficiente acuracia em malhas inadequadamente grosseiras,
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e sem qualquer tipo de enriquecimento polinomial (hipdtese ndo investigada nesta tese,
podendo ser avaliada em trabalhos futuros), mesmo que se utilizem incrementos de trinca
muito pequenos em relacdo ao tamanho do elemento finito. Pode-se notar ainda na
Fig. 5.25 que as estratégias que empregam mais termos para compor o enriquecimento
trigonométrico (EE-IIT) produziram trajetérias de equilibrio ligeiramente mais suaves
que aquelas que utilizam apenas um termo para compor a fungdo (EE-II). Na Fig. 5.26
se verifica comportamento similar, embora o refinamento da malha tenha ja produzido
respostas muito boas e consideravelmente mais suaves para ambas as classes de estraté-
gias de enriquecimento (EE-IT e EE-IIT). Observa-se, no entanto, que os resultados das
estratégias de enriquecimento EE-III na malha M2, diferentemente daqueles das outras
abordagens, s6 foram passiveis de serem obtidos a partir de uma reducao da tolerancia em
termos de deslocamentos para 1 x 1077, Com o valor adotado para as outras estratégias
(1x 10_4), ocorria divergéncia da analise. Acredita-se que essa reducao possibilitou, neste

caso, contornar eventuais instabilidades numéricas.

As tabelas 5.6 e 5.7, exibem, por sua vez, os valores obtidos para o parametro d,. - com d,
definido como na secao 5.2 - e as cargas de pico das diferentes estratégias de enriquecimento
investigadas adotando a malha M2 da Fig. 5.24, respectivamente. Para o experimento
desta secao e a malha considerada, dﬁef = 0,2357. Mais uma vez, d, foi computado a
partir da divisao da trajetéria de equilibrio experimental, que vai aproximadamente até

um CMSD de 0,1236 mm, em cinco intervalos.

Tabela 5.6 — Parametro d, das diferentes estratégias de enriquecimento utilizadas para a
solugao do problema da malha M2 da Fig. 5.24.

Estratégia de Enriquecimento dy

EE-I MEFG/X 0,1953
EE-1-Hy,0.g MEFG-E 0,1943
EE-II MEFG/X 0,1838
EE-II-A MEFG-E 0,1830
EE-1I-B MEFG-E 0,1604
EE-III MEFG/X 0,1839
EE-1II-A MEFG-E 0,1799
EE-1II-B MEFG-E 0,1845

Observa-se que a aproximacao das cargas de pico é satisfatoria para todas as estra-
tégias de enriquecimento investigadas, estando entre os limites superior e inferior da
faixa experimental em todos os casos. A abordagem que produziu o pico mais alto foi
a EE-I do MEFG/X, enquanto a estratégia EE-III do MEFG/X resultou na carga de
pico mais baixa. No que concerne ao parametro d,, tendo em vista o “afastamento”
entre os limites superior e inferior da faixa experimental, considerou-se também que
todas as abordagens tiveram um desempenho de suficiente acuracia, estando inclusive

relativamente proximas. A estratégia que mais se aproximou do limite inferior da trajetéria
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Tabela 5.7 — Cargas de pico obtidas para as diferentes estratégias de enriquecimento
utilizadas para a solugao do problema da malha M2 da Fig. 5.24.

Estratégia de Enriquecimento Carga de Pico (kN)
Experimental Superior (ARREA; INGRAFFEA, 1982) 1,1160
Experimental Inferior (ARREA; INGRAFFEA, 1982) 0,7471

EE-I MEFG/X 1,0827
EE-I-H,,,,q¢ MEFG-E 1,0805
EE-II MEFG/X 1,0016
EE-II-A MEFG-E 0,9902
EE-II-B MEFG-E 0,9931
EE-IIT MEFG/X 0,9812
EE-III-A MEFG-E 0,9914
EE-III-B MEFG-E 0,9936

de equilibrio experimental foi a EE-II-B do MEFG-E, enquanto aquela que mais dela se
afastou foi a EE-I do MEFG/X.

107 F - - - E

| | —— EE-I MEFG/X E
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Figura 5.27 — Ntmeros de condicionamento escalonados C (K), a cada passo, calculados
para as diferentes estratégias empregadas para solugao da malha M1 da Fig.
5.24a).

As Figs. 5.27 e 5.28 mostram os ntimeros de condicionamento escalonados C' (K) para as
diferentes estratégias de enriquecimento investigadas nesta se¢ao. Deve-se observar que,
no caso da malha M2, nao foi possivel computar este pardmetro para as estratégias EE-III.
Esta lacuna nos resultados se deu por uma incompatibilidade entre o solucionador que
vinha sendo empregado nos problemas deste capitulo, o solver 200, e os arquivos de entrada
destas estratégias para a malha M2. Este solver se utiliza de um procedimento de arma-
zenagem especial da matriz de rigidez, de forma a aproveitar sua natureza esparsa para

prover maior eficiéncia computacional. Por alguma razao que nao pode ser identificada,
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Figura 5.28 — Numeros de condicionamento escalonados C (K), a cada passo, calculados

para as diferentes estratégias empregadas para solucao da malha M2 da Fig.
5.24Db).

havia um erro na armazenagem das matrizes dos experimentos envolvendo as estratégias
EE-IIT para a malha M2 que interrompia a anélise no passo 20. Com isso, as simulac¢oes
relativas a estas abordagens foram solucionadas por outro solver, menos eficiente. O
calculo do nimeros de condicionamento escalonados, entretanto, vinha sendo feito a
partir da exportagao das matrizes esparsas, que eram lidas por um codigo do software
MATLAB R2023a para computo dos C' (K)s a cada passo, conforme a eq. (4.1). Como os
experimentos relativos as estratégias EE-III foram resolvidos por outro solucionador, nao
foi possivel fazer a exportacao das matrizes, e outras formas de prover o calculo dos C (K)s
internamente ao INSANE se mostraram invidveis do ponto de vista computacional, pelas
razoes ja explanadas na se¢do 5.1. Pode-se perceber pelos graficos de condicionamento
que as tendéncias mais relevantes observadas nos experimentos das se¢des anteriores se
mantiveram. As abordagens se mostraram robustas, e apresentaram C' (K)s relativamente
baixos. O refinamento da malha produziu pouca elevag¢ao nos niimeros de condicionamento

escalonados.

Por fim, as Figs. 5.29 e 5.30 comparam as trajetérias obtidas para as trincas com a
faixa experimental para as diferentes estratégias de enriquecimento investigadas para as
malhas M1 e M2, respectivamente. De forma similar ao que foi feito na secao 5.2, a faixa
experimental foi obtida a partir de uma figura presente no trabalho de Wang e Waisman
(2016), usando o software WebPlotDigitizer. Pode-se observar que mesmo na malha M1
as diferentes abordagens propostas nesta tese produziram trajetérias de trinca com 6tima
concordancia em relagdo aquilo que se verificou experimentalmente. Nota-se no entanto

que as estratégias que utilizam apenas as fun¢oes de Heaviside tiveram maior dificuldade
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Figura 5.29 — Detalhe das trajetorias assumidas pelas trincas para as diferentes estratégias
de enriquecimento aqui propostas para a malha M1 da Fig. 5.24.
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Figura 5.30 — Detalhe das trajetdrias assumidas pelas trincas para as diferentes estratégias
de enriquecimento aqui propostas para a malha M2 da Fig. 5.24.

em representar, especialmente na malha M1, a curva sofrida pela descontinuidade em
fungao da atuacdo do cisalhamento. No caso da EE-I1 do MEFG/X, é facil ver que ela
produz uma trajetéria de trinca mais a esquerda e menos suave que as demais estratégias.
No que concerne a EE-I-H,,,q do MEFG-E, embora sua trajetéria sofra uma correcao,
terminando mais a direita que aquelas das demais abordagens, pode-se notar que ela
comega também mais a esquerda, demorando mais que as estratégias que empregam
enriquecimento trigonométrico para iniciar a curva (Fig. 5.31). Pode-se afirmar que este
era um resultado esperado, visto que as abordagens que se utilizam do enriquecimento
trigonométrico (EE-II e EE-III) teriam, pela natureza de tais fungoes, maior capacidade
em capturar e representar mudancas de trajetéria em uma trinca. Este fato foi ainda
intensificado, na malha M1, pela regiao de propagacao estar relativamente grosseira,
dificultando ainda mais a representacao adequada das mudancas de trajetéria sofridas

no caso das EE-I.
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TA A

Figura 5.31 — Trajetéria da trinca produzida pela EE-I-H,,,q do MEFG-E com a malha
M1 da Fig. 5.24.

5.4 Conclusoes parciais

Os resultados dispostos neste capitulo demonstraram que o modelo descontinuo descrito
no capitulo 3 (particularmente se destacam as segoes 3.3.1.1 e 3.3.2.1) exibiu boa perfor-
mance em termos de representacao das trajetorias de equilibrio e assumidas pela trinca,
e de condicionamento. O modelo foi aplicado a diferentes problemas de referéncia da
literatura, empregando tanto elementos quadrilaterais quanto elementos triangulares nas
malhas adotadas. As abordagens propostas demonstraram uma das grandes vantagens da
aplicacao do MEFG/X e métodos dele derivados na simula¢ao da propagagao de trincas,
uma vez que entregam uma boa performance mesmo com malhas relativamente grosseiras
(segbes 5.1 e 5.2). Nos demais experimentos (secao 5.3), onde se aplica refinamento a regiao
da trinca, cabe ressaltar que este refinamento ainda é menor do que seria o idealmente

exigido para um modelo de elementos finitos.

No que concerne aos desempenhos das diferentes estratégias de enriquecimento, pode-se
dizer que foram relativamente préoximos, com excecao das ressalvas feitas as estratégias
EE-III. Além de se mostrarem computacionalmente inviaveis pela arquitetura do codigo
empregado, onerando o tempo gasto para montagem das matrizes de rigidez a cada passo
com a evolucao da propagacao, estas estratégias se mostraram mais suscetiveis a insta-
bilidade numérica em alguns contextos. Primeiramente, no ensaio de tragdo de Shi et al.
(2005), no qual as estratégias EE-III-A e EE-I1I-B do MEFG-E, diferentemente das outras
abordagens, mostraram trajetérias de trinca que nao representavam o comportamento
real. Posteriormente, no ensaio de cisalhamento em 4 pontos de Arrea e Ingraffea (1982),
houve incompatibilidade com o solucionador até entdao empregado, também distintamente
do que ocorre com as demais abordagens. Além disso, deve-se acrescentar que, apesar de as
estratégias EE-III terem rendido resultados coerentes nesta secao, eles foram obtidos com
uma tolerdncia menor, de 1 x 1077, j4 que com o valor adotado para as outras estratégias

ocorria divergéncia da andlise.

Comparando os desempenhos de MEFG/X e MEFG-E, ou das estratégias que utilizam
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apenas fungoes de Heaviside com aquelas que empregam enriquecimento trigonométrico,
pode-se dizer que os comportamentos sao similares. De fato, ja se havia constatado que as
estratégias propostas para o MEFG /X eram robustas. Neste capitulo, elas se mostraram
também em geral relativamente bem condicionadas, minimizando eventuais ganhos que
poderiam ser conseguidos pelas estratégias do MEFG-E no que concerne a este aspecto.
Por outro lado, feitas as ressalvas pertinentes a cada experimento, deve-se observar que
a estratégia que se manteve constante e ligeiramente mais préoxima do comportamento
experimental, com base nas trajetorias de trinca e de equilibrio, e nas estimativas para os
parametros d,., foi a EE-II-B do MEFG-E, indicando que o método pode prover alguma
vantagem, ainda que menos significativa do que inicialmente esperado, em termos de
acuracia. Na comparacao entre as estratégias que utilizam apenas fungoes de Heaviside
com aquelas que empregam também enriquecimento trigonométrico, pode-se perceber
que estas abordagens podem prover, a depender da malha adotada, maior suavidade para
as trajetorias de equilibrio e maior capacidade de representar mudancas nas trajetorias
assumidas pelas trincas. No entanto, deve-se observar que, a despeito de suas limitacoes,
as EE-I sdo formulagoes mais simples, e de mais facil implementacao computacional que

as demais estratégias.

Por fim, deve-se destacar ainda a importancia do uso de uma estratégia de integracao
numérica adequada para manter a estabilidade numérica das abordagens que empregam as
fungdes de Heaviside convencionais em termos de condicionamento. Como se constatou na
segao 5.1, o uso de integracao convencional, a depender da posi¢ao relativa trinca/malha,
pode conduzir a uma deterioracao significativa dos nimeros de condicionamento escalo-
nados. Em outros testes nao mostrados nesta tese por concisao, constatou-se que o uso
de um algoritmo de modificacao nodal (node-snapping) poderia servir para contornar
esta limitacdo. Este problema, no entanto, ndao se verifica com o uso das funcgoes de
Heaviside modificadas pelo parametro de estabilizacao, embora o abandono da estratégia

de subdivisao possa provocar uma perda de acuracia.

A anadlise dos resultados gerados por este capitulo levou a algumas perguntas. A principal
delas ¢ se este modelo poderia ser melhorado ainda mais com modificagbes minimas. Seria
possivel produzir uma resposta numérica mais de acordo com a faixa experimental no
amolecimento para o painel em L de Winkler, Hofstetter e Lehar (2004)? Haveria alguma
forma de controlar melhor a oscilacao ocorrida com as trajetérias das trincas na borda do
painel para as abordagens que usam enriquecimento trigonométrico? E possivel simular
a propagacao de forma mais proxima da curva demonstrada no experimento do espécime
em cisalhamento em 4 pontos de Arrea e Ingraffea (1982)7 Tentando responder afirmati-

vamente a estes questionamentos, passou-se ao estudo do modelo continuo-descontinuo.
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6 Simulacao da Propagacao de Trincas com Modelo de Zona

Coesiva Associado a Modelos de Dano

Neste capitulo, o modelo continuo-descontinuo (C-D) proposto nas se¢oes 3.3.1.2, 3.3.2.2 e
3.3.3 do capitulo 3 é aplicado para a solugao de trés problemas de referéncia da literatura
que envolvem a simulacao da propagagao de trincas. Dois dos experimentos considerados
foram abordados também no capitulo 5. As estratégias de enriquecimento envolvidas
nestes experimentos sao as estratégias EE-I1 e EE-II do MEFG/X (egs. (3.70) e (3.73)
das segoes 3.4.1.1 e 3.4.1.2, respectivamente) e as estratégias EE-I-Hp,oq (com a = 0,1),
EE-II-A e EE-II-B do MEFG-E (egs. (3.85), (3.88) e (3.90) das secoes 3.4.1.4 e 3.4.1.5,
respectivamente). Pelos motivos explicitados no capitulo anterior, as estratégias EE-III
do MEFG/X e do MEFG-E nao serao aqui investigadas. Até onde vai o conhecimento da
autora, esta é a primeira aplicacio do MEFG-E a um modelo continuo-descontinuo para
simulacao da propagacao de trincas. O material dos elementos das malhas adotadas para
os diferentes experimentos é representado a partir dos modelos de dano descritos nas se¢oes
3.2.1 e 3.2.2, considerando uma formulac¢ao nao local baseada em integral (segao 3.2.4).
O desempenho das diferentes estratégias é estudado mediante comparacao dos resultados
obtidos com resultados experimentais, além de outros modelos numéricos de referéncia,
quando disponiveis, a partir das trajetorias de equilibrio. Realiza-se também uma breve
investigagdo acerca da relagdo acurdcia/custo computacional, através da avaliacao do
numero de iteragoes gasto para a solugao da analise nao linear. O condicionamento de cada
uma das abordagens ¢ avaliado, em cada passo da analise, a partir do nimero de condicio-
namento escalonado, C'(K) (egs. (4.1) e (4.2)). Nos experimentos aqui realizados, o critério
de direcao adotado para a trinca, baseado em uma medida nao local de deformagoes, se
mostra um fator limitante nas proximidades das regioes de compressao. O valor assumido
para o dano critico (wer = 0,5) em geral deflagra a nucleagdo da fratura discreta antes
que as trajetérias de equilibrio atinjam as cargas de pico. Dentro dos limites surgidos em
funcao das limitagoes de representacao oriundas dos problemas relacionados ao critério de
direcao, a estratégia EE-II-B do MEFG-E se destaca, em relagao as demais do MEFG/X e
do MEFG-E por prover, até esses limites, um desempenho relativamente satisfatorio com
relativa eficiéncia computacional, demandando, na maior parte dos problemas, menos
iteragoes por passo que seus pares. Todas as abordagens se mostram robustas e bem
condicionadas. Para os dois ultimos experimentos, é feita ainda uma anélise comparativa
entre os modelos adotados para o material dos elementos, considerando as respostas
com meio linear elastico isotropico obtidas no capitulo 5, o modelo continuo-descontinuo
proposto e um modelo que desconsidera qualquer transicao energética, ou seja, no qual a

lei de evolugao de dano continua atuando em um elemento mesmo com o surgimento da
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fratura discreta. Os resultados indicam que o modelo mais simples, descrito nas se¢oes
3.3.1.1 e 3.3.2.1 do capitulo 3, prové na maioria dos casos a resposta mais satisfatéria.
Os dados fornecidos pelo modelo C-D, por sua vez, sugerem que a aproximagao proposta
nesta tese, considerando a energia de fratura para acoplamento entre os modelos continuo
e descontinuo, tornam as trajetorias de equilibrio dos experimentos numéricos muito

proximas daquelas obtidas por um modelo que desconsidera qualquer transicao energética.

6.1 Flexio em 3 Pontos de Garcia-Alvarez, Gettu e Carol (2012)

O primeiro exemplo tratado neste capitulo consiste num ensaio de flexdo em trés pontos
realizado por Garcfa-Alvarez, Gettu e Carol (2012). Trata-se de uma viga de concreto
com um entalhe inicial e um carregamento concentrado aplicado ao meio do vao. A
geometria, carregamento e condi¢oes de contorno podem ser vistos na Fig. 6.1. A viga é
modelada em estado plano de tensdo, com elementos triangulares do tipo T3. A malha
adotada para os experimentos, extraida do trabalho de Assis (2023), pode ser vista na
Fig. 6.2. Diferentemente do procedimento adotado no capitulo 5, no qual os entalhes
iniciais foram representados a partir das fun¢des de Heaviside, o entalhe inicial deste
experimento foi incluido na geometria do problema. Deve-se observar que ha uma limitagao
em relagao a este modo de proceder quando se emprega o modelo coesivo descrito nas
segoes 3.3.1.1 e 3.3.2.1 (modelo descontinuo) associado a adoc¢ao de um material linear
elastico para os elementos finitos. Neste contexto, quando o entalhe ¢ incluido na geometria
de um problema, mais de um elemento finito nas proximidades do entalhe pode atingir a
resisténcia a tragao f; simultaneamente, o que cria um cenario aleatorio para que a trinca
seja nucleada no elemento e/ou na regiao corretos. Pretende-se mostrar que, no modelo

C-D, essa limitacao é contornada.

¢P

Ha

I J

2,5d

4 >
3,125d

Figura 6.1 — Geometria da viga sujeita a flexdo em trés pontos. d =80 mm, a =20 mm e
P =1 N. Adaptado de Garcia-Alvarez, Gettu e Carol (2012).

O modelo constitutivo adotado para os elementos foi descrito na secao 3.2.2, ou seja,

trata-se do modelo de dano ortotrépico proposto por De Borst e Gutiérrez (1999). Os
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Figura 6.2 — Malha (ASSIS, 2023) adotada para os experimentos numéricos realizados
nesta secao. h = 1 mm na regiao refinada, e h ~ 10 mm fora dela.

parametros adotados para o material, para a formulacao nao local e para a lei de evolugao
de dano com variacdo serpentina (secao 3.2.3.2) podem ser vistos na tabela 6.1. Tais
pardmetros foram retirados de Assis (2023), com duas exce¢oes. Uma delas é a energia
de fratura Gy, assumida como o valor recomendado para a energia de fratura em modo I
por Garcia-Alvarez, Gettu e Carol (2012). A outra é o valor adotado para o pardmetro k
da formulacao nao local, ligeiramente superior ao assumido no trabalho de Assis (2023),
onde k = 8,0. Esta escolha foi feita com base na andlise da banda de dano em testes
preliminares, de forma a garantir que a nucleacdo da trinca se desse na regido correta.
O comprimento caracteristico, equivalente ao valor adotado para o parametro nao local [
(tabela 6.1), é entendido como um parametro de material. Ele é determinado como sendo
aproximadamente de 3 a 5 vezes o tamanho do didmetro maximo do agregado (PENNA,
2011). A mesma consideragao se estende aos demais problemas tratados neste capitulo.
Para as estratégias que empregam enriquecimento trigonométrico, um incremento de
trinca de 0,6 mm (pouco menos de 2h/3) foi assumido. O deslocamento vertical do
n6 de aplicagdo da carga foi incrementado em —0,001 mm por 100 passos. A analise ndao
linear foi solucionada a partir do método de Newton-Raphson, com equilibrio secante e

tolerdncia para convergéncia em termos de deslocamentos de 1 x 1074,

Tabela 6.1 — Parametros adotados para os experimentos numéricos realizados nesta secao.

Parametros Parametros de Parametros da Lei de Dano
Nao Locais Material Serpentina (egs. (3.31) e (3.32))
[=36mm FE =33800 N/mm? fo=23,5
k= 10,0 v=202 ko= 2,071 x1074
Gy = 0,080 N/mm E = 33800 N/mm?

dinit =0 N/mm3

A integracao numérica dos elementos cortados pela trinca é realizada a partir da sub-
divisdo destes elementos em células triangulares, empregando, assim como no capitulo

anterior, a implementagio desenvolvida por Campos (2020). Foram adotados seis pontos
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de Gauss em cada célula triangular para todas as abordagens. Os demais elementos da
malha, nao atravessados por descontinuidade, foram integrados a partir da quadratura
gaussiana convencional, com seis pontos por elemento. A integracdo das forgas coesivas
sobre os segmentos de trinca, assim como no capitulo 5, é realizada com quatro pontos de
Gauss por segmento para todas as estratégias. Este procedimento de integracao numérica

foi também adotado nas simulacoes conduzidas na secao 6.3 deste capitulo.

A Fig. 6.3 ilustra as trajetorias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias de en-
riquecimento estudadas, comparando-as com a resposta experimental de Garcia-Alvarez,
Gettu e Carol (2012) e com um modelo numérico de dano nao local que ndo emprega qual-
quer tipo de enriquecimento (MEF), com os mesmos parametros da tabela 6.1 e a mesma
malha da Fig. 6.2. O CMOD ¢ calculado a partir da diferenca entre os deslocamentos

horizontais dos dois nds inferiores do entalhe (Fig. 6.2).
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Figura 6.3 — Trajetérias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias de enriqueci-
mento aqui propostas para a malha da Fig. 6.2.

Tabela 6.2 — Cargas de pico obtidas para as diferentes estratégias de enriquecimento
utilizadas para a solugdo do problema da Fig. 6.1. Os valores referentes a
faixa experimental foram extraidos de Garcia-Alvarez, Gettu e Carol (2012).

Estratégia Carga de Pico (kN)
Experimental Superior 3914,57
Experimental Inferior 3417,32

MEF 3547,80

EE-I MEFG/X 3678,05
EE-I-H;,og MEFG-E 3685,70
EE-II MEFG/X 3695,09
EE-II-A MEFG-E 3776,58
EE-II-B MEFG-E 3554,21

E possivel observar na Fig. 6.3 que nem todas as trajetérias do equilibrio foram capazes

de bem representar a evolucao da propagacao com a malha considerada. As cargas de pico
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sao razoaveis, e proximas do que foi obtido experimentalmente (tabela 6.2). O travamento
ocorrido com a estratégia EE-II-A do MEFG-E, responsavel também pelas divergéncias
ocorridas com as estratégias EE-1 do MEFG/X e EE-I-Hy,,q do MEFG-E, se deve a
perda de representacdo da trajetoria da trinca, ji que esta acaba sofrendo uma curva
e retornando quando a propagagao se aproxima da regido de compressao (Fig. 6.4). A
estratégia EE-II do MEFG/X fica sujeita a fendmeno similar, embora consiga se corrigir
suficientemente de modo a seguir simulando a perda de capacidade de carga na trajetoria
de equilibrio. Tais resultados das estratégias EE-II do MEFG /X e EE-II-A do MEFG-E s6
foram passiveis de ser obtidos a partir da troca do solucionador para o solver 500 (menos
eficiente), j& que o solver original (200) acabava divergindo em fungao deste fenomeno.
A troca do solucionador, no entanto, nao foi suficiente para garantir a continuidade da
andalise com as estratégias EE-I do MEFG/X e EE-I-H;,o,q do MEFG-E. O uso de um
critério de dire¢ao baseado em deformagoes, como ¢é o caso do adotado para o modelo C-
D aqui proposto (se¢ao 3.3.2.2), pode de fato incorrer em certa sensibilidade & compressao,
ocasionando retornos na trinca. Esta é uma limitagdo conhecida da literatura (ver, por
exemplo, Wang e Waisman (2018) ou Oliveira, Barros e Penna (2022)). Entretanto, optou-
se por lidar com eventuais modificagoes do critério de direcado do modelo C-D em trabalhos

futuros.

A despeito desta limitagao, a estratégia EE-1I-B do MEFG-E, por outro lado, é capaz
de representar adequadamente a trajetéria da trinca (Fig. 6.5) - ainda que os efeitos da
compressao se facam sentir, com a curva que a trinca sofre perto da regiao em que esta é
predominante - e prover uma trajetoria de equilibrio satisfatoria, em consonancia com o
comportamento experimental. Neste caso, os resultados foram obtidos (serendipicamente)
empregando trés pontos de Gauss por célula triangular. Quando sao utilizados os seis
pontos (como para as demais estratégias), a estratégia EE-1I-B do MEFG-E passa a estar
sujeita aos mesmos problemas verificados para as demais abordagens. Esta evidéncia, mais
uma ocorréncia comum entre as estratégias, torna muito provavel que tais dificuldades de
representacao da trajetéria assumida pela trinca estejam de fato relacionadas ao critério
de direcao, sensivel a quantidade de pontos de integracdo presentes na regiao de sua
avaliacao. E interessante observar, no entanto, que, sob as mesmas condigbes (trés pontos
de integracdo por célula triangular), as estratégias EE-II do MEFG/X e EE-II-A do
MEFG-E continuam sofrendo retornos nas trajetorias das trincas, diferentemente do que
ocorre para a estratégia EE-II-B do MEFG-E.

Ha ainda alguns aspectos dignos de nota no grafico da Fig. 6.3. A trajetéria de equilibrio
apresentada pela estratégia MEF demonstra que os parametros adotados na tabela 6.1
sao razoaveis, tendo em vista o comportamento experimental. Observa-se também que

este modelo continuo, no final dos passos e diferentemente do que ocorre com os modelos
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Figura 6.4 — Detalhe da trajetéria de trinca obtida pela estratégia EE-II-A do MEFG-E
antes de seu retorno. Configuracao similar é obtida, em passos anteriores,
para as estratégias EE-I do MEFG/X e EE-I-H;,,q do MEFG-E.

S
9

NN/

VAVAVAVAVAN A=

VAVAVAV
HAAA
VAVAVAVAVAVA

Sivivivivivios
INONINININN

-13.749286 -4.283599 +5.182088 +14.647775
18.48213 9.016443 0443244 9.914932 +18.197408

i

Figura 6.5 — Trajetéria de trinca obtida pela estratégia EE-1I-B do MEFG-E no passo
100.

C-D (desde que consigam bem representar a trajetéria da trinca), d4 sinais de travamento,
ficando acima da faixa experimental. Isso se torna mais evidente quando permitimos que
a andlise corra por mais passos (Fig. 6.6). Este era um comportamento esperado, e ¢ um
dos argumentos empregados na literatura em favor dos modelos C-D. Nota-se, por fim,
que o valor adotado para o dano critico (we; = 0,5) nos experimentos desta tese deflagra,
neste caso, a nucleacao e propagacao da trinca antes que a carga de pico seja atingida.

Este é um aspecto que, como se vera na se¢oes posteriores, parece ser uma constante.

No que concerne ainda a avaliagao acerca da qualidade das curvas ilustradas no grafico
da Fig. 6.3, assim como no capitulo 5, optou-se por empregar mais uma vez a medida

d, presente no trabalho de Paiva (2023). Para facilitar a leitura do texto, apresenta-se
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Figura 6.6 — Trajetoria de equilibrio obtida para a estratégia MEF com 220 passos.

novamente a definicao deste pardmetro como

| 5 1/2
dy = 52d§ (6.1)
=1

onde d; = PiL“b — PiP " com PiLab sendo, neste e nos demais experimentos deste capitulo,

a carga registrada na faixa experimental em seu limite inferior, e PiP " sendo a carga
registrada para as diferentes solugoes numéricas em uma dada coordenada da abscissa.
Os pontos de céalculo foram escolhidos de forma andloga ao que foi feito no capitulo 5,
dividindo a largura da trajetéria experimental em cinco intervalos. Para que a comparagao
fosse “justa”, considerando as ocorréncias relativas a perda de representacao da trajetoria
de trinca, o ponto limite para essa divisao foi escolhido como aquele correspondente a um
CMOD de 85 um, o que equivale, em nimero de passos, aproximadamente ao passo 65

(passo em que a maior parte das abordagens acaba sofrendo a alteragdo em sua trajetoria).
Ref _ pLab, sup Lab, inf
=F - P )

O parametro de referéncia df*/ é obtido considerando um d;

L L ;
com Pz' ab, sup o Pz' ab, inf

representando os valores de PiLab medidos nos limites superior
e inferior, respectivamente. Para o experimento desta secdo e com os pontos de calculo

considerados, df¢/ = 297,79,

A tabela 6.3 exibe os valores obtidos para os pardmetros d, com as diferentes estratégias. A
tabela 6.4, por sua vez, mostra o niimero de iteragoes necessario para a solucao da anélise
nao linear (até o passo em que as estratégias foram capazes de manter a simulagao), e a
média de iteragoes por passo. Observa-se que, no caso das estratégias EE-I do MEFG/X
e EE-I-H,,0q do MEFG-E, que divergem antes das demais estratégias, foram empregados
menos pontos para a determinacido de d, na tabela 6.3 (foram considerados apenas os

primeiros quatro e dois pontos, respectivamente, adequando devidamente a eq. (6.1)).
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Tabela 6.3 — Parametro d, calculado para as diferentes estratégias empregadas para
solucao do problema da Fig. 6.1. dfef = 297,79.

Estratégia d,
MEF 204,85
EE-I MEFG/X 384,76
EE-I-Hy,o,g MEFG-E 396,03
EE-IT MEFG/X 265,68
EE-T1I-A MEFG-E 336,37
EE-II-B MEFG-E 274,98

Tabela 6.4 — Numero de iteracoes totais e média de iteragoes por passo das diferentes
estratégias de enriquecimento utilizadas para a solugao do problema da Fig.
6.1. A estratégia MEF, para construcao do grafico da Fig. 6.6, foi analisada,
excepcionalmente, até o passo 220.

Estratégia Numero Média de iteragoes
de Iteragoes por passo

MEF 1534 6,97
EE-I MEFG/X 508 9,07
EE-1-Hy,0.g MEFG-E 285 7,70
EE-II MEFG/X 912 9,12
EE-II-A MEFG-E 1277 12,77
EE-II-B MEFG-E 1205 12,05

Pode-se perceber que as estratégias propostas se encontram relativamente proximas da
faixa experimental, com parametros d, de mesma ordem de dfef . Entre as abordagens
oriundas do MEFG/X e do MEFG-E, as estratégias EE-II do MEFG/X e EE-II-B do
MEFG-E, no intervalo considerado, sdo aquelas que se encontram mais proximas do
limite inferior da carga de laboratério, com ligeira vantagem para a estratégia EE-II
do MEFG/X. O modelo distribuido (MEF), por sua vez, é a estratégia mais préxima do
limite em questao, considerando o calculo de d, até o CMOD de 85 um. Apesar disso, pelo
grafico da Fig. 6.3, constata-se que esta abordagem, diferentemente das estratégias EE-11
do MEFG/X e EE-1I-B do MEFG-E, encontra-se um pouco abaixo da faixa experimental.
As demais abordagens, que sofrem mais com a mudanga de direcdo da trinca em funcgao
da regiao de compressao se encontram mais distantes da faixa experimental, com o pior
desempenho para a abordagem EE-I-H,,,q do MEFG-E. No que concerne a eficiéncia
computacional, medida em termos do nimero de iteragoes e da média de iteragoes por
passo, entre as abordagens do MEFG/X e do MEFG-E, em tese a estratégia EE-I-Hyj0q
do MEFG-E poderia ser considerada a mais eficaz, com uma média de 7,70 iteragoes por
passo. No entanto, este resultado merece ser interpretado com prudéncia, uma vez que a
interrupc¢ao da analise desta abordagem ocorre anteriormente a quaisquer uma das demais,
ou seja, com menor avanco da trinca. Cabe lembrar que todos os experimentos numéricos

tratados nesta tese que demandaram um procedimento de solucao incremental foram
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resolvidos empregando o método de controle de deslocamentos. Este método por vezes fica
sujeito a oscilagoes no erro que retardam a convergéncia e aumentam o nimero de iteragoes
requerido para solucionar determinado passo, mesmo quando se lanca mao de dispositivos
como o controle de tolerancia, disponivel no INSANE. Nos experimentos aqui realizados,
este comportamento foi recorrente em passos nos quais algum segmento de trinca era
inserido. Pretende-se investigar outros métodos de controle associados aos modelos aqui
propostos em trabalhos futuros. Com isso, nao se pode afirmar que a média obtida para
a estratégia EE-I-H,,,q do MEFG-E conseguiria se manter constante com o decorrer da
analise. Por motivo andlogo, ou seja, por nao incluir a fratura discreta propriamente
dita, era esperado que o modelo do MEF - cujos registros foram feitos considerando os
220 passos empregados para o grafico da Fig. 6.6 - obtivesse, proporcionalmente, entre
as estratégias, o menor nimero de iteragoes e a menor média de iteragdes por passo, o
que de fato aconteceu. Entre as estratégias que conseguiram completar os 100 passos da
andlise oriundas do MEFG /X e métodos derivados, o destaque vai para a estratégia EE-11
do MEFG/X, com uma média de 9,12 iteracoes por passo. Quando se alia essa andlise a
todas as consideragoes acerca da acurdcia, ha que se fazer notar a estratégia EE-II-B do
MEFG-E que, com cerca de 3 iteragoes a mais por passo, consegue melhor representar o
comportamento real da trinca do problema, diferentemente das demais abordagens, além

de apresentar um d, proximo de df“ef )
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Figura 6.7 — Numeros de condicionamento escalonados C(K), a cada passo, calculados
para as diferentes estratégias empregadas para solucdo da malha da Fig. 6.2.

A Fig. 6.7 mostra, por fim, o condicionamento das diferentes estratégias de enriquecimento
estudadas. Nem todas as abordagens apresentam os valores de C' (K) para todos os passos
por razoes similares as ja discutidas no capitulo 5. Tendo boa parte delas divergido

com a mudanca de trajetéria da trinca com o solucionador corrente e mais eficiente,
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nao houve viabilidade computacional para se determinar os nimeros de condicionamento
escalonados por outros meios. No entanto, até onde foi possivel medir, fica claro que as
tendéncias dos experimentos anteriormente realizados nesta tese se mantiveram. Nenhuma
das abordagens acusa problema de robustez, e estao, a despeito de algumas oscilacoes,
bem condicionadas. Elas possuem, até o passo em que é possivel fazer a comparacao,
desempenhos similares, com ligeira vantagem, entre as estratégias do MEFG/X e do
MEFG-E, para a estratégia EE-1I-B do MEFG-E. Nota-se ainda que a ordem de grandeza
dos C (K)s obtidos para as estratégias de enriquecimento propostas é proxima da ordem

de grandeza dos valores provenientes do modelo distribuido do MEF.

6.2 Painel em L de Winkler, Hofstetter e Lehar (2004)

O segundo problema de referéncia estudado neste capitulo ja foi abordado na segdo 5.2
do capitulo anterior. Trata-se do painel em L analisado experimental e numericamente
por Winkler, Hofstetter e Lehar (2004). Para facilitar a leitura, entretanto, apresenta-
se uma vez mais a geometria, carregamento e condi¢oes de contorno do problema, bem
como a malha adotada nos experimentos (Fig. 6.8). A malha representada nesta figura é a
mesma dos experimentos conduzidos na se¢ao 5.2, com elementos quadrados de dimensoes
10 x 10 mm. O modelo constitutivo adotado para os elementos foi descrito na secao
3.2.1. Trata-se, portanto, do modelo de dano isotrépico que emprega como medida de
deformacao equivalente aquela proposta por De Vree, Brekelmans e Van Gils (1995) (eq.
(3.18)). Os parametros assumidos para o material, para a formula¢ao nao local e para
a lei de evolugao de dano com variacdo exponencial (se¢ao 3.2.3.1) (WOLENSKI et al.,
2018) podem ser vistos na tabela 6.5. Para as simulagdes conduzidas nesta segdo que
empreguem enriquecimento trigonométrico, assim como no capitulo anterior, o tamanho
do incremento de trinca é 6,0 mm (pouco menos de 2h/3). Os experimentos numéricos
foram realizados utilizando elementos quadrilaterais do tipo Q4. A andlise nao linear
foi conduzida a partir do método de Newton-Raphson com controle do deslocamento
vertical no ponto de deslocamento vertical maximo, e um incremento de 0,01 mm a cada
passo, com 100 passos. A tolerdncia para convergéncia em termos de deslocamentos foi
assumida como 1 x 1079, e as simulacoes foram realizadas com equilibrio secante. Observa-
se mais uma vez que, em razao da obrigatoriedade, na nucleacao, de a trinca passar pelo
centroide do elemento (segdo 3.3.2.2), a trinca inicial ndo saird exatamente da quina do
painel em L, como seria esperado. A integracao numérica se deu pelo mesmo procedimento
descrito no capitulo 5, ou seja, foi empregado o procedimento de subdivisao nos elementos
que continham alguma descontinuidade com trés pontos de integracao por cada célula
triangular. Os demais elementos da malha foram integrados usando 4 x 4 pontos de Gauss.
Para a integracao das forgas coesivas sobre cada segmento de trinca, como nas demais
secoes dos capitulos 5 e 6, utilizou-se quatro pontos de Gauss (MOES; BELYTSCHKO,
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2002).
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Figura 6.8 — a) Geometria, carregamento e condigdes de contorno do painel em L.
Dimensoes em mm. b) Malha empregada.

Tabela 6.5 — Parametros adotados para os experimentos numéricos realizados nesta secao.

Parametros Parametros de Parametros da Lei de Dano
Nao Locais Material Exponencial (egs. (3.28) e (3.29))
[=28mm E = 25850 N/mm? a = 0,999
k=170 v=20,18 £ = 500
Gy = 0,0775 N/mm ko= 1,52 x1074
dinit =0 N/mm3
k.= 1148

6.2.1 Comparacao entre estratégias de enriquecimento

As trajetorias de equilibrio obtidas pelas diferentes estratégias de enriquecimento podem
ser vistas na Fig. 6.9, que traz ainda os resultados providos por um modelo numérico em
que apenas o dano de De Vree, Brekelmans e Van Gils (1995) nao local é empregado,
sem qualquer tipo de enriquecimento (MEF), com os mesmos parametros da tabela 6.5 e
a mesma malha da Fig. 6.8. Podem ser vistas ainda neste grafico a faixa experimental e
as trajetorias de equilibrio dos modelos numéricos de referéncia encontrados em Winkler,
Hofstetter e Lehar (2004).

O grafico da Fig. 6.9 revela que as estratégias oriundas do MEFG/X e do MEFG-E,
com excegao das estratégias EE-I do MEFG/X e EE-I-Hp,,q do MEFG-E, deixam de
representar o comportamento real da estrutura nas proximidades do passo 40, o que
corresponde, em termos de deslocamento, a cerca de 0,4 mm. A razao por tras deste
comportamento ¢ similar a ja abordada na se¢ao 5.2 do capitulo 5. Nas proximidades da
zona de compressao, a trinca acaba retornando, o que causa o travamento e as distor¢oes

verificadas nas trajetorias de equilibrio das estratégias que empregam enriquecimento
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Figura 6.9 — Trajetorias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias de enriqueci-

mento aqui propostas para a malha da Fig. 6.8. Os modelos numéricos de
referéncia sao de Winkler, Hofstetter e Lehar (2004).
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Figura 6.10 — Configuracao final de dano, no passo 100, para a estratégia EE-II do
MEFG/X.

trigonométrico. Embora o painel em L aqui tratado pareca ser especialmente sensivel a este
fendmeno quando se emprega um critério de dire¢ao baseado em deformacgoes (OLIVEIRA;
BARROS; PENNA, 2022), no caso dos experimentos realizados nesta segao este efeito é
ainda agravado pelo fato de que, ao retornar, a trinca acaba caindo na banda de dano,
e encontrando uma série de elementos que ja haviam atingido o valor do dano critico
wer = 0,5, como se pode constatar para a estratégia EE-II do MEFG/X na Fig. 6.10.
Isso faz com que seu retorno seja completo, comprometendo a sequéncia da andlise e as
trajetérias de equilibrio. E relevante destacar uma vez mais que o modelo empregado nesta

tese nao restringe artificialmente, em nenhum dos casos, a direcdo assumida pela trinca. A
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Unica limitacao imposta é que o novo segmento deve ser inserido no primeiro ou no segundo
quadrantes considerando o sistema local da descontinuidade (Fig. 3.9). As estratégias EE-I
do MEFG/X e EE-I-Hy,0q do MEFG-E ficam aparentemente imunes a este efeito por uma,
outra limitagdo. Como se constata na Fig. 6.11 para a estratégia EE-I do MEFG/X, a
trinca das estratégias que empregam apenas fungoes de Heaviside esta acima da das outras
abordagens (ver também Fig. 6.12), parando na aresta inferior de um elemento que fica
praticamente fora da banda de dano (destacado em verde na Fig. 6.11). Assim sendo,
o dano critico wer jamais é atingido neste elemento, e a propagacao da descontinuidade
¢ paralisada, de modo que o principal responséavel pelos resultados das estratégias EE-I
do MEFG/X e EE-I-Hy,,qg do MEFG-E passa a ser o modelo constitutivo dos elementos.
De fato, as curvas destas abordagens tendem ao resultado alcancado pelo modelo do
MEF, em que apenas o dano é empregado. A despeito destas limitacoes, e apesar do pico
relativamente baixo da analise realizada com o MEF, antes da ocorréncia do retorno das
trincas, a resposta das trajetorias de equilibrio das diferentes estratégias é relativamente
boa, estando proximas de um dos modelos numéricos de Winkler, Hofstetter e Lehar (2004)
e provendo cargas de pico dentro dos valores esperados com base no comportamento real
(tabela 6.6). Assim como nos experimentos numéricos conduzidos na segdo 6.1, nota-se
que, em relagao ao modelo distribuido do MEF, o modelo C-D promoveu uma elevagao
da carga de pico obtida pelas trajetérias de equilibrio das diferentes estratégias aqui

estudadas.

Figura 6.11 — Detalhe da trinca no passo 27 para a estratégia EE-I do MEFG/X. O
elemento adjacente ao ultimo segmento de trinca foi destacado em verde.

A Fig. 6.12 revela ainda que, mesmo antes do retorno, as trajetérias das trincas das
estratégias EE-II do MEFG/X e EE-II-B do MEFG-E se encontravam um pouco abaixo
da faixa experimental, especialmente tendo em vista os resultados obtidos na secao 5.2
do capitulo 5 (Fig. 5.22). A estratégia EE-II-A do MEFG-E, por outro lado, tem boa
concordancia com o experimento, até ser afetada pela zona de compressao. As trajetorias
das trincas destas abordagens também parecem oscilar menos que suas versoes da Fig.

5.22, embora estejam também sujeitas a um retorno muito mais acentuado.

No que concerne ainda a acuracia e a eficiéncia computacional, a tabela 6.7 exibe os

valores obtidos para o parametro d,, enquanto a tabela 6.8 mostra o nimero de iteracoes
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Figura 6.12 — Detalhe das trajetorias assumidas pelas trincas para as diferentes estratégias
de enriquecimento aqui propostas para a malha da Fig. 6.8. O ponto de
coordenadas (250, 250) representa a quina do painel em L.

Tabela 6.6 — Cargas de pico obtidas para as diferentes estratégias de enriquecimento
utilizadas para a solucdo do problema da Fig. 6.8. Os valores referentes a
faixa experimental e aos modelos numéricos 1 e 2 foram extraidos de Winkler,
Hofstetter e Lehar (2004).

Estratégia de Enriquecimento Carga de Pico (kN)

Experimental Superior 1,0990
Experimental Inferior 0,9612
Modelo Numérico 1 1.0910
Modelo Numérico 2 1,0220
MEF 0,9532

EE-I MEFG/X 1,0635
EE-I-H;,0g MEFG-E 1,0634
EE-II MEFG/X 1,0696
EE-II-A MEFG-E 1,0807
EE-1I-B MEFG-E 1,0795

totais necessarias para a solucao da analise e a média de iteragoes por passo oriundos das
diferentes estratégias de enriquecimento investigadas para a malha da Fig. 6.8. Para que
a comparacgdo entre as estratégias fosse razodvel, para o computo de d,, a trajetéria de
equilibrio foi analisada até um deslocamento limite de 0,4 mm, préximo do passo em que

os problemas envolvendo o retorno da trinca ocorrem. Neste caso, dfef = 0,0583.

Observa-se pela tabela 6.7 que as estratégias tém, até o deslocamento considerado, desem-
penhos razoaveis e muito préoximos, em termos de d,., estando perto de dfef , COM excecao
das estratégias EE-I. Particularmente, as estratégias EE-II do MEFG/X e EE-II-B do
MEFG-E e o modelo do MEF se aproximam mais do limite inferior da faixa experimental
que as demais abordagens. A tabela 6.8 revela, por outro lado, que a média de iteragoes

por passo, no caso de algumas das abordagens oriundas do MEFG/X e do MEFG-E, é
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Tabela 6.7 — Parametro d, calculado para as diferentes estratégias de enriquecimento
utilizadas para a solugao do problema da Fig. 6.8. dﬁef = 0,0583.

Estratégia d,
MEF 0,0473
EE-I MEFG/X 0,0748
EE-I-Hy,o,g MEFG-E  0,0748
EE-IT MEFG/X 0,0473
EE-TI-A MEFG-E  0,0516
EE-II-B MEFG-E  0,0473

Tabela 6.8 — Numero de iteracoes totais e média de iteragoes por passo das diferentes
estratégias de enriquecimento utilizadas para a solugao do problema da Fig.

6.8.
Estratégia Numero Média de iteracoes
de Iteracoes por passo
MEF 2832 28,32
EE-I MEFG/X 3687 36,87
EE-I-Hpoq MEFG-E 3575 35,75
EE-IT MEFG/X 9783 97,83
EE-II-A MEFG-E 9802 98,02
EE-II-B MEFG-E 4673 46,73

relativamente alta. Isso pode ser explicado tanto pela combinagdo entre uma tolerancia
mais restritiva e os parametros adotados para controle desta, que atuam apenas apos a
centésima iteracao, elevando a média de iteragoes por passo (inclusive para o modelo do
MEF), quanto, no caso das estratégias que empregam enriquecimento trigonométrico, pelo
comportamento irreal assumido pela trinca, que acaba fazendo com que mais iteragoes
sejam necessarias. Ha que se destacar que, a despeito disso, a estratégia EE-II-B do
MEFG-E demanda menos da metade das iteracoes requeridas pelas abordagens EE-TI-A
do MEFG-E e EE-II do MEFG/X para resolver o problema. Como a atuagao do controle
de tolerancia se da em geral nos passos em que existe a incorporagao de algum segmento
de trinca, ja era esperado que as estratégias EE-I, nas quais a trinca propaga menos, e o
modelo distribuido do MEF, no qual nao ha propagacao, tivessem uma média menor de

iteragoes por passo.

Por fim, no que concerne ao condicionamento, a Fig. 6.13 mostra que, mais uma vez, as es-
tratégias de enriquecimento sao robustas e relativamente bem condicionadas, confirmando
as tendéncias ja discutidas previamente nesta tese. Este bom desempenho em termos de
condicionamento ¢ atingido mesmo com o comportamento irreal apresentado pela trinca
nas estratégias que usam enriquecimento trigonométrico. Chama atencao positivamente
também e uma vez mais a proximidade dos C' (K)s obtidos com as estratégias do MEFG/X

e do MEFG-E em relacao aqueles verificados para o modelo do MEF.
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Figura 6.13 — Numeros de condicionamento escalonados C (K), a cada passo, calculados
para as diferentes estratégias empregadas para solucao da malha da Fig.
6.8.

6.2.2 Comparacao entre os modelos de material

Nesta secao, buscou-se realizar uma investigacao acerca dos diferentes modelos de material
empregados para simulacao do painel em L, a partir da analise do desempenho de uma das
estratégias de enriquecimento. A ideia deste estudo partiu de uma duvida da autora acerca
do custo-beneficio envolvido na utilizagao de modelos mais complexos, como o modelo C-
D aqui proposto, que depende da determinagao de varios parametros distintos. Como
abordado nas conclusoes parciais do capitulo 5 (se¢do 5.4), 0 que motivou a proposigao
deste modelo era uma tentativa de melhorar ainda mais os resultados obtidos no capitulo
em questao, inclusive controlando melhor as oscilagoes verificadas pelas trajetérias de
trinca das abordagens que empregam enriquecimento trigonométrico (o que, de certa
forma, foi atingido) e aproximando da faixa experimental, especialmente na zona de
amolecimento, as trajetérias de equilibrio obtidas no painel em L. Como se constatou
pela Fig. 6.9, este objetivo nao foi alcangado, e o modelo acoplado trouxe novas questoes
(como o retorno total da trinca nas estratégias EE-II e a limitacdo das estratégias EE-I
relacionada & propagacgao com o dano). Assim sendo, julgou-se pertinente contrapor o
modelo cujos resultados foram apresentados na segao anterior (se¢ao 6.2.1) ao modelo
cujos resultados constam na secao 5.2 do capitulo 5. Para tal, elegeu-se a estratégia
de enriquecimento EE-II-B do MEFG-E que, prové, até um deslocamento de 0,4 mm,
resultados razoaveis com uma média de iteracdes mais baixa que as demais abordagens

que empregam enriquecimento trigonométrico.

A Fig. 6.14 traz as trajetorias de equilibrio obtidas para esta estratégia considerando o
modelo C-D aqui proposto (EE-II-B MEFG-E), um modelo que nao considera transigao
energética, ou seja, que permite que o dano continue atuando livremente mesmo apds a

nucleagao da trinca em um dado elemento (EE-II-B MEFG-E Superposto) e o modelo com
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material linear elastico (EE-II-B MEFG-E Linear), cujos resultados ja foram apresentados
na secao 5.2 do capitulo 5. A Fig. 6.14 traz ainda a resposta proveniente de uma variagao
do modelo C-D, que considera que a energia G ;s utilizada para acoplamento entre os
modelos continuo e descontinuo da eq. (3.56) seria na verdade 1,5G ¢ (EE-II-B MEFG-E
1.5G ), em que 1,5 é valor médio do parametro 3 sugerido por Wang e Waisman (2016)
(secao 3.3.3). Neste caso, portanto, Gg;s = 0,11625 N/mm.

1,2 : :

’ | Experimental

1 —e— Modelo Numérico 1 H
?0 —e— Modelo Numérico 2
5 08 —=— EE-II-B MEFG-E N
o —+— EE-II-B MEFG-E Superposto
”g 0,6 - —=—- EE-II-B MEFG-E Linear
i
8 0.4 EE-II-B MEFG-E 1.5G ¢ |
=

0,2

— T

0 | | | | | | \ \ ! | | |
o o102 03 04 05 06 0708 09 1 1,1 1,2 13 14

(a) Deslocamento (mm)

Figura 6.14 — Trajetérias de equilibrio obtidas para as estratégia EE-II-B do MEFG-
E empregando diferentes modelos de material. Os modelos numéricos de
referéncia sdo de Winkler, Hofstetter e Lehar (2004).
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Figura 6.15 — Detalhe das trajetérias assumidas pelas trincas para a estratégia EE-1I-B
usando a malha da Fig. 6.8, com diferentes modelos de material. O ponto
de coordenadas (250, 250) representa a quina do painel em L.

Pode-se observar na Fig. 6.14 que a resposta dos distintos modelos considerados é bastante
similar. A diferenca mais nitida se refere ao fato de que a trajetoria de equilibrio da
estratégia EE-1I-B MEFG-E Linear nao esta sujeita ao travamento verificado para as
demais abordagens, ja que a trinca desta simulagao, que emprega como critério de direcao
a dire¢do normal a maxima tensao circunferencial, ndo retorna como a dos demais modelos

(Fig. 6.15), nos quais a diregao é obtida a partir de uma medida nao local de deformacoes
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avaliada em relacdo a ponta da trinca. Excluindo este aspecto, as diferencas entre os
modelos parecem estar no nivel de detalhe. A curva obtida para a estratégia EE-II-B
MEFG-E Linear é ligeiramente mais aberta, no amolecimento, que a de seus pares que
empregam modelos combinados. Este comportamento, desde que o expoente provido para
a lei coesiva (eq. (3.61)) no caso do modelo combinado que emprega Gg;s = 1,5G ¢ nao
seja muito inferior, é razoavel, ja que, nos demais modelos, além da dissipagao energética
associada a lei coesiva, existe também a dissipacao associada a lei de evolucao de dano. Em
particular, nota-se que as estratégias EE-II-B MEFG-E Superposto e EE-II-B MEFG-E
1.5G ¢ também produzem trajetérias de equilibrio ligeiramente mais amplas que aquela do
modelo C-D aqui proposto. Este fato pode ser explicado se considerarmos que a energia
de fratura no modelo C-D esta, de certa forma, sendo dividida entre a dissipacao por
dano e a dissipagao pela lei coesiva, o que incorre num valor inferior aos 0,0775 N/mm
passados para determinacao do expoente da componente t¢,, das leis coesivas dos modelos
das estratégias EE-II-B MEFG-E Superposto e EE-1I-B MEFG-E Linear, por exemplo. De
fato, os autores estudados para esta tese que trataram até agora da transicao energética
entre modelos continuos e descontinuos com coesdao no ambito do MEFG /X propuseram,
em geral, um valor maior que Gy como energia total dissipada. Para Comi, Mariani e
Perego (2007), este valor é a energia G, resultante da integragao da lei de evolugao de dano
empregada em seu trabalho, procedimento que se tornou inviavel nesta tese ja que as leis
de evolucao de dano aqui estudadas ou resultaram em uma integral que ia para o infinito
(lei de evolugao de dano exponencial), ou nao possuiam solugao analitica para a integral
(lei de evolucao de dano serpentina). Wang e Waisman (2016), por sua vez, trabalham
com um parametro de ajuste 3, que varia de experimento para experimento. O que se
pretendia aqui era fazer uma simplificacao de tudo isso, atrelando o acoplamento a um
parametro real de material. Entretanto, os experimentos realizados nesta se¢ao indicam
que o modelo proposto, o modelo que nao considera qualquer transicao energética, e
a variacao do modelo proposto que considera um multiplicador intermediario com base
nos valores de 8 assumidos por Wang e Waisman (2016) acabam tendo respostas muito
similares. Mesmo as cargas de pico obtidas (tabela 6.9) sdo muito proximas. O grafico da
Fig. 6.14 indica principalmente que um modelo que desconsidera a transicao energética,
muito mais simples que aqueles que empregam algum acoplamento, neste exemplo, prové
uma resposta de aceitabilidade proxima as respostas dos demais. As trajetérias de trinca
ilustradas na Fig. 6.15 demonstram ainda que os modelos EE-II-B MEFG-E Superposto e
EE-II-B MEFG-E 1.5G, antes do retorno das trincas, provém as trajetérias com melhor
concordancia com a faixa experimental, junto do modelo mais simples, que considera o

material linear elédstico.

Por fim, a Fig. 6.16 mostra que a estratégia EE-II-B do MEFG-E é bem condicionada e

robusta independentemente do modelo de material adotado para os elementos. Pode-se
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Tabela 6.9 — Cargas de pico obtidas para a estratégia EE-II-B do MEFG-E considerando
diferentes modelos de material. Os valores referentes a faixa experimental e
aos modelos numéricos 1 e 2 foram extraidos de Winkler, Hofstetter e Lehar

(2004).

Estratégia de Enriquecimento Carga de Pico (kN)
Experimental Superior 1,0990
Experimental Inferior 0,9612

Modelo Numérico 1 1,0910
Modelo Numérico 2 1,0220
EE-II-B MEFG-E 1,0795
EE-1I-B MEFG-E Superposto 1,0720
EE-II-B MEFG-E Linear 1,0725
EE-II-B MEFG-E 1.5G 1,0675

dizer inclusive, dada a proximidade entre as respostas em termos de C'(K), que este nao

é um critério que permita fazer distingdo entre as abordagens.

10t
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Figura 6.16 — Numeros de condicionamento escalonados C (K), a cada passo, calculados
para a estratégia EE-II-B do MEFG-E empregando diferentes modelos de
material.

6.3 Cisalhamento em 4 Pontos de Arrea e Ingraffea (1982)

O dltimo experimento numérico escolhido para este capitulo também ja foi abordado
anteriormente, na secao 5.3 do capitulo 5. Trata-se do teste de cisalhamento em quatro
pontos ensaiado por Arrea e Ingraffea (1982). Assim como na segao 6.2, para facilitar a
leitura, a geometria, carregamento e condi¢oes de contorno do problema sao reexibidos na
Fig. 6.17, que define ainda o crack mouth sliding displacement (CMSD), o deslizamento
tangencial relativo entre as faces da trinca, utilizado por Arrea e Ingraffea (1982) na
plotagem das trajetorias de equilibrio. Mais uma vez, o modelo constitutivo adotado foi
o descrito na se¢ao 3.2.1, ou seja, o modelo de dano isotrépico que emprega como medida

de deformacao equivalente aquela proposta por De Vree, Brekelmans e Van Gils (1995)
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(eq. (3.18)). Os pardmetros assumidos para o material, para a formulagao nao local e para
a lei de evolucao de dano com variagdo exponencial (segdo 3.2.3.1) podem ser vistos na
tabela 6.10. Para este experimento, os parametros da lei de dano foram obtidos seguindo o
procedimento descrito no Apéndice G de Penna (2011), que se baseia no ajuste de curvas

tendo em vista o ensaio de tragao direta (Fig. 6.18).

$OJ3P $P

espessura = 156 I :

2z

P

203 397 ¢ el 397 203

Figura 6.17 — Geometria, carregamento e condi¢oes de contorno do espécime de cisalha-
mento em quatro pontos. Dimensoes em mm. P = 130.000,0 N.

Tabela 6.10 — Parametros adotados para os experimentos numéricos realizados nesta

secao.
Parametros Parametros de Parametros da Lei de Dano
Nao Locais Material Exponencial (egs. (3.28) e (3.29))
l=40mm E = 24800 N/mm? a= 0,999
k=28,0 v=0,18 [ = 875
G = 0,120 N/mm ko= 1,64 x10~%
dinit =0 N/mm3
k.= 10,0
| 9,5 MN
e
<
- 0,5 MN
1,0m

Figura 6.18 — Ensaio de tracado empregado no procedimento usado para determinacao dos
parametros da lei de evolucao de dano exponencial da tabela 6.10.

Diferentemente do que ocorreu no capitulo 5, apenas uma malha foi considerada para
o experimento aqui tratado. Trata-se da malha M2 da se¢do 5.3, que pode ser vista
novamente na Fig. 6.19. Para as simulacoes realizadas, o incremento de trinca é de 5,0 mm,
o que equivale, na regido de propagagao da trinca, a cerca de h/2. A anélise nao linear
foi conduzida a partir do método de Newton-Raphson, incrementando o deslocamento

horizontal do apoio direito em 0,001 mm até o passo 350. A tolerancia para convergéncia
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em termos de deslocamentos foi assumida como 1 x 1074, e as simulacées foram realizadas
com equilibrio secante. Como optou-se por aproveitar a malha dos experimentos conduzi-
dos no capitulo anterior, o defeito inicial foi modelado a partir das fun¢des de Heaviside
pertinentes a cada estratégia de enriquecimento considerada. O procedimento adotado
para a integracdo numeérica foi descrito na segao 6.1 (seis pontos de Gauss por elemento

e por célula triangular, e quatro pontos de integragdo por segmento de trinca).

Figura 6.19 — Malha adotada para os experimentos numéricos conduzidos nesta se¢ao. O
tamanho médio dos elementos finitos na regiao refinada é igual a 10 mm.
Nas demais regioes da malha, é de 50 mm.

Para este experimento, sao feitos trés estudos distintos. Na secao 6.3.1, sdo contrapostos
os desempenhos das diferentes estratégias de enriquecimento investigadas neste tese. A
se¢do 6.3.2 discute brevemente, para uma das abordagens consideradas, o efeito de se
adotar um parametro djyix nao nulo. Na segao 6.3.3, por outro lado, sao analisadas as

diferencas de representacao providas pelos diversos modelos de material.

6.3.1 Comparacao entre estratégias de enriquecimento

As trajetérias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias de enriquecimento aqui
investigadas podem ser vistas na Fig. 6.20, que traz ainda a resposta resultante da simula-
¢ao que emprega apenas o modelo nao local distribuido, sem a utilizacao de enriquecimento
para representar a propagacao da fratura discreta (identificada por MEFG/X continuo,
ja que as funcoes de Heaviside nodalmente deslocadas foram empregadas para simular o

entalhe). O CMSD foi calculado seguindo o procedimento descrito na segao 5.3.

Diferentemente do que ocorreu no capitulo 5, em que todas as estratégias de enriqueci-
mento estudadas foram capazes de reproduzir o comportamento do experimento, a Fig.
6.20 revela que as estratégias que ndo empregam enriquecimento trigonométrico (EE-
I do MEFG/X e EE-I-H;,o,q do MEFG-E) falharam nesta representacao, deixando de
apresentar valores factiveis para CMSD e fator de carga nas proximidades de um CMSD
de 0,04 mm. Nestas estratégias, a descontinuidade pouco propaga (Fig. 6.21), ficando
limitada as proximidades do entalhe. A partir disto, o modelo mostrou-se mais sensivel

a condicao de apoio concentrado em um tunico no, alterando o mecanismo de ruptura
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Figura 6.20 — Trajetérias de equilibrio obtidas para as diferentes estratégias de enrique-
cimento aqui propostas para a malha da Fig. 6.19.

do problema (Fig. 6.22). A resposta destas estratégias foi modificada com a variacao de
alguns pardmetros de andlise (como a regiao de avaliagdo da propagacao), mas hé outras
hipdteses a serem testadas. Em todo caso, o comportamento descrito para as estratégias

EE-I é inesperado, e serd melhor investigado em trabalhos futuros.
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Figura 6.21 — Detalhe das trajetorias assumidas pelas trincas para as diferentes estratégias
de enriquecimento aqui propostas para a malha da Fig. 6.19.

Observando ainda a Fig. 6.20, pode-se constatar que as trajetorias de equilibrio obtidas
para as estratégias EE-II, tanto do MEFG/X quanto do MEFG-E, sao satisfatérias e se
encontram em concordancia com a faixa experimental. Em particular, é relevante destacar
que as trajetorias das trincas das estratégias em questao no modelo C-D aqui proposto
vao um pouco além (Fig. 6.21) das trajetérias observadas para estas abordagens na sec¢ao
5.3 do capitulo 5 (Fig. 5.30), que trata do modelo com material linear eldstico. De fato,
a trinca chega muito perto de atravessar a viga por inteiro quando a andlise estd perto

de um CMSD de 0,085 mm (préximo ao passo 225). Nesta regidao, a compressao é mais
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Figura 6.22 — Configuragao do dano para a estratégia EE-1 do MEFG /X nos passos: a) 28
e b) 29. Comportamento similar foi observado para a estratégia EE-I-H,oq
do MEFG-E.

atuante, o que incorre mais uma vez num retorno da trinca com posterior divergéncia para
a estratégia EE-1I-A do MEFG-E. Por isso, os resultados desta estratégia sao exibidos
apenas até o passo 225 - antes do retorno em questdao - nos graficos pertinentes. Nas
estratégias EE-II do MEFG/X e EE-II-B do MEFG-E, por outro lado, a propagacao é
interrompida um pouco antes (Fig. 6.21), e a andlise prossegue pelos 350 passos. Por fim,
a analise da trajetéria de equilibrio obtida empregando apenas o modelo distribuido de
formulagdo nao local baseada em integral, sem qualquer tipo de enriquecimento para
representar a propagacao de fratura discreta (MEFG/X continuo), revela que o pico
provido por esta simula¢do é razoavel (ver também a tabela 6.11), estando, assim como

as estratégias de enriquecimento do modelo C-D, com exce¢do da estratégia EE-IT do
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MEFG/X, que manteve a carga de pico dentro da faixa experimental, pouco acima do
limite superior desta. A abertura provida pela curva, em termos de CMSD, por sua vez,
nao demostra boa concordancia com os resultados do experimento. De fato, o ajuste de
parametros do modelo distribuido, quando se considera a formulagdo nao local, pode
ser um desafio uma vez que, além dos parametros associados a lei de evolugdo de dano
exponencial (egs. (3.28) e (3.29)), ha que se determinar também os pardmetros k e [ da
formulacao nao local. Como discutido na sec¢ao 3.2.4, [ foi assumido como o comprimento
caracteristico do material, em todas as secoes deste capitulo. A determinacao de k, por
outro lado, suscita duvidas. Nao ha consenso com relagao ao valor assumido para este
parametro. Com base nos experimentos realizados nesta tese com o modelo acoplado, o
que se observou foi que valores superiores para este parametro (a partir de 7,0 ou 8,0)
provinham respostas melhores, por definirem uma banda mais estreita (préximo ao que
talvez se obtivesse com um modelo distribuido local, se este nao sofresse localizagao com
o refinamento da malha) de dano. De qualquer forma, a trajetéria da estratégia MEFG/X
continuo revela que o modelo C-D permite um ganho de representagao neste caso, tornando
o comportamento mais proximo do observado experimentalmente. O dano critico adotado
nos experimentos desta tese (wer = 0,5) mais uma vez deflagrou a propagagao antes de a
carga de pico ser atingida. Neste experimento, o efeito causado por esta agao é interessante.
Depois de apresentar um serrilhado mais intenso proximo ao pico em si, as trajetorias de
equilibrio das estratégias que conseguem completar a andlise parecem sofrer uma corregao,
no sentido de prover um amolecimento proximo ao visto para o modelo com material linear
elastico, como sera discutido na se¢do 6.3.3. Sobre as trajetorias da trinca mostradas na
Fig. 6.21, cabe notar que as estratégias produzem uma boa concordancia com a faixa
experimental, sofrendo uma curva mais a esquerda no fim da andlise, na direcdo do né
em que o carregamento é aplicado. A Fig. 6.23 mostra a trajetoria final da trinca da
estratégia EE-1I do MEFG/X, acompanhando devidamente o perfil de dano obtido para

0 experimento.

Tabela 6.11 — Cargas de pico obtidas para as diferentes estratégias de enriquecimento
utilizadas para a solu¢ao do problema da Fig. 6.17.

Estratégia de Enriquecimento Carga de Pico (kN)
Experimental Superior (ARREA; INGRAFFEA, 1982) 1,1160
Experimental Inferior (ARREA; INGRAFFEA, 1982) 0,7471

MEF 1,1228

EE-II MEFG/X 1,1024

EE-II-A MEFG-E 1,1741
EE-1I-B MEFG-E 1,1863

A tabela 6.12, exibe, por sua vez, os valores obtidos para o parametro d,., com d,. definido
pela eq. (6.1), das diferentes estratégias de enriquecimento investigadas. Para o experi-

mento desta se¢ao, a malha e os pontos de calculo considerados, dfef = 0,3161. Mais uma
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Figura 6.23 — Configuragao final da estratégia EE-II do MEFG/X.

vez, d, foi computado a partir da divisao da trajetoria de equilibrio experimental. Para
que a comparagao fosse “justa”, considerando a divergéncia de uma das estratégias que
empregam enriquecimento trigonométrico, o CMSD tomado como limite, de 0,085 mm,
foi dividido em cinco intervalos. O computo de d, nao foi feito para as estratégias EE-I,
que apresentam problemas muito precocemente. A tabela 6.13 apresenta, por outro lado,
o numero de iteracoes necessario para a solucao da analise, e a média de iteracoes por

passo.

Tabela 6.12 — Parametro d, das diferentes estratégias de enriquecimento utilizadas para
a solucao do problema da Fig. 6.17. df”ef = 0,3161

Estratégia dy
MEFG/X continuo 0,3030
EE-II MEFG/X  0,1592
EE-II-A MEFG-E  0,1856
EE-II-B MEFG-E  0,1862

Tabela 6.13 — Numero de iteragoes totais e média de iteragoes por passo das diferentes
estratégias de enriquecimento utilizadas para a solu¢ao do problema da Fig.

6.17.
Estratégia Nimero Média de iteragoes
de Iteragoes por passo

MEFG/X continuo 2846 8,13
EE-I MEFG/X 2275 6,50
EE-1-Hy,0.g MEFG-E 3750 10,71
EE-II MEFG/X 17036 48,67
EE-II-A MEFG-E 6427 28,56
EE-1I-B MEFG-E 7657 21,88

Tendo em vista o “afastamento” entre os limites superior e inferior da faixa experimental

(dﬁef ), considerou-se que todas as abordagens, com excegao das estratégias EE-I, tiveram
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um desempenho de suficiente acuracia em termos de d,, embora as estratégias associadas
ao modelo C-D tenham estado mais préximas do limite inferior da trajetéria experimental
que a abordagem MEFG /X continuo. Entre aquelas, a que mais se aproximou deste limite
foi a estratégia EE-II do MEFG/X, que aparentava pelo grafico da Fig. 6.9 ser de fato
aquela que provinha a trajetoria de equilibrio mais proxima do experimento, considerando,
inclusive, a representacao da carga de pico. No que concerne as iteragoes demandadas
para a solucao do problema, nota-se pela tabela 6.13 que, neste caso, a média de iteragoes
por passo requeridas pelas abordagens oriundas do MEFG/X e métodos derivados, com
excecao novamente das estratégias EE-I, que nao produzem respostas factiveis, foi muito
superior a média da estratégia MEFG /X continuo. Isso pode ser explicado em funcao dos
parametros assumidos para o controle de tolerancia, que tem permissao para atuar apenas
apos a centésima iteracao, incrementando a tolerancia em duas vezes. Isso faz com que
alguns passos das analises empregando as estratégias de enriquecimento superem as cem
iteragoes, aumentando a média por passo. A despeito dos valores relativamente préximos
do parametro d,, constata-se que a estratégia EE-II-B do MEFG-E foi a mais eficaz entre
aquelas que empregam enriquecimento trigonométrico, com uma média de sete iteragoes
a menos por passo em relacao a estratégia EE-II-A do MEFG-E. Em relacao a estratégia,
EE-1T do MEFG/X, que é um pouco mais acurada, a diferenca é ainda mais gritante, com
a estratégia EE-II do MEFG/X demandando mais do que o dobro de iteragoes por passo
quando comparada a estratégia EE-II-B do MEFG-E.

1010 £
| | —— EE-I MEFG/X 1
109 b EE-1-H,,,q MEFG-E |
| | —— EE-IIl MEFG/X
108 £ | —— EE-II-A MEFG-E =
A | | —— EE-II-B MEFG-E 1
< ~ |
\% 107 = ]
Q F E
10° ¢ E
10°
£ | | | | | | | | | | | N
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Figura 6.24 — Numeros de condicionamento escalonados C (K), a cada passo, calculados
para as diferentes estratégias empregadas para solucdo da malha da Fig.
6.19.

A Fig. 6.24 mostra os nimeros de condicionamento escalonados C'(K) para as diferentes
estratégias de enriquecimento investigadas nesta secao. Pode-se perceber pelos gréaficos
de condicionamento que as tendéncias mais relevantes observadas nos experimentos das
secoes e do capitulo anteriores se mantiveram. As abordagens se mostraram robustas, e

apresentaram C' (K)s relativamente baixos.
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6.3.2 Resisténcia inicial ao cisalhamento

Os experimentos realizados nesta secao visam compreender o efeito do parametro dinit no
modelo acoplado aqui proposto, no problema tratado neste capitulo em que a solicitagao
de cisalhamento ¢ mais predominante. Como discutido no capitulo 3, a consideracao do
modo IT em modelos C-D pode ser entendida, no minimo, como nebulosa. Diferentemente
do tratamento dado a energia de fratura para o modo I, ndo existe sequer um consenso
sobre a energia dissipada em modo II ser de fato um parametro de material real. A
consideragdo da componente tangencial ts nas eqs. (3.45) e (3.46) suscita sem duvidas
alguma inconsisténcia num modelo que se pretendia energeticamente consistente. Levando
em conta, no entanto, que em experimentos preliminares realizados para o capitulo 5, a
resisténcia inicial ao cisalhamento djyj; parecia ter pouco impacto nos resultados, desejava-

se compreender qual seria exatamente o efeito deste parametro se inserido no modelo C-D.

Para tal investigacao, fez-se uso da estratégia EE-II-B do MEFG-E, que entregou um
resultado relativamente satisfatorio com menos iteracoes. A Fig. 6.25 traz as trajetorias
de equilibrio obtidas com esta abordagem usando os parametros de material da tabela
6.10 (com excecio de diyt) em trés situacoes distintas: considerando diyix = 0 N/mm?3
(EE-1I-B-0 MEFG-E), dinit = 1 N/mm? (EE-II-B-1 MEFG-E) e dinj; = 5 N/mm? (EE-II-
B-5 MEFG-E). Na Fig. 6.26, por outro lado, podem ser vistas as trajetérias de trinca
obtidas para estas simulagoes.

1.4 T T T T T T T T
Experimental
—— EE-II-B-0 MEFG-E H
EE-II-B-1 MEFG-E
—s— EE-II-B-5 MEFG-E H

1,2
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0,6

Fator de Carga

0,4

0,2

0
0 002 004 006 008 01 012 014 016 0,18
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Figura 6.25 — Trajetérias de equilibrio obtidas para a estratégia EE-II-B do MEFG-E com
diferentes valores de resisténcia inicial ao cisalhamento dipit.

A andlise das Figs. 6.25 e 6.26, aliada a interpretagao da tabela 6.14, que traz as cargas de
pico e o parametro d, considerando os quatro primeiros pontos entre aqueles escolhidos
na se¢ao 6.3.1, com a devida adequacao da eq. (6.1), revela que a inclusdo de um diy;; # 0

melhora a solucdo, inserindo-a na faixa experimental. Percebe-se que a curva na qual
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Figura 6.26 — Detalhe das trajetérias assumidas pelas trincas para a estratégia EE-II-B

do MEFG-E com diferentes valores de resisténcia inicial ao cisalhamento
dinit.-

dinit = 5 N /mm3 ¢ a mais suave na transicdo entre os modelos, e é também a mais
proxima do limite inferior da faixa experimental, sendo a tnica entre as trés simulagoes
que apresenta a carga de pico entre os limites esperados. Outra consequéncia visivel na
Fig. 6.26 é que as trincas acabam evoluindo mais na propagacao e cortam toda a viga tanto
no caso em que dinis = 1 N/mm? quanto no caso em que dini; = 5 N/mm?, antecipando o
encerramento das andlises e a interrupg¢ao das trajetorias de equilibrio. O aumento deste
parametro, inclusive, parece induzir a trajetoria de trinca ainda mais no sentido do né
de aplicacdo do carregamento, ja que a coordenada x final da estratégia EE-II-B-5 do
MEFG-E é 722,72 mm, ligeiramente mais a esquerda que a verificada para a estratégia
EE-II-B-1 do MEFG-E (723,36 mm). O efeito de a descontinuidade cortar inteiramente a
viga nas trajetorias de equilibrio é que estas sofrem um snap-back localizado e, por isso,

apenas os pontos que antecedem este momento foram plotados no grafico da Fig. 6.25.

Tabela 6.14 — Cargas de pico e valores do parametro d, para a estratégia EE-II-B do
MEFG-E com diferentes valores de resisténcia inicial ao cisalhamento djpjt.
O parametro d, foi computado a partir dos quatro primeiros pontos da
secao 6.3.1, ou seja, até um CMSD de 0,068 mm.

Estratégia Carga de Pico (kN) dy,
EE-II-B-0 MEFG-E 1,1863 0,1863
EE-II-B-1 MEFG-E 1,1330 0,1764
EE-II-B-5 MEFG-E 1,1086 0,1561

Percebe-se, portanto, que os resultados do modelo C-D indicam alguma sensibilidade,
de certa forma positiva, ao parametro dijyit. A dificuldade reside tanto na determinacgao
deste parametro - j& que sua mengao mesmo no trabalho de Wells e Sluys (2001) suscita
dividas sobre sua obtencao - quanto em estabelecer uma formulagao para o acoplamento

energético em modo II, o que poderd ser considerado em trabalhos futuros. Um autor
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que se propos a calcular di,iy a partir de outros parametros de material foi, como ja
mencionado, Silva (2016). A limitagao de seu equacionamento, no entanto, reside no fato
de ela resultar em valores variados para um mesmo problema, ja que sua determinacao
depende do comprimento dos segmentos de trinca e, consequentemente, ou do tamanho do
incremento de trinca ou do tamanho dos elementos da malha. Uma possibilidade é adaptar
esta formulagao para que passe a estar atrelada ndao ao comprimento dos segmentos de
trinca, mas ao comprimento caracteristico do material. O estabelecimento do acoplamento
energético em modo II, por outro lado, pode constituir um desafio maior ja que, até
onde vai o conhecimento da autora, sao ainda incipientes as discussoes na literatura de

formulacoes nesse sentido.

6.3.3 Comparacao entre os modelos de material

Assim como na segao 6.2.2, buscou-se fazer uma comparagao entre os diferentes modelos
empregados na simulagao do ensaio de cisalhamento em quatro pontos, a partir de uma
das estratégias de enriquecimento. Para este experimento, elegeu-se a estratégia EE-IT do
MEFG/X, que apresentou, na se¢ao 6.3.1 o melhor resultado em termos de acuracia. A
Fig. 6.27 compara as trajetorias de equilibrio obtidas para o modelo C-D aqui proposto
(EE-II MEFG/X), para um modelo que desconsidera a transi¢ao energética, ou seja, que
permite que o dano continue atuando livremente mesmo apés a nucleagao da trinca (EE-II
MEFG/X Superposto) e o modelo com material linear elastico (EE-II MEFG/X Linear),
cujos resultados ja foram apresentados na secao 5.3 do capitulo 5. De modo anélogo ao
que foi feito na secao 6.2.2, uma variagdo do modelo C-D, que considera que a energia G g;
utilizada para acoplamento entre os modelos continuo e descontinuo da eq. (3.56), seria
na verdade 1,5G; (EE-II MEFG/X 1.5G ), também ¢ analisada (neste caso, portanto,
Gais = 0,180 N/mm). A Fig. 6.28, por sua vez, traz as trajetérias das trincas alcangadas

para cada uma destas abordagens.

Considerando os resultados ilustrados nas Figs. 6.14 e 6.15, bem como os dados presentes
na tabela 6.15, que traz as cargas de pico dos diferentes modelos e o parametro d, calculado
como na se¢ao 5.3, ou seja, com a divisao do CMSD de 0,1236 mm - limite da faixa
experimental - em cinco pontos, pode-se concluir que o modelo com melhor aproximagcao
para o limite inferior da faixa experimental considerando a malha da Fig. 6.19 foi o modelo
mais “simples”, que representa o material dos elementos finitos como linear elastico. De
fato, ele j4 se constitufa uma excelente aproximacdo em termos de acurdcia. E esta a
estratégia cuja trajetéria de trinca mais se aproxima da trajetéria experimental (Fig.
6.15). Ela apresenta ainda uma carga de pico dentro do esperado, uma trajetéria de
equilibrio relativamente suave e o menor afastamento entre as abordagens em relagao ao
limite inferior da faixa experimental - embora, considerando que dﬁef = 0,2357, todas

as respostas - inclusive a da estratégia EE-II MEFG/X 1.5G, se considerarmos que ela
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Figura 6.27 — Trajetérias de equilibrio obtidas para a estratégia EE-II do MEFG /X para
a malha da Fig. 6.19 considerando diferentes modelos de material.
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Figura 6.28 — Detalhe das trajetérias assumidas pelas trincas para a estratégia EE-II do

MEFG/X para a malha da Fig. 6.19, considerando diferentes modelos para
o material dos elementos.

se aproxima do limite superior da faixa experimental, superando-o ligeiramente - possam
ser entendidas como satisfatorias. Diferentemente do que ocorreu na secao 6.2.2, na qual
a consideracao de uma energia de acoplamento superior produziu resultados similares
aos das demais estratégias que usavam um modelo de dano nao local com formulagao
baseada em integral, no problema da Fig. 6.17, tal consideracao provocou certa suavizagao
e uma abertura mais significativa da trajetéria de equilibrio. A estratégia EE-II MEFG/X
1.5G'y manteve ainda seu limite superior mais préximo do comportamento verificado
para o limite superior da faixa experimental. Embora tenham tido como consequéncia
a “retirada” da curva da faixa em questdo no amolecimento, estes resultados podem
sugerir que a energia de acoplamento “real” no experimento em questao estd proxima

do valor suposto. Wang e Waisman (2016) consideram de fato o valor de 1,5 para o
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parametro [ nos experimentos numéricos conduzidos para o ensaio de cisalhamento em
quatro pontos de Arrea e Ingraffea (1982) em seu trabalho, embora assumam outros valores
para os parametros de material empregados em seu modelo. Em termos de representacao
da trajetoria da trinca, a Fig. 6.28 revela que a trajetoria simulada pela estratégia EE-II
MEFG/X 1.5G ¢ ¢ muito préxima da trajetéria obtida para o modelo superposto. Observa-
se ainda que, diferentemente das demais estratégias, a carga de pico registrada para a
estratégia EE-II MEFG/X 1.5G ¢ ¢ ligeiramente superior ao limite do experimento (tabela
6.15).

Tabela 6.15 — Cargas de pico e valores do parametro d, para a estratégia EE-II do
MEFG /X com diferentes modelos de material. df¢f = 0,2357.

Estratégia Carga de Pico (kN) d,
EE-II MEFG/X 1,1024 0,2401
EE-II MEFG/X Superposto 1,0887 0,2395
EE-II MEFG/X Linear 1,0016 0,1838
EE-IT MEFG/X 1.5G ¢ 1,1872 0,3305

E interessante também notar que, de forma analoga ao que ocorreu na secao 6.2.2; as
aproximagoes providas pelas estratégias EE-II MEFG/X Superposto e EE-II MEFG/X
(modelo C-D) sao bastante proximas, diferindo apenas em detalhes, como o fato de a
abordagem EE-II MEFG/X Superposto prover uma carga de pico ligeiramente menor e
uma curva um pouco mais aberta que a do modelo C-D. Estes resultados confirmam as
tendéncias observadas, em relagdo a estas duas estratégias, para o painel em L. No que
concerne a abertura das curvas, o entendimento é idéntico ao que foi apresentado na se¢ao
6.2.2. Nota-se que este fator é influenciado pela energia que se considera para realizar o
acoplamento entre os modelos continuo e descontinuo. Uma possibilidade para trabalhos
futuros, tendo em vista também os resultados interessantes obtidos para a estratégia EE-
IT MEFG/X 1.5G ¢ nesta segao, seria tentar determinar de fato com maior precisao, e de
forma genérica, qual funcao de Gy permitiria o acoplamento devido, considerando também

a dissipacao energética no ramo eléstico.

A Fig. 6.29 mostra, por fim, assim como na se¢ao 6.2.2, que as abordagens sao todas bem
condicionados e robustas, e que os C (K)s nao sao um fator relevante para fazer alguma

distingao entre elas.

6.4 Conclusoes parciais

Os resultados dispostos neste capitulo demonstraram que o modelo continuo-descontinuo
(C-D) descrito no capitulo 3 (particularmente se destacam as segbes 3.3.1.2, 3.3.2.2 e
3.3.3) exibiu uma performance um pouco aquém do esperado em termos de representa-

¢ao das trajetérias de equilibrio e assumidas pela trinca, principalmente nos primeiros
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Figura 6.29 — Numeros de condicionamento escalonados C (K), a cada passo, calculados
para estratégia EE-IT do MEFG/X com diferentes modelos de material.

dois experimentos numéricos tratados neste capitulo. O modelo foi aplicado a diferentes
problemas de referéncia da literatura, empregando tanto elementos quadrilaterais quanto
elementos triangulares nas malhas adotadas. A principal razao para este desempenho
aquém parece estar relacionada a escolha do critério de direcao assumida pela trinca,
baseado em uma medida nao local de deformacoes, que é sensivel a regides de compressao.
No que diz respeito ao condicionamento, no entanto, todas as abordagens apresentaram
um bom desempenho em todos os experimentos considerados, se mostrando robustas,
bem condicionadas e relativamente proximas, nos testes em que essa avaliacao foi feita,

dos numeros de condicionamento escalonados calculados para abordagens oriundas do
MEF.

No que concerne aos desempenhos das diferentes estratégias de enriquecimento, nao se
pode deixar de destacar as ocorréncias relacionadas as estratégias EE-1 do MEFG/X e EE-
I-H,,0q do MEFG-E, que, talvez por terem menor sensibilidade as mudancas de dire¢ao
assumidas pela trinca quando comparadas as abordagens que empregam enriquecimento
trigonométrico, acabaram, em dois dos experimentos, em configuracoes limitantes em
relacao ao critério de propagacao adotado. Nestas ocorréncias, o elemento que constituia
a regiao de pesquisa de propagacao, acabou nunca atingindo o dano critico, o que impediu
que a trinca seguisse a evolucao verificada no experimento real. Em uma delas, inclusive,
esta ocorréncia pareceu estar relacionada também a uma maior sensibilidade do modelo
a condicao de apoio concentrado em um Unico no, o que alterou o mecanismo de ruptura
do problema. As estratégias EE-IT do MEFG/X e do MEFG-E, embora tenham estado
sujeitas as limitagoes relacionadas ao critério de direcao, nao apresentaram problemas
desta natureza. Em termos de acuracia, considerando os limites impostos pelas limitagoes
do critério de diregao, entre as abordagens do MEFG/X e do MEFG-E se destacaram
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as estratégias EE-II do MEFG/X e EE-II-B do MEFG-E. Em geral, no entanto, com
excecdo do experimento da flexdo em trés pontos de Garcia-Alvarez, Gettu e Carol (2012)
(secao 6.1), a estratégia EE-II-B do MEFG-E atingiu estes resultados com maior eficiéncia

computacional, demandando menos iteracoes para a solucao da andlise nao linear.

Nao se pode negar que o modelo C-D proposto apresente algumas vantagens em relagao ao
modelo linear elastico abordado no capitulo 5, como a capacidade de prover a nucleagao
da trinca na regido correta mesmo com a representacao geométrica do defeito inicial,
como foi feito na secdo 6.1. Neste tipo de situacao, a nucleagdo da trinca no modelo
descontinuo, que depende de as tensoes principais nos pontos de integracao de um elemento
superarem a resisténcia a tragao do material f;, pode ocorrer em mais de um elemento
ao mesmo tempo, por vezes acarretando o surgimento da trinca numa regiao nao de todo
correta. Este é o motivo pelo qual os entalhes tratados no capitulo 5 foram representados a
partir de fungdes de Heaviside. Apesar disso, nos experimentos conduzidos neste capitulo
em que os modelos descontinuo e continuo-descontinuo foram contrapostos em situagoes
que nao contemplavam esta limitagdo, houve certa vantagem, em termos de acuracia,
para o modelo descontinuo, de formulacao e implementacao mais simples. A simplificagao
proposta para o modelo C-D, atrelando a dissipacao energética total a energia de fratura
G'r, se mostrou préoxima da resposta de um modelo que desconsidera qualquer tipo de
transicao energética, ou seja, que permite a livre atuacao do dano a despeito do surgimento
de uma trinca, e possui também formulacao e implementacao mais simples que o modelo
C-D. Em um dos experimentos, ambos os modelos se aproximaram de uma variacao do
modelo C-D que empregava uma energia de valor superior a Gy para o acoplamento
das parcelas continua e descontinua do modelo, indicando que ambos poderiam ser apro-
ximagoes razoaveis, com ligeira vantagem, em termos de proximidade, para o modelo
superposto. A mesma consideragdo, no entanto, no ensaio de cisalhamento em quatro
pontos de Arrea e Ingraffea (1982), acarretou uma alteragao mais significativa da trajetoria
de equilibrio, explicitando as diferencas entre esta resposta e as respostas dos modelos que
consideram alguma simplificacao (modelo C-D aqui proposto, que simplifica a energia de
acoplamento, e modelo superposto, que desconsidera a transi¢do energética). Este fato
aponta para a possibilidade de maiores estudos que possam definir, mais precisamente, a
energia envolvida na troca de modelos C-D, e se é possivel atrela-la a parametros reais do

material.

Por fim, cabe também uma reflexao acerca dos diversos parametros cuja determinacao
é exigida para a aplicacdo do modelo aqui tratado. Quando se trabalha com modelos
de dano, ha que se fazer uso de técnicas como a mencionada na secao 6.3 para tentar
garantir o ajuste dos parametros empregados nas leis de evolugao de dano. Nem sempre

a resposta obtida usando tais metodologias é inteiramente satisfatéria. A complexidade,
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no entanto, aumenta ainda mais quando se acrescenta a esta busca a necessidade de
determinar o parametro k para a formulagdo nao local baseada em integral. Nao ha
consenso na literatura sobre a obtencao deste pardmetro, que pode provocar mudangas
na resposta inicialmente investigada pelas metodologias ja citadas em termos do ajuste
para os parametros da lei de evolucao de dano. Ha que se fazer notar, no entanto, que
outros modelos que empregam a formulagao nao local baseada em integral podem utilizar
outras fungoes para a suavizagao do dominio nao local (eq. (3.37)) que prescindem de
k, como ocorre no trabalho de Wang e Waisman (2016). Nao se descarta a realizagao de
experimentos com o modelo C-D e uma outra formulagao para cumprir esta funcao em
trabalhos futuros. A lei coesiva estudada nesta tese, adaptada de Wells e Sluys (2001),
demanda ainda a determinacao de um parametro dj,i; para consideracao da componente
tangencial {5 na integracdo das forcas coesivas. Constatou-se que este parametro pode
afetar os resultados em experimentos em que a solicitacdo de cisalhamento é mais atu-
ante, embora nao se tenha ainda clareza de como incorporar esta grandeza de forma
a manter a consisténcia energética também em modo II. Outras leis coesivas, como as
apresentadas em Wu e Li (2015b) e Wang e Waisman (2018) poderdo ser consideradas
em trabalhos futuros. Finalmente, o que se observou nos experimentos conduzidos neste
capitulo foi que a determinacao heuristica do dano critico como sendo we, = 0,5 deflagrou
a propagacao da trinca antes que a carga de pico houvesse sido atingida nos experimentos.
Este fato realmente aponta para a necessidade de maiores estudos sobre este parametro,
que permitam tracar um panorama mais claro sobre o impacto, em termos de trajetéria
de equilibrio e de representacao da trinca, de se considerar valores superiores ou inferiores

para Wer.
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7 Consideracoes Finais

Esta tese buscou aplicar o MEFG/X e o MEFG-E a simulacao da propagacao de trincas
com modelo de zona coesiva, contrapondo seus desempenhos. A despeito dos varios traba-
lhos publicados sobre o tema, ainda nao se conhecia nenhuma publicagao que adaptasse
o MEFG-E para este tipo de problema, considerando o enriquecimento trigonométrico e
investigando seu desempenho. Além disso, visando aprimorar os resultados obtidos por
um modelo que considerava o material dos elementos finitos como linear elastico, buscou-
se propor uma nova versao de um modelo continuo-descontinuo. Este modelo se centrou
na busca pela consisténcia energética entre modelos de dano nao locais com formulagao
baseada em integral e o modelo de fratura discreta simulado pelo MEFG/X e pelo MEFG-
E a partir da energia de fratura, e com consideracao de coesdo. Foi também, até onde se

sabe, a primeira aplicacdo do MEFG-E a um modelo C-D que tivesse tais premissas.

Este capitulo retine as consideragoes finais da tese, resumindo e destacando os pontos mais
relevantes tratados nas paginas anteriores. A secao 7.1 apresenta uma sintese das princi-
pais conclusoes e contribuicoes do trabalho, tracadas com base sobretudo nos resultados
dispostos nos capitulos 4 a 6. A secao 7.2, por sua vez, objetiva listar algumas lacunas e
limitagoes identificadas ao longo do processo da tese que poderiam servir como ponto de

partida para trabalhos futuros.

7.1 Sintese das Principais Contribuicoes

7.1.1 Investigacao sobre robustez e condicionamento das funcoes de enrique-

cimento propostas

O presente trabalho apresentou uma extensiva investigacao sobre a estabilidade do condi-
cionamento das matrizes de rigidez e sobre a robustez das estratégias de enriquecimento
discutidas no capitulo 3. A avaliacdo preliminar destes aspectos realizada para as dife-
rentes fungoes de enriquecimento no capitulo 4 foi corroborada por diversos experimentos
conduzidos nos capitulos 5 e 6. Com excecao da estratégia EE-I-Hy,, cuja falta de robustez
ja era conhecida da literatura (ZHANG; BABUSKA; BANERJEE, 2016), e, por isso, foi
investigada apenas no capitulo 4, todas as estratégias se mostraram, em problemas da
mecanica da fratura com aproximacao de primeira ordem, robustas e bem condicionadas.
No caso das abordagens que empregaram a funcao de Heaviside nodalmente deslocada,
este resultado serve, de certa forma, como validacao experimental das discussoes conduzi-
das por Ndeffo et al. (2017) e Sanchez-Rivadeneira e Duarte (2020), sobre as modificagoes

necessarias para garantir a robustez das fung¢oes de Heaviside no contexto do MEFG/X.
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No caso das estratégias que usam as fungoes de Heaviside modificadas pelo parametro
de estabilizagdo de Wu e Li (2015b) (eq. (3.84)), os experimentos indicam que valores
baixos de a, como sugerido pelos autores, de fato entregam um meio-termo entre acurdcia

e condicionamento.

7.1.2 Aplicagao do MEFG-E a um modelo descontinuo com enriquecimento

trigonomeétrico

O MEFG-E foi aplicado pela primeira vez na simulagao da propagacao de trincas com
modelo de zona coesiva considerando uma combinacao entre fungoes degrau e fungoes
trigonométricas. Esta talvez seja a principal contribuicao da tese. Constatou-se que, em
problemas da mecanica da fratura com aproximacao de primeira ordem, seu desempenho
é similar ao das estratégias de enriquecimento equivalentes do MEFG/X. No entanto, hé
que se fazer notar que, nos experimentos do capitulo 5, a estratégia EE-1I-B do MEFG-E
mostrou-se constantemente a mais acurada das abordagens e que, no capitulo 6 a mesma
estratégia demonstrou entregar acuricia similar & da melhor das abordagens do MEFG /X
(EE-IT do MEFG/X) com nimero de iteragbes por passo equivalente ou significativamente
inferior. Portanto, ainda que os ganhos em termos de aproximacao entre o MEFG-E e o
MEFG/X nao sejam tao significativos em problemas com aproximagao de elementos finitos
de primeira ordem quanto em outros tipos de problemas abordados na literatura, nao se
pode negar que o MEFG-E traz também vantagens ao ser aplicado a situacoes como as

estudadas nesta tese.

7.1.3 O papel da estratégia de integracao numérica na estabilidade/robustez
do MEFG/X

Experimentos como o realizado na se¢ao 5.1 do capitulo 5 demonstraram que a robustez
das fungoes de Heaviside convencionais no contexto do MEFG/X nao estd condicio-
nada apenas a aplicacdo do deslocamento nodal e de um pré-condicionador diagonal
(SANCHEZ-RIVADENEIRA; DUARTE, 2020), mas também ao emprego de uma es-
tratégia de integracao numérica adequada. Enquanto o deslocamento nodal garante a
razoabilidade do condicionamento nos elementos de mistura, zerando as fungoes de enri-
quecimento, a estratégia de subdivisao prové esta garantia para configuracoes da trinca
que produzam &reas/volumes dispares no interior de um mesmo elemento. Este fato se
da porque a estratégia de subdivisao assegura que serdao considerados pontos de Gauss
nas duas regioes, evitando a dependéncia linear trazida pela soma da particao da unidade
com um multiplo de si mesma (situagdo que ocorreria se todos os pontos de Gauss do
elemento acusassem o mesmo valor para o enriquecimento de Heaviside). No contexto do
MEFG-E, as fungoes de Heaviside modificadas pelo parametro de estabilizacao (eq. (3.84))

demonstraram manter a robustez mesmo quando se adota um procedimento de integracao
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gaussiana convencional. Entretanto, a acuracia da aproximacao foi comprometida neste
caso. Esta é mais uma evidéncia em favor da escolha de uma estratégia de integracao

numérica adequada.

7.1.4 Efeitos da inclusao do enriquecimento trigonométrico na simulacao de

propagacao de trincas com modelo de zona coesiva

Embora se conhega diversas publicagoes que tratem da propagacgao de trincas com modelo
de zona coesiva no contexto do MEFG/X empregando apenas fungoes de Heaviside - como
os trabalhos de Wells e Sluys (2001), Comi, Mariani e Perego (2007), Wu e Li (2015b),
Roth, Léger e Soulaimani (2015), Wang e¢ Waisman (2016) e Silva (2016), apenas para
citar alguns - e utilizando uma combinagao entre fun¢oes de Heaviside e enriquecimento
trigonométrico - como em Moés e Belytschko (2002) e Wang e Waisman (2018) -, nao
se conhecia um trabalho que comparasse ambas as escolhas na simulagao de um mesmo
problema. Nos experimentos do capitulo 5, embora se tenha constatado que as estratégias
que empregam apenas fungoes degrau entregam um bom desempenho, verificou-se também
que a inclusao do enriquecimento trigonométrico proveu maior suavidade a aproximagao,
ainda que a ado¢do de uma malha adequada seja sempre necessaria. No capitulo 6 -
primeira aplicacao conhecida da combinacao entre enriquecimento de Heaviside e enri-
quecimento trigonométrico no ambito de um modelo C-D com consideracao de coesao no
contexto do MEFG/X -, a inclusdo das fungoes trigonométricas parece ser crucial para
garantir a continuidade das andlises, evitando as limitacoes sofridas pelas estratégias EE-I
no que concerne ao critério de propagacao adotado. Além disso, nos experimentos em que
a solicitagao por cisalhamento era mais atuante, como no teste de cisalhamento em quatro
pontos de Arrea e Ingraffea (1982), as fungoes trigonométricas demonstraram prover uma
representacao mais fidedigna da trajetéria assumida pela trinca, por capturarem melhor

mudancas de direcao.

7.1.5 Proposicao do modelo C-D com o acoplamento energético realizado a

partir da energia de fratura

Na secao 3.3.3 do capitulo 3, uma nova formulacao de modelo continuo-descontinuo que
acoplasse modelos de dano com uma formulagao nao local baseada em integral e a fratura
discreta simulada no contexto do MEFG /X e métodos derivados foi proposta, com base
nos trabalhos de Comi, Mariani e Perego (2007), Roth, Léger e Soulaimani (2015) e Wang
e Waisman (2016). O desenvolvimento desta formulagao se centra em uma simplificacdo
da energia conservada entre os modelos, suposta nesta tese como a energia de fratura em
modo I, G¢. As equagoes necessdrias para a determinacao da lei coesiva neste contexto

foram igualmente apresentadas no capitulo 3 (segoes 3.3.1.2 e 3.3.2.2). A simplificagao
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proposta permitiu flexibilizar a implementacao, de forma a viabilizar sua aplicagao com

diferentes leis de evolucao de dano.

7.1.6 Avaliagao da simplificacao proposta para o acoplamento energético do
modelo C-D

No capitulo 6, o modelo C-D proposto no capitulo 3 foi testado em trés problemas de
referéncia da literatura. No que concerne a simplificacao sugerida nesta tese, centrada no
acoplamento energético com base na energia de fratura em modo I, procurou-se estabelecer
0 quao razoavel era esta proposi¢ao tendo em vista outros modelos de material. Constatou-
se que a simplificagdo proposta resultou em respostas similares as de um modelo que
desconsidera a transicdo energética entre dano e fratura discreta, ou seja, que permite
que o dano continue atuando mesmo apds o surgimento da trinca discreta. Investigou-se
ainda a sugestao de alguns autores de que o acoplamento energético deveria ser realizado
com uma energia maior que a energia de fratura. Uma vez que a proposta de Comi, Mariani
e Perego (2007) era, neste caso, invidvel, em fungao da formulagao das leis de evolugao
de dano empregadas neste trabalho, optou-se por testar o valor médio do parametro
sugerido por Wang e Waisman (2016), o que resulta numa energia total equivalente a
1,5G . Constatou-se que o efeito desta consideragao varia com o tipo de problema. Se
a resposta deste modelo foi proxima das respostas dos demais modelos distribuidos no
painel em L de Winkler, Hofstetter e Lehar (2004), no teste de cisalhamento em quatro
pontos de Arrea e Ingraffea (1982) produziu uma curva significativamente mais aberta, e
um pouco mais suave. Recorda-se que autores como os préprios Wang e Waisman (2016)
consideram de fato a energia de acoplamento atrelada a um pardmetro que varia conforme

o experimento. Isso, no entanto, dificulta a aplicacao e a generalizagdo do modelo.

7.1.7 Resisténcia inicial ao cisalhamento no modelo C-D

Por fim, discutiu-se brevemente o possivel papel do parametro diy;x em um modelo C-D.
A consideracao deste pardmetro certamente traz questoes relativas a inconsisténcia em
um modelo que se pretendia energeticamente consistente. Os experimentos conduzidos
na secao 6.3.2 do capitulo 6 indicam, contudo, que djyi;y pode ter um impacto positivo
nos resultados. A utilizacao deste pardmetro, no entanto, suscita dificuldades sobre as
consideracoes energéticas para o modo II e sobre sua determinacao a partir de parametros

reais de material.

7.2 Propostas de Trabalhos Futuros

Como visto, o presente trabalho apresentou algumas contribuigoes que se espera que sejam

relevantes para o evolucao dos modelos para a simulacao da propagacao de trincas com



176

modelo de zona coesiva e para o desenvolvimento de abordagens nao convencionais de

métodos numéricos baseados em malha, como o MEFG/X e o MEFG-E. No entanto, no

decorrer do texto, foram identificadas também uma série de lacunas e possibilidades que

podem dar origem a futuros trabalhos da area. A seguir sao listados alguns destes topicos:

. Estudo sobre a influéncia do tamanho assumido para o incremento de trinca com

modelo de zona coesiva nas estratégias de enriquecimento que empreguem fungoes
trigonométricas, de forma a tentar determinar, com maior precisao, se haveria um
valor 6timo em relagdo ao tamanho dos elementos da malha ou se seria possivel
trabalhar com este parametro de forma adaptativa, encontrando uma formulacao

que se adequasse aos diversos tipos de problema.

. Inclusao do enriquecimento polinomial nos modelos apresentados, com investigagoes

sobre o impacto em termos de aproximagao e de condicionamento.

. Na hipotese do cumprimento do item interior, investigacao da utilizacao de outras

particoes da unidade, também no contexto da simulacao de propagacao de trincas
com modelo de zona coesiva, para a construcao do espaco de enriquecimento do
MEFG-E, de forma a evitar dependéncias lineares entre a PU lagrangiana do MEF

e as fungoes obtidas a partir do enriquecimento polinomial.

. Investigacao acerca da acuracia da determinacgao dos fatores de intensidade de tensao

para obtencao da direcao assumida pela trinca no modelo descontinuo.

. Estudo sobre o impacto que as proximidades do contorno poderia ter sobre a integral

de interagao na determinacao dos fatores de intensidade de tensao para obtencao da

direcao assumida pela trinca no modelo descontinuo.

. Implementagao/utilizagdo de outros métodos de controle para solugdo da andlise

nao linear.

Definicao de um novo critério para a obtencao da direcao assumida pela trinca em
um modelo C-D. Talvez esta seja a questao mais pungente relativa a este modelo.
A principio, a maior parte dos trabalhos desta area emprega critérios de direcao
baseados na diregao assumida pelo dano, como Wang e Waisman (2016). E esta
ideia que tem norteado as implementagoes iniciais nesse sentido. Entretanto, ha
outros critérios disponiveis, como os empregados nos trabalhos de Comi, Mariani e
Perego (2007) e Roth, Léger e Soulaimani (2015).

8. Investigacao acerca do valor 6timo assumido para o dano critico wey.

9. Realizacdo de simulagoes que considerem, para a formulagdo nao local baseada

10.
11.

em integral, outra funcdo de suavizagdo, que nao dependa da determinagdao do
parametro k.

Elaboracao de uma formulacao que considere o acoplamento energético em modo II.
Elaboragao de uma funcao que permita determinar, genericamente, os valores de

energia de modo I para transicdo energética em um modelo C-D com base em



177

parametros reais de material.
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APENDICE A - O Sistema INSANE

Este apéndice tem por finalidade esclarecer alguns aspectos computacionais relativos as
implementagdes realizadas no ambito do sistema INSANE. Particularmente, objetiva-se
discriminar o funcionamento do sistema para nucleacao e propagacao de fissuras com
modelo de zona coesiva desenvolvido por Silva (2016), bem como as modificagoes nele
operadas. Além disso, pretende-se comentar também um pouco sobre a estrutura adotada
para os modelos que combinam uma formula¢do nao local de dano com o MEFG/X e

métodos dele derivados.

A.1 Visao Geral

Como visto no capitulo 1, o INSANE (FONSECA; PITANGUEIRA, 2007) é um projeto
de software livre, implementado em linguagem Java segundo o paradigma de Programacao
Orientada a Objetos (POO). A opgao por esta linguagem e este paradigma tiveram como
objetivo fazer do INSANE um sistema amigavel, modulado e escalavel em complexidade.
Estas caracteristicas facilitam a implementacao de novas abordagens para a resolugao
de PVCs, por exemplo. Correntemente, no INSANE, é possivel a resolucao deste tipo
de problema por métodos distintos, como o MEF convencional (FONSECA; PITAN-
GUEIRA, 2007), o Método dos Elementos de Contorno (MEC) (ANACLETO et al., 2013),
alguns Métodos sem Malha (MSM) (HOSSEINI et al., 2017), (PINHEIRO et al., 2017),
o MEFG/X (ALVES, 2012), (MALEKAN et al., 2017) e pelo MEFG-E (OLIVEIRA,
2018). As linhas de pesquisa desenvolvidas no &mbito do INSANE, bem como publicagoes
relacionadas a outros tipos de implementacao, podem ser encontradas no mesmo endereco

em que o software é disponibilizado (https://www.insane.dees.ufmg.br).

O sistema INSANE pode, em linhas gerais, ser dividido em trés grandes aplicagoes: pré-
processador, processador e pos-processador. O pré e o pds-processador sao aplicagoes
graficas interativas, que contém ferramentas para construgao das diversas representacoes
discretas de um problema estrutural, além da visualizacdo de resultados (FONSECA,
2008). O processador, por sua vez, é o nicleo numérico do sistema e o responséavel pela
obtengao dos resultados dos modelos. Os segmentos do INSANE tratados neste apéndice

se situam no ambito desta aplicacao.

O processador, enquanto nicleo numérico do INSANE, é estruturado a partir de interfaces
e de classes abstratas, que atuam na representagao das diversas abstragoes da solugao por

modelos discretos. Sua organizagdo é centrada nas relacoes existentes entre as interfaces
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Assembler e Persistence, além das classes abstratas Model e Solution (FONSECA, 2008).
A Fig. A.1 apresenta o diagrama Unified Modeling Language (UML) das classes citadas,

destacando a comunicagao entre elas.

java.util.Observable «interface» java.util.Observable
java.util.Observer
A 4 PN
|
|
«abstract class» «interface» «abstract class»
Model Persistence Solution
«interface»
Assembler

Figura A.1 — Nicleo Numérico do INSANE (PINHEIRO, 2019).

A interface Assembler é a responsavel pelo montagem do sistema de equagoes que re-
presenta genericamente a forma discreta de um problema de valor de contorno, expresso

por:

AX+BX+CX=D (A1)

onde X ¢é o vetor solucao, A, B e C sao matrizes e D ¢ um vetor.

A classe abstrata Solution, por sua vez, detém as ferramentas necessarias para a resolugao
do sistema de equagoes expresso pela eq. (A.1), sendo responsavel por desencadear o
processo de solugao. A classe abstrata Model, por outro lado, contém todos os dados do
modelo discreto, e fornece a interface Assembler as informagoes pertinentes a montagem
do sistema expresso pela eq. (A.1). Model e Solution se comunicam com a interface
Persistence, que interpreta os dados de entrada e prové os dados de saida para outras
aplicagoes, sempre que alteracoes no estado do modelo discreto sao realizadas (FONSECA,
2008).

A.2 Nucleagao e propagacao de trincas e o niicleo numérico do INSANE

Esta secao se propoe a resumir o funcionamento do sistema para nucleacao e propagacao de
trincas com modelo de zona coesiva implementado por Silva (2016) no INSANE. Maiores

detalhes sobre esta implementacao poderao ser encontrados em seu trabalho.

O sistema desenvolvido por Silva (2016) estrutura-se sobretudo numa classe existente
no contexto de Model, cuja instancia representa uma descontinuidade no plano: Discon-

tinuityByGfem. Esta classe é capaz de prover a representacao tanto de um entalhe, ou
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seja, de uma falha sem mecanismos de tenacidade, quanto de uma trinca com modelo de
zona coesiva. Além dos construtores e dos métodos que deflagravam estas representagoes
(buildNotch e buildCrack, respectivamente), havia métodos para atribuigao dos pardmetros
relacionados & lei coesiva de um modelo descontinuo (segoes 3.3.1.1 e 3.3.2.1) a um
elemento finito, incluindo os pontos de integracao da trinca (setsCohesion), para selegao
do enriquecimento a ser aplicado aos nés pertinentes (enrichingNodes), para determinagao
da dire¢do assumida pelo segmento de trinca durante a propagacao (getlnitialSegment-
DirectionByNonLocalPrincipalStrain(Element, IPoint3d) para o primeiro segmento e get-
DiscontinuityDirection ByNonLocal PrincipalStrain(Element, I[Point3d, IPoint3d) para os
demais) e para atualizagao das varidveis da classe (update). A Fig. A.2 ilustra um diagrama
da classe DiscontinuityByGfem, com alguns dos métodos que abrigava. No trabalho de
Silva (2016) a representacao de entalhes e trincas com modelo de zona coesiva s era
possivel a partir do emprego das fungoes de Heaviside (equagao (3.69)), representadas pela
classe DiscontinuousEnrichment, segundo a perspectiva do MEFG/X. A cada instancia
de DiscontinuityByGfem, tinha-se associada uma instancia da classe DiscontinuousFn-
richment. Oliveira (2018) flexibilizou esta implementagdo para entalhes, inserindo como
variaveis da classe uma instancia da classe abstrata EnrichmentType, que representa,
no ambito de Model, uma funcao de enriquecimento qualquer, que pode se utilizar da
estratégia estavel ou ndo (no lugar da varidvel que simulava um enriquecimento estrito,
DiscontinuousEnrichment), além de Strings identificadores do tipo de fun¢ao de Heaviside
utilizada e da estratégia de enriquecimento (estavel ou conforme a versao convencional do
MEFG/X). Com isso, tornou-se possivel a modelagem de entalhes utilizando também as
funcoes de Heaviside lineares (equagao (3.79)) e a estratégia estavel, tanto associada a estas
funcoes quanto as func¢oes de Heaviside padrao. Estas modificagoes nao se estenderam, no

entanto, ao caso das trincas com modelo de zona coesiva.

Além de DiscontinuityByGfem, outras classes importantes para o sistema de Silva (2016)
eram aquela que representava um modelo segundo a abordagem do MEFG /X (ampliada
também para o MEFG-E em Oliveira (2018)), GFemModel, e as classes abstratas Element
e Plane, que representam, respectivamente, um elemento finito e um modelo de analise

plano.

A classe GFemModel possuia algumas variaveis relacionadas ao sistema para nucleagao
e propagacao de trincas com modelo de zona coesiva, como uma lista que armazenava
as trincas do modelo, ou seja, armazenava os objetos de DiscontinuityByGfem, e dois
booleanos, withCrackPropagation e onlyOneCrack, que definiam se a analise deveria ava-
liar o processo de nucleagao e propagacao de trincas e, em caso afirmativo, se somente
uma trinca deveria ser nucleada. Esta classe continha ainda dois métodos de importan-

cia fundamental: um que deflagrava a avaliacdo de propagacao de trincas ja existentes,
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pkgdiscontinuity J

DiscontinuityByGfem

- label : String
- model : Model
- element : Element

+ buildNotch() : void

+ buildCrack(element : Element) : void

+ setsCohesion(element : Element) : void

+ enrichingNodes(nodesToBeEnriched : Arraylist<Node>) : void

+ getlnitialSegmentDirectionByNonLocalPrincipalStrain(initialElement : Element, centroid : IPoint3D) : IPoint3D

+ getDiscontinuityDirectionByNonLocalPrincipalStrain(currentElement : Element, previousPoint : IPoint3D, tip : IPoint3D) : IPoint3D
+ update() : void

Figura A.2 — Classe DiscontinuityByGfem, com alguns de seus métodos e atributos.

evaluateCracksPropagation, e outro que avaliava a existéncia da nucleagao de trincas nos
elementos, evaluateCracksNucleation. Ambos eram acionados, nesta ordem, a partir do

método que atualizava as variaveis do modelo do MEFG /X, update.

A avaliagdo da nucleagao, convocada a partir do método evaluateCracksNucleation em
GFemModel, era realizada no ambito de Element, a partir do método checksStrainLocali-
zation. Este método atuava de duas formas. Para um modelo constitutivo linear elastico,
condicionado, no INSANE, ao material ConcreteCohesiveCrack implementado por Wolff
(2010), o fendmeno de nucleacdo era indicado se em algum ponto de Gauss a maxima
tensao principal fosse maior ou igual a resisténcia a tragdo do material. Se, por outro
lado, o modelo constitutivo fosse nao linear, este fendmeno seria indicado se em algum
ponto de Gauss o tensor actstico Q fosse singular, ou seja, se det Q = 0, para algum vetor

unitario. O tensor de localizacdo ou acustico é definido em Silva (2016) como:

Q=m-D-m (A.2)

onde m (Fig. 3.1) é o vetor normal unitario & nova superficie de descontinuidade a ser

criada, e D é o tensor constitutivo tangente (rigidez tangente).

A classe Plane, por sua vez, contém o método responsavel pela busca por um vetor unitario

que singularize o tensor actustico, recebendo como atributo a rigidez tangente D.

Caso o fenomeno da nucleacao seja identificado, uma instancia de DiscontinuityByGfem

é criada a partir de um construtor especifico para trincas com modelo de zona coesiva
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que era acionado em GFemModel. Este construtor recebia, até entdo como argumentos,
um nome para a trinca, definido pelo programa, e o préprio objeto GFemModel no qual
se tinha identificado a nucleacdo de uma trinca. O construtor era ainda responsavel por
deflagrar o método que simula a representacao de uma trinca, buildCrack (Fig. A.2).
Este método verifica se, apds identificada a nucleacdo em um elemento, existem outros
elementos a ele adjacentes que também experimentaram este fenémeno, com o objetivo de,
caso haja uma fila de elementos nucleados, distinguir aquele no qual é maior a deformagao
principal, avaliada em seus pontos de Gauss. Este elemento passa a ser entao considerado
como o primeiro e origem da trinca. O método buildCrack deflagrava ainda a atualizacao
das variaveis da classe de DiscontinuityByGfem, acionando seu método update, que é
responsavel por verificar, por sua vez, se a trinca originada no elemento ja identificado
propaga-se para outros elementos. A determinacao da direcdo de propagacao baseava-se
na determinacao da direcao normal a maxima deformagao principal nao local, avaliada a

partir de uma funcao de peso Gaussiana (eq. (3.53)).

De posse de todo este arcabougo, Silva (2016) pode finalmente implementar as con-
tribuicoes oriundas da integragdo das tensoes coesivas (equacao (3.100)) & matriz de
rigidez do elemento e ao vetor de forcas equivalentes as tensoes internas. Para tal, os
métodos getIncrementalC, responsavel pela construcdo da matriz de rigidez tangente de
um elemento em uma andlise fisicamente nao linear sob perspectiva do MEFG/X e getF,
de funcao similar, relativamente ao vetor de forgas equivalentes as tensoes internas, foram
modificados, respectivamente, em GFEFemPhysicallyNonLinear e GFemParametric. Ambas
as classes possuem a funcao de informar ao Assembler as grandezas necessarias para
a montagem da equagao final do modelo (equacao (A.1)), fornecendo, respectivamente,
as informagoes relativas a um elemento paramétrico, dentro do escopo da mecanica dos
solidos, sob regime fisicamente nao linear, e a um elemento paramétrico fora deste regime,
sob perspectiva do MEFG /X. Para fins didaticos, o algoritmo idealizado por Silva (2016)

e aqui descrito de forma sintética é apresentado na Fig. A.3.

E vélido destacar uma vez mais, considerando alguns dos objetivos deste trabalho, uma
das limitagdes do sistema desenvolvido por Silva (2016). No cédigo desenvolvido por este
autor, a trinca ¢ considerada um segmento de reta que atravessa o elemento de aresta a
aresta. Esta opg¢ao cria uma certa dependéncia em relagao a malha, exigindo configuragoes
mais refinadas desta a fim de evitar a introducao de fragilidade estrutural precoce em razao
da propagacao da trinca a partir de segmentos relativamente grandes. Esta limitacao foi,
inclusive, constatada pelo préprio Silva (2016) em seu trabalho. Por isso, uma dos objetivos
chave desta tese foi viabilizar a base de fungoes proposta por Moés e Belytschko (2002)
e Wang e Waisman (2018) como enriquecimento neste contexto, permitindo que a ponta

da trinca pudesse se encerrar no interior de um elemento finito. Observa-se, por fim, que
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%[ Passo da andlise néo linear (i =i +1) k

Converge?

[ Atualizar varidveis do problema ]

[ Atualizar objeto Model ]

Nucleagéo e propagagao?

[ Avaliar propagacao das trincas ]

%{ Loop sobre o n®de descontinuidades (j=j +1)

H Avaliar nucleacéo de trincas ]

Sim

Somente uma trinca?

Jrinca ja nucleada?

Sim

Saida
]do Loop

Identificar elemento que contém a ponta da trinca
(Vélido para as duas pontas)

]%

Indica propagagédo?

[ Propagar a ponta da trinca ]

[ Atribuir coes@o ao segmento da trinca ]

[ Enriquecer nés para simulagao do segmento da trinca

]_

Somente uma trinca?,

Indica nucleagdo?

(onde a trinca serd introduzida neste instante da analise)

[ Definir o elemento onde a trinca se inicia ]

[ Construir segmento inicial da trinca ]

[ Atribuir coesé@o ao segmento inicial da trinca ]

[ Enriquecer nés para simulagédo do segmento inicial da trinca ]

]%

Identificar elemento que contém a ponta da trinca
(Valido para as duas pontas)

Indica propagagéo?

[ Propagar a ponta da trinca ]

[ Atribuir coesdo ao segmento da trinca ]

[ Enriquecer nds para simulagao do segmento da trinca

]_

[ A partir deste elemento, identificar a fila de elementos nucleados ]

Figura A.3 — Fluxograma do processo de nucleacdo e propagagao de trincas (SILVA,

2016).
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no sistema até entao existente nao havia tampouco previsao de um modelo continuo-

descontinuo que considerasse uma transi¢ao energética.

A.2.1 Modificagoes realizadas
A.2.1.1 Reorganizagao da estrutura explorando a POO

A fim de melhor organizar a estrutura do sistema de nucleacao e propagacao de trincas
do INSANE no contexto do MEFG/X, e de conservar a atualidade do cédigo frente ao
branch principal (Master), o arcabougo descrito na segao anterior foi movido para o
branch GFEM CrackModelling. A ideia por tras dessa reorganizacao era explorar de
forma mais efetiva o paradigma de programagao orientada a objetos (POO), j& que muitos
dos métodos dispostos em classes “genéricas” como Flement - que representa qualquer
elemento finito - e GFemModel - que representa todo e qualquer modelo do MEFG/X,
independentemente da func¢ao enriquecedora empregada, diziam respeito especificamente
e apenas a simulagdo de trincas no contexto do MEFG/X. H& que se observar que essa
reestruturacao se deu com contribui¢oes inestimaveis do professor Samuel Silva Penna,

coorientador desta tese.
As principais mudancas sao listadas a seguir:

e Os métodos evaluateCracksNucleation e evaluateCracksPropagation passaram da
classe GFemModel para uma classe filha, GFemModelDiscreteCrack. Os métodos
update - responsavel pela atualizacao das variaveis da classe - e init - incumbida da
inicializacao das variaveis em questao - da classe filha foram devidamente adequados
para manter o sistema em operacao. Isto é feito a partir da chamada dos respectivos
métodos da classe mae e, no caso do update, provendo também a verificacao da
propagacao e nucleagao de trincas.

o A partir da classe GFemModelDiscreteCrack foi criada mais uma classe filha, Non-
LocalGFemModelDiscrete Crack, destinada a representacao de um modelo nao local
com formulagdo baseada em integral no contexto do MEFG/X. Esta classe modifica
basicamente os métodos init e update para incluir, além dos processos oriundos da
classe mae, a determinacao dos elementos de vizinhanca que permitem, por sua vez,
o calculo da fungao de suavizagao (eq. (3.37)). A Fig. A.4 traz um diagrama das
alteracoes realizadas no pacote gfemmodel, com algumas das variaveis e dos princi-
pais métodos das classes citadas. Nela, assim como na sequéncia deste apéndice, as
classes que sofreram alguma modificacao direta aparecem em verde.

o Como filha da classe GFemFElement, que estende, por sua vez a classe ParametricE-
lement, filha de Element, foi criada a classe GFemFElementDiscreteCrack. Esta classe

contém, além do método checkStrainLocalization, responsavel por verificar a nuclea-
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pkg gfemmodel J

GFemModelDiscreteCrack

NonLocalGFemModelDiscreteCrack

- distributionFunction : DistributionFunction
- domain : NonLocalDataManager

+ init() - void
+ update() : void

- numintDManager :

- withCrackPropagation : boolean

- cohesiveCrackMethodApproach - boolean

- cohesiveCrackHeavisideApproach : boolean

- onlyOneCrack : boolean

- crackincrement : double

- propagationWithOnlyHeavisideFunctions : boolean

GFemModel

- enrich : ArrayList<EnrichmentType>
- penaltyParameter : double
- kappaParameter : double

+ getEnrichmentType(label : String) : EnrichmentType

+ getDi ionFunction() : DistributionFunction - numberOfTrigonometricCohesiveFunctions  int +init() - void
+ setD i i unction : Di unction) : 5 N v
void + evaluateCracksPropagation() : void + update() : void
+ ion() : void
+init() : void
+ update() : void

Figura A.4 — Pacote gfemmodel.

¢ao ou propagacao de uma trinca em um objeto que seja um GFemElementDiscrete-
Crack, outros métodos relacionados ao tratamento da trinca no interior do elemento,
como getCrackOpening, que calcula a abertura da trinca, ou seja, seu deslocamento
normal as faces, para avaliacdo das tensoes coesivas, outras variaveis e “getters”
e “setters” importantes para o funcionamento do modelo. Entre estes elementos,
podem ser citados proceed OnSubdivision, variavel que contém a informacao sobre se
a estratégia de integracao numeérica por subdivisao deve ser atualizada em um dado
elemento apds uma nova configuracao da trinca, getCriticalEquivalentStrain, que
informard ao modelo a deformacao equivalente correspondente ao dano critico na lei
de dano, getListOfCracks, que retorna uma lista com todos os segmentos de trinca
contidos no elemento, entre outros. A classe GFemElementDiscreteCrack contém
ainda métodos que foram acrescidos ao modelo com as modificagoes realizadas
para esta tese, como o método getStatesVariablesOperatorOnCrack, sobre o qual
se discorre na secao A.2.1.2, e o método changeElmMaterialForCohesivePropaga-
tion, elaborado para permitir o funcionamento do modelo C-D. A Fig. A.5 mostra
um diagrama que resume algumas das principais alteragoes realizadas no pacote
gfemelement.

Por fim, os métodos responsaveis pela construcao das matrizes de rigidez e dos
vetores de forca com consideragao das tensoes coesivas que antes constavam nas
classes GFemPhysicallyNonLinear ¢ GFemParametric foram movidos para a classe
GFemPhysicallyNonLinearDiscreteCrack, filha de GFemParametric e que sobres-
creve os métodos pertinentes a esta de forma a garantir a coeréncia da simulacao. A

Fig. A.6 sintetiza algumas das alteragoes realizadas no ambito do pacote problem-
driver, dentro de um modelo do MEFG/X.
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pkg gfemelement J

GFemElementDiscreteCrack

- neighborhood : ArrayList<Element>

- listOfCracks : ArrayList<DiscontinuityByGfem>
- isRedefined : boolean

- proceedOnSubdivision - boolean

+ init() - void
+ update() - void
+ checksStrainLocalization() : bookean

+ - ArrayList<D

+ OperatorOnCi

+ getCrackOpening(p - double] ], crackLabel - String) - IVector
+g i - IPoint3d) - IMatrix
+e alForCohesiveP! ion() - void

laturalCoords : double[ ], key : String) : IMatrix

) - boolean

GFemElement

- element : ParametricElement
- GLOBAL_ELEMENT : String
- LOCAL_ELEMENTS : String

+ getPointinternalV: D lion) - IVector

+ getStateVariables() : double] ]

+ getPointDuallnternalVariables(a : double] ], e : Element) : IVector
+ init() : void

+ update() : void

Figura A.5 — Pacote gfemelement.

pkg problemdriver J

GFemPhysicallyNonLinear

+ getincrementalC(e : Element) : IMatrix
+getTotalC(e : Element) : IMatrix

GFemParametric

+ getC(e : Element) : IMatrix

+ getE(e : Element) : IVector

+ getF(e : Element) : IVector

+ getincrementalC(e : Element) : IMatrix
+ getTotalC(e : Element) : IMatrix

inearDi

+ getC(e : Element) : IMatrix
+ getincrementalC(e : Element) : IMatrix
+ getTotalC(e : Element) : IMatrix

+ getF(e - Element) - IVector

Figura A.6 — Pacote problemdriver.

A.2.1.2 Cémputo da matriz de salto [N]

Passa-se agora a explanar as modificagoes “inéditas” requeridas em relacao ao sistema
desenvolvido por Silva (2016) de forma a incorporar as novidades trazidas por este tra-
balho, como a inclusao de enriquecimento trigonométrico, novos critérios de direcao e

propagacao, e a implementacao da lei coesiva do modelo C-D.

As modificagbes mais fundamentais principiaram a partir da necessidade de computo da
matriz de salto [N] (eq. (3.97)) considerando outras funcées de enriquecimento que nao
as fungoes de Heaviside convencionais (eq. (3.69)). Para tal, alteragoes foram realizadas

no corpo dos métodos getIncrementalC, getTotalC (rigidez secante) e getF no A&mbito de
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GFemPhysicallyNonLinearDiscreteCrack, uma vez que a contribuicao da integracao das
tensoes coesivas a estas entidades era até entao computada de forma completamente
especifica para as func¢oes de Heaviside tradicionais, sob a perspectiva do MEFG/X.
Também foi necessario modificar o construtor relacionado a representacao de trincas com
modelo de zona coesiva na classe DiscontinuityByGfem, incluindo como seus atributos, ao
ser acionado em GFemModelDiscreteCrack, dois Strings identificadores do tipo de fungao
de Heaviside a ser utilizada (padrao ou linear) e do tipo de estratégia de enriquecimento
empregada (MEFG/X convencional ou estratégia estével), de forma similar ao que foi
feito por Oliveira (2018) para entalhes. Isso tornou possivel a utilizagdo das fungoes de
Heaviside lineares (eq. (3.79)) e modificadas por Wu e Li (2015b) (eq. (3.84)), bem como da
estratégia de enriquecimento estavel, no ambito da simulagdo de nucleagao e propagacao
de fissuras com modelo de zona coesiva. O codigo foi arquitetado de forma genérica, de
modo a permitir, em fases posteriores, que o computo da matriz [[N]] incluisse também o

enriquecimento trigonométrico.

As modificagoes em getIncrementalC, getTotalC e getF consistiram essencialmente no fato
de que o salto na trinca verificado para a matriz de fungoes de forma enriquecidas [[N]], eq.
(3.97), passou a ser avaliado pelo método getStatesVariablesOperatorOnCrack, criado na
classe GFemFElementDiscreteCrack, responsavel pela representacao de um elemento finito
que pode conter ou contém algum segmento de trinca na perspectiva do MEFG/X (e
abordagens derivadas). Este método realiza uma busca sobre os nés do elemento finito,
identificando aqueles que possuem algum tipo de enriquecimento. Verifica-se entdao se o
enriquecimento identificado ¢ uma funcao utilizada para simular a trinca com modelo de
zona coesiva a partir do valor atribuido a variavel booleana isThisACohesiveCrackEnri-
chment, existente em EnrichmentType. Caso o valor retornado seja verdadeiro, o salto
no enriquecimento, calculado sobre a trinca, é avaliado a partir do método getJumpA-
tEnrichmentFunctionOnCrack, implementado também em FEnrichmentType e suas classes
filhas. A partir desta avaliacdo, é construida a matriz que representa o salto nas fungoes
de forma enriquecidas [N], onde se verifica ocorréncia de descontinuidade, com base nos

pontos de integracao da trinca, passados como atributo.

A.2.1.3 Modificacao e Acréscimo de Critérios de Direcao e Propagacao

Para que o sistema de propagacdo e nucleagdo de fissuras pudesse funcionar com o
enriquecimento trigonométrico, era necessario que sua logica geométrica fosse adaptada
considerando segmentos de reta genéricos, que poderiam parar em qualquer ponto do
interior de um elemento finito, sem necessariamente atravessa-lo por inteiro. Essa mudanca
de configuragao exigiu alteracoes nos critérios de propagacao e de direcao assumida pela

trinca.
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No caso das estratégias de enriquecimento que usavam apenas fung¢oes degrau, buscou-se
preservar, o maximo possivel, a idealizacdo de Silva (2016) a partir do reaproveitamento,
dentro da classe DiscontinuityByGfem, do método update, que passou a se chamar, neste
caso, updateForPropagation WithHeavisideOnly. O codigo distingue entre um modelo com
esta caracteristica e outro que emprega a combinagao entre fun¢oes de Heaviside e fungoes
trigonométricas a partir da varidvel booleana Propagation WithOnlyHeavisideFunctions,
presente no arquivo de entrada. Caso seu valor seja verdadeiro, apenas as fungoes degrau,
em sua forma convencional (eq. (3.69)), estabilizada pelo pardmetro « (eq. (3.84)) ou
linear (eq. (3.79)), sdo consideradas para a simulacao, e o método updateForPropagati-
onWithHeavisideOnly é o empregado como atualizador da classe. Este método preserva a

regiao de verificacao de propagagao (Fig. 3.5) implementada por Silva (2016).

No caso das estratégias que incluiram o enriquecimento trigonométrico, era preciso que se
realizasse uma adaptacgao da regiao de propagacao, visto nao ser mais razoavel verifica-la
no elemento vizinho ao ultimo segmento de trinca. Para tal, criou-se um novo método
checkStrainLocalization na classe GFemFElementDiscreteCrack. Este método, diferente-
mente do original, recebe como parametro uma lista de degeneracoes. Estas degeneracoes
representam os pontos de integracao contidos na regiao semicircular a frente da trinca
da Fig. 3.5, e sao selecionadas a partir do método getListOfDegenerationsForCrackPro-
pagationCriteria, implementado em DiscontinuityByGfem. A pesquisa sobre o critério de
propagacao passa a se dar, portanto, com base nesta lista de degeneragoes, em vez de
percorrer apenas os pontos de integracao do elemento que aciona o método checkStrain-

Localization.

As ocorréncias relacionadas a limitacao relativa ao critério de direcao baseado em uma
medida nao local de deformagoes nao se deram apenas nos experimentos do capitulo
6. Mesmo com material linear elastico, a autora teve dificuldades em obter resultados
razoaveis utilizando este critério com o painel em L de Winkler, Hofstetter e Lehar
(2004). A partir de uma discussdo do grupo de pesquisa do INSANE, houve a sugestao
de se tentar um novo critério de computo da direcao neste contexto, que foi efetivado em
Oliveira, Barros e Penna (2022). Trata-se do critério de dire¢ao perpendicular & méxima
tensao circunferencial, implementado também na classe DiscontinuityByGfem como o
método getDiscontinuityDirectionBySifs. Apds os experimentos corroborarem a melhor
aproximacao das trajetérias das trincas por este critério, ele foi assumido como o critério
padrao em modelos descontinuos, a partir da adequagao dos métodos update - atualizador
da classe quando se emprega uma combinacao entre fungoes degrau e enriquecimentos
trigonométricos - e updateForPropagation WithHeavisideOnly de forma a garantir sua
chamada, substituindo, nestes casos, a deflagracao de getDiscontinuityDirectionByNon-

Local PrincipalStrain.
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Outra alteracao relevante ocorreu no ambito dos métodos checkStrainLocalization, na
classe GFemFElementDiscreteCrack. Antes da realizacdo desta tese, a propagacao poderia
se dar apenas ou se a tensao principal avaliada nos pontos de integracao em analise
excedesse a maxima resisténcia a tragao do material ou se houvesse localizacao do tensor
acustico, no caso de um material nao linear. Nos testes preliminares realizados para o
capitulo 6, entretanto, constatou-se que, nesta forma de tratar a propagacao, a trinca
nao estava atuando em consonancia com a banda de dano. Posteriormente, uma vez que
se decidiu propor a formulagao de um modelo que realizasse a transicao energética entre
modelos de dano e fratura discreta simulada pelo MEFG/X e pelo MEFG-E, tornou-se
primordial modificar estes métodos de forma a incluir o critério de propagacao baseado
em dano critico. Por fim, uma alteragdo menor em relagao ao trabalho de Silva (2016) foi
feita no método getDiscontinuityDirection ByNonLocal PrincipalStrain, que até entao prové
a dire¢do da trinca nos modelos C-D. A regiao de computo da diregao por este critério
passou a ser a regiao semicircular da Fig. 3.8, ndo mais um circulo centrado na ponta da

trinca.

A.2.1.4 Inclusao do Enriquecimento Trigonométrico

A inclusao do enriquecimento trigonométrico talvez tenha sido a etapa que mais demandou
alteracoes no sistema desenvolvido por Silva (2016). Além dos ajustes requeridos para
a generalizacao do computo da matriz de salto [[N]] (segao A.2.1.2) e nos critérios de
direcao e propagacao (se¢ao A.2.1.3) ja relatados, foi preciso imaginar uma nova forma de
gerir o objeto trinca no ambito da classe DiscontinuityByGfem. Antes disso, no entanto,
fez-se necessario implementar o enriquecimento trigonométrico em si, a partir da classe
CohesiveCrackTipEnrichment, no ambito do pacote EnrichmentType. Essa classe contém
métodos para o calculo de toda a base de fungoes nao singulares propostas por Wang e
Waisman (2018), bem como de suas derivadas, e do salto verificado nas faces da trinca.
A distingdo entre o nimero de termos a ser considerado como enriquecimento é feita a

partir da chave <NumberOfTrigFunc>, presente no arquivo de entrada.

A grande mudanca demandada pela inclusao deste tipo de enriquecimento no contexto
de DiscontinuityByGfem esteve relacionada, como mencionado, a gestao do objeto trinca.
Para Silva (2016), cada instancia da classe em questao representava uma tnica trinca, com
todos os elementos e eventuais pontos (coordenadas) incluidos pela propagacao. Apds
discussoes conduzidas com outros integrantes do grupo de pesquisa, nao se considerou
viavel manter esta estrutura. Aproveitando a légica do arcabouco desenvolvido pela linha
de pesquisa da estratégia global-local no trabalho de Fonseca (2019), optou-se por tratar
cada novo segmento de trinca como um novo objeto da classe DiscontinuityByGfem.
Para que isso fosse possivel, foi preciso criar o método buildCrackSegment, responséavel,

justamente, pela criacao dos novos segmentos, com atribuicao da coesao e sele¢ao dos nés a
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serem enriquecidos com a propagacao. Este método é acionado a partir de um construtor,
por sua vez convocado no ambito de GFemModelDiscreteCrack quando os critérios perti-
nentes acusam alguma propagacao. Este construtor recebe como parametros uma série de
atributos, que incluem um identificador da trinca inicial que deu origem aos segmentos,
os pontos inicial e final do novo segmento - obtidos a partir do método update apds a
verificacao da propagacao e da obtencao da direcao pelo critério pertinente -, booleanos
que identificam se a trinca pode propagar pelas duas pontas (por default, sim), entre outras
informagoes. Naturalmente, a insercao de um novo construtor demandou adequagoes
também no método relativo a avaliagdo da propagacao (evaluateCracksPropagation) na
classe GFemModelDiscreteCrack. O processo de nucleagao do primeiro segmento de uma
trinca, no entanto, foi mantido, em estrutura, como proposto por Silva (2016), a partir do
método buildCrack. Este método é acionado, por sua vez, por um construtor pertinente

convocado a partir do método evaluateCracksNucleation em GFemModelDiscrete Crack.

Outra demanda oriunda da consideragao do enriquecimento trigonométrico nos modelos
investigados neste trabalho diz respeito ao tratamento dado as fung¢oes em questao com o
avancgo da propagacao. E evidente que, com o avancgo da trinca, a troca do enriquecimento
em determinado elemento pode ser necessaria, tanto pelo surgimento de uma nova ponta,
demandando outras fungoes trigonométricas, quanto pelo atravessamento completo do
elemento em questao, o que acarreta a substituicdo do enriquecimento trigonométrico
de pelo menos parte dos nos deste elemento por funcoes de Heaviside. Essa gestao é
feita no ambito do método buildCrackSegment, a partir da chamada do método change-
RestraintsOfCohesiveEnrich, implementado também na classe DiscontinuityByGfem. A
cada vez que a troca de enriquecimento se faz necessaria, o método changeRestraintsOf-
CohesiveEnrich cumpre a funcao de “desativar” o enriquecimento corrente, ao mudar os
valores das restrigbes nodais associadas aos graus de liberdade do enriquecimento em
questao para verdadeiro. Desta feita, estes graus de liberdade nao mais fardo parte da
matriz associada aos graus de liberdade incognitos empregada na solugao do problema da
eq. (A.1), nem do vetor de deslocamentos incremental calculado no contexto da analise
nao linear. Com este tratamento, apresentado preliminarmente em Oliveira, Barros e
Penna (2022), objetivava-se também garantir que os pardmetros nodais das novas fungoes
enriquecedoras fossem alocados em posi¢oes compativeis nas matrizes e vetores, sem
sobrescrever os termos anteriores e assegurando a coeréncia da analise. Como se constatou
no capitulo 5, entretanto, devido a arquitetura do INSANE, que demanda que as matrizes
totais dos elementos finitos sejam montadas para que possam ser estabelecidas as matrizes
parciais do problema, este tratamento acabou incorrendo em inviabilidade computacional

para algumas das estratégias de enriquecimento investigadas nesta tese.

Por fim, algumas modifica¢oes foram feitas na classe SubdivisionOfElements, responsavel
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pela estratégia de integracao numérica baseada na subdivisdo do elemento trincado em
células triangulares. Anteriormente, a subdivisao estava disponivel apenas no caso em
que se empregavam somente func¢oes de Heaviside. Com a adequagdo do método setup,
bem como a criacao de fillCrackVerticesForCohesivePropagation, foi possivel usar este
arcabougo também quando o elemento possuia diversos segmentos de trinca em seu

interior, e/ou empregava enriquecimento trigonométrico.

A.2.1.5 Tratamento do Modelo Continuo-Descontinuo

A proposicao do modelo C-D exigiu também algumas mudangas no sistema existente,
embora, a esta altura, poucas adequagoes tenham sido estruturais. A principal delas com
esta caracteristica talvez tenha sido a exploragao do modelo constitutivo representado
pela classe CrackingConstModel (Fig. A.7), classe abstrata que é uma das varidveis da
classe DiscontinuityByGfem. Esta classe era responsavel por criar o objeto Cohesive-
CrackConstModel, que representa a lei coesiva descrita para o modelo descontinuo (segao
3.3.1.1). Neste trabalho, CrackingConstModel passou a estar encarregada também da
concepcao do objeto ContinuumDamageToCohesiveCrackLawConstModel, que representa
a lei coesiva adotada para o modelo C-D (segao 3.3.1.2). A partir desta tese, esses objetos
passaram a ser criados no ambito do método setsCohesion, a partir de uma verificagdo
que investiga se o modelo constitutivo do material dos elementos é representado por
um modelo de dano. Em caso negativo, o método prossegue com desenvolvimento muito
similar & implementagao de Silva (2016). Em caso afirmativo, por outro lado, existe um
bloco do cédigo que faz o calculo da energia dissipada pela lei de evolucao de dano até
entao, a partir do valor de deformacao equivalente associado ao dano critico. Calcula-
se também qual é a tensdo corrente verificada na lei em questdo. Estes valores sao
atribuidos ao objeto ContinuumDamageToCohesiveCrackLawConstModel, e é a partir dai
que se consegue determinar o expoente y e o valor do pardmetro t, da eq. (3.44). O
computo da energia dissipada pelas leis de evolucao de dano se da a partir do método
getDamageLawDissipated Energy, implementado nas classes que representam as leis de

dano investigadas.

Além disso, foi necessaria a criagdo do método changeElmMaterialForCohesivePropagation
na classe GFemFElementDiscreteCrack. Este método é responsavel basicamente por “con-
gelar” o dano nos elementos em que a fratura discreta surgiu, transformando o material
destes em um material linear elastico isotrépico, de modulo de elasticidade igual ao modulo
secante no momento da troca. O método é também responsavel pelo armazenamento
do material e do modelo constitutivo do elemento anteriores a troca, informacao que é
empregada para manter a generalidade do c6digo na estratégia de integracao numérica
adotada. Este método é acionado nos métodos buildCrack e buildCrackSegment, sempre

que se verifica que a troca de modelo constitutivo é necessaria em dado elemento, ou seja,
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pkg constitutivemodel J

CrackingConstModel

+ mountC(e : [Vector, am : AnalysisModel, mat : Material, cv - HashMap<Object,Object>) - IMatrix
+ mountCt(am - AnalysisModel, mat - Material, cv : HashMap<Object,Object>) - IMatrix
+ mountCs(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : IMatrix

+ - String) : CrackingCt
+ mountD i ctor(am i , mat - Material, cv - HashMap<Object,Object>, pr : HashMap<Object,Object>) : IVector
CohesiveCrackConstModel i U

+mountC(e : IVector, am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object,

+ mountC(e : IVector, am : AnalysisModel, mat : Material, cv - HashMap<Object,

Object>) - IMatrix

+ mountDy n , mat : Material, cv
HashMap<Object,Object>, pr - HashMap<Object object>) IVector

+mountCt(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object,Object>) - IMatrix
+ mountCs(am : AnalysisModel, mat : Material, cv - HashMap<Object, Object>) : IMatrix

Object>) : IMatrix

+mountCt(am - AnalysisModel, mat - Material, cv - HashMap<Object, Object>) : IMatrix
+ mountCs(am - AnalyslsModd mat : Material, oV HashMap<Object,Object>) : IMatrix
+ mountD ctor(am : , mat - Matenal, cv :
HashMap<Object,Object>, pr - HashMap<Object,Object>) - Vector

+ setGamma(damageEnergy : double, ft : double, gf : double) : void

Figura A.7 — Classes de interesse para representacao das leis coesivas estudadas neste
trabalho no ambito do pacote constitutivemodel.

ap6s o surgimento do primeiro segmento de uma trinca no interior deste.

Muitas das modificagoes descritas nesta secdo se deram no ambito da classe Disconti-

nuityByGfem. A Fig. A.8 tenta sintetizar algumas das discussoes aqui conduzidas, tra-

zendo algumas das varidveis e métodos acrescidos por este trabalho.

pkg discontinuity J

DiscontinuityByGfem

- discreteC i

- nextFirstPoint - IPoint3d
- nextLastPoint - IPoint3d
- referenceCrackLabel - String

- CrackingCt

+ update() : void

+ updateF

ideOnly() : void

*bulldCrackSegmenl() void

+ getThetaOnPropagation(directionVector : IPolnl3d) double
+ checklfitisACohesiveCrackTi i

+ computeCi

Type) : boolean

+Di i rackLabel : String, label : String, firstPoint : IPoint3d, lastPoint : IPoint3d, model : GF
allNodesEnrichedWithHeaviside : ArrayList<Node>, isFirstCrack : boolean, isLastCrack : boolean, firstThetaO : double, lastTheta0 : double, referenceElement Element)

DiscreteCrack, - String, \pp! - String,

ToBeE: ohesiveCrackTi ) : ArrayList<Node>

+ e intsOfCe : Node) : void

+ getDiscontinuityDirectionBySifs(elm : Element tip : IPoint3d) : IPoint3d

+ getListOfD i orCrackP : Element, tip : IPoint3d, previousPoint : IPoint3d) : ArrayList<Degeneration>

Figura A.8 — Classe DiscontinuityByGfem apo6s o término desta tese,

principais métodos e atributos implementados.

com alguns dos
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APENDICE B - Griéficos das Funcoes de Enriquecimento

Este apéndice visa demonstrar, ao leitor interessado, o comportamento grafico das fungoes
de enriquecimento dispostas na se¢ao 3.4.1 do capitulo 3. Isso é feito com o intuito de
prover uma melhor visualizacdo das fungoes em questdao. Os gréaficos dispostos neste
apéndice foram gerados com auxilio do programa MATLAB R2023a, considerando um
elemento finito quadrilateral cujo dominio é [-1, -1] x [1, 1]. A secdo B.1 apresenta as
figuras relativas as diferentes fun¢oes de Heaviside empregadas nesta tese. A secdo B.2,

por sua vez, exibe o comportamento do enriquecimento de natureza trigonométrica.

B.1 Fungoes de Heaviside

Trés diferentes fungoes de Heaviside sdao investigadas nesta tese. A versdo nodalmente
deslocada do enriquecimento convencional (eq. (3.69)), utilizada para compor as estraté-
gias do MEFG/X e as estratégias EE-II-B e EE-III-B do MEFG-E, pode ser vista na Fig.
B.la. A figura exibe ainda o interpolante de elementos finitos de H(x) (b), empregado
no computo da funcao de Heaviside modificada pelo parametro de estabilizacao H‘Zn od(X)
(eq. (3.84)). Esta fungao foi empregada nas estratégias EE-I-H,0q, EE-II-A e EE-III-A
do MEFG-E. Ela pode ser vista nas Figs. B.1c e d. O né de referéncia, utilizado para
determinacao de H(x;) é o n6 de coordenadas (-1, -1). Para a geracao dos graficos dessa
se¢ao, considerou-se que havia uma trinca representada por um segmento de reta que ia das

coordenadas (1, 0) a (-1, 0). Este segmento aparece em magenta nas figuras subsequentes.

Observa-se que a proposta de Wu e Li (2015b), quando se emprega valores baixos para o
pardmetro de estabilizacao «, interfere pouco no comportamento observado para H(x) —
H(x;). De fato, é dificil diferenciar as Figs. B.1a e c. Pela Fig. B.1d, no entanto, pode-se
verificar que os patamares da Fig. B.1c, aparentemente constantes, variam ligeiramente

de forma linear, efeito da subtracdo do termo aly, (H(x))(x).

As fungoes de Heaviside lineares (eq. (3.79)), experimentadas numericamente apenas no
capitulo 4, podem ser vistas nas Figs. B.2 a B.4, que exibem os trés termos que a compoem,
seus interpolantes e o enriquecimento estavel resultante da subtragao do termo original por

seu respectivo interpolante. Estas func¢oes foram usadas apenas para compor a estratégia
EE-I-H;, do MEFG-E.
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(b) Interpolante de elementos finitos

(a) H(x) —H(x;) L, (H(x))(%).
(c¢) Enriquecimento estavel Hﬁnod(x) pro-
posto por Wu e Li (2015b), com a = ‘
0,1. (d) Viséo lateral de H? . (x).
Figura B.1 — Comportamento grafico de H(x) (a) e de H%Od(x) (ced).

(b) Interpolante de elementos finitos

Ly, (L)(x).

(c) Enriquecimento estavel resultante da subtra-
¢ao do interpolante da funcdo disposta na
Fig. B.2a.

Figura B.2 — Comportamento grafico de H(x) no ambito do MEFG-E (c).



206

(o) (b) Interpolante de elementos finitos
(a) ’HTJ I¢j(Lj)(X).

(c¢) Enriquecimento estével resultante da
subtracdo do interpolante da funcao
disposta na Fig. B.3a.

Figura B.3 — Comportamento grafico de H% no ambito do MEFG-E (c).

(=) (b) Interpolante de elementos finitos
(a) /HTJ I¢j(Lj)(X).

(c) Enriquecimento estével resultante da
subtragao do interpolante da funcao
disposta na Fig. B.4a.

Figura B.4 — Comportamento grafico de H% no ambito do MEFG-E (c).

B.2 Fungoes Trigonométricas

As fungoes de natureza trigonométrica, empregadas no estabelecimento das estratégias
EE-II e EE-III do MEFG/X e do MEFG-E podem ser vistas nas Figs. B.5 a B.10. Observa-
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se que as estratégias EE-II tratam apenas do termo apresentado na Fig. B.7. Assim como
na secao anterior, o n6 de referéncia, utilizado para determinacao dos valores nodais das
fungoes é o n6 de coordenadas (-1, -1). Para a geragao dos graficos dessa segao, considerou-
se que havia uma trinca representada por um segmento de reta que ia das coordenadas (1,
0) a (0, 0), ou seja, com a ponta situada em (0, 0). Este segmento aparece em magenta nas
figuras subsequentes. Nestas, R representa a matriz de rotagao para coordenadas globais

(ver, por exemplo, eq. (3.72)).

(b) Interpolante de elementos finitos
(a) R(rsenf —r; senb;) Iy, (Lj)(x).

(c) Enriquecimento estavel resultante da subtra-
¢ao do interpolante da funcdo disposta na
Fig. B.5a.

Figura B.5 — Comportamento grafico de r senf, no &mbito do MEFG/X (a) e do MEFG-E
(c).

Observa-se pelas Figs. B.5 e B.6 que os termos rsenfl e rcosf tém seus valores zerados
quando se aplica a estratégia estavel, que consiste na subtragao de seus interpolantes de
elementos finitos. Isso se d4 em decorréncia da natureza linear destas fungoes. Acredita-
se que este fato possa ter contribuido para as instabilidades numéricas ocorridas com as
estratégias EE-IIT do MEFG-E no capitulo 5.
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(b) Interpolante de elementos finitos
(a) R(rcosf —r;cosb;) Iy (Lj)(x).

(c) Enriquecimento estavel resultante da subtra-
¢ao do interpolante da funcao disposta na
Fig. B.6a.

Figura B.6 — Comportamento gréafico de rcos#, no ambito do MEFG/X (a) e do MEFG-E
().

\\\\\\\\\\\\\ﬁ“\\\\\\\\‘“

3, 3 > (b) Interpolante de elementos finitos

3 5 0
(a) R <r2 seng — 7']? sen I¢j(Lj)(X)-

‘.\“\\\\\\\\\\\\\\W

(¢) Enriquecimento estavel resultante da subtra-
¢do do interpolante da fungado disposta na
Fig. B.7a.

Figura B.7 — Comportamento grafico de ri seng, no ambito do MEFG/X (a) e do MEFG-
E (c).
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3 . 2 , (b) Interpolante de elementos finitos
(a) R(r2cosg —77cos

Ly, (Lj)(%)-

(¢) Enriquecimento estavel resultante da subtra-
¢do do interpolante da funcdo disposta na
Fig. B.8a.

Figura B.8 — Comportamento grafico de r% cos 2, no ambito do MEFG /X (a) e do MEFG-
E (c).

29

(a) R 3 ond sen? 3 9 0; (b) Interpolante de elementos finitos
2 pap— e .
a <r senfl seng — 7 sen Jsenz) I, (L) (x).

(c) Enriquecimento estavel resultante da subtra-
¢do do interpolante da funcado disposta na
Fig. B.9a.

Figura B.9 — Comportamento gréfico de r3 send Seng, no ambito do MEFG/X (a) e do

MEFG-E (c).
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(a) R ( S onfcos? 3 0 0; > (b) Interpolante de elementos finitos
2 g __ pc .
a 72 senf cos 5 — 17 send; cos I, (L;)(x).

(c) Enriquecimento estavel resultante da subtra-
¢ao do interpolante da funcdo disposta na
Fig. B.10a.

Figura B.10 — Comportamento gréfico de r? send cosg, no ambito do MEFG/X (a) e do

MEFG-E (c).
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