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Resumo

Nesta tese vamos apresentar alguns resultados desenvolvidos por nós a par-
tir do trabalho de Yagoobi e Traulsen [44] sobre a aproximação de baixa
migração (ABM) do processo de Moran em metapopulações com dois ti-
pos de indivíduos e estruturadas por grafos dirigidos [26]. Nesse contexto,
concentramo-nos em estudar a probabilidade de fixação dos tipos conside-
rando que as aptidões independem da frequência e sob duas regras de atu-
alização: nascimento-morte (Bd) e morte-nascimento (dB). Trabalharemos
aqui com dois casos particulares de metapopulações: duas únicas populações
isoladas geograficamente e a metaestrela. Em ambos os casos, utilizaremos
a ABM para obter, dentro dessa aproximação, fórmulas exatas para a pro-
babilidade de fixação com condição inicial num estado homogêneo arbitrário
da metapopulação. Em seguida, deduziremos fórmulas assintóticas para as
probabilidades de fixação que obtemos na ABM, a descrição precisa do li-
mite assintótico será dada oportunamente. Posteriormente, vamos lançar
mão dessas aproximações assintóticas para quantificar o tamanho da van-
tagem ou desvantagem que a estrutura confere à fixação de uma mutação
introduzida de maneira uniforme na metapopulação. Baseando-se em nossos
resultados assintóticos, estabeleceremos também condições que nos permi-
tem inferir se a estrutura da metapopulação em consideração atua como, por
exemplo, supressora ou amplificadora de seleção natural, tanto na regra Bd
quanto na regra dB. Em particular, nossos resultados mostram que, contrário
ao que Yagoobi e Traulsen obtiveram anteriormente, a metaestrela na regra
Bd pode atuar como supressora de seleção natural ou mesmo como redutora.
Mostramos também que, dependendo da razão entre a população do centro
e a população total das pontas, a metaestrela dB pode apresentar um com-
portamento que não é nem amplificação, nem supressão.

Palavras-chave: metapopulações; processo de Moran; teoria evolutiva em
grafos; evolução.



Abstract

In this thesis we present some original results based on the work of Ya-
goobi and Traulsen [44] on the low migration regime for the Moran pro-
cess in network structured meta-populations with two types of individuals
[26]. We investigate the fixation probability of both types in the case of
frequency independent fitnesses and under two update rules: birth-death
(Bd) and death-birth (dB). Our analysis includes two particular cases of
meta-populations: two-patch meta-population and meta-star. In both ca-
ses, we use the low migration approximation to obtain exact formulas for
the fixation probability with initial condition in an arbitrary homogeneous
state of the meta-population. After that, we deduce an asymptotic formula
for the fixation probabilities obtained in the low migration approximation;
the precise description of the asymptotic limit will be given in due course.
Furthermore, we apply the asymptotic approximation to quantify the size
of the advantage or disadvantage that population structure imposes on the
fixation of a mutation introduced uniformly into the meta-population. Ba-
sed on our asymptotic results, we also establish conditions that permit us to
infer whether the metapopulation structure under consideration acts as, for
example, a suppressor or amplifier of natural selection. We do that analysis
both in the Bd rule and in the dB rule. In particular, our results show that,
contrary to what Yagoobi and Traulsen found, the meta-star under Bd rule
may act as a suppressor of natural selection or even as reducer. In addtion,
depending on the ratio between the size of the population at centre and the
total size of population at leaves, the meta-star under dB rule can exhibit
behaviour that is neither amplification nor suppression.

Keywords: meta-populations; Moran process; evolutionary graph theory;
evolution.
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Capítulo 0

Introdução

Em fins de 1859, quando Charles Darwin publicou a sua Teoria da Evo-
lução [11], pouco ou nada se sabia a respeito dos mecanismos envolvidos na
transmissão das características hereditárias. Darwin propôs que a seleção na-
tural atuava nas variações existentes de organismos especialmente adaptadas
ao seu ambiente, e, por isso, transmitiam essas características à sua descen-
dência. Entretanto, a seleção natural como mecanismo de evolução falhava
em explicar a origem de tais variações. Mas as respostas estavam por vir.
Em 1866, Gregor Mendel publicou a primeira teoria correta a respeito da
hereditariedade [1]. Nas suas experiências com ervilhas, Mendel descobriu
o que chamou de “unidades básicas da hereditariedade”, ocultas nas célu-
las, e afirmou que estas eram responsáveis pela transmissão de traços, ou
características. Em 1953, quando James Watson e Francis Crick descobri-
ram a estrutura química em dupla hélice do DNA, os humanos deram um
grande passo à frente na solução dos mistérios da vida. Mesmo assim, levou
quase uma década para que os biólogos começassem a entender a “linguagem”
usada pelas moléculas de DNA para transportar informações genéticas. E os
geneticistas só terminaram de sequenciar o genoma humano em 2003.

Já nos primórdios do século XX, a Teoria da Evolução de Darwin ali-
ada à Genética de Mendel despertava o interesse da comunidade científica.
Foi nessa época que surgiram alguns dos trabalhos mais importantes sobre
genética de populações mostrando que a ideia da seleção natural proposta
por Darwin poderia operar com o mecanismo de herança mendeliana. Den-
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tre os vários cientistas que contribuíram com novas descobertas, podemos
citar Sewall Wright, Ronald Fisher e John B. S. Haldane que fundaram com
seus trabalhos independentes o campo da Biologia Matemática que hoje co-
nhecemos como Genética de Populações. Esses três cientistas são também
reconhecidos como alguns dos nomes principais da chamada Moderna Síntese
Evolutiva. A partir de então, os aspectos quantitativos dos mecanismos ge-
néticos da evolução passaram a ser modelados matematicamente em termos
da variação da frequência de genes nas populações ao longo do tempo. A
esse respeito, Wright e Fisher mostraram que mesmo na ausência de seleção
natural, as frequências dos genes de uma população sofrem alterações com o
passar do tempo. Este outro mecanismo de evolução ficou conhecido como
deriva genética. Posteriormente, Motoo Kimura, através da sua teoria neutra
da evolução molecular, estabeleceu que a maioria das mudanças genéticas em
uma população é resultado da deriva genética.

Em 1958, Patrick Moran propôs um modelo estocástico - o processo de
Moran [29], para estudar a variação das frequências dos genes de uma po-
pulação de tamanho finito com indivíduos morrendo e se reproduzindo ao
longo do tempo. O processo de Moran em sua versão mais simples, supõe
que os indivíduos possuem reprodução assexuada e que apenas dois tipos
de alelos estão competindo por dominância na população. Se incluirmos a
hipótese de que não ocorrem mutações durante a reprodução, então é pos-
sível provar que um dos dois tipos irá se fixar na população e se consegue
calcular exatamente a probabilidade de fixação de cada tipo. Mais tarde, em
2004 [42, 35], o processo de Moran incorporou elementos da Teoria de Jogos
Evolutiva [28, 22, 34], que havia sido desenvolvida para estudar a dinâmica
determinística em populações infinitas no caso em que a aptidão reprodutiva
dos indivíduos depende da frequência da estratégia que adotam na população.

O processo de Moran [29] em sua versão mais simples, assim como grande
parte dos modelos da Biologia Matemática, pressupõe que todos os indivíduos
interagem com igual probabilidade com todos os demais. Em anos recentes,
houve um aumento do interesse em estudar o efeito que algum tipo de estru-
tura que viole a hipótese acima poderia ter sobre a evolução. Conforme já
se tem observado, a distribuição espacial de uma população, ou mais geral-
mente o isolamento geográfico de subpopulações, tem papel importante como
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mecanismo de evolução. Pesquisas têm colocado em evidência a importância
de se ter uma estrutura espacial nos modelos de Genética de Populações.
Hindersin et al. [21] se perguntam sobre como a estrutura de um tecido po-
deria influenciar o risco de desenvolvimento do câncer. Chakraborty et al.
[8] realizaram experimentos de laboratório para testar a influência de uma
estrutura espacial da população na evolução da resistência a antibióticos em
bactérias. Vê-se também a importância de incluir uma estrutura espacial
para se aprimorar os modelos de propagação de vírus e doenças transmi-
tidas por vetores [41]. Além do mais, a inclusão do isolamento geográfico
nos modelos de quantificação de mistura genética entre subpopulações de
hominídeos [33, 24] pode ajudar a explicar a extinção desses grupos.

Em 2005, Lieberman et al. [26] divulgaram a proposta de estudar o pro-
cesso de Moran em grafos dirigidos. Nessa abordagem, cada vértice do grafo
representa um único indivíduo da população enquanto que as arestas deter-
minam o padrão e a intensidade de interação entre os indivíduos. Em geral,
a probabilidade de fixação no processo de Moran em grafos depende do grafo
que está sendo usado para modelar o processo. Um problema não-trivial é
determinar se o grafo aumenta ou diminui a probabilidade de fixação dos
tipos em relação ao caso não-estruturado [26, 34, 19]. Grafos que aumentam
(diminuem) a probabilidade de fixação de um mutante mais apto e que di-
minuem (aumentam) a de um menos apto são denominados amplificadores
de seleção natural (supressores de seleção natural). Também, em razão da
estrutura de grafo, a probabilidade de fixação depende em geral da regra de
atualização que está sendo considerada [20, 23].

Mais recentemente, o processo de Moran vem sendo estudado em meta-
populações estruturadas por metagrafos [2, 44, 43]. Nessa abordagem, um
grafo especifica as interações entre as subpopulações e um outro grafo espe-
cifica as interações de cada indivíduo com cada outro da subpopulação. No
caso do grafo que especifica a interação entre as subpopulações, as arestas
representam uma migração de um indivíduo de uma subpopulação para a
outra.

Allen et al. [2] estudaram o processo de Moran em metagrafos no regime
de seleção fraca e aptidões independentes da frequência. Eles identificam,
para a regra de atualização dB, grafos de amplificação transiente: depen-
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dendo do valor da aptidão r, o grafo amplifica ou suprime a seleção natural.
Também, identificam novos exemplos de grafos redutores de seleção natural :
para todo valor de aptidão r, o grafo é supressor de seleção natural. Os
primeiros exemplos dessa classe de grafos foram divulgados em [20, 21].

Tendo em vista a complexidade envolvida no cálculo da probabilidade de
fixação no processo de Moran em grafos (e em metagrafos), Yagoobi e Traul-
sen [44] desenvolveram uma aproximação de baixa migração (ABM) que lhes
permitiu obter, dentro dessa aproximação, o cálculo exato de probabilidades
de fixação em casos particulares de metagrafos. Porém, alguns dos resul-
tados divulgados em [44] são baseadas em experimentos numéricos ou são
pouco gerais. Por exemplo, os autores em [44], concluem que, na ABM, a
metaestrela é amplificadora de seleção natural na regra Bd. Porém, nossos
cálculos mostram que esse nem sempre é o caso. Além do mais, uma análise
envolvendo a regra dB não é feita em [44].

Nesta tese, vamos apresentar resultados de nossa autoria que justificam
e ampliam alguns dos resultados divulgados em [44].

Este trabalho contém cinco capítulos, cujos conteúdos passamos a descre-
ver sucintamente.

No Capítulo 1 introduzimos o processo de Moran em grafos para popula-
ções com dois tipos de indivíduos e duas regras de atualização: nascimento-
morte (Bd) e morte-nascimento (dB). Definimos a Razão de Vantagem para
Fixação de um Mutante (RVFM), a principal medida de como a estrutura da
população pode influenciar para maior ou menor a probabilidade de fixação
de um mutante com relação ao padrão de uma população sem estrutura. Em
termos da RVFM definimos o que são grafos amplificadores, supressores e
redutores da seleção natural. Concentramo-nos no problema de calcular a
probabilidade de fixação dos dois tipos na população. Especialmente, exa-
minamos o processo de Moran em um caso particular importante de grafo,
a estrela, e deduzimos fórmulas exatas de probabilidade de fixação no caso
de aptidões dependentes da frequência. Incluímos também neste capítulo
uma discussão detalhada sobre o comportamento qualitativo da probabili-
dade de fixação no grafo estrela no caso particular de aptidões independentes
da frequência. O capítulo finda com uma breve análise do comportamento
assintótico da probabilidade de fixação na estrela.
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No Capítulo 2 preparamos o terreno para a discussão dos Capítulos 3 e 4,
fazendo uma breve introdução ao processo de Moran em metagrafos. Tam-
bém definimos de maneira geral a aproximação de baixa migração (ABM), a
qual será usada em todos os desenvolvimentos teóricos dos capítulos subse-
quentes.

Passamos em seguida, nos Capítulos 3 e 4, à discussão do processo de
Moran no metagrafo com dois vértices e na metaestrela, respectivamente.
Em ambos os capítulos, tanto para a regra Bd quanto para a dB, são dedu-
zidas, na ABM, fórmulas exatas de probabilidade de fixação com condição
inicial num estado homogêneo arbitrário da metapopulação. Em seguida,
abordamos o comportamento assintótico no regime de seleção forte das pro-
babilidades obtidas na ABM, quando o tamanho das subpopulações tendem
ao infinito e mantendo-se constante o valor da razão entre o tamanho delas.
Na continuação, utilizamos essas aproximações assintóticas para quantificar,
através da RVFM, o tamanho da vantagem ou desvantagem que o metagrafo
confere à fixação de um mutante introduzido de maneira aleatória uniforme
na metapopulação. Com base em nossos resultados assintóticos, estabelece-
mos condições que nos permitem dizer se o metagrafo atua como supressor
ou amplificador de seleção natural, ou se algum outro comportamento de
transiência entre amplificação e supressão aparece.

No Capítulo 3, mostramos que o metagrafo com dois vértices é, na apro-
ximação assintótica de seleção forte, um supressor de seleção natural para a
regra de atualização Bd. Para a regra dB, nossos resultados parecem indicar
que comportamentos transientes [2] entre amplificação e supressão podem
ocorrer.

Ainda no Capítulo 3, na Seção 3.3, discutimos o contexto biológico de um
modelo matemático simplificado, proposto por Kolodny e Feldman [24], para
a mistura genética de africanos anatomicamente modernos (AM) e Neander-
tais. Utilizamos os resultados obtidos na Seção 3.1 para calcular exatamente
a probabilidade de fixação do grupo africano AM na ABM do processo de
Moran neutro com isolamento geográfico dos dois grupos. Mostramos que o
isolamento geográfico aumenta muito a probabilidade de fixação dos africanos
AM com relação ao caso sem isolamento geográfico, desde que a população
de africanos AM seja muito maior do que a de Neandertais. É interessante
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notar que em [24], os autores conjecturaram esse resultado para o modelo
por eles proposto - que é um modelo parecido com um processo de Moran
neutro com isolamento geográfico.

No Capítulo 4, mostramos que a metaestrela Bd, contrário ao que Yagoobi
e Traulsen [44] obtiveram, pode ser, na aproximação assintótica de seleção
forte, amplificadora, supressora ou redutora de seleção natural, dependendo
do número de folhas e dos valores das populações do centro e das folhas. O
comportamento no caso dB, de forma análoga ao caso do metagrafo com dois
vértices, é mais complexo e nossos resultados parecem indicar as possibilida-
des de supressão ou transiência, dependendo sempre do número de folhas e
dos valores das populações do centro e das folhas.

Em [2], a atualização dB é utilizada e a metaestrela, ali chamada star of
islands, é um dos casos estudados. Nossos resultados do Capítulo 4 diferem
dos encontrados em [2] na aproximação de seleção fraca. Ainda precisamos
entender essa discrepância.

A tese termina, no Capítulo 5, com um resumo geral dos principais resul-
tados discutidos nos capítulos anteriores.
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Capítulo 1

O processo de Moran em
populações estruturadas

Neste capítulo, formalizamos o processo de Moran em populações com
dois tipos de indivíduos e estruturadas por grafos. O modelo de Moran [29]
supunha originalmente que as populações são mistas, isto é, não estrutura-
das. Essa hipótese significa que os indivíduos da população interagem com
probabilidade igual com todos os demais. Podemos quebrar esta hipótese
supondo que existe um grafo que modele o contato entre os indivíduos da
população [26]. Mais precisamente, assumimos que os indivíduos da popula-
ção ocupam os vértices de um grafo e que a interação entre eles é determinada
pelas arestas - as quais, por sua vez, estão associadas um determinado “peso”
probabilístico.

Na seção 1.1, discutiremos o processo de Moran em grafos. A principal
quantidade que estamos interessados em estudar é a probabilidade de fixação
dos tipos na população. Vamos discorrer sobre a complexidade computacio-
nal envolvida em calcular a probabilidade de fixação e como as simetrias do
grafo nos auxiliam a superar tal complexidade. Na seção 1.2, especializare-
mos nossa discussão ao processo de Moran no grafo estrela, que é um exemplo
de grafo com muitas simetrias. Nas Subseções 1.2.1 e 1.2.2, apresentaremos
ao leitor uma discussão qualitativa das regras Bd e dB no grafo estrela. Na
Seção 1.3, o assunto se resume ao estudo do comportamento assintótico da
probabilidade de fixação no grafo estrela.
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1.1 O processo de Moran em grafos

Considere uma população de tamanho constante igual a N e suponha
que nesta população existam somente dois tipos de indivíduos, aos quais nos
referiremos como tipo A e B. Por exemplo, no contexto da Teoria de Jogos
Evolutivos, poderíamos pensar que os tipos são as estratégias ou o comporta-
mento que os indivíduos adotam na população. Poderíamos também pensar
que A e B sejam duas formas alternativas de um mesmo gene (ou, ainda,
dois alelos para um mesmo locus gênico). Vamos supor ainda que a popula-
ção está estruturada por um grafo conexo G com N vértices, os quais vamos
assumir que estão rotulados pelos números naturais de 1 a N . Esta hipótese,
por sua vez, implica que cada vértice de G representa um único indivíduo
da população. Posteriormente, atendendo a teoria que será desenvolvida a
partir do Capítulo 2, iremos quebrar esta hipótese e assumir que cada vértice
do grafo representa uma população. Para nossos propósitos, ao invés de um
grafo ordinário, poderíamos também supor que a população está estruturada
por um grafo dirigido e com pesos que indiquem probabilidades de interação
(hipóteses, aliás, que estão presentes no trabalho original de Lieberman et
al. [26]). Contudo, usaremos, por simplicidade, a palavra grafos para nos
referirmos a ambos os casos.

Para o que segue, vamos associar a cada aresta {i, j} do grafo G duas
arestas orientadas: uma partindo na direção de i para j e vice-versa. Cada
uma dessas arestas orientadas terá um peso probabilístico. Por exemplo, a
aresta de i para j terá peso associado wij. Estes pesos podem ser tabulados
convenientemente como uma matriz N×N . A matriz W , assim obtida é não-
negativa e com zeros na diagonal principal. Entretanto, esta matriz não é
necessariamente simétrica, pois não se exige wij = wji . Contudo, observe que
se wij = wji = 0 então não existe uma aresta incidindo em i e j. Note ainda
que, por definição, a matriz W é estocástica por linha. O papel das arestas
e dos pesos associados a elas, será esclarecido nos próximos dois parágrafos.

Nas condições mencionadas acima, suponha que o tempo transcorra de
forma discreta e que no instante n (n = 0, 1, 2 . . .), sejam realizados dois sor-
teios na população: um de reprodução e outro de morte. Em geral, o sorteio
de reprodução é feito de modo que os indivíduos mais aptos tenham maior
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probabilidade de serem sorteados para se reproduzir do que os menos aptos.
Assumimos que cada indivíduo reprodutor produza somente um descendente
por vez na unidade de tempo em consideração. Nesse sentido, interpretamos
a aresta {i, j} que incide em i e j como significando que o descendente do
indivíduo ocupando o vértice i pode ocupar com probabilidade wij o vértice
j. Aqui, estamos supondo, implicitamente, que a reprodução é assexuada,
pois cada indivíduo que nasce possui somente um ancestral. Além dessas
hipóteses, vamos assumir a seguinte

Hipótese 1. Não ocorrem mutações na população. Esta hipótese é uma
simplificação útil e implica o descendente do indivíduo reprodutor ter tipo
idêntico ao de seu ancestral.

Sob este conjunto de hipóteses, faremos distinção com respeito à ordem
temporal entre os sorteios de reprodução e morte que passamos a descrever
no próximo parágrafo.

Consideramos dois tipos de sorteios, os quais são normalmente referidos
por regras de atualização. Na regra nascimento-morte, ou birth-death em in-
glês (abreviamos Bd), primeiro um indivíduo da população é sorteado para se
reproduzir com probabilidade proporcional à sua aptidão. Suponha que o vér-
tice ocupado pelo indivíduo reprodutor seja o i. Em seguida, escolhe-se com
probabilidade wij um indivíduo no vértice j, vizinho a i, para morrer. Por
fim, o descendente do indivíduo que se reproduziu no vértice i irá substituir
o indivíduo que morreu no vértice j. Na regra morte-nascimento (abreviado
dB), invertemos a ordem dos sorteios: primeiro, escolhemos de maneira uni-
forme um indivíduo no vértice j para morrer e, em seguida, somente entre os
seus vértices vizinhos, sorteamos com probabilidade proporcional à aptidão e
aos pesos wji o vértice i do indivíduo que irá se reproduzir e gerar um descen-
dente que ocupará o vértice j do indivíduo que morreu. A convenção usual
da área [43] é que a letra maiúscula B indica que o sorteio de nascimento
leva em conta a seleção natural através da aptidão do indivíduo reprodutor e
a letra minúscula d indica que o sorteio de morte é uniforme. Outras regras
de atualização, por exemplo BD, são possíveis, mas as mais comuns e que
trataremos nesta tese são Bd e dB. Observe que, pelas regras de reprodução
e morte, o tamanho da população se mantém constante igual a N durante
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todo o tempo. O processo de nascimento e morte que acabamos de descrever
é chamado de processo de Moran em grafos. Na seção 1.2, vamos estudar o
processo de Moran no grafo estrela e veremos que resultados diferentes são
obtidos dependendo de estarmos considerando a regra Bd ou dB.

A aptidão (ou fitness) de um indivíduo é, por definição, o número de
descendentes que esse indivíduo deixa na geração seguinte. Denotemos por
fi e gi a aptidão dos indivíduos do tipo A e do tipo B respectivamente. Aqui
o índice i ∈ {0, 1, . . . , N} se refere ao número de indivíduos do tipo A na
população. Observe que, como a população é constante ao longo do tempo,
o número de indivíduos do tipo B será N−i. No contexto da Teoria de Jogos
Evolutivos, a aptidão é calculada em termos de uma matriz 2× 2, chamada
de matriz de pagamentos [34, 13]

M =

[
m11 m12

m21 m22

]
, (1.1)

onde m11,m12,m21 e m22 são parâmetros positivos. Na matriz M , o elemento
na linha l e coluna k é o pagamento que um indivíduo do tipo l ganha
interagindo com um indivíduo do tipo k, onde o tipo A é numerado como
1 e o tipo B, como 2. Uma vez ocorridos esses encontros, contabilizamos o
pagamento final de cada indivíduo da população. Esse pagamento final será
interpretado como sendo o sucesso reprodutivo daquele indivíduo, isto é, sua
aptidão. Explicitamente, temos que

fi = 1− w + w

[
m11

i− 1

N − 1
+m12

N − i

N − 1

]
(1.2)

e
gi = 1− w + w

[
m21

i

N − 1
+m22

N − i− 1

N − 1

]
. (1.3)

Nas equações acima, o parâmetro w ∈ [0, 1], denominado intensidade de se-
leção, quantifica o quanto a matriz de pagamentos contribui para a aptidão.
Em particular, quando w = 0 todos indivíduos, independente do tipo, pos-
suem a mesma aptidão. O caso em que w ≈ 0 é denominado seleção fraca e
significa que a matriz de pagamentos tem pouco efeito na aptidão dos indi-
víduos. Por outro lado, quando w = 1, a matriz de pagamentos contribui na
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totalidade para a aptidão.
Observe ainda que, nas equações (1.2) e (1.3), se m11 ̸= m12 e m21 ̸=

m22, fi e gi dependem de i, isto é, da frequência dos indivíduos do tipo A

na população. Quando a aptidão dos tipos A e B depende de i dizemos
que ela é dependente da frequência. Por outro lado, quando m11 = m12 e
m21 = m22, as aptidões são independentes da frequência, como ocorre nos
modelos tradicionais de Genética de Populações. Doravante, assumiremos a
observação abaixo sem maiores comentários.

Observação 1. Na maior parte desta tese, trabalharemos com aptidões in-
dependentes da frequência. Mais precisamente, vamos supor m11 = m12 = r,
m21 = m22 = 1 e w = 1, onde r é um número real positivo. Nessas condições,
fi = r e gi = 1 para todo i.

A aptidão relativa dos indivíduos do tipo A com relação aos do tipo B é
definida como

ri =
fi
gi

. (1.4)

Se para algum valor de i tem-se ri > 1 então para essa frequência de A,
indivíduos do tipo A são mais aptos que os indivíduos do tipo B. Caso
0 < ri < 1, dizemos que os indivíduos do tipo B são mais aptos que os
indivíduos do tipo A para aquela frequência. O caso neutro, ri = 1, ocorre
quando todos os elementos da matriz de pagamentos M são iguais ou quando
a intensidade de seleção w é nula.

Como dissemos anteriormente, por ora, assumiremos que cada um dos
N vértices de G pode ser ocupado por apenas um único indivíduo do tipo
A ou B. Assim sendo, dados os números de indivíduos de tipo A e B na
população, podemos escolher de diferentes modos o conjunto dos vértices de
G que estarão ocupados por indivíduos do tipo A ou do tipo B. À vista disso,
dizemos que uma configuração é uma composição da população em G onde
ficou determinado os vértices que estão ocupados por indivíduos do tipo A ou
do tipo B. Podemos representar uma configuração de G como uma sequência
(x1, x2, . . . , xN) de tamanho N formado por zeros e uns, onde xi = 1 se o
vértice i é do tipo A e xi = 0 se i for do tipo B. O conjunto E de todas
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configurações possíveis,

E = {x = (x1, x2, . . . , xN); xi = 0 ou 1} (1.5)

tem exatamente 2N elementos.
O processo de Moran em grafos define uma cadeia de Markov (Xn)

∞
n=0 com

espaço de estados finito E. Os estados 0 = (0, 0, . . . , 0) e 1 = (1, 1, . . . , 1),
os quais representam a composição da população onde apenas um tipo está
presente, são absorventes, pois uma vez que, como consequência da hipótese
de ausência de mutações, a cadeia entre em um desses estados, permanece
nele para sempre. Ademais, graças à hipótese de conexidade do grafo, os
demais estados são todos transientes, pois existe uma probabilidade não nula
de nunca retornar a eles. Um resultado importante sobre cadeias de Markov
com espaço de estados finito é o seguinte:

Teorema 1.1. Seja (Xn)
∞
n=0 uma cadeia de Markov com espaço de estados

E finito. Suponha que haja em E um subconjunto não vazio de estados
absorventes e que os demais estados sejam todos transientes. Então, com
probabilidade 1, serão absorvidas todas as trajetórias que começam em um
estado transiente.

O leitor poderá consultar a demonstração desse teorema em [18] ou [31].
O processo de Moran em grafos atende às hipóteses do Teorema 1.1,

uma vez que há dois estados absorventes e todos os demais são transientes.
Portanto, no processo de Moran em grafos, dada uma composição arbitrária
da população, se esperarmos um número suficiente de unidades de tempo,
com probabilidade 1, a população será composta só de indivíduos de tipo A

ou só de tipo B. Esse fenômeno em que a população ao final é composta por
apenas um tipo é chamado de fixação. Por essa razão, vamos nos preocupar
daqui em diante com o seguinte problema: dada uma composição inicial de
indivíduos de tipo A na população, qual a probabilidade de fixação do tipo
A em cada um dos dois estados absorventes?

Para prosseguir, vamos definir πx como a probabilidade de fixação no
estado 1 dado que o estado inicial é x = (x1, x2, . . . , xN). É fácil ver que as
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seguintes condições de contorno são válidas:

π0 = 0 e π1 = 1 . (1.6)

Ademais, denotando por T = [tij] a matriz de transição da cadeia (con-
vencionamos escrever tij para denotar a probabilidade de transição do estado
j para o estado i), temos

T =

1 υ⃗t
0 0

0⃗ Q 0⃗

0 υ⃗t
1 1

 , (1.7)

onde υ⃗0 e υ⃗1 são respectivamente os vetores da probabilidade de transição
dos estados transientes em E para os estados absorventes 0 e 1, e Q é a
matriz de ordem 2N − 2 de transição entre os estados transientes de E.

As probabilidades de fixação são obtidas como solução de um sistema de
equações lineares que podem ser escritas conjuntamente em notação matricial
como

π = T tπ . (1.8)

Escrevendo a equação (1.8) de maneira explícita, temos

Q π̃ = π̃ − υ⃗1 , (1.9)

onde π̃ é o vetor obtido de π removendo-se as suas primeira e última coorde-
nadas. Além disso, subtraindo o vetor π̃ de ambos os lados da equação (1.9),
podemos resolver para π̃ e obter

π̃ = (I −Q)−1υ⃗1 , (1.10)

onde I representa a matriz identidade de ordem 2N − 2. Pode-se provar, ver
Teorema 11.4 de [18], que a matriz I−Q é invertível. Sua inversa é chamada
a matriz fundamental de uma cadeia de Markov absorvente [18]. Apesar
de, em certos grafos particulares, podermos obter soluções explícitas para a
probabilidade de fixação (1.10), não conhecemos muitos resultados exatos ou
rigorosos sobre isto.
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Pelo que vimos acima, o número de equações a serem resolvidas para que
se possa determinar π̃ cresce exponencialmente com N , o que torna inviável
a obtenção de uma solução analítica ou mesmo numérica quando N é grande.

Entretanto, podemos contornar a dificuldade mencionada acima se o grafo
em consideração possuir um número razoável de simetrias. Para estes grafos
em particular, podemos lançar mão de suas simetrias para reduzir substan-
cialmente o número de equações do sistema. O uso efetivo de simetrias para
diminuir o número de equações do sistema foi originalmente proposto por
Broom e Rychtàř [7, 6]. Por definição, uma simetria ou automorfismo de
G é uma permutação dos seus vértices que preserva incidência. O conjunto
destas simetrias é um grupo finito chamado grupo de automorfismos de G e
denotado por Aut(G). O grupo Aut(G) é utilizado para poder definir uma
relação de equivalência no conjunto E através da noção de ação de grupos.
Mais precisamente, dados x, y ∈ E, dizemos que x é equivalente a y em E, se
existe σ ∈ Aut(G) tal que y é a imagem de x por σ. Pode-se provar, usando
os axiomas de ação de grupos, que a relação assim definida é de fato uma
relação de equivalência em E [39].

A ideia de como efetuar a redução do número de equações do sistema
pode ser extraída a partir das seguintes observações essenciais descritas a
seguir:

1. Identificamos o grupo Aut(G) associado a G.

2. Particionamos E em classes de equivalência ou órbitas e elegemos um
representante para cada órbita.

3. Em cada equação do sistema trocamos a probabilidade de fixação com
condição inicial no estado x pela probabilidade de fixação com condição
inicial no representante da órbita de x.

4. Removemos do sistema as equações que aparecem repetidas e obtemos,
ao final, uma equação para cada órbita.

5. O número de órbitas (i.e., equações) pode ser calculado lançando mão
do Lema de Burniside [39].

Recomendamos ao leitor a referência [12] para os detalhes.
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Figura 1.1: Representação do grafo completo com N = 5 vértices.

O processo de Moran em uma população não estruturada de tamanho N ,
pode ser encarado como um caso particular do processo de Moran em grafos se
supusermos que a estrutura que modela a população é um grafo completo com
N vértices, dois quaisquer deles conectados por uma aresta. (Veja o diagrama
da Figura 1.1). O grupo de automorfismos do grafo completo com N vértices
é o grupo simétrico SN que tem ordem N !. A ação do grupo simétrico sobre
o conjunto das configurações do grafo completo, particiona tal conjunto em
N + 1 classes de equivalência. Portanto, usando a ideia geral esboçada no
parágrafo anterior podemos reduzir o numero de equações do sistema de 2N

para N+1. Neste caso, é imediato verificar que são equivalentes estados com
o mesmo número de indivíduos do tipo A. Isso nos permite identificar essas
classes de equivalência com o número i de indivíduos do tipo A, denotando-as
por i ∈ {0, 1, . . . , N}. Os estados 0 e N , que representam respectivamente a
situação em que toda a população é composta de indivíduos do tipo B e A,
são absorventes. Pode-se provar [34] que a probabilidade de fixação quando
a condição inicial é i indivíduos do tipo A é dada por

Φi =
1 +

∑i−1
j=1

∏j
k=1 r

−1
k

1 +
∑N−1

j=1

∏j
k=1 r

−1
k

, (1.11)

que vale para i = 1, 2, . . . , N , desde que o somatório do numerador seja
interpretado como nulo no caso i = 1. Em particular, no caso de aptidões
independentes da frequência, rk = r, a probabilidade do lado direito da
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fórmula (1.11) será denotada por ΦN
wm(i, r) e sua expressão é dada por

ΦN
wm(i, r) =

{
1−r−i

1−r−N , se r ̸= 1
i
N

, se r = 1
(1.12)

com i = 1, 2, . . . , N . O sobrescrito “wm” que aparece na notação ΦN
wm(i, r) é

uma abreviação do termo em inglês “well mixed ” para populações mistas.
Para conhecimento do leitor, no caso particular de aptidões independentes

da frequência, existe uma classe importante de grafos, denominados isotér-
micos, para os quais a probabilidade de fixação πx é dada por (1.12). Essa
afirmação é, na verdade, o conteúdo do Teorema Isotérmico cuja prova, bem
como a definição precisa de grafo isotérmico, pode ser encontrada em [34, 12].

Voltando ao caso geral do processo de Moran em grafos, estaremos parti-
cularmente interessados em calcular a probabilidade de fixação de uma mu-
tação que possa eventualmente surgir na população. Esta é uma situação de
interesse biológico. Muitas vezes todos os indivíduos em uma população são
iguais para uma determinada característica genética, mas mutações apare-
cem raramente, geralmente em um único indivíduo, e podem ou não se fixar
na população. Para sermos mais precisos, considere uma população estrutu-
rada por um grafo de N vértices. Suponha que nesta população um único
mutante de tipo A apareça e que os N −1 indivíduos restantes sejam de tipo
B. Admitindo que a mutação de tipo A tenha mesma probabilidade de apa-
recer em qualquer vértice do grafo, queremos responder à seguinte pergunta:
qual é a probabilidade de fixação na população do tipo deste único indivíduo
mutante do tipo A? Para nos referir a esta quantidade, vamos introduzir
uma notação especifica, conforme ensina a seguinte

Definição 1.1. Considere o processo de Moran em um grafo com N vértices.
Seja Pj(x) a probabilidade de fixação do tipo A quando a configuração inicial
x da população é tal que xj = 1 e xi = 0 para i ̸= j. Definimos a probabilidade
de fixação média de um mutante do tipo A por

µ =
1

N

N∑
j=1

Pj(x) . (1.13)
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Grosso modo, a probabilidade de fixação média do tipo A é simplesmente
a média aritmética das probabilidades de fixação tomadas com condições
iniciais nos casos possíveis onde tem-se apenas o vértice j ocupado por um
tipo A e todos os demais vértices ocupados por um tipo B.

No caso particular do processo de Moran no grafo completo com N vér-
tices e aptidões independentes da frequência, é imediato verificar que para
todo r tem-se

µ = ΦN
wm(1, r) =

{
1−r−1

1−r−N , se r ̸= 1
1
N

, se r = 1
(1.14)

Assim sendo, tomando como padrão de comparação o grafo completo,
podemos estabelecer um critério para decidir se um grafo arbitrário atua
no aumento ou diminuição da probabilidade de fixação de uma mutação de
tipo A com aptidão r introduzida de maneira uniforme numa população de
residentes de tipo B com aptidão 1. Mais precisamente, temos a seguinte
definição.

Definição 1.2. Considere o processo de Moran em um grafo de tamanho N

e aptidões independentes da frequência. A Razão de Vantagem para Fixação
de um Mutante (RVFM), denotada RN(r), é definida por

RN(r) =
µ

ΦN
wm(1, r)

. (1.15)

Ainda em relação à definição acima, chamamos a atenção do leitor para o
fato de que o valor de RN(r) deve depender do grafo e da regra de atualização.

Historicamente [26], [34], as primeiras definições foram de grafos amplifi-
cadores e supressores de seleção natural:

Definição 1.3. Seja G um grafo de tamanho N . Considere, as seguintes
condições:

(1)

RN(r)

{
< 1 , se 0 < r < 1

> 1 , se r > 1
. (1.16)

(2)

RN(r)

{
> 1 , se 0 < r < 1

< 1 , se r > 1
. (1.17)
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Se a condição (1) é satisfeita, dizemos que G é um amplificador de seleção
natural, já que um mutante mais apto que a população residente (r > 1) tem
probabilidade aumentada de se fixar comparado com a população misturada,
enquanto um menos apto (0 < r < 1) possui probabilidade diminuída de se
fixar. Por outro lado, de maneira análoga, se a condição (2) ocorre, dizemos
que G é um supressor de seleção natural.

Em particular, não conhecemos nenhuma razão que obrigue um grafo
qualquer ser amplificador ou supressor de seleção natural. De fato, Hindersin
et al. [20, 21] descobriram exemplos de grafos redutores de seleção natural:

Definição 1.4. Um grafo G de tamanho N é chamado de redutor de seleção
natural, se RN(r) < 1 para todo r ̸= 1. Se ocorrer RN(r) > 1 para todo
r ̸= 1, diremos então que G é um promotor de seleção natural.

Mais adiante, Allen et al. [2] encontraram grafos que chamaram de am-
plificadores transientes de seleção natural. Mais geralmente, não conhecemos
nenhuma razão que obrigue um grafo qualquer a se encaixar necessariamente
em algum dos casos das definições acima. Quando isto acontecer, diremos
que houve transiência. Nos capítulos 3 e 4 vamos mostrar exemplos que
parecem indicar comportamentos transientes.

1.2 Probabilidades de fixação no grafo estrela

Nesta seção vamos discutir o processo de Moran no grafo estrela. Por
definição, a estrela é um grafo com N = n+1 vértices: o centro e as n folhas.
O centro está conectado a cada vértice do conjunto das n folhas - que, por sua
vez, não estão conectadas entre si. Podemos representar esquematicamente
as relações de adjacência entre os vértices da estrela por um conjunto de N

pontos no plano onde existe apenas uma aresta não orientada conectando o
centro a cada vértice do conjunto das n folhas. (Veja o diagrama da Figura
1.2.)

Quando estudamos o processo de Moran na estrela, fica claro o papel que
as simetrias desempenham na redução do número de equações do sistema que
determina as probabilidades de fixação. As órbitas são determinadas pelo
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Figura 1.2: Representação do grafo estrela com n = 5 folhas.

tipo A ou B de indivíduo ocupando o centro e pelo número i ∈ {0, 1, . . . , n}
de indivíduos do tipo A ocupando as folhas. Podemos denotar por (0, i)

um representante da órbita que contém as configurações nas quais existe um
indivíduo do tipo B no centro e i indivíduos do tipo A nas folhas. Concorde-
mente, (1, i) denotará um representante da órbita que contém as configura-
ções nas quais existe um indivíduo do tipo A no centro e i indivíduos do tipo
A nas folhas. Como evidenciado pela discussão acima, o número efetivo de
equações necessárias para calcular a probabilidade de fixação no grafo estrela
é consideravelmente menor que 2N . De fato, a simplificação computacional
que obtemos nos fornece um sistema equivalente de 2N equações, uma para
cada representante (0, i), (1, i) com i ∈ {0, 1, . . . , n}.

O diagrama da Figura 1.3 ilustra, tomando o caso n = 5 como exemplo,
as possíveis transições que podem ocorrer, a cada passo de tempo, entre os
estados do processo de Moran no grafo estrela e sob qualquer das regras de
atualização Bd ou dB.

{1, 5}{1, 4}

{0, 4}

{1, 3}

{0, 3}

{1, 2}

{0, 2}

{1, 1}

{0, 1}

{1, 0}

{0, 0} {0, 5}

Figura 1.3: Digrafo das transições possíveis do processo de Moran no grafo
estrela com n = 5 folhas. Os estados são simbolizados pelo sistema de re-
presentantes distintos (0, i), (1, i) com i ∈ {0, 1, . . . , 5}. As setas indicam
possíveis transições entre os estados.
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Pela Figura 1.3, podemos ver que, em geral, o estado (0, i) se move para
esquerda (0, i − 1), para cima (1, i) ou permanece onde está. A transição
(0, i) → (0, i − 1), cuja probabilidade denotaremos por ti,−, ocorre quando
selecionamos o centro ocupado por um indivíduo do tipo B para reprodução
e uma folha ocupada por um indivíduo do tipo A para morte. Similarmente,
a transição (0, i) → (1, i), denotada ti,u, ocorre quando selecionamos uma
das i folhas ocupadas por indivíduos do tipo A para reprodução e o centro
ocupado por um tipo B para morte. O leitor poderá repetir um raciocí-
nio similar para as demais transições (1, i) → (1, i+ 1) e (1, i) → (0, i) cujas
probabilidades são denotadas respectivamente por ti,+ e ti,d. Todas as proba-
bilidades das transições mencionadas acima podem ser facilmente calculadas
usando as regras de reprodução e morte estabelecidas na Seção 1.1. À guisa
de exemplo, deduziremos, a seguir, como calcular a probabilidade de transi-
ção ti,+ na regra Bd. Com efeito, ti,+ é a probabilidade de sortearmos para
reprodução o centro ocupado por um indivíduo do tipo A vezes a probabi-
lidade de sortearmos qualquer das n − i folhas ocupadas por indivíduos do
tipo B para morte. A primeira delas, levando em conta (1.4) e que o número
total de indivíduos do tipo A é i+1, é dada por ri+1/ [(i+ 1)ri+1 + n− i]. A
segunda probabilidade, levando em conta que o sorteio de morte é uniforme,
é dada simplesmente por (n− i)/n.

Colecionamos, a seguir, as fórmulas para calcular todas as probabilidades
de transição não-triviais que podem ocorrer no grafo estrela. Ao deduzir tais
fórmulas, o leitor deve ter em mente que, na regra Bd, a probabilidade de
sortear o centro para morte será 1, caso uma folha seja sorteada para repro-
dução. Já no regime dB, a probabilidade de sortear o centro para reprodução
será 1 se uma folha for sorteada para morte. As fórmulas são:

Caso Bd:

ti,u =
i ri

i ri + n− i+ 1
ti,d =

n− i

(i+ 1) ri+1 + n− i

ti,− =
1

i ri + n− i+ 1

i

n
ti,+ =

ri+1

(i+ 1) ri+1 + n− i

n− i

n

(1.18)
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Caso dB:

ti,u =
1

n+ 1

i ri
i ri + n− i

ti,d =
1

n+ 1

n− i

i ri + n− i

ti,− =
i

n+ 1
ti,+ =

n− i

n+ 1

(1.19)

Como mencionamos, uma quantidade de interesse é calcular a probabili-
dade de fixação dos tipos a partir de uma condição inicial arbitrária. Para
tanto, seja P 0

i a probabilidade de fixação do tipo A com condição inicial
(0, i). Similarmente, P 1

i denotará a probabilidade de fixação do tipo A com
condição inicial (1, i). Graças à hipótese de não haver mutações, os estados
(0, 0) e (1, n), os quais representam a situação em que apenas um dos tipos
está presente na população, são absorventes. Portanto, temos as seguintes
condições de contorno

P 0
0 = 0 e P 1

n = 1 . (1.20)

Para ambos os casos Bd e dB, as equações para calcular a probabilidade
de fixação do tipo A no grafo estrela são dadas por{

P 0
i = ti,uP

1
i + ti,−P

0
i−1 + (1− ti,u − ti,−)P

0
i

P 1
i = ti,dP

0
i + ti,+P

1
i+1 + (1− ti,d − ti,+)P

1
i

, (1.21)

onde na primeira linha i varia de 1 a n e na segunda linha i varia de 0 a
n − 1. Logo, para obtermos as probabilidades de fixação, precisamos resol-
ver o sistema acima formado de 2n equações lineares, levando em conta as
condições de contorno (1.20).

Podemos reescrever de forma concisa as equações (1.21) como{
P 0
i = βiP

0
i−1 + (1− βi)P

1
i

P 1
i = αiP

1
i+1 + (1− αi)P

0
i

, (1.22)

com
αi =

ti,+
ti,d + ti,+

e βi =
ti,−

ti,u + ti,−
. (1.23)

Para resolver o sistema (1.22), comecemos definindo as seguintes equações
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auxiliares

d0i = P 0
i − P 0

i−1, d1i = P 1
i − P 1

i−1 e d10i = P 1
i − P 0

i .

Usando as equações definidas acima, podemos reescrever o sistema 1.22
na forma

d0i =
1− βi

βi

d10i

d1i =
1− αi−1

αi−1

d10i−1 .

Também, pela definição das equações auxiliares, obtemos

d10i = d1i − d0i + d10i−1 .

As três últimas equações podem ser encaradas como um sistema linear nas
incógnitas d0i , d1i e d10i cuja solução pode ser expressa em termos de d10i−1.
Resolvendo-as, obtemos

d1i =
1− αi−1

αi−1

d10i−1

d10i =
βi

αi−1

d10i−1 (1.24)

d0i =
1− βi

αi−1

d10i−1 .

Resolvendo de maneira recursiva a segunda equação em (1.24), temos

d10i =
i∏

j=1

(
βj

αj−1

)
d100

=
i∏

j=1

(
βj

αj−1

)
P 1
0 . (1.25)

Graças à primeira condição em (1.20), temos d100 = P 1
0 − P 0

0 = P 1
0 . Daí,

obtemos também que para todo i, tem-se P 1
i > P 0

i .
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Substituindo (1.25) na primeira equação que aparece em (1.24), temos

d1i =
1− αi−1

αi−1

i−1∏
j=1

(
βj

αj−1

)
P 1
0

=
1− αi−1

α0

i−1∏
j=1

βj

αj

P 1
0 . (1.26)

Agora, podemos obter uma fórmula explícita para P 1
0 , pois, graças à segunda

condição em (1.20), temos

1 = P 1
n = d1n + d1n−1 + · · ·+ d11 + P 1

0

=
P 1
0

α0

(
1 +

n−1∑
j=1

(1− αj)

j∏
k=1

βk

αk

)
.

Resolvendo para P 1
0 , obtemos

P 1
0 =

α0

1 +
∑n−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

. (1.27)

A fórmula para P 1
i , i = 1, 2, . . . , n − 1, pode ser obtida recursivamente a

partir de P 1
i = P 1

i−1 + d1i usando (1.26) e (1.27). O resultado é

P 1
i =

1 +
∑i−1

j=1(1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

1 +
∑n−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

. (1.28)

Finalmente, podemos determinar P 0
i , i = 1, 2, . . . , n a partir de P 1

i − d10i .
Usando as fórmulas (1.28), (1.25) e (1.27) obtemos

P 0
i =

1 +
∑i−1

j=1(1− αj)
∏j

k=1
βk

αk
− βi

∏i−1
j=1

βj

αj

1 +
∑n−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

=

∑i
j=1(1− βj)

∏j−1
k=1

βk

αk

1 +
∑n−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

. (1.29)

Portanto, as fórmulas (1.27), (1.28) e (1.29) são as soluções exatas do sistema
(1.22). Neste ponto, cumpre observar que apesar das fórmulas da probabi-
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lidade de fixação dos indivíduos do tipo A no grafo estrela terem a mesma
forma nos casos Bd e dB, elas podem produzir resultados diferentes. Este
fato está ilustrado na Figura 1.4 onde, para ambos os casos Bd e dB, usamos
as fórmulas exatas para a solução do sistema (1.22) e exibimos o comporta-
mento da probabilidade de fixação dos indivíduos do tipo A em função da
fração i/n de indivíduos do tipo A nas folhas do grafo estrela.
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0.2
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pr
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Figura 1.4: Em ambos os painéis, os pontos azuis representam a probabili-
dade de fixação do tipo A quando o centro está ocupado por um tipo B e os
pontos laranja representam a probabilidade correspondente quando o centro
está ocupado por um tipo A. Painel esquerdo: gráfico da probabilidade de
fixação do tipo A no grafo estrela com n = 20 folhas, regra Bd, com aptidões
independentes da frequência r = 1.2. Observe que, neste caso, para os mes-
mos valores de i a diferença entre as probabilidades de fixação dos indivíduos
do tipo A onde há um indivíduo do tipo A ou do tipo B no centro é prati-
camente invisível. Painel direito: o análogo para o caso dB. Neste caso, note
que para i fixo, a probabilidade de fixação do tipo A com o centro ocupado
por um tipo B é bem menor que com o centro ocupado por um tipo A.

Para entender melhor o resultado apontado nos gráficos da Figura 1.4,
vamos discutir qualitativamente nas Subseções 1.2.1 e 1.2.2 as regras Bd e dB
no processo de Moran na estrela com aptidões independentes da frequência.
Conforme veremos, um fato importante que nos permite explicar a diferença
entre as regras Bd e dB na estrela consiste em observar que se o número
n de folhas na estrela é grande, os sorteios envolvendo reprodução nas fo-
lhas e morte no centro ocorrem numa escala de tempo muito diferente da
dos sorteios de reprodução no centro e morte nas folhas, tanto no caso Bd,
quanto no caso dB. Nestas condições, podemos supor, como aproximação,
que no processo as duas escalas de tempo são independentes. Nas seções a
seguir, discutiremos em cada caso, como usar essa informação. O conteúdo
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da Subseção 1.2.1 é, em essência, apresentado em [15]. Porém, o material
desenvolvido na Subseção 1.2.2 é original, embora algumas ideias também
apareçam em [16].

1.2.1 A regra Bd na estrela e o fator de amplificação r2

Em 2005, Lieberman et al. [26] conjecturaram, para o caso Bd na estrela
com aptidões independentes da frequência, que a probabilidade de fixação
dos indivíduos do tipo A é assintoticamente, no limite n → ∞, igual à
probabilidade de fixação dos indivíduos do tipo A no grafo completo com
aptidão relativa r trocada por r2. Essa troca é responsável por a estrela
ser um amplificador de seleção. Pouco tempo depois, o cálculo exato de
Broom e Rychtář [7] confirmou inicialmente a conjectura. Mais tarde, Chalub
[9] observou que a expressão assintótica conjecturada por Lieberman et al.
precisava ser corrigida. A correção se deve ao fato de que no produtório dos
βk/αk, que aparece, por exemplo, em (1.27) certos termos O(1/n) que surgem
ao se fazer uma aproximação não podem ser simplesmente desprezados. Frean
et al. [15] propuseram um tipo de aproximação denominada por eles de
aproximação por separação de escalas de tempo para explicar de maneira
qualitativa a regra Bd na estrela reobtendo, inclusive, a expressão assintótica
de Lieberman et al. conjecturada anteriormente. Na discussão a seguir,
vamos reproduzir os argumentos de Frean et al. para mostrar que a estrela
é um amplificador de seleção na regra Bd.

Para tanto, comecemos fixando a fração x = i/(n + 1) de indivíduos
do tipo A na população. No limite n → ∞, para x fixo, i é de ordem
n. Então, nas fórmulas (1.18), as probabilidades ti,+ e ti,− de sorteio do
centro para reprodução são O(1/n), enquanto as probabilidades ti,u e ti,d de
sortear uma folha para reprodução são O(1). Logo, se n é grande, podemos
admitir que, por tempo O(n), ocorrem apenas sorteios envolvendo as folhas
para reprodução. Ou seja, o tempo esperado para que ocorra um sorteio do
centro para reprodução é muito grande, da ordem de n.

Nas condições do parágrafo anterior, podemos supor como aproximação
que, por tempo O(n), a cadeia permanece transitando somente entre os esta-
dos (0, i) e (1, i). No esquema da Figura 1.3 estas transições são representadas
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pelas setas verticais. Por conseguinte, podemos supor que uma fração desse
tempo a cadeia permanece no estado (1, i) e outra fração do tempo no estado
(0, i). Vamos calcular essas frações. Antes disso, note ainda que, para au-
mentar o número de indivíduos do tipo A nas folhas é necessário que o centro
esteja ocupado por um indivíduo do tipo A. Por outro lado, para diminuir
o número de indivíduos do tipo A nas folhas é necessário que o centro esteja
ocupado por um indivíduo do tipo B (referenciamos novamente o leitor à
Figura 1.3).

Considere então uma outra cadeia de Markov auxiliar com somente dois
estados (0, i) e (1, i). Esta cadeia descreve a dinâmica durante o longo
tempo enquanto o centro não for sorteado para a reprodução. Se Pi =

(n − i)/(ir + n − i) é a probabilidade condicional de sortear um indivíduo
B para reprodução, dado que o centro não será sorteado para a reprodução,
então, Pi é a probabilidade das transições (0, i) → (0, i) e (1, i) → (0, i). A
matriz de transição da cadeia auxiliar será então

Ti =

[
Pi Pi

1− Pi 1− Pi

]
.

A cadeia auxiliar possui uma única distribuição estacionária dada por vi =

(Pi, 1 − Pi), um autovetor de Ti com autovalor 1. Como na cadeia auxiliar
qualquer distribuição inicial converge à distribuição estacionária, podemos
interpretar que Pi e 1 − Pi são as frações do tempo que a cadeia auxiliar
passa respectivamente nos estados (0, i) e (1, i).

Voltando à cadeia de Markov original, a probabilidade εi de que aumente
o número de indivíduos A nas pontas é aproximadamente dada pelo produto
da probabilidade 1− Pi de que a cadeia auxiliar esteja em (1, i) pela proba-
bilidade r/[(i + 1)r + n − i] de que o centro seja de tipo A e sorteado para
a reprodução e da probabilidade (n − i)/n de que uma folha ocupada por
indivíduo B seja sorteada para a morte. Assim, temos

εi =
ir

ir + n− i

r

(i+ 1) r + n− i

n− i

n
.

De maneira análoga, a probabilidade δi de que diminua o número de indiví-
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duos A nas pontas é

δi =
n− i

ir + n− i

1

ir + n− i+ 1

i

n
.

Assim, na aproximação por separação de escalas de tempo, o processo de
Moran na estrela na regra Bd equivale ao processo de Moran no grafo com-
pleto com probabilidades de aumento e diminuição dos indivíduos do tipo A

dadas respectivamente por εi e δi. Portanto, a probabilidade de fixação de
A pode ser calculada pela fórmula (1.11) com rk substituído por ωk, onde

ωk ≡
εk
δk

= r2
[
1 +

1− r

n
(
1− k

n
+ r k

n
+ r

n

)] = r2[1 +O(1/n)] .

Desprezando a correção O(1/n), da expressão acima para ωk podemos veri-
ficar que as probabilidades de fixação de A a partir de configurações com k

pontas de tipo A (o centro pode ser A ou B) são aproximadas pela expres-
são (1.11) com rk trocado por r2. Isto explica a origem da conjectura de
Lieberman et al.

Pelo que vimos, na regra Bd podemos prever que a ocupação do centro
por um tipo A ou por um tipo B praticamente não afeta a probabilidade de
fixação dos indivíduos do tipo A. Na Figura 1.4 este fato pode ser constatado
no gráfico correspondente à regra Bd onde notamos que as probabilidades de
fixação dos indivíduos do tipo A onde há um tipo A ou B no centro são
praticamente indistinguíveis.

1.2.2 A regra dB na estrela: uma visão pelo problema
do colecionador de figurinhas

Nesta subseção, vamos aplicar a aproximação por separação de escalas de
tempo ao processo de Moran na regra dB na estrela com aptidões indepen-
dentes da frequência. Para tanto, precisaremos primeiro discutir brevemente
o clássico problema do colecionador de figurinhas [30], o qual se revelará útil
para avaliar qualitativamente a regra dB na estrela.

Problema do Colecionador de Figurinhas. Um colecionador deseja com-
pletar um álbum de figurinhas, as quais são numeradas de 1 a n. Suponha que
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as figurinhas são vendidas em um pacotinho e que cada pacotinho contenha
apenas uma figurinha. Cada figurinha tem a mesma probabilidade de apa-
recer em qualquer pacotinho, e os pacotinhos são independentes. Considere
que o colecionador compra um pacotinho; e se a figurinha que ele obteve não
é repetida, ele a cola no álbum. Pergunta-se então: se o colecionador começa
com o álbum vazio, quantos pacotinhos deverão ser comprados, em média,
para se completar o álbum? Podemos formular uma mesma pergunta para o
caso em que o colecionador começa o álbum com exatamente i figurinhas.

Em relação ao problema acima, se o colecionador já possui i−1 figurinhas
coladas no álbum, a probabilidade de que ele consiga a próxima figurinha
inédita é (n−i+1)/n. Para calcularmos o número de pacotinhos que deverão
ser adquiridos para completar o álbum inicialmente vazio, vamos definir X

como número de pacotinhos que serão necessários para completar o álbum.
Assim, podemos escrever X = Y1+Y2+ . . .+Yn, onde Y1 = 1, Y2 é o número
de figurinhas compradas a partir de Y1 até se obter a próxima figurinha
diferente da anterior, Y3 é o número de figurinhas compradas a partir de
Y1 + Y2 até se obter a próxima figurinha diferente das duas anteriores, e
assim por diante. Dessa forma, temos que Y1 = 1 e Yi tem distribuição
geométrica com parâmetro (n − i + 1)/n para i = 2, . . . , n. Logo, o valor
esperado de Yi é n/(n− i+ 1).

Portanto, pela linearidade da esperança,

E[X] = E[Y1] + E[Y2] + . . .+ E[Yn]

= 1 +
1

n−1
n

+
1

n−2
n

+ . . .+
1

n−(n−1)
n

= 1 +
n

n− 1
+

n

n− 2
+ . . .+

n

1

= n

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n

)
= n Hn

(1.30)

onde

Hn =
n∑

k=1

1

k
.

Na situação em que o álbum possui um número muito grande de figuri-
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nhas, podemos obter uma expressão assintótica para (1.30). De fato, usando
a fórmula de Euler-Maclaurin [5], pode-se provar que no limite n → ∞,
tem-se

Hn = log n+ γ +O(1/n) (1.31)

onde γ é a constante de Euler-Mascheroni. Daí, segue que

E[X] = n log n+ γn+O(1) . (1.32)

Uma pequena modificação no argumento apresentado acima pode ser feito
para calcular o número médio de pacotinhos necessários para completar o
álbum no caso em que o colecionador começa o álbum com i figurinhas. Seja
Xi o número de pacotinhos necessários para completar o álbum começando
com i figurinhas. Então,

E[Xi] = E[Yi+1] + E[Yi+2] + . . .+ E[Yn]

= n

(
1 +

1

2
+ . . .+

1

n− i

)
= n Hn−i = n log(n− i) + γn+O(1) ,

desde que n − i seja grande. Caso i seja pequeno, por exemplo i = 1 ou
i = 2, E[Xi] é da ordem de n. Em resumo, o número médio de pacotinhos a
serem comprados para completar um álbum com poucas figurinhas coladas é
O(n log n), enquanto em um álbum quase completo o número de pacotinhos
médio é O(n).

O número médio de pacotinhos a serem comprados para completar um
álbum com i figurinhas é naturalmente uma função decrescente de i. Este
número médio é dado por (1.32) se i = 0 e vale n se i = n−1. Em particular,
precisamos em média de n pacotinhos para encontrar a última figurinha.

De volta à discussão da regra dB na estrela, podemos observar nas fórmu-
las (1.19) que, quando n → ∞, as probabilidades ti,± envolvendo o sorteio das
folhas para morte são O(1) enquanto as probabilidades ti,u e ti,d de sortear
o centro para morte são O(1/n). Estes fatos nos permitem utilizar, uma vez
mais, a aproximação por separação de escalas de tempo. Mais precisamente,
podemos supor, como aproximação, que existem duas escalas de tempo inde-
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pendentes: na escala de tempo longo ocorre somente sorteio do centro para
morte, enquanto na escala de tempo curto ocorrem apenas sorteios das folhas
para morte. Isto posto, o tempo em que o centro não é sorteado para a morte
é O(n). Durante todo este longo tempo, o centro permanece ocupado ou por
um indivíduo A, ou por um B.

Se o indivíduo no centro é A, o número de indivíduos A nas pontas é i e
na condição de que o centro não é sorteado para morte, a probabilidade de
aumentar o número de indivíduos A nas pontas é exatamente igual à proba-
bilidade de obter a (i + 1)-ésima figurinha em um álbum com n figurinhas.
Para contrastar com o outro caso, vamos dizer que quando o centro é A,
estamos considerando um colecionador de figurinhas “positivo”.

Por outro lado, se o centro é B, e na condição de que o centro não é
sorteado para morte, a probabilidade de diminuir o número de indivíduos A

nas pontas é exatamente a de um problema do colecionador de figurinhas
“negativo”, em que o colecionador descola uma figurinha presente em seu
álbum sempre que ela aparecer em um pacotinho e não faz nada sempre que
a figurinha do pacotinho não estiver em seu álbum.

No que segue, convencionamos dizer que a estrela está próxima à fixação
ou quando o centro é A e o número de pontas ocupadas por B é O(1), ou
quando o centro é B e o número de pontas ocupadas por A é O(1). Pode-
mos pensar a estrela dB aproximadamente como uma sucessão de problemas
de colecionador de figurinhas positivos e negativos. Quando a estrela não
está próxima da fixação, a transição de positivo para negativo ou vice-versa
acontece em tempos O(n). O tempo médio para completar um álbum com i

figurinhas no problema positivo (descolar i figurinhas de um álbum no pro-
blema negativo) é maior que o tempo médio em que o centro permanece
de tipo A (B). Portanto a fixação do tipo A ou B na estrela dB em uma
condição inicial longe da fixação deve ocorrer depois de vários episódios de
transição do colecionador positivo para o negativo e vice-versa.

Quanto maior o valor de r, maior a probabilidade ti,u, de modo que a
maior aptidão de indivíduos do tipo A favorece a mudança do modo negativo
para o positivo. Desta forma, caso r > 1 a probabilidade de fixação do tipo
A é maior do que no caso r < 1. De todo modo, seja r > 1 ou r < 1, se
temos i pontas ocupadas por tipo A, a probabilidade de fixação de A quando
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o centro é A é apreciavelmente maior do que quando o centro é B. Na Figura
1.4 podemos ver que quando o centro está ocupado por um tipo A, há uma
boa probabilidade de completar o álbum. Por outro lado, quando o centro é
do tipo B, a probabilidade de completar o álbum é baixa.

Observação 2. Frean e Baxter [16] abordam de forma qualitativa as regras
Bd e dB no processo de Moran na estrela com aptidões independentes da
frequência, embora não façam menção à analogia com o problema do coleci-
onador de figurinhas. Tomando a estrela como inspiração, eles interpretam
que no caso Bd uma aresta do grafo significa um risco, enquanto no dB uma
oportunidade. Mais precisamente, eles afirmam que na regra Bd indivíduos
muito conectados correm um risco grande de morrer, ao passo que na regra
dB possuem muitas oportunidades de se reproduzir. Nesse sentido, intuiti-
vamente podemos entender as regras Bd e dB como sendo características de
uma espécie. A regra Bd se aplica a espécies “corajosas” em que os indivíduos
correm risco ao ocupar novos espaços, enquanto a regra dB se aplica a espé-
cies “cautelosas” em que os indivíduos procuram novos espaços para ocupar
quando encontram oportunidades.

1.3 Comportamento assintótico das probabili-
dades de fixação na estrela

Nesta seção, vamos estudar o comportamento assintótico das fórmulas
da probabilidade de fixação dos indivíduos do tipo A no grafo estrela. Mais
precisamente, estamos interessados em obter fórmulas assintóticas quando
ambos o tamanho n da população nas folhas e o número i de indivíduos do
tipo A nelas tendem para o infinito, mantendo-se fixa a fração x = i/n. O
principal resultado desta seção é a obtenção de fórmulas assintóticas para os
casos Bd e dB na estrela com aptidões dependentes da frequência. A ideia
que serve de ponto de partida para os resultados que pretendemos alcançar,
consiste em escrever o produtório dos βk/αk que aparece nas fórmulas (1.27),
(1.28) e (1.29) como uma exponencial de um somatório que pretendemos
identificar com uma soma de Riemann. Como veremos adiante, no caso dB,
esta identificação ocorre naturalmente e a soma converge para uma integral.
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Porém, no caso Bd, o mesmo não ocorre e, ao substituirmos a soma por uma
integral, faz-se necessário introduzir um erro que não pode ser simplesmente
desprezado quando n tende ao infinito. Para fixar ideias, vamos iniciar de-
duzindo fórmulas assintóticas para o caso dB, que é bem mais simples que o
caso Bd. A análise do caso Bd será feita mais adiante, ao final desta seção.

Para o que segue, fazendo o quociente de (1.2) por (1.3), é fácil verificar
que a aptidão relativa (1.4) tem a forma

ri = R(i/n) +O(1/n) , (1.33)

onde
R(x) =

m11x+m12(1− x)

m21x+m22(1− x)
(1.34)

é independente de n.
Seja x ∈ [0, 1] uma fração fixa de indivíduos do tipo A nas folhas do grafo

estrela e [nx] o inteiro mais próximo de nx. Definimos as probabilidades
assintóticas de fixação como

π0(x) = lim
n→∞

P 0
[nx] e π1(x) = lim

n→∞
P 1
[nx] . (1.35)

Analisemos, agora, os casos Bd e dB separadamente. Comecemos pelo
caso dB que pode ser mais facilmente tratado, postergando à Subseção 1.3.2
a discussão do caso Bd.

1.3.1 Estrela: caso dB

Substituindo (1.19) em (1.23), obtemos no caso dB as seguintes expressões

αi

βi

= 1 +
1

n

ri − 1

1 + i
n
(ri − 1)

+O(1/n2) , (1.36)

1− αi =
1

n

1

1 + i
n
(ri − 1)

+O(1/n2) , (1.37)

1− βi =
1

n

ri

1 + i
n
(ri − 1)

+O(1/n2) . (1.38)

Prosseguimos, agora, escrevendo o produtório dos αk/βk como uma ex-
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ponencial da soma. Uma vez que

log(1 + x) = x+O(x2) , (1.39)

utilizamos essa relação em (1.36) para concluir que log(αk/βk) é O(1/n). Daí,
segue que a soma converge convenientemente para uma integral:

[nx]∏
k=1

βk

αk

=exp

− [nx]∑
k=1

log
αk

βk


=exp

− [nx]∑
k=1

1

n

(
rk − 1

1 + k
n
(rk − 1)

+O(
1

n
)

)
n→∞−→ exp

[
−
∫ x

0

R(z)− 1

1 + z(R(z)− 1)
dz

]
.

(1.40)

Note ainda que, como o fator 1/n está presente em ambas as expressões (1.37)
e (1.38), as somas em (1.28) e (1.29) também convergem para integrais. Isso
nos permite definir funções as quais são os limites das somas que aparecem
no numerador e denominador das expressões (1.28) e (1.29):

Ψ(x) =

∫ x

0

R(y)− 1

1 + y(R(y)− 1)
dy , (1.41)

Θ(x) =

∫ x

0

R(y)

1 + y(R(y)− 1)
e−Ψ(y) dy (1.42)

e
Ξ(x) =

∫ x

0

1

1 + y(R(y)− 1)
e−Ψ(y) dy . (1.43)

Em termos de tais funções, é fácil ver no caso dB que

π0(x) =
Θ(x)

1 + Ξ(1)
e π1(x) =

1 + Ξ(x)

1 + Ξ(1)
. (1.44)

Conforme veremos na próxima subseção, a análise do caso Bd é mais
complicada do que a examinada acima. O motivo dessa diferença é que no
caso dB, o fator 1/n que aparece naturalmente dentro da soma no expoente
da expressão (1.40), não aparece na mesma expressão equivalente para o caso
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Bd. Assim, não podemos repetir o raciocínio anterior e argumentar que a
soma converge para uma integral.

1.3.2 Estrela: caso Bd

O análogo das fórmulas (1.36-1.38) para o caso Bd são as seguintes:

αi

βi

= ri ri+1

[
1 +

1

n

1− ri ri+1

ri
+O(

1

n2
)

]
, (1.45)

1− αi = 1− ri+1

n
+O(

1

n2
) , (1.46)

1− βi = 1− 1

n ri
+O(

1

n2
) . (1.47)

A análise do caso Bd é mais delicada, mas pode ser tratada de maneira
similar ao caso para populações não-estruturadas [13], [38]. No que se refere
aos métodos para a determinação das fórmulas assintóticas propriamente
ditas, as ferramentas principais são a Fórmula de Euler-Maclaurin e uma
versão para somas do método de Laplace para integrais [36].

A fim de examinarmos mais rigorosamente os fatos mencionados acima,
precisamos, inicialmente, introduzir duas definições que nos serão úteis. A
bem da clareza da exposição, delineamos, no restante desta seção, apenas os
principais resultados e argumentos de que necessitamos, referindo o leitor a
[13] e [37] para os detalhes técnicos.

Para x ∈ [0, 1] e R dado por (1.34), definimos o potencial de aptidão

L(x) ≡ −
∫ x

0

logR(t) dt . (1.48)

Com relação à definição acima, verifica-se que L sempre tem um ponto de
máximo x∗ ∈ [0, 1]. Para conhecimento do leitor, é possível mostrar que a
localização de x∗ no interior do intervalo, ou em uma das extremidades dele,
depende do cenário de invasão [42, 13], i.e., dos sinais de R(0)−1 e R(1)−1.

A fim de manipular adequadamente os termos O(1/n) em (1.45), defini-
mos também

C(x) ≡
∫ x

0

(
R(t)2 − 1

R(t)
− detM

m12m22

)
dt . (1.49)
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De posse das definições acima, um raciocínio similar ao que fizemos para
o caso dB permite provar que

[nx]∏
k=1

βk

αk

=exp

− [nx]∑
k=1

log
αk

βk


=exp

−n

[nx]∑
k=1

1

n
(log rk + log rk+1)

 exp

− [nx]∑
k=1

1

n

(
1− rk rk+1

rk
+O(

1

n
)

)
=exp

−2n

[nx]∑
k=1

1

n
log rk

 exp

− [nx]∑
k=1

1

n

(
1− rk rk+1

rk
+

detM

m12m22

+O(
1

n
)

)
n→∞∼ eC(x)+E(x) e2nL(x) ,

(1.50)

onde o termo E(x) será explicado abaixo.
Na expressão (1.50), e2nL(x) é o termo principal. Ele aparece em [13], [4] e

também como r−2n em [9], no caso de aptidões independentes da frequência.
O termo eC(x) generaliza a correção proposta por Chalub [9], e o termo eE(x)

é denominado “erro de continuação” [13], em virtude de a soma
∑[nx]

k=1
1
n
log rk

ser substituída pela integral −L(x).
Rigorosamente falando, a validade das afirmações feitas acima deveria ser

demonstrada como um teorema, o que, de fato, pode ser feito com o auxilio
das ferramentas supracitadas. Todavia, uma tal demonstração fugiria do
objetivo principal desta tese, de forma que não a apresentaremos aqui.
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Capítulo 2

O processo de Moran em
metapopulações estruturadas

Neste capítulo, vamos estender o estudo do processo de Moran em gra-
fos a metapopulações estruturadas. Uma metapopulação é um conjunto de
subpopulações que se encontram de alguma forma separadas, mas não com-
pletamente. Os indivíduos de cada subpopulação interagem entre si, possivel-
mente estruturados por um grafo de interação local e possuem algum padrão
de interação com os indivíduos das outras subpopulações. Nesta tese uma
metapopulação será modelada por um metagrafo [44], ou seja, um grafo em
que cada vértice representa não mais um indivíduo, mas uma subpopulação,
e as arestas representam a possibilidade de um indivíduo de uma subpopula-
ção produzir descendentes em outra subpopulação. Considerando o total da
população, temos dois níveis de grafos: um grafo que especifica as interações
de cada indivíduo com cada outro na população e um outro grafo que espe-
cifica as interações entre as subpopulações. Os padrões de maior ou menor
intensidade de interação entre pares de indivíduos e pares de subpopulações
podem ser ajustados no processo de Moran através de pesos dados às arestas
do grafo que representa o total da população. Ao leitor interessado em co-
nhecer trabalhos envolvendo modelos com metapopulações estruturadas por
metagrafos, sugerimos as referências [2], [27], [44] e [43].

No restante desta tese, vamos assumir as mesmas hipóteses mencionadas
na Seção 1.1. Para comodidade do leitor, isolamo-as na Observação 3 a
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seguir.

Observação 3. Daqui em diante, assumiremos as hipóteses abaixo sem mai-
ores comentários.

1. Cada indivíduo da população é do tipo A ou do tipo B.

2. Os indivíduos se reproduzem de forma assexuada sem possibilidade de
mutações (cf. Hipótese 1, Seção 1.1).

3. A aptidão dos indivíduos independe da frequência dos tipos na popula-
ção (cf. Observação 1, Seção 1.1).

4. A cada unidade de tempo discreta são realizados dois sorteios na popu-
lação: um de reprodução e outro de morte, de acordo com as regras de
atualização Bd ou dB elucidadas na seção 1.1.

Tendo em vista as considerações acima, vamos a partir de agora estudar
o processo de Moran em metapopulações estruturadas. Antes de prosseguir-
mos, precisamos modelar a estrutura espacial de interação entre as subpopu-
lações, isto é o que faremos no próximo parágrafo.

Considere novamente uma população de tamanho fixo igual a N . Suponha
que os indivíduos desta população estejam espacialmente distribuídos em V

subpopulações de tamanhos constantes Ni, i = 1, 2, . . . , V , N =
∑V

i=1Ni .
Seja G um grafo com V vértices e assuma que cada subpopulação de tamanho
Ni seja representada por um único vértice deste grafo. Por sua vez, vamos
supor que cada subpopulação de tamanho Ni seja estruturada por um grafo Gi

e que, como anteriormente, cada indivíduo da subpopulação seja representado
por um único vértice deste grafo.

Conforme frisamos no capítulo anterior, a quantidade principal que iremos
estudar é a probabilidade de fixação dos tipos a partir de uma composição
inicial arbitrária da população. Até aqui, o fato de os indivíduos da população
pertencerem a uma metapopulação não desempenhou papel algum. Portanto,
considerando que o total da população é estruturado por um grafo com N

vértices, a probabilidade de fixação do processo de Moran na metapopulação
ainda é obtida como solução de um sistema de 2N equações lineares.
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Para superar a complexidade computacional no cálculo da probabilidade
de fixação, Yagoobi e Traulsen [44], entre outros resultados, trabalharam com
uma aproximação, denominada por eles de aproximação de baixa migração,
que lhes permitiu obter resultados em grafos de metapopulações. Chamamos
de migrações os sorteios do processo de Moran em que o indivíduo que se
reproduz e o indivíduo que morre pertencem a subpopulações distintas. Na
verdade, pode-se dizer que a aproximação de baixa migração é, em um certo
sentido, uma aproximação por separação de escalas de tempo. Se a proba-
bilidade de um evento de migração é suficientemente baixa, o tempo médio
entre uma migração e a próxima será muito maior que o tempo médio de ab-
sorção [38] do processo de Moran em cada nó do metagrafo. Se isto acontece,
sempre que uma migração ocorrer, com alta probabilidade as subpopulações
em cada nó do metagrafo serão, cada uma, composta ou só de indivíduos A,
ou só de B. Esta observação leva à seguinte definição.

Definição 2.1. Chamamos configuração homogênea uma composição da po-
pulação em que cada uma das V subpopulações é composta por indivíduos ou
só do tipo A, ou só do tipo B. O conjunto de todas configurações homogêneas
possíveis tem exatamente 2V elementos.

A definição a seguir desempenhará papel central ao longo desta tese.

Definição 2.2. Denominamos Aproximação de Baixa Migração (ABM) a
hipótese de que entre duas migrações consecutivas o tempo foi grande o sufi-
ciente para que a configuração da população se tornasse homogênea.

Consoante a definição acima, na ABM podemos ignorar a possibilidade de
configurações não homogêneas. Como os sorteios de reprodução e morte do
processo de Moran que não sejam migrações não modificam as configurações
homogêneas, na ABM podemos ignorar estes sorteios e considerar somente
os sorteios de migrações. Como o número de configurações homogêneas é so-
mente 2V , a complexidade computacional para o cálculo das probabilidades
de fixação das configurações homogêneas na ABM pode ser bastante redu-
zido. Veremos que há exemplos interessantes em que será possível calcular
exatamente essas probabilidades na ABM.
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Vale ainda observar que na ABM as probabilidades de transição entre
as configurações homogêneas são computadas de maneira análoga à que fa-
zemos no processo de Moran em grafos. A diferença é que na ABM estas
probabilidades deverão ser ponderadas pela probabilidade de fixação em cada
subpopulação. Concordemente, o sistema que determina as probabilidades
de fixação na ABM tem 2V equações lineares, uma equação para cada con-
figuração homogênea, onde V é o número de subpopulações que compõem a
metapopulação.

Nos próximos capítulos, vamos dar prosseguimento à discussão iniciada
em [44] e estudar o processo de Moran na ABM em dois metagrafos par-
ticulares: o metagrafo de V = 2 vértices com populações de tamanhos N1

e N2 arbitrários; e o metagrafo estrela com centro representando uma po-
pulação de tamanho N1 e pelo menos duas folhas, todas com população de
mesmo tamanho N2. Nesta tese, vamos trabalhar apenas com o caso em
que tais populações nos vértices são estruturadas por grafos completos. En-
tretanto, gostaríamos de frisar que não existe nenhuma restrição em supor
que as subpopulações sejam estruturadas por grafos que não o completo:
desde que conheçamos, seja por uma fórmula exata, seja por um cálculo nu-
mérico, a probabilidade de fixação do tipo A nestes grafos, podemos, em
princípio, reproduzir os argumentos elucidados aqui para estudar o processo
de Moran na ABM nestes metagrafos. Este é o caso, por exemplo, em que
poderíamos substituir grafos completos por grafos estrelas nos vértices dos
metagrafos de 2 vértices ou metagrafo estrela. Outra possibilidade interes-
sante que ganhamos com a ABM e que não será explorada aqui é podermos
tratar numericamente metagrafos arbitrários com valores de V pequenos.

Observação 4. Chamamos a atenção do leitor para o fato de que, com
exceção de fórmulas assintóticas, as quantidades que iremos calcular nos Ca-
pítulos 3 e 4 são exatas dentro da aproximação de baixa migração.
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Capítulo 3

O processo de Moran na ABM de
duas subpopulações

Neste capítulo, vamos utilizar a ABM no processo de Moran no meta-
grafo mais simples possível, com V = 2 vértices e aptidões independentes
da frequência. Este metagrafo pode ser pensado intuitivamente como duas
subpopulações isoladas geograficamente (por exemplo ocupando duas ilhas
com dificuldades para a migração entre elas). Como o leitor verá, neste caso
podemos calcular de forma exata as probabilidades de fixação com condições
iniciais em configurações homogêneas da população e, em termos destas, a
probabilidade de fixação de um mutante que surja em uma população to-
talmente homogênea. Posteriormente, estudaremos a RVFM, ver Definição
1.2, quantificando qual o efeito da separação da população em dois pedaços
muito isolados sobre questões biologicamente relevantes.

Na Seção 3.1 vamos deduzir fórmulas exatas para a probabilidades de fi-
xação no processo de Moran na ABM de duas subpopulações com condições
iniciais em configurações homogêneas. Posteriormente, deduziremos também
fórmulas assintóticas para tais probabilidades quando o tamanho total da po-
pulação N = N1+N2 tende ao infinito, mantendo-se fixa a razão ρ = N1/N2.
Na Seção 3.2 faremos um estudo da RVFM na ABM de duas subpopulações.
Por fim, na Seção 3.3, como aplicação do estudo que faremos aqui, examina-
remos um modelo matemático simplificado, proposto por Kolodny e Feldman
[24], para a mistura genética de africanos anatomicamente modernos e Ne-
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andertais. Em particular, vamos provar, no contexto da ABM, um resultado
que Kolodny e Feldman conjecturaram a partir de simulações do modelo por
eles proposto.

3.1 Probabilidades de fixação em duas subpo-
pulações

Considere duas subpopulações isoladas geograficamente, às quais nos re-
feriremos por subpopulação 1 e subpopulação 2. Suponha que as subpopula-
ções tenham tamanhos constantes iguais a N1 e N2 respectivamente. Além
disso, suponha que cada indivíduo das subpopulações 1 e 2 esteja conectado
por um grafo completo aos demais indivíduos da sua subpopulação (Veja a
Figura 3.1).
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Figura 3.1: Representação esquemática ilustrando uma metapopulação com-
posta de duas subpopulações estruturadas cada uma por um grafo completo.
Neste exemplo, a subpopulação 1 tem tamanho N1 = 5 e a subpopulação 2
tem tamanho N2 = 8.

Nosso intuito é estudar o processo de Moran em uma metapopulação
formada por estas duas subpopulações admitindo que as migrações entre elas
são raras e que as aptidões são independentes da frequência. Sem perda de
generalidade, consideraremos que os indivíduos de tipo A têm aptidão r e os
de tipo B têm aptidão 1. Este caso é estudado em [44], onde os autores obtêm
resultados exatos considerando que na ABM as migrações acontecem segundo
a regra de atualização Bd. Os resultados descritos por eles correspondem
ao estudo da probabilidade de fixação de um único mutante do tipo A na
metapopulação, os quais também são atestados numericamente para valores
pequenos e fixos de N1 e N2. Em nosso trabalho, vamos explorar não somente
a regra Bd, como também a regra dB na ABM. Procuraremos, em cada um
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dos casos, apresentar fórmulas assintóticas para as probabilidades de fixação
na ABM, não obtidas em [44].

Hipótese 2. Em todo este capítulo, bem como no Capítulo 4, assumiremos
que a aptidão dos indivíduos de tipo A será r. Por outro lado, aos indivíduos
de tipo B atribuiremos aptidão igual a 1.

Isto posto, queremos calcular as probabilidades de fixação dos tipos com
condições iniciais tomadas no sentido da ABM. No presente caso de duas
subpopulações, somos levados a considerar quatro possíveis estados homo-
gêneos que denotaremos por AA,AB,BA e BB. O estado AB significa só
indivíduos do tipo A na subpopulação 1 e só indivíduos do tipo B na subpo-
pulação 2. Uma definição análoga vale para BA. Os estados AA e BB são
absorventes e correspondem respectivamente às situações em que ambas as
subpopulações são do tipo A e do tipo B.

As probabilidades de transição não-nulas, na ABM, entre os estados ho-
mogêneos da metapopulação podem ser facilmente calculadas de acordo com
as regras de atualização pré-estabelecidas. As fórmulas são:

Caso Bd:

tAB→AA =
N1r

N1r +N2

ΦN2
wm(1, r) tAB→BB =

N2

N1r +N2

ΦN1
wm(1, 1/r) . (3.1)

Caso dB:

tAB→AA =
N2

N1 +N2

ΦN2
wm(1, r) tAB→BB =

N1

N1 +N2

ΦN1
wm(1, 1/r) . (3.2)

Vejamos como obter as fórmulas no caso Bd. Na primeira das fórmulas
(3.1), o fator N1r/(N1r+N2) é a probabilidade de que um indivíduo do tipo
A na subpopulação 1 seja sorteado para reprodução. A probabilidade de
que este indivíduo, em um evento de migração, substitua um indivíduo B na
subpopulação 2 é 1. Mas para que a configuração se torne AA, este migrante
precisa se fixar, o que ocorre com probabilidade ΦN2

wm(1, r). Um raciocínio
análogo vale para explicar a segunda fórmula, note que a probabilidade de
um único indivíduo B se fixar em uma população com N − 1 indivíduos A

é 1 − ΦN
wm(N − 1, r). Usando (1.12), pode-se ver que esta probabilidade é
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simplesmente ΦN
wm(1, 1/r). Note ainda que, nas condições da ABM,

tAB→BA = tBA→AB = 0 , (3.3)

pois tais transições requerem pelo menos duas migrações na mesma unidade
de tempo, e

tAB→AB = 1− tAB→AA − tAB→BB . (3.4)

As probabilidades tBA→AA e tBA→BB podem ser calculadas por fórmulas aná-
logas. Seguindo o mesmo raciocínio acima, o leitor pode obter sem dificuldade
as fórmulas para o caso dB.

Seja πx, x ∈ E = {AA,AB,BA,BB}, a probabilidade de fixação no
estado AA dado que o estado inicial homogêneo é x. Notemos que

πBB = 0 e πAA = 1 . (3.5)

Na notação do parágrafo anterior, a equação geral que determina πAB, em
ambos os casos Bd e dB, pode ser escrita como

πAB = tAB→AA πAA + tAB→AB πAB + tAB→BA πBA + tAB→BB πBB . (3.6)

Usando as condições (3.3),(3.4) e (3.5), podemos resolver facilmente a equa-
ção (3.6) e concluir que

πAB =
1

1 + tAB→BB

tAB→AA

. (3.7)

Para o que falta, bastar substituir na fórmula (3.7) as probabilidades de
transição tAB→BB e tAB→AA estabelecidas em (3.1) e (3.2). O resultado é

Caso Bd:

πAB =
1

1 + N2

N1r
Φ

N1
wm(1,1/r)

Φ
N2
wm(1,r)

=


1

1+
N2
N1

r−N1 1−r−N2

1−r−N1

, se r ̸= 1

1
1+N2

2 /N
2
1
, se r = 1

. (3.8)
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Caso dB:

πAB =
1

1 + N1

N2

Φ
N1
wm(1,1/r)

Φ
N2
wm(1,r)

=


1

1+
N1
N2

r r−N1 1−r−N2

1−r−N1

, se r ̸= 1

1
2
, se r = 1

. (3.9)

Observação 5. As fórmulas para πBA são obtidas a partir de πAB simples-
mente trocando N1 com N2 nas fórmulas (3.8) e (3.9).

Queremos comparar os resultados acima para πAB na ABM com

ΦN1+N2
wm (N1, r) =

{
1−r−N1

1−r−(N1+N2)
, se r ̸= 1

N1

N1+N2
, se r = 1

. (3.10)

Ou seja, queremos tomar uma população não-estruturada de mesmo tamanho
N1+N2, uma mesma condição inicial de N1 indivíduos de tipo A e responder-
mos se o isolamento destes indivíduos aumenta ou diminui a probabilidade
de fixação do tipo A. Em particular, entender como este aumento ou dimi-
nuição depende da aptidão r, dos tamanhos N1 e N2 das subpopulações e do
tipo Bd ou dB da regra de atualização.

Para o que segue, vamos denotar por ρ a razão entre N1 e N2:

ρ =
N1

N2

. (3.11)

O parâmetro ρ nos permitirá descrever, em termos deste, os efeitos da vari-
ação do tamanho da subpopulação 1 em relação à subpopulação 2 no com-
portamento da probabilidade de fixação.

Em que pese sua demonstração elementar, o teorema a seguir responde
rigorosamente, no contexto da ABM, sobre a comparação entre ΦN1+N2

wm (N1, r)

e πAB. O nosso resultado inclui ambos os casos Bd e dB.

Teorema 3.1. Considere duas subpopulações de tamanhos N1 e N2, cada
uma das quais estruturada por um grafo completo e isoladas geograficamente.
Suponha que a subpopulação de tamanho N1 seja toda de tipo A e a de tama-
nho N2 toda de tipo B. Admita as condições da Hipótese 2. Então, na ABM
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do processo de Moran nessas duas subpopulações, vale a seguinte condição:

πAB > ΦN1+N2
wm (N1, r) ⇔

{
ρ > 1 , caso Bd
ρ < 1

r
, caso dB

. (3.12)

Prova: Para examinar a fração πAB/Φ
N1+N2
wm (N1, r), observe primeiro que

as quantidades (3.8), (3.9) e (3.10) são da forma 1/(1 + R), onde R é uma
função positiva de N1, N2 e r. Assim, podemos considerar a seguinte relação

1

1 +R1

>
1

1 +R2

⇔ R2 > R1 . (3.13)

Comecemos analisando o caso Bd. Para r ̸= 1, a fórmula (3.10) é da forma
1/(1+R), com R = r−N1(1−r−N2)/(1−r−N1). Daí, usando a relação (3.13),
temos que

πAB > ΦN1+N2
wm (N1, r) ⇔ r−N1

1− r−N2

1− r−N1
>

N2

N1r

ΦN1
wm(1, 1/r)

ΦN2
wm(1, r)

. (3.14)

Agora, usando a expressão (1.12) para ΦN
wm(1, r) e simplificando, obtemos

πAB > ΦN1+N2
wm (N1, r) ⇔ N1

N2

> 1 . (3.15)

Para r = 1, ainda no caso Bd, podemos repetir o raciocínio acima e verificar
que a relação (3.15) continua valendo. Com argumentos análogos, podemos
também tratar o caso dB e mostrar que para todo r vale

πAB > ΦN1+N2
wm (N1, r) ⇔ N1

N2

<
1

r
. (3.16)

□

Observação 6. Em relação ao Teorema 3.1, é fácil verificar nos casos Bd e
dB que quando r ̸= 1, vale também a igualdade em (3.12) conforme a relação
abaixo:

πAB = ΦN1+N2
wm (N1, r) ⇔

{
ρ = 1 , caso Bd
ρ = 1

r
, caso dB

. (3.17)
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Figura 3.2: Painel superior: gráfico das curvas de nível da razão
πAB/Φ

N1+N2
wm (N1, r) no caso Bd. Para este caso, podemos constatar na fi-

gura que o isolamento geográfico corrobora para a probabilidade de fixação
da subpopulação mais numerosa. Painel inferior: o análogo para o caso dB.
Neste caso, observe que a separação entre a razão ser maior ou menor que 1 é
determinada por ρ = 1/r, representada pela curva verde. Em ambos painéis
fixamos N1 = 50.

No caso Bd, os cálculos acima evidenciam que o isolamento geográfico
confere vantagem à fixação do tipo mais numeroso na população quando
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comparado ao caso sem isolamento geográfico. Portanto, dentro da ABM, o
isolamento geográfico aumenta, com relação ao caso misto, a probabilidade
de fixação do tipo mais numeroso.

Já no caso dB, a expressão (3.16) indica que o isolamento geográfico
confere desvantagem aos indivíduos do tipo A caso eles sejam mais numerosos
e mais aptos. Por exemplo, se N1 > N2, vê-se que o isolamento geográfico
favorece a fixação dos indivíduos do tipo A, desde que a aptidão r deles
seja menor que 1 e suficientemente pequena. Por outro lado, se N1 < N2, os
indivíduos do tipo A têm vantagem se r não for muito grande. É interessante
notar que, no caso dB neutro, isto é, quando r = 1, o isolamento geográfico
beneficia os indivíduos do tipo A caso eles sejam a minoria na população. A
Figura (3.2) ilustra o resultado do Teorema 3.1 para o casos Bd e dB.

Apesar da generalidade do Teorema (3.1), é interessante quantificar o
tamanho da vantagem ou desvantagem que a estrutura de isolamento confere.
As fórmulas exatas (3.8) e (3.9) não são muito explícitas sobre isto. Por
isto, é conveniente ter expressões assintóticas para πAB no limite em que os
tamanhos N1 e N2 das subpopulações ficam grandes. Mais precisamente,
estamos interessados em obter fórmulas assintóticas quando ambos N1 e N2

tendem para o infinito, mantendo-se fixa a razão ρ = N1/N2.
Continuando, precisamos da definição a seguir, a qual desempenhará pa-

pel preponderante na discussão subsequente.

Definição 3.1. Considere r ̸= 1. Definamos Ns = mín{N1, N2} e

ε =

{
rNs , se r < 1

r−Ns , se r > 1
. (3.18)

Denominamos regime de seleção forte a condição em que, para Ns grande o
suficiente, tem-se o parâmetro ε muito menor que 1.

No contexto da definição acima, os resultados assintóticos que preten-
demos alcançar serão obtidos calculando as quantidades de interesse como
séries de potências de ε e desprezaremos potências elevadas de ε. Pode-se
dizer que seleção forte significa que indivíduos menos aptos têm probabili-
dade grande de serem extintos, enquanto indivíduos mais aptos têm fixação
quase certa. Podemos verificar a validade dessa afirmação no conteúdo do
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teorema a seguir em que estabelecemos fórmulas assintóticas de seleção forte
para πAB.

Teorema 3.2. As fórmulas para πAB dadas por (3.8) e (3.9) possuem as
seguintes expressões assintóticas de seleção forte

Caso Bd:

πAB =

{
ρ rN2(1− (ρ− 1) rN2 − rN1) +O(r3Ns) , se r < 1

1− ρ−1 r−N1 +O(r−2Ns) , se r > 1
. (3.19)

Caso dB:

πAB =

{
ρ−1 r−1 rN2(1− (ρ−1 r−1 − 1) rN2 − rN1) +O(r3Ns) , se r < 1

1− ρ r r−N1 +O(r−2Ns) , se r > 1
.

(3.20)

No contexto da Definição 3.1, as fórmulas (3.19) e (3.20) dão o termo
dominante e a primeira correção a ele em séries de potências de ε. Passemos,
agora, à prova do Teorema 3.2.

Prova: Provaremos o resultado para o caso Bd. A prova para o caso dB é
análoga. Comecemos examinando o termo

ΦN1
wm(1, 1/r)

ΦN2
wm(1, r)

= r r−N1
1− r−N2

1− r−N1
, (3.21)

que aparece no denominador da equação (3.8). Se N1 é suficientemente
grande, podemos constatar facilmente que

r r−N1
1− r−N2

1− r−N1
=

{
r r−N2(1 + rN1 − rN2) +O(rNs) , se r < 1

r r−N1(1 + r−N1 − r−N2) +O(r−3Ns) , se r > 1
.

(3.22)
Levando em conta (3.18), o resultado acima é obtido tomando os primeiros
termos na expansão em série de Taylor de (1− ε)−1 em torno do zero.

Se r > 1 e N1 suficientemente grande, podemos escrever um termo que
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aparece no denominador da equação (3.8), como

N2

N1r

ΦN1
wm(1, 1/r)

ΦN2
wm(1, r)

= ρ−1 r−N1(1 + r−N1 − r−N2) +O(r−3Ns) . (3.23)

Observe que o termo O(r−3Ns) é uma pequena correção se r > 1 e N1 é
suficientemente grande. Substituindo no denominador da equação (3.8) a
expressão obtida acima, um cálculo direto fornece

πAB = 1− ρ−1 r−N1 +O(r−2Ns) ,

onde escrevemos explicitamente somente a primeira correção além da domi-
nante quando N1 e N2 são grandes.

Para r < 1, empregamos um raciocínio similar ao que foi feito acima para
obter

N2

N1r

ΦN1
wm(1, 1/r)

ΦN2
wm(1, r)

= ρ−1 r−N2(1 + rN1 − rN2) +O(rNs) . (3.24)

Levando a expressão acima em (3.8) o resultado segue. □

Na Figura 3.3 comparamos o gráfico de πAB com sua expressão assintótica
dada por (3.19) e (3.20).

Como corolário do Teorema 3.2, estabelecemos a seguir fórmulas assin-
tóticas para a razão πAB/Φ

N1+N2
wm (N1, r) nos casos Bd e dB. Essa razão foi

objeto de discussão do Teorema 3.1, veja a relação (3.12).

Corolário 3.1.1. A razão πAB/Φ
N1+N2
wm (N1, r) possui as seguintes expressões

assintóticas no regime de seleção forte
Caso Bd:

πAB

ΦN1+N2
wm (N1, r)

=

{
ρ (1− (ρ− 1) rN2) +O(r2Ns) , se r < 1

1− (ρ−1 − 1) r−N1 +O(r−2Ns) , se r > 1
. (3.25)
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Figura 3.3: Em ambos os painéis a linha azul representa o gráfico de πAB para
N1 = 20 e N2 = 15, enquanto que a linha vermelha representa a aproxima-
ção assintótica no regime de seleção forte dada pelo Teorema 3.2. Podemos
também observar diretamente dos gráficos acima que, em ambos os casos Bd
e dB, existe uma limitação da precisão da aproximação assintótica quando r
fica próximo de 1, pois os termos incluídos nos termos de correções de ordem
superior em (3.22) deixam de ser desprezíveis.

Caso dB:

πAB

ΦN1+N2
wm (N1, r)

=

{
ρ−1 r−1(1− (ρ−1 r−1 − 1) rN2) +O(r2Ns) , se r < 1

1− (ρ r − 1) r−N1 +O(r−2Ns) , se r > 1
.

(3.26)
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Prova: É fácil ver que

ΦN1+N2
wm (N1, r) =

{
rN2(1− rN1) +O(r3Ns) , se r < 1

1− r−N1(1− r−N2) +O(r−3Ns) , se r > 1
. (3.27)

A partir daí, a prova segue fazendo a razão das fórmulas (3.19) e (3.20) por
(3.27). □

Na Figura 3.4, comparamos para ambos os casos Bd e dB, as curvas de
nível produzidas a partir das expressões assintóticas (3.25) e (3.26) com as
curvas de nível exibidas na Figura 3.2, produzidas a partir da expressão exata
πAB/Φ

N1+N2
wm (N1, r). Vê-se que a concordância entre as expressões assintóti-

cas e as exatas é boa desde que r não seja próximo de 1.

3.2 Probabilidade de fixação de uma mutação
em duas subpopulações

Conforme frisamos na Seção 1.1, existe interesse em determinar o quanto a
estrutura espacial da população influencia na probabilidade de fixação de um
único indivíduo de um dado tipo introduzido de maneira aleatória uniforme
em uma população de indivíduos do outro tipo. Mais precisamente, no caso
de duas subpopulações isoladas geograficamente e estruturadas por um grafo
completo, suponhamos, inicialmente, que toda a população N = N1 + N2

seja do tipo B e tenha aptidão 1. Considere que um indivíduo do tipo B seja
sorteado de maneira uniforme para ser substituído por um indivíduo do tipo
A com aptidão r. Neste caso, a probabilidade de fixação média do tipo A,
na ABM, é dada por

µ =
N1

N1 +N2

ΦN1
wm(1, r) πAB +

N2

N1 +N2

ΦN2
wm(1, r) πBA . (3.28)

Queremos, nesta seção, estudar a razão entre a probabilidade µ dada por
(3.28) e a probabilidade ΦN1+N2

wm (1, r). De outra forma, estamos interessados
em estudar a RVFM, ver Definição 1.2, na ABM do processo de Moran em
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Figura 3.4: Painel superior: gráfico das curvas de nível (em verde) produzidas
a partir da expressão assintótica (3.25) dada pelo Corolário 3.1.1 sobrepostas
com as curvas de nível da razão πAB/Φ

N1+N2
wm (N1, r) para caso Bd. Painel

inferior: o análogo para o caso dB. Em ambos painéis, o valor de N1 é o
mesmo que foi usado para produzir a Figura 3.2, N1 = 50.

duas subpopulações. Para o caso r ̸= 1, o estudo da RVFM em duas sub-
populações é feito através de fórmulas assintóticas, no limite quando ambos
N1 e N2 tendem para o infinito, mantendo-se fixa a razão ρ = N1/N2. Em-
bora não tenhamos uma fórmula explícita para πBA, esta pode ser facilmente
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obtida, de acordo com a Observação 5.

Teorema 3.3. Considere duas subpopulações de tamanhos N1 e N2, cada
uma das quais estruturada por um grafo completo e isoladas geograficamente.
Admita as condições da Hipótese 2. Então, na ABM do processo de Mo-
ran nessas duas subpopulações, valem as seguintes expressões assintóticas de
seleção forte para a RVFM:

Caso Bd:

RN1+N2(r) =

{
ρ+ ρ−1 − 1 +Q1(ρ) r

N1 +Q1(ρ
−1) rN2 +O(r2Ns) , se r < 1

1 + ρ−1
ρ+1

(r−N1 − r−N2) +O(r−2Ns) , se r > 1
.

(3.29)
Caso dB:

RN1+N2(r) =

{
1
r
+Q2(ρ) r

N1 +Q2(ρ
−1) rN2 +O(r2Ns) , se r < 1

1 +Q3(ρ
−1) r−N1 +Q3(ρ) r

−N2 +O(r−2Ns) , se r > 1
.

(3.30)
Aqui Q1(x), Q2(x) e Q3(x) são as funções racionais dadas por

Q1(x) =
x− 1

x2 (x+ 1)
, Q2(x) =

x r − 1

r2 x (x+ 1)
e Q3(x) =

x− r

x (x+ 1)
.

(3.31)
Ademais, quando r = 1, a RVFM para ambas as regras Bd e dB é, na ABM,
dada por

RN1+N2(1) = 1 . (3.32)

Prova: Fazendo a razão entre µ e ΦN1+N2
wm (1, r) obtemos

RN1+N2(r) =
N1

N1 +N2

ΦN1
wm(1, r)

ΦN1+N2
wm (1, r)

πAB +
N2

N1 +N2

ΦN2
wm(1, r)

ΦN1+N2
wm (1, r)

πBA .

(3.33)
Observe que o segundo termo é simétrico ao primeiro, bastando trocar N1

por N2. A expressão ΦN1
wm(1, r)/Φ

N1+N2
wm (1, r) que aparece no primeiro termo

da expressão (3.33), tem a seguinte expansão assintótica:

ΦN1
wm(1, r)

ΦN1+N2
wm (1, r)

=

{
r−N2 − rN1 +O(r2Ns) , se r < 1

1 + r−N1 +O(r−2Ns) , se r > 1
. (3.34)



3. O processo de Moran na ABM de duas subpopulações 62

Tomando r ̸= 1 e substituindo as expressões (3.19) e (3.34) no primeiro termo
de (3.33), temos

N1

N1 +N2

ΦN1
wm(1, r)

ΦN1+N2
wm (1, r)

πAB = 1 + r−N1(1− ρ−1) +O(r−2Ns) . (3.35)

Repetindo este procedimento para o segundo termo em (3.33) e mantendo
explícito somente os termos O(r−N1) ou O(r−N2), obtemos no caso Bd para
r > 1 que

RN1+N2(r) = 1 +
ρ− 1

ρ+ 1
(r−N1 − r−N2) +O(r−2Ns) . (3.36)

A demonstração dos demais casos para r ̸= 1 é análoga. No caso em que
r = 1, a prova é um cálculo imediato levando-se em conta as expressões (3.8)
e (3.9). □

Agora, vamos utilizar os resultados acima para estudar a RVFM na ABM
do processo de Moran no metagrafo com dois vértices. Para tanto, definire-
mos para os casos Bd e dB, as seguinte aproximações assintóticas:

Caso Bd:

Ras
N1+N2

(r) =

{
ρ+ ρ−1 − 1 , se r < 1

1 + ρ−1
ρ+1

(r−N1 − r−N2) , se r > 1
. (3.37)

Caso dB:

Ras
N1+N2

(r) =

{
1
r
, se r < 1

1 +Q3(ρ
−1) r−N1 +Q3(ρ) r

−N2 , se r > 1
, (3.38)

onde Q2(x) e Q3(x) são funções dadas por

Q2(x) =
x r − 1

r2 x (x+ 1)
e Q3(x) =

x− r

x (x+ 1)
. (3.39)

A Figura 3.5 exibe o gráfico das curvas de nível obtidas numericamente atra-
vés da expressão exata de RN1+N2(r) nos casos Bd e dB, bem como o gráfico
das curvas de nível produzidas a partir da aproximação assintótica Ras

N1+N2
(r)



3. O processo de Moran na ABM de duas subpopulações 63

dada por (3.37) e (3.38).
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Figura 3.5: Painel superior: Gráfico das curvas de nível de RN1+N2(r) no
caso Bd obtido numericamente para N1 = 50. Para efeito de comparação,
os contornos em verde representam as curvas de nível produzidas a partir
da aproximação assintótica Ras

N1+N2
(r) dada por (3.37). Painel inferior: o

análogo para o caso dB com N1 = 50.
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Comecemos analisando a RVFM no caso Bd. Para tanto, consideremos
dois casos separadamente:

1. Caso ρ ̸= 1. Nesse caso, uma análise simples das expressões em (3.37),
nos permite verificar que, Ras

N1+N2
(r) é maior que 1, para r < 1, e

menor que 1, para r > 1. Portanto, na aproximação dada por (3.37),
o metagrafo com dois vértices é uma estrutura supressora de seleção
natural na regra Bd.

2. Caso ρ = 1. Aqui funciona um cálculo direto, de modo que não precisa-
mos recorrer à aproximação (3.37). De fato, pela Observação 6, temos
que πAB = Φ2N1

wm (N1, r). Por outro lado, como πAB = πBA neste caso,
concluímos, a partir da expressão (3.28), que

µ = ΦN1
wm(1, r) Φ

2N1
wm (N1, r) , (3.40)

e segue daí que

RN1+N2(r) =
µ

Φ2N1
wm (1, r)

=
ΦN1

wm(1, r) Φ
2N1
wm (N1, r)

Φ2N1
wm (1, r)

= 1 . (3.41)

Passemos, agora, ao estudo da RVFM no caso dB. Há dois casos a consi-
derar:

1. Caso ρ = 1. Aqui não precisamos apelar para a aproximação (3.38).
Com efeito, um cálculo direto fornece

RN1+N2(r) =
1 + rN1

r + rN1
, (3.42)

Portanto, podemos concluir, a partir de (3.42), que quando ρ = 1, o
metagrafo com dois vértices é uma estrutura supressora de seleção na
regra dB, conforme pode ser visto no painel inferior da Figura 3.5.

2. Caso ρ ̸= 1. Levando em conta a aproximação (3.38) notamos que, para
r < 1, Ras

N1+N2
(r) é maior que 1 e independente de ρ. Já para r > 1,

a análise de quando Ras
N1+N2

(r) = 1 é mais complicada. Mas podemos
ver pela Figura 3.5 que, para cada r > 1 fixado, existe uma região em
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torno de ρ = 1 em que Ras
N1+N2

(r) < 1, enquanto Ras
N1+N2

(r) > 1 tanto
para valores grandes de ρ, quanto para ρ próximo de 0.

Chamamos a atenção do leitor para o fato de que, por exemplo para
ρ = 1.5, a Figura 3.5 parece indicar um comportamento transiente no caso
dB.

Informalmente, podemos observar que, tanto na regra Bd quanto na regra
dB, se r > 1, o efeito da estrutura na probabilidade de fixação de um mutante
do tipo A, medido pela diferença entre a RVFM e 1, é exponencialmente
pequeno quando a população cresce, mas pode ser enorme se r < 1. No
Capítulo 4, quando estudarmos a ABM do processo de Moran na metaestrela,
observaremos esse mesmo aspecto nas quantidades que iremos calcular.

3.3 Absorção dos Neandertais na população hu-
mana

A Teoria da Origem Única Africana (TOUA) foi, durante muito tempo,
defendida pela comunidade científica. Segundo os defensores da TOUA, a
espécie Homo sapiens teria se originado a partir de um grupo anatomica-
mente moderno (AM) que teria surgido na África entre cerca de 100 mil a
200 mil anos atrás e migrado posteriormente para outros continentes, substi-
tuindo - sem qualquer possibilidade de mistura genética [10] - outros grupos
primitivos até então existentes. O mais famoso destes outros grupos são os
Neandertais, que habitaram a Europa e o oeste da Ásia e que desapareceram
cerca de 30 mil anos atrás.

Inicialmente, os dados genéticos que davam suporte à TOUA eram oriun-
dos principalmente do DNA mitocondrial coletado de humanos vivos nos anos
1980. Com o tempo, a TOUA ganhou ainda mais força após a descoberta
experimental de que o DNA mitocondrial de um fóssil Neandertal era bem
diferente daquele dos humanos vivos [25]. Esses resultados indicavam que a
humanidade atual teria se originado de uma única mulher africana, que foi
então chamada de Eva mitocondrial. Entretanto, contrário à TOUA, alguns
pesquisadores afirmavam que era possível que os Neandertais e outros grupos
também pudessem ter contribuído para a humanidade atual [40, 32].
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Desde o trabalho inicial pelo grupo de Svante Pääbo de sequenciamento
de DNA fóssil, começando pelo DNA mitocondrial, passaram-se alguns pou-
cos anos até que a tecnologia fosse aperfeiçoada e viesse a ser usada para
sequenciar também o DNA mitocondrial de fósseis de Neandertais [17]. De
fato, Pääbo e seu grupo de pesquisa conseguiram sequenciar o genoma nu-
clear de um único fóssil Neandertal e, contrário aos resultados que tinham
obtido anteriormente com o DNA mitocondrial, constataram que os Nean-
dertais contribuíram com algo entre 1% e 4% dos genes que aparecem em
humanos vivos não africanos [17]. A explicação mais provável era que algum
cruzamento teria acontecido entre grupos africanos e Neandertais, que vi-
viam então no Oriente Médio, desmentindo a TOUA. Após esse cruzamento,
aquele grupo africano descendente da Eva mitocondrial se espalhou pelo resto
do mundo. Embora não vamos entrar aqui em detalhes sobre o assunto, vale
aqui o registro: Pääbo foi agraciado com o Prêmio Nobel de Medicina de
2022 por seu pioneirismo no sequenciamento de DNA antigo e as consequen-
tes “descobertas a respeito dos genomas de hominídeos extintos e evolução
humana”.

Apesar de todos os avanços no estudo da contribuição dos Neandertais
para a humanidade, ainda restava responder à questão importante de como
teria ocorrido a mistura dos dois grupos. Neves e Serva [33] propuseram
um modelo para a mistura genética entre os africanos AM e Neandertais
baseado em neutralidade adaptativa de um grupo sobre o outro: nem Nean-
dertais, nem africanos AM teriam vantagem evolutiva. Com isto, o processo
de mistura teria sido lento e o eventual predomínio dos africanos seria uma
consequência da deriva genética.

No mesmo espírito, Kolodny e Feldman [24] trabalharam com um modelo
muito semelhante ao processo de Moran neutro com migrações, que também
incluía o isolamento geográfico dos dois grupos. Para fixar ideias, seja N1

a população inicial de africanos AM e N2 a população inicial de Neander-
tais. Vamos supor que a população total N1 +N2 permaneceu constante por
muito tempo. No processo de Moran neutro, mas sem isolamento geográfico,
sabemos que a probabilidade de fixação do grupo africano AM é N1

N1+N2
. Em-

bora a probabilidade de fixação do processo de Moran possa ser calculada
exatamente em vários casos, a inclusão do isolamento geográfico dificulta ou
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impossibilita a solução exata do modelo de Kolodny e Feldman. Através de
simulações computacionais do modelo, Kolodny e Feldman mostraram que
com neutralidade e isolamento geográfico, a probabilidade de que ao final
restassem somente os africanos AM era, supondo N1 > N2, substancialmente
maior do que N1

N1+N2
. Eles chegam a conjecturar, baseados em argumentos

qualitativos, que a probabilidade seria “algo menor” que N2
1

N2
1+N2

2
. Já neste

ponto, não vamos entrar em mais detalhes a respeito do modelo proposto
por Kolodny e Feldman. O que gostaríamos de destacar daqui em diante e
também o que motivou a elaboração desta curta seção, é que o resultado pre-
sumido por Kolodny e Feldman, citado há pouco, pode ser obtido de forma
rigorosa pelos métodos desenvolvidos neste capítulo.

De fato, considere que africanos AM e Neandertais se mantiveram em
continentes separados um período de tempo suficientemente longo. Supo-
nha que a população total N1 + N2 de africanos e Neandertais permaneceu
constante durante esse período. Embora as migrações ocorram em bandos, é
razoável supor que sejam raras e que podemos usar a ABM. Sob este conjunto
de hipóteses, se A representa os africanos AM e B os Neandertais, vimos na
Seção 3.1 que no processo de Moran neutro na ABM de duas subpopulações
geograficamente isoladas, a probabilidade πAB de fixação dos africanos AM
na população total N1 + N2 é, na regra Bd, exatamente πAB =

N2
1

N2
1+N2

2
, o

resultado conjecturado em [24]. Em particular, se N1 > N2 a probabilidade
de fixação dos africanos AM aumenta bastante em relação ao caso sem isola-
mento geográfico. É interessante notar, para efeitos de comparação, que na
regra dB teríamos πAB = 1/2, de modo que, caso N1 > N2, a probabilidade
de fixação dos africanos seria menor que no caso sem isolamento geográfico.
Parece então mais natural explicar a sobrevivência do grupo dos africanos
AM e a preponderância de seu material genético na população humana atual
com a hipótese de que N1 > N2 e regra de atualização Bd. Levando em
conta a Observação 2 no Capítulo 1, parece que os humanos são corajosos,
não cautelosos.
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Capítulo 4

O processo de Moran na ABM da
metaestrela

Yagoobi e Traulsen [44] empregaram a ABM para calcular a probabili-
dade de fixação média de um mutante do tipo A no processo de Moran em
uma população estruturada por uma metaestrela e regra Bd. Posteriormente,
fazendo gráficos para valores pequenos de tamanhos de populações, compa-
raram o resultado obtido com a probabilidade de fixação de um mutante do
tipo A em populações mistas. O estudo feito por eles não inclui o caso dB.

Neste capítulo, vamos estudar o processo de Moran na ABM da meta-
estrela e apresentaremos resultados de nossa autoria que vão além daqueles
divulgados por Yagoobi e Traulsen. Mais precisamente, vamos deduzir tanto
para o caso Bd, quanto para o caso dB, fórmulas exatas e assintóticas para a
probabilidade de fixação do tipo A com condições iniciais em estados homo-
gêneos da metaestrela. Posteriormente, estabeleceremos também fórmulas
assintóticas para a RVFM na metestrela.

4.1 Metaestrela

Uma metaestrela é um grafo estrela cujo centro representa um grafo de
tamanho N1 e cada uma das M folhas representa um grafo de tamanho N2.
Nesta tese, vamos trabalhar com a metaestrela em que tanto o centro quanto
as M folhas são grafos completos. O diagrama da Figura 4.1 ilustra um
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exemplo de metaestrela com a qual trabalharemos.
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Figura 4.1: Na figura acima, os círculos grandes representam os vértices de
um grafo estrela, o qual especifica a interação entre seis populações. Estas,
por sua vez, estão representadas cada uma por um grafo completo. Neste
exemplo, tomamos uma estrela com M = 5 folhas. A população do centro
tem tamanho N1 = 8, enquanto que cada uma das populações nas folhas tem
tamanho N2 = 6.

Considere uma população de tamanho N = N1 +MN2, estruturada pela
metaestrela. Para calcular as probabilidades de fixação do tipo A no processo
de Moran na ABM, consideramos apenas condições iniciais homogêneas. Ob-
serve que na ABM do processo de Moran, se considerarmos, por um momento,
que cada subpopulação da metaestrela é composta só por indivíduos do tipo
A ou só por indivíduos do tipo B podemos identificar imediatamente os es-
tados homogêneos da metaestrela com as configurações da estrela. Graças
a esse fato, podemos lançar mão das simetrias da estrela e contabilizar os
estados homogêneos na metaestrela da mesma forma como contabilizamos as
classes de equivalência no processo de Moran na estrela (Veja a Seção 1.2).

Pelo comentário do parágrafo anterior, podemos identificar os estados
homogêneos na metaestrela simplesmente observando se o centro está todo
ocupado por indivíduos A ou B e quantas pontas estão todas ocupadas por
indivíduos A. Ademais, por analogia com a notação empregada para designar
os representantes das classes de equivalência no grafo estrela, vamos denotar
os estados homogêneos da metaestrela por (A, i), (B, i), i = 0, 1, 2, . . . ,M .
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Assim, o estado homogêneo (B, i) representa a situação em que o centro é
todo do tipo B enquanto que, nas folhas da metaestrela, tem-se i delas todas
tipo A. Da mesma forma, o estado homogêneo (A, i) representa a situação
análoga no caso em que a subpopulação do centro é inteira do tipo A.

A seguir, introduzimos o parâmetro ρ, o qual desempenhará papel impor-
tante na discussão subsequente:

ρ =
N1

MN2

. (4.1)

Chamamos a atenção do leitor para o fato de que a letra grega ρ já foi
empregada no Capítulo 3 para denotar a razão N1/N2, no caso de duas
subpopulações. No presente caso da metaestrela, o parâmetro ρ, dado por
(4.1), tem significado análogo àquele do caso de duas subpopulações, porém
é diferente.

Agora, passaremos a estabelecer para os casos Bd e dB, as probabilidades
de transição no processo de Moran na ABM entre os estados homogêneos
da metaestrela. Para obtê-las, podemos, tendo como base as probabilidades
de transição (1.18) e (1.19) do processo de Moran na estrela, repetir um
raciocínio análogo ao que foi feito na Seção (3.1) para obter as fórmulas
(3.1) e (3.2). Ainda mantendo analogia com a Seção 1.2, vamos denotar por
Ti,u a probabilidade de transição entre os estados (B, i) → (A, i) e por
Ti,d a transição entre os estados (A, i) → (B, i). As probabilidades das
transições (A, i) → (A, i + 1) e (B, i) → (B, i − 1) serão denotadas
respectivamente por Ti,+ e Ti,−.

Para exemplificar, vamos deduzir a probabilidade de transição Ti,− do
estado homogêneo (B, i) para o estado (B, i − 1). No caso Bd, a transição
(B, i) → (B, i−1) ocorre quando sorteamos um migrante do tipo B no centro
(probabilidade N1/(N1 + iN2r + (M − i)N2)), este vai para uma ponta do
tipo A (probabilidade (iN2)/(MN2)) e consegue se fixar nessa ponta (proba-
bilidade ΦN2

wm(1, 1/r)). Como estes eventos são todos independentes, Ti,− é
o produto das três probabilidades mencionadas. Com argumentos análogos,
podemos estabelecer para a metaestrela na ABM todas as demais probabi-
lidades de transição entre estados homogêneos, seja no caso Bd ou no dB.
Em termos do parâmetro ρ, tais probabilidades de transição são escritas de
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forma concisa como:
Caso Bd:

Ti,u =
r i

M

ρ+ 1 + i
M
(r − 1)

ΦN1
wm(1, r)

Ti,d =
1− i

M

ρ r + 1 + i
M
(r − 1)

ΦN1
wm(1, 1/r)

Ti,− =
ρ i

M

ρ+ 1 + i
M
(r − 1)

ΦN2
wm(1, 1/r)

Ti,+ =
ρ r (1− i

M
)

ρ r + 1 + i
M
(r − 1)

ΦN2
wm(1, r)

(4.2)

Caso dB:

Ti,u =
ρ

ρ+ 1

r i
M

1 + i
M
(r − 1)

ΦN1
wm(1, r)

Ti,d =
ρ

ρ+ 1

1− i
M

1 + i
M
(r − 1)

ΦN1
wm(1, 1/r)

Ti,− =
i
M

ρ+ 1
ΦN2

wm(1, 1/r)

Ti,+ =
1− i

M

ρ+ 1
ΦN2

wm(1, r)

(4.3)

Vamos denotar por PA
i , a probabilidade de fixação do tipo A no processo

de Moran na ABM da metaestrela quando o estado inicial da população é
(A, i). Concordemente, PB

i denotará a probabilidade de fixação do tipo A

com condições iniciais em (B, i). É claro que

PB
0 = 0 e PA

M = 1 . (4.4)

O sistema geral que determina PA
i e PB

i na ABM no processo de Moran
na metaestrela para ambas regras de atualização Bd e dB, se escreve como{

PB
i = Ti,uP

A
i + Ti,−P

B
i−1 + (1− Ti,u − Ti,−)P

B
i

PA
i = Ti,dP

B
i + Ti,+P

A
i+1 + (1− Ti,d − Ti,+)P

A
i

, (4.5)
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onde na primeira linha i varia de 1 a M e na segunda linha i varia de 0 a
M −1. Ou seja, temos 2M equações lineares, suplementadas pelas condições
de contorno (4.4).

Podemos reescrever de forma mais compacta as equações (4.5) como{
PB
i = βiP

B
i−1 + (1− βi)P

A
i

PA
i = αiP

A
i+1 + (1− αi)P

B
i

, (4.6)

com
αi =

Ti,+

Ti,d + Ti,+

(4.7)

e
βi =

Ti,−

Ti,u + Ti,−
. (4.8)

Como se observa, o sistema de equações (4.6), obtido no regime da ABM
na metaestrela, tem a mesma forma que o sistema (1.22) que determina as
probabilidades de fixação no grafo estrela e, portanto, neste caso podemos
expressar também a solução do sistema (4.6) de modo unificado para os casos
Bd e dB. O resultado é

PA
0 =

α0

1 +
∑M−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

, (4.9)

PA
i =

1 +
∑i−1

j=1(1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

1 +
∑M−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

, i = 1, 2, . . . ,M − 1 (4.10)

e

PB
i =

∑i
j=1(1− βj)

∏j−1
k=1

βk

αk

1 +
∑M−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

, i = 1, 2, . . . ,M. (4.11)

Motivados pelos resultados desenvolvidos no capítulo anterior, abordare-
mos a seguir o comportamento assintótico das fórmulas obtidas acima para
ambos os casos Bd e dB, esboçando uma análise similar à que fizemos na
Seção (3.1). Assim como no caso já estudado de duas subpopulações iso-
ladas, no caso da metaestrela, tais fórmulas assintóticas serão estabelecidas
considerando que tanto N1 quanto N2 tendem ao infinito, mantendo-se fixa
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a razão ρ = N1

MN2
. Além disso, tais fórmulas assintóticas serão estabelecidas

no regime de seleção forte, conforme a Definição 3.1 mencionada no Capítulo
3.

Iremos também determinar fórmulas assintóticas para a RVFM na me-
taestrela. Para isso, devemos ter em mente que a probabilidade de fixação
média de um mutante do tipo A na metaestrela é, na ABM, dada por

µ =
N1

N1 +MN2

ΦN1
wm(1, r) P

A
0 +

MN2

N1 +MN2

ΦN2
wm(1, r) P

B
1 . (4.12)

Para explicar o primeiro termo da expressão (4.12), considere, inicial-
mente, que a subpopulação N1 no centro e as M subpopulações N2 tenham
apenas indivíduos do tipo B. Suponha que uma mutação do tipo A apareça
de maneira uniforme na população. Com probabilidade N1

N1+MN2
, essa mu-

tação surge na subpopulação N1 no centro da metaestrela. O indivíduo do
tipo A se fixará na subpopulação N1 com probabilidade ΦN1

wm(1, r). Uma vez
ocorrida a fixação do tipo A no centro, a configuração da população se torna
(A, 0). Daí, na ABM, a fixação do tipo A na população inteira ocorre com
probabilidade PA

0 . Um raciocínio análogo vale para explicar o segundo termo
da expressão acima.

A RVFM na metaestrela é, na ABM, dada pela fórmula

RN1+MN2(r) =
µ

ΦN1+MN2
wm (1, r)

, (4.13)

onde µ é a expressão definida em (4.12).

Observação 7. Em [44], os autores estudam a RVFM na ABM do processo
de Moran na metaestrela Bd, em termos da quantidade µ − ΦN1+MN2

wm (1, r).
Eles consideram, “por simplicidade”, N1 = N2. Dessa maneira, eles con-
cluem, analisando o gráfico da diferença µ− ΦN1+MN2

wm (1, r), que na ABM a
metaestrela Bd é amplificadora de seleção. Mais adiante, veremos que, na
ABM e regime de seleção forte, a metaestrela Bd pode atuar como supressora
de seleção.
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4.2 Metaestrela: caso Bd

Para começar, vamos explicitar as expressões para αi e βi em termos
r,N1, N2 e M no caso Bd. Substituindo diretamente em (4.7) e (4.8) as
expressões correspondentes em (4.2), obtemos, após efetuar as simplificações
óbvias

αi =
1

1 + ρ−1 r−1 Φ
N1
wm(1, 1/r)

Φ
N2
wm(1, r)

(4.14)

e
βi =

1

1 + ρ−1 r Φ
N1
wm(1, r)

Φ
N2
wm(1, 1/r)

. (4.15)

Podemos observar de imediato nas expressões acima que tanto αi como βi

não dependem de i e, portanto, daqui em diante, vamos omitir o índice i na
notação de αi e βi. Já neste ponto, cumpre chamar a atenção do leitor para
o fato de que no caso Bd, as fórmulas (4.9), (4.10) e (4.11) para o regime
neutro, isto é r = 1, são bastante simples. Este é o conteúdo do teorema a
seguir.

Teorema 4.1. Na ABM do processo de Moran da metaestrela, regra Bd e
r = 1, temos que

PA
i =

i+Mρ2

M +Mρ2
(4.16)

e
PB
i =

i

M +Mρ2
, (4.17)

onde ρ é o parâmetro definido em (4.1) e i = 0, 1, 2, . . . ,M . Ademais, tem-se
que

RN1+MN2(1) = 1 . (4.18)

Prova: De fato, levando em conta (1.12) e fazendo r = 1 em (4.14) e (4.15),
vê-se facilmente que

α = β =
N2

1

N2
1 +MN2

2

=
1

1 + ρ−2

M

. (4.19)
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Além disso, visto que neste caso a razão βi/αi é igual a 1, se substituirmos
(4.19) nas fórmulas (4.9), (4.10) e (4.11), um cálculo imediato, após algumas
simplificações, fornece as fórmulas (4.16) e (4.17).

Para calcular a RVFM quando r = 1, observe que

PA
0 =

N2
1

N2
1 +M2N2

2

e PB
1 =

MN2
1

N2
1 +M2N2

2

. (4.20)

Ademais, recorde por (1.12) que ΦN
wm(1, 1) = 1/N . Reunindo estas informa-

ções em (4.12) e dividindo o resultado por ΦN1+MN2
wm (1, 1) = 1/(N1 +MN2),

obtemos (4.18). □

A Figura 4.2 exibe gráficos das probabilidades (4.16) e (4.17) para M = 25

e valores de ρ iguais a 0.1 e 1.2. Podemos observar no painel esquerdo da
Figura 4.2 que quando a população total das pontas supera muito a população
do centro, a diferença entre PA

i e PB
i é pequena, e o gráfico se parece com o

das probabilidades de fixação na estrela Bd. Por outro lado, vemos no painel
esquerdo da Figura 4.2 que quando a população do centro fica comparável à
população total das pontas, a diferença entre PA

i e PB
i fica grande e o gráfico

se assemelha ao das probabilidades de fixação na estrela dB. A diferença
entre um caso e outro parece ser a maior ou menor facilidade de mudar a
configuração do centro.

Quando r ̸= 1, a razão βi/αi que aparece no produtório das fórmulas
(4.9), (4.10) e (4.11) também não depende de i, os somatórios envolvendo αi

e βi que aparecem nestas fórmulas se reduzem a somas de uma progressão
geométrica de razão β/α. Então, levando em conta esse fato, um cálculo
imediato mostra que as fórmulas (4.9), (4.10) e (4.11) para r ̸= 1 são as
seguintes:

PA
i =

1− β − (1− α)(β
α
)i

1− β − (1− α)(β
α
)M

, i = 0, 1, 2, . . . ,M − 1 (4.21)

e

PB
i =

(1− β)(1− (β
α
)i)

1− β − (1− α)(β
α
)M

, i = 1, 2, . . . ,M (4.22)

onde β/α é a razão de (4.15) por (4.14). Podemos visualizar na Figura 4.3,



4. O processo de Moran na ABM da metaestrela 76

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

i/M

pr
ob
ab
ili
da
de

ρ = 0.1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

i/M

pr
ob
ab
ili
da
de

ρ = 1.2

Figura 4.2: Em ambos os painéis, para r = 1 e regra Bd, os pontos azuis
representam a probabilidade PB

i e os pontos laranja representam a probabi-
lidade PA

i . Painel esquerdo: gráfico da probabilidade de fixação com ρ = 0.1
dado por N1 = 15, N2 = 15 e M = 10. Nota-se neste caso que a diferença
entre estas probabilidades é praticamente invisível. Painel direito: o análogo
com ρ = 1.2 dado por N1 = 180, N2 = 15 e M = 10. Neste caso, observamos
que para i fixo, a probabilidade de fixação do tipo A com a subpopulação do
centro sendo do tipo A é bem maior que com subpopulação do centro sendo
do tipo B

o gráfico das probabilidades PA
i e PB

i para alguns valores de ρ com r fixo.
Na exposição da Seção 3.1, obtemos fórmulas assintóticas para as proba-

bilidades de fixação na ABM do processo de Moran em duas subpopulações
isoladas sob o regime de seleção forte. Na continuação desta seção, queremos
fazer um estudo similar no caso da metaestrela. Para tanto, consideremos
novamente Ns = mín{N1, N2} e

ε =

{
rNs , se r < 1

r−Ns , se r > 1
. (4.23)

Recordemos (conforme a Definição 3.1) que seleção forte significa r ̸= 1 e ε

muito menor que 1. Assim, considerando Ns → ∞, e mantendo-se a razão
ρ = N1

MN2
fixa, as expressões assintóticas para PA

i e PB
i são obtidas como séries

de potências de ε. O teorema a seguir fornece essas fórmulas assintóticas
para a regra Bd. Mais adiante, neste capítulo, obteremos também fórmulas
assintóticas para o caso dB no sentido acima.

Teorema 4.2. Na regra Bd e regime de seleção forte, as probabilidades de
fixação das configurações homogêneas na ABM do processo de Moran na
metaestrela possuem as seguintes expressões assintóticas:
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Figura 4.3: Gráficos da probabilidade de fixação na ABM da metaestrela
Bd para r = 1.1 e diferentes valores de ρ. Em todos os painéis, os pontos
azuis representam a probabilidade PB

i e os pontos laranja representam a
probabilidade PA

i . Os valores de ρ são dados por M = 10 e N2 = 5 fixos com
N1 variando dentre 3, 25, 60 e 100.

1) Se r < 1, então

PA
i = ρM−i r(M−i)N2

[
1 + (M − i)(1− ρ)(ρ−1 rN1 + rN2)

]
+

+O(r(M−i+2)Ns) , i = 0, 1, 2, . . . ,M − 1 ;

PB
i = ρM−i−1 r(M−i)N2

[
rN1 + (M − i− 1)(1− ρ)(rN1+N2 + ρ−1 r2N1)

]
+

+O(r(M−i+3)Ns) , i = 1, 2, . . . ,M .

(4.24)

2) Se r > 1, então

PA
i = 1− ρi−1 r−N1−iN2 +O(r−(2+i)Ns) , i = 0, 1, 2, . . . ,M − 1 ;

PB
i = 1− ρi r−iN2 +O(r−(1+i)Ns) , i = 1, 2, . . . ,M.

(4.25)
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Prova: Consideremos o caso r < 1; a demonstração do caso r > 1 é total-
mente análoga. Podemos escrever termos que aparecem nos denominadores
das equações (4.14) e (4.15), respectivamente, como

ρ−1 r−1Φ
N1
wm(1, 1/r)

ΦN2
wm(1, r)

= ρ−1 r−N2
1− rN2

1− rN1
(4.26)

e

ρ−1 r
ΦN1

wm(1, r)

ΦN2
wm(1, 1/r)

= ρ−1 rN1
1− rN2

1− rN1
. (4.27)

Se r < 1, para N1 e N2 suficientemente grandes, obtemos de (4.26) e (4.27)
que

ρ−1 r−1 Φ
N1
wm(1, 1/r)

ΦN2
wm(1, r)

= ρ−1 (r−N2 − 1 + rN1−N2) +O(rNs)

e

ρ−1 r
ΦN1

wm(1, r)

ΦN2
wm(1, 1/r)

= ρ−1 (rN1 + r2N1 − rN1+N2) +O(r3Ns) .

A partir daí, um cálculo fácil fornece

α = ρ rN2

[
1 + (1− ρ) rN2 − rN1

]
+O(r3Ns) , (4.28)

β = 1− ρ−1

[
rN1 + (1− ρ−1)r2N1 − rN1+N2

]
+O(r3Ns) (4.29)

e
β

α
= ρ−1 r−N2

[
1 + (1− ρ−1)(rN1 + ρ rN2)

]
+O(rNs) . (4.30)

A seguir, vamos determinar uma expressão assintótica para o denomina-
dor das probabilidades (4.21) e (4.22). A fim de lidarmos com a potenciação
de β/α, vamos reescrever a expressão (4.30) como

β

α
= r−N2 ρ−1

[
1 + (1− ρ−1)(rN1 + ρ rN2) +O(r2Ns)

]
. (4.31)

Prosseguimos, agora, escrevendo (β/α)i como uma exponencial do logaritmo.
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Utilizando (4.31) e que log(1 + x) = x+O(x2), encontramos que(
β

α

)i

= ei log(β/α)

= r−iN2ρ−i exp

[
i log

{
1 + (1− ρ−1)(rN1 + ρ rN2) +O(r2Ns)

}]
= r−iN2ρ−i exp

[
i(1− ρ−1)(rN1 + ρ rN2) +O(r2Ns)

]
= r−iN2 ρ−i

[
1 + i(1− ρ−1)(rN1 + ρ rN2) +O(r2Ns)

]
,

(4.32)

onde na última passagem usamos que ex = 1+x+O(x2). Em seguida, usando
(4.28), (4.29) e (4.32) constatamos que o numerador de PA

i tem a seguinte
expressão assintótica

1− β − (1− α)

(
β

α

)i

= −ρ−ir−iN2

[
1− (i(1− ρ) + ρ)rN2+

+i (1− ρ−1) rN1

]
+O(r(−i+2)Ns) .

(4.33)

Por outro lado, a expressão assintótica para o denominador de PA
i é obtida

de (4.33) simplesmente tomando i = M . Finalmente, substituindo tais ex-
pressões em (4.21), obtemos, após algumas simplificações, a fórmula para PA

i

em (4.24).
Consideremos, agora, a fórmula para PB

i . Usando (4.29) e (4.32) consta-
tamos que o numerador de PB

i possui a seguinte expressão assintótica:

(1− β)

[
1−

(
β

α

)i]
= ρ−i−1 r−iN2

[
−rN1 + (1 + i(1− ρ))rN1+N2+

+(1 + i)(1− ρ)ρ−1 r2N1

]
+O(r(−i+3)Ns) .

(4.34)

Levando a expressão acima em (4.22), obtemos, após um cálculo direto, a
fórmula assintótica para PB

i em (4.24).
De forma totalmente análoga ao caso r < 1, podemos demonstrar o caso



4. O processo de Moran na ABM da metaestrela 80

r > 1. □

Como evidenciado nas fórmulas (4.24) e (4.25), se N1 e N2 são suficien-
temente grandes, para todo i, as probabilidades PA

i e PB
i são próximas de

zero quando r < 1, e próximas de um quando r > 1. A Figura 4.4 exibe
gráficos da razão entre o valor numérico da probabilidade de fixação dada
pelas fórmulas exatas (4.21) e (4.22) e a aproximação assintótica fornecida
pelo Teorema 4.2.
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Figura 4.4: Gráficos da razão entre a probabilidade de fixação dada pelas
fórmulas exatas (4.21) e (4.22) e a aproximação assintótica dada pelas ex-
pressões (4.24) e (4.25). Painéis superiores: gráficos da razão para PA

i com
r = 0.9 e para 1 − PA

i com r = 1.1. Fixamos, aqui, ρ = 0.1 e M = 15.
Perceba nestes gráficos que, mantendo-se fixo ρ e tomando valores crescentes
de N1 e N2, quanto maiores forem os valores de N1 e N2, tanto melhor será
a aproximação assintótica. Painéis inferiores: o análogo para PB

i e 1− PB
i .

Nosso próximo resultado é um corolário do Teorema 4.2 e estabelece ex-
pressões assintóticas para RN1+MN2(r) com r ̸= 1 na regra Bd.

Corolário 4.2.1. Na ABM do processo de Moran na metaestrela, regra Bd
e r ̸= 1, valem as seguintes fórmulas assintóticas no regime de seleção forte:
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1) Se r < 1, então

RN1+MN2(r) = ρM−2

[
ρ2 − ρ+ 1−ρ− 1

ρ+ 1

{
[(M − 1)ρ2 + (M − 2)ρ−1] rN1+

+[M(ρ3 + 1)− 1] rN2

}]
+O(r2Ns) .

(4.35)

2) Se r > 1, então

RN1+MN2(r) = 1 +
ρ− 1

ρ+ 1

[
r−N1−r−N2 +

ρ− 1

ρ
r−2N1−

−ρ3 + 2ρ− 1

ρ− 1
r−2N2

]
+O(r−3Ns) .

(4.36)

Prova: A demonstração se segue pela aplicação dos mesmos procedimentos
empregados na prova do Teorema 4.2 à fórmula (4.13). □

Observação 8. No caso particular em que M = 1, o leitor pode verifi-
car a partir das fórmulas (4.35) e (4.36) que a expressão assintótica para
RN1+MN2(r) na metaestrela Bd concorda com a quantidade análoga que obti-
vemos no caso Bd de duas populações isoladas geograficamente, veja o Teo-
rema 3.3 e compare o resultado para M = 1 com (3.29).

De posse do corolário acima, podemos finalmente nos voltar à discussão
sobre a RVFM na ABM do processo de Moran na metaestrela Bd. Para
tanto, consideremos Ras

N1+MN2
(r) a aproximação para RN1+MN2(r) dada por:

Ras
N1+MN2

(r) =

{
ρM−2(ρ2 − ρ+ 1) , se r < 1

1 + ρ−1
ρ+1

(r−N1 − r−N2) , se r > 1
. (4.37)

Ou seja, Ras
N1+MN2

(r) nada mais é que, para r < 1, o termo dominante
de (4.35) e, para r > 1, o termo dominante e o primeiro termo além dele
em (4.36). Nesta aproximação, notamos que, para r < 1, Ras

N1+MN2
(r) é

independente de r, enquanto que, para r > 1 é quase independente de r.
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A Figura 4.5 exibe as curvas de nível da aproximação assintótica Ras
N1+MN2

(r)

dada por (4.37) e as curvas de nível obtidas numericamente através da fór-
mula exata. Pode-se inferir da figura que a aproximação assintótica concorda
bem com o seu valor exato. Sendo assim, vamos, agora, analisar em termos
de Ras

N1+MN2
(r), o comportamento da RVFM na ABM do processo de Moran

na mestaestrela Bd.
Primeiramente, notamos em (4.37) que, para r < 1, tem-se Ras

N1+MN2
(r) =

1 se, e somente se, ρ = 1. Por outro lado, para r > 1, tem-se Ras
N1+MN2

(r) = 1

se ρ = 1 ou N1 = N2. Consideremos, pois, dois casos separadamente:

1. Caso N1 ̸= N2. Para r < 1, uma análise simples nos permite verificar
que, na condição em que M ≥ 2, Ras

N1+MN2
(r) é menor que 1 se, ρ < 1,

e maior que 1 se, ρ > 1. Ademais, para r > 1, tem-se Ras
N1+MN2

(r)

menor que 1 se, ρ > 1 ou ρ < 1 e N1 < N2, e maior que 1 se, ρ < 1 e
N1 > N2. Podemos dizer que, quando ρ > 1, a metaestrela Bd na ABM
é supressora de seleção. Por outro lado, quando ρ < 1, observamos dois
comportamentos diferentes para a RVFM, dependendo de N1 ser maior
ou menor que N2 em Ras

N1+MN2
(r). Se ρ < 1 e N1 > N2, a metaestrela

Bd é, na ABM, amplificadora de seleção. Agora, se ρ < 1 e N1 < N2,
temos na ABM que a metaestrela Bd é uma redutora de seleção.

2. Caso N1 = N2. Nesse caso, necessariamente ρ < 1. Tomando nova-
mente a aproximação dada por (4.37), verificamos que Ras

N1+MN2
(r) < 1,

para r < 1, porém, para r > 1, ficamos apenas com Ras
N1+MN2

(r) = 1, já
que os termos O(r−Ns) se anulam. Isso quer dizer que, quando N1 = N2,
precisamos reter também os termos O(r−2Ns) em (4.36) para compor a
definição de Ras

N1+MN2
(r) no caso r > 1. Suponhamos, então, N1 = N2,

e denotemos por Ras∗
N1+MN2

(r) a nova aproximação. Procedendo como
dissemos acima, o resultado é, após efetuar as simplificações, o seguinte

Ras∗

N1+MN2
(r) =

{
ρM−2(ρ2 − ρ+ 1) , se r < 1

1− (ρ2 − ρ− ρ−1 + 2) r−2N1 , se r > 1
. (4.38)

Já sabemos, no caso r < 1, que Ras∗
N1+MN2

(r) < 1, desde que M ≥ 2.
Para r > 1 e N1 = N2, o leitor pode verificar que, como ρ = 1/M < 1/2,
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então Ras∗
N1+MN2

(r) > 1. Portanto, quando N1 = N2, a metaestrela Bd
é, na ABM, amplificadora de seleção.

Conforme dissemos anteriormente, em [44], Yagoobi e Traulsen chegam à
conclusão, baseando-se em gráficos da diferença numérica entre µ e ΦN1+MN2

wm (1, r)

para valores pequenos de N1 = N2, que a metaestrela Bd é amplificadora de
seleção na ABM. Observe que se N1 = N2, o resultado obtido por eles é
confirmado pelo nosso. Também se ρ < 1 e N1 > N2 mostramos que a meta-
estrela Bd é amplificadora. Porém, o resultado que obtivemos mostra que a
metaestrela Bd é supressora se ρ > 1 e redutora se ρ < 1 e N1 < N2. Nosso
resultado é mais geral do que aquele em [44].
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Figura 4.5: Gráfico das curvas de nível da função RN1+MN2(r) na regra Bd
com N1 = 50 e M = 3 fixos. Para efeito de comparação, sobrepomos em verde
as curvas de nível produzidas a partir da expressão assintótica Ras

N1+MN2
(r)

dada por (4.37).

Observação 9. Para r ̸= 1 e ρ = 1, é fácil ver, a partir das expressões
(4.14) e (4.15), que

α = rN2
1− rMN2

1− r(1+M)N2
, (4.39)
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β =
1− rMN2

1− r(1+M)N2
(4.40)

e
β

α
= r−N2 . (4.41)

Substituindo as expressões acima em (4.21) e (4.22), obtemos, após algumas
simplificações, o seguinte:

PA
i =

1− r−(i+M)N2

1− r−2MN2
(4.42)

e

PB
i =

1− r−iN2

1− r−2MN2
, (4.43)

para i = 0, 1, 2, . . . ,M . Ou seja, quando N1 = MN2, tem-se que, na ABM
do processo de Moran na metaestrela Bd, a probabilidade de fixação do tipo A

com condições iniciais em estados homogêneos é dada pela probabilidade de
fixação no grafo completo com 2MN2 vértices. Ademais, um cálculo direto
revela neste caso que

RN1+MN2(r) = 1 . (4.44)

4.3 Metaestrela: caso dB

No caso dB, substituindo diretamente em (4.7) e (4.8) as expressões cor-
respondentes em (4.3), obtemos, após algumas simplificações, o seguinte

αi =
1

1 + N1

N2

1
ir+M−i

Φ
N1
wm(1, 1/r)

Φ
N2
wm(1, r)

(4.45)

e
βi =

1

1 + N1

N2

r
ir+M−i

Φ
N1
wm(1, r)

Φ
N2
wm(1, 1/r)

. (4.46)

Note-se que no caso dB, αi e βi dependem de i. Entretanto, quando r = 1, o
somatório e produtório envolvendo αi e βi no numerador e denominador das
fórmulas (4.9), (4.10) (4.11) são bastante simplificados. O teorema a seguir
nos dá as fórmulas da probabilidade de fixação do tipo A quando r = 1 no
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caso dB na ABM da metaestrela.

Teorema 4.3. Na ABM do processo de Moran da metaestrela, regra dB e
r = 1, temos que

PA
i =

i+M

2M
(4.47)

e
PB
i =

i

2M
, (4.48)

com i = 0, 1, 2, . . . ,M . Além disso, tem-se que

RN1+MN2(1) = 1 . (4.49)

Prova: De fato, fazendo r = 1 em (4.45) e (4.46) e usando (1.12) é fácil
ver que

αi = βi =
M

M + 1
. (4.50)

Logo, o somatório e produtório envolvendo αi e βi no numerador e denomina-
dor das fórmulas PA

i e PB
i são facilmente calculados. Para calcular a RVFM,

basta verificar que para r = 1, tem-se µ = 1
N1+MN2

= ΦN1+MN2
wm (1, 1), donde

segue que RN1+MN2(1) = 1. □

Consideremos, agora o caso r ̸= 1. Podemos visualizar na Figura 4.6,
o gráfico das probabilidades PA

i e PB
i na ABM com condições iniciais nos

estados homogêneos da metaestrela na regra dB para r = 1.1 fixo e alguns
valores de ρ. Chamamos a atenção do leitor para o fato de que se r > 1 e
N1 e N2 são grandes o suficiente, os fatores ΦN1

wm(1, r) e ΦN2
wm(1, r) são ambos

aproximadamente iguais a 1− 1/r e não diminuem muito as probabilidades
Ti,u e Ti,+. Por outro lado, os fatores ΦN1

wm(1, 1/r) e ΦN2
wm(1, 1/r) são expo-

nencialmente pequenos em N1 e N2 e diminuem muito as probabilidades Ti,d

e Ti,−. Desta forma, ao contrário do que ocorre no processo de Moran na
estrela dB, se r > 1 e no regime de seleção forte, as probabilidades de fixação
de A ficam muito próximas de 1 para todas as configurações homogêneas em
que a probabilidade de fixação de A não é nula. Um argumento análogo ao
acima explica que se r < 1, as probabilidades de fixação de A ficam próximas
de 0.
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Figura 4.6: Gráficos da probabilidade de fixação na ABM da metaestrela
dB para r = 1.1 e diferentes valores de ρ. Em todos os painéis, os pontos
azuis representam a probabilidade PB

i e os pontos laranja representam a
probabilidade PA

i . Os valores de ρ são dados por M = 10 e N2 = 5 fixos com
N1 variando dentre 3, 25, 60 e 100.

Prosseguindo com o caso r ̸= 1, o teorema a seguir fornece fórmulas
assintóticas para as probabilidades (4.9), (4.10) e (4.11) no regime de seleção
forte. Para o que segue, denotaremos por pj(r), o produto

pj(r) =

j∏
k=1

(
1 +

r − 1

M
k

)
. (4.51)

É imediato verificar que, para r > 0, tem-se pj(r) > 0, desde que j < M .

Teorema 4.4. Na regra dB e regime de seleção forte, as probabilidades de
fixação das configurações homogêneas na ABM do processo de Moran na
metaestrela possuem as seguintes expressões assintóticas:
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1) Se r < 1, então

PA
i =

pM−1(r)

pi−1(r)
(ρ r)−M+i r(M−i)N2+O(r[M−(i−1)]Ns) ,

i = 0, 1, 2, . . . ,M − 1 ;

PB
i =

pM−1(r)

pi(r)
(ρ r)−M+i ρ rN1+(M−i)N2+O(r[M−(i−1)]Ns) ,

i = 1, 2, . . . ,M.

(4.52)

2) Se r > 1, então

PA
i = 1− pi−1(r) ρ

−i+1 r r−N1−iN2+O(r−(i+2)Ns) ,

i = 0, 1, 2, . . . ,M − 1 ;

PB
i = 1− pi(r) ρ

−i r−iN2 +O(r−(i+1)Ns) , i = 1, 2, . . . ,M.

(4.53)

Prova: Dividiremos a demonstração em duas partes. Começaremos com o
caso r < 1, analisando, em seguida, o caso r > 1.
Caso r < 1: Primeiro, precisamos determinar uma expressão assintótica
para 1−αi, 1−βi e βi/αi, conforme 4.45 e 4.46. Para nos auxiliar, considere
as funções f1 e f2 dadas por

f1 =
N1

N2

ΦN1
wm(1, 1/r)

ΦN2
wm(1, r)

e f2 =
N1 r

N2

ΦN1
wm(1, r)

ΦN2
wm(1, 1/r)

.

Se r < 1, para N1 e N2 suficientemente grandes, temos que

f1 =
N1r

N2

(r−N2 + rN1−N2 − 1) +O(rNs)

e
f2 =

N1

N2

(rN1 + r2N1 − rN1+N2) +O(r3Ns) .

Assim, pela expansão assintótica das funções f1 e f2, obtemos diretamente
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de 4.45 e 4.46 que

1− αi = 1− 1

1 + f1
ir+M−i

= 1−(ρ r)−1

(
1 +

r − 1

M
i

){
rN2 − rN1+N2+

+r2N2

[
1− (ρ r)−1

(
1 +

r − 1

M
i

)]}
+

+O(r3Ns)

(4.54)

1− βi = 1− 1

1 + f2
ir+M−i

= ρ

(
1 +

r − 1

M
i

)−1{
rN1 − rN1+N2+

+r2N1

[
1− ρ

(
1 +

r − 1

M
i

)−1]}
+

+O(r3Ns)

(4.55)

e

βi

αi

= 1− ρ r

(
1 +

r − 1

M
i

)−1{
1− r−N2−

− rN1−N2

[
1− ρ

(
1 +

r − 1

M
i

)−1]}
+O(rNs)

(4.56)

Agora, de posse da expressão (4.56), vamos determinar uma expansão
para

∏j
k=1 βk/αk. Para tanto, vamos escrever esse produtório da seguinte

forma:
j∏

k=1

βk

αk

=

j∏
k=1

[
ρ r

(
1 +

r − 1

M
k

)−1

r−N2 + λk

]
(4.57)

onde

λk = 1− ρ r

(
1+

r − 1

M
k

)−1{
1−

−rN1−N2

[
1− ρ

(
1 +

r − 1

M
k

)−1]}
+O(rNs) .
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Tal maneira de escrever se justifica pelo fato de que λk é assintoticamente
muito menor que o primeiro termo em (4.57).

Expandindo o lado direito do produtório (4.57) e mantendo explicita-
mente somente os termos dominantes O(r−jN2) e subdominantes O(r−(j−1)N2),
ficamos com

j∏
k=1

βk

αk

=
1

pj(r)
(ρ r)j r−jN2+

1

pj−1(r)
(ρ r)j−1 r−(j−1)N2

[ j∑
k=1

(
1 +

r − 1

M
k

)
λk

]
+O(r−(j−2)Ns) .

(4.58)

Agora, levando em conta (4.54) e (4.58), repare que a parcela de maior
contribuição no somatório

∑M−1
j=1 (1−αj)

∏j
k=1

βk

αk
é aquela em que j = M−1.

Assim sendo, temos que

1 +
M−1∑
j=1

(1− αj)

j∏
k=1

βk

αk

= 1 +
1

pM−1(r)
(ρ r)M−1 r−(M−1)N2 +O(r−(M−2)N2) .

(4.59)

Utilizando a equação (4.59) acima e que

α0 = (ρ r)−1 rN2 +O(r2N2)

encontramos a expressão para PA
0 em (4.52).

Da mesma forma, usando novamente (4.54) e (4.58) observamos em (4.10)
que a parcela de maior contribuição no numerador ocorre quando j = i −
1. Analogamente, em (4.11), o mesmo ocorre quando j = i. Sob essas
constatações, basta usar a equação (4.59) para obter a expressão para PA

i e
PB
i em (4.52).

Caso r > 1: Se N1 e N2 são suficientemente grandes, cálculos análogos aos
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que levaram a (4.54), (4.55) e (4.56) fornecem

1− αi = ρ r

(
1+

r − 1

M
i

)−1{
r−N1 − r−N1−N2+

+

[
1− ρ r

(
1 +

r − 1

M
i

)−1]
r−2N1

}
+O(r−3Ns) ,

(4.60)

1− βi = 1− ρ−1

(
1+

r − 1

M
i

){
r−N2 − r−N1−N2+

+

[
1− ρ−1

(
1 +

r − 1

M
i

)]
r−2N2

}
+O(r−3Ns)

(4.61)

e

βi

αi

= ρ−1

(
1 +

r − 1

M
i

)
r−N2 +

[
r − ρ−1

(
1 +

r − 1

M
i

)]
r−N1−N2+

+ρ−1

(
1 +

r − 1

M
i

)[
1− ρ−1

(
1 +

r − 1

M
i

)]
r−2N2 +O(r−3Ns) .

(4.62)

Comecemos estimando uma expressão assintótica para o denominador das
fórmulas (4.9),(4.10) e (4.11). Levando em conta (4.60) e (4.62), não é difícil
ver que a parcela de maior contribuição no somatório

∑M−1
j=1 (1−αj)

∏j
k=1

βk

αk

é aquela em que j = 1. Assim, temos que

1 +
M−1∑
j=1

(1− αj)

j∏
k=1

βk

αk

=1 + (1− α1)
β1

α1

+
M−1∑
j=2

(1− αj)

j∏
k=1

βk

αk

=1 + r r−N1−N2 +O(r−3Ns) .

(4.63)

Continuando, vamos agora deduzir uma fórmula assintótica para PA
0 . Da

expressão (4.60), obtemos que

α0 = 1− ρ r r−N1 +O(r−2Ns) . (4.64)

Substituindo (4.63) e (4.64) na expressão (4.9), segue que

PA
0 = 1− ρ r r−N1 +O(r−2Ns) .

Vejamos agora como obter a expressão assintótica para PA
i com i = 1, 2, . . . ,M−
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1. Para isso, observamos inicialmente que,

PA
i =

1 +
∑i−1

j=1(1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

1 +
∑M−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

=
1 +

∑M−1
j=1 (1− αj)

∏j
k=1

βk

αk
−
∑M−1

j=i (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

1 +
∑M−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

=1−
∑M−1

j=i (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

1 +
∑M−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

.

(4.65)

Para estimar o produtório
∏i

j=1
βj

αj
, vamos seguir a mesma ideia empre-

gada anteriormente e escrevê-lo na forma:

i∏
j=1

βj

αj

=
i∏

j=1

[
ρ−1

(
1 +

r − 1

M
j

)
r−N2 + λj

]
(4.66)

onde

λj = r r−N1−N2−1

ρ

(
1 +

r − 1

M
j

){
r−N1−N2−

−
[
1− 1

ρ

(
1 +

r − 1

M
j

)]
r−2N2

}
+O(r−3Ns) .

(4.67)

Expandindo o lado direito do produtório (4.66) e mantendo explicitamente
somente os termos O(r−iN2), ficamos com

i∏
j=1

βj

αj

= pi(r) ρ
−i r−iN2 +O(r−(i+1)Ns) . (4.68)

Isto posto, note que, levando em conta (4.60) e (4.66), a parcela de maior
contribuição no somatório no numerador do segundo membro da última igual-
dade na fórmula (4.65), ocorre quando j = i:

M−1∑
j=i

(1− αj)

j∏
k=1

βk

αk

= pi−1(r) ρ
−i+1 r r−N1−iN2 +O(r−(i+2)Ns) . (4.69)
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Portanto, um cálculo imediato a partir da fórmula (4.65), garante que

PA
i = 1− pi−1(r) ρ

−i+1 r r−N1−iN2 +O(r−(i+2)Ns) , (4.70)

com i = 1, 2, 3, . . . ,M − 1. Para obter a expressão assintótica de PB
i preci-

saremos da seguinte equação auxiliar

dAB
i = PA

i − PB
i .

O mesmo raciocínio que nos levou à dedução da expressão (1.25), nos permite
obter também que

dAB
i =

i∏
j=1

βj

αj−1

PA
0 .

Agora, observe que

PB
i =PA

i − dAB
i

=PA
i −

i∏
j=1

βj

αj−1

PA
0

=PA
i − αi

α0

i∏
j=1

βj

αj

PA
0

=PA
i −

αi

∏i
j=1

βj

αj

1 +
∑M−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

.

(4.71)

Voltemos à expressão (4.71). Já vimos que PA
i = 1+O(r−(i+1)Ns). Além

disso, obtemos de (4.68) e (4.63) que

αi

∏i
j=1

βj

αj

1 +
∑M−1

j=1 (1− αj)
∏j

k=1
βk

αk

= pi(r) ρ
−i r−iN2 +O(r−(i+1)Ns) . (4.72)

Reunindo as informações acima, é imediato verificar que

PB
i = 1− pi(r) ρ

−i r−iN2 +O(r−(i+1)Ns) . (4.73)

com i = 1, 2, 3, . . . ,M . □
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Assim como no caso Bd, observamos nas fórmulas (4.52) e (4.53) que, se
N1 e N2 são suficientemente grandes, as probabilidades PA

i e PB
i são muito

próximas de zero para r < 1, e muito próximas de um para r > 1. A Figura
4.7 exibe gráficos da razão entre o valor numérico da probabilidade de fixação
dada pelas fórmulas exatas (4.9), (4.10) e (4.11) e a aproximação assintótica
fornecida pelo Teorema 4.4.
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Figura 4.7: Gráficos da razão entre a probabilidade de fixação dada pelas
fórmulas exatas (4.9), (4.10) e (4.11) e a aproximação assintótica dada pelas
expressões (4.52) e (4.53). Painéis superiores: gráficos da razão para PA

i

com r = 0.9 e para 1 − PA
i com r = 1.1. Fixamos, aqui, ρ = 0.1 e M = 15.

Observe que, mantendo-se fixo ρ e tomando valores crescentes de N1 e N2,
quanto maiores forem os valores de N1 e N2, tanto melhor será a aproximação
assintótica. Painéis inferiores: o análogo para PB

i e 1− PB
i .

Como consequência do teorema anterior, temos o seguinte resultado.

Corolário 4.3.1. Na ABM no processo de Moran na metaestrela, regra dB
e r ̸= 1, valem as seguintes fórmulas assintóticas no regime de seleção forte:

1) Se r < 1, então

RN1+MN2(r) =
ρ1−M r−M

ρ+ 1
pM−1(r)

[
1 + p−1

1 (r) ρ r

]
+O(rNs) . (4.74)
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2) Se r > 1, então

RN1+MN2(r) = 1 +
ρ (1− ρ r)

ρ+ 1
r−N1 +

1− p1(r) ρ
−1

ρ+ 1
r−N2 +O(r−2Ns) .

(4.75)

Prova: Basta usar as fórmulas assintóticas para PA
0 , PB

1 e ΦN1+MN2
wm (1, r)

em (4.13) e seguir os mesmos passos delineados na prova do Teorema 4.4. □

Observação 10. Note que no caso em que M = 1, podemos verificar a partir
das fórmulas (4.74) e (4.75) que a expressão assintótica para RN1+MN2(r) na
metaestrela dB concorda com a quantidade análoga que obtivemos no caso dB
de duas populações isoladas geograficamente, veja o Teorema 3.3 e compare
o resultado para M = 1 com (3.30).

Tendo como base os resultados acima, voltemos à questão de determi-
nar quando RN1+MN2(r) é maior ou menor que 1. Consideremos a seguinte
aproximação para RN1+MN2(r):

Ras
N1+MN2

(r) =

 ρ1−M r−M

ρ+1
pM−1(r)

[
1 + p−1

1 (r) ρ r

]
, se r < 1

1 + ρ (1−ρ r)
ρ+1

r−N1 + 1−p1(r) ρ−1

ρ+1
r−N2 , se r > 1

. (4.76)

Na Figura 4.8, exibimos as curvas de nível da aproximação assintótica Ras
N1+MN2

(r)

dada por 4.76 e as curvas de nível obtidas através do valor numérico da fór-
mula exata. Como seria de esperar, Ras

N1+MN2
(r) aproxima bem RN1+MN2(r)

no regime de seleção forte.
Observe em (4.76), que mesmo na aproximação assintótica não existe

no caso dB uma expressão simples para a curva de nível Ras
N1+MN2

(r) = 1.
Devemos notar, todavia, que podemos usar a aproximação dada por (4.76)
para estudar a RVFM tomando valores particulares para N1, N2 e M . As
Figuras 4.9, 4.10 e 4.11 exibem para alguns valores de ρ fixados, o perfil do
gráfico de RN1+MN2(r) e Ras

N1+MN2
(r) em função de r, no caso dB. Como a

escala da diferença entre a RVFM e 1 é muito diferente, dependendo de ser
r < 1 ou r > 1, nas Figuras 4.9, 4.10 e 4.11 exibimos separadamente gráficos
para r < 1 e r > 1. Aqui, cumpre chamar a atenção do leitor para o fato de
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Figura 4.8: Gráfico das curvas de nível da função RN1+MN2(r) na regra dB
com N1 = 50 e M = 3 fixos. Para efeito de comparação, sobrepomos em verde
as curvas de nível produzidas usando-se a expressão assintótica Ras

N1+MN2
(r)

dada por (4.76).

que na ABM na metaestrela dB, parecem existir valores de ρ para os quais a
RVFM indica transiência. Este é o caso, por exemplo, quando consideramos
ρ = 1.5 ou ρ ≈ 0.2, conforme atestam as Figuras 4.10 e 4.11.
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Figura 4.9: RVFM na ABM do processo de Moran na metaestrela, regra dB.
A curva em azul representa o gráfico de RN1+MN2(r) produzido usando-se
a fórmula exata, em que tomamos N1 = 120, N2 = 20 e M = 6. A curva
em vermelho representa o gráfico de Ras

N1+MN2
(r) usando-se a aproximação

assintótica dada por (4.76). Observe que Ras
N1+MN2

(r) aproxima bem o valor
numérico exato de RN1+MN2(r). No painel superior, notamos que, para 0 <
r < 1, Ras

N1+MN2
(r) é maior que 1. No painel inferior, constatamos que, para

r > 1, essa quantidade é menor que 1. Portanto, para ρ = 1, a metastrela
dB é supressora de seleção.
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Figura 4.10: RVFM na ABM do processo de Moran na metaestrela, regra
dB. A curva em azul representa o gráfico de RN1+MN2(r) produzido usando-se
a fórmula exata, em que tomamos N1 = 180, N2 = 20 e M = 6. A curva
em vermelho representa o gráfico de Ras

N1+MN2
(r) usando-se a aproximação

assintótica dada por (4.76). No painel superior, notamos que, para 0 < r < 1,
há um subintervalo em que Ras

N1+MN2
(r) é menor que 1 e outro em que é

maior que 1. No painel inferior, constatamos que, para r > 1, tem-se que
Ras

N1+MN2
(r) é maior que 1. Assim sendo, para ρ = 1.5, a RVFM apresenta

um comportamento de transiência.
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Figura 4.11: RVFM na ABM do processo de Moran na metaestrela, regra
dB. A curva em azul representa o gráfico de RN1+MN2(r) produzido usando-
se a fórmula exata, em que tomamos N1 = 50, N2 = 83 e M = 3. A curva
em vermelho representa o gráfico de Ras

N1+MN2
(r) usando-se a aproximação

assintótica dada por (4.76). No primeiro painel, a escala vertical é logarítmica
e podemos ver que, para 0 < r < 1, Ras

N1+MN2
(r) é maior que 1. No segundo

painel, para r > 1, tem-se um subintervalo em que Ras
N1+MN2

(r) é menor que
1 e outro em que é maior que 1. Portanto, para ρ ≈ 0.2, a RVFM apresenta
um comportamento de transiência.
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Capítulo 5

Conclusão

No primeiro capítulo desta tese, discutimos o processo de Moran em grafos
[26]. Obtivemos de maneira unificada para as regras Bd e dB, com aptidões
dependentes da frequência, fórmulas exatas da probabilidade de fixação em
função de uma quantidade inicial arbitrária de indivíduos do tipo A no grafo
estrela. Entretanto, apesar de explícitas, tais fórmulas são difíceis de serem
interpretadas. Por outro lado, no caso particular de aptidões independen-
tes da frequência, a aproximação por separação de escalas de tempo [15]
nos permitiu entender de maneira qualitativa, as regras Bd e dB na estrela.
Conforme discutimos no texto, quando o número n de pontas é grande o
suficiente, a regra Bd na estrela é aproximadamente equivalente ao processo
de Moran no grafo completo com aptidão r dos indivíduos do tipo A trocada
por r2. Por outro lado, na regra dB, a estrela pode ser pensada aproxi-
madamente como uma sucessão de problemas do colecionador de figurinhas
positivos e negativos. De outra forma, concluímos que quando a condição
inicial é estar longe de completar o álbum no modo positivo ou de apagá-lo
no modo negativo, a fixação de algum tipo na estrela a partir de tal condição
deverá ocorrer após vários estágios de transição do colecionador positivo para
o negativo e vice-versa.

No resto desta tese, discutimos o processo de Moran em metapopulações
estruturadas por grafos, ou simplesmente processo de Moran em metagrafos
[44]. O problema de calcular probabilidades de fixação no processo de Mo-
ran em metagrafos foi abordado por Yagoobi e Traulsen [44]. Para superar a
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complexidade envolvida no cálculo dessa quantidade, os autores de [44] intro-
duziram e utilizaram uma aproximação de baixa migração (ABM) que lhes
permitiu, dentro dessa aproximação, calcular exatamente a probabilidade de
fixação em alguns casos.

Esta tese foi escrita com a proposta de continuar o trabalho iniciado em
[44]. Ao lermos o artigo [44], vimos a possibilidade de explorar um pouco mais
a utilidade da ABM nos próprios casos estudados pelos autores. Por exemplo,
nos dois casos de metapopulações abordados em [44], os autores comparam,
na ABM, a probabilidade de fixação de um mutante introduzido de maneira
uniforme nessas metapopulações com a quantidade análoga numa população
de mesmo tamanho estruturada pelo grafo completo. Porém, eles se limitam
a fazer tais comparações apenas numericamente por meio de gráficos com
valores pequenos do tamanho das subpopulações. Nós desenvolvemos fórmu-
las assintóticas dessas comparações. Além do mais, uma análise envolvendo
a regra dB não é apresentada em [44]. Nossos resultados, incluem tanto a
regra Bd como a regra dB.

Nos Capítulos 3 e 4, estabelecemos os principais resultados desta tese
em extensão àqueles já publicados em [44]. Nestes capítulos, desenvolvemos
aproximações assintóticas de seleção forte a partir das fórmulas exatas de
probabilidades de fixação que obtivemos na ABM. Em termos dessas aproxi-
mações, estudamos tanto para a regra Bd quanto para a regra dB, a RVFM
em duas únicas populações isoladas geograficamente e na metaestrela. Para
a regra de atualização dB, tanto no caso de duas subpopulações isoladas
geograficamente, quanto na metaestrela, vemos indícios de comportamen-
tos transientes. Para a metaestrela Bd encontramos um comportamento da
RVFM mais rico que somente a amplificação encontrada por Yagoobi e Traul-
sen [44].

Nota-se em todas as quantidades que obtivemos na ABM e para as quais
desenvolvemos aproximações assintóticas de seleção forte, que para r > 1,
os efeitos da estrutura da população, seja para aumentar ou para diminuir
as quantidades estudadas, decrescem exponencialmente com o tamanho das
subpopulações. Para r < 1, as probabilidades de fixação são muito pequenas,
mas os efeitos da estrutura podem ser muito grandes. Conjecturamos que esse
aspecto observado nas quantidades que estudamos para os casos particulares
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de que tratamos, possa ser típico do regime de seleção forte na ABM no
processo de Moran em metagrafos.

Para nós, a importância da discussão sobre a ABM no processo de Moran
em metagrafos levada a cabo nos Capítulos 3 e 4, reside no fato de podermos
utilizá-la tanto para tentar reproduzir em outros metagrafos os resultados
que aqui obtivemos quanto para deduzir novos resultados. Nessa direção,
percebe-se pelo que expusemos nessa tese, que a ABM é uma ferramenta
poderosa para estudar de maneira rigorosa o processo de Moran em meta-
grafos. Dentre as possibilidades de aplicações, destacamos a sua utilização
tanto para deduzir fórmulas exatas de probabilidade de fixação quanto para
obter resultados numéricos em metagrafos com poucos vértices. Esperamos
que este trabalho tenha sua parcela de contribuição nos esforços de aumen-
tar o nosso entendimento da Teoria Evolutiva em Grafos, que certamente
continuará sendo objeto de muita pesquisa.
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