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RESUMO

Exploramos, nesta dissertacao de mestrado, fendmenos de nao-equilibrio em sistemas
de elétrons fortemente interagentes. Nosso foco principal estd centrado na investigacao
do surgimento de ordenamentos de carga e spin em sistemas em uma dimensao espacial
sob condigoes fora do equilibrio. Partindo de um estado nao-interagente inicialmente
desordenado, acompanhamos sua evolugao temporal sob um Hamiltoniano interagente
- esse protocolo é denominado gquench quantico. Especificamente, concentramo-nos no
desenvolvimento dos ordenamentos de carga e spin dentro do modelo de Hubbard esten-
dido unidimensional com semipreenchimento, caracterizado por interacoes repulsivas e
apresentando as fases charge density wave (CDW) e spin density wave (SDW). Simulamos
a progressao do estado inicial sob o Hamiltoniano do modelo citado, considerando que as
interacoes eletronicas escalonam progressivamente durante um intervalo de tempo finito,
atingindo valores correspondentes a fase CDW ou SDW. A dindmica fora do equilibrio é
examinada usando a extensao temporal do método de grupo de renormalizacao de matriz
densidade (t-DMRG, do inglés time-dependent density matriz renormalization group),
implementado a partir do software ITensor. Inspirado em diagramas de tensor, o ITensor
facilita simulagoes numéricas eficientes e precisas, permitindo andlises abrangentes da
evolugao temporal do sistema sob diferentes graus de interagoes eletronicas. Apds repro-
duzir resultados obtidos no nosso grupo de pesquisa para a evolucao durante o quench,
avangamos na investigacao da evolugao livre pos-quench. Analisando os parametros de
ordem das fases CDW e SDW, identificamos trés regimes temporais para os quenches:
instantaneo, intermediario e adiabatico. O sistema que alcangou o regime adiabatico
durante o quench permaneceu estavel na analise pds-quench. O sistema sujeito ao regime
instantaneo durante o quench nao convergiu para o estado fundamental no pés-quench,
apresentando um aumento significativo da entropia. No caso do regime intermediario, apos
atingir um pico durante o quench, os parametros exibiram um comportamento oscilatério

que também foi observado em cadeias maiores.

Palavras-chave: Interacao eletronica; nao-equilibrio; emaranhamento; ondas de densidade

de carga; ondas de densidade de spin.



ABSTRACT

In this master’s dissertation, we explore non-equilibrium phenomena in strongly interacting
electron systems. Our main focus is on investigating the emergence of charge and spin
orderings in one-dimensional systems under non-equilibrium conditions. Starting from an
initially disordered non-interacting state, we track its time evolution under an interacting
Hamiltonian—a protocol known as a quantum quench. Specifically, we concentrate on the
development of charge and spin orderings within the half-filled one-dimensional extended
Hubbard model, characterized by repulsive interactions and exhibiting the charge density
wave (CDW) and spin density wave (SDW) phases. We simulate the progression of the
initial state under the Hamiltonian of the mentioned model, considering that the electronic
interactions progressively scale up over a finite time interval, eventually reaching values
corresponding to the CDW or SDW phase. The non-equilibrium dynamics are examined
using the time-dependent extension of the density matrix renormalization group (t--DMRG)
method, implemented through the ITensor software. Inspired by tensor diagrams, [Tensor
facilitates efficient and accurate numerical simulations, enabling comprehensive analyses
of the system time evolution under different degrees of electronic interactions. After
reproducing results obtained in our research group for the evolution during the quench, we
proceed to investigate the post- quench free evolution. Analyzing the order parameters
of the CDW and SDW phases, we identify three temporal regimes for the gquenches:
instantaneous, intermediate, and adiabatic. The system that achieved the adiabatic regime
during the quench remained stable in the post- quench analysis. The system subject to the
instantaneous regime during the quench did not converge to the ground state in the post-
quench, exhibiting a significant increase in entropy. In the case of the intermediate regime,
after reaching a peak during the quench, the parameters exhibited oscillatory behavior

which was also observed in larger chains.

Keywords: Electronic interaction, non-equilibrium dynamics, entanglement, spin density

waves, charge density wave.
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1 Introducao

A investigacao das interagdes entre um nimero extremamente grande de particulas,
da ordem de 10?3, desempenha um papel crucial na compreensao das propriedades eletrd-
nicas de materiais fortemente interagentes. Esta investigacao é especialmente relevante em
sistemas de baixa dimensionalidade, como materiais bidimensionais e unidimensionais, onde
os efeitos das interagoes sao amplificados. Nessas condigoes, as interagdes entre particulas
podem gerar novos estados quanticos da matéria, além de fases metdlicas, isolantes e

semicondutoras [1].

Em seu trabalho intitulado More is Different [2], P.W. Anderson argumenta
que a complexidade de sistemas com muitos componentes interagentes nao pode ser
completamente compreendida pela anslise isolada de suas partes constituintes. A medida
que exploramos as caracteristicas individuais desses componentes, observamos que as
propriedades coletivas que emergem sao substancialmente distintas das propriedades
dos elementos isolados. Fenomenos e estados de matéria novos podem surgir devido a
essas interagoes, enfatizando a importancia de abordagens tedricas e experimentais que
considerem as interagoes entre particulas para uma compreensao mais profunda desses
sistemas complexos. Exemplos disso incluem a supercondutividade de alta temperatura e
fases eletronicas complexas, como a transicao de fase metal-isolante induzida por interacao,
conhecida como transicao de Mott. Esses exemplos ilustram como as interac¢oes entre os

componentes individuais resultam em fenémenos coletivos tnicos e nao triviais [3).

Materiais fortemente correlacionados desafiam a descri¢gao convencional da teoria de
bandas, onde os elétrons sao considerados independentes e com interagoes insignificantes.
Uma maneira de identificar esses materiais é procurar por elementos de transicdo com
orbitais atdmicos mais localizados (orbitais d ou f). O diagrama de Kmetko-Smith [4],
apresentado na Figura [I} reorganiza os metais de transigao conforme o grau de localiza¢ao
de seus orbitais eletronicos, dos menos localizados (em azul) aos mais localizados (em
vermelho). Elementos ao redor da diagonal principal do diagrama ilustram a competigao
entre elétrons localizados (devido a interagao elétron-elétron) e elétrons delocalizados,
que possuem um carater itinerante. Em alguns casos, essa intensa interacao eletronica
pode suprimir completamente a mobilidade eletronica no sistema, levando a transicao
metal-isolante de Mott [5].

A investigagdo de sistemas complexos também depende da dimensionalidade. Em
sistemas tridimensionais ou bidimensionais, o paradigma do liquido de Fermi é amplamente
aplicado para descrever o comportamento de sistemas de elétrons. No entanto, em sistemas

unidimensionais complexos, como nanoestruturas ou materiais de baixa dimensionalidade,
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Aumento da interagao —
Localizados, momentos magnéticos

Th Pa U Np Pu Am
Aumento

Fe Co Ni da interacao

Ru Rh Pd Ag

Pt Au

Delocalizados

Figura 1 — Diagrama de Kmetko-Smith mostrando uma tabela peridédica rearranjada dos
elementos de transicao, actinideos e terras raras, organizados de elementos
delocalizados (em azul) os mais localizados (em vermelho) de acordo com seus
orbitais d ou f. Figura retirada de [4].

o liquido de Fermi nao ¢é aplicavel devido a natureza coletiva das interacoes entre as
particulas. Nesse contexto, o liquido de Luttinger surge como um conceito essencial para
descrever as propriedades coletivas das particulas em sistemas 1D complexos. A teoria do
liquido de Luttinger descreve que qualquer alteracao em uma particula afeta coletivamente
toda a cadeia de particulas, destacando a importancia de uma abordagem especializada
para compreender os comportamentos tinicos e as propriedades emergentes em sistemas
unidimensionais complexos. Em geral, baixas dimensionalidades potencializam efeitos de

muitos corpos [1].

Em sistemas de baixa dimensionalidade, como cadeias unidimensionais ou superfi-
cies, as interagoes entre as particulas sao mais significativas devido a restricao imposta pela
dimensionalidade reduzida, favorecendo a formagao de fases ordenadas como Charge Den-
sity Wave (CDW) e Spin Density Wave (SDW) [1]. Na fase CDW, ocorre uma organizagao
periddica da densidade de carga, resultando em uma distor¢ao na estrutura eletronica com
regides de alta e baixa densidade de carga. Essa variacao cria um potencial periédico que
gera um gap de energia na estrutura de bandas, levando a um comportamento isolante. Ja
na fase SDW, os spins dos elétrons se organizam periodicamente, criando uma estrutura
magnética que pode afetar a mobilidade dos elétrons e também abrir um gap na estrutura
de bandas, resultando em comportamento isolante. Essas fases ordenadas demonstram
como a baixa dimensionalidade influencia significativamente as propriedades eletronicas e

magnéticas dos materiais.

Em particular, o modelo de Hubbard tem sido fundamental para entender a

formacao de ordenamentos em sistemas fisicos, como CDW e SDW . No contexto do
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modelo de Hubbard, o Hamiltoniano descreve a energia total do sistema de elétrons em uma
rede cristalina, considerando tanto o termo de energia cinética (hopping) quanto termos
de interacao entre elétrons. Essa descricao simples, mas poderosa, permite investigar como
as propriedades eletronicas emergentes surgem das interagoes entre elétrons e da estrutura
da rede. Ao considerar o modelo de Hubbard em diferentes regimes, como o limite de
forte acoplamento ou o limite de baixa densidade, é possivel obter uma compreensao mais

profunda dos fenémenos fisicos que ocorrem em sistemas de baixa dimensionalidade.

No modelo de Hubbard estendido, consideram-se duas interagoes principais: a
interagao local entre elétrons no mesmo sitio, representada por U, e a interacao entre
elétrons em sitios adjacentes, representada por V. Essas interagdes sao cruciais para o
ordenamento de carga e spin do na presenca de uma forte interacao V' ele tende a ter um
ordenamento CDW, enquanto na presenca de uma forte interacdo U ha a tendéncia de um
ordenamento SDW. No nosso trabalho, estudamos um sistema descrito pelo modelo de
Hubbard estendido que é submetido a um quench quantico. O protocolo de quench envolve
uma mudanca dependente do tempo nos parametros do sistema, como U ou V. Ao realizar
um quench, é possivel estudar como o sistema evolui durante e apds a perturbacao. Essa
abordagem permite explorar como as interagoes U e V afetam a formacgao e a dindmica
dos estados CDW e SDW, revelando o impacto dessas interagoes na evolugao do sistema

fora do equilibrio.

Mesmo os modelos mais simplificados para problemas de muitos corpos nao possuem
solucao trivial, mas podem ser resolvidos e aproximados por métodos numéricos. A ideia
principal é considerar os graus de liberdade mais relevantes, simplificando o problema
para torna-lo controlavel. O Grupo de Renormalizacdo da Matriz Densidade (DMRG,
do inglés Density Matriz Renormalization Group) é um método variacional que descreve
sistemas interagentes unidimensionais, utilizando truncagens “inteligentes”. Para avancar
na investigacao tedrica sobre a relagao de dependéncia entre os mecanismos elementares
que geram situagoes de nao equilibrio com ordenamento de carga e/ou spin ao longo do
tempo, utilizamos a extensao temporal do DMRG (t-DMRG) para explorar a formagao
nao-equilibrio dos ordenamentos CDW e SDW a partir de um estado inicial metalico sem

ordenamento.

Esta dissertacao esta estruturada para apresentar os conceitos essenciais necessarios
para a reproducao dos resultados associados a tese [6] e ao artigo |7] de Isaac Martins
Carvalho, que serviram de motivagao para o presente trabalho. Para descrever a formacao
dos ordenamentos CDW e SDW, o autor partiu de um estado inicial desordenado e deixou
o sistema evoluir seguindo um protocolo de quench em que as interagoes eletronicas (U ou
V) aumentam linearmente no tempo. . Essa alteracao foi realizada em diferentes taxas,
identificando trés regimes temporais distintos: impulso, intermedidrio e adiabatico [7].

Esses regimes dependem da taxa inversa em que as interagoes sao ativadas, parametrizada
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por 7. Entre os principais resultados desse trabalho, destaca-se o regime intermediario,
no qual observa-se um aumento da entropia de emaranhamento do estado evoluido nos
quenches em direcao ao ordenamento CDW, fendmeno que nao ocorre no caso do SDW.
Essa caracteristica do quench em relacdo ao ordenamento CDW faz com que o regime
adiabatico seja identificado em uma taxa inversa 7 maior em comparac¢ao ao regime
associado ao SDW. Esses resultados foram reproduzidos na presente Dissertacao. Além
disso, foi realizada uma analise para cadeias de tamanho par, diferentemente do estudo
anterior em que se considerou cadeias com um nimero impar de sitios. Utilizamos o c6digo
disponibilizado pelo autor em sua pagina do GitHub [8] para obter resultados comparaveis

aos ja publicados na literatura [7].

Como continuidade do trabalho acima, nesta Dissertacao, investigamos a evolucao
do sistema apds o fenémeno de quench, explorando os parametros previamente analisados.
No regime adiabatico, observamos uma evolugao trivial, como esperado, ja que o sistema
segue o estado de equilibrio durante o quench. No entanto, a situagao difere significativa-
mente no regime intermediario. Nele, encontramos que os parametros nao convergem para
os valores do estado fundamental correspondente ao Hamiltoniano final, mas oscilam no
tempo entre o valor final do quench e um que parece se aproximar do estado fundamental.
Essas oscilagoes podem estar relacionadas ao tamanho do sistema. Para investigar isso,
obtivemos os resultados preliminares para cadeias maiores, além do tamanho de 17 sitios
(mesmo valor utilizado no artigo [7]), considerando cadeias com 21 e 25 sitios. No caso dos
quenches abruptos, em que o sistema fica "congelado'no estado inicial durante o quench, ha
uma evolucao no pos-quench, mas com os parametros assumindo valores ainda distantes

dos correspondentes ao estado fundamental de equilibrio.

A Dissertacao esta estruturada em diversos capitulos. No Capitulo [2 apresentamos
uma revisao da literatura sobre resultados experimentais e tedricos que motivaram a
investigacao das propriedades de nao-equilibrio em sistemas de muitos corpos interagentes.
No Capitulo [3] discutimos os métodos DMRG e t-DMRG no formalismo do produto
de matrizes, utilizados na implementagdo do codigo para este estudo. No Capitulo [4]
reproduzimos os resultados principais de Isaac Carvalho e apresentamos os resultados
preliminares do presente trabalho, referentes ao estudo apdés o quench. As conclusoes e

perspectivas sao discutidas ao final da Dissertacao.
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2 Revisao Bibliografica

Neste capitulo, realizaremos uma revisao dos conceitos fundamentais para a compre-
ensao dos resultados apresentados. Na secao abordaremos atomos frios e redes épticas,
destacando sua relevancia como motivacao experimental para esta pesquisa. Na secao
apresentaremos o modelo tedrico considerado nesta tese e exemplos de sua implementagao.
Nas se¢oes e [2.4] discutiremos o protocolo de quench adotado e o conceito de entropia
de emaranhamento. Por fim, na secao [2.5] descreveremos os resultados do trabalho de
inspiracao que estamos continuando, destacando os principais achados e sua contribuicao

para o avanco do conhecimento na area.

2.1 Atomos frios em redes épticas

Durante o desenvolvimento de uma pesquisa, frequentemente nos deparamos com
problemas inicialmente considerados intrataveis. No entanto, avancos tecnolégicos tém
possibilitado a criagao de dispositivos que facilitam a resolugao desses desafios. Um exemplo
significativo é o estudo de sistemas de muitos corpos, onde atualmente podemos simular
“solidos artificiais” para investigagdes complexas, utilizando dtomos frios em redes opticas,
por exemplo. Os simuladores quéanticos (do inglés, quantum simulators) sdo sistemas
fisicos controlados e projetados para reproduzir o comportamento de sistemas quanticos

complexos, como moléculas, atomos e a dinamica de sistemas de muitos corpos.

A operagao de um simulador quintico envolve a preparacao de um estado inicial
controlado, a aplicagdo de operacoes quanticas especificas para simular a evolugao do
sistema e a medicao dos resultados para extrair informacoes relevantes. Esta abordagem
permite explorar propriedades quanticas emergentes, como emaranhamento, superposicao
e coeréncia quantica, fundamentais para a compreensao de fendémenos quanticos comple-
xos. Utilizando técnicas experimentais avangadas de controle e manipulacao de sistemas
quanticos, é possivel desenvolver implementagdes com diferentes graus de liberdade, em-
pregando gases ultrafrios de a&tomos ou ions aprisionados em redes épticas. Essas técnicas
sao frequentemente utilizadas para analisar a dinamica de sistemas de muitos corpos em

estados de nao-equilibrio [9].

O estudo das estruturas cristalinas é fundamental na area da matéria condensada,
uma vez que os sélidos cristalinos exibem uma organizacao peridédica dos atomos que
influencia suas propriedades fisicas, Opticas e eletronicas. Com isso, estamos interessados
nas particulas que compoem esses cristais e a influéncia que a interagao entre eles resulta no

sistema. O estudo dessas estruturas em sistemas reais apresenta uma série de complicagoes,
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como defeitos, vibracoes da rede e acoplamento entre miltiplas bandas. Portanto, torna-se
interessante utilizar arranjos experimentais que representem uma versao idealizada do
cristal. Isso é viavel gracas ao avanco experimental alcancado com a técnica de armadilhas
de redes Opticas, que permite a simulacao de sistemas bosonicos e fermionicos em “sélidos
artificiais”.

A simulacao de sistemas de muitos corpos em redes Opticas se apresenta como
uma alternativa promissora para a investigacao de fendomenos emergentes. Esses sistemas
isolados sao caracterizados por nao interagirem com o ambiente externo, o que permite
um controle preciso sobre os parametros associados e a criacao de condigoes ideais para o
estudo de fendmenos especificos. Dado que é um problema nao trivial, as redes Opticas
viabilizam a descricao eficiente de sistemas de muitos corpos, mesmo com o aumento dos

graus de liberdade ao aumentar o nimero de particulas.
Atomos frios

Atomos frios referem-se a dtomos que foram resfriados a temperaturas préximas do
zero absoluto, a fim de estabiliza-los em redes 6pticas. Para representar elétrons em uma
rede cristalina, ¢ comum utilizar isétopos como °Li ou *°K, que obedecem ao principio
de exclusao de Pauli, permitindo a investigacdo de fendmenos quanticos associados a
particulas fermidnicas. Ja para representar sistemas bosonicos sao utilizados is6topos como
87Rb ou Na, que seguem as estatisticas de Bose-Einstein. Na referéncia [10], encontramos
uma descri¢do mais detalhada sobre os estados hiperfinos dos atomos, associados aos spins

dos atomos resfriados.

Uma caracteristica dos experimentos com atomos frios é que sao essencialmente
isolados, o que permite explorar a dindmica de sistemas quanticos fechados em longas
escalas de tempo. Dessa forma, podemos investigar a evolugao desses sistemas apds uma
perturbacao, o que contrasta com os materiais reais, cuja dinamica é logo amortecida pelo
acoplamento com o banho térmico. O elevado nivel de controlabilidade observado nesses
sistemas esta associado a ressonancia de Feshbach presente na interacao entre atomos frios
em gases quanticos. Essa ressonancia possibilita a modificacdao da interacao entre os atomos,
permitindo ajustes na forca e no alcance dessa interagao. Assim, a capacidade de ajustar a
interacao entre atomos em redes 6pticas por meio da ressonancia de Feshbach nao apenas
reforca o isolamento necessario para explorar dinamicas quéanticas, mas também permite a
investigacao de uma variedade de fenémenos quanticos complexos, como condutividade
quantica, transporte de informacodes quanticas e propriedades de emaranhamento em

sistemas de rede [11].
Redes 6pticas

Redes Opticas sao estruturas criadas a partir da sobreposicao de feixes de laser

que formam padrdes de interferéncia, resultando em potenciais 6pticos peridédicos para
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Figura 2 — Potencial 6ptico formado pela superposicao de feixes estacionarios. O painel
(a) mostra uma rede de tubos que correspondem a um de potencial unidimensi-
onal. Em (b) a superposicao resulta numa rede ciibica tridimensional. Figura

adaptada de .

atomos. Essas redes atuam como uma espécie de estrutura cristalina artificial que confina
os atomos em posicoes bem definidas, simulando uma rede cristalina real. Atomos podem

ser aprisionados em tais campos de luz peridédicos devido a sua polarizabilidade induzida

pelo campo elétrico alternado produzido pela luz do laser.

Essas redes Opticas sao muito versateis e podem assumir diferentes propriedades:
nao apenas a geometria, dimensionalidade, desordem e profundidade da rede podem ser
controladas, como também podem ser projetadas redes que carregam campos magnéticos

efetivos centenas de vezes mais fortes do que os campos magnéticos mais fortes criados em

laboratorios de estado sélido .

8 pp Reconstrucéo de ocupacéao

Quantum gas microscope
para cada sitioda rede, a = 532 nm

wrig|

Figura 3 — Esquema de um microscopio de gas quantico, com a imagem correspondente
obtida pelo equipamento. Figura adaptada de [13].

Uma visdo esquemética dessas implementagoes é apresentada na Figura [2] Super-

pondo lasers em diferentes angulos, é possivel produzir redes de diferentes geometrias.
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Isso se deve a interferéncia entre dois lasers idénticos orientados em sentidos opostos, o
que produz ondas estacionarias. Para a producao de potenciais peridédicos em uma, duas
ou trés dimensoes, deve-se considerar a interferéncia de multiplos lasers. Esses arranjos
experimentais funcionam como “soélidos artificiais” e permitem simular sistemas bosonicos
e fermionicos, que imitam estruturas cristalinas em uma, duas ou trés dimensoes |14}/15].
Em comparacao com o estudo de fendomenos emergentes em materiais reais, que requer
cuidados com defeitos na estrutura cristalina e vibragoes de rede, os experimentos em
redes Opticas sao desenvolvidos selecionando-se determinados graus de liberdade, como a

intensidade, a fase e a polarizagao da luz, para investigar um fenémeno especifico.

Redes opticas permitem criar potenciais locais controlaveis independentemente em
cada sitio, facilitando a investigacao de fenomenos de muitos corpos na fisica da matéria
condensada. Na Figura [3] o esquema a esquerda mostra uma rede 6ptica de dtomos frios e
o esquema de uma analise via microscopio de gas quantico que resulta na imagem a direita.
A deteccao de alta resolucao permite visualizar os atomos como pontos brilhantes em uma

imagem de fluorescéncia, cada ponto representando um atomo em um local especifico da
rede [13].

As perspectivas para simula¢oes quanticas no contexto de sistemas quanticos de
muitos corpos fechados e fora do equilibrio sdo extremamente promissoras e abrangentes.
Experimentos com atomos ultrafrios e ions aprisionados tém demonstrado ser ferramentas

poderosas para investigar a dindmica de equilibracio e termalizacdo desses sistemasl]

2.2 Modelo de Hubbard

A descricao da interacao entre elétrons em um sélido frequentemente recorre ao
modelo de Hubbard, um pilar na compreensao dos sistemas de muitos corpos na fisica da
matéria condensada. Proposto por John Hubbard na década de 1960 [16], esse modelo
visa esclarecer fendmenos complexos, tais como supercondutividade e magnetorresisténcia,

em sistemas nos quais as interagoes entre elétrons nao podem ser desconsideradas.

Para abordar sistemas fortemente correlacionados, o modelo de Hubbard o Hamil-

toniano é expresso por

H=-J)> (¢l civ1o + He) + U nigng, (2.1)

(ij),0

em que J é a amplitude de hopping entre primeiros vizinhos. Os operadores de criagao e

TA termalizacdo refere-se ao processo de atingir o equilibrio térmico em um sistema fisico, enquanto a
equilibracao envolve a busca por um estado de equilibrio dindmico, mesmo em sistemas fora do equilibrio
termodindmico. Esses conceitos sdo fundamentais para compreender a evolugdo e o comportamento de
sistemas fisicos em diferentes condigoes.
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aniquilagao de particulas no sitio ¢ com spin o =1, (up, down) sao denotados por c;-ra € Cig,
respectivamente. Esses operadores atuam sobre o estado de um sistema para adicionar e
remover uma particula desse estado, respectivamente. Eles satisfazem rela¢oes de comutacao
e anticomutacao especificas, sendo que, para férmions, os operadores anticomutam enquanto,
para boésons, os operadores comutam entre si. A amplitude de hopping representa a energia
necessaria para um elétron saltar de um atomo para outro, sendo que um valor menor
indica menos mobilidade das particulas, enquanto um valor maior indica mais mobilidade

dos portadores.

O termo U esta diretamente associado a repulsdo ou atracao local entre elétrons no
mesmo sitio, ou seja, a interacdo de Coulomb entre particulas no mesmo sitio (on-site) de
um reticulo cristalino. Esse termo ¢ essencial para capturar os efeitos de correlacao entre
particulas. A densidade de carga para um spin ¢ no sitio j é avaliada por n;,, = cj-gcig,

enquanto n; = n;+ + n; | representa a densidade total.

Assim, uma analise detalhada desses termos e de sua influéncia mutua é crucial para
uma compreensao abrangente do comportamento dos sistemas fortemente correlacionados.
No entanto, para abordar ainda mais complexidades e fenomenos fisicos, é necessario
considerar extensoes do modelo de Hubbard que incorporem outros efeitos, proporcionando
uma visao mais completa e realista dos sistemas de muitos corpos na fisica da matéria
condensada. Isso permite a investigacao de uma variedade de fend6menos emergentes e a

compreensao de novos regimes de comportamento quantico.

A técnica de dtomos frios em redes Opticas, citada anteriormente, oferece amplas
possibilidades para a analise do modelo de Hubbard. Os ajustes experimentais necessarios
estao associados a mobilidade das particulas entre sitios vizinhos (hopping), que pode ser
controlada variando-se a profundidade do poco 6ptico da rede; além disso, a interacao local
U (que surge quando dois elétrons ocupam o mesmo sitio) pode ser ajustada por meio de
um campo externo que modula a ressonancia de Feshbach [17]. A Figura [4] apresenta um
esquema de um potencial periddico gerado por lasers, onde atomos simulam elétrons em

uma rede cristalina, sujeitos ao hopping e a interagao onsite.

A presenga de dois férmions ocupando o mesmo sitio em uma rede cristalina
caracteriza a dupla ocupagao. A dupla ocupagao estd intimamente ligada a relagdo U/J e
ao tipo de comportamento eletronico que o sistema exibe, refletindo a competicao entre a
energia de interacao e a energia de tunelamento. Em sistemas com baixa dupla ocupacao,
sugere-se que os férmions evitam ocupar os mesmos estados quanticos devido a fortes
interacoes repulsivas. Esse fendmeno ocorre em regimes onde a energia de interagao é
significativamente maior do que a energia de tunelamento (U > J), resultando na formagao
de um estado isolante de Mott. Isso leva a localizacao dos elétrons e a formacao de um gap
de energia proibida, devido a forte interagdo entre os elétrons no material, mesmo que sua

estrutura eletronica preveja que ele deveria ser um condutor. Por outro lado, em sistemas
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Figura 4 — Figura esquematica a esquerda, representado uma rede optica. No diagrama
a direita temos a representagao dos termos do modelo de Hubbard: J, que
descreve o salto de um atomo do sitio ¢ para o sitio i + 1, e U, que ¢é a energia
para que dois atomos ocupem o mesmo sitio da rede. Figura retirada de .

com alta dupla ocupagao (U < J), pode-se indicar que as interagoes entre os férmions sao
menos significativas em relacao ao tunelamento, favorecendo a mobilidade dos férmions e

o comportamento metalico.

Muitos trabalhos na literatura demonstram que sistemas de muitos corpos podem
ser simulados utilizando “sélidos artificiais”, tanto em sistemas bosonicos ,,
quanto em fermionicos , 22|. A seguir, selecionamos e discutimos alguns exemplos

que servem como motivagao para os estudos numéricos apresentados nesta dissertacao.

Utilizando o modelo de Hubbard, um trabalho publicado por Robert Jordens e
colaboradores em 2010 relatou a primeira observagao de um isolante de Mott em um
gas de férmions, uma realizacao até entdo alcangada apenas com gases de bésons . O
experimento foi realizado utilizando um potencial éptico tridimensional para aprisionar
atomos de “°K ., previamente resfriados por evaporacdo, em um sistema parcialmente
preenchido. Observou-se que, para U > J, a ocupagao de cada sitio permaneceu mais
estavel e menos sujeita a mudancas abruptas. Isso resultou em uma reducgao significativa
na dupla ocupagao dos sitios, indicando atomos localizados devido as fortes interagoes

repulsivas.

Além disso, o artigo analisa a influéncia do aumento de particulas no sistema,
onde foi acrescentado um potencial quimico na equagao [2.1}, para que se possa variar o
preenchimento na rede. Analisando a ocupacao da rede em cada sitio, verificou-se que o
aumento de particulas levou ao aumento da dupla ocupacgao, eventualmente levando o
sistema a um estado incompressivel. Foi identificado um modo excitado com um gap de
energia caracteristico de um isolante de Mott . As interacoes intensas entre os atomos
criam um estado altamente correlacionado, onde as propriedades emergentes, como a
supressao da condutividade, nao podem ser bem descritas pelas teorias tradicionais de
equilibrio termodinamico. Essas teorias assumem um estado de equilibrio com propriedades
uniformes, mas falham em capturar a complexidade das interagoes dinamicas presentes

em sistemas fortemente correlacionados, como o isolante de Mott.
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Além disso, o artigo analisa a influéncia do aumento de particulas no sistema,
onde foi acrescentado um potencial quimico na equagao [2.1, para que se possa variar o
preenchimento na rede. Analisando a ocupacao da rede em cada sitio, verificou-se que
o aumento de particulas levou ao aumento da dupla ocupacao, eventualmente levando
o sistema a um estado incompressivel. Foi identificado um modo excitado com um gap
de energia caracteristico de um isolante de Mott [17]. As interagdes intensas entre os
atomos criam um estado altamente correlacionado, onde as propriedades emergentes, como
a supressao da condutividade, nao podem ser bem descritas pelas teorias tradicionais
de equilibrio termodindmico, como a teoria do gas ideal e a teoria de bandas. Essas
teorias assumem um estado de equilibrio com propriedades uniformes, mas falham em
capturar a complexidade das interagoes entre particulas presentes em sistemas fortemente

correlacionados, como o isolante de Mott.

L
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Figura 5 — Imagens da densidade local de um gas atémico de Fermi-Hubbard 2D em um
potencial de rede 6ptica, detectando separadamente locais de ocupagao simples
(azul) e dupla (vermelho). A interacdo U aumenta da esquerda para a direita.
Figura adaptada de [23] .

O artigo desenvolvido por Eugenio Cocchi e colaboradores em 2015 [20] discute
a deteccao e caracterizagao de estados de ocupacao dupla e simples em um modelo de
Hubbard bidimensional com atomos fermionicos ultrafrios em uma rede 6ptica. Utilizando
técnicas de espectroscopia de frequéncia de radio e imagens de absorc¢ao, os pesquisadores
conseguiram detectar e analisar a distribuicao de densidades nos sitios, identificando
atomos ocupando sitios individualmente e também com a ocupacao dupla. Para valores
elevados de U em relagao a J, o sistema passa por uma transicao de fase para um isolante
de Mott. A partir de imagens da densidade local do sistema (Figura |5]), podemos identificar
sitios com ocupacio simples (em azul) e com ocupacdo dupla (em vermelho). A medida
que a interacao U aumenta , o sistema tende a exibir propriedades de isolante de Mott,

resistindo a condugao de cargas.
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2.2.1 Modelo de Hubbard Estendido

Esta secao explora uma extensao do modelo de Hubbard que incorpora interagoes
entre primeiros vizinhos. Ao incluir tais interagoes, o modelo estendido oferece uma
descricdo mais detalhada dos fendmenos observados experimentalmente, permitindo uma
exploracdo mais abrangente dos comportamentos emergentes e uma compreensao mais

aprofundada dos regimes de comportamento quantico.

Para estender o modelo de Hubbard e considerar a interacao entre primeiros
vizinhos, é necessario adicionar um termo ao Hamiltoniano original (equagao 2.1)). A

equacao que incorpora esse termo de interacao estendida de Hubbard é definida como

H=-J Z(cjaciﬂg +h.c)+U Z nayng +V Z NNt (2.2)

1,0 7
O termo V reflete a interacao entre particulas nos sitios proximos da rede cristalina,

influenciando a energia do sistema.

Em uma abordagem unidimensional de rede fermionica, podemos ilustrar os efeitos
dessas interagoes na cadeia. Na Figura[6] J representa a amplitude de hopping, descrevendo
o movimento das particulas entre os sitios. O termo U, conhecido como interacao on-site,
indica a energia necessaria para a ocupacao dupla de um sitio. Por outro lado, a interacao
V reflete a energia requerida para a ocupagao dos primeiros vizinhos no sistema (nearest

neighbors).

v
o—o4¢—4
.
%

Figura 6 — Esquema de ocupagoes numa cadeia, onde os ciculos representam os sitios da
rede e as setas o spin equivalente

. J representa o movimento das particulas; U ¢é a energia para dupla ocupacao; e V ¢ a
energia para ocupacao entre primeiros vizinhos.

Podemos citar o trabalho de Xigiao Wang e colaboradores [22], que analisa uma
possivel nova classe de redes artificiais projetadas para simular o modelo de Fermi-
Hubbard estendido em materiais fortemente correlacionados, que considera a interagao

entre particulas em sitios vizinhos além do termo local. A proposta do estudo envolve o
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uso de uma rede bidimensional de pontos quanticos dopantes em silicio, construida de
forma precisa dtomo por atomo com microscopia de tunelamento por varredura (STM, do

inglés Scanning Tunneling Microscopy).

O Hamiltoniano que descreve a energia total do sistema ¢ dado por H = H,, +
H;+ Hy. H, representa a energia local, incluindo o potencial quimico no sitio e interagoes
elétron-ion fixas; H; descreve o hopping de elétrons entre os sitios, utilizando a tensao Vpg
que permite a movimetacao de elétrons através do dispositivo; e Hy inclui os termos de
energia U (on site) e V (nearest neighbors), controlados por tensdo aplicada na amostra.
A configuragao dos gates (Vg1,62) pode influenciar os valores de U e V' ao alterar a energia
de ligagao dos elétrons e a distribuicao de carga, modificando as intera¢oes entre os pontos
quanticos. Essa formulacao do Hamiltoniano permite modelar e simular propriedades
fisicas como condutividade, formacao de bandas de Hubbard e outras caracteristicas do
modelo de Fermi-Hubbard estendido.
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Figura 7 — Condutancia diferencial a 7' = 10 mK mostrando a transi¢do para comporta-
mento mais metalico com constante de rede reduzida, (a) a; = 6.6 + 0.3 nm e
(b) ag = 4.1 + 0.3 nm. Figura retirada de [22].

Os pesquisadores investigaram como a condutancia e o comportamento eletronico
variam com a alteracdo da constante de rede a do sistema. A andlise revela diferentes
comportamentos eletronicos conforme as dimensoes sao ajustadas. Os painéis (a) e (b)
da Figura [7] mostram como a conduténcia de um sistema varia em fungao das tensoes
aplicadas. No diagrama (b), a presenga de diamantes de Coulomb E| bem definidos que se

fecham em tensoes pequenas indica um comportamento metéalico. Além disso, a distribuigao

20s diamantes de Coulomb sio regides em um grafico de condutancia que representam estados de carga
estaveis em sistemas de pontos quanticos. Cada diamante corresponde a um nimero fixo de elétrons no
sistema, e a borda do diamante indica as condigoes de tensao em que a adicdo ou remocao de um elétron
se torna energeticamente favoravel. A forma dos diamantes é influenciada por interacoes elétricas e pela
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quase continua de estados sugere uma fase metalica, caracterizada por maior liberdade de
movimento dos elétrons. Por outro lado, no painel (a), a forma irregular dos diamantes de
Coulomb e a presenca de grupos de pequenos diamantes separados por grandes diamantes
(esses ultimos correspondem a um analogo do gap de Mott) indica uma fase isolante onde
a mobilidade dos elétrons é limitada. Dessa forma, o principal resultado esta associado a
capacidade dos pontos quanticos em simular o comportamento de sistemas fermionicos

fortemente correlacionados, como os descritos pelo modelo de Fermi-Hubbard.

2.3 Protocolo Quench

O entendimento dos sistemas de muitos corpos é crucial para descrever fenomenos
complexos que surgem das interagoes coletivas entre inimeras particulas. Esses sistemas
exibem caracteristicas emergentes que podem ser exploradas sob diferentes condigoes.
Enquanto os sistemas em equilibrio sao bem compreendidos e descritos por operadores
quanticos e suas médias em estados estacionarios estaveis, os sistemas fora do equilibrio
enfrentam perturbagoes que podem levar a comportamentos dindmicos complexos. Estes
incluem transicoes de fase, respostas nao lineares a estimulos externos e a formacgao de
estados metastaveis. Além disso, os sistemas fora do equilibrio frequentemente exibem
propriedades emergentes como dissipacao de energia, auto-organizacao espontanea e a

criagao de gradientes de temperatura ou concentragao [24] .

Os avancgos experimentais tém impulsionado o estudo desses sistemas, especialmente
com a capacidade de manipular e controlar sistemas quanticos complexos em laboratoérios,
como atomos frios e ions aprisionados, permitindo a simulacao direta de sistemas quanticos
isolados fora do equilibrio [25]. Simultaneamente, o desenvolvimento de técnicas tedricas
avancadas, como a teoria da informacdo quantica e a termodindmica quantica, tem
proporcionado novas perspectivas para entender os processos dindmicos em sistemas de

muitos corpos [26,27].

Um quench quantico refere-se a uma mudanca nos pardmetros de um sistema,
como seu Hamiltoniano ou as interagoes associadas. Esse protocolo é conhecido como uma
perturbacao dependente do tempo, na qual uma situagao de nao-equilibrio é induzida
a partir dessas perturbagoes, revelando propriedades emergentes e comportamentos nao
triviais.

Para esse processo, preparamos inicialmente um sistema em um estado qualquer de
um Hamiltoniano H. No caso dessa dissertagao o estado preparado serd o fundamental |t)
de um Hamiltoniano Hy. Durante o protocolo de quench, o sistema evoluira de acordo com

um novo Hamiltoniano H, aplicado devido a alteracao de um parametro. Essa propagacao

configuracao do sistema, refletindo a presenca de bloqueios de Coulomb, onde a adi¢cdo de um elétron é
impedida por repulsoes elétricas.
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pode ser influenciada por diversos fatores, como a natureza do quench, as propriedades do
Hamiltoniano e as condigoes iniciais do sistema. A resposta ao quench pode ocorrer em
taxas significativamente diferentes, dependendo do niimero de atomos e da complexidade
das interagoes no sistema [28]. A aplicacdo do quench também pode ser definida pelo
periodo de tempo em que a perturbagao ocorre. No caso de um quench instantaneo,
descreve-se uma mudanca praticamente instantanea nas condicoes do sistema. Um quench
finito refere-se a uma mudanca gradual nas condi¢bes de um sistema ao longo de um
intervalo de um 7 curto em relagdo a outras taxas inersas associadas. Temos também um
quench adiabatico, um processo em que um sistema fisico é alterado de forma lenta o

suficiente para que ele permaneca em seu estado fundamental durante toda a evolucao.

O estudo de quenches ¢ interessante devido a sua capacidade de investigar a
dindmica de nao equilibrio de sistemas, permitindo a exploracao de transi¢coes de fase
quanticas, a compreensao de comportamentos universais em pontos criticos, a anélise
da dinadmica quantica e a revelacao de fendmenos emergentes em sistemas complexos.
Por meio de quenches, é possivel explorar fendmenos nao triviais, como a evolugao de
estados quanticos, interferéncia e emaranhamento, fornecendo insights valiosos sobre a

complexidade da fisica de muitos corpos em regimes de nao equilibrio.

A func¢ado de onda de um sistema fechado se propaga no tempo de acordo com
[(t)) = et 1)g). No caso de um quench finito, H pode ser dependente do tempo, apre-
sentando uma situagdo mais complexa [29]. Além disso, o quench pode ser classificado
como global ou local, dependendo de a alteragao afeta todo o sistema ou apenas uma
pequena regiao. Os quenches sao utilizados como ferramentas experimentais e tedricas
para estudar a dindmica de equilibragao, termalizacao e transi¢oes de fase, sendo funda-
mentais para avancar nosso conhecimento sobre a dinamica de sistemas complexos e suas

propriedades [25].

Para estudar a dinamica de nao equilibrio e o transporte em uma simulacao do
modelo de Hubbard, Ulrich Schneider e colaboradores prepararam um estado fermionico de
dtomos de 1K em uma rede tridimensional [30]. O quench foi realizado alterando o valor
da interacao U, permitindo que os dtomos se movessem livremente na rede 6ptica. Com
essa alteracao, os atomos puderam reagir as variagoes na densidade e interagir entre si,

resultando em uma dinamica complexa de transporte de excitagoes durante seu movimento.

O resultado do experimento revelou que a dinamica da expansdo é praticamente a
mesma, independente do sinal da interacao entre os atomos, seja ela repulsiva ou atrativa.
A presenca de interagoes entre 4tomos, mesmo que pequenas, transforma a expansao em um
processo bimodal, com uma reducao significativa na velocidade de expansao em comparacao
com o caso de a&tomos nao interagentes, que exibem um transporte balistico. Essa descoberta
sugere uma simetria dinamica para sistemas repulsivos e atrativos, dependendo apenas do

moédulo da interagao, mas nao de seu sinal. A simetria em relagao a valores de U positivos
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interacao atrativa
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Figura 8 — Medidas da densidade local dos atomos fermionicos na rede éptica 25 ms apos
a retirada do potencial de confinamento, para diferentes valores de interagao.
A escala de cores em vermelho representa uma alta dupla ocupagdo no sistema
e azul uma alta ocupagao simples. Figura adaptada de .

e negativos pode ser observada na Figura

Podemos observar um exemplo de um trabalho experimental em cadeias bosonicas
131], onde foi analisada a evolugdo temporal das correlagoes espaciais apos a profundidade
da rede ter sido abruptamente reduzida (seta & direita na Figura[J] (a)). Isso corresponde
a uma diminuigao da relagao U/J de um valor inicial no regime de Mott para um valor
mais proximo do valor critico, levando o sistema a uma condicao de nao equilibrio. Assim,
apoOs o quench quantico, foi observado que uma funcao de correlagdo segue um cone de luz
efetivo em funcdo do tempo e da posicao (Figura[9] (b)). Os autores desse estudo discutem
a evolucao temporal do sistema a partir da formagao de dois tipos de quase-particulas:
holon e doublon, que correspondem a auséncia de particula e a dupla ocupacao no sitio,
respectivamente. Essas quase-particulas sao representadas pelos circulos azuis e vermelhos,

respectivamente, na Figura [9] & esquerda.

Essas quase-particulas emergem emaranhadas e se propagam em diregoes opostas
ao longo da cadeia, introduzindo novas correlagdes no sistema. E possivel observar que as
quase-particulas transportam correlagdoes com uma velocidade finita através do sistema,
resultando no cone de luz efetivo. Isso demonstra a existéncia de uma velocidade méxima de
propagacao de correlagoes, descrita pelo limite de Lieb-Robinson , que impoe restrigoes
a rapidez com que as correlagdoes podem se espalhar em sistemas de muitos corpos com

interacoes de curto alcance. Esse limite fornece uma estrutura para entender a dinamica e
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Figura 9 — (a) Esquema da criagdo de propagacao de quase-particulas: doublon (bola
vermelha) e holon (bola azul). (b) Grafico da funcao correlagao paridade do
numero de ocupacao entre sitios a uma distancia d, relacionada a propagacao das
duas quase-particulas; vemos um pico na fungao correl¢do que se propaga para
distancias maiores conforme o tempo evolui, seguindo um cone de luz efetivo.
Resultados experimentais e numéricos sao identificados pela bola azul e linha
continua verde, respectivamente. As linhas pretas tracejadas sao resultados de
um modelo analitico e reproduzem qualitativamente a dinamica.

Figura adaptada de .

a propagacao de informagoes em sistemas complexos.

Embora as excita¢oes de quase-particulas induzam correlagoes adicionais no sistema,
sua propagac¢ao nem sempre se manifesta de maneira a caracterizar um cone de luz efetivo.
Isso pode ser observado no exemplo de um sistema unidimensional com semipreenchimento
de férmions sem spin , descrito por um modelo mais simples que o dado na equagao
onde escolhemos um dos spins (por exemplo, pela aplicagdo de um campo magnético),
implicando que o grau de liberdade de spin nao precisa ser considerado; assim, o modelo
contém os termos de energia cinética, proporcional ao hopping J, e de interacao entre
primeiros vizinhos V. Nesse caso, apds um quench abrupto cruzando a criticalidade nao
se observa necessariamente a estrutura de um cone de luz [32], como observado no caso

interior.

O sistema descrito acima apresenta uma transi¢do de fase quantica quando o termo
de interagao V alcanca V. = 2 (com unidade de energia J = 1), indo de um regime metélico
(V < V.) para um regime com ordenamento CDW (Charge Density Wave), que ocorre

com a aplica¢do de um quench para um valor V > V. [32]. Durante essa transi¢ao, a



Capitulo 2. Revisao Bibliogrifica 28

simetria translacional da rede é espontaneamente quebrada, resultando em uma distorc¢ao
na distribuicao de densidade de carga ao longo da rede. A presenca da fase CDW no
sistema modelado esta relacionada a interacao repulsiva entre os férmions que atinge o

valor critico V., influenciando significativamente as propriedades do sistema.

No caso da dindmica apds um quench quantico para o modelo acima [32], a funcao

de correlagao de densidade de carga

Cug(t) = (naltny(£)) — {a(0)) (1)) (2.3)

estd representada na Figura [10| (escala de cores) em fungao da distdncia |i — j| entre
os sitios e do tempo t. Nesse painel, ndo é possivel identificar um horizonte de eventos
relacionado a propagacao das quase-particulas produzidas pelo quench. Os circulos brancos
destacados no painel caracterizam a formacgao de paredes de dominio, que sao melhor
identificados ao se olhar para a distribuigao local (n;), que é mostrada na Figura [10] (b)
para t = 5. Podemos observar, pelas setas vermelhas, que as paredes de dominio, em que
sitios vizinhos tém ocupagoes proximas, sao formadas nas extremidades da cadeia. Nesse
contexto, mesmo que o sistema nao atinja completamente a fase CDW devido a rapidez
do quench, ele pode apresentar dominios de densidade de carga e a formacao de paredes

de dominio.

D015 (b)
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Figura 10 — Resultados para um sistema preparado com V, = 0.5, sujeito a um quench
abrupto para V' = 40. O painel (a) mostra a evolu¢ao temporal das fungoes de
correlagao, enquanto o painel (b) exibe a distribuigao das densidades locais em
t = 5/tp. Os circulos em branco em (a) indicam as phase slips, correspondentes
as paredes de dominio discutidas. As setas vermelhas em (b) apontam para
as paredes de dominio que separam modulagoes diferentes do regime CDW.
Figura adaptada de [32].

Experimentalmente a influéncia das interagoes entre primeiros vizinhos V' em um

gas de Férmions 2D no modelo 1D tV foi investigada a partir de um quench em que
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essas interagdes nao-locais foram alteradas [33]. Utilizando uma rede 6ptica, foi possivel
manipular as interagoes entre os atomos, que s6 podem se mover ao longo do eixo x, ou
seja, os atomos estao “congelados” nas outras direcoes, como representado no esquema da
Figura Foi também aplicado um campo magnético forte de modo a selecionar os spins

dos atomos.

Figura 11 — Representacao de montagem experimental de rede 6ptica com interacao nao-
local entre os 4&tomos. Um feixe no eixo x provoca uma separacgao efetiva em
cadeias unidimensionais. Figura adaptada de [33].

Para a descricao da dindmica deste sistema de gas de Fermi com fortes interagoes
nao-locais, os autores utilizaram o modelo de férmions sem spin, considerando o hopping
J e interagoes entre elétrons em sitios vizinhos V', de acordo com os graus de liberdade do
sistema. O sistema foi preparado em um estado CDW e, em seguida, o quench foi aplicado
ao sistema, alterando a intensidade das interacoes entre os atomos, o que pertubou o
equilibrio do sistema, levando-o a evoluir dinamicamente. Podemos observar na Figura[I2]o
perfil da densidade evoluindo ao longo do tempo para diferentes valores finais da interacao
V. Apds o quench observou-se uma mudanga na dinamica da onda de densidade de carga.
Podemos ver que com a diminui¢do de V' ha um “derretimento” do perfil caracteristico da

fase CDW, que por sua vez é observado quando V' é grande.

O resultado principal do estudo é que para fortes interagoes nao-locais a decadéncia
do ordenamento CDW desacelera, e o sistema retém uma memoria de seu estado inicial por
mais tempo , demonstrando a influéncia crucial dessas interagoes na evolugao da dinamica
do sistema fora do equilibrio, para a compreensao de fenémenos de relaxamento. Logo,
esse estudo experimental fornece uma base para futuras investigagoes de dinamica fora do

equilibrio de sistemas quanticosbcom interacgoes nao-locais.

Utilizando quenches quéanticos, podemos estudar fen6menos emergentes presentes
em sistemas bosonicos e fermidnicos, onde excitagdes de quase-particulas induzem correla-
¢oes adicionais no sistema , mas com uma propagacao que nem sempre se manifesta
como um cone de luz . Vimos que, para analisar a dindmica do sistema devido a um

quench, é interessante observar o que ocorre no caso pds-quench, focando nos fendmenos
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Figura 12 — Evolugao no tempo do perfil de densidade de carga (escala de cores) ao longo
da posicao espacial x apés um quench realizado a partir de um estado inicial
com ordenamento CDW. Imagem retirada de [33].

emergentes que surgem em consequéncia da perturbagao . Com a andlise pds-quench,
podemos entender como o processo de relaxamento do sistema ocorre de acordo com as
interacoes presentes e também auxiliar na deteccao de transi¢oes de fase em sistemas
de atomos frios . Este entendimento é crucial para avancar na criagdo e manipulagao

de estados quanticos complexos.

2.4 Entropia de Emaranhamento

A entropia de emaranhamento é uma medida fundamental que quantifica o grau de
correlagdo quantica entre subsistemas de um sistema quantico bipartido. Em particular,
ela é definida a partir da matriz de densidade reduzida . Essa quantidade desempenha
um papel crucial na compreensao de transi¢oes de fases quéanticas, pois sua dinamica pode
revelar informagoes sobre a estrutura de correlacoes e a natureza do estado quantico do
sistema. Durante processos de quench, onde os parametros do Hamiltoniano sao alterados,
a entropia de emaranhamento pode exibir comportamentos distintos, refletindo diferentes
regimes de evolucao, como o instantaneo, finito e adiabatico. A analise da entropia de
emaranhamento, portanto, nao apenas fornece insights sobre a dindmica de sistemas
quanticos, mas também serve como uma ferramenta poderosa para investigar fendmenos
universais, como o mecanismo de Kibble—ZurekEl, que descreve como sistemas quanticos se

comportam ao atravessar pontos criticos.

Na a evolucao do emaranhamento no modelo de Ising em um campo transverso
135], descrito por

3A teoria de Kibble Zurek descreve como sistemas quanticos podem produzir defeitos topolégicos quando sdo
levados a atravessar um ponto critico durante uma variacao temporal dos parametros do Hamiltoniano .
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)= -3 S [SiS5 +h0)S:]. (24)

onde

h(t) = hi + sgn(hy — hi)i, (2.5)
sendo 7 a taxa inversa caracteristica do quench e t € [0,ty], com t; = |hy — h;|T. Este
modelo consiste em uma cadeia unidimensional de spins interagindo com seus vizinhos e
influenciados por um campo magnético h aplicado perpendicularmente ao plano dos spins.
Os autores analisaram quenches que transicionam o sistema de uma fase paramagnética
para uma fase ferromagnética. Durante esse processo de quench, foi avaliada a evolugao da

entropia de emaranhamento, que é descrita por

ZA )logy An (1), (2.6)

sendo {\,(¢)} o conjunto de autovalores da matriz densidade reduzida do sistema evoluido,

formada por dois subsistemas engloba metade dos sitios da cadeia.

04 06
h(t) - |

Figura 13 — Dinamica da entropia de emaranhamento para h; = 1.4 e hy = 0.4. Para
diferentes valores de 7 (linha tracejada identifica a posigao do ponto critico).

Figura adaptada de .

O gréfico da Figura [13| apresenta os resultados para a entropia de emaranhamento

para diferentes taxas inversas 7. Podemos comparar os resultados de S(t) com aqueles para
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o estado fundamental instantdneo de equilibrio EL descrito pela curva GS. Para um quench
instantaneo (7 = 0.01), os resultados de S(t) permanecem “congelados” em seu valor
inicial, como esperado. A medida que o valor de 7 aumenta, a entropia de emaranhamento
cresce além de seu valor inicial, assumindo um comportamento oscilatéorio apds cruzar a
criticidade (linha vertical no grafico), a entropia alterna entre maximos e minimos com
frequéncia varidvel. Para tempos suficientemente longos (7 = 500), observa-se um caréter
adiabético na evolugao, pois S(t) segue a curva GS. A variagao linear do campo magnético
h ao longo do tempo, com diferentes taxas inversas 7, resulta em trés regimes distintos

observados pela entropia de emaranhamento [35].

Podemos ilustrar como a entropia de emaranhamento se desenvolve em cenarios
de quench global e quench local. Embora esses resultados nao possam ser generalizados,
eles podem ser contrastados para destacar suas diferencas. Vamos considerar um estudo
em que os autores investigam a evolugao temporal da entropia de emaranhamento apdés
um quench global sobre uma cadeia de spin em um campo transverso h. Em um quench
global como esse, a perturbagao afeta todos os sitios da rede simultaneamente. Conforme
mostrado na Figura apds o quench, a entropia de emaranhamento aumenta linearmente

com o tempo e eventualmente satura em um valor proporcional a intensidade do campo

final [36].

50 . - . . :
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Figura 14 — Gréfico da evolugao temporal da entropia de emaranhamento apés um quench
global, para um subsistema com [ = 100 sitios, apés uma mudanga abrupta do
campo h. As linhas pontilhadas representam os resultados assintéticos para
t — oo. Figura adaptada de [36].

A evolugao do emaranhamento em um sistema de férmions apds um quench local

é ilustrada na Figura [I5] Neste estudo considera-se um sistema formado por elétrons

4Para cada instante de tempo e seu respectivo valor de h, podemos encontrar o estado fundamental
correspondente, ao qual nos referimos por estado fundamental instantaneo de equilibrio.
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livres em uma cadeia infinita com preenchimento parcial, inicialmente contendo um defeito
na forma de uma ligacao enfraquecida. Analisa-se a evolucao temporal da entropia de
emaranhamento de uma secao da cadeia que inclui o defeito em seu interior ou em sua
fronteira, apos a remocao do defeito. O quench local, a entropia de emaranhamento segue
a forma S(t) ~ In(t)/t ao longo do tempo, alcangando um valor maximo proporcional ao
tamanho da particao considerada (1), Smax ~ In(l) [37]. Apds atingir Spax, como observado
na Figura ocorre um longo periodo de relaxamento do emaranhamento em dire¢ao ao
valor esperado para um sistema nao perturbado, em contraste com o quench global do
exemplo anterior, onde a entropia de emaranhamento atinge uma saturagao aproximando-se

dos valores assintoticos para t — oc.

S(t)

0 40 80 120 160 200

Figura 15 — Evolucdo temporal da entropia de emaranhamento em um quench local. A
entropia de emaranhamento foi calculada para um subsistema de tamanho [ =
40 sitios. Observa-se um aumento abrupto seguido por um lento relaxamento
em direcao ao valor de equilibrio para um sistema homogéneo. Figura retirada

de [37].

2.5 Resultados motivacionais

Para o desenvolvimento desta dissertacao, tivemos como principal referéncia os
resultados obtidos em 2022 por Isaac Martins Carvalho para sua tese de doutorado,
Quenches em sistemas interagentes unidimensionais: formacao de ordenamentos de carga
e spin [6]. Esses resultados também deram origem a um artigo publicado na Physical
Review B [7]. Com isso, nesta segdo apresentaremos os resultados mais relevantes para
a continuidade do trabalho, considerando que maiores detalhes serao apresentados nos

capitulos de Metodologia e de Resultados.
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O modelo estudado é o de Hubbard estendido unidimensional, dado na equacao
submetido a quenches interagentes. O modelo de Hubbard estendido dependente
do tempo é descrito por um Hamiltoniano que possui contribuicoes de hopping entre
primeiros vizinhos com amplitude J e interagoes no sitio U(t) e entre primeiros vizinhos
V(t), ambas dependentes do tempo. O artigo analisa a evolu¢ao temporal do sistema
durante o quench de tempo finito nas interagoes, levando o sistema a estados finais com
fases correlacionadas de densidade de spin (SDW) ou de densidade de carga (CDW).
O estudo investiga a transicdo para os estados ordenados SDW ou CDW a partir de
um estado inicial ndo interagente (Uy = Vi = 0) analisando a evolugdo em diferentes
regimes temporais: instantaneo, intermediario e adiabatico. Mais especificamente, os autores
consideraram que as intera¢oes aumentam no tempo, ou seja, V (t) =V, + sgn(Vy — Vo)i

eU(t)=U,+ sgn(Uy; — UO)%, sendo 7y e Ty as taxas inversas de variacdo nas interagoes

V' e U, respectivamente. Mais informagoes estdao destacadas na segao 4.1}

== T,=0.01 Ty = 5.00 == T =0.01 —_— Ty =2.0
Ty =033 Ty=12.0 Ty = 0.1 —_— Ty = 2.5

==: Ty=2.0 — T,=20.0 ==: Ty=0.5 = Ty =25.0
Ty = 3.5 —-=: (35 Ty = 1.0 == 55

0.81

0.0

1.757
ld-l_l 1.407

1.05;

W(t) uit)

Figura 16 — Pardmetros de ordem (a) CDW e (b) SDW e entropia de emaranhamento
nos painéis (c) e (d), em fungao das interagoes V' (t) ou U(t), dependendo
dese o quench é direcionado ao ordenamento CDW ou SDW, respectivamente.
Imagem retirada de [7].

Utilizando os pardmetros de ordem mepw = 1 3;(—1)"({n;) — 1) para o ordena-
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mento CDW e mgpw = % 3 (—=1)" (s?) para o ordenamento SDW, é possivel analisar quao
proximo do ordenamento esperado o sistema esta. Na Figura (16| (a) e (b), sdo apresentados
os parametros de ordem calculados em fungdo das interagoes V'(¢) e U(t), para diferentes
taxas inversas 7y ou 7y (dadas em unidade de hopping™') de perturbagao, sendo V; = 3 e
Uy = 6. As linhas tracejadas verdes representam os parametros de ordem do estado funda-
mental (GS) correspondente ao Hamiltoniano instantaneo de equilibrio, com V., = V(¢) e
Uey = U(t), para cada t. Ao comparar as diferentes curvas em (a), ¢ possivel concluir que
para 7v = 12.0 o mepw calculado a partir do estado evoluido se aproxima da curva do
estado fundamental de equilibrio, indicando que é necessario 7, > 12.0 para que o sistema
alcance o regime adiabatico. Em contraste, para 7, = 0.01, o quench é instantaneo e o
estado nao evolui praticamente. Também é possivel observar o regime intermedidrio nos
quenches com 0.01 < 7y < 12.0, onde o parametro de ordem aumenta, mas nao segue o

valor do estado fundamental, indicando que o estado evoluido inclui estados excitados.

A evolugao temporal geral de mgpy na Figura (16| (b) é semelhante & de meopw .
Porém, 7, = 2.5 ja é suficiente para garantir o regime adiabatico nesse segundo caso.
Uma andlise do perfil de carga e spin ao longo dos quenches quanticos pode explicar
qualitativamente essas diferencas de tempo. Na Figura [I7] observamos o comportamento

z

dos valores médios do spin local (s

?) e da carga (n;) em funcao dos sitios ¢ da cadeia,

exibidos para diferentes taxas inversas 7y, e 7. Para comparacao, sdo apresentados os perfis
de spin e carga correspondentes ao estado fundamental de H(t = 0) e H(t = ;). Para
valores de 7 pequenos, correspondentes aos quenches instantaneos, os perfis de carga e spin
se mantém congelados, semelhantes ao estado inicial. Nos quenches adiabatico, observamos
perfis que seguem o estado fundamental de equilibrio com V; ou Uy, caracteristicos das fases
CDW e SDW, respectivamente. O rearranjo de cargas em direcdo ao ordenamento CDW ¢
dominado pela interagao de vizinhos mais proximos V', resultando em uma periodicidade
na ocupagao de sitios com uma dupla ocupagao e um sitio vazio. Como consequéncia, os
quenches em direcao ao ordenamento CDW precisam ser mais lentos do que aqueles em
direcao ao ordenamento SDW, para que as excitagoes produzidas pelos rearranjos de carga

sejam suprimidas.

Para quantificar como as correlagdes nao-locais entre partes do sistema evoluem
ao longo dos quenches aplicados, foi avaliada a entropia de emaranhamento (EE = S(t))
entre biparticoes de tamanhos semelhantes. A evolucao é apresentada na Figura
(c¢) e (d). Nos casos instantaneos, a entropia nao evolui a partir dos valores iniciais.
Nos quenches para a fase CDW, observamos que a entropia aumenta para 7, = 0.33,
v = 2.0, 7 = 3.5 e 7v = 5.0. No primeiro caso, a entropia aumenta monotonicamente,
no segundo caso aumenta até um valor maximo e estabiliza e nos dois ultimos casos,
h& um aumento menor, seguido por uma diminuicao repentina em direcao ao estado
fundamental. Dessa forma, esses resultados sugerem que, durante um quench no regime de

tempo intermediario, antes de se aproximar do ordenamento CDW, os sistemas acessam
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Figura 17 — Valores de equilibrio (em cores) para os parametros de ordem (a) CDW e
(d) SDW. A magnetizagao local e a densidade de carga em fungao do sitio
da rede i correspondentes ao estado final do quench #1 sdo mostradas nos

painéis (b) e (c¢), enquanto o comportamento do estado final do quench #6

é representado nos painéis (e) e (f). Além de resultados referentes ao estado
final para quenches com diferentes taxas inversas (7 e 7y), também podemos
observar os perfis correspondentes aos estados inicial e final, que sao de
equilibrio. Imagem retirada de [7].

estados excitados [35]. Por outro lado, nao foi encontrado nenhum aumento significativo da

entropia de emaranhamento durante a formacao da fase SDW. Essas observacoes sugerem

que a formacao do ordenamento CDW ao longo de um quench linear requer um rearranjo

maior do sistema do que a formacao da SDW.

Os resultados obtidos neste estudo evidenciam a transicao do sistema para as fases

de ordenamento de carga (CDW) e de ordenamento de spin (SDW) no contexto do modelo

de Hubbard estendido. Além disso, a andlise da entropia de emaranhamento ao longo do

quench revela um comportamento complexo do sistema durante sua evolucao temporal.

A diminui¢do do emaranhamento conforme o sistema se aproxima do regime adiabatico
destaca a relacao entre a entropia e a transicao do sistema de um estado metélico para
um estado isolante ordenado. Novas investigacoes sdo abordadas nesta dissertagao, onde
queremos responder quao robusta é a fase atingida imediatamente apés o quench. Para

isso nos concentramos em uma analise mais detalhada do comportamento da entropia em

sistemas quanticos pos-quench, bem como nos parametros de ordem associados.
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3 Metodologias

A descrigao fisica de um sistema estd intrinsecamente ligada as suas interagoes,
possibilitando uma andlise direcionada de fenémenos especificos sem comprometer a
generalidade. Em materiais sélidos, onde as particulas apresentam um arranjo ordenado,
surgem propriedades emergentes, tais como transi¢coes de fase e supercondutividade,
quando as interacoes entre as particulas nao podem ser desprezadas. Em situagoes onde
tais interagoes sao minimizadas, um modelo de particulas independentes pode oferecer
uma descricao eficaz dos fenomenos. No entanto, solugoes para sistemas de muitos corpos
interagentes nao podem ser obtidas por meio de andlises de particulas isoladas; elas

requerem modelos efetivos que conectem os graus de liberdade as condigoes de interesse.

Para uma andlise abrangente do comportamento do sistema, é essencial realizar
um rastreamento do espectro de energia, calculando as contribuig¢oes de todas as configu-
ragoes possiveis. O operador Hamiltoniano, que descreve a energia total de um sistema,
desempenha um papel crucial nesse processo, que esta diretamente relacionado com a
determinacao de seus autovalores e autovetores. Comumente, utiliza-se um modelo para
Hamiltoniano e sua diagonalizacao exata pode se tornar altamente complexa em sistemas
de grande escala devido a multiplicidade de interacoes e variaveis envolvidas. Portanto,
métodos computacionais, como simulagoes numéricas, sao frequentemente empregados

para obter esses valores eficientemente.

A medida que o tamanho do sistema aumenta, a descricdo do estado quantico
torna-se progressivamente mais complexa devido ao rapido crescimento do espaco de
Hilbert. Por exemplo, em modelos simples, como o da cadeia de spin 1/2, as matrizes
utilizadas possuem dimensdes de 27, onde L é o comprimento da cadeia. Para modelos com
mobilidade eletronica, como no modelo de Hubbard unidimensional, a dimensao do espago
de Hilbert é geralmente expressa como 4*. De modo geral, o espaco de Hilbert escala com
d*, onde d ¢ a dimensao local associada ao ntimero de configuracoes possiveis por sitio.
Consequentemente, as manipulagoes computacionais lidam, em principio, com matrizes
de tamanho d* x d*, evidenciando a complexidade & medida que o sistema se expande.
Além disso, a medida que novos parametros de interagdo sao incorporados ao modelo, a
complexidade das matrizes aumenta ainda mais, exigindo abordagens computacionais cada

vez mais sofisticadas para andlises precisas.

Para resolver essa questao, sao usados métodos que exploram as simetrias dos
sistemas quéanticos. Além disso, as metodologias numéricas empregam aproximacoes
especificas para solucionar problemas. Em particular, para obter com alta precisao o estado

fundamental de sistemas unidimensionais (1D), é utilizado o grupo de renormalizagao da
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matriz densidade (DMRG, do inglés Density Matriz Renormalization Group). Um método
variacional que a partir de truncagens seletivas do espaco de Hilbert que reduz a carga

computacional dos calculos.

Nesta dissertagao, estudamos o comportamento de um sistema unidimensional
isolado ou desacoplado do banho térmico no limite de temperatura zero, descrito pelo
modelo de Hubbard estendido. Para determinar os resultados de equilibrio, utilizamos
o método DMRG para encontrar o estado fundamental do sistema. Para investigar o
cenario de nao-equilibrio gerado pelo quench, aplicamos o t-DMRG que descreve a evolugao
temporal no DMRG e apresenta maior complexidade numérica devido a necessidade de

lidar com estados excitados.

Este capitulo é dividido em varias se¢oes. A secao realiza uma analise do
algoritmo DMRG, explorando o desenvolvimento matematico de MPS. Em seguida, na
segao [3.2] discutimos o algoritmo DMRG via MPS. A secao aborda a aplicagao dos
métodos para a otimizacdo do problema. Finalmente, na secao [3.4) abordamos a andlise

dindmica do sistema.

3.1 Grupo de Renormalizacdo da Matriz Densidade (DMRG)

O método DMRG ¢ uma abordagem numérica eficaz para resolver problemas
de autovalores, amplamente utilizada na simulacao de sistemas quanticos fortemente
correlacionados, especialmente em cadeias unidimensionais. Sua principal vantagem ¢ lidar
com a enorme dimensao do espago de Hilbert necessario para descrever esses sistemas. O
DMRG consegue isso ao crescer o tamanho do sistema e rastrear uma base de representacao
para a funcdo de onda, concentrando os pesos de probabilidade em poucos elementos da

base, minimizando assim a perda de informacao.

Naturalmente, surge a questao de quais informacoes descartar para simplificar nosso
calculo, decidindo quais estados da base manter para representar o estado fundamental.
Na descrigao original do método [38], a aproximagao ocorre pela truncagem através da
renormalizacdo baseada nos autoestados da matriz densidade reduzida, formada pelas
biparti¢des do sistema, que descreve o estado quantico do sistema fisico. Esses autoestados
permitem selecionar uma base de representacao que minimiza a perda de aspectos fisicos

importantes do sistema.

A precisado do método DMRG pode ser ajustada considerando o crescimento do
emaranhamento entre as biparti¢oes do sistema, diretamente relacionado a quantidade
de correlagdo quéntica presente. A lei de area [39] estabelece que o emaranhamento
entre regioes do sistema ¢ limitado e nao cresce de forma extensiva com o tamanho do

sistema, especialmente em sistemas unidimensionais com interacoes de curto alcance. Esse
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limite superior implica que a informacao dos estados fisicos relevantes esta concentrada
em pequenas porgoes do espaco de Hilbert, independentemente do tamanho do sistema,
representado no grafico da esquerda na Figura [I8]. Podemos rastrear o emaranhamento
entre biparticbes com o DMRG e reduzi-lo ainda mais, grafico a direita da Figura [1§],
visando obter uma representacgao eficiente de um dado estado quantico. Assim, a andlise e
o controle do emaranhamento entre as partes do sistema desempenham um papel crucial

na otimizagao da precisao e eficiéncia do método DMRG.

O DMRG, em sua formulagao original [38], pode ser dividido em duas etapas: o
algoritmo para sistemas infinitos e o algoritmo para sistemas finitos, que serao apresentados

nas secoes a seguir.

1.0 1.0

Truncagem Truncagem

Probabilidade
R
Probahilidade

T
1
1
1
1
1
1
I
1
1
1
1
1
t
I
I
I
1
1
1
1
I
T
I
I
I
i
i
i
I
I

0.0 0.0
Estados da base Estados da base

Figura 18 — Tlustracao representando um processo ideal de truncagem, onde ocorre uma
mudanca de base na representacao da fun¢ao de onda. Essa mudanca visa
concentrar os pesos de probabilidade em poucos estados da base, reduzindo
ao minimo a perda de informacao apds a truncagem. A mudanca de base é
ilustrada da esquerda para a direita.

3.1.1 DMRG - algoritmo infinito

A abordagem fundamental do DMRG envolve comegar com um sistema reduzido
que pode ser resolvido de forma exata. A medida que o sistema é expandido, o espaco
de Hilbert correspondente também cresce. No entanto, para manter a computagao viavel,
é necessario truncar esse espaco de Hilbert em um tamanho limite. Esse processo de
truncagem ¢ iterativo e continua até que o tamanho desejado do sistema seja alcancado.

Examinaremos mais de perto esse conceito de expansao do sistema.

Podemos analisar o algoritmo utilizado para duas iteragoes do DMRG para sistemas
infinitos na Figura [I9] Considerando o formalismo original, uma cadeia ¢ inicialmente

dividida em dois subgrupos, bloco A e bloco B como ilustrado em (a), ambos de tamanho
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finito e descritos por uma base bem definida. O préoximo passo esta relacionado com a
adigao gradual de um de sitio a cada bloco, ilustrado em (b), aumentando o tamanho
do sistema. A unido desses grupos constr6i um superbloco, agrupamento (c), cujo estado
fundamental |¥) inclui todos os estados do bloco a direita e todos os estados do bloco a

esquerda.

Apos a adicao de sitios e a formacao dos superblocos, é necessario ajustar a base de
representacao para a matriz densidade do superbloco. Dessa forma, os maiores autovalores
sao selecionados para renormalizar os novos blocos, assim limita-se o crescimento do espago
de Hilbert enquanto a cadeia cresce. Esse ajuste ¢ realizado através da truncagem, onde um
numero especifico de estados com os maiores autovalores é mantido, preservando assim a
descrigao essencial do sistema. Como resultado, embora o sistema tenha aumentado, a base
que descreve os estados é mantida em seu tamanho original. O superbloco é dividido em

dois novos blocos para a proxima iteragao, conforme ilustrado na etapa (d) da Figura .

a) 00 H o000
Bloco A Bloco B
b) 00 00 000
Bloco A Bloco B
©) 9000 H OoOO0OOGO

Superbloco

d) 000 00 0000

Novo Bloco A Novo Bloco B

Figura 19 — A representagio esquematica ilustra o processo iterativo do algoritmo infinito
do DMRG. (a) Inicia-se com os blocos A e B; (b) dois sitios sdo adicionados;
(c) resultando no superbloco que terd a sua base truncada; (d) repeticao do
processo de adigao de dois sitios.

O algoritmo associado ao sistema infinito é projetado para expandir progressiva-
mente o sistema a cada iteracdo, enquanto mantém constante o niimero de estados que
descrevem o bloco. Isso nos permite aumentar a cadeia até atingir o tamanho desejado

para analisar as correlagoes no sistema.
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3.1.2 DMRG - algoritmo finito

No algoritmo DMRG finito, adotamos as mesmas etapas do algoritmo infinito,
conforme detalhado na se¢ao[3.1.1] Nesse contexto, o sistema cresce até atingir um tamanho
pré-definido, representado por L. Quando o superbloco atinge essa magnitude, da-se inicio
ao processo finito, o qual compreende uma varredura sobre todos os tamanhos dos blocos
(mantendo o tamanho do sistema constante), realizando assim uma renormalizagdo a cada

etapa [40].

Ao empregar o procedimento do DMRG infinito, no qual os blocos aumentam de
tamanho ao adicionar um sitio a cada um deles, podemos estabelecer que o Superbloco
adquira o tamanho desejado de sitios no sistema. Em contraste, no algoritmo finito, que
mantém o tamanho da cadeia constante ao longo do processo, um bloco se expandira
a partir de um sitio cedido pelo bloco adjacente, que diminuird, Figura 20 A cada
alteracao de tamanho é realizada a renormalizagao ao bloco crescido, enquanto o bloco
decrescido é representado na base utilizada no algoritmo infinito do DMRG. Assim, torna-se
crucial salvar e armazenar os autoestados no algoritmo infinito para uma maior eficiéncia

computacional.

DMRG sweep
_ N
H sse

Figura 20 — Esquema de um processo de varredura no método DMRG finito. Figura
adaptada de [40].

Esse processo continuara até que o bloco da direita alcance o tamanho minimo,
de um tunico sitio, prosseguird no outro sentido, até que o bloco esquerdo alcance o

tamanho minimo, e finalizard quando os sitios livres retornarem ao ponto inicial, conforme
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representado na Figura

Denominado sweep, este processo deve ser repetido até que a convergéncia do
sistema seja alcancada, ou seja, quando nao houver mais reducao entre um sweep e
outro. E necessério analisar a convergéncia considerando o tamanho da cadeia e 0 método
utilizado, sendo a quantidade de sweeps sugerida diferente para cada caso. Para mais

informagoes, consulte a referéncia [41].

3.2 MPS

O formalismo original do DMRG baseia-se na matriz densidade reduzida para a
renormalizacdo do sistema. Uma versao mais recente utiliza representacao dos estados por
um produto de matrizes(MPS, do inglés Matriz Product States) [40] para parametrizar
eficientemente o espaco de Hilbert, superando o crescimento exponencial do espaco de
Hilbert com o comprimento do sistema. Essa abordagem permite lidar com sistemas de

muitos corpos eficientemente, utilizando recursos numéricos modestos.

Nesta secao faremos uma breve apresentacao da Decomposicao em Valores Sin-
gulares (SVD, do inglés Single Value Decomposition), importante para a construgao de
estados MPS. Associaremos essa representagdo com a decomposi¢ao de Schmidt (SD,
do inglés Schmidt Decomposition), chegando em uma representacio geral e simplificada
dos MPS e uma representagao dos operadores por produto de matrizes (MPO, do inglés
Matriz Product Operator), incluindo também uma representagao esquemética dos tensores

associados ao método. Para uma visdo completa recomendamos as referéncias [6,40].

3.2.1 SVD - Decomposicao em Valores Singulares

A Decomposi¢ao em Valores Singulares (SVD) é uma técnica fundamental em
algebra linear que permite a fatoragdo de uma matriz na forma de um produto de matrizes.
Esta metodologia ¢ amplamente utilizada em diversas areas, incluindo machine learning e
ciéncias de dados, devido a sua capacidade de simplificar problemas complexos e extrair

caracteristicas essenciais das matrizes.

Considerando uma matriz retangular M, podemos utilizar a SVD para fatora-la
em um produto de matrizes ortonormais e uma matriz diagonal, conforme ilustrado na

Figura Essa técnica permite que uma matriz M de dimensoes m X n seja expressa por

M =USVT, (3.1)

que também pode ser representada em termos dos elementos de matriz como
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Mm,n = Z Um,USO',O'(VT)U,’VH (32)

m,n,o
sendo U, , € V; , matrizes que possuem, respectivamente, colunas e linhas ortonormais,
que satisfazem a relacdo UTU = UUT =1 e VIV = 1, e S é uma matriz singular diagonal
que representa os valores singulares da matriz M, normalmente organizados em ordem

decrescente s; > so > ... > s, > 0, em que r corresponde ao rank da matriz.

Figura 21 — A matriz resultante de uma SVD possui uma matriz diagonal S que é pura-
mente nao-negativa. Figura retirada de [40].

Uma aplicagdo pratica da utilizacdo da SVD é possibilitar uma representacio
eficiente de uma matriz M de rank-r por uma matriz M’ de rank-r’, onde r > r’. Nessa
redugao do rank, os valores singulares de menor peso sdo descartados (por isso os valores
singulares sdo ordenados do maior para o menor), de modo que as propriedades da matriz
original sejam preservadas ao maximo apds a aproximagao [42]. Isso é particularmente
util para reduzir a dimensionalidade dos dados, simplificar cdlculos e melhorar a eficiéncia

computacional.

Como visto na sec¢ao (3.1, o emaranhamento é uma caracteristica crucial para o
desempenho do método DMRG. Dessa forma podemos usufruir do método de decomposigao
de Schmidt (SD), que corresponde a uma representa¢ao mais compacta do estado, conectada

com a quantidade de emaranhamento entre as biparti¢oes.

Nosso objetivo é obter uma representacao compacta dos estados quanticos relacio-
nada a quantidade de emaranhamento entre biparti¢coes, para simplificar a aplicagao do

método DMRG. Para alcancar isso, utilizamos a SVD em conjunto com o método de SD.

Dado um sistema quéntico no estado |¥), para parametriza-lo conforme a SD,

consideramos as biparticoes A e B e escrevemos na forma matricial

A\ |y B
(O) = > My V) [97) (3.3)
m,n
em que [U41) e |UP) representam bases ortonormais que descrevem o estado dos subsistemas
A e B. A matriz M,,,, é geralmente retangular; no entanto, através da decomposicao SVD,
podemos obter uma matriz com valores diagonais, como ilustrado nas equagoes [3.1] e 3.2

Dessa maneira, podemos expressar o estado como
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V) = Z UWVUSU,U(VT)mn [W7) [W7) . (3.4)
Combinamos os vetores da base |¥4) com a matriz U e os vetores da base |¥Z) com a

matriz V7

) = 5 (S U 1920 0 (S0 82 35

e n

onde S, , = s,. Substituindo [®1) =3, Uy o |¥A) € |®8) =3, V, ., [¥5) na equacio
podemos expressar o estado | V) do sistema utilizando a decomposigao de Schmidt, escrita

COIMo:

Ty =3 s, [0 95 (3.6)

A representagao dos estados na equacgao [3.6] corresponde a decomposigao de Schmidt de

estados bipartidos, onde as bases |®4) e |®2) sdo ortonormais dos subsistemas A e B.

A entropia de emaranhamento de von Neumann entre as biparticbes pode ser

expressa em termos do rank-r de Schmidt

Sap(|¥)) = =3 s;log, 55, (3.7)

onde s, é o nimero de valores singulares [43]. Os casos limites sdo: s; = 1, onde s, =0
para o > 1, o que implica em um caso nao emaranhado que pode ser representado como
um produto dos estados associados aos dois subsistemas; e s, = A para todos os valores de
o, ou seja, todos os termos possuem o mesmo peso, e portanto ¢ uma situacdo de maximo

emaranhamento.

Da mesma forma, podemos obter a matriz densidade reduzida que descreve o estado
de um subconjunto de um sistema quantico maior. Sendo a matriz densidade p = |¥) (V|
e a representacao de um estado |¥) a partir da SD dada pela equagao , obtemos a
matriz densidade reduzida da subdivisdao A através do trago sobre os graus de liberdade
da subdivisdo B [43]

pas =1Trpa ) (¥

Y2 @18) (8] 35

Temos que a representacao da matriz reduzida em seu formato diagonal oferece uma base

de representagdo compacta para sistemas quanticos com bipartigoes.

Ao considerar o estado quantico de sistemas de muitos corpos, os quais estao

diretamente associados a um extenso espaco de Hilbert, é possivel realizar aproximacoes



Capitulo 3. Metodologias 45

através da SVD ao truncar o rank da representacao. Dessa forma, podemos descartar os
valores singulares de menor peso, permitindo-nos controlar a qualidade do truncamento. A
qualidade da aproximacao pode ser avaliada comparando a diferenca entre a norma de

Frobenius do estado original e do estado truncado e mostrou-se satisfatoria [44].

3.2.2 Representacdo de estados como MPS

Uma técnica eficiente esta relacionada com a representacao do estado quantico
na forma de um produto de matrizes, especialmente no caso de sistemas com muitas
particulas. Essa representacao é construida a partir de uma série de tensores conectados

de maneira especifica.

A representacao por MPS consiste em expressar um estado de muitos corpos
como um produto de matrizes locais. Por exemplo, em uma cadeia de spins com L
sitios, um dado estado |W) pode ser escrito como V) = 3, , Co.0p |01...0L), onde
o; representa o spin no sitio i (o produto de Kronecker estd omitido pela representacao
loy...op) = |i1) ®|o2) ... |or)). Realizando-se uma série de SVDs, é possivel reescrever os

coeficientes na forma de um produto

— 01 A02 OL—-1 oL,
Coy.op, = Z Abl b1,b2 " - 'AbL72ybL71AbL71’ <39)

b1,...bp, 1

ou, de forma mais compacta

Coroy = ATVAT | ATE-1 AL (3.10)

absorvendo a soma dos indices que se repetem. Existem trés principais abordagens para

executar esse processo, as quais sao descritas abaixo:

1. Forma candnica a esquerda para decomposicao MPS: O ansatz MPS consiste
em remodelar d¥ (d é a dimensdo, enquanto L representa o nimero de sitios)
coeficientes ¢,, ,, como entradas de uma matriz ¥ com dimensao d x d*', na qual

realizamos uma SVD dessa matriz

: (3.11)

b1,(o2...01)

r
00'1...0'L = \Ijol,(og,‘..O’L) = Z UCfl,blel,bl (VT>
b1

sendo a matriz U com dimensao (dxd) , VT com dimensao (dx dX—1) e S uma matriz
diagonal de dimenséao (d x d). Sendo os valores singulares nao negativos, o niimero
r1 < d de valores singulares fornece o rank de Schmidt da matriz V,, (4, ). Note
que essa propriedade da matriz S permite que as matrizes U, S e V sejam substituidas

por matrizes de dimensdo (d x ry), (r1 x r1) e (r; x d&=1), respectivamente.
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A matriz U é decomposta em uma colegao de d vetores linhas com entradas Uy, », =
5, € dimensao efetiva (1x71), enquanto o produto SV = Wy, (5, .+, ¢ reorganizado

na forma de uma matriz ¥, 4,) (ss,...01), 1080

1
\Ijg;, = Z Eiil\lj(hdz),(o's,...om)- (312)
by
A matriz W (4, 0, (04,..0,) € €ntao submetida a uma nova SVD, fornecendo
T1 T2
gf.l‘s?-QUL - Z Z El ,b1 Eb1 b2 b20'3)7(047...0'L)~ (313)
by by

O processo é repetido iterativamente até que W7192-7L geja completamente descrita

na forma de um produto de matrizes

_ 0102...01, __ OL—1 or,
Coi...or, = v = Z El ,b1 b1 by EbL 2,br,— 1EbL 1,1
b1,...br—1 (314)
q/alag...aL — E01E02 EULflEO'L

Podemos observar que a dimensao das matrizes £ aumenta em direcao ao centro da
cadeia. Mais especificamente, as dimensoes de E°tE7? ... EoL/2 FoLr/2+1 | FoL-1 oL
sao (I1xd), (dxd?), ..., (dV?7 1 xdN/2), (dV2 xdN?1),. .. (d®xd), (dx1), porém as
dimensoes efetivas sao dadas por (1xry), (11 X72), ..., (TN/2—1 XTN/2), (PN/2 XTN/2-1),

oy (rexry), (rp x 1), com 1 < d'. Assim, as dimensdes das matrizes E° diminuem

quando os ranks de Schmidt diminuem. O rank da matrix W, | 5, depende

J(0141...0L)
do emaranhamento do sistema bipartido, dividido no sitio [. Assim a eficiéncia da
representacao de um estado por MPS depende da quantidade de emaranhamento
entre as subpartes do sistema; quanto menor o emaranhamento mais eficiente é a

representagdo (menor a dimensao das matrizes E7).

Assim, a funcao de onda da equagao pode ser descrita via o ansatz MPS da

seguinte forma:

|¥)= >  ETE®.. . E"'E|010y...07). (3.15)

0103...07,
Os estados representados na forma de MPS possuem representagoes graficas
simples. As representacoes das matrizes E° das bordas e do centro da cadeia,
assim como de um MPS completo, podem ser vistas na Figura 22|(a) e 22|(b),

respectivamente.

Inicialmente, os d” coeficientes Coyros..0;, da fungao de onda sao considerados
um tensor com L indices, relacionados aos sitios [ da cadeia, representados por linhas
com extremidades livres rotuladas por o1, ..., 0 como representado na Figura [23]

(a). A aplicagdo de uma SVD introduz uma nova linha conectando as parti¢oes do
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a) o1 o; oL

a1

Figura 22 — (a) Representacio de tensores BV}, , Fy' e EyF .Os circulos sélidos cor-
respondem a sitios da rede, linhas verticais indicam indices fisicos e linhas
horizontais indicam indices auxiliares. (b) Representagao grafica de um es-
tado por MPS. As linhas conectadas representam somatorios sobre os indices
correspondentes. Figura adaptada de [40].

tensor, representado na Figura [23[ (b). Esse processo é repetido dos sitios a esquerda
para os sitios a direita, até que o estado quantico seja completamente descrito como

um produto de matrizes multidimensionais, representadas pelos circulos, como na

equagao [3.15]

Figura 23 — Decomposicao a esquerda (painel (a)) e a direita (painel (b)). A decomposigao
ocorre de cima para baixo, focando nos elementos mais a esquerda e mais a
direita do sistema, respectivamente. Figura adaptada de [40].

Um aspecto crucial da representacao MPS é sua representagao conhecida
como forma candnica, na qual os tensores sao organizados em uma cadeia linear, e
cada tensor esta conectado apenas aos seus vizinhos imediatos. Essa organizacao

¢ particularmente 1til para sistemas unidimensionais, como cadeias de spins ou

particulas em uma cadeia.

2. Forma canoénica a direita para decomposicao MPS: O processo de decompo-
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sicaio MPS, alternativamente ao caso anterior, pode comecar a direita. Nesse caso

teriamos
/ — T
\11(01,---UL71)70L - Z U(Ul-"UL—l)»bL—lSbL—lva—l (V >bL71 oL
br_1 ’
lor, _ / or,
‘1,0'17---0'1,71 - Z ‘II(O'L---UL72)7(O'L—17bL71)DbL—lal
br_1
log, _ ‘i‘ oy,
brp_1br_2 (316)
10,01 / or—1 o,
\IIU1V~-UL72 - Z Z \Il(a'l7--~UL—3)>(UL727bL—2)DbL72,bL—lDbL—hl
br_1br_2
o lo102...01, __ o1 (o0} OL—1 oy,
Coy.op, = v - Z 1,61 = b1,b2 " " - DbL—27bL71DbL71’1'

b1,..bp 1

Esse processo é repetido até que o estado |¥) seja completamente descrito em termos

de D, como na forma abaixo:

W)= > D7D%...D7* D |0105...0%). (3.17)

010901,
A representacao grafica da decomposicdo MPS na forma canénica a direita é apre-
sentada na Figura 23] A decomposi¢ido SVD comega do sitio a direita e avanga em
direcdo ao sitio a esquerda. Apds completar o processo, o estado quantico é expresso
como um produto de matrizes multidimensionais, simbolizadas na figura, que estao

associadas as matrizes D da equagao [3.17}

3. Forma candnica mista para decomposicao MPS: E possivel combinar as repre-
sentacoes canonicas a direita e a esquerda de um estado quantico em uma abordagem
mista. Por exemplo, podemos aplicar a decomposigao a esquerda (equagao ?7) até

um determinado sitio [ na cadeia. Dessa forma,

Coroy, = (BT .. E7)Sp, (V) (3.18)

by, (0141.-0L)

Em seguida, podemos remodelar a matriz VT e utiliza-la como entrada da decompo-
sicao na forma canonica a direita, dada na equacao [3.16, Nesse caso, a decomposicao

contera os termos dos L — [ sitios restantes. Podemos reescrever os coeficientes da

equacao [3.18 como

Coyop = (E70 ... E%) Sy 4, (D71 ... DF). (3.19)

Dessa forma, o sistema decomposto de forma canonica mista pode ser apresentado

Ccomao:
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W)= Y (E%...E7)Syu (D7 .. D7) |oy0y. . op) . (3.20)

01093...07,
Temos a representacao diagraméatica na Figura [24] onde o diamante representa
a matriz singular Sj, s, € separa as decomposi¢oes em termos das matrizes F e D; os

indices b; estao associados as linhas que conectam o diamante aos circulos.

0y oy oN

oo 006000

—_— —

Figura 24 — Na representagao diagramatica da decomposicao mista do MPS, o diamante
representa a matriz singular no indice [. Figura adaptada de [40].

A partir da decomposicao mista, temos a derivacao direta da decomposicao de
Schmidt entre biparticdes A e B englobadas. Podemos escrever para as biparticoes
AeB

|bl>A = Z (EWIEW2 c. Egl)Lbl ‘0'1 .. .O'l>

g1...01

|bl>B - Z (D7 D72 D7 )y 1|01 - o) -

0]41---0OL

(3.21)

Como as matrizes utilizadas para realizar o cdlculo SVD sao ortonormais, podemos

concluir que &y, 1y = (bj|bi) p - Portanto, podemos escrever o estado [¥) dado pela
equagao da forma

W) = %:Sbl 1b0) 4 101) . (3.22)

onde s, = Sp,p,- A representagao do estado na forma da equacao corresponde a
decomposicio de Schmidt de estados puros [[] bipartidos. Essa expressdo evidencia a
relacao entre os valores singulares s;, e o espectro de emaranhamento, o que comprova
que a eficiéncia da representacao de um estado via MPS depende do emaranhamento

entre as subpartes, fungao do espectro de Schmidt.

3.2.3 Operacdes com MPS

Vimos ser possivel redefinir um estado |¥) como um produto de matrizes, conforme

discutido na Secao |3.2.2] facilitando significativamente a manipulagao de estados. Por

'Um estado puro pode ser representado por um vetor |¥) € H e é uma descri¢do completa de um sistema
quantico. Estados puros sdo os estados mais basicos e fundamentais, com forma unitaria (¥|¥) = 1,
contrastando com estados mistos, descritos por uma combinagdo probabilistica de estados puros [45].
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exemplo, a superposicao de dois estados (®|W¥), descritos pelas matrizes genéricas M e M,

pode ser escrita como

(O|T) = > Mert MM MO (3.23)

representado esquematicamente na Figura [25]

| @l

mjln
(OO0 00w

Figura 25 — Representacao grafica da superposicao de dois estados, (®|V). Figura adaptada
de [40].

}

Operadores também podem ser representados na forma de um produto de matrizes,
como um MPO (do inglés, Matriz Product Operator), em analogia com a representagao de

estados por MPS. Considere um operador geral O, que pode ser escrito como:

O =Y WriWwes W1 ia oL o) (o] (3.24)

g
e representado de forma diagramdtica como na Figura [20] de forma andloga & de MPS.
Nesse caso, as matrizes ngl l_f};l sao representadas por quadrados e possuem duas linhas
verticais, representando dois indices fisicos correspondentes aos estados de entrada e de
saida, além das linhas horizontais representando indices auxiliares (painel (a)). Assim
como foi possivel a decomposicao dos estados em produtos de matrizes, com os operadores

teremos um produto final otimizado (painel (b)).

oy a oL
! ! !
o Lo} gL
il iN
-7 7
iy iy

Figura 26 — Representacao da decomposicao de um operador, em um produto de matrizes,
representadas por quadrados. Figura adaptada de [40].
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A aplicagao de um MPO sobre um MPS, tem a seguinte representacao
O|®) =S (WraWwoe ) (M7 M"2) o), (3.25)
sendo que podemos definir uma matriz N como um produto das matrizes N = W M, para

uma representacao compacta

O®) =Y NN, N |q). (3.26)

oo’
Podemos representar essa operagao utilizando os diagramas de matrizes (como apresentado
na parte inferior da Figura , em (a) temos uma ilustracao associada ao conectar o
circulo com o quadrado, sendo uma “unido” (em (b)) dos esquemas das Figuras [22] e 26] A
seta indica que a aplicacao de um operador em um estado resultard em um novo estado,

conforme mostrado na linha superior.

(a) | (b) I | | | | | | |
1 . 0 "

o1 7
1

Figura 27 — Atuagdo de um MPO sobre um MPS. Nessa operagao, soma-se sobre indices
fisicos correspondentes. Figura adaptada de [40].

(b)

01

Figura 28 — Contragao entre duas matrizes normalizadas a esquerda (a) e a direita (b). A
contragao produz dy, s, , representado por uma linha. Figura retirada de [40].

Considerando que a representacao da contracao entre duas matrizes normalizadas
estd ilustrada no diagrama da Figura 28 Podemos calcular o valor esperado de um

operador local (®|O;|®) atuando sobre um sitio arbitrario com indice [, representado
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diagramaticamente na Figura 29| As dimensoes das matrizes que representam o MPS
resultante sao dadas pelo produto das dimensoes das matrizes correspondentes do MPS
original pela dimensdo do MPO. No painel (a), o MPS é decomposto na forma mista,
aproveitando-se as propriedades de ortonormalidade da decomposicao para contrair os
indices fisicos. No painel (b), utilizamos a propriedade 8y, = (b|bi)z ;, para matrizes
normalizadas a esquerda ou a direita. Isso mostra que uma decomposi¢ao conveniente do

estado quantico MPS pode simplificar os calculos de observaveis no sistema.

(a) (b) o,

— 0,

Normalizado a; Normalizado 0‘1
aesquerda adireita

Figura 29 — Representacao diagramatica do valor esperado de um operador local O; na
representacao MPO. Os sitios em cor preta representam o centro de ortogo-
nalidade da decomposicao mista, onde usamos as regras de contracao em (a)
para chegar na representacao simplificada em (b). As listras diferenciam os
lados. Figura adaptada de [40].

3.3 DMRG via MPS

Agora que ja conhecemos o algoritmo utilizado para o célculo de DMRG, se¢ao [3.1
e j& conseguimos descrever estados e operadores via MPS e MPO, segao [3.2] utilizaremos
essas técnicas combinadas para obter um resultado otimizado numericamente. Nesta se¢ao
faremos uma relagao direta com o método de DMRG para sistemas finitos (se¢ao e
com o DMRG para sistemas infinitos (se¢do [3.1.1]). O cddigo utilizado neste trabalho foi
desenvolvido considerando DMRG via MPS [6].

DMRG-MPS para sistemas infinitos

Semelhantemente ao DMRG infinito, secao [3.1, o processo basico consiste em
aumentar iterativamente a cadeia, controlando o espago de Hilbert. A representacao

diagramatica do processo pode ser observada na Figura [30]

O sistema comeca com uma cadeia de dois sitios, onde a fun¢do de onda do estado

fundamental pode ser escrita como
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|®y) = Z poier loi'al)
7ot 3.27
= Z A[llafSU]B[l]%B |0‘140‘1B>7 ( )
oftol

A

U corresponde & matriz representada por MPS, que contém os indices, o1 e o2, relacionados

a todas as configuragoes dos estados dos sitios. Realizando uma decomposi¢do em valores

singulares na matriz ¥, obtemos as matrizes A e B, normalizadas a esquerda e a direita,

respectivamente (os indices nao relacionados aos sitios foram ocultados). O préximo passo

consiste em adicionar um novo sitio nos blocos a e B, onde

|Dy) = Z Aot gosod glile? loftostaBol)

A_A_B_B
01030507

=Y Al gRIed G RIeE plle |5 BBy

A_A_B_B
010203 0;

Apés [ iteracoes a fungao de onda é dada por

) = S Al alet gligllet - pllel (g4 oA Paby .

A gAgB B
o7 UZ Ul <07

Esse processo é repetido até que o sistema atinja o tamanho desejado.

¢oo
o o 0o
o o00 o
oo 06 0 o o \
| | | [NE2 | | |

(3.28)

(3.29)

Figura 30 — Representagao diagramatica do processo de crescimento da cadeia usando o
algoritmo infinito do DMRG. A seta indica a direcao do processo. As matrizes
S (representadas pelo diamante preto) estdao associadas a matriz singular. A
cada passo, dois sitios sao adicionados na cadeia, tal que matriz S é substituida
pela matriz do ansatz (representada pelo diamante branco) para os coeficientes
dos sitios adicionados. Uma nova SVD é realizada sobre o sistema crescido,

levando a uma nova matriz S. Figura adaptada de [40].
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DMRG-MPS para sistemas finitos

O objetivo ¢é varrer todos os sitios do sistema. Essas varreduras compartilham a

mesma fungdo dos sweeps realizados no algoritmo finito do célculo DMRG tradicional (ver
Figura |3.1.2)).

No célculo do estado fundamental de um dado Hamiltoniano H, procuramos o

estado |¥) que minimize F, sendo

(V| H[w)

b=

(3.30)

Para alcancar a energia minima do estado fundamental, realizamos uma busca variacional
no espago de MPS. Definimos o operador H na forma de MPO e o estado | V) na estrutura

de MPS e introduzimos um multiplicador de Lagrange, A\, e buscamos o valor extremo de

(T|H|T) — \ (T T). (3.31)

Podemos visualizar a equagao [3.31] considerando os elementos de matriz associados.

Sendo o estado

ST L L MTRON RN |oy .oy, (3.32)

01...0N

definimos o produto interno (¥|¥) como

(TQo)y=>_ > Z Wi Myt My Wy (3.33)

171
oL bbby b
onde o produto de matrizes associadas as matrizes a esquerda (L) e & direita (R) é definido
utilizando as condi¢oes de normalizacao como \If , =06) ,, eUB, =68, (queforam
T A R N e Y

decompostos na forma da equacgao W que apresentam a propriedade 5bl,b; = (b|b)) 4 )

sendo A e B as subdivisdes do sistema. Com isso, podemos escrever de forma simplificada

(W[0) =3 3 3 M MY (3.34)

o1 bi_1b b’i b/

Assim, temos que a equagao pode ser escrita como

b1, , , * *
Z Z Z Lall 11 l ' I;‘ll ?leRbl l lzllbz ;7 )\Z Z Z ;l lvbl l 1’b2 (335)

1—1°%
crl’ b’_ b’ aj—1a; o1 bi_1b; bz 1b;

Tomando o extremo da equagao acima em relagao a Mg: " p,» Obtemos
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b 17 ag1,0 b, g a'
SN Y Las L0 hﬂgmlelﬂfl —A §: Vi My Wy =0, (3.36)

7
o] b b a-1a -1

sendo as matrizes W a representacao do Hamiltoniano H em MPO, e L e R as contragoes
resultantes da aplicacdo do MPO nos MPSs nos sitios a esquerda e a direita do sitio [.
Essa equagdo pode ser observada na representacao diagramadtica, Figura 31} Organizando
um vetor ¥ com os termos associados a matriz M, reescrevemos a equagao como
uma relacdo de autovetor, Hv — Av = 0. Assim, essa equacao pode ser resolvida por
métodos iterativos para o calculo do estado fundamental, como o método de Lanczos, por

exemplo [29].

18— =0

L M R

Figura 31 — Representacao diagramatica do problema do autovalor para otimizagao da
matriz MJ' , (circulada no diagrama) no processo de rastreamento do estado
de menor energia. Os indices L e R sao utilizados para identificar os sitios
normalizados a esquerda e a direita. Figura adaptada de [40].

Essas varreduras compartilham a mesma funcao dos sweeps realizados no algoritmo
finito do calculo DMRG tradicional. No entanto, a truncagem realizada no algoritmo finito
do calculo DMRG-MPS é um método que auxilia os calculos computacionais, onde os
autoestados da matriz densidade sao representados na dimensao maxima das matrizes
singulares utilizadas na decomposicao em MPS. Em outras palavras, a truncagem ¢é baseada
na predefinicao de um valor maximo 7, para as matrizes singulares, de modo que os
Tmax Maiores valores singulares sejam mantidos. O algoritmo DMRG-MPS varre todos os
sitios da cadeia, atualizando |¥) a cada iteracdo para se aproximar do estado de energia
mais baixa. Durante as iteragoes, selecionamos as formas candnicas de |¥) para reduzir o

ntmero de variaveis do problema e maximizar o uso de contragoes.

3.4 t-DMRG

O método conhecido como t-DMRG desempenha um papel importante na descrigao

da evolucao temporal em sistemas quanticos. Enquanto o DMRG convencional lida com
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casos estaticos, o t-DMRG aborda o aspecto dinamico da fisica quantica. A ideia central
do t-DMRG ¢é resolver a equacao de Schrodinger dependente do tempo, cujas solucoes sao

representadas por

[B(t)) = e |W(t =0)), (3.37)

sendo o operador de evolu¢do para h = 1 e |¥(t = 0)) um estado fundamental obtido
via DMRG. Para lidar com a evolucao temporal no calculo DMRG, é necessério utilizar
o método Time-evolving Block Decimation (TEBD). Este método é empregado para
identificar e atualizar dinamicamente a regiao relevante, sendo convenientemente pequena
em comparacao ao espaco de Hilbert. O TEBD é uma abordagem formulada na linguagem
de produtos de matrizes MPS que dinamicamente atualiza um estado variavel no tempo,

permitindo que o sistema evolua conforme o Hamiltoniano.

Ao incorporar o TEBD ao DMRG, é possivel adaptar eficientemente o espaco
de Hilbert ao longo do tempo, mantendo a precisao dos calculos e evitando a explosao
combinatoria associada a sistemas quanticos de muitos corpos. A integracao do TEBD
no DMRG permite uma abordagem adaptativa para acompanhar a evolucao temporal,
selecionando dinamicamente, como dito acima, os estados mais relevantes. O método
TEBD utiliza a decomposigao de Suzuki-Trotter (S-T) do operador evolu¢ao temporal,
uma técnica para aproximar a evolucao temporal de sistemas quanticos de forma eficiente,

decompondo o operador global em uma sequéncia de operadores locais mais simples [46].

Essa decomposi¢ao ¢ baseada no teorema de Trotter, o qual estabelece que a
evolucao temporal de um sistema quantico descrito por um hamiltoniano H pode ser
aproximada evoluindo o estado fundamental desse sistema por sucessivas aplicagoes de

evolugao:

(T()) = (e emiH3tY 1§ (0)) (3.38)

onde 0t ¢ um pequeno intervalo de tempo. Nessa expressao, o operador H é decomposto
em suboperadores Hy, Hs, ..., H;, que descrevem a interacao no sitio ¢ e em seus primeiros
vizinhos i 4+ 1, considerando uma cadeia de tamanho L. Em geral, os suboperadores do
hamiltoniano ndo comutam, ou seja, [H;, H;11] # 0. Isso implica que a ordem de aplicacao

pode alterar o resultado da evolucdo temporal, onde e "% £ p=iH1dtp—il2dt — o—iHL 10t

Para lidar com a falta de comutatividade, mencionada acima, a decomposicao de
Trotter alterna a aplicacao dos suboperadores, dividindo o sistema como H = H4 + Hp,
onde Hy e Hp agregam a soma dos suboperadores com indices impares ¢ e pares j,

respectivamente
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A B

i impar Jj par
Uma vez que nao ha conexao entre os termos de H,, é possivel verificar a relacao
[H% Hygiy1y| = 0, de forma analoga para Hp, onde [Hy;—1, Hy;41] = 0. Portanto, o operador

de evolucdo para indices impares pode ser expandido na forma e 7% = g=iH10tg—iHz3t

.y

similarmente para Hp.

A expansao de S-T pode ser escrita como
e—i(HA-i-HB)(St _ e—iHA5t€—iHB§t + O((StQ) (340)

Para controlar o erro de Trotter e minimizar suas consequéncias na simulacao, ¢ importante
escolher um intervalo de tempo 0t adequado e um ntmero suficiente de suboperadores na

decomposic¢ao.
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4 Resultados

Este capitulo esta estruturado em duas partes principais. A primeira parte é
dedicada as reprodugoes de resultados realizadas com base no modelo tratado na tese de
doutorado de Isaac Martins Carvalho, detalhado na segao [2.5] Essa se¢do se concentra em
replicar os resultados apresentados originalmente no artigo [7], proporcionando uma base
sélida para as andlises subsequentes. A segunda parte do capitulo expande esses resultados,
introduzindo novas andlises e interpretacoes fundamentadas nos dados ja publicados. Essa
expansao permite uma compreensao mais abrangente do caso inicial, dando continuidade
ao estudo de formagao de ordenamentos de spin (SDW) e de carga (CDW) em cadeias

unidimensionais.

O codigo utilizado para o desenvolvimento dos resultados apresentados a seguir
foi implementado por Isaac Martins Carvalho e esta disponivel na plataforma GitHub [3].
A execucao do cédigo pela autora desta dissertagao gerou os resultados apresentados a

seguir.

4.1 Reproducao de resultados

Modelo

Neste trabalho, temos como objetivo alcancar a formacao dos ordenamentos CDW
e SDW no contexto do modelo de Hubbard estendido em uma cadeia unidimensional
submetida a quenches interagentes. Para descrever o sistema, utilizamos o Hamiltoniano

dependente do tempo (definido na equagao para o caso estatico)

L-1 L L-1
H(t) = =T Y (clyeivro + He) + U Y niniy, +V({E) Y ninip, (4.1)
i J

1,0

em que J é a amplitude de hopping entre primeiros vizinhos, e U(t) e V() s@o as interagoes

no sitio e entre primeiros vizinhos, respectivamente, que sao dependentes do tempo. Com
(1)

uma cadeia de tamanho L, temos que os operadores ¢;,, aniquilam (criam) um férmion
com spin o =T, | no sitio ¢. Para analisar a densidade de carga para um valor de spin o,
utilizamos o operador nimero n;, = cgpciﬁg, n; = n;+ + n; da densidade total de carga
no sitio 7.

Considerando o Hamiltoniano, temos como objetivo estudar a evolugdo no tempo

do sistema durante um quench de tempo finito nas interagoes. Ou seja, queremos analisar
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o comportamento das particulas na cadeia ao partir de um estado inicial preparado com
interacoes desligadas (Vo =0 e Uy = 0), e ligar somente uma das interagoes, aumentando
seu valor linearmente no tempo até um valor final, Uy ou V;. Dessa forma, como antecipado

no Capitulo 2, as interacoes dependentes do tempo podem ser descritas como

t
V(t)=V,+ sgn(Vy —V,)— (4.2)

A%

¢ t
U(t) =U, + sgn(Uy — UO)T—, (4.3)

U

definidas conforme o tempo fisico ¢ € [0,tf] e a taxa inversa das alteragoes nas interacoes,
7y e Tv. Como apenas uma interagao é ligada, ao final do quench teremos as seguintes
relagoes: tf = |V — Vy|1y e Up = Uy = 0 para o ordenamento CDW e ty = |Uy — Up|1y €
Vi = Vo = 0 para o ordenamento SDW.

A interagao sera aumentada linearmente no tempo, de forma que o estado final
do Hamiltoniano corresponda a estados com ordenamentos SDW ou CDW. O diagrama
de fase de equilibrio do modelo é apresentado na Figura [32], que inclui as fases isolantes
CDW, SDW e Bond-Order Wave (BOW) [47]. Como estamos considerando casos em que
as interagoes serdo ativadas individualmente, podemos omitir a fase BOW nesta explicacao.
As fases CDW e SDW resultam da competicao entre as interagoes elétron-elétron no sitio
(descrita por U) e entre primeiros vizinhos (descrita por V). A fase CDW apresenta um
gap nas excitagoes de carga e spin, surgindo em casos de forte repulsao entre as interagoes
nos sitios vizinhos (V' > 0), em que as cargas tendem a se afastar e a dupla ocupagao é
favorecida (V > U). No caso do ordenamento SDW, o gap esté presente nas excitagoes
de spin, indicando uma forte repulsdo entre as intera¢oes nos sitios (U > 0), ou seja, o
sistema tende a evitar duplas ocupagoes (V < U), resultando em uma periodicidade na
densidade de spin. A configuragdo para dois sitios vizinhos em ambos ordenamentos é

ilustrada na Figura |32 esta configuracao se repete ao longo da cadeia.

O sistema esta configurado em condigoes de contorno abertas, com o nimero de
particulas fixado em semi-preenchimento e a magnetizagao total conservada ao longo
do eixo z. Nosso foco de andlise sdo cadeias de tamanho L = 17, devido ao alto custo
computacional das simulagoes de nao-equilibrio, que aumenta significativamente com o
tamanho da cadeia; no entanto, os resultados principais foram confirmados para sistemas
de tamanhos maiores [7]. A evolugao no tempo foi conduzida conforme descrito na segéo
utilizando célculos de t-DMRG no formalismo MPS, implementados com a biblioteca
ITensor [41] na linguagem C++ [8]. Para obter os resultados de equilibrio do estado
fundamental, foram realizadas aproximadamente 10 varreduras (sweeps) durante os célculos
de DMRG, considerando o custo computacional do sistema. A dimensao de ligacdo maxima

foi ajustada para cerca de 1500, com descarte de valores singulares menores que 1072,
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U/J

Figura 32 — Diagrama de fase do modelo unidimensional de Hubbard estendido em semi-
preenchimento. Sao apresentadas as configuragoes para dois sitios vizinhos
para os tipos de ordenamento encontrados nas fases CDW e SDW. O sistema
tem um ponto critico em U = V e outro U = 2V indicado pelo circulo preto.
Figura adaptada de [47].

considerando um passo de A; = 0.02 para as evoluc¢bes temporais, devido & natureza da
cadeia unidimensional com interagoes locais. Ao longo deste estudo, a energia foi medida

em unidades de J, o que implica que o tempo foi avaliado em unidades de 1/.J.

Ligando U ou V no quench

Conforme ilustrado na Figura [32] o modelo de Hubbard estendido apresenta um
estado CDW para U < 2V e um estado SDW para U > 2V.

Os perfis das distribuigoes de carga e spin ao final do quench (t = t;) em diregao
aos ordenamentos CDW e SDW podem ser visualizados na Figura [33] Adicionalmente,
os perfis das distribuicoes locais de spin e carga correspondentes ao estado fundamental
de H(t = 0) e H(t = ty) foram adicionados nas extremidades superior e inferior desses

painéis para uma comparacao direta.

Nos graficos da Figura [33] os painéis superiores (a) e (b) mostram os perfis de
densidade de carga e magnetizacao quando a interagao entre primeiros vizinhos alcanca
seu valor final V; = 3, indicando a transi¢ao para o ordenamento CDW. Similarmente,

para o caso SDW, apresentado nos painéis (c) e (d), onde o valor final da intera¢ao no
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Figura 33 — Para o estado final do quench, a magnetizacao local e a densidade de carga
como fungoes do sitio ¢ da cadeia sdo mostradas nos painéis (a) e (b) para o
caso do ordenamento CDW e nos painéis (c) e (d) para o ordenamento SDW.
As quantidades locais foram avaliadas para diferentes taxas inversas (7 e
Tv ), incluindo os resultados de equilibrio correspondentes ao estado inicial,
Ueg =Up=0e V=V, =0, eaoestado final, U,y = Uy e V; = V5.

sitio ¢ Uy = 6. Podemos observar trés regimes distintos associados ao tempo do quench:
instantdneo, intermedidrio e adiabatico. No regime instantdneo (7, = 0.01 e 77 = 0.01), a
perturbagao ocorre em um tempo muito curto em comparagdo com as outras escalas de
tempo, resultando em um “congelamento” do sistema em seu estado inicial, correspondente
ao estado fundamental de H(t = 0). No extremo oposto (1 = 5.0 e 7y = 2.5), a evolugao
é tao lenta que o perfil de densidade de carga e spin corresponde ao estado de equilibrio
de H(t =ty).

Entre os dois regimes extremos, temos o regime intermediario. Neste caso, para
formacao do estado CDW a densidade de carga ¢ alterada das bordas para o centro
da cadeia (Figura [33|(b)). Em 7 = 2.0, as bordas do sistema apresentam caracteristicas
semelhantes ao ordenamento CDW encontrado no caso adiabatico, enquanto o centro
ainda mantém caracteristicas do estado inicial. Esse processo é marcado por uma alta
variacao na densidade local de carga e uma variacdo menor na magnetizacao, resultando

no ordenamento CDW caracterizado por uma periodicidade de dupla ocupagao e um sitio
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vazio. No caso da evolugao para o ordenamento SDW (Figura (C) e (d)), ndo observamos
alteracgoes significativas na densidade local de carga, todos os sitios da cadeia sdo ocupados
por um elétron por sitio ao longo de toda a evolugao, apenas na magnetizagao local do
sistema, que evolui para o perfil caracteristico da fase SDW, em que o spin apresenta sinais

alternados entre vizinhos.

Parametros de ordem e entropia de emaranhamento

Para caracterizar esses estados, podemos utilizar uma grandeza fisica que descreve

a presenca de ordem e simetria em um sistema fisico, definida pelos parametros de ordem

meow = 7 S (=1 () — 1) (1.4

ou

mspw = Z Z(—l)Z <Sf> y (45)

sendo (n;) e (s7) o valor esperado da densidade local de carga e de spin no sitio ¢ da cadeia;

podemos analisar esses valores para diferentes tempos caracteristicos 7y e 7y .

Como vimos, formacao dos ordenamentos CDW e SDW envolve principalmente o
rearranjo de cargas e spins, respectivamente. Podemos utilizar os parametros de ordem
dados pelas equagoes [£.4] e [4.5 para analisar a evolugdo no tempo da dindmica de nao-
equilibrio, considerando o comportamento da soma dos observaveis locais ao longo da
cadeia diante da perturbacao. Os valores dos pardmetros de ordem em fungao das interagoes
V(t) ou U(t) para taxas inversas 7y ou 7y sdo mostrados na Figura [34] (a) e (b). A linha
verde tracejada em cada grafico representa o parametro de ordem do estado fundamental
correspondente ao Hamiltoniano de equilibrio em cada tempo ¢, ou seja, o Hamiltoniano
da Equacdo 4.1 com V (t) = V., (para o caso do ordenamento CDW) e U(t) = U,, (para o
ordenamento SDW).

Na Figura [34(a) e (b), observamos o desenvolvimento de [mcpw| e |mspw| em
fungao de V(t), variando de Vj = 0 até V; = 3 e em funcao de U(t), variando de Uy = 0 até
Us = 6, respectivamente. Podemos observar que mepw e mspw calculados para 7y = 12.0
e 7y = 5.0 se aproximam do estado fundamental de equilibrio (curva verde tracejada),
indicando que, para valores de 7y > 12.0 e 7y > 5.0, o sistema alcanca o regime adiabatico
para ambos os casos. Nota-se que a taxa inversa 7 para mgpy atingir o regime adiabatico
é menor em comparac¢ao com mgpw |7]. Em contraste, para 7 = 0.01 e 7y = 0.01, o

quench é repentino e os estados nao evoluem.

Ao analisar os pardmetros de ordem para quenches que correspondem a um regime
intermedidrio, observamos que eles aumentam para ambos os casos, porém nao alcancam

os valores do estado fundamental, indicando que o estado evoluido inclui estados excitados.
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Figura 34 — Parametros de ordem (a) CDW e (b) SDW e entropia de emaranhamento nos
painéis (c) e (d) em funcao das interagoes V (t) ou U(t), dependendo de se o
quench é em direcao ao ordenamento CDW ou SDW, respectivamente.

Conforme a taxa inversa do quench aumenta, o sistema se aproxima mais do estado de
equilibrio.

A entropia de emaranhamento foi calculada e estd presente nos gréficos (c) e
(d) da Figura fornecendo informacoes sobre a quantidade de correlacdo quantica
presente no sistema e como essa correlacao evolui ao longo do tempo durante um quench
quantico. A entropia de emaranhamento é definida como FE = — 3, A\;log, \;, onde )\;
sao os autovalores da matriz de densidade reduzida pa/p = Trg/a(|V) (¥]) associada
ao sistema. Ela é calculada a partir desses autovalores, obtidos ao dividir o sistema em
duas regioes (A e B); no nosso trabalho consideramos que cada regiao tem comprimento
aproximadamente L/2. O comportamento qualitativo da entropia de emaranhamento nao

varia significativamente para subsistemas de diferentes tamanhos [7].
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Podemos utilizar o calculo da entropia de emaranhamento para obter insights sobre a
evolucgao das correlagdoes quanticas e como o sistema atinge o regime adiabatico. A evolucao
da entropia de emaranhamento ao longo dos quenches é mostrada nas Figuras [34] (c) e (d).
Comparando as curvas do sistema com o estado fundamental de equilibrio, representado
pela linha verde tracejada, observamos que para os menores valores de tempo de quench
(v = 0.01 e 7y = 0.01), no regime instantdneo, a entropia nao evolui a partir dos valores

iniciais correspondentes a Uy = 0 ou Vy = 0.

Considerando a formacao do ordenamento CDW, ha um aumento da entropia de
emaranhamento em relagao ao estado inicial para 7y = 0.33, 7 = 2.0, 7y =3.5e 7y = 5.0
(linhas ciano, vermelha, laranja e rosa, Figura [34|c)). Para 7 = 0.33, o aumento ocorre
monotonicamente durante o quench. Para 7, = 2.0, o parametro de ordem cresce até um
valor méximo, enquanto a EE oscila em torno de ~ 1.75, indicando que o ordenamento
CDW ainda nao foi completamente alcancado pelo sistema. Os comportamentos para
Tv = 3.5 e Ty = 5.0 sdo semelhantes: o aumento da entropia é suprimido a medida que
o tempo de quench se aproxima do regime adiabatico. Isso sugere que, a medida que o
sistema evolui temporalmente em direcao a formagao da fase CDW, ha um aumento na
entropia de emaranhamento, indicativo de uma maior exploragao de estados quanticos
excitados durante esse processo de transicao. Em contraste, nao é observado um aumento
significativo na entropia de emaranhamento além do seu valor inicial para a formagao do
ordenamento SDW, conforme mostrado na Figura (d) Além disso, é possivel observar
que, para o caso intermediario, o sistema apresenta oscilagoes a medida que as interacoes
aumentam. Essas oscilagoes tendem a ter menor amplitude e maior frequéncia conforme
o sistema se aproxima do regime adiabatico. Este conjunto de analises proporciona uma
compreensao detalhada de como a entropia de emaranhamento evolui durante quenches
no modelo estudado, fornecendo insights valiosos sobre a dinamica de nao-equilibrio e a

transicao para estados ordenados.

No artigo de Isaac Martins Carvalho [7], sdo apresentados mais detalhes sobre
os resultados discutidos nesta reproducao, incluindo: a fun¢do de desvio em relagao ao
estado fundamental de equilibrio, que compara as variagoes entre os resultados comparados
para os ordenamentos CDW e SDW; cenarios em que as interacoes U e V sao “ligadas”
simultaneamente; a dependéncia dos resultados com o tamanho do sistema. Esses outros

trabalhos confirmam as conclusoes discutidas nesta Dissertacao.

Para esta reproducao, utilizou-se um niimero reduzido de sweeps para otimizar o
tempo de execugao dos calculos devido a complexidade do sistema. Foram realizados testes
com diferentes ntimeros de sweeps para identificar se os fené6menos observados seriam
afetados por sua diminuicdo. O comportamento do sistema manteve-se equivalente para
calculos com 10, 20, 30 e 40 sweeps, comparando o parametro de ordem e a entropia de

emaranhamento.
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A reproducao descrita nesta secao foi extremamente ttil para consolidar o entendi-
mento do cdédigo disponibilizado e para verificar se a compreensao das implementagoes
estava alinhada com as informacoes encontradas na literatura. Foi um processo de apren-
dizagem bem sucedido, pois identificamos comportamentos semelhantes aos descritos no
artigo, o que possibilitou dar continuidade ao trabalho com base no conhecimento inicial

adquirido.

4.2 Resultados preliminares do presente trabalho

Cadeias de tamanho par (L=18)

Primeiramente, ao finalizar as reprodugoes apresentadas na se¢ao anterior, decidimos
analisar a formacao dos ordenamentos de carga e spin, utilizando o mesmo método, a fim
de conferir a dependéncia dos resultados com o nimero de sitios/particulas da cadeia. Para
isso, fizemos calculos semelhantes aos anteriormente apresentados, mas agora para L=18,
analisando os perfis de densidade de carga e de magnetizagdo, assim como os parametros

de ordem do sistema.

Ao analisar os valores esperados, obtivemos os gréficos apresentados na Figura [35]
Para o caso do ordenamento CDW, mostrado nas Figuras 35| (a) e (b), observamos que
a variacao da carga ocorre de maneira semelhante ao caso de cadeias impares, com o
ordenamento iniciando pelas bordas. No entanto, para 7, = 12.0, o sistema nao alcangou
completamente o estado CDW, ao contrario do que ocorre na Figura|l7, onde o ordenamento
ja estd caracterizado; acreditamos que essa diferenca seja um efeito do tamanho finito
do sistema e diminua se aumentamos L. No caso atual de L par, a variacao do spin em
relacao ao estado inicial é imperceptivel. Por outro lado, considerando o quench em direcao
ao estado SDW (Figura [35] (¢) e (d)), observamos que a densidade de carga é de uma

particula por sitio, e a magnetizacao local é nula para todos os valores de 7 considerados.

A biblioteca utilizada, ITensor, conserva a quantidade de spin S, durante o célculo
do DMRG para aumentar a eficiéncia computacional e a precisao dos calculos, aproveitando
a simetria fisica dos sistemas onde S, é uma quantidade conservada. Ao restringir os
calculos aos estados com um valor fixo de S,, o ITensor reduz significativamente o espago de
Hilbert efetivo, simplificando assim os calculos e diminuindo a necessidade de meméria [41].
Para L par e semipreenchimento, a magnetizacao do sistema é nula e, para cada sitio, as
duas projecoes de spin sao degeneradas. Isso justifica o valor da magnetizagao local nula
para todos os valores de 7 considerando o quench em dire¢ao ao estado SDW (Figura
(a)) e CDW (Figura 35| (c)), no caso de L par, em contraste com o observado para L
impar. Assim, para caracterizar o ordenamento SDW para L par devemos olhar para

outras quantidades, como a correlagao entre spin em diferentes sitios, que incluimos nas
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etapas futuras do presente trabalho.
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Figura 35 — Para o estado final do quench, a magnetizacao local e a densidade de carga
como fungoes do sitio ¢ da cadeia sdo mostradas nos painéis (a) e (b) para o
caso do ordenamento CDW e nos painéis (c) e (d) para o ordenamento SDW.
As quantidades locais foram avaliadas para diferentes taxas inversas (7y e
Tv ), incluindo os resultados de equilibrio correspondentes ao estado inicial,

Ueg =Up =0e Ve =Vy =0, e ao estado final, Uy = Uy € Veq = V.

Poés-quench

A partir dos resultados obtidos no artigo Formation of spin and charge ordering in
the extended Hubbard model during a finite-time quantum quench (de onde reproduzimos
os resultados da segdo anterior) [7] para L = 17, realizamos uma andlise do sistema
pos-quench. A evolucao pos-quench é crucial para compreender como o sistema quantico se
comporta ao longo do tempo, nos trés regimes observados durante o quench. Essa analise
nos permite explorar se o sistema ainda evoluira para o estado de equilibrio nos casos dos

quenches abrupto e intermediario

Para a evolugdo do sistema apds o quench, utilizamos essencialmente o mesmo
c6digo empregado durante o quench. As interagoes V e U sdo mantidas constantes ao

longo do pos-quench, assumindo os valores finais do quench: V; = 3 ou Uy = 6, permitindo
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que o sistema evolua livremente no tempo t. Analisamos o comportamento dos parametros
de ordem descritos pelas equagoes [£.4] e em funcao do tempo de evolugao t. No
grafico da entropia de emaranhamento e dos parametros mepw e mgpw durante o quench,
apresentado na Figura [34] essas grandezas variam conforme as interacoes V (¢) e U(t). J&

nesta secao, ambas as grandezas serao analisadas em funcao do tempo ¢.

Na Tabela estao listados os valores de ¢ associados ao término do quench para
cada taxa inversa 7y e 7y, calculados a partir das equagoes e [4.3] Esses valores sdo
importantes para definir o final do quench nos graficos em funcao do tempo, que incluem
tanto a evolugao durante o quench quanto a evolucao pés-quench, dado que, para diferentes

taxas 7, e 7y de variacao das interagoes, os tempos finais dos quenches sao diferentes.

Ty | Tempo total do quench (ty) 07_81 Tempo total()%% quench ()
0.01 0.03 0'1 6.6
20 0 0.5 3
3.5 10.5 0 G
5.0 15 50 i
12.0 36 2'5 i5
20.0 60 5:0 30

Tabela 1 — Relagao entre a taxa inversa de quench 1y e 77 e o tempo total ¢y do quench
para os casos em que Vy = 3 e Uy = 6, respectivamente.. Informacoes retiradas

das equagoes [4.4] e [4.5]

Na Figura [36 observamos o moédulo dos parametros de ordem e a entropia de
emaranhamento em fungao do tempo. Os graficos apresentam valores associados a evolugao
durante o quench e a evolucao temporal livre apés o quench. O fim do quench e o inicio
da evolucao livre sdo indicados por um tridngulo com a cor correspondente de cada
curva. A linha verde clara tracejada representa o valor do pardmetro de ordem no estado
fundamental para V; = 3 (caso CDW) e Uy = 6 (caso SDW), que chamaremos de G'S}.
Quando uma curva termina abruptamente, significa que o sistema foi evoluido por um

tempo ¢ menor do que a escala mostrada no eixo x do grafico.

Primeiramente, vamos analisar os graficos dos parametros de ordem mecpw € mspw
na Figura 36]a) e (b). Para o regime adiabético (1 = 12.0 e 7y = 5.0), a evolucdo apds o
quench é parcialmente indicada nos graficos, mantendo-se estavel para valores de ¢ > 40, o
que caracteriza o estado adiabatico, como esperado. Nesse regime, tanto os parametros de
ordem quanto a entropia de emaranhamento variam mais lentamente no tempo do que
nos outros regimes, até atingir os valores correspondentes ao G'Sy. Podemos comparar isso
com o caso de 7y = 5.0, onde o parametro de ordem e a entropia nao atingem os valores
do estado fundamental, mas oscilam proximo a ele. Também podemos considerar o caso
de 7y = 2.5, onde o sistema chega bem proximo ao estado fundamental, mais rapidamente

do que para 7y = 5.0, mas permanece oscilando e nao estabiliza. Para quantificar essa



Capitulo 4. Resultados

68

CDW - L=17
Ty =0.01 Tv=5.0
Ty=0.33 === Ty=12.0
Ty =2.0 —&— after-quench
Tv=3.5

3.5

SDW - L=17
Ty=0.01 y=2.5
w=0.1 —== Ty=5.0

y=0.5 —&— after-quench
w=1.0

0.10 4

0.02 4

4.5

3.5 7

2.5

1.5+

0.5

Figura 36 — Parametros de ordem (a) CDW e (b) SDW, e entropia de emaranhamento nos
painéis (c) e (d), em funcdo do tempo ¢ de evolugao durante e pés-quench, para
os quenches em direcao ao ordenamento CDW ou SDW. Os tridngulos estao
associados a0 momento em que o quench termina (¢;). Uma linha horizontal
pontilhada indica o valor correspondente ao estado fundamental para Vy = 3

(caso CDW) e Uy = 6 (caso SDW).
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proximidade do sistema ao G'Sf, podemos olhar para a evolucao temporal da fidelidade

entre o estado evoluido e o 'S¢, o que fica como perspectiva de trabalho futuro.

No outro extremo (ry = 0.01 e 77 = 0.01), temos o regime instantdneo, onde
durante o quench o sistema nao demonstra alteragoes significativas em relacao ao estado
inicial devido & perturbagao repentina. No caso do gréfico (a), o parAmetro de ordem
evolui sem mudangas significativas. J& no grafico (b), ap6s um tempo suficiente, observa-se
um pico com mgpw = 0.05 seguido de um decaimento que estabiliza em mgpy =~ 0.01.
Em ambos os casos, a entropia aumenta com o tempo, indicando que, se for dado tempo
suficiente apds o quench abrupto, o sistema comecard a responder a mudanca na interacao,

evoluindo em dire¢do a um novo estado excitado.

Para as curvas amarelas e vermelhas (1 = 2.0 e 7y = 0.5, 7y = 3.5 e 7y = 1.0),
temos um caso intermediario em que o sistema evolui em dire¢ao ao estado fundamental,
mas nao o alcanca efetivamente. Durante o quench o parametro de ordem aumenta até
alcancar um valor maximo, no pés-quench, e inicia oscilagdoes de pequena amplitude nas
proximidades desse valor maximo. Durante o tempo analisado, o sistema nao converge

para o estado fundamental.

No caso das curvas ciano, o sistema esta longe do estado fundamental e nao
demonstra tendéncia para alcanca-lo. Para 7, = 0.33, a entropia cresce e aparentemente
satura na regiao de FE =~ 4.5, onde as oscilagdes no parametro de ordem nao sao tao
significativas. No caso de 7y = 0.1, o sistema apresenta oscila¢ées tanto no parametro de

ordem quanto na entropia.

As oscilagoes presentes na Figura [36] sio observadas em todas as curvas do regime
intermediario, variando em escalas diferentes. Por isso, ¢ importante tentar compreender a
origem desse comportamento. Uma das hipoteses esta associada ao tamanho do sistema, ou
seja, as oscilagdes podem ser reflexo de efeitos de borda. Para investigar essa possibilidade,
realizamos simulac¢oes com cadeias maiores, além de L = 17, utilizando L =21 e L = 25
sitios. Analisamos inicialmente casos em que a evolugao é em direcao ao ordenamento

SDW, para ilustrar as diferencas observadas com o aumento do tamanho da cadeia.

Podemos olhar inicialmente para o caso da evolucao durante o quench, onde os
pardmetros de ordem e a entropia sdo analisados em func¢ao das interagoes V' (t) e U(t).
Na Figura [37], temos trés graficos na mesma escala para comparar os comportamentos
para cada tamanho de cadeia. A comparacdo é feita para quatro valores da taxa em que
a interagao é variada: 7 = (.01 no regime instantaneo, e 7 = 0.1, 7 = 0.5 e 7 = 1.0 no
regime intermediario; o caso adiabatico nao foi incluido pois temos interesse em olhar para
os casos em que hé oscilacdes nos pardmetros analisados. E possivel observar que, com o
aumento do tamanho da cadeia, a amplitude de oscilacdo do pardmetro de ordem e da
entropia de emaranhamento para 7 = 1.0 diminuiu ou houve um deslocamento das curvas

para maiores valores de U. O comportamento geral se manteve conforme comentado na
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Figura 37 — Parametro de ordem SDW (painéis superiores) e entropia de emaranhamento
(painéis inferiores) em fungao da interagao U (t), Os graficos sdo para diferentes
tamanhos de cadeia: L = 17, L = 21 e L = 25 sitios.

secao (4.1} exceto para a entropia de emaranhamento da curva 7y = 0.5, que apresentou

um aumento além do valor em ¢t = 0 nos graficos para L = 21 e L = 25.

Para compararmos o comportamento do sistema pds-quench mediante o aumento
da dimensao da cadeia, incluimos os graficos para diferentes L lado-a-lado, utilizando as
mesmas escalas, Figura |38, com menos valores de 7y e em um tempo de evolucao menor
do que o apresentado no caso de L = 17. Para alguns valores de 7y , o sistema evoluiu por
tempos menores que t = 20; por isso, as curvas correspondentes acabam abruptamente nos
graficos. O tamanho da cadeia aumenta do grafico a esquerda para o grafico a direita. De
acordo com os graficos apresentados, o comportamento do sistema ao longo do tempo é
qualitativamente o mesmo para os diferentes tamanhos de cadeia, exceto pelo ja observado
na figura anterior para o caso de 7y = 0.5, em que o emaranhamento cresce além do
valor inicial. Quantitativamente,de forma esperada, notamos que os pardmetros de ordem
diminuem um pouco e ha um pequeno deslocamento das curvas para maiores valores de ¢

a medida que L aumenta.

Isso pode ficar mais evidente ao comparar em um mesmo grafico os diferentes

tamanhos para um valor de 7/ fixo, como mostrado na Figura [39] onde a linha vertical
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Figura 38 — Parametros de ordem SDW (painéis superiores) e entropia de emaranhamento
(painéis inferiores) em fungao do tempo ¢ de evolucao durante e pés-quench.
Os tridngulos estao associados ao momento em que o quench termina (ty).
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Figura 39 — Parametro de ordem SDW (painéis superiores), e entropia de emaranhamento
(painéis inferiores), em funcao do tempo t de evolugao durante e pés-quench,
As linhas verticais pontilhadas estao associados ao momento em que o quench
termina (¢s).
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indica o fim do quench de tempo finito. No caso do quench abrupto, o comportamento é
bastante semelhante: o mgpy diminui com o aumento do tamanho da cadeia, enquanto
a entropia de emaranhamento aumenta. Observamos um comportamento similar para
7y = 0.1, além de verificar que as oscilacoes se deslocam para a direita, indicando que
ha possivelmente um amortecimento delas em cadeias de tamanhos maiores. No caso de
L = 25, o comportamento de mgpy para 7y = 0.1 aparenta tender ao comportamento
observado no caso instantaneo, com um pico inicial seguido por uma oscilacao em torno de
um valor. Para 7y = 0.5, o parametro de ordem mgpy apresenta oscilagoes cuja amplitude
diminui com o tamanho do sistema. A entropia aparenta oscilar em torno de um valor que

aumenta com o tamanho da cadeia.

A andlise apresentada para os diferentes tamanhos de sistema é preliminar e sera
aprofundada no futuro. Também buscamos outras possiveis explicagoes para as oscilagoes
observadas nos parametros de ordem e emaranhamento, além de efeitos de tamanho finito

do sistema.
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5 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, para investigarmos a formacao dos ordenamentos de carga (CDW)
e de spin (SDW) a partir de um estado inicial nao interagente. Implementamos o modelo
do Hubbard estendido unidimensional, que inclui o termo de hopping para a mobilidade
eletronica e as interagoes entre férmions nos mesmos sitios (U) e entre sitios adjacentes (V).
Para alcancar os ordenamentos desejados, aplicamos um protocolo de quench, partindo de
um sistema inicial ndo interagente e evoluindo-o sob a acao do Hamiltoniano interagente,
aumentando gradualmente o valor de uma das interagoes durante um tempo finito. Para o
estudo, utilizamos a extensao temporal do método Density Matrixz Renormalization Group
(t-DMRG), reproduzimos eficientemente o comportamento durante o quench da densidade
de carga e spin, dos parametros de ordem CDW e SDW, e da entropia de emaranhamento
ao longo dos sitios da cadeia, ja observado anteriormente em trabalho do nosso grupo de
pesquisa [7]. Essa reprodugao foi essencial para compreender a estrutura do codigo e analisar
os comportamentos de nao equilibrio no pos-quench, objetivo principal deste trabalho.
Obtivemos resultados preliminares para a evolucao pés-quench do sistema, investigando as
quantidades mencionadas para compreender a dinamica subsequente a perturbacgao inicial.
Esses resultados permitiram explorar a resposta do sistema a perturbacgao e avangar na
compreensao da formagao de estados ordenados, contribuindo para o entendimento de

fendmenos emergentes em sistemas quanticos fortemente correlacionados.

O codigo utilizado foi desenvolvido pelo aluno Isaac Martins Carvalho, membro
do nosso grupo de pesquisa. Foi implementado em C++ devido a complexidade do
problema abordado e a necessidade de uma implementacao mais robusta. O codigo
estd disponivel em [§], onde também pode ser encontrada uma breve descri¢ao da sua
arquitetura. A compreensao desse c6digo, que possui mais de 2500 linhas, foi fundamental
para o amadurecimento da metodologia estudada, bem como para o avancgo e continuidade

do trabalho proposto.

Na reproducao dos resultados durante o quench, investigamos a formacgao dos
ordenamentos CDW e SDW enquanto uma das interagdes (U ou V') linearmente no tempo.
Observamos trés diferentes regimes: instantaneo, intermediario e adiabatico, dependendo
da taxa inversa 7 e m que as interagoes sao ligadas, no regime instantaneo. Para pequenos
valores de 7, o sistema nao altera seu comportamento durante a evolugao. No regime
adiabatico (tipo de regime relaciona-se com 7, = 12.0 e 7 = 5.0), o sistema segue o
comportamento previsto para o estado fundamental de equilibrio instantaneo, considerando
grandes valores de 7. No regime intermediario, para diferentes valores de 7, observamos
um aumento na entropia de emaranhamento em relacao ao estado inicial nos quenches em

dire¢do ao ordenamento CDW. Como os parametros de ordem aumentaram em todos os
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casos, o aumento da entropia sugere que o rearranjo de cargas para a formagao do estado
CDW precisa ser mais lento do que para o SDW, a fim de evitar que estados excitados

emaranhados sejam acessados durante a dinamica.

Para estudar o sistema apds o quench, nés o deixamos evoluir no tempo seguindo
o valor final da interagao no quench de tempo finito e analisamos as mesmas grandezas
previamente investigadas para fins comparativos. Confirmamos a presenga dos trés regimes
distintos. Nos casos adiabaticos, observamos que a evolugao conduz o sistema mais proximo
do estado fundamental do Hamiltoniano final. Notamos que, no regime intermediario, o
sistema exibe oscilagoes de diferentes amplitudes ao longo da evolugao livre. Para investigar
se a presenca dessas oscilagoes é um efeito de tamanho finito do sistema. Realizamos
simulagoes em cadeias com 21 e 25 sitios, além da cadeia de 17 sitios com a qual obtivemos
a maior parte dos resultados. Observamos que, a medida que o tamanho do sistema
aumenta, o valor maximo encontrado para o pardmetro de ordem diminui, enquanto, para
a entropia ocorre o oposto. Além disso, notamos que as oscilagdoes diminuem em amplitude

e duragao conforme o sistema cresce.

Perspectivas futuras incluem uma investigagao mais aprofundada das oscilagoes
citadas acima. Presentes na evolucao livre apés o quench. Para caracterizar de maneira
mais precisa os regimes, calcularemos a fidelidade f(t) = |((t)|t)gs)|* entre o estado
evoluido |U(t))e o correspondente estado fundamental de equilibrio do Hamiltoniano
|Was). Assim, verificaremos quao bem o estado evoluido apés o quench se assemelha ao
estado fundamental, sem criar excitagdes adicionais. Uma possibilidade para a origem
das oscilacdes presentes estd numa alternancia entre estados. E possivel que o quench,
no regime intermediario, gere um estado que seja uma combinacao linear de autoestados
do Hamiltoniano final em um subespago de baixas energias (no regime adiabdtico, é
exatamente o estado fundamental). Em seguida, deixamos o estado evoluir livremente
com o Hamiltoniano final e o sistema pode ficar oscilando nesse subespago. Para verificar
essa situacao, realizaremos uma diagonalizacao exata para um sistema com uma dimensao
menor, a fim de entender o estado do sistema no final de um dado quench intermediario.
Pretendemos também avaliar a fidelidade ao longo do tempo, a fim de caracterizar de

forma mais precisa os regimes observados.



[10]

75

REFERENCIAS

Giamarch, Thierry: Quantum Physics in One Dimension. Claredon press, 2003.
Citado 2 vezes nas paginas [I1] e [12}

Anderson, P. W.. More Is Different. Science, 177(4047):393-396, 1972,
ISSN 00368075, 10959203. http://www.jstor.org/stable/1734697, acesso em
2024-06-03. Citado na pagina [11]

Dagotto, Elbio: Complexity in Strongly Correlated FElectronic Systems. Science,
309(5732):257-262, julho 2005, ISSN 1095-9203. http://dx.doi.org/10.1126/
science.1107559. Citado na pégina [I1]

Smith, J. L. e E. A. Kmetko: Magnetism or bonding: A nearly periodic table of
transition elements. Journal of the Less Common Metals, 90(1):83-88, 1983. Citado

2 vezes nas paginas [[1] e [12

Mott, N. F.: The Basis of the Electron Theory of Metals, with Special Reference to
the Transition Metals. Proceedings of the Physical Society. Section A, 62(7):416, 1949.
Citado na péagina (11}

Carvalho, Isaac M., Helena Braganca e Maria C. O. Brito: Quenches em sistemas
interagentes unidimensionais: formacao de ordenamentos. Universidade Federal de
Minas Gerais, 2022. http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.106.195405. Citado

4 vezes nas paginas [13] 33} [42] e 52}

Carvalho, Isaac M., Helena Braganca, Walber H. Brito e Maria C. O. Aguiar: Forma-
tion of spin and charge ordering in the extended Hubbard model during a finite-time
quantum quench. Physical Review B, 106(19), novembro 2022, ISSN 2469-9969.
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.106.195405. Citado 12 vezes nas paginas

(L3} [14} 33, 34} 6} b8} B9 62} [63} [64 66 e [73}

Carvalho, Isaac Martins: The LaTeX Companion. https://github.com/
isaacarvalho7/t-DMRG, 2023. Acessado em: 2024-07-03. Citado 4 vezes nas paginas

(14}, B8} B9 e [73]

Altman, Ehud e et al.: Quantum Simulators: Architectures and Opportunities. PRX
Quantum, 2:017003, 2021. Citado na pagina [15]

Will, Sebastian A., Jee Woo Park, Zoe Z. Yan, Huangian Loh e Martin W. Zwier-

lein: Coherent Microwave Control of Ultracold Molecules. Physical Review Letters,


http://www.jstor.org/stable/1734697
http://dx.doi.org/10.1126/science.1107559
http://dx.doi.org/10.1126/science.1107559
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.106.195405
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.106.195405
https://github.com/isaacarvalho7/t-DMRG
https://github.com/isaacarvalho7/t-DMRG

REFERENCIAS 76

[11]

[12]

[13]

[16]

[17]

[19]

[20]

116(22), junho 2016, ISSN 1079-7114. http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.
116.225306. Citado na pégina [16]

Chin, Cheng, Rudolf Grimm, Paul Julienne e Eite Tiesinga: Feshbach resonan-
ces in ultracold gases. Reviews of Modern Physics, 82(2):1225-1286, abril 2010,
ISSN 1539-0756. http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.82.1225. Citado na

pagina [16]

Bloch, Immanuel: Ultracold quantum gases in optical lattices. Nature Physics, 1(1):23—
30, October 2005, ISSN 1745-2481. https://doi.org/10.1038/nphys138. Citado

2 vezes nas paginas [17) e 20|

Gross, Christian e Immanuel Bloch: Quantum simulations with ultracold atoms in
optical lattices. Science, 357(6355):995-1001, 2017. http://science.sciencemag.
org/content/357/6355/995. Citado 3 vezes nas paginas [17] [I8] e 20

Jaksch, D. e P. Zoller: The Cold Atom Hubbard Toolbox. Preprint submitted to Elsevier
Science, 2008. Citado na pagina

Greiner, Markus, Olaf Mandel, Tilman Esslinger, Theodor W Hansch e Immanuel
Bloch: Quantum phase transition from a superfluid to a Mott insulator in a gas of
ultracold atoms. Nature, 415:39-44, 2002. Citado 2 vezes nas paginas [1§ e 20]

HUBBARD, J.: Electron correlations in narrow energy bands, 1963. Citado na pagina
18

Jordens, Robert, Niels Strohmaier, Kenneth Giinter, Henning Moritz e Tilman
Esslinger: A Mott insulator of fermionic atoms in an optical lattice. Nature,
455(7210):204-207, setembro 2008, ISSN 1476-4687. http://dx.doi.org/10.1038/
nature07244. Citado 3 vezes nas péaginas [I9] [20] e 21}

Braganca, Helena: Emaranhamento, dinamica de ndao-equilibrio e supercondutividade
em sistemas de elétrons fortemente interagentes. Tese de Doutorado, Universidade
Federal de Minas Gerais - UFMG, Instituto de Ciéncias Exatas - ICEx, Departamento
de Fisica, Belo Horizonte, MG, Brasil, Dezembro 2017. Orientadora: Prof. Dra. Maria
Carolina de Oliveira Aguiar. Citado na pagina [20}

Francesca: Fxtended Bose-Hubbard models with ultracold magnetic atoms. Journal
Name, Volume Number:Page Range, Year. Citado na pagina [20]

Cocchi, Eugenio, Luke A. Miller, Jan H. Drewes, Marco Koschorreck, Daniel Pertot,
Ferdinand Brennecke e Michael Kohl: Equation of State of the Two-Dimensional
Hubbard Model. Physical Review Letters, 116(17), abril 2016, ISSN 1079-7114. http:
//dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.116.175301. Citado 2 vezes nas paginas
e 21l


http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.116.225306
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.116.225306
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.82.1225
https://doi.org/10.1038/nphys138
http://science.sciencemag.org/content/357/6355/995
http://science.sciencemag.org/content/357/6355/995
http://dx.doi.org/10.1038/nature07244
http://dx.doi.org/10.1038/nature07244
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.116.175301
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.116.175301

REFERENCIAS T

[21]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

Greif, Daniel, Maxwell F. Parsons, Anton Mazurenko, Christie S. Chiu, Sebastian Blatt,
Florian Huber, Geoffrey Ji e Markus Greiner: Site-resolved imaging of a fermionic
Mott insulator. Science, 351(6276):953-957, 2016. https://www.science.org/doi/
abs/10.1126/science.aad9041. Citado na pagina [20]

Wang, Xiqiao, Ehsan Khatami, Fan Fei, Jonathan Wyrick, Pradeep Namboodiri, Ranjit
Kashid, Albert F. Rigosi, Garnett Bryant e Richard Silver: Quantum Simulation of
an Extended Fermi-Hubbard Model Using a 2D Lattice of Dopant-based Quantum Dots.
Nature Communications, 13(1), novembro 2022, ISSN 2041-1723. http://dx.doi.
org/10.1038/s41467-022-34220-w. Citado 3 vezes nas paginas [20] 22| e

Gemelke, Nathan: VIEWPOINT: A Close Look at the Fermi-Hubbard Model. Physics,
17:129, 2024. The engineered simplicity of a cold-atom system described by the 2D
Fermi-Hubbard model allows for a precision test of the model’s equation of state.
Citado na pégina [21]

Giannetti, Claudio, Massimo Capone, Daniele Fausti, Michele Fabrizio, Fulvio Par-
migiani e Dragan Mihailovic: Ultrafast optical spectroscopy of strongly correlated
materials and high-temperature superconductors: a non-equilibrium approach. Advan-
ces in Physics, 65(2):58-238, margo 2016, ISSN 1460-6976. http://dx.doi.org/10!
1080/00018732.2016.1194044. Citado na pagina [24]

Eisert, J., M. Friesdorf e C. Gogolin: Quantum many-body systems out of equilibrium.
Nature Physics, 11(2):124-130, fevereiro 2015, ISSN 1745-2481. http://dx.doi.org/
10.1038/nphys3215. Citado 2 vezes nas paginas [24] e 25]

Diehl, S.; A. Micheli, A. Kantian, B. Kraus, H. P. Biichler e P. Zoller: Quantum
states and phases in driven open quantum systems with cold atoms. Nature Phy-
sics, 4(11):878-883, setembro 2008, ISSN 1745-2481. http://dx.doi.org/10.1038/
nphys1073. Citado na pagina 24

Barreiro, Julio T., Markus Miiller, Philipp Schindler, Daniel Nigg, Thomas Monz,
Michael Chwalla, Markus Hennrich, Christian F. Roos, Peter Zoller e Rainer Blatt:
An open-system quantum simulator with trapped ions. Nature, 470(7335):486—491, fe-
vereiro 2011, ISSN 1476-4687. http://dx.doi.org/10.1038/nature09801. Citado
na pagina 241

Mitra, Aditi: Quantum Quench Dynamics. Annual Review of Condensed Matter
Physics, 9(1):245-259, margo 2018, ISSN 1947-5462. http://dx.doi.org/10.1146/
annurev-conmatphys-031016-025451. Citado na pagina [25]

Avella, Adolfo e Ferdinando Mancini: Strongly Correlated Systems - Numerical Methods.
Springer, Springer, 2013. Citado 2 vezes nas paginas [25] e


https://www.science.org/doi/abs/10.1126/science.aad9041
https://www.science.org/doi/abs/10.1126/science.aad9041
http://dx.doi.org/10.1038/s41467-022-34220-w
http://dx.doi.org/10.1038/s41467-022-34220-w
http://dx.doi.org/10.1080/00018732.2016.1194044
http://dx.doi.org/10.1080/00018732.2016.1194044
http://dx.doi.org/10.1038/nphys3215
http://dx.doi.org/10.1038/nphys3215
http://dx.doi.org/10.1038/nphys1073
http://dx.doi.org/10.1038/nphys1073
http://dx.doi.org/10.1038/nature09801
http://dx.doi.org/10.1146/annurev-conmatphys-031016-025451
http://dx.doi.org/10.1146/annurev-conmatphys-031016-025451

REFERENCIAS 78

[30]

[31]

[34]

[36]

[37]

[38]

Schneider, Ulrich, Lucia Hackermiiller, Jens Philipp Ronzheimer, Sebastian Will,
Simon Braun, Thorsten Best, Immanuel Bloch, Eugene Demler, Stephan Mandt,
David Rasch e Achim Rosch: Fermionic transport and out-of-equilibrium dynamics in
a homogeneous Hubbard model with ultracold atoms. Nature Physics, 8(3):213-218,
janeiro 2012, ISSN 1745-2481. http://dx.doi.org/10.1038/nphys2205. Citado 3

vezes nas paginas e 30

Cheneau, M., P. Barmettler, D. Poletti, M. Endres e P. Schauf}: Light-cone-like
spreading of correlations in a quantum many-body system. Nature, 481:484-487, 2012.

Citado 3 vezes nas paginas [26] [27] e 29

Manmana, Salvatore R, Stefan Wessel, Reinhard M Noack e Alejandro Muramatsu:
Time evolution of correlations in strongly interacting fermions after a quantum quench.
Physical Review B, 79(15):155104, 2009. Citado 3 vezes nas paginas [27] 28] e 29

Guardado-Sanchez, Elmer et al.: Quench Dynamics of a Fermi Gas with Strong
Nonlocal Interactions. Physical Review X, 11(2):021036, 2021. Citado 2 vezes nas

paginas 29 e [30]

Su, Yong Guang, Ruifeng Lu, Hantao Lu e Can Shao: Time-resolved single-particle
spectrum of the one-dimensional extended Hubbard model after interaction quenches.
Journal of Physics B: Atomic, Molecular and Optical Physics, 56:085101, 2023. Citado
na pagina |30

Canovi, E., E. Ercolessi, A. Nardesi, L. Taddia e D. Vodola: Dynamics of entanglement
entropy and entanglement spectrum crossing a quantum phase transition. Physical
Review B, 89(10):104303, 2014. https://doi.org/10.1103/PhysRevB.89.104303.

Citado 4 vezes nas paginas [30] BT}, 32] e

Calabrese, Pasquale e John Cardy: Fvolution of entanglement entropy in one-
dimensional systems.  Journal of Statistical Mechanics: Theory and Experi-
ment, 2005(04):P04010, abril 2005, ISSN 1742-5468. http://dx.doi.org/10.1088/
1742-5468/2005/04/P04010. Citado na pagina

Eisler, Viktor e Ingo Peschel: Evolution of entanglement after a local quench. Journal
of Statistical Mechanics: Theory and Experiment, 2007(06):P06005-P06005, junho
2007, ISSN 1742-5468. http://dx.doi.org/10.1088/1742-5468/2007/06/P06005.
Citado na pégina [33]

Schollwock, U.: The density-matriz renormalization group. Reviews of Modern
Physics, 77(1):259-315, abril 2005, ISSN 1539-0756. http://dx.doi.org/10.1103/
RevModPhys.77.259. Citado 2 vezes nas paginas [38] e


http://dx.doi.org/10.1038/nphys2205
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.89.104303
http://dx.doi.org/10.1088/1742-5468/2005/04/P04010
http://dx.doi.org/10.1088/1742-5468/2005/04/P04010
http://dx.doi.org/10.1088/1742-5468/2007/06/P06005
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259

REFERENCIAS 79

[39]

[40]

[41]

[42]

Eisert, J., M. Cramer e M. B. Plenio: Colloquium: Area laws for the entanglement
entropy. Reviews of Modern Physics, 82(1):277-306, fevereiro 2010, ISSN 1539-0756.
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.82.277. Citado na pagina [3§

Schollwock, Ulrich: The density-matrixz renormalization group in the age of matrix
product states. Annals of Physics, 326(1):96-192, janeiro 2011, ISSN 0003-4916.
http://dx.doi.org/10.1016/j.a0p.2010.09.012. Citado 10 vezes nas paginas

E1} B2} {13} 57, B9} B0 B1 B2 B3] e Bal

Fishman, Matthew, Steven White e Edwin Stoudenmire: The ITensor Software
Library for Tensor Network Calculations. SciPost Physics Codebases, agosto 2022.
http://dx.doi.org/10.21468/SciPostPhysCodeb.4. Citado 3 vezes nas paginas

[2} B9 e 65

Bressan, G. M.: Aplicacio da Decomposicio em Valores Singulares para compres-
sao de imagens. Revista Eletronica Paulista de Matemaética, 22(1), julho 2022,
ISSN 2316-9664. https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/Matematica/

revistacqd2228/v22nlal07ic-aplicacao-da-decomposicao-em.pdf. Citado na

pagina

Peschel, Ingo: Special Review: Entanglement in Solvable Many-Particle Models. Bra-
zilian Journal of Physics, 42(3-4):267-291, margo 2012, ISSN 1678-4448. http:
//dx.doi.org/10.1007/s13538-012-0074-1. Citado na péagina

Pulino, Petrolino: Métodos de Diferencas Finitas Aspectos Teoricos, Computacionais

e Aplicacoes. Pulinus, Campinas-SP, 12 edicao, 2008. Citado na pagina

Ballentine, Leslie E.: Quantum Mechanics: A Modern Development.  World
Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., Singapore, revised first edigdo, 1998,
ISBN 978-981-02-2340-0. Citado na péagina [49,

Daley, A J, C Kollath, U Schollwock e G Vidal: Time-dependent density-matriz
renormalization-group using adaptive effective Hilbert spaces. Journal of Statistical
Mechanics: Theory and Experiment, 2004(04):P04005, abril 2004, ISSN 1742-5468.
http://dx.doi.org/10.1088/1742-5468/2004/04/P04005. Citado na pagina [0}

Ejima, Satoshi e Satoshi Nishimoto: Phase Diagram of the One-Dimensional Half-
Filled Extended Hubbard Model. Physical Review Letters, 99(21), novembro 2007,
ISSN 1079-7114. http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.99.216403. Citado

2 vezes nas paginas [59 e [60]


http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.82.277
http://dx.doi.org/10.1016/j.aop.2010.09.012
http://dx.doi.org/10.21468/SciPostPhysCodeb.4
https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/Matematica/revistacqd2228/v22n1a07ic-aplicacao-da-decomposicao-em.pdf
https://www.fc.unesp.br/Home/Departamentos/Matematica/revistacqd2228/v22n1a07ic-aplicacao-da-decomposicao-em.pdf
http://dx.doi.org/10.1007/s13538-012-0074-1
http://dx.doi.org/10.1007/s13538-012-0074-1
http://dx.doi.org/10.1088/1742-5468/2004/04/P04005
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.99.216403

	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	AGRADECIMENTOS
	Epígrafe
	RESUMO
	ABSTRACT
	Sumário
	Introdução
	Revisão Bibliográfica
	Átomos frios em redes ópticas
	Modelo de Hubbard
	Modelo de Hubbard Estendido

	Protocolo Quench
	Entropia de Emaranhamento
	Resultados motivacionais

	Metodologias
	Grupo de Renormalização da Matriz Densidade (DMRG)
	DMRG - algoritmo infinito
	DMRG - algoritmo finito

	MPS
	SVD - Decomposição em Valores Singulares
	Representação de estados como MPS
	Operações com MPS

	DMRG via MPS
	t-DMRG 

	Resultados
	Reprodução de resultados
	Resultados preliminares do presente trabalho

	Conclusões e Perspectivas
	REFERÊNCIAS

