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Resumo

O estudo de distribui¢coes holomorfas e folheacoes via propriedades de seu esquema
singular e o feixe tangente, permite estabelecer a classificacao e descricao de seus
correspondentes espacos de modulos, como por exemplo nos trabalhos de O. Calvo
Andrade, M. Corréa e M. Jardim [5], ou H. Galeano, M. Jardim e A. Muniz [12].

O objetivo principal deste trabalho é estabelecer uma classificacao de distri-
buigoes de codimensao um sobre X, uma variedade suave Fano de dimensao 3 com
numero de Picard 1, cujo feixe tangente é localmente livre e tem primeira classe de
Chern nula. Esta classificacao sera feita descrevendo o feixe tangente e o esquema
Singular de distribui¢oes analisando caso por caso na classificacao de Iskovskikh e

Mukai para Fano tridimensionais [16], [17], [22].

Palavras-chave: distribui¢oes; codimensao um; Fano de dimensao 3; feixe tangente

localmente livre; primeira classe de Chern nula.



Abstract

The study of holomorphic distributions and foliations through the properties of their
singular scheme and tangent sheaf allows for the classification and description of their
corresponding moduli spaces. This approach can be seen, for example, in the works
of O. Calvo Andrade, M. Corréa, and M. Jardim [5], or H. Galeano, M. Jardim, and
A. Muniz [12].

The main objective of this work is to establish a classification of codimension-
one distributions on X, a smooth three-dimensional Fano variety with Picard number
1, whose tangent sheaf is locally free and has a vanishing first Chern class. This
classification will be carried out by describing the tangent sheaf and the singular
scheme of the distributions, analyzing case by case within the Iskovskikh and Mukai

classification of three-dimensional Fano varieties [16], [17], [22].

Keywords: distributions; codimension one; tangent sheaf locally free; vanishing first

Chern class.
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Introducao

O estudo de distribui¢coes holomorfas e folheacoes via propriedades de seu esquema
singular e o feixe tangente, permite estabelecer a classificacao e descricao de seus cor-
respondentes espacos de mdédulos. Nesse sentido, foi proporcionada uma classificagao
de distribuigoes holomorfas de codimensao um sobre P? de grau 0, 1,2 (ver o que foi
feito em [5], [12]). A classificagdo é completa quando os graus sao 0,1 e para grau 2
a classificagdo ver o que foi feito em [12].

O objetivo principal deste trabalho é estabelecer uma classificacao de distri-
buigoes de codimensao um sobre X, uma variedade suave Fano de dimensao 3 com
namero de Picard 1 (grupo de Picard Pic(X) = Z), cujo feixe tangente é localmente
livre e tem primeira classe de Chern nula. Esta classificacao sera feita descrevendo
o feixe tangente e o esquema Singular de distribui¢oes analisando caso por caso na
classificacao de Iskovskikh e Mukai para Fano tridimensionais. Tais variedades de
dimensao 3 foram classificadas por Iskovskikh [16], [17] e Mukai [22]. Depois A. Ca-
valcante, M. Corréa e S. Marchesi provaram em [6] que se F é uma distribuigao de
codimensao um cujo feixe tangente T'F é localmente livre e ¢, (T F) = 0 sobre uma
variedade Fano de dimensao 3 X, entao ou T'F ou split ou é estavel.

No Capitulo 2, sao apresentados os principais resultados e propriedades que
serao utilizados ao longo deste trabalho. No Capitulo 3 estudaremos as propriedades
do esquema singular e o feixe tangente das distribui¢oes holomorfas de codimensao
um sobre cada uma das variedades Fano tridimensionais da classificacao de Iskovskikh
e Mukai. Os resultados desta segdo sdo expressos nos teoremas (2.0.4) e (2.0.5).
Estes teoremas sdo provados nas segoes (2.1) e (2.2), respectivamente. Além disso,
utilizando o fato que quando o Pic(X) = Z todas as distribuigdes provem de uma
distribuigao da variedade ambiente ( [1], [18]), via a restri¢do, daremos uma descrigao
do feixe tangente e o esquema singular da distribui¢ao sobre nossa variedade Fano de
dimensao 3.

No capitulo 4 determinaremos os casos de distribuigoes sobre variedades Fano
de dimensao 3, cujo nimero de Picard é maior que 1, que provém de uma distribui-
¢ao na variedade ambiente, na qual a Fano de dimensao 3 esta mergulhada. Este
estudo abrird caminho a futuros trabalhos, na direcao da presente tese. Dada uma
variedade Fano de dimensio 3 X, é conhecido que as segoes de A\’ TX = QL ® KY,
parametriza todas distribui¢bes 2 com ¢;(T») = 0. No artigo de Belmans et al [4]

, ~ 2 . . ~
os autores calculam o nimero de se¢oes de A\“TX para variedades Fano de dimensao
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3, com nimero de Picard qualquer. Segundo descricao para as variedades Fano de
dimensao 3 de [3] e [8] elas podem ser: 1) intersegdo completa numa variedade torica
(a variedade ambiente) ou 2) lugar de zeros de fibrados vetoriais homogéneos sobre
variedades homogéneas que podem ser realizadas como produto de grassmannianas
(a variedade ambiente). Nesta parte estudaremos a sobrejetividade do morfismo de
restrigio ¢ : HO(F, \™ ' TF(¢)) — H°(X, \*TX), onde ¢ pode ser uma adequada
r-upla de inteiros, para cada uma das variedades Fano de dimensao 3 sobre as quais
HY(X,\°TX) # 0. O resultado desta seciio é apresentado no teorema 3.1.1. Para
a prova deste teorema (ver segao (3.2)) se mostra os resultados para alguns casos
em destaque e os restantes seguem de contas analogas, para as quais se utilizam as

proposicoes estabelecidos na subsegao 3.2.15.
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Capitulo 1

Preliminares

Ao longo deste trabalho k = C, a menos que seja mencionado o contrario; assim, os

espagos projetivos P = P{ sao os espacos projetivos sobre C.

Definicao 1.0.1. Uma variedade Fano X é uma variedade complexa compacta cujo
Fibrado anticanoénico Ox(—Kx) = det(T'X) € amplo, onde Kx € a classe candnica

da variedade.

Exemplo 1.0.2. As mais conhecidas Variedades Fano sao os espagos projetivos P",

cujo feize anticanonico € Opn(n + 1). Os feizes Opn(d) sao amplos para todo d > 0.

Definicao 1.0.3. Uma variedade algébrica X é completa se para qualquer variedade

Y o morfismo de projecaio X XY — 'Y € fechado.

Uma variedade complexa é completa se e s6 se ela é compacta como variedade

complexa. O exemplo mais comum de variedade completa é o espaco projetivo.

Definicao 1.0.4. Dado F um feize coerente, o feixe dual de F € denotado e definido
por F¥ = Hom(F,Ox).

Lembremos que se F, G sdo feixes coerentes sobre um esquema X entao Hom(F,G)

é um feixe coerente.

Definigao 1.0.5. Seja X uma variedade holomorfa. Um feixe coerente F sobre X é
chamado livre de torgao se para cada v € X os stalks F, sao Ox ,-modulos livres de

torcao; ou seja, fa =0 para f € Ox, e a € F, sempre implica que a =0 ou f = 0.

Definicao 1.0.6. Seja F um feize coerente sobre um esquema integral X. Dizemos

que F € reflexivo se e o morfismo natural F — FVV € um isomorfismo.

Observacgao 1.0.7. Todo feize localmente livre é reflexivo e todo feixe reflexivo € livre

de torcao.

Proposicao 1.0.8. Seja X um esquema integral noetheriano e seja F um feixe coe-

rente. F € reflexivo se e so se ele pode ser colocado numa sequéncia exata curta

0=>F=>E—=H—=0,
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onde £ é um feize localmente livre e H é um feize livre de tor¢ao.
Ver proposicion 1.1 del artigo de Hartshorne ( [13]).

Proposicao 1.0.9. Sejam F e £ dois feixes localmente livres de posto r, s, respecti-

vamente, sobre (X,Ox) um espago anelado. Entao

L. NFed) = /\F@/\éﬂ

i+j=k

2. \F= (T/\ f)v®/\f.

Em particular, quando r = 2
2
FeF'eo\F
3. 80— F —E&—G—0 ¢ uma sequéncia exata de feizes localmente livres
ANe=z A\Fe A
4. Se L € um feize invertivel sobre X

k

k
NFoL) = \FeL*
Ver livro de Hartshorne [14], capitulo 5, pagina 127.

Proposicao 1.0.10. Toda sequéncia exata curta de fibrados vetoriais holomorfos 0 —
L —FE — F — 0 onde L é um fibrado em retas, induz uma sequéncia exata curta da

forma
i1 i i
0=Leo \NF—- /\E— /\F—o
Ver livro de Huybretchs [15], pagina 75.

Proposicao 1.0.11 (Kiinneth formula). Sejam X,Y dois esquemas separados sobre
um corpo fechado k e sejam F e G dois feizes quase-coerentes sobre X e Y, respectiva-
mente. Lembrando que FRG :=nmiF@m;G ondem : X XY - X em: X xY =Y

sao dois projecoes. Entao temos o isomorfismo
HYX xY,FRG) = P H'(X,F)® H (Y,Q).
i+j=k
Ver proposic¢ao 9.2.4 do livro G. Kempf [19].

Seja X uma variedade algébrica que é uma interse¢ao completa com peso. A

seguinte proposicao é devida a Flenner
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Proposigao 1.0.12 ( [11] Satz 8.11, teorema 2.16 de [6] ). Seja X uma intersegao

completa com peso, entao
e M(X,0%)=1para0<q<n, q#5.
o WP(X,Q%(t)) = 0 nos seguintes casos
—0<p<n,ptq#*neoup#qout#0;

—p+g>net>qg—p;
—pt+tg<net<q-—np.

Em geral noés temos a sequéncia exata curta para o tangente de uma sub-

variedade X suave em P"

Lema 1.0.13. Seja X uma Fano de dimensio 3. Denotando H*(X, F) = @™~ H (X, F).
Entao

1. H*(X,0x) = H'(X,0x) = k[0)].
2. HY(X,Tx) = H(X,Tx) & H'(X, Tx).

Demonstragao. Ver artigo de [3], lema 3.1. O

1.1 Distribuicoes

Seja X uma variedade complexa de dimensao n, definimos ¥ uma distribuicao

de codimensao r sobre X como a sequéncia exata de feixes coerentes
2:0-5Ty 5Tk 5 Ny —0 (1.2)

onde Ng é um feixe livre de torgao de posto r (genérico) chamado feixe normal da
distribuicao, Ty é o feixe chamado o tangente da distribuicao.

Segue da defini¢ao que Ty é um feixe reflexivo.

Duas distribuicoes Z e 2’ sao isomorfas se e s6 se existe um isomorfismo

BTy — Ty tal que ¢/ o 5 = ¢; isso é dizer que o morfismo ¢ faz o diagrama comutar
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O morfismo ¢ : Ty — Tx induz um outro morfismo A" "¢ : det(Ty) —
A" Tx; i.e., toda distribuigao de codimensao r induz uma segao de HO(X, \"™ " Tx ®
det(T%)Y).

Se 9 e 2’ sao duas distribuicoes isomorfas, entao compondo os morfismos

induzidos, temos o seguinte isomorfismo

N\ ¢ odet(8) = A\ ¢,

onde det() = A para alguma constante A € C*, dado que det(Ty) = det(Ty); i.e.
N ¢ = AN ¢. Portanto, qualquer classe de isomorfismo de distribuigao de
codimensao r induz um elemento no espaco projetivo:

n—r

P(H(X, )\ Tx ® det(T5)")) = P(H*(X, %y @ det(Tx) @ det(T)")).

O Esquema Singular da distribuicao Z ¢é definido como o subesquema Z C X
cujo feixe de ideais I x torcido por det(7y)" é a imagem do morfismo Q" —
det(T%)" (induzido pelo morfismo ¢" : Q% — T,). Conjuntivamente, o podemos

definir o esquema singular da distribuigao por:
Sing(2) :={x € X / (Ng), nao é um Ox ,-modulo livre},

ou seja, por definigdo, Sing(¥Z) é o conjunto singular de Ng. Este é uma variedade
analitica fechada de X de codimensao pelo menos dois, dado que Ny é livre de torcao.
Quando o feixe tangente da distribuicao é localmente livre chamamos a dis-
tribuicao de localmente livre e quando o tangente da distribuicao é fechado pelo
colchete de Lie ([¢(T%), #(T4)] C ¢(Ty), ou seja Ty & integravel) chamamos a distri-
buigao de Folheagio. Note-se que qualquer distribui¢ao de codimensao dim(X) — 1
¢ uma folheacao.
De agora em diante, vamos considerar distribuigoes de codimensao 1 sobre X
uma variedade Fano de dimensdo 3 com nimero de Picard 1. Assim, a sequéncia (1.2)
implica que
D:0=Ty STX S Iyx(r) =0 (1.3)

onde Ty é um feixe reflexivo e r &€ um inteiro tal que r := ¢1(TX) — ¢1(Ty). Note que,
neste caso Ny = Iz/x onde Z ¢ o esquema singular da distribuicao.

Uma distribuicao de codimensao um pode ser representada por uma secao
w € H°(X, Q4 (r)), induzida pelo dual do morfismo 7 : TX — Ng. Reciprocamente,
uma se¢io w € H(X, Q% (r)) induz um morfismo de feixes w : Ox — Q% (r), tomando

dual temos a “co-secao”
W (r)Y =TX(—r) = Ox,

cuja imagem ¢é o feixe de ideais /;/x do esquema singular. O niicleo de w* é o feixe

tangente da distribuigdo 2 torcido por Ox(—r).
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Teorema 1.1.1 ( [9], sec@o 1.4; teorema 2.7 [10]). Seja P = P(ag,ay,...,a,) um
espago projetivo com peso e e seja |A| = ag + ay + -+ + a,. Para todo t € Z, temos

que
1. o : Sy — HO(P,Op(t)) € bijetivo;
2. HP(P,Op(t)) = 0 para todo p # 0,n;
3. H™"(P,Op(t)) = S_¢— 4.

Teorema 1.1.2 ( [9], secio 2.3.2; teorema 2.12 [6]). Seja h?(P, Qp(t)) = dim HP(P, Qg (t)).
Entao

1 RO(P, L)) = Y, ((—1)”‘1Z#J:idim@St_aj>, onde J C {0,1,....n} e

ay = ey Gi;
2. hO(P,Qp(t) =0 set < min{}>.;ai; | #J = q};
3. hP(P,Qp(t)) =0 sep ¢ {0,q,n};
4. hP(P,Q5(t)) =0 set#0 ep¢ {0,n}.
Em particular, se ¢ > 1 entao
RO(P, (1)), para todo t < q.

Proposicao 1.1.3. Seja X = G(s,l+1). Se k > 1 entao H?(X,Q%(k)) = 0 para todo
p > 0.

Demonstragao. Ver teorema 3.2 de ( [24] ) Cohomology of twisted holomorphic forms.
[

Teorema 1.1.4. Seja X =G(s,l+1) er=1+1—5>s,n=dimX = sr. Suponha
que 1 < k <. Entao H?(X,Q9i(k)) = 0 se alguma das sequintes condigoes € satisfeita.

1. sp>(s—1)g > 0.

2.p>n—q.

3. q>n—s=s(r—1), se X # G(2,4).
4. ¢ <kep>0.

Em particular HP(X,Q41(k)) =0 se p > () n.

2s—1

Demonstragao. Ver teorema 3.4, pag 171 de ( [24]), apds proposigao 3.4. ]
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1.2 Cohomologia de A" Qpn

Nesta secao queremos provar a seguinte proposicao, que sera utilizada no ca-
pitulo §3.

Proposigao 1.2.1. Seja Qpn 0 fibrado quociente universal definido pela sequéncia
exata:
0 — Opn(—1) = O — Qpn — 0. (1.4)
Entao
1. det(Qpr) = Opn(1)
2. H(P", Qp.(k)) =0 para todo 1 > 2 e k > 0.
3. Paran = 3,4:

a) H'(P*, \* QY. (k)) = 0 para todo i > 3 e todo k > 0.
b) H'
c) H
d) H'(P", Q¥.(k) ® Qp.) = 0 para todo i > 3 e todo k > 0.

P, \* Q¥ (k) @ O(k + 1)) = 0 para todo i > 3 e todo k > 0.

(
(
(P, /\3 Qpn(k)) =0 para todo i > 4 e todo k > 0.
(

Demonstracao. 1. Aplicando o item 3 de (1.0.9) podemos calcular o fibrado deter-

minante de Opn

det(Qpn) = Opn(1). (1.5)
Dualizando a sequéncia (1.4), logo torcendo ela por Opn (k) temos
0 — Qpa(k) = OF (k) — Opn(k +1) — 0. (1.6)
2. Utilizando esta sequéncia e passando a sequéncia exata longa cohomologia
0 — H(P", Qp.(k)) — H°(P", Og ! (k) — HO(P", Opn(k + 1))
— H'(P", Qpu (k) — H'(P", Opi ' (k) — H'(P", Opn(k + 1)) )
— H"(P", Qf.(k)) — H™"(P", 02" (k)) — H™(P", Opn(k + 1)) — 0.

Dado que H'(P",Opn(k)) = 0 para todo i > 0 e todo k > 0, temos que
H{(P", Q. (k)) = 0 para todo i > 2 e todo k > 0.
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3. Agora

a) Aplicando a proposigao (1.0.10) na sequéncia (1.6), quando n = 4, temos

que para todo £ > 0

0— N\ Qh(k) = N\ O (k) = Qlu(2k +1) — 0. (1.8)

Logo as cohomologias

0 — HO(P*, /2\ Qv (k)) — HO(P*, /2\ O (k) — H(P*, Q¥a(2k + 1))

— H'(P", /2\ Qp. (k) — H' (P, /2\ OF (k) — H' (P, Qpa(2k + 1))

— H?*(P*, /2\ Opi(k)) — H*(P*, /2\ OZMk)) — H*(P*, Qpi(2k + 1))

— H*(P", /2\ Qg (k) — H*(P", /2\ Opi' (k) = H*(P*, Qa(2k + 1))
— H*(P*, /2\ Qui(k)) — H*(P*, /2\ O} (k) — H*(P*, Ql(2k + 1)) — 0.
(1.9)

Dado que H'(P* Opi(k)) = H'(P*, Qi (k)) = 0 para todo ¢ > 1 e todo
k > 0, temos que H'(P* A? QY. (k)) = 0 para todo i > 3 e todo k > 0.

b) Analogamente ao item anterior, tensorizando a sequéncia anterior (1.8) por
Opi(k + 1) teremos que H'(P*, A Q¥ (k) ® O(k + 1)) = 0 para todo i > 3
e todo k£ > 0.

¢) Segundo a proposigao (1.0.10) temos que para todo k > 0

0— A\ QU(k) = N\NOZ(k) = N\ Quu(k) ® Ok +1) — 0.

Logo as cohomologias

0 — H(P*, )\ Q)i(k)) — HO(P*, )\ O (k)) — - -

, (1.10)

oo HAPY N\ OZH(R)) — HY (P, )\ Qus(k) @ O(k +1)) — 0

Dado que H'(P*, Opa(k)) = H'(P*, A QW (k) ® O(k + 1)) = 0 para todo
i >3 e todo k > 0, temos que H'(P*, \* Q¥ (k)) = 0 para todo i > 4 e
todo k > 0.
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d) Tensorizando a sequéncia (1.6) por Qf,, no caso quando n = 4, temos que
0— Qpi(k) ® Qs — (Qpu(k)®® — Qa(k+1) — 0. (1.11)

Passando a sequéncias longas de cohomologias temos que H*(P*, QY. (k) ®
QY.) = 0 para todo i > 3 e todo k > 0.

Analogamente, podemos provar que

o H'(P3, /\2 QJs(k)) = 0 para todo i > 3 e todo k > 0.
o Hi(P?, A\’ QYs(k) ® O(k + 1)) = 0 para todo i > 3 e todo k > 0.
o H(P? QY (k) ® Qps) = 0 para todo i > 3 e todo k > 0.
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Capitulo 2

Distribuicoes de codimensao 1

localmente livres com primeira classe
de Chern nula sobre variedades Fano
de dimensao 3 com niimero de Picard

igual a 1

Nesta secao consideraremos, a menos que seja mencionado o contrario,  como uma
distribuigao de codimensao um sobre X, uma variedade Fano 3-fold com Pic(X) = Z,

tal que Ty é localmente livre e ¢;(Ty) = 0; definida pela seguinte sequéncia
2:0—=Ty =TX = Iyx(r)—0, (2.1)

onde r =¢;(TX) — c1(Tz), e Z = Sing(2) é o esquema singular da distribuigao.
Iskovskikh [16,17] e Mukay [22], fizeram uma classificagao para Fano threefolds,
com Pic(X) = Z:

O espaco projetivo P3.

A hipersuperficie quadrica Q@ = X, C P*.

A hipersuperficie ctibica X3 C P4

A interse¢ao X, de duas hipersupericies quadricas em P°.

A interse¢ao X, 3 de uma quéadrica e uma cibica em P°.

A interse¢ao Xy 99 de trés quadricas em PS.

A hipersuperficie de grau 4 no espago projetivo com peso X, C P(1,1,1,1,2)
A hipersuperficie de grau 6 no espago projetivo com peso Xg C P(1,1,1,2,3)

A interse¢ao de um cone quadrético e uma hipersuperficie de grau 4 em P(1,1,1,1,1,2).

Tabela 2.1: Fano tridimensionais com indice de Picard igual a 1

Ver apéndice do artigo de Jahnke et al. [18]
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No. | r | H® | g | Description
1 [4] 1 |33[P3
2 [3] 2 | 28| Q3 C P*the quadric
3 |2| 1 | 5 | Hypersurface of degree 6 in P(1,1,1,2,3)
4 | 2| 2 | 9 | Hypersurface of degree 4 in P(1,1,1,1,2)
5 | 2] 3 |13 | Va3 CP*a cubic
6 |[2] 4 |17 | Vou C IP5 the intersection of 2 quadrics
7 12| 5 | 21| Vas C PO the intersection of the Grassmannian

Gr(2,5) c PY by a P

8 | 1| 2 | 2 | Hypersurface of degree 6 in P(1,1,1,1,3)
9 |1| 4 | 3 |VyCP*a quartic

10 | 1| 4 | 3 | Complete intersection of a quadratic cone and a
hypersurface of degree 4 in P(1,1,1,1,1,2)

11 | 1] 6 | 4 | Vs CP° the intersection of a quadric and a cubic

12 |1 Vi C PS the intersection of three quadrics

13 | 1] 10 | 6 | V4o C P7 the intersection of the Grassmannian

Gr(2,5) C PY by a P7

14 | 1| 12 | 7 | Vi C P? the intersection of the Hermitian symmetric
space M = G/P C P¥ of type DIII by a P®

15 | 1| 14 | 8 | V44 C P? the intersection of the Grassmannian

Gr(2,6) C P by a P?

16 | 1|16 | 9 | Vig C P the intersection of the Hermitian symmetric
space M = G/P C P of type CI by a P°

17 | 1| 18 | 10 | Vig C P! is the intersection of the 5-dimensional rational
homogeneous contact manifold Gy/P C P by a P!

18 | 1| 22 | 12 | Viy C P! is the zero locus of three sections of the rank

3 vector bundle A%2Q, where @ is the universal quotient bundle
on Gr(7,3)

co
ot

Tabela 2.2:

Seja % ¢ o subfeixe maximal de Oy x, de dimensao 0, definido pela seguinte

sequéncia

0= % — Oz/x = Ogyx — 0, (2.2)

onde C' C X é um sub-esquema (possivelmente vazio) de codimensao pura 2. O feixe
quociente O¢,x € o feixe estrutural do sub-esquema C' C Z C X de dimensao pura 1
(ver a segao 5.1 de [6]).

Assim, pelo lema 3.1 de [6], dado que Ty é localmente livre, temos que Z tem
codimensao pura 2, logo C' = Z. Se h*(Ty(—r)) =0 e C # () entao Z é conexo.

Do Teorema 5.6 de [6] temos

2(Ty) =c(TX)—1rH - Ké§ +r?H? — [C]
Cg(T@) = Cg(TX) - Cg(Iz/X) + rH - [C] - 731 . [C] —rH- CQ(TX) + T2H2 . K?gl —)T3H3.
2.3
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Um resultado importante, que usaremos ao longo desta se¢ao, é o seguinte

Teorema 2.0.1 (theorem 6.3 de [6]). Seja X wma variedade Fano threefold com
numero de Picard 1 e seja 9 uma distribui¢ao de codimensao um. Se Ty € localmente

livre € com ¢1(Ty) =0, entiao Ty ou € split ou € estdvel.

Segundo | [9], Theorem 3.3.4]

KXgOX (idj—iqi> . (24)

Em particular, quando X é Fano, seu indice é

N c
ix = q—Y d (2.5)
i=0 j=1

Lema 2.0.2. Dada X C P(Q) uma variedade Fano threefold da tabela (2.1) e Q =

(@1,G2,---,qn). Entioix =1 =c1(TX) —c1(Ty) = a1(TX) e c2(Ty) = (co(TX) —

deg(C) \ 772
deg(X) )H ’

Demonstra¢ao. Suponha que X = X; N XoN---N Xy C P(Q), onde X7, Xo, ..., X

sao hipersuperficies de grau dy, ds, . .., di, respectivamente.

Da sequéncia de Euler para projetivos com peso C(TP(Q)) = C(@gz(%iﬂz%) (@))

Segue que
C(ITPQ)) =1+ qH)1+qH) - (1+¢H)=1+(@+aq+ - +g)H+

Por outro lado, da sequéncia do tangente e o co-normal C(TX) = %

CTX) =1+ (@o+q+ tg)H+)A—dH+) (1 —dH+--).

Segue que ¢1(TX) = (o + ¢+ -+ g —dy —dy — -+ —dp)H. Entao r =

N ¢ .
Dico i — Zj:l dj = ix.
Assim, K;(l = rH. Substituindo nas equagdes de (2.3), considerando nosso

caso (quando ¢; = 0). Temos que

c(Ty) = co(TX) —rH(rH) +r*H?* — [C]

2.6
=o(TX) - [C]. 20

Considerando [C] € o ciclo fundamental do esquema singular da distribui¢ao no
anel de Chow de X. Entao [C] = mH?, logo deg(C) = deg(X)m. Pondo c3(TX) =

coH?, temos que
deg(C
CQ(T@) = (C2 — ﬁg}())) HQ. (27)

]
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Por outro lado, se X ¢ uma Fano de dimensao 3 da classificagao (ver tabela
(2.1)), e Z uma distribui¢do de codimensao 1, com ¢;(Ty) = 0, sobre X; segundo o
Teorema (2.16 [6])

HY (X, TX(t) = H*(X,Qx(—t—71)) #0 (2.8)

seesHose —t—r<1-—3=-2.
Além disso, pelo teorema (2.0.1) o tangente da distribuigdo, Ty é ou estavel

ou split. Analisando em cada caso:

e Quando Ty é estavel. Temos que, pela desigualdade de Bogomolov, ¢y(7%) > 0.
Segue que
co(TX) deg(X) > deg(C). (2.9)

e Quando Ty é nao estavel, ou seja é split, e Ty tem uma se¢ao nao nula (entao
existe Ty — TX). Segue que Ty = O(a) ® O(b). Como ¢; = 0 entdo temos
que b = —a. Assim, obtemos uma se¢do Ox — T'X(—a) @ T X (a). Temos duas

possibilidades r = 2 ou r = 1.

Se r = 2, pelo feito linhas acima em (2.8), a > 0 ou a < 0; segue que a = 0.
Logo
Ty =06 0. (2.10)

Ser=1entao a >1ea < 1;segue que a = 1. Logo

Ty =0O(1)® O(—1). (2.11)
No primeiro caso (r = 2), ¢; = ¢a = ¢3 = 0. entdo temos que 0 = ¢y — g:g((f()); ou
seja
deg(C) = (T X) deg(X). (2.12)
No outro caso (r =1), ¢; = c3 =0e ¢y = —1. entdo temos que —1 = ¢y — g:g(()c());
ou seja
deg(C) = (1 4+ c2(TX)) deg(X). (2.13)

Assim, acabamos de provar a seguinte proposicao:

Proposicao 2.0.3. Dada 2 uma distribuicao de codimensao um sobre X uma va-
riedade Fano threefold, com nimero de Picard 1, cujo tangente da distribuicdo Ty €

localmente livre e tem ¢,(Ty) = 0.

1. Se Ty € estavel
¢2(T) deg(X) > deg(C).
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2. Se'Ty € nao estdvel

a) Ser =2 entio Ty = O ® O edeg(C) = c2(TX) deg(X).
b) Ser =1 entio Ty = O(1) & O(—1) e deg(C) = (1 + c2(T X)) deg(X).

Nas seguintes se¢oes analisaremos em cada um dos casos da classificagao (2.1)
a existéncia de distribuigoes que satisfazem as hipoteses do teorema (2.0.1). Os resul-

tados sao apresentados nos seguinte teorema

Teorema 2.0.4. Seja I uma distribuicao de codimensao um, com feixe tangente
Ty localmente livre e primeira classe de Chern nula, sobre a hipersuperficie quddrica
Q3. Entao ou Ty = O ® O (Split) e o esquema Singular da distribuicdio é uma
curva de grau 8 e género aritmético igual a 3, ou Ty = N (estdvel), onde N € o
null correlation bundle sobre P2, m: Q3 — P3 ¢ o recobrimento duplo, e o esquema

singular da distribuicao € uma curva de grau 4 e género aritmético igual a —3.

Teorema 2.0.5. Seja Z uma distribui¢ao de codimensdo um, com feixe tangente Ty
localmente livre e primeira classe de Chern nula, sobre uma variedade Fano threefold

de indice ix = 2. Entao se verifica a sequinte tabela

Fano threefold Ty deg(2) pa(0) (1)
S P A =
Xg C P(1,1,1,2,3) Egmel 0no 0,6, 127,2. .60 —1(1710—7602 12, 11(,]. .2
X, CP(L1.1,1.2) E;S:tel oo 0,4, 82,412, 16 —15_;5402 6, 5,81, 3,2
X9, C P ngfffl oo 02, f 17 174@ 362

Tabela 2.3:

2.1 Prova do Teorema 3.0.4

Nesta subsecio X = Q% C P* ¢ hipersuperficie quadrica. Assim, temos que
Nx/ps = Opa(X)|x = Ox(2). Tomando classes de Chern na sequéncia (1.1), temos

que:
C(T]PA’QJ)

Q)= Cox@)
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Além disso temos que ¢(TP*|gs) = (1+ H)> =1+ 5H + 10H* + 10H* + 5H* + H® e
c(Ox(2)) =1+ 2H, onde H & a classe hiperplana em Q3. Assim

o(TQ*) = (1+5H + 10H* + 10H® + 5H* + H°)(1 — 2H + AH* — 8H* + - --).
As classes de Chern de Q3 sao

a(TQ?) =3H
co(TQ?) = 4H?
c3(TQ?) = 2H>.
Segue que r = 3 (identificando as classes de Chern com inteiros). Além disso
temos que KC; =0(—(2—-4-1)), logo HK@}SI = 3H?. Dado que deg(C) = [C]-H e
[C] € um 1-ciclo no anel de Chow de @3, pelo que [C] = mH?. temos que deg(C) = 2m,
pois H? = 2 = deg(Q?). Assim, temos que

deg(C)
2

Como Ty é localmente livre de posto 2 temos que c3(Ty) = 0.

c2(Ty) = (4 — YH?. (2.14)

Sabemos que T'X (1) tem se¢oes globais nao nulas para [ >> 0. Seja p 0 minimo
inteiro tal que isso aconteca. Pelo teorema da dualidade de Serre, dado que X = 3

¢ uma variedade projetiva suave, entao

RO(X, TX(1)) = h*(X,Qx (=) @ wx) = B*(X, Q(—1 — 3)),

lembrando que quando X é projetivo w% = wx = O(2 —4 —1). Pela férmula de Bott

para quéadricas (ver [6]) temos que: se k < —3 + 1, entao h?(X,Q(k)) # 0 se e 86 se
p = 3. Pondo k = —1 — 3, segue que se —l —3 < —3 + 1 (equivalentemente [ > —1)
entdo TX (1) tem segoes globais nao nulas. Logo = 0.

Pelo teorema (2.0.1) temos que T ¢ split ou estavel. Consideremos os seguintes

Casos:

e Se Ty é nao estavel. Suponha também que ele tem uma segao global nao nula.
Entao ele ¢ split, ou seja Ty = Ox(a) ® Ox(b). Como Ty tem sua primeira
classe de Chern nula segue que b = —a. O morfismo de Ty — T'X induz uma
secao de TX ® (Ox(—a) ® Ox(a)) = TX(—a) ®TX(a), entdao a > 0 e a <0,

segue que a = 0.

Temos que ¢1(Ty) = co3(Ty) = c35(Ty) = 0, logo de (2.14) deg(C) = 8. Assim, C

é uma curva de grau 8

e Se Ty, & estavel, entao h°(X,Ty) = 0 (pelo Lema 8 de [27]). Pela desigualdade
de Bogomolov ¢3(Ty) > 0, logo de 2.14

 deg(C)

4
2

> 0, (2.15)



2.1. Prova do Teorema 3.0.4 25

segue que deg(C') < 8.
A segunda classe de Chern ¢3(Ty) é um inteiro, dai que deg(C) = 2,4,6,8.

Entao temos os seguintes casos:

Se deg(C) = 2 entao c2(Ty) = 3.
Se deg(C') = 4 entao c2(Ty) = 2.
Se deg(C') = 6 entao c»2(Ty) = 1.
Se deg(C') = 8 entao cz(Ty) = 0.

Ou seja, nosso tangente da distribuicao T é um fibrado estavel, sobre a quadrica
Q3, de posto 2 com possiveis classes de Chern (cy, ¢3) = (0,0), (0, 1), (0,2), (0, 3).
Pelo artigo de Giorgio Ottaviani-Michael Szurek [23], quando o espago de Moduli
M(0,2k — 1) dos fibrados estéveis sobre a quadrica @3, de posto 2, com classes
de Chern ¢; = 0,co = 2k — 1, é o vazio. Assim, s6 restam os casos M(0,0) e
M(0,2).

— Quando (¢, c2) = (0,0), além disso temos que ¢3 = 0, entdo o fibrado Ty é
split pelo que teriamos uma contradigao (estamos no caso nao split), entao

este caso pode ser desconsiderado.

— Quando (¢1,¢2) = (0,2), além disso temos que ¢z = 0, segue que Tp(1)
é um fibrado globalmente gerado (ver proposigdo 1 do artigo de I. Sols
et al. [25]). Pela proposi¢ao 3.2 do artigo de M. Szurek et al. [26], segue
que Tp é o pullback 7*N de um null-correlation bundle N, via o doble

cobrimento 7 : Q3 — P3.

Construgao. Considere uma distribuicio Dy de grau 2 sobre P? cujo
tangente é o null correlation bundle (ver teorema 9.5-2 do artigo de O.

Calvo et al. [5]), definida pela seguinte sequéncia exata
Dy:0—= N —=TP = TI,(4)—0

Entao temos que ¢;(N) = 0, c3(N) = 6 — deg(Cy). Pelo Teorema 9.5-2
de [5] o conjunto singular da distribui¢do Zx ¢ uma curva conexa de grau
5, logo Cy = Zy. Entao temos que c3(N) = 1.

Tomemos a distribuicao pullback 7D, induzida pelo mapa de cobrimento
duplo 7 : Q3 — P3.

Lembrando que toda variedade algébrica complexa ¢ uma variedade di-
ferencial e entao um morfismo entre variedades algébricas é uma mapa
diferencial (ver GAGA, Serre). temos que a propriedade de “naturalidade”
se satisfaz co(m*N) = w*co(N) (ver pag 197 de [15] ou pag 50 [21]). Como

7 & um recobrimento duplo temos que co(Tp) = co(7*N) = 2¢5(N) = 2.
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Em resumo, nos temos a seguinte tabela para as distribuicoes de codimensao 1
sobre a quadrica Q* C P*, com tangente localmente livre e primeira classe de Chern

nula.

Ty (c1,¢2) | deg(C)
Split | O® O | (0,0) 8
Estavel | 7*N (0,2) 4

Tabela 2.4: m: @3 — P3 recobrimento duplo, N é o null correlation bundle sobre P3,
c=1Z.

2.1.1 Calculo do género aritmético da curva

Considere a sequéncia da distribui¢do 2 em (2.1) sobre a quadrica lisa X = Q3

0—=Ty >TX -7z(3)—.0

Dualizando temos
0— Ox(—3) = Qx = Ty — Exty (Z7(3),0x) =0

Observe que Exty, (I2(3),0x) = Exty, (Ze(3), Ox) = we € o feixe dualizante
da parte de codim pura 2. (A primeira igualdade é imediata das defini¢ao do C e a
segunda esta feita no livro do Vakil, capitulo 30).

Calculando as caracteristicas de Euler temos

X(0x(=3)) = x(2) + x(T2) — x(we) = 0.
Pelo teorema de H.R.R., lembrando que H = ¢;(Ox(1)) e deg(H?) =2 é o

grau da hipersuperficie quédrica. Assim temos que

X(Ox(=3)) =
—deg[(1—3H + = 9H2) + %(—27}[3)) : (1 + %(3}1) 112(9 +4)H? + 214(3)(4)H3)]3

2 2 12 2
9

___|____)H3

4 4 2

1 1
=deg| (1 3H + H2 QH) (1+3H+ Bl HS)]
1
=deg(=
eg 5

-1
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E
1 1 3 13 1
0L) =d 3—3H+-H>+-H*) . (1+-H+—H*+ -H?
(%) =deg](3 - 3H + 3 + $ e By L),
3 13 3 1
=deg(= — — 4+ 4+ 2)H?
g7 t7t3)

=1

Segue que:

X(T7) = x(we).
Dado que x(we) = h%(C,we)—hH(C,we) = K (C, O0c)—h"(C, Oc) = pa(C)—1,
segue que
X(T) = pa(C) — 1.
Novamente, do teorema de H.R.R. e como ¢3(7%) =0

1 3 13 1
x(T9) :deg[<2 +0+ 5(—2@)) : (1 + §H + EHz + §H3)}3

=deg(1 — SCQH)
=2 — 3CQ(T_@>

dado que ¢y = c3(Ty)H?. Entao 2 — 3¢y = p,(C) — 1, ou seja

3ca + pa(C) —3 =0, (2.16)
ou alternativamente, relacionando com o grau da curva, dado que c; = 4 — degT(C)
18 — 3deg(C) + 2p,(C) = 0. (2.17)
Ty | (c1,¢2) | deg(C) | pa(C)
Split | O® O | (0,0) 8 3
Estavel | 7N | (0,2) 4 -3
Tabela 2.5:

2.2 Prova do Teorema 3.0.5

Considere a distribuicao &, nas mesmas hipoteses do presente capitulo, defi-

nida pela sequéncia exata

0—=Ty >TX = Ix(r)—0.
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Tomando o dual ()" temos
0— Ox(—r) = Q — Ty — Ext(I4(r),Ox) — 0.
Aplicamos a caracteristica de Euler na sequéncia acima, e temos que

X(Ox(=r)) = x(x) + x(T2) — x(we) =0 (2.18)

aléem disso, temos que x(we) = pa(C) — 1.

Pelo teorema de Hirzebruch Riemnann Roch temos que
V(E) = deg[Ch(E) - td(TX)].
onde

1 1
Ch(&)=r+c + i(cf —2c9) + é(ci’ —3ci1c9 + 3c3) + -+
(2.19)

1 1 1
td(&) =1+ ¢ + E(C% + o) + 516162 + -

Além disso, lembremos que temos a sequéncia de Euler para espagos projetivos
com peso
=0

de onde podemos calcular as classes de Chern totais

C(TP(Q)) = C(g?(;i “;’;?f)q)”). (2.21)

Temos também a sequéncia do tangente e o normal para X C F' de onde podemos

calcular as classes de Chern totais

C(TF|x)

C(TX) = —C(NX/F)

(2.22)

2.2.1 Calculamos o género aritmético do lugar singular C

Estabelecemos uma identidade, como na igualdade (2.18), para cada um dos
casos das Fano threefolds respetivas, notando que por hipéteses ¢1(Ty) = 0,co(Ty) =
coH?,c3(Ty) = 0, onde ¢ ¢ um nimero inteiro. Observe também que x(we) =

Pa(C) — 1, e além disso

e Quando X = X5 C IP* ¢ a hipersuperficie ctbica.
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Assim Ny/ps = Ops(X)|x = O(3). Tomando classes de Chern na sequéncia

(1.1), temos que:

 C(TPYX)
I8 = Goxm)

Além disso temos que C(TP*|X) = (1+H)® = 1+5H+10H*+10H*+5H*+ H®
e C(Ox(3)) =1+ 3H onde H ¢ a classe hiperplana em X3. Assim
C(TX)=(1+5H +10H? + 10H> + 5H* + H°)(1 — 3H + 9H* — 27TH® +--+).
As classes de Chern de X3 sao

Cl(TX3) =2H
co(TX3) = 4H?
c3(TX3) = (—27+ 45— 30 + 10)H* = —2H?>.

Segue que r = 2. Além disso temos que wy = O3 —4 —1) = O(-2), so
Ki' = 2H. Como deg(C) = [C] - H e [C] é um 1-ciclo no anel de Chow de X3,
temos que [C] = mH?. Entao deg(C) = 3m, pois H®> = 3 = deg(X3).

Segue das equagoes em (2.3), ou o Teorema 5.6 de [6], que
deg(C)

er(Ty) =4 =444 — = (2.23)

Como Ty é localmente livre de posto 2 temos que c3(7Ty) = 0.

Sabemos que T'X (1) tem se¢oes globais nao nulas para [ >> 0. Seja u o minimo
inteiro tal que isso aconteca. Pelo teorema da dualidade de Serre, e como X =

X3 é uma subvariedade projetiva
(X, TX(t)) = h* (X, Ux(~t) @ wx) = h*(X, Q(~t — 2))

lembrando que quando X ¢ projetivo w$% = wy = O(3—4—1). Pela formula de
Bott para interse¢oes completas com peso, proposigao (1.0.12): h3(X,Q(—t —
2)) # 0seesdse —t—2 < —2 ouseja TX(l) tem segoes globais nao nulas se e
s6set > 0.

Pelo teorema (2.0.1) temos que T é split ou estéavel. Consideremos os seguintes

Casos:

— Se Ty é nao estavel. Suponha também que ele tem uma se¢ao nao nula.
Entao Ty é split, assim Ty = O(a) @ O(b). Como ¢;(Ty) = 0 segue que
a = —b. Por outro lado ¢3(Ty) = —a®. O morfismo injetivo Ty — TX
induz uma se¢ao de TX ® (Ox(—a) ® Ox(a)). Entdao a > 0 e a < 0. Logo
a=0,c(Ty) =0eTy = Ox & Ox. Substituindo na equagao (2.23),

deg(C) =12 ¢ C' = Z ¢ uma curva de grau 12.
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— Se Ty é estavel, entdo h°(Ty) = 0. Pelo lema 1.3 em [2| temos que

4ey — c2d > 0, onde d = H®. Assim ¢y > 0, pelo que 4 — degT(C) > 0, ou seja

deg(C') < 12. Como ¢y é um inteiro c; = 3,2, 1. Pela proposigao 2.1 in 2]
existe um fibrado vetorial estavel, normalizado, de posto 2 sobre uma Fano
threefold, de indice ix = 2,sees6sec; =0ecy >20uc; =—1lecy >2

“even”. Desta forma cy = 3, 2.

Considere a sequéncia da distribui¢do 2 em (2.1) sobre a cubica lisa X

0—-Ty -TX 5742 —0

com ¢, (TD) = 0.

Dualizando temos

0— Ox(=2) = Qx = Ty — Exty (15(2),0x) — 0.

Observe que Exty (I2(2),0x) = Exty (Te(2), Ox) = we € o feixe dualizante
da parte de codim pura 2. (a primeira igualdade é imediata das defini¢ao do C

e a segunda esté feita no livro do Vakil, capitulo 30)

Calculando as caracteristicas de Euler temos

X(0x(—2)) — x(x) + x(T9) — x(we) = 0.

Pelo teorema de H.R.R., lembrando que H = ¢;(Ox(1)) e deg(H?) = 3 é o grau

da hipersuperficie ctbica. Assim temos que

X(Ox(=2)) =

:deg[(l —2H + %(41:12) + %(—SH?’)) : (1 + %(21{) + 1—12(4 +4)H? + isﬂ?’)]g

1 4 4
el —3+2-3)
=—1.
E
1 2 11 3 2 9 1 3
X(Q) =deg[( 3~ 2H + 20 + L H | - (14 H+ SH? + S H* )3
4 11
eg( 3 +3)

=4.
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Segue que:

x(Ty) = x(we) + 5.

Dado que X(WC') = ho(cv (JJC) - hl(c’ (JJC') = hl(c’ OC) - ho(ca OC) = pa(c) - 1)
segue que
X(Tg) = pa(C) + 4.

Novamente, do teorema de H.R.R. e como c3(T%) =0

1 2 1

2
= deg(g — 2H)

=2 — 302 (T@)

dado que s = c2(Ty). Entao 2 — 3ca = 2p,(C) + 4, ou seja

3¢5 + 2pa(C) +2 = 0, (2.24)

. . deg(C
ou alternativamente, relacionando com o grau da curva, dado que ¢; = 4 — %

14 — deg(C) + 2p,(C) = 0. (2.25)

e Quando X = X4 C P(1,1,1,2,3).

Usando a equagao (2.21)

C(TP(Q)) = (1+ H)(1+ H)(1 + H)(1+2H)(1 + 3H)
= (1+3H +3H*+ H*)(1+5H + 6H?)
=1+8H+(3+6+15)H*+(1+15+18)H> +---
=1+8H +24H? + 34H? + - -

(2.26)

Por outro lado, da sequéncia do Tangente e o normal (1.1), o normal Nx =

Or)(Xe6)|xs = Ox,(6). Além disso, utilizando a equagao (2.22) temos que
C(TP(Q)

C(0(6))

= (1+8H +24H*+34H> +---)- (1 —6H + 36 H* — 216H> + - - -)
=1+2H + (—48 +24 + 36)H* + (34 — 216 + 288 — 144)H* + - - -
=1+2H +12H? — 36H"> + - -

C(TX) =

(2.27)
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Assim ¢y (TX) = 2H, co(TX) = 12H2, ¢3(TX) = —36H3, logo ¢1(Q) = —2H,
CQ(Q&) = 12[‘[2, Cg(Qﬁ() = 36H3

Dai que
td(TX) =1+ 12H+ = (4+12)H? + Lo 1pr
B 2 12 24
4
:1+£ﬁ+§H?+H?
1 1
Ch(O(-2)) =1+ (-2)H + 54H2 + 6(—8)H3

4
:1—2H+2H2—§H3.

1 1
Ch(Qy) =3+ (-2)H + 5(4 —24)H? + 6(—8 + 72+ 108)H?
86
=3—2H — 10H* + ?H:”.
1

=2 —cH? +--.

X(O(—-2)) = deg[Ch(O(-2)) - td(T'X)]5

4 4
— deg[(1 — 2H + 2H* — §H3) (1+ H+ -H>+ H?)]3

3
4 8
= deg(l — = +2— )H?
eg(l—g+2-7)
=(-1)x6=—-6
1 2, 86,3 4.9 3
X(Qy) = deg[(3—2H — 10H +§H)~(1+H+§H + H”)]3

8 86
—deg ((3—=—10+ —)H3
eg((B—5—10+7) )
=19 x 6 = 114.
4
X(Ty) = deg|(2 = e 1) - (1 + H + H* + H"))J3
:(2—62))(6:12_602.

Substituindo estes valores na equagao (2.18)

—6 — 114 4 (12 = 6¢2) — po(C) + 1 =0 < | =107 — 6co = p,o(C)

Agora, segundo a equagao (2.7), identificando com inteiros, co(Ty) = co(TX) —
deg C
deiX

Por hipoteses, ¢1(Ty) = 0, entdo Ty ¢ normalizavel. (Definigao 1.1 de [2]).

— Quando Ty é estavel, segundo a equagao (2.9), 0 <

deg(C) <12 x 6 = T72.
2

Além disso, como Ty é normalizavel entao c3(Ty) > 2 (proposigao 2.1 [2]).
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Assim, dado que c3(Ty) = 12 — degT(C) é um inteiro, temos que c3(Ty) =
12,11,...,2, se deg(C) = 0,6,...,60, respectivamente.

— Quando Ty é split, segundo a equagao (2.10), deg(C) = 12 x 6 = 72, logo
c2(Ty) =0 e p,(C) = —107.
e Quando X = X, Cc P(1,1,1,1,2)

Analogamente

C(TP(Q)) = (1 +4H)*(1+2H) = (1 + 4H + 6H> + 4H* + H*)(1 + 2H)
=1+6H + 14H* + 16H> + - --

Logo
C(O(TP(Q)))
C(O4))
=(1+6H +14H*+ 16H> +---)(1 —4H + 16H*> — 64H> + - - -)
=1+2H +6H* — 8H".

C(TX) =

Assim, ¢;(TX) = 2,2(TX) = 6,c3(TX) = =8, logo ¢1(Q) = —2H, c»(Q%) =
6H2, Cg(QA%() = 8H3
Agora, calculamos as classes
td(TX) =1+ Lo+ 2 (4+6)H* + L jops
2 12 24

5 1
:1+H+EH2+§H3.

Ch(O(-2)) =1+ (-2)H + %41{2 + %(—S)H?’

4
:1—2H+2H2—§H3.

1 1
Ch(Q%) =3+ (-2)H + 5(4 —12)H? + 6(—8 + 36 + 24)H?
:3—2H—4H2+?H3.

1
Ch(Ty)=2+0+ 5(—2c2)H2

= 2—02H2.
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X(0(=2)) = deg[Ch(O(-2)) - td(T'X)]3

4 5 1
= deg[(1 — 2H + 2H* — gH3) -1+ H+ 6H2 + §H3)]3
1 5 4
= deg(z — = +2— - )H?
sy =527 3)
1
= (=) x4=-2.
(=5) %

2 1
x(Q%) = deg[(3 — 2H — 4H? + EGHS) (1+H+ §H2 S H

6 2
3 5 20
:deg ((5—5— +§)H3)

9
=-—x4=18.
2><

X(Ty) = deg[(2 — coH?) - (1 + H + 2H2 + %Hi’)))]g

:(1—02)X4:4—402.

Substituindo estos valores na equagao (2.18)

—2— 18+ (4 —4cy) — pa(C) +1 =0 | =15 — dey = pa(C) |

Agora, segundo a equagao (2.7), identificando com inteiros, c2(Ty) = co(TX) —
degC
dog X

Por hipoteses, ¢1(Ty) = 0, entdo Ty é normalizavel. (Definigao 1.1 de [2]).

— Quando Ty é estavel, segundo a equagao (2.9), 0 < deg(C) < 6 x 4 = 24.
Além disso, como Ty é normalizavel entao cy(Ty) > 2 (proposicao 2.1 [2]).
Assim, dado que c3(Ty) = 6 — degT(c) ¢ um inteiro, temos que c3(Ty) =
6,5,4,3,2, se deg(C) = 0,4,8,12, 16, respectivamente.

— Quando Ty é split, segundo a equagao (2.10), deg(C) = 6 x 4 = 24, logo
c2(Ty) =0 e p,(C) = —15.

e Quando X = X5, C P,
Como nos caso acima C(TP%) = (1+ H)" =1+ T7H +21H?*+35H%+ - --. Logo
C(TP®)
C(0x(2))C(0x(2))C(Ox(2))
=(1+7H+21H*+35H>+---)- (1 —6H + 24H* — 80H"> + - )
=1+ (7—6)H + (=42 + 21+ 24)H* + (35 — 80 + 168 — 126)H"> + - - -
=1+H+3H*—-3H>+ -

O(TX) =

(2.28)
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assim, ¢1(TX) = 1,e(TX) = 3,¢3(TX) = =3, logo c1(Q = —H, () =
3H27C3(QA1X') = 3H3

Logo
td(TX) =1+ Lyt (1+3)H* + Lo
2 12 24
1 1 1
=1+ -H+-H*+-H?
+oH+ gH 4 2
1 1
Ch(O(-2)) =1+ (=2)H + 54H2 + 6(—8)]—]3

4
:1—2H+2H2—§H3.

1 1
Ch(Qy)=3—H + 5(1 —2x 3)H* + 6(—1 —3(-1)3+3x 3)H?
5 17

=3—H— -H?>+ —H?3
2 +6

1
Ch(Ty) =2+0+ 5(—2c2)H2

=2 —CgHz.

X(O(=2)) = deg[Ch(O(=2)) - td(T'X)]3

4 1 1 1
= deg[(1 — 2H + 2H?* — §H3) (14 SH+ §H2 + §H3)]3
-4 1 2
= — - -4+ 1)H?
deg( 3 +8 3+ )
-7
8
1 5 2 17 3 1 2 3
17 5 1 3
=d - 4+ OH?
ea((g—7 3T H)
13
= —x8=13
8 X
1 1 1
X(Ty) = deg[(2 — o H?) - (1 + 5H + §H? + éH3))]3

1 c
:<Z—§2)x8:2—402.

Substituindo estos valores na equagao (2.18)

—T =134 (2 —4ey) — pa(C) + 1 =0 & | —dey — 17 = p,(C)

Agora, segundo a equagao (2.7), identificando com inteiros, c2(Ty) = co(TX) —
deg C
deiX '

Por hipoteses, ¢1(Ty) = 0, entdo Ty ¢ normalizavel. (Definigao 1.1 de [2]).
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— Quando Ty é estéavel, segundo a equagao (2.9), 0 < deg(C') < 3 x 8 = 24.
Além disso, como Ty é normalizavel entao co(7Ty) > 2 (proposigao 2.1 [2]).
Assim, dado que ¢3(Ty) = 3 — degT(C) é um inteiro, temos que c3(7Ty) = 3,2,
se deg(C') = 0, 8, respectivamente.

— Quando T é split, segundo a equagao (2.10), deg(C) = 3 x 8 = 24, logo
c2(Ty) =0 e p,(C) = —17.

e Quando X = X5, C P°

Analogamente
C(TP°) = (1+ H)® =1+ 6H + 15H* + 20H> + 15H* + 6H® + H°.

Logo C(TX) =
C(TP?)
C(0(2))C(0(2))
~ 1+6H +15H? +20H® + 15H" + 6H® 4+ H°
B (14 2H)(1 +2H)

= (1+6H +15H* +20H* + 15H* + 6H° + H°)(1 — 4H + 12H* — 32H® + - - -)
=1+2H +3H* + 0H".

Assim ¢|(TX) = 2,6(TX) = 3,c3(TX) = 0, logo ¢;(Q) = —2H, (%) =
3H?, c5(QL) = 0.

Agora, calculamos a classe

1 1 1
td(TX) =1+ -2H + —(4+3)H?> + —6H"

2 12 24
7 1
=14+ H+ —H*+ -H®
+H+ S H +
1 1
Ch(O(-2)) =1+ (-2)H + 54H2 + 6(—8)H3

4
:1—2H+2H2—§H3.

1 1
Ch(Q%) =3+ (-2)H + =(4—6)H* + 6(—8 + 18)H?

2
5
:3—2H—H2+§H3.
1
Ch(T_@) =2 + O + 5(—262)[‘[2

=2 CQHQ.
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X(0(=2)) = deg[Ch(O(-2)) - td(T'X)]3

4 1
= deg[(1 - 2H + 2H* — S H*) - (1+ H + —172H2 + 1)l
4 7
= —_ 2__[_[3
deg(; —3+2- )
- =1
5 7 1
x(Q2%) :deg[(B—ZH—H2+§H3).(1+H+ 12H2+ZH3>]3
5 3 7
= ~+-—-—-1H®
deg((5+ 7 — 5 —DHY)
1
=-x4=1

4
X(Ty) = deg[(2 — coH?) - (1 + H + lHQ + 1H?’))]g

Substituindo estos valores na equagao (2.18)

—1— 1+ (2—4e) = pa(C) + 1= 0 & | —des + 1 = pa(O) |

Agora, segundo a equagao (2.7), identificando com inteiros, co(T) = co(TX) —
deg C
de§X :

Por hipoteses, ¢1(Ty) = 0, entdo Ty ¢ normalizavel. (Definigao 1.1 de [2]).

— Quando Ty é estavel, segundo a equagao (2.9), 0 < deg(C) < 3 x 4 = 12.
Além disso, como Ty é normalizavel entao co(Ty) > 2 (proposi¢ao 2.1 [2]).
Assim, dado que ¢3(Ty) = 3 — degT(C) ¢ um inteiro, temos que c3(7y) = 3,2,

se deg(C') = 0,4, respectivamente.

— Quando T é split, segundo a equagao (2.10), deg(C) = 3 x 4 = 12, logo
c2(Ty) =0e p,(C) = 1.

Podemos resumir o feito nas linhas acima, nesta subse¢ao, na seguinte tabela
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Fano threefold Ty deg(2) pa(C) )
Qe St | 600 & N
ver [ose| & | 3 |
Xg C P(1,1,1,2,3) Egmel 0w 0,6, 127,2. .60 —1(1710—7602 12, 11(,]. .2
X, CP(L1.1,1.2) Egﬁivtel oo 0,4, 82,412, 16 —15_I54c2 6, 5,81, 3,2
X9, C P Eg;é{ivtel oo 02, 48 17 174@ 362

Tabela 2.6:

2.3 Quando o indice da variedade é 1

Neste caso temos que da proposigao (1.1) de [18]. Se X é uma variedade Fano
threefold de nimero de Picard 1, indice r e género g. Se H°(X,Q4(1)) # 0 entao
r=1eg = 10 ou 12, ou seja X = Vig ou X = Vi, respectivamente, segundo a
classificacao dada por Iskovski e Mukai (ver [16], [17], [22]) mostrada na tabela (2.2).

Além disso, seguem os seguintes resultados

Proposicao 2.3.1. Considere as variedades Voo € Vig da classificagcio de Mukai
das Fano threefold com Pic(X) =7 e indice 1.

1. Sobre a variedade X = Voo se & € uma distribuicao de codimensdo um, entdo o

tangente da distribuicao Ty e igual a Ox @ Ox.

2. Sobre a variedade X = Vig existe uma tunica distribuicao de codimensao um,
nao-integravel, 9 cujo Ty tangente da distribuicao € um feize estdvel induzido
pela forma de contato Oy via o morfismo de restricao, onde M € a variedade de

contato onde X se encontra mergulhada.

Demonstracao. Para demonstrar 1. Pela proposicao (2.5) de 18], considerando
um elemento especial da familia respectiva, V' = Vi, (a Fano threefold de Mukai-

Umemura), o tangente da distribui¢ao é induzido pela se¢ao nao nula Ox,y €
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HO(V,Q,(1)) (onde X,Y € HY(V,TV) = s5i5(C)) ¢ split Ty = Oy & Oy. Além
disso, foi demonstrado no item 1.3 da mesma proposicao que essa distribuicao
pode ser integravel com Z(dfA@) = V ou nao integravel com Z(dONO) = O1UO,,
dependendo se os campos X e Y geram a sub-algebra sly(C) ou ndo. Aqui
Oy = SIy(C) - [teti] e Oy = Sly(C) - [t1?], sendo Sly(C) a agao natural sobre
Clto, t1]. Pelo teorema (8.1) do artigo de [20] temos que se .# ¢é uma folheagao de
codimensao um com feixe canonico trivial sobre uma variedade X Fano threefold
com grupo de Picard= Z e indice +(X) = 1 entdo X = V3 ¢ a Mukai-Umemura

Fano threefold e .% é induzido por uma agao algébrica do grupo afim.

Para provar 2. De [18| Seja M a variedade de contato de dimensao 5, homogénea
sob o grupo excepcional G5. Naturalmente mergulhado em P'3, o fibrado de

contato de M ¢ o divisor fundamental Oy;(1) = Opis|y,.

Pela proposicao 3.1 de [18] temos que H°(X, Q% (1)) = C, entao a segao geradora
(a qual também induz a distribuigao de codimensao um) é a imagem de 6, via

o morfismo de restrigao
H°(M, (1)) — HO(X, Q% (1));

sendo M a variedade de contato onde X se encontra mergulhada e 0, €
H°(M,Q%,(1)) a forma de contato (ver segao §3 de [18]).

Pela construcao de Mukai, uma variedade Fano threefold de tipo Vig é a in-
tersegdo completa de dois hiperplanos Hi, Hy € |Op(1)] em nossa variedade
de contato M. A construcao de M, a variedade de contato, demonstra que a
sequéncia de contato induz um isomorfismo H°(M,TM) = H°(M,Oy/(1)). En-
tao segdes hiperplanas e campos vetoriais podem ser identificados (ver pag 11
de [18]). Assim, a proposi¢ao (3.4) de [18] demonstra que os campos vetoriais
X7 e X5 induzidos pelas secoes hiperplanas H, e Hs, respectivamente, geram

uma secao
2
9X17X2 = X1 /\XQ‘X € HO(X,/\TX),

a qual é nao-nula e pode ser considerada como o pull-back da se¢ao de contato
Orr. Além disso, o lugar de zeros de dfx, x, A Ox, x, é o lugar dos zeros de
(X1, Xo]|v € HO(V, Oy(1)).

O
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Capitulo 3

Distribuicoes sobre Fano threefolds de

indice maior que 1

3.1 Introducao

Nas segoes previas, foram encontradas algumas distribui¢oes &, localmente
livres cujo feixe tangente tem c¢; = 0, sobre algumas variedades X Fano threefold
(ver tabela (2.1) ) que tem o numero de Picard igual a 1. No caso de variedades
Fano threefold com nimero de Picard maior que um, no artigo de Belmans et al [4]
foram calculados o nimero de secoes de A” Tx, ou seja, a dimenséo de HO(X, A> Tx).
Nos artigos de Carolina [1| e Janhke [18] foi provado que distribuigoes de codimen-
sao um, sobre variedades Fano threefold com ntimero de Picard um, provem de uma
distribuigao na variedade ambiente (onde a nossa variedade X se encontra mergu-
lhada). Assim, nesta se¢ido queremos encontrar quais variedades X, Fano threefold
com nimero de Picard maior que um, possuem uma distribui¢ao que provem de uma
distribuicao na variedade ambiente F' de dimensao m, na qual X estd mergulhada,

via o morfismo de restricao

m—1 2
HO(F, /\ TFE(()) — H(X, /\TX) — 0, para algum /(uma s-upla de inteiros).

(3.1)

Para esse proposito, utilizaremos o fato que nossa variedade X pode ser descrita

como o conjunto de zeros de se¢oes de um fibrado homogéneo £ sobre a variedade
ambiente F' que pode ser produto de Grassmannianas (ver [8], [4]) com codimpX =
rank(&). Mas, nem todas as variedades X com tal descrigao sao faceis de trabalhar,
alguns casos sao bem mais complexos que outros, pelo que aqui, s6 conseguimos provar

em alguns casos do total. Os resultados sao apresentados no seguinte teorema

Teorema 3.1.1. Dada uma variedade Fano threefold X com nimero de Picard maior
que 1. Seja F a variedade ambiente onde X estd imersa. Seja : HO(F, N ' TF(()) —
HY (X, N>TX) o morfismo de restrigio. Entio
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e 0 morfismo p € sobrejetivo nos sequintes casos:
MM2,57 MM2,97 MM2,107 MM2,127 MM2,137 MM2,147 MM2,247 MM2,257
MMy 13, M Ms o7, M Ms 29, M My 32, M M 33, M Mz ¢ M Ms 7, M Mjs,
MM3,107 MM3,127 MM3,13, MM3,177 MM3,247 MM3,257 MM3,287 MM4,17
MMyz, MMy, MMz, MMy 10, MMs 3, M Mgy, MMz, MMsg 1, M Mo 1, MM ;

e 0 morfismo @ nao € sobrejetivo nos sequintes casos:

MM2717 MM2,37 MM2,117 MMQ,IE)) MM2,197 MM2,237 MM2,307 MM2,357 MM?),lla
MM3,187 MM3,197 MM3,237 MM37267 MM3,30MM37317 MM4,27 MM4,47 MM4787 MM479'

Aqui MM, ,, corresponde a enumeragao feita por Mori e Mukai das variedades
Fano threefold, onde p é o nimero de Picard e n é a ordem na classificacdo (ver
https://www.fanography.info/).

Antes de comecar a prova do teorema vamos a resumir e dar uma ideia da

prova que seré realizada na seguinte segao.

2 - . . .
Como A" TX = Q) ® wy, nos utilizaremos a sequéncia do conormal induzida

pelo mergulho da nossa Fano threefold X na variedade ambiente F'

0—Z/T* = Qhlx — Q% — 0 (3.2)

e o fato que o feixe de ideais Z restrito a X da (Z/Z?)|x = £Y|x. Dado que X é
suave e localmente intersegdo completa com F, temos que X C F*™ entdo QkL|x ¢

localmente livre. Segue que a sequéncia do conormal é
0—=&x = Qlx = Q% =0 (3.3)

é uma sequéncia exata curta de fibrados vetoriais sobre X.

Torcendo esta sequéncia pelo feixe canénico wy = w)|x ® det & x.

0—>8V|X®w}/~yx®det5’)( —>Q};\X®w}§\x®det5|x — Qk@(ﬂ}élx@detglx — 0.
(3.4)

Observe que
m—1
Ohlx @ wi|x @ detE|x = (U @wi @ det &) |x = (( N\ Tr) @ det(S)) lx;

2
Ok ® (wilx ®det&|x) = A TX.

Na seguinte se¢ao, para encontrar um mapa sobrejetivo como em (3.1) realizaremos
o seguinte procedimento em cada um dos casos (como sera mostrado na prova do

teorema 1.0.3):
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1. Em primeiro lugar verificaremos se existe um morfismo sobrejetivo

H(X, (Qp @ wp @ det E)|x) — HY(X, Qy ®@ wi|x @ det &|x). (3.5)

2. Em segundo lugar, verificaremos se existe um morfismo sobrejetivo

H(F,Qp @ wl ®det &) = H(X, (U @ w), @ det €) | x) (3.6)

Compondo ambos morfismo entao teremos o morfismo (3.1) desejado, induzido

pelo morfismo da restrigao.

Processo 1

e Para verificar o item (1) precisamos calcular H'(X, (£¥ @ wy, ® det&)|x) da

sequéncia longa de cohomologia de (3.4)

o= HYX, Q% @wi|x @ detElx) = | HY(X, (€Y @wyp @ det E)|x)|— -

Por tal motivo, utilizaremos a sequéncia de Koszul de £
rank £—1
0—dete = A &= 55 0p = 0x =0, (3.7)

torcida convenientemente por £ ® wi ® det £; temos

0= det(EV) R EYQuwi@det(€) = A'EY @ EY @w)i @ det(E) — - -
o NTPEV @Y @wl @det(E) 5 ANTFTEY @ EY @ wi @ det(E) = -+

= VR ERQWwLEdet(E) - £Y @wh ®det(€) = (EY @w) @ det(€)) |x — 0.
(3.8)

Esta sequéncia (3.8) sera divida em sequéncias exatas curtas

r—1
0— det(gv) REY® wp @ detE — /\ EVREY ®w}/, ® det & — Img(dr—l) 0
r—2

0 — Ker(d"?) — /\ EV®EY @wyh ®detE — Img(d™™?) — 0

2
0 — Ker(d®) — /\SV ® Y @ w) ® det & — Img(d*) — 0
0 — Ker(d') = &Y ® &Y @ wi ®@det& — Img(d') — 0
0 — Ker(d’) = &Y @wi@detE = (€Y @wp@det&) |x — 0.
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de cada uma das quais utilizaremos a sequéncia longa de cohomologia corres-

pondente

o —— HY(F,EVQuwY®det(£)) — HY(F,(EYQwY®det(€))|x) —— H?(F,Ker(d®)) —————> -
o — HY(FEVREY Qui®det(€)) —— H?(FImg(d')) ————— H3(F\Ker(d})) ——— -

o = H3(FA? EVREY@wY.@det(£)) —— H3(F,Img(d?)) —————— H*(F,Ker(d?)) ——— -

o HP Y (F A2 EVREY @wi@det(E)) — H™ Y (FImg(d"~2)) ————— H"~(FKer(d"~ 1)) ——— -

o= HY(F AT EVREY QuY@det(£)) —— H" (FImg(d"~1)) — H™t (F,det(£V)REY Quwi@det(€)) = -

(3.9)

No caso que H(F,\""" £V @&Y @wf ®@det(£)) = 0 parai=1,2,...,7+1 entio
HY(X, (£Y @ wi @ detE)|x) = 0. Assim, teremos conseguido que o morfismo

(3.5) seja sobrejetivo.

e Para verificar o item (2) vamos a tomar a sequéncia (3.7) e torcer ela por O} ®
wp ® det £

0= det(EV)@QL @wl@detE - N'EVRQLQw) @detE — -
e NTFEV e owiodetE s N TFTEY @ QL @wl @detE — - -

= 8V ROLQwEedetE - QL @wl®detE = (AL @wp @detE) |x — 0.
(3.10)

Decompondo esta tultima sequéncia em sequéncias exatas curtas

r—1
0— Q}T ® det(gv) ®w1\é ®det & — Q}; ® /\ EY ®W1¥ @ det & — Img(dr—l) 0
r—2

0= Ker(d™?) = Qp @ [\ ¥ @wy, @ det £ — Img(d"?) = 0
2
0 — Ker(d*) = Q1. ® /\EV ® wp ® det & — Img(d*) — 0
0 — Ker(d') = Q5 ® €Y @ wp ® det £ — Img(d") — 0

0 — Ker(d”) = Qp @ wy ® det & = (Qp @ wy, @ det &) |x — 0;

como foi feito linhas acima, passamos cada uma das sequéncias anteriores para
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sequéncias longas de cohomologia

o —— HY(FQLewY®det(£)) — HO(F,(QL@wY.®det(£))|x) — H'(F,Ker(d)) —————> -
o — HY(FQLREVQwY.®det(£)) — > H(FImg(d')) ———— H?(FKer(d!)) ———> -

e — HQ(F,Q}:®A2 5V®w¥®det(5)) —— H?(F,Img(d?)) ——————— H3(F,Ker(d?)) ————— -

o H'2(FOQLON 2 £V RwY.@det(£)) — H"~2(FImg(d"~2)) ———— H"~(FKer(d"~2)) ——— -
/

o HHFQLOAT! EVRwY@det(£)) — H™~H(FImg(d"~ 1)) — H"(F,QL@det(£Y)Qw@det(E)) = -

(3.11)
No caso que H'(F, QL&' EV@w)®det(€)) = 0 parai =1,2,...,r, teremos que
h'(F,Ker(d®)) = 0 (no caso contrario, precisamos estudar com mais cuidado).

Assim o morfismo (3.6) é sobrejetivo.

Compondo ambos morfismos (3.5), (3.6) obtemos o morfismo desejado (3.1)
HF, QL @wp®det€) = HY(X, Q4 @ wilx @ det&|x) — 0. (3.12)

Fin Processo 1.

Por outro lado, observe que para 1 < k < r temos os seguintes isomorfismos

(ver proposigao (1.0.9))

det(€)Y @ €Y @ wy @ det(E) = &Y @ wy,

T/\1€V®£V®w}®det(8) ~2EREY Qw
7\25V®5v®w}§®de’c(€) g/z\g(g)gv@)wlvm
K5V®5v®w¥®det(5) %;\5®8V®w% (3.13)
r—4

4
NE @& @uwiedet(l) = \EE @w)
r—k k
NE' @& uwiedet(E) = \EE @w).

3.2 Prova do Teorema 4.1.1

No artigo de Belmans et al. [4] foram calculadas o nimero de secoes de A\* TX

sobre X, uma variedade Fano threefold com nimero de Picard maior do que 1. Isto
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¢, dizem quais Fano threefolds tem distribui¢oes de codimensao 1, com ¢; = 0.

A continuagao, provaremos alguns casos especificos do teorema 1.0.3.,

e Quando a variedade é produto de projetivos com peso: MMy 1, M My 3, MM ;.
e Quando a variedade ¢ produto de grassmannianas: M Ms 19, M My 14, M Mg ;.

e Quando o fibrado £ é soma de um fibrado universal quociente torcido: MM, 1,

MDMj 19, 0s outros casos por analogia.

e Para o resto de casos, quando o fibrado £ é soma de fibrados O(a, b, ¢) sobre uma
variedade produto de projetivos P": MMy 5, MMy g, MMy o4, M Mj o5, M Ms o7,

MM 99 € o resto de casos por analogia, usando as proposigoes da secao §4.2.13

As provas, em cada caso, serao realizadas seguindo o procedimento descrito na
segao anterior (§3.1).

Na seguinte tabela ¢ : H(F, N ' TF(f)) - H°(X, \°TX), S= sobrejetiva

e NS= nao sobrejetiva.
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X F & ©
MMy, P(1%,2,3) x P! 0(6,0)® O(1,1) NS
MM, 3 P(14,2) x P! 0(4,0)® O(1,1) NS
MM, P! x P4 0(0,3)® O(1,1) S
MM P? x P3 O(1,1)® 0O(1,2) S
MMQJO G<2,4) X Pl 0(2,0) @0(1,1) S
MMy 14 P? x P* Qp2(0,1) ® O(1,2) NS
MM 19 P3 x P3 O(1,1)%3 S
M Ms 3 P? x P* O0(1,1)% @ 0(0,2) S
MM 14 G(2,5) x P! O(1,0)" & O(1,1) S
M Ms 5 P3 x P4 Qps(0,1) & O(2,1) NS
M Ms 19 P3 x P° OQps(0,1) ® O(1,1)%2 NS
M M; o3 P4 x 5 Qpa(0,1) ® O(0,2) ® O(1,1) NS
MMy 4,4 P? x P? 0(1,2) S
M M o5 P! x P3 0(1,2) S
M M, 57 P3 x P? O(1,1)%° S
M M; 59 P! x P4 0(0,2) & O(1,1) S
M M, 59 P3 x P4 Qps(0,1) & O(1,1) NS
M M; 39 P? x P2 O(1,1) S
M M; 33 P! x P3 O(1,1) S
M Ms 35 P? x P3 Qp2(0,1) NS
M M3 P! x P! x P3 0(1,0,2) ® O(0,1,1) S
MMs; | P'xP? x P? 00,1,1)® O(1,1,1) S
MM; s P! x P? x P? 0(0,1,2) ® O(1,1,0) S
MMs; 19 Pl x P' x P* 0(1,0,1)® 0(0,1,1) @ 0(0,0,2) S
MMsy, | PExPExP? O(1,1,1) ® Op2(0,0, 1) NS
M M3 19 P! x P? x P3 0(0,1,1)® 0(0,1,1) ® O(1,0, 1) S
M Ms 15 P? x P2 x P? O(1,1,0)® O(1,0,1) ® O(0,1, 1) S
M M; 17 P! x P! x P? O(1,1,1) S
M M; 15 P! x P3 x P* O(1,1,0) ® O(0,1,1) & Qps(0,0, 1) NS
M M; 19 P? x P4 0(0,2) & Qp(0,1) NS
MMsas | P2x P x P* Op2(0,1,0) ® O(1,0,1) & Qps(0,0, 1) NS
M M; 54 P! x P? x P? O(1,1,0) » 00,1, 1) S
M M3 5 P! x P! x P3 0(1,0,1) ®» O(0,1,1) S
M M3 96 P! x P? x P3 O(1,0,1) ® 9p=(0,0,1) NS
M M3 o5 P! x P! x P? O(1,0,1) S
MMz | PExPZxP? O(1,1,0) & Qp(0,0,1) NS
M Ms 51 P? x P* Qps(0,1) & O(2,0) NS
MM, | P xP'x P! x P! 0(1,1,1,1) S
MM, P3 x P* x P° Qps(1,0,1) & 9Qpa(0,0,1) & O(2,0,0) & O(0,1,1) | NS
MM,z | P! x Pt x P! x P? 0(1,1,0,1) ® 0(0,0,1,1) S
MMy 4 P! x P2 x P* O(1,1,0) ® 0(0,0,2) ® Qp2(0,0, 1) NS
MM,g | P! x Pt x P! x P3 0(1,0,0,1) ® O(0,1,0,1) ® O(0,0,1,1) S
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MMy, |[P'xP' x P2 xP? | 0(0,0,1,1)®O(1,0,1,0)® 0(0,1,0,1) | S
MM,s | P xP°x P O(1,0,1) @ O0(0,2,0) @ 0ps(0,0,1) | NS
MMy, |[PLxPIx P2 xP? | O(1,0,1,0) & 0(0,1,0,1) & Op(0,0,0,1) | NS
MMy | P x P x P! x P? 0(1,0,0,1) ® 0(0, 1,0, 1) S
MMss | PZx P2 x P! O(1,1,0)%2 S
MM6’1 G(Q, 5) x P! O(l, 0)694 S
MM, P! x P! 0(2,0)%? S
MM, P x P! 0(3,0) S
MMy, | P'xPZxP 0(2,2,0) S
MMy, | P(12,2,3) x P! 0(6,0) S

Tabela 3.1: Distribuicoes sobre uma Fano de dimensao 3 cuja descrigao é o conjunto de
zeros de um fibrado homogéneo sobre uma variedade que é produto de grassmannianas.

3.2.1 Quando X = MM,

Neste caso nossa variedade é descrita (ver Proposigao 4.4 de [4]) como o blow-
up de uma Fano de dimensao 3 Y, de deformagao tipo MM, ;;, numa curva eliptica
obtida como intersecdo completa de dois divisores half-anticanonical (| — 3K¢'|), e Y
¢ dado como uma hipersuperficie de grau 6 (sextic hypersurface) no espago projetivo
com peso P = P(13,2,3).

Alternativamente X pode ser descrito com uma (1,1)-secao de F' := Y x P!
(ver secao 18 de [7]).

Considere a sequéncia do conormal para a inclusao X < F torcida pelo fibrado

em retas anticanonico, quem pela formula de adjungao é

3 4
NTX = \TF|x @ NYp
ou seja temos que

2l O T/T2 2 () © Op(—X))x.

O feixe candnico wp = Tjwy ® mhwpr = Tiwy @ T3Op1(—2). Lembrando que Y
¢ uma hipersuperficie de grau 6 no espago projetivo P := P(13,2,3) entao wy =
Op(6 — (34 2+ 3))|y. Temos que wr = 7150p(—=2)|y & m30p1(—2) = Op(—2,-2)

wx = (0p(2,2) ® Op(=X))|x = Op(1,1)|x

que fornece
0— Ox — QR(1,1)|x = Q%(1,1) = 0.
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tomando a sequéncia exata longa de cohomologia
0— H(X,0x) = H°(X,Qp(1,1)]x) — H*(X,0%(1,1)) - H(X,O0x) — - -

e pelo lema (1.0.13) H*(X,Ox) = H*(X, Ox) = k[0], entao H'(X, Ox) = 0. Ou seja,
o morfismo (3.1) é sobrejetivo.
Ainda precisamos encontrar um mapa sobrejetivo

o : HY(F,Q(1,1)) — H°(X,Q%(1,1)),

ou seja, um mapa sobrejetivo ¢ : HY(F, QL ® wi @ det(€)) — HY(X, Q) @ (wi ®
det(€))|x). Mas pode-se verificar que H°(F,Q%(1,1)) = 0. Com efeito, pela formula
de Kiinneth

HO(F,Q5(1,1)) = HY(F, Q3 (1) K Op1 (1)) @ H(F, Oy (1) K Qp (1))

0
= HO(Y7 Q%’(l)) ® HO(]P)la OIP’I(l)) ©® HO(Y7 OY(l)) ® HO 17 Pl 1))
(3.14)

Basta provar que H°(Y,}-(1)) = 0 e a prova estard terminada. Como Y &

uma hypersuperficie de grau 6 em P entao da sequéncia exata do conormal torcida
por Oy (1)
0— Oy(=5) = By = (1) =0

passando a sequéncia exata longa de cohomologia
o HO(Y, Qp(1)]y) — HAY,Qp (1)) = H' (Y, Oy (=5)) = -

vemos que H'(Y,Oy(—5)) = 0 pela formula de Flenner para intersegoes completas
com peso (1.0.12). Entao temos que H°(Y,Qh(1)]y) = H(Y,Q4(1)). Considerando
a sequéncia

0— Op(—6) > Op = Oy =0
logo torcendo ela por Qp(1)
0 — Qp(—5) — Qp(1) = Q(1)]y = 0
passando a sequéncia exata longa de cohomologia
e o HOP,04(1)) — HOB,Q3(1)ly) — H (P, 2p(—5)) = -
temos que pela formula de Bott para espagos projetivos com peso (ver [9] §2.3.2 )
HY(P,Qp(—5)) = HY(P,Q3(1)) = 0.

Finalmente temos que H°(Y, Q5 (1)) = 0, logo H°(F,Q}:(1,1)) = 0.
Entao, podemos concluir que, sobre M M, ; nao existem distribui¢oes de codi-
mensao 1, com c¢; = 0, que provem de uma distribuicao da variedade ambiente, via o

morfismo de restri¢ao.
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3.2.2 Quando X = MMs3

Neste caso nossa variedade é descrita (ver [4]) como o blow-up de uma Fano
threefold Y, de deformacao tipo M M, 15, numa curva eliptica obtida como intersegao
completa de dois divisores half-anticanonical (| — 1K¢'[), e Y é dado como uma
hipersuperficie de grau 4 (quartic hypersurface) no espago projetivo com peso P =
P(14,2).

Alternativamente X pode ser descrito com uma (1,1)-se¢ao de F :=Y x P!
(ver secao 18 de [7]).

Como na subsecao anterior, pela formula de adjuncao
wy = wilx @ /T = (wp ® Op(—=X))|x.

O feixe canoénico wp = miwy ® m3O0p1(—2). Lembrando que Y é uma hipersuperficie
de grau 4 no espaco projetivo P := P(14,2) entdo wy = Op(4 — (4 + 2))|y. Logo
Wr = OF(—Q, —2) €

wy = (OF(2,2) ® Op(—X))|x = Or(1,1)|x
que fornece a sequéncia exata curta
0— Ox = Qp(1,1)|x — Q%(1,1) — 0.
tomando a sequéncia exata longa de cohomologia
0— H(X,0x) = H°(X,Qp(1,1)|x) = H(X,Q%(1,1)) = H(X,Ox) — - --

e pelo lema (1.0.13) H*(X,Ox) = H*(X, Ox) = k[0], entao H'(X, Ox) = 0. Ou seja,
o morfismo (3.1) é sobrejetivo.

Precisamos encontrar um mapa sobrejetivo
p o HY(F,Qp(1,1)) — H(X, Q% (1,1)),
ou seja um mapa sobrejetivo ¢ : H(F, QL @ wy @ det(€)) — HY(X, QL @ (wf @

det(£))|x). Mas pode-se verificar que H(F,Q%(1,1)) = 0. Pela formula de Kiinneth

HO(F,05(1,1)) = HY(F, Q3 (1) K Op (1)) @ HY(F, Oy (1) K Q3 (1))

0
= HO(Y,Q}(1)) ® HO(P', O (1)) @& H'(Y, Oy (1)) @ H' (B0 (D).
(3.15)

Vamos provar que H°(Y,Q4,(1)) = 0. Como Y é uma hypersuperficie de grau

4 em P ent@o da sequéncia exata do conormal torcida por Oy (1)
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0— Oy(=3) = By = (1) =0
passando a sequéncia exata longa de cohomologia
0— H°(Y,Oy(=3)) = H*(Y,Q(1)|y) — H°(Y,Q3(1)) = H' (Y, Oy (=3)) — - -

pela formula de Flenner para intersegbes completas com peso ( proposigao 1.0.12),
vemos que H(Y, Oy (—3)) = H'(Y, Oy (—3)) = 0. Entao temos que H(Y, Qi(1)|y) =
HO(Y,Q4(1)). Considerando a sequéncia

0= Op(—4) - Op - Oy =0
logo torcendo ela por Q1(1)
0— Qp(—3) —= (1) = Q()]y =0
passando a sequéncia exata longa de cohomologia
o= HOP,Qp(1) — H' (P, Qp(1)|y) = H'(P,Qp(—3)) — -
Temos que pela formula de Bott para espagos projetivos com peso (ver [9] §2.3.2 )
H'(P,Qp(—-3)) = H(P,Qp(1)) = 0.

Finalmente temos que H°(Y,Q3.(1)) = 0, logo H°(F,Q5(1,1)) = 0.
Entao, podemos concluir que, sobre M M, 3 nao existem distribuicoes de codi-
mensao 1, com ¢; = 0, que provem de uma distribuicao da variedade ambiente, via o

morfismo de restri¢ao.

3.2.3 Quando X é MM,

Neste caso nossa variedade ¢ descrita como P! x BlglP?, onde BlgP? ¢ descrito
como uma superficie del Pezzo de grau 1 ou como uma superficie de grau 6, intersecao
completa, em P(1,1,2,3) (ver Descricio de Fano three-folds). E descrito também
como o lugar dos zeros de uma segao do fibrado & = O(6,0) sobre F' = P(1, 1,2, 3) xPL.

Como na subsecao anterior, pela formula de adjuncao

w}/( = w}/'|X ®I/I27
onde Z/T* = &Y|x. O feixe candnico wp = miwy @ m3O0p(—2). Lembrando que
Y := BlglP? é uma superficie de grau 6 no espacgo projetivo com peso P := P(1,1,2,3)
entdo wy = Op(6 — (2+ 2+ 3))|y. Logo wr = Op(—1,-2) e

w}/( = (OF(L 2) (%9 OF(G,O))‘X = OF(7, 2)’){
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que fornece a sequéncia exata curta do conormal torcida por wy.
0 — Ox(1,2) = Q1(7,2)|x — Q%(7,2) — 0.
Tomando a sequéncia exata longa de cohomologia
0— H°(X,0x(1,2)) — H°(X,05(7,2)|x) — H°(X,0%(7,2)) = H'(X,0x(1,2)) =

temos que verificar se H'(X, Ox(1,2)) = 0; ou seja, verificar se 0 morfismo (3.1) é
sobrejetivo. Considere a sequéncia exata de Koszul de £¥ = O(—6,0) torcida por
EY @ wi @det(€) = O(1,2), temos que

0— O(=5,0) =» Op(1,2) —» Ox(1,2) - 0
tomando a sequéncia exata longa de cohomologias
-~ — HYF,0p(1,2)) = HY(F,0x(1,2)) = H*(F,Op(=5,0)) — - - (3.16)

calculamos o grupo de cohomologia da esquerda, aplicando a formula de Kiinneth

0
H'(F,0p(1,2)) = H'(P,0(1)) © H'(P',0(2)) & H(P,0(1)) & H(B5O()).

Pelo teorema (1.1.1) temos que H'(P,O(1)) = 0, assim H'(F,Or(1,2)) = 0.

Agora, calculamos o segundo grupo de cohomologia da sequéncia (3.16)
H*(F,0p(-5,0)) =
H*(P,0(-5)) ® H'(P',0) & H' (P, O(— ®M@ H°(P,O(-5)) ® H?

Pelo teorema (1.1.1) temos que H*(P, O(—5)) = 0; assim H?(F, Or(-5,0)) = 0.
Portanto H'(F,Ox(1,2)) = 0, ou seja o morfismo (3.1) é sobrejetivo.
Agora, precisamos encontrar um mapa sobrejetivo ¢ : HY(F,QL(7,2)) —
H°(X,Q%(7,2)), ou seja um mapa sobrejetivo ¢ : HY(F, Q) @ wi @ det(€)) —
HY(X, QY @ (w)p @det(£))|x). Torcendo a sequéncia de Koszul de £¥ por Q%(7,2)

0— Qp(1,2) = Qp(7,2) = Qp(7,2)|x = 0
passando a sequéncia exata longa de cohomologias
= HYF,Qp(7,2)) = HY(F,Q5(7,2)|x) = H'(F,Qp(1,2)) —
precisamos verificar se H'(F,Q%(1,2)) = 0. Entao

H'(F,Qp(1,2)) = H'(F,Q3(1) R O (2)) @ H'(F, Op(1) K Qp1(2))

M@HO P!, 05 (2)) @ HO(P, 25(1) M
o BT

HO P!, QL (2)) & HO(P, Op(1)
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dado que pelo teorema (1.1.2) H*(P, Q4(1)) = 0. Logo o morfismo ¢ : H*(F, QL(7,2)) —
HO(X, Q% (7,2)) é sobrejetivo.
Verificamos também que HY(F,QL(7,2)) # 0. Com efeito, pela formula de
Kiinneth
H°(F,Qp(7,2)) = HY(P, (7)) @ H'(P', Op1(2)) & H(P, Op(7)) ® H(P!, @0p (2))
#0

desde que, pelo teorema (1.1.2) H(P, QL(7)) # 0 e H°(P', Op:1(2)) # 0.

3.2.4 Quando X é MMy

Neste casso temos que £ = O(2,0) ® O(1,1) e F = G(2,4) x P'. Temos que
wp = WTOG(2,4)<_4) ® my0p1(—2) = O(—4, —2),

det(0(2,0) ® O(1,1)) = @/\0(2,0)®/\0(1,1)
02,0900 1)
= 0O(3,1).

Segue que

EVQwp®detE = (0(-2,0)80(-1,-1)) ® 04,2) ® O(3,1)
= (0(-2,00®0(-1,-1)) ® O(7,3)
= 0(5,3) @ 0(6,2).

det(£)V @ EY@uwp@detE = £Y @ wy
= (0(-2,0)®0(-1,-1)) ® O(4,2)
= 0(2,2)®0(3,1).

Calculamos a cohomologia

Y F,EY @wl®detE) = RY(F,0(5,3)) ®h(F,0(6,2))
= 0.

RA(F,EY @wl®detE) = Rh3(F,0(2,2)) ® h*(F,0(3,1))
= 0.
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Lembrando que por Kiinneth formula

hl(F7O<n7m)) = @hl ))hJ(Pl O(m))
—RO(G(2,4), O (BLOGT) 4 BL(G(2, 4), O(n) RO (BL, O(m))
= 0.

W(F,0mm) = @ WG 1), 0m)hi(F',0m)
i+j=2
= 0.

para quaisquer n,m inteiros positivos; dado que h'(P', O(m)) = h°(P', O(—m —
2)) = 0, para todo m inteiro positivo. Pelo teorema (1.1.4) h'(G(2,4),0(n)) =
h2(G(2,4), O(n)) = 0.

De (3.9) temos que h%*(F,Kern(d®)) = 0 logo segue que h!'(F,(£Y @ wi ®
det &)|x) = 0.

Por outro lado H*(F, Qp @wy@det £) = H(F, (Qpq.4) 1) ®wp@det E) =

:HO(Fa (910(2,4) @ QIIPH) ® 0(77 3)
=H(F, 95(2’4)(7) X Op1(3)) & H(F, Oga,3)(3) B Qpa (7).

3.2.5 Quando X = MMs 14

Neste caso X = Z(O(1,0)** ¢ O(1,1)) C F = G(2,5) x PL.
Temos que wp = Ogps(—5) K O(=2) = O(=5,-2), r = rank(f) = 4 e
E=0(1,00" & O(1,1). Segundo (3.13) temos que

det(£)Y @ &Y @ wi @ det(€) = Y ® wi:
3
NE®E @) @det(£) 2 E®EY @ w), (3.17)

2 2
NE ®E @wl@det(€) = NE@EY @ wy.
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Por outro lado temos que

det(€) = A (01,00 ® O(1,1)) = O(1,00** ® O(1,1) = O(4, 1)

)

wi @ det(£) = O(5,2) @ O(4,1) = 0(9, 3)

E®E (01,0020 0(1,1)) ® (0(-1,0% & O(-1, 1))
00,02 & 0(0,1))% @ (0(0, —1)% @ 0(0,0))
0,0 0(0,1)"* @ O(0, —1)%?
O(-1,00% 3 0(-1,-1)) ® (O(-1,0) @ O(-1, -1))
0(-2,0)% @ 0(=2, 1)) @ (0(=2, -1)® & O(-2, —2))
(=2, -1 3 0(-2,00 © O(-2, — )

—_—

©)

EVREY

~—

e IIZ M m

S

2 i J

A©1,0)% e 0(1,1) = @ (ANOL0*) o Ao,1) (318

i+j=2

=~ (0(1,00% ® 0(1,1)) (/\(910 )

=
tn
It

2

2. )% e (0(1,0% © 0(1,0)) & \ O(1,0)%2
(2,1)% @ 0(2,0)%

1%

I

O(2
@
NE®E = (0(2,1)% 8 0(2,00%) @ (0(-1,0)% & O(-1,-1))
( @3@0 @3)@3@((’)10@3@0( )@93)
L0 e 0(1,1)* 0 0(1,-1)%

(0
(@
0

e e

(1,

Logo

det(£)Y ® €Y @ wy, ® det(€ ~1,0)¥ 5 0(-1,-1)) ® 05,2) 2 0(4,2)% & O(4,1)

1%

= (O(
/\5V®5V®w;®det =~ (0(0,0)*™ @ 0(0,1) & 0(0,-1)%*) ® O(5,2)
0(5,2)%° 3 0(5,3)* @ 0(5,1)%

2
/\5\/ ®EY @ wy @det(E) =

~—

0(2,1)% @ 0(2,0)%*) ® O(5,2)
(7,3) @ O(7,2)%
O(-2,-1)% & 0(-2,00% & 0(-2,-2)) ® 0(9,3)
(7, )@6 ®O(7,3)% 0 O(7,1)
O(1,00%* & 0(1,1)) ® 0(9,3)
(10,3)* @ O(10,4).

EVREY @wy®det(€)

&Y @ wi @ det(€)

e M1 1M IR
S R O ) ©

(3.19)

Calculamos a cohomologia segundo (3.9)
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H?(F,det(£Y) @ &Y @ wy @ det(€)) = H*(F,0(4,2)%* @ O(4,1))

(3.20)
=~ H%(F,0(4,2))% & H*(F,0(4,1))

3
HYF, \&¥ @ £ @ w). @ det(£)) = H(F,0(5,2)°"° © 0(5,3)% @ O(5,1)%)

~ HYF,0(5,2)%" @ H*(F,0(5,3)** @ HY(F,0(5,1))%

2

HYF, \ €' ® &Y @w) ®det(€)) = HY(F,0(7,3)% @ O(7,2)%%)
~ H°(F,0(7,3))% @ H(F,0(7,2))%

H*(F ¥ ® &Y ®@wy®det(£)) = H*(F,0(7,2)% ¢ O(7,3)* @ 0(7,1))
= H*(F,0(7,2))* ® H*(F,0(7,3))* @ H*(F,0(7,1))

HY(F, &Y ®wi@det(€)) = HY(F,0(10,3)% @ 0(10,4))
~ ['Y(F,0(10,3))% @ H'(F,0(10,4))
Observe que, parap >0e a,b € N

P(F,0(a,b)) EB H{(G O(a)) @ H(P', O(b))
~ H7(G(2,5), 0(a)) @ HY(B', O(b)) (3.21)
= 0.

Lembrando que pela proposicao (1.1.3) H?(G(2,5),O(a)) = 0 para todo 0 < a
ep>0.

Entao, tomando em consideracao (3.9), temos também que
H'(F,Kern(d'~?)) = 0, para todo i = 2,3, 4.

Assim, podemos inferir que H'(F, (€Y ® wi @ det(€)) |x) = 0.

3.2.6 Quando X = MM;,

Neste caso X = Z(0(1,0)%%) Cc F = G(2,5) x P'. Além disso, temos que
rank(€) =4 e &= O(1,0)%.
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det(€) = /4\0(1, 0)%* = 0(4,0)
Wp = O<—5, —2)

AE = N\O(-1,0%
= A\ O(-1,0)% @ (O(~1,0** ® O(~1,0))

=~ N\ O(-1,0)% & (0(-1,0)% @ O(-1,0)) & O(-2,0)** (3.22)
= (’)(—2 0) ® O(—2,0)"2 @ O(-2,0)%?

2,0)%0

1,0)** ® O(1,0)%*

O(-

ERE =0(—
O(O, 0)6916

(—

O(-

I

EV®E =0(-1,00"" ® O(—1,0)%
2 0)@16

IIZ

Tomando em conta (3.13)

det(EY) @ EY @ wp @ det(€) =2 &Y @ wy,
>~ 01,00 ® 0(5,2) 2 0(6,2)%

I

3
N\E ® &Y @wi®det(€) = 0(0,0°° ® 0(9,2)

=~ 0(9,2)%1°

—2,0)% @ 0(9,2) (3.23)

logo temos que
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H?(F,det(£)Y @ £Y @ wy @ det(€)) = H?(F,0(6,2))%°

3
HYF, \ €' @ &Y @ w) ®det(£)) = H'(F,0(9,2))%"°

2 (3.24)
HYF, \ €' ® & @ w) @ det(£) = H*(F, O

7
H2(F, EVRE R wjvp ® det(€)) = H2( ,O(7, 2))@16
HY(F, ¥ @wy ®@det(£)) =2 HY(F,0(8,2))%*.
Por outro lado

HP(F,O(m,n) @ H'(G (m)) @ H(P', O(n))

i+j=p
Como H’(P',O(n)) = 0 para todo j > 0 entao
HP(F,0(m,n)) = H?(G(2,5),0(m))H(P*, O(n))

pelo teorema (1.1.4) como 0 < m e p > 0 entdao H?(G(2,5),0(m)) = 0. Assim,
H?(F,0(m,n)) = 0 para todo p,m,n > 0. Logo H'(F,Ker(d" —2)) = 0 para i =
5,4,3,2. Portanto

HY(F, (Y @ wp @ det(€))|x) = 0.

3.2.7 Quando X = MM,

Aqui F =P2 x P4 € = Qp2(0,1) ® O(1,2), wp(—3,-5), dim(F) =2+ 4 =6
e o posto de € é r = rank(&) = 3.

det(€) = /\ (Qr2(0,1) & O(1,2))
N

Qp2(0,1)) ® O(1,2)

N

~ ( Op: &og)) ® 0(1,2)
=(0(1)KO(2) ®O(1,2)
o)
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Em principio, como foi dito na Introdugdo (3.1), queremos calcular
HY(X, (EY @ wi ®det(€)) |x). Com esse objetivo, utilizando (3.1) e (3.7), calculamos

i—1

H'(F, (/\ &Y ® &Y @wp®det(€)) para todo i > 0.

No entanto, observemos que

I

HYF, &' @wy@det(€)) = HY(F, (Qp(0,—1) ® O(—1,-2)) ® O(3,5) @ O(2,4))
F,Q%(5,8))® H'Y(F,0(4,7))
F, Qg2 (5) X Opi (8))

Q]Pa( )) D HO(P4, OHM(S)).

12

I

(F
H'(
H'(
H' (P

I

Além disso, da sequéncia (1.7), quandon =2e k=5

0 — HY(P? Qp.(5)) — H(P? Op2(5))®* — H°(P?, Op2(6)) — H'(P?, Qp=(5)) — 0.
(3.25)
Segue que, H'(P?, Qf,(5)) ndo é zero, necessariamente. Logo H'(F, Y @w).®@det(£))

nao ¢é zero, necessariamente. Entao segue que o mapa (ver (3.12))
HO(F, (Qp ® wi ® det(€)) |x) = H(X, 2y ® wi|x @ det(E)]x),

nao é necessariamente sobrejetivo.

3.2.8 Quando X = MM2719

Aqui F =P3xP5 € = Qps(0,1) ® O(1,1)%2 wp(—4, —6), dim(F) =3+5=18
e o posto de £ é r = rank(€) = b.

det(&) = /\ (Qps(0,1) ® O(1,1) ® O(1,1))

I

= >

(Qrs(0,1)) ® O(2,2)

I
T~

N\ Qe & 0(3)> ® 0(2,2)

(O1)XO(3)) ®0O(2,2)
0(3,5).

1%

1%



3.2. Prova do Teorema 4.1.1 59

Em principio, como foi dito na Introdugao (3.1), queremos calcular
HY(X, (EY @ wi ®det(€)) |x). Com esse objetivo, utilizando (3.1) e (3.7), calculamos

i—1

H'(F, (/\ &Y ®EY @wi ®det(£)) para todo i > 0.

No entanto, observemos que H'(F, &Y ® wy. @ det(£)) =

~ HY(F, (Qp:(0,—1) ® O(—=1,—-1) ® O(—1,-1)) ® O(4,6) ® O(3,5))
~ HY(F, Qps(7,10)) @ H*(F,0(6,10)) ® H'(F, O(6,10))

= H'(F, Q3:(7) K Ops (10))

=~ H(P?, Qpa(7)) @ H°(P°, Ops(10)).

Segue da sequéncia (1.7), quandon =3 e k=7

0 — H(P®, QYs (7)) — HO(P?, Ops(7))** — H°(P®, Ops(8)) — H'(P*, Qys(7)) — 0
(3.26)
H(P3, QYs(7)) nao ¢ zero, necessariamente. Logo H'(F, €Y @w) @ det(E)) nao

¢ zero, necessariamente. Entao segue que o mapa (ver (3.12))
HO(F, (Qp @ wi ® det(€)) |x) = HY(X, Uy ® wilx @ det(E)|x)

nao necessariamente é sobrejetivo.

Nota: De forma anéloga, nos casos: MMy 15, M Ms a3, MMy 30, MM, 35,
MM3,117 MM3,187 MM3,197 MM3,237 MM3,267 MM3,307 MM3,317 MM4,27 MM4,47 MM4,87
M M, 9 se pode verificar que H'(F, Y @ w). ® det(€)) nao é zero; o que impediria que

nosso mapa (abaixo) seja sobrejetivo

H'(F, (Qp @ wi @ det(€)) |x) = HY(X, Qx @ w)|x ® det(E)]x).

3.2.9 Quando X = MM,

Neste caso nossa variedade é descrita ( [8]) como o conjunto de zeros de uma
secdo geral de & = 0(0,3) ® O(1,1) sobre uma variedade F' = P! x P*; ou seja
X = 2(0(0,3) & O(1,1)) C P* x P*.

Queremos calcular h! (X, (€Y ®@ wy @ det E)|x).
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Usando a sequéncia (3.8), dado que rank(&) = 2.

0 — Ker(d’) — &Y @ wy @ det(£) = (¥ @ wy @ det(€)) |x — 0
0— det(£Y) @ EY @uwp ®@det(£) = €Y ® &Y @ wyp @ det(£) — Img(d') — 0.

Passando a sequéncias longas de cohomologia cada uma das anteriores sequén-

clas

s = HYF, &Y @ wi @ det(£)) — H'(F, (€Y @ wp @ det(€)) |x) — H*(F,Ker(d")) — - -
e
oo = H*(F,Img(d")) — H*(F,det(£") ® &Y @ wy, @ det(E)) — - - - (3.27)

Dado que estamos considerando Ker d* = Img(d*~!) e temos que
wp = m0(=2) @ 1;0(=5) = O(=2, -H),

det(0(0,3) ® O(1,1)) = @/\0(0,3)@/\0(1,1)
= z(?(E),i%)@(’)(l,l)
= 0O(1,4).

Segue que

EYQuwp®detE = (0(0,-3)d O(—1,-1)) ® O(2,5) ® O(1,4)
(0(0,-3)® O(—1,-1)) ® O(3,9)
= 0(3,6) @ 0(2,8).

EV®E Qup®detf =

=(0(0,-3)®0(-1,-1)) ® (0(0,=3) ® O(—1,-1)) ® O(2,5) ® O(1,4)
=(0(0,-6)® O(—1,-4) d O(—1,-4) ® O(—-2,-2)) )
=0(3,3)®0(2,5) & O(2,5) ® O(1,7).

®
©
=
©
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H3(F,det(EY) ® £Y @ w), ® det(£)) =
= H*(F, & @ wy)
= H*(F,0(2,2) ® O(1,4))

= P H (P 02) e H P, 02)e P H (P O0(1) @ H (P, 04))
i+5=3 i+j=3

0
2)) ® H3(BLO12) €D H' (P!, 0(2)) © HX(PAO(2))
0 0
P HAEL0E) @ H' (P, 0(2) @ HAELOW) & H(P4,0(2))
D

0

0

0
HO(P', 0(1)) ® HY(BLO@) €D H' (P!, O(1)) © HX(PL-O()
0 0
P HAEom) s (P 04) D HAELOM) © H (P, 0(4
=0

H*(F, &' ® &Y @wl®det(€)) = H*(F,0(3,3) ® 0(2,5) @ O(2,5) @ O(1,7))
= 0.

HYF, &' @wy@det€) = H(F,0(3,6)) ® H'(F,0(2,8))
= 0.

Pela formula de Kiinneth para quaisquer n, m inteiros positivos

H'(F,0(n,m)) = @B H'P', 0(n) e H P O(m))

i+j=r

= H(P!,0 M+ (PO (B0
H'(P!,0 M+ W(/' (P4, 0

= 0,

dado que H' (P!, Op1(n)) = H/(P*, Ops(m)) = 0 para todo 7,5 > 0.

Segue que H?(F,Ker(d®)) = H*(F,Img(d")) = 0. Portanto H' (X, (¥ @ wi ®
det £)|x) = 0.

Por outro lado h°(F, Q) ® wy, @ det(€)) = h°(F, (Qp: @ Qpa) @ O(3,9)) entao
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hO(F, (Q @ QL) ® O(3,9)) =

= h°(F. ( 1(3) M Opi(9)) @ (Op1 (3) X Qpa(9)))

R (F, Q51(3) B Opa(9)) + h°(F, O (3) B O (9))

RO (PY, Q (3))1° (P, Opa (9)) + hO(P', Opa (3)) 7 (P, Qs (9))
2 x 715+ 4 x 1760 = 8470.

(3.28)

Até aqui temos provado que
HY(F, (Qp @ wi @ det(£)) [x) = HY(F, Q% ® (wp @ det(€)) |x) — 0.
Ainda precisamos verificar que
H(F, Q) @ wi @ det(£)) — H(F, (Qf ® wi @ det(£)) |x) — 0.

Entao precisamos calcular h!(F, Ker(d")) usando a sequéncia de Koszul de £V torcida

por QL ® wy @ det(£), como foi descrito na segao anterior.

0 — Ker(d”) = Qp @ wy, ® det(€£) = (Qp @ wy @ det(£)) [x — 0
0 — det(EY) ® Qp @ wp @ det(€) = €Y ® O @ wy @ det(€) — Img(d') — 0.

Passando a sequéncias longas de cohomologia cada uma das anteriores sequén-
cias

Calculamos

H?*(F,det(£Y) ® Q) @ wi @ det(£)) = H*(F, Q) @ wy)

H*(F, (QI%N@Q 1) ®0(2,5))
H*(F,05:(2) K Opa(5) ® Op1 (2) B QL(5))
H*(F,

“(F, Q1 (2) ® Opa (5)) & H*(F, Op1 (2) B Qpa(5)))

2
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0
HA(F, Qb (2) B 054(5)) =H*(PL05(2)) © HO(P*, Opi(5))

S

0
H'(P', 03(2)) © HL(P*Op(5))

D
0

HO(BY, 0L, (2)) ®M

0
HA(F, 01 (2) RO (5))) =H(BL05(5)) © H(P', Opa (2))

5]

0
H(P=-65:(5)) ® H' (P, Op1 (2))

2]
0

HO(P* QL. (5)) ®Wm

HYF, ¥ @ QL @wp®@det()) = H(F, QL ® (0(3,6) @ 0(2,8)))
= H'(F,Qp ® 0(3,6)) ® H'(F,Qp ® O(2,8))
= H'(F.0}(3) B Op(6)) & H'(F, Op (3) K QL (6)))
@
= H'(F,Qp:(2) K Opi(8)) @ H' (F, Op (2) K Q34 (8)))
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0
HY(F,Q%:(3) X Ops(6)) =H' (PL95:(3)) @ H°(P*, Op(6))

2]
0

HO(P', b (3)) © H'(BLOF(6))

0
HY(F,Op(3) K Qpa(6))) =H (PL9::(3)) @ HY(P', Op1(6))

2]
0

HY(P',0(3)) © H'(PLO5(5)

0
HY(F, 0, (2) K Opsa(8)) =H (PL95(2)) @ H(P*, Opa(8))

S
0

HO(P', Q5 (2)) ®H/1<P4/76[P’{@'

0
H'(F, 001 (2) ROL(8))) =H' (P05 (2)) © H(P', O (8))

S2)
0

H (P, 04(2)) & H'(PLO7T8)).

Assim, temos que H?(F,det(£Y) @ QL @wy®@det(€)) = H(F,£Y @ QL Wi ®
det(€)) = 0, pelo qual H'(F,Img(d")) = H'(F,Ker(d’)) = 0. Temos assim, o mapa

sobrejetivo

HO(F, Q}; ® wi @ det(€)) — HO(X7 Q}( ® wp|x @ det(E)|x) — 0.

3.2.10 Quando X é MMy

Neste caso nossa variedade é descrita ( [8]) como o conjunto de zeros de uma
segao geral de & = O(1,1) ® O(1,2) sobre uma variedade F' = P? x P?; ou seja
X = 2(0(1,1) & 0(1,2)) C P? x P*,

Queremos calcular (X, (£Y ® w) @ det £)|x). Lembrando que w¥ = (w) ®

det £)|x temos que

wrp 2 m0(=3) @ ms0(—4) = O(-3, —4),
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det(O(1,1) ® O(1,2)) = @/\0(1,1)®/\O(1,2)
— 29?1,1)@0(1,2)
= 0(2,3).

Segue que

EVRuwpdetE = (O(-1,-1)@0(-1,-2)) @ O(3,4) @ O(2,3)
= (O(-1,-1)®0(-1,-2)) ® O(5,7)
= 0(4,6) 2 0(4,5).

det(E)V @&V @uwi@detE = &Y Quwy
(O(-1,-1) ® O(—1,-2)) ® O(3,4)
= 0(2,3)® 0(2,2).

EVRE QuwiedetE = (O(=1,-1)®O(-1,-2)) ® (0(4,6) ® O(4,5))
= 0(3,5)® 0(3,4) © O(3,4) & O(3,3).

Calculamos a cohomologia

W(F,E @wl®detE) = hY(F,0(4,6)) ®h'(F,04,5))
= 0.

RHE,EY @ EY @uwi@detE) =

= R2(F,03,5) ® h2(F,0(3,4)) ® h2(F, 0(3,4)) ® h*(F, O(3,3))
= 0.

R3(F,det(£)V @ EV @uwi®detE) = h3(F,0(2,3)) ® h3(F,0(2,2))
= 0.

Por Kiinneth formula, para quaisquer n, m inteiros positivos

W(F,0(n,m)) = EP K'(P* O(n)h (P O(m))

KB, O(n)) I (B OG)) + WABZ OGN (B, O(m)) + -
= 0,

dado que h'(P?,O(n)) = K (P3,O(m)) = 0 para todo i,j > 0.
Portanto segue de (3.9) que H?*(F,Kern(d’)) = 0, logo h'(X,(£Y @ wi ®
det&)|x) = 0.
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Por outro lado h°(F, Q) ® wy, @ det(€)) = h°(F, (Qp, ® Q) @ O(5,7)) entao

hO(F, (Qpe @ Qpa) @ O(5,7)) = h°(F, (Qp2(5) K Ops(7)) @ (O2(5) K Qpa (7))
= h2(F, Qp2(5) K Ops(7)) + h°(F, Opz2(5) B Qpa (7))
= hO(P?, Qa2 (5)) 1°(P?, Ops (7)) + B°(P?, Op2 (5)) h° (P2, Qpa (7))
= 24 % 120 + 21 x 216 = 7416.
(3.29)

Ainda precisamos verificar se nosso mapa
HYF,Qp @wl®detE) — H(F, (Qp @ wi @ det &) |x)

¢ sobrejetivo. Pelo que precisamos calcular h'(F, Ker(d®)). Usamos a sequéncia de
Koszul (3.7) de £V torcida por QL @w) ®det £, dividida em sequéncias exatas curtas,

como descrito na se¢ao anterior.

0 — det(€Y) ® Qp @ wi ®det(€) = €Y ® N @ wi @ det(€) — Img(d') — 0
0 — Ker(d”) = Qp @ wy, @ det(€) = (Qp @ wyi @ det(€)) |x — 0.

Passando a sequéncias longas de cohomologia cada uma das sequéncias ante-

riores
Calculamos H?(F, det(€Y) ® Qf ® wy ® det(€)) =

= H*(F. ( Qps) © O(3,4)
= H*(F. ( )@Opa( ) © Op2(3) X Qps (4))

= H*(F,Qp ® wF)
(F
(F)

= H*(F, Qp2(3) W Ops (4)) @ H*(F, Op2(3) K Qs (4)))
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0
H*(F,Q2(3) X Ops (4)) =H*(P2-95:(3)) @ H'(P?, Ops(4))

S

0
H' (%, 0(3)) © H' (P 05(D))

D
0

H(P?, 0L, (3)) ® M

0
HA(F, 0 (3) R Qs (4))) =H*(B2-054)) © H(P*, Opa(3))

5]

0
HY (P2 -a514) @ HY(P?, Op(3))

2]
0

HO(P? Qs (4)) ® M

HYF, &V @ 0L @w) @det(£)) =

YFQL® (0(=1,-1) 2 0(—1,-2)) @ O(3,4) ® O(2,3))

( O
YF Q@ (0(4,6) @ 0(4,5)))
YF,Qp®0(4,6) @ H' (F,Qp @ 0(4,5))

HE, Q2 (4) K Ops (6)) @ H' (F, Op2(4) B Qps(6)))
@

HY(F,Q%:(4) X Ops(5)) @ HY(F, Ops(4) X Q5(5)))

=H
=H
=H
=H
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0
HY(F, Q2 (4) X Ops(6)) =H (P29, (4)) @ H°(P?, Ops(6))
P

0
HO(P?, Qb (4)) ® HY(P2-05:(6))

0
HY(F,Op>(4) X Q33(6))) =H°(P?, Op2(4)) @ H' (P*-9:(6))

D
0
H(P2O5) @ H'(P', 24 (6))
0
H' (F, 04 (4) B O (5)) =H(BLTT)) © H'(P, O 5))

2

i

0
HO(P? Q32 (4)) @ H (P2-053(5))

0
HY(F,Op(4) K Qf3(5))) =H°(P?, Op2(4)) @ H (P95 (5))
P

0
H(P2-05:(4)) @ H" (P, Qps(5))

i

Assim, temos que H?(F,det(EY) ® QL @ wy @ det(€)) = HY(F,EY @ QL ®
wy @ det(€)) = 0, pelo qual H'(F,Tmg(d')) = H'(F,Ker(d’)) = 0. O mapa abaixo ¢

sobrejetivo

HO(F, Q}; QR wi @ det(€)) — HO(X7 Q}( R wp|x @ det(E)|x) — 0.

3.2.11 Quando X = MMy

Aqui, F = P2 x P2 £ = O(1,2), dimF = 2+ 2 = 4, o posto de £ é r =
rank & = 1.
Observemos que, H'(F,Ker(d°)) = H'(F, ¥ ® &Y @ wy @ det(€)). Além disso
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(3.30)

Por outro lado H°(F, QL @ wy @ det(£)) =
= H(F,Qr ® 0(3,3) ® 0(1,2))
= H°(F, Q}: ® 0(4,5))
= H(F.0L(4) R O(5)) & H'(F,0(4) B Q4(5)) (3.31)
= H(P*,0(2)) ® H°(P*,0(1)) & H°(P*,0(2)) ® H°(P*,O(1))
# 0.
Temos também que H'(F,EY ® O @ w). @ det(£)) =
= H'(F, QL @ wy)
= H'(F,Qp ® 0(3,3))
= H' (F,Q:(3)RO3)) @ H'Y(F,O(3) K Qg2(3))

0 0 :
— H'(P%,05(3)) © H(PL05(3)) & H'(B205T) © H'(P*, On(3))e .

0 0

H(P?, Op2(3)) ®W@W® HO(P?, Q52 (3))

= 0.
Assim, temos que

HO(F, QL @ w) @ det(£)) — HO(X, Q% ® wix @ det(€)|x) — 0.

3.2.12 Quando X = MMy s

Aqui, F = P! xP3 & = 0(1,2), dimF = 1+ 3 = 4, o posto de £ é r :=
rank & = 1.
Observemos que, H'(F,Ker(d°)) = H'(F, &Y ® ¥ @ wi @ det(£)). Além disso
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HYF, &V ® &Y @w) @det(€)) =
= HY(F, & @wy)
= HY(F,0(—1,-2) ® 0(2,4))
= HY(F,0(1,2)) (3.33)

0 0
1)) ® H(B-002)) & H(BLO)) © H(P*, 02

= 0.
Por outro lado H°(F, QL @ w) @ det(£)) =
= H(F, Q. ® 0(2,4) ® 0(1,2))
= H°(F,Q} ® O(3,6))
= H(F,Q4:(3) X Ops(6)) @ H(F, Op1(3) X Qs (6)) (3.34)
= H'(P',Qpi (3)) @ H'(P?, Ops(6)) ® H'(P', Op1 (3)) @ H°(P?, Qps (6))
# 0.
Temos também que H'(F,EY @ QF @ w) @ det(£)) =
= H'(F, QL @ wl)
= H'(F,Qp ® 0(2,4))
= H'(F,Qp(2) K O(4)) & H' (F, Op1(2) K Qps (4))

0 0 .
= H°(P', 25 (2)) ®M@W® H(P, Ops (4))® (339

0 0

HO(P', Op1(2)) ®W@W® HO(P%, Qps (4))

=0.
Assim, temos que

H(F,QF @ w) ®@det(€)) — HY(X, Q% @ wi|x @ det(E)|x) — 0.

3.2.13 Quando X = MMy

Aqui, F=P*xP?* £€=0(1,1)® O(1,1), dim F =3+ 2 = 5, o posto de & ¢é
r:=rank€& = 2.
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V& 2 (0(-1,-1)®0(-1,-1)® (0O(-1,-1)® O(-1,-1))
~ O(-2,-2)%

EV @ wy®det(8) 2 0(—1,-1)*2 @ 0(4,3) ® 0(2,2)
=~ O(5,4)%2,

Y ®E @wi®det(&) = (0(-2,-2)%") ® 0(4,3) ® 0(2,2)
>~ (0(4,3))%.

2
NEY®EYRw) @ det(£) = E¥ @ wy,
= (0(-1,-1)® 0(-1,-1)) ® O(4,3)
>~ 0(3,2)%2.
HY(F,&¥ ® w) ® det(£)) =

= 1(F7 (O(E)’ 4)>€B2)
= H'(F,(0(5,4)))*

HY(F.E¥ & @ w) @ det(€)) = HA(F, (O(4,3)))
= H*(F,0(4,3))%
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Dado que H'(P3,O(4)) = H¥(P?,O(3)) = 0 para todo i,j > 0 temos que

H(F,0(4,3)) = @D (H'(P?,0(4)) ® H'(P*,0(3)))

itj=2
=0

2
HY(F, \ €Y ® £ @w) @ det(€)) = H(F, (0(3,2))**)
= H*(F,0(3,2))*
=0.
Dado que H'(P3,O(3)) = H/(P?,O(2)) = 0 para todo 7,7 > 0 temos que

HF,0(3,2)) = @ (H'(P*,0(3)) ® H(P*,0(2)))

i+j=2

= 0.

Logo H'(F, (£¥ ®@ wy @ det(€)) |x) = 0 e temos

H°(F, (Qp @wy ®@det&) |x) = HY(F, Qk ® wi|x @ det(E)|x) = 0
Por outro lado H°(F, QL @ wy. @ det(£)) =

= H°(F, 0} ® 0(4,3) ® 0(2,2))

H(F, Q; ® O0(6,5))

H(F, Qs (6) ) Op2(5)) @ H(F, Ops (6) B Qpa (5))
= HO( Qps (6)) @ HO(P*, O(5)) @ H°(P?,0(6)) @ H(P?, Q3 (5))
# 0.

Temos também que

HYF, Y@ QL @uwy@det(£)) = HY(F, QL ® O(5,4)%%)
= H'(F,Qp ® O(5,4))%
= (H'(F,0%:(5) K Op2(4)) @ H'(F, Ops (5) K Qfa (4)))©
=0.

2

dado que
HY(F, QL (5) X Op:(4))

~ HO(P?, O, ®M@W®HOPQ Op:(4))

=0

I
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HY(F,Ops (5) M QL, (4)) =
OB, 0n(5) & (B OG0 & H' (B OST5) & HO(F Oea)
= 0.
H*(F,det £¥ @ Ok ® wi ® det(E)) =
= H*(F,Qp ® 0(4,3))
= H*(F, Qps (4) B Op2(3)) & H*(F, Opa(4) W QO (3))
=0,

dado que H*(P3, Ops(4)) = H’(P?, Op2(3)) = 0 para todo 4,5 > 0

H*(F, Qs (4) R Op2(3)) = €D H'(P?, Qs (4)) @ HY (P?, Op2(3))
i+j=2
0
~ B (P2 05(0) © HO(F?, O (3))
=~ ().
H*(F,Ops(4) R Q> (3)) = €D H'(P?, Ops(3)) @ HO(P?, Q2 (3))
it+j=2
0
~ (P, Ops(4)) © H* (P2 05(3))
= ().

Assim, temos que H°(F, QL@wi®det(£)) — HO(F, (QL @ wi @ det(€)) |x) —
0. Entao

HY(F, Q) @ wp ®@det(£)) — H' (X, Q) @ wi|x @ det(E)|x) — 0.

3.2.14 Quando X = M Ms 9

Aqui, F=P!' x P} £ =0(0,2) ® O(1,1), dim F =1+ 4 =5, o0 posto de £ &
ro=rank& =2, wrp = O(—2, —5).
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=~ (0(0,-2) ® O(—1,-1)) ® (0(0,-2) & O(—1, 1))
= 00, —4) ® O(—1,-3) ® O(—1,-3) & O(—2, -2).

&Y @uwpdet(€) = (0(0,-2) ® O(—1,-1)) ® O(2,5) ® O(1,3)
~0(3,6) ® O0(2,7).

£V ®E @wp®det(€) = (0(0,—4) & O(—1,-3)% @ O(-2,-2)) ® 0(2,5) ® O(1,3)

~ (0(3,4) © 0(2,5)% @ O(1,6)) .

2

NE ®E @w) @ det(£) = ¥ @ wy,
(000, -2) B O(—1,-1)) © O(2,5)
0(2,3) ® O(1,4).

>~
~

HY(F. &Y @wy @ det(£)) =
= HY(F,0(3,6) ® O(2,7))
= HY(F,0(3,6)) ® H'(F,0(2,7))
:Mé HO(P*, 0(6)) @ HO(P!, 0(3)) ® H(P: 6))@0
M@g H(P*, O(7)) @ H(P', 0(2)) ® H{(BP-O(7)) ’
= 0.

HY(F,&' ® &' @wil@det(€)) = HX(F,0(3,4) ® 0(2,5)%* @ O(1,6))
= H*(F,0(3,4)) ® H*(F,0(2,5))*? @ H*(F,0(1,6))
= 0.

Dado que HY(P',O(m)) = H7(P* O(n)) = 0 para todo i,7,m,n > 0 temos

que
H*(F,0(4,3)) = €P (H'(P*,0(4)) ® H(P*,0(3)))
i+j=2
= (.
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HYF, \ €' ® £ @ w}. @ det(€)) = H*(F, 0(2,3) ® O(1,4))
= H*(F,0(2,3)) @ H*(F,0(1,4))
= 0.

Dado que

H3(F,0(2,3)) = EB (H'(P',0(2)) @ H(P*,0(3)))

(&)

HYF,0(1,4) = @ (H'(P',0(1)) ® H(P*, 0(4)))

i+j=3
= 0.

Logo H'(F, (£Y @ wi @ det(€)) |x) = 0 e temos
H(F, (Qp @ wp ®det &) |x) = HO(F, Q% ® wi|x @ det(€)|x) — 0.
Por outro lado H°(F, QL @ wy. @ det(€)) =
= H(F,Q} ® 0(2,5) ® 0(1, 3))
= H(F,Qr ® O(3,8))
= H(F,Qp(3) X O®)) @ H'(P', O(3) B Q3 (8))
= H°(P', Q4. (3)) ® H(P*, O(8)) @ H°(P',0(3)) @ H°(P*, 2 (8))
# 0.
Temos também que H'(F,EY @ QL @ w). @ det(€)) =
= H'(F,Qp ® (0(3,6) © 0(2,7)))
= H'(F,Qr® 0(3,6)) ® H'(F,Qp ® O(2,7))
= (H'(F, Q4 (3) K Opa (6)) & H'(F, Op1 (3) K Q44 (6))) &
(H'(F, Q1 (2) K Ops(7)) @ H' (F, Op1(2) K Qpa (7))
= 0.

dado que
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H*(F,det &Y ® Qf @ wp @ det(€)) =
= H*(F,Qr ® O(2,5))
= H*(F, Qp:(2) ¥ Opa(5)) @ H*(F, Op1(2) ¥ Q34 (5))
= 0.
dado que H (P!, Op:1(2)) = H/(P*, Ops(5)) = 0 para todo i,j > 0
H2(F, 05 (2) K Op(5) = @D H'(P',04(2)) ® HI(P*, 0z4(5))

=2 0
~ (L ONT2) © HO(P, 05:(5))
0.
HE(F, Op(2) K Q3 (5)) = €D H'(P, Op(2)) © HO(P*, 21(5))
i+j=2
0

~ (P, Op1(2)) ®M

~ .

Assim, temos que H°(F, QL@wi®det(£)) — HY(F, (0L @ wi @ det(€)) |x) —
0. Entao

HO(F, QL @ w) @ det(E)) — HO(X, Q% ® wix @ det(€)|x) — 0.

Nota:  No resto de casos: MMy 19, MMs13, MMsso, MMsss, MMsg,
MMs3 7, MM3g, M M3 10, MMs 12, MMz 13, M M3 17, M Mj 24, M Mz 25, M M3 o5, MMy,
MMy s, MMy, MMy 7, MMjy19, MMss, MMz, M Mg, MM,;. De forma analoga
ao processo realizado acima (assim como na se¢ao §3.1) e junto com os resultados da
secao a continuagao (§3.2.15)(ver as proposigoes 3.2.5, 3.2.4, 3.2.2, 3.2.3) pode se ve-
rificar que o morfismo procurado (3.12) é sobrejetivo; ou seja, existe uma distribuigao

que provem de uma distribuicao do espago ambiente.

3.2.15 Cohomologias

Nesta subsecao F' = P x P x P, & = @, _, O(ay, by, ¢i,) com ay, by, ¢, € ZT.
Note que

det(€) = /\ (@ O(akabkack)>

=2 0(a+ag+-+a,b+by+- A+ byttt c).
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Dado O <7< r

onde a soma percorre todos os {ay,, ag,, . - ., ax, } C {a1,a2,...,a.}; {b,, bkyy .-, bg, } C

{b1,ba,...,0:}; {Chys Chyy -y Chs } C{er, 02,050}

Proposigao 3.2.1. Se & = @, _, O(ay, by, ) com ay, by, cx € ZT tais que 0 < a5, <
[+1,0<b, <m+1,0<c. <n+1 entao

/\5V ®EY @ w) @ det(€) @O(a;,b;,d{), com ay, by, ¢, € LT,

/\5v @ wyp @ det(€) @O(a;,b;,cz), com ay, by, ¢, € Z*.

Demonstracao. Dado 0 < 7 < r temos que

NE'®E @ w) @ det(£) = (/\ £ ® det(S)) ® (Y @wy),

N\EY ®@w) @ det(£) = (/\ £ ® det(S)) ® W
pelas hipoteses e a parte previa da proposicao, segue que /\Z EV @det(€) =

= (@O(_akl _akz_"'_akiv_bkl _bkz_'”_bk«n_clﬂ _Ckz_'”_cki)>®
Ofay +ag+---+ap, by +by+---+b,ci +ca+--+¢)
~ P O(ar. b, &), com i, by, &G € Z*

também temos que
EV @ wl = (@ O(—ay, —by, —ck)) QOIl+1,m+1,n+1)
~ (P O, b, &), com ay, by, é € Z*
pelo que segue-se a proposicao. O]
Proposigao 3.2.2. H(F,0(a,b,c)) = 0 para todo a,b,c € Z" para todo i > 0.
Demonstracao. Dado i > 0, pela formula de Kunneth

H'(F,0(a,b,c)) = @ (H*(P', Opi(a)) ® H'(P™, Opn (b)) @ H*(P", Opn(c)))

s+t+u=t

dado que a,b,c € Z* pela formula de Bott (segao 2.10 de [6])
H* (P!, Opi(a)) = HY(P™, Opm (b)) = H*(P", Opn(c)) = 0 para todo s,t,u > 0

segue que H'(F,O(a,b,c)) = 0 para todo ¢ > 0. ]
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Proposigao 3.2.3. H{(F, Q) ® O(a,b,c)) = 0 para todo a,b,c € Z+ para todo i > 0.
Demonstracao. Dado i > 0

H(F, Q5 ® O(a,b,c)) = H(F, Qi (a) ® Opm (b) K Opn(c))®
H'(F, Opi(a) X Qpm (b) X Opn(c))®
H(F,Opi(a) X Opn (b) K Qb (c))
~,

dado que a,b,c € Z* pela formula de Bott (segao 2.10 de [6])
H* (P!, Opi(a)) = HY(P™, Opm (b)) = H*(P", Opn(c)) = 0 para todo s,t,u > 0

temos que pela formula de Kunneth

HY(F, Q1,(a) B Opn (b) B Ope () =

= GB_, (H*(P',Q4u(a)) @ H'(P™, Opn (b)) @ H"(P", Opn(c)))

0
~ [P ONTa) © HO(P™, Opn (b)) © H(P", Opn (c))

=0.

HY(F, OL(a) B Qb (6) B Ops (c)) =
= P (H(F,0h(a) @ H' (P, (b)) @ H(P", Opn(c)))

s+t+u=1
0

~ HO(P, O (a)) ®W® H(P", Op(c))

=)
H(F, Opi(a) X Opn (b) K Qa(c) =

= P (HP On(a) @ H (P",Opn (b)) @ H(P", Qu(c)))

S+t+u=1
0
=~ HO(P', 0(a) ® H(P™, Opn (b)) @ H'(B%0510))
= (.

Em virtude da proposicao e podemos concluir que
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Proposigao 3.2.4. Se F =P x P™ x P", €& = @,_, Olay, by, i) tais que 0 < aj <
I+1,0<b,<m+1,0<c, <n+1comay,by,c, €Z"T. Para todo 0 <1 <r
i1

H'(F, \ &' ®&" @ wy @ det(£)) =0,

H'(F,Qp @ N\ €Y @wy, @ det(£)) = 0.

Podemos verificar também que

Proposigao 3.2.5. Se F =P x P™ x P", & = @,_, Olay, by, cx) tais que 0 < aj, <
I+1,0<b,<m+1,0<c, <n+1 comay,by,c, €Z". Para todo 0 <1 <r

O @ wp @ det(€) =2 QL(a,b,c), onde a,b,c>1
H(F,Qp @ w) @ det(€))) # 0.

Observacao 3.2.6. De forma andloga podemos concluir que, se F = P! x P™, & =
D, Oak, b) com ay, by € Z" tais que 0 < a, <1+ 1,0 < b, < m+1 entao dado
1> 0

/\5v ® &Y @wi ® det(&) = @O(a;, v,.), com aj, b, € Z",

/\SV R wp @ det(E) = @O(a;,b;), com aj, b, € 7+,
H'(F,0(a,b)) =0 para todo a,b € 7",
H'(F,Qp ® O(a,b)) = 0 para todo a,b € Z*,

i—1

H'(F, \ &' @ &¥ @ wy @ det(€)) =0,
H'(F,Qp & \ €Y @ w), & det(€)) = 0.
Assim, também se satisfazem resultados andlogos quando F' = P! x P™ x P x PP,

E = @;:1 (’)(ak,bk,ck,dk) com ak,bk,ck,dk € Z" tais que 0<ar < [+ 1,0 < bk <
m+1,0<c <n+1,0<d, <p—+1.
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