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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar cotas assintoticas para os nimeros de Ramsey
diagonais. Para a obtencao de uma cota inferior, utilizaremos o chamado “Método
Probabilistico” de Erdds, mais especificamente, utilizaremos o Lema Local de Lovasz

e para cota superior o teorema de Erd&s-Szekeres.

Palavras-chave: Ramsey; cota; grafo.
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Abstract

This thesis aims to establish asymptotic bounds for the diagonal Ramsey numbers. For
the lower bound, we employ the Probabilistic Method introduced by Erdés, specifically
applying Lovasz’s Local Lemma. For the upper bound, we make use of the Erdés—Szekeres

theorem. Keywords: Ramsey, bounds, graph.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria de Ramsey é o ramo da matemética que estuda as condi¢Oes necessérias
para que uma estrutura possua algumas caracteristicas desejadas. Esta teoria aparece em
véarias dreas da matematica como Analise, Teoria dos Numeros, Geometria, entre outros.

Nosso foco na Teoria de Ramsey nesta monografia serd em grafos.

1.1 Grafos

Definimos um grafo G como sendo um par ordenado (V(G), E(G)), onde V(G) é um
conjunto de vértices e o conjunto F(G) de elos, onde cada elo é um par nao ordenado de
vértices distintos de V(G). Com intuito de simplificar a notagao, podemos utilizar V' e E
como sendo o conjunto de vértices e elos respectivamente.

Denotaremos um elo e de F formado por dois vértices u e v por e = uv. Neste caso,
diremos que u e v sao as pontas de e. Dois vértices u e v serao vizinhos se existe um elo
e pertencente a E(G) tal que uv = e. O grau de um vértice v é dado pelo nimero de elos
de E(G) tais que, v é uma das pontas destes elos.

Definimos um passeio de um grafo G como sendo uma sequéncia W =
Voe1V1€3 ... V16U tal que, os termos sao alternados por vértices e elos de G, nao
necessariamente distintos, e v; e v;_; sao as pontas de e; para todo 1 < i < [. Um caminho
¢ um passeio que nao possui vértices repetidos e o termo inicial e final da sequéncia W
sao distintos. Um ciclo é um passeio que nao possui vértices repetidos, exceto o vértice
inicial e o vértice final da sequéncia.

Um grafo completo é um grafo com todos os elos possiveis, ou seja, Vu,v € V,


Rectangle


de € E;uwv = e. Se n = |V(G)|, a notagdo usual para este grafo ¢ K, e dado um
grafo G, definimos o complemento de G como sendo o grafo H com V(H) = V(G), e
Yo,w € V(H),vw € E(H) < vw ¢ FE(G). A notagao para o complemento do grafo G
serd G°.

Um grafo seréd chamado bipartido se existirem dois subconjuntos A e B com AUB =V,
ANB=0eparatodouwwe E,uec Aeve Bouuec Beve A

Um grafo conexo por caminhos é um grafo com a propriedade de qualquer par de
vértices possui um caminho entre eles. Uma arvore é um grafo conexo por caminhos sem
ciclos e uma estrela ¢ uma arvore com um tnico vértice com grau n > 1 e o restante igual
a um.

Definimos um subgrafo H de um grafo G, como sendo o par ordenado (V(H), E(H)),
tal que, V(H) C V(G) e se vw € E(H), entdo vw € E(G). No caso particular onde
vw € E(H) se, e somente se, vw € E(G), H serda um subgrafo induzido.

Um conjunto I C V sera estavel se para todo par de vértices distintos de I, nao existe
um elo incidente a estes vértices pertencente a E, ou seja, Yo,w € I, vw ¢ E. Um
subconjunto J C V sera um clique se para todo par de vértices distintos de J, existe um
elo adjacente a este vértice pertencente a F, ou seja, Vv, w € J,vw € E. Definimos o
ntmero de estabilidade como sendo o niimero maximo de vértices de um conjunto estavel

e o nimero clique o niimero maximo de vértices de um clique.

1.2 Notacao de Bachmann—Landau

Sejam (an)nen € (bn)neny sequéncias de nimeros reais positivos. Dizemos que a, é

assintotica a b,, e escrevemos a,, ~ b, se:

Exemplos
a) (n+1)3 ~n3
b) e" +sin(3n?) — V2 —n? ~ e"
¢) Tn2 + 18n2log’® n + 98 ~ Tn3
Ao invés de sequéncias, podemos falar de funcGes, porém como estamos lidando com

conceitos combinatorios, as varidveis sao inteiras o que motiva o uso de sequéncias. A
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utilizacao de sequéncias assintéticas nos permite focar apenas no termo de maior ordem,
desta forma, a analise do comportamento da sequéncia se torna mais simples.

Escrevemos a,, = O(b,,) e lemos a,, é “0zao” de by, se existe C' € R, tal que para todo
n suficientemente grande.

a, < Cb,.

Isto é equivalente a dizer que:

. ap,
limsup — < oo
n—o0 bn

Exemplos

a) 6n* —3n% + 7= 0(n?)

b) 7n3 + 18n2log’ n + 98 = O(n?)
c) 4" = 0(8")

Escrevemos a,, = o(b,,) e lemos a,, é “ozinho” de b, se:

Exemplos
a) T3 + 18n%log® n 4 98 = o(n?)
b) e" +sin(3n?) — V2 — n? = o(n!)
c) log(n) = o(n)
Uma aplicagao importante da notacao de Bachmann-Landau que utilizaremos sera
a formula de Stirling, que é uma aproximagao para a funcao fatorial utilizando apenas

fungoes elementares.

Teorema 1.1 (Formula de Stirling).

nl ~ (g)n omn (1.1)

Ou seja:

nl = (1+o(1)) (ﬁ) o

e
O teorema acima nao serda demonstrado nesta monografia, mas pode ser encontrado

em [3].
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Capitulo 2

O Teorema de Ramsey

O filésofo e matematico Frank Plumpton Ramsey demonstrou um dos teoremas
fundamentais em combinatoria, que indica o nimero minimo n de vértices para que todo
grafo GG com cardinalidade de V' igual a n exista um subconjunto de vértices de V' tal que
este conjunto seja estavel ou um clique.

De forma equivalente, dadas n pessoas registradas na rede social Facebook, Ramsey
mostra que sempre havera um subconjunto destas n pessoas tal que nenhuma delas se
conhecam ou todas se conhecem. Note que estas caracteristicas desejadas sao opostas
uma da outra.

A priori, este nimero de vértices pode nao existir. O Teorema de Ramsey demonstra
que independentemente da cardinalidade do conjunto estavel e clique desejados, existe um
numero n tal que todo grafo G com cardinalidade de V igual a n existe um subconjunto de

V', sendo este um conjunto estavel ou um clique com as respectivas quantidades desejadas.

2.1 Numeros de Ramsey

Sejam k,l e R(k,l) pertencentes aos inteiros positivos, diremos que R(k,l) é um
namero de Ramsey se R(k,l) for o menor inteiro de tal forma que, para todo grafo G
com |V(G)| = R(k,l), exista um subconjunto com k vértices que forme um conjunto
estavel ou um clique com [ vértices.

Outras interpretagoes para o mesmo problema sao possiveis. Por exemplo: Qual o
menor inteiro positivo R(k,[) tal que, todo grafo completo com |V| = R(k,l) e com cada

elo colorido com uma de duas cores, digamos vermelho e azul, existir um subgrafo Kj

10
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com todos os elos vermelhos ou um subgrafo K; com todos os elos azuis.

Determinar o numero de Ramsey para quaisquer valores ¢ um problema dificil e ainda
nao resolvido. A seguir, mostraremos alguns exemplos de valores conhecidos do ntimero
de Ramsey.

Primeiramente, observe que um clique é o complemento de um conjunto estavel. Logo,
R(k.l) = R(l, k) e para todo k,l € N, R(1,]) = R(k,1) = 1,R(k,2) =k e R(2,]) = 1.

Para a determinarmos outros valores como o R(3,3), podemos utilizar de grafos
especificos, conhecidos como Grafos de Ramsey. Um grafo de Ramsey (k,[) é definido
como sendo o grafo maximal sem cliques de k£ vértices ou conjuntos estaveis com [ vértices.

A Figura 2.1 nos da alguns exemplos destes grafos.

a)
0
12 1
11 5
0 3
9 4
7 c) 6

Figura 2.1: Grafos de Ramsey a)(3,3); b)(3, 4); ¢)(3,5); d)(4,4)

Ademais, ndo temos motivos para acreditar que o grafo (a) da Figura 2.1 é maximal.
Suponha que nao, ou seja, suponha que exista um grafo completo Ky de tal forma
que exista uma coloracao dos elos de Kg de tal forma que nao exista um triangulo
monocromatico. Seja G este grafo com V = {vy,vq, v3,v4, U5, V6 }-

Tome um vértice qualquer inicial, digamos v;. Sabemos que ha 5 elos incidentes a
ele. Entao, pelo menos 3 destes elos possuem a mesma cor. Sem perda de generalidade,
suponha que 3 vértices sao azuis.

A Figura 2.2 letra b nos mostra uma representagao do grafo acima. Observe que o

11
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elo vgvs desta figura sera vermelho, assim como o elo vsvy, caso contrario teremos um
triangulo monocromatico azul.

Por fim, independentemente da cor do elo vguy escolhida, teremos ou um triangulo
monocromatico azul (vq,ve,v4) ou vermelho (vg, vs,v4). Logo, a afirmagdo é um absurdo.
Entao, por construgao, R(3,3) =6
V2 U3

Vg V3 U2 U3
L

U1 vy

Ule ey |U1 ° Uy

” M= (Y
Vg U5 V6 U5 G

Figura 2.2: Representagao do grafo G acima

Para determinarmos R(3,4), seja G um grafo e x um vértice de V. Definimos A, como
sendo o conjunto dos vértices v de V' tais que, vz é vermelho, e B, o conjunto de vértices

w de V tais que, wx é azul.

Lema 2.1. Se |B,| > 6 entao o grafo possui ou subgrafo K3 com todos os elos vermelhas

ou um K, com todos os elos azuis.

Demonstra¢ao. Como B, C V(G), entdao G possui pelo menos 6 vértices. Logo, existe
um subgrafo K3 monocromatico azul ou vermelho, pois R(3,3) = 6 como demonstrado
anteriormente. Como x é vizinho destes 6 vértices e toda aresta adjacente a ele é azul,

entao existira um subgrafo K3 com elos vermelho ou K com todos os elos azuis. O

Lema 2.2. Se |A,| > 4 entdo existird um subgrafo K3 com todos os elos vermelhos ou

um K4 com todos os elos azuis.

Demonstragao. Seja xq,xs9, 3,24 € V com zx; vermelho para todo ¢ < 4. Note que, se
x;x; for vermelho para algum ¢ e j, com 1 < i < j < 4, entao teremos um subgrafo K
vermelho. Caso contrario, se z;x; for azul para todo ¢, 7 com 1 <14 < j < 4, entao teremos

um subgrafo K4 com todos os elos azuis. O

Dado os lemas acima, provaremos que R(3,4) = 9. Para tanto, observe que, pelo grafo

de Ramsey (3,4) da Figura 2.1, R(3,4) > 9. Agora suponha por absurdo que exista um

12
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grafo Ky com elos coloridos de azul ou vermelho, de forma que nao exista um tridngulo
vermelho ou um subgrafo K, com todos os elos azuis. Pelos Lemas 2.1 e 2.2, podemos
notar que |B,| = 5, pois se |B,| > 6, o grafo terd as caracteristicas nao desejadas e
se |B;| < 4 entao |A;| > 4, o que também implica um grafo com caracteristicas nao
desejadas. Desta forma, todo vértice do grafo G sera incidente a exatamente 5 elos azuis.
Logo, o numero de linhas azuis saindo de cada vértice ¢é igual a 9 -5 = 45. Como cada
linha é contada duas vezes, entao teremos 22,5 elos, o que é um absurdo.

Nos paragrafos anteriores, apresentamos ao leitor alguns exemplos de ntmeros de
Ramsey, porém isto nao é suficiente para afirmar que para todo par de ntimeros inteiros
k e l, o nimero de Ramsey R(k,[) existe. Demonstraremos a seguir que este ntimero ¢

bem definido.

Teorema 2.1. Para todo k el inteiros com k> 2 el > 2,

R(k,1) < R(k,1— 1)+ R(k — 1,1).

E se R(k,l —1) e R(k — 1,1) forem par, a desigualdade estrita é vdlida.

Demonstragao. Seja G um grafo completo com |V| = R(k,l — 1) + R(k — 1,1). Devemos
mostrar que todo grafo completo com |V| = R(k,l — 1) + R(k — 1,1) e elos coloridos de
azul ou vermelho possui um subgrafo K vermelho ou um K; azul.

Seja v € V, sabemos que v é vizinho a R(k,l — 1)+ R(k —1,1) — 1 vértices. Definimos
A = {z € V;zv é vermelho} e B = {z € V;zv é azul}. Note que |A| + |B| = |[V]| — 1,
logo nao ¢ possivel |A| e | B] menores que R(k,l—1) ¢ R(k— 1,[) simultaneamente. Logo
|A| > R(k —1,1) ou |B| > R(k,l —1).

Se |A| > R(k —1,1), o subgrafo induzido H gerado pelo conjunto AU {v} possui pelo
menos R(k — 1,1) vértices. Logo, existe um subgrafo Kj_; vermelho ou um K; azul pela
definicao do ntumero de Ramsey. Como todo elo vz, com x € A, é vermelho, entao H
possui um K} vermelho ou um K azul. Se |B| > R(k,l — 1), teremos um raciocinio
analogo.

Por fim, para a demonstracao da cota restrita onde R(k,l —1) e R(k —1,1) sao pares,
suponha G um grafo com |V| = R(k,l —1)+ R(k—1,1) — 1 sendo R(k,l—1) e R(k—1,1)
pares. Note que |V(G)| é um nimero impar e a soma dos graus dos vértices de G ¢é igual

a duas vezes o numero de elos. Logo existe um vértice v com grau par, caso contrario a

13
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soma dos graus seria impar, o que é um absurdo.

Seja x € V com grau de = par, C ={v e Viave E} e D ={v € V;av ¢ E}. Como
|C| # R(k — 1,1) — 1 pelo fato de a cardinalidade de C' ser par, e |C|+ |D| = |V]| — 1,
entdao |D| > R(k,l —1) ou |C| > R(k — 1,1).

De forma analoga, se |C| > R(k —1,1), entdo pela propriedade do nimero de Ramsey,
existe um clique com k£ — 1 vértices ou um conjunto estavel com [ vértices. Como para
todo vértice v € C, vxr € F, entao existirda um clique com k vértices ou um conjunto

estavel com [ vértices. Se |D| > R(k,l — 1), o raciocinio ¢ anélogo. O

A partir do Teorema 2.1, determinaremos mais exemplos de nimeros de Ramsey.
Primeiramente, note que os exemplos R(3,3) e R(3,4) feitos na segdo anterior podem ser
demonstrados utilizando o Teorema 2.1. Pelo teorema, R(3,3) < R(2,3) + R(3,2) =6 ¢
pelo grafo de Ramsey (3, 3) da Figura 2.1, R(3,3) > 6, logo R(3,3) = 6. Pela desigualdade
restrita, R(3,4) < R(2,4)+R(3,3) = 446 = 10, e pelo grafo de Ramsey (3,4), R(3,4) > 9,
logo R(3,4) = 9.

De forma anéloga, pelo Teorema 2.1 R(3,5) < R(2,5) + R(3,4) = 5+9 = 14 e
R(4,4) < 2R(3,4) = 2-9 = 18. Pelos grafos de Ramsey (3,5) e (4,4) da Figura 2.1,
R(3,5) > 14 e R(4,4) > 18. Logo R(3,5) = 14 e R(4,4) = 18.

2.2 A Cota de Erdds-Szekeres

O Teorema 2.1 nos mostra um exemplo de cota superior para o numero de Ramsey,
sendo essa utilizada para demonstracao de outras cotas. A seguir, demonstraremos uma

versao da cota de Erdés-Szekeres provada em [3].

Teorema 2.2. Para todo k e | inteiros positivos maiores que um,

k+1-2
o< (157
Demonstracao. Provaremos o teorema por inducao em k + [. Note que para k +1 < 5,
a afirmacao é verdadeira, pois, na Secao 2.1, foram provados os casos particulares do
niamero de Ramsey R(1,1) e R(2,1). Suponha que para todos os nimeros positivos n,m
com 5 < k41 <n+m, o teorema seja valido. Queremos demonstrar que é valido para o

caso k,l com k+ 1 =n+m+ 1. Pelo Teorema 2.1 e pela hipotese de indugao, sabemos

que

14
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ez - (150 (115)

[k +1-2
N Ek—1 )
O

. . -2 P
Para um caso particular do teorema acima, note que (k:il ) representa o nimero de

subconjuntos com k — 1 elementos de um conjunto de k + [ — 2.

Corolario 2.1. Para todo inteiro positivo k e 1, R(k,l) < 2872 com igualdade se, e
somente se, k =1=1.

Demonstragio. Para todon € N, Y7 (") = 2", logo,

7

R(k,1) < (k Z: 2)

R(k,1) < Hiz (k e 2)

i=0 ¢
R(k,1) < 2F+1-2,

]

Definimos a diagonal de Ramsey, como sendo o niimero de Ramsey no caso particular

onde k = [.

Teorema 2.3. Para todo k inteiro positivo

k-1

Vrk

R(k, k) < (1+0(1))

Demonstragio. Pelo Teorema 2.2, sabemos que R(k,1) < ("7

r1 Se k = [, entao
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R(k, k) < (215:12). Pelo Teorema 1.1

(k- 1)l(k — 1)
C(Lto() ()" ar 2k - 1)
(14 0(1))2 ((2)**V fon(k — 1)
()" veyer (- 1)
(EN" 7 Vor (k=D V2 /7 (k—1)
4k71
w-(k—1)

k—1

Vrk

Rk, K) < (2:_—12> (2k —2)!

= (1+0(1))2%2

= (1+0(1))

= (1+0(1))

2.3 Generalizacao dos Numeros de Ramsey

O nimero de Ramsey, como definido anteriormente, tinha como interesse analisar as
caracteristicas de um grafo com elos coloridos com duas cores. Uma das generalizagoes do

numero de Ramsey tem como principio analisar os mesmos grafos, porém com miltiplas

cores.
Seja C1,C5,...,C, k cores e ti,ty,...,t, nameros inteiros. Definimos
R(ty,ta,t3,...,t;) o menor namero de vértices de um grafo completo G tal que, para

todo grafo G com cada elo colorido com uma das k cores citadas, existe um subgrafo K,
com elos monocromaticos de cor C; para algum i, 1 <1 < k.
Provaremos a seguir dois teoremas analogos aos Teoremas 2.1 e 2.3 para o ntimero de

Ramsey generalizado.

Teorema 2.4. Para todo numero inteiro positivo t;, 1 <1 <k,

R(ty,ta, ... tr) < R(t1—1,ta, ..., tp)+R(t1,ta—1,. .. tg)+.. .+ R(ty,to, ..., tpg—1)—k+2.

Demonstragao. Considere um grafo completo G com |V'| = R(ty —1,ta, ..., 1)+ R(t1,ta—
L..oyti)+.. .+ R(ty,te, ..., tg— 1) —k+2, vV eC,Cy,...,Ck k cores. O nimero de
vizinhos de v é igual a R(t; — 1,to,...,tx) + R(t1,te — 1,. .., tx) + ... + R(ty, to, ... tx —
1) —k+1. Sejam A; = {z € V;zv é dacor C;} com 1 < <k.
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Note que |A;| + |Aa] + ... + |Ak| = R(t1 — L, to, ..., tg) + R(t1,ta — 1, .o tg) + ... +
R(ty,te,...,tx — 1) —k+1 = t. Logo se |A;| < R(ty,ts,...,t; —1,...,t;) para todo
i < kentao |A;]| 4+ |As] + ...+ |Ax| < t. Logo |A;| > R(ty,ta,...,t;i1,...,1;) para algum
i < k. Portanto, pela defini¢ao do niimero de Ramsey, existe um subgrafo K, com elos
monocromaticos de cor Cj para j # ¢ ou um subgrafo K;,_; com elos monocromaticos de
cor C;. Como todo elo vw com w € A; possui a cor C;, entao existird um subgrafo K,

monocromatico de cor C; para algum i, 1 <14 < k como queriamos. O

Corolario 2.2. Para todo nimero inteiro positivo t;, 1 < i <k,

(t1+ta+ ...+ tx)!

Rty +1Lta+1,..  t+1) <
(1+ 72+ ’ ’k+ >_ tlltgltk'

Demonstracao. A prova sera por inducao em t; +1t9 + ...+ t,. Para o caso inicial: t; =1,
para todo i com 1 < i < k,R(2,2,...,2) = 2 < kl. Suponha que a desigualdade seja
valida para k <t + 1ty + ...+t < n. Demonstraremos que a desigualdade é valida para

ocasot; +ta+ ...+t =n+ 1. Pelo Teorema 2.4

R(t1+1,...;ty + 1) < R(ty,to+1,...;tpy + 1)+ ...+ Rty + 1,..., )
(t1+...+tk—1)! <t1+...+tk—1)!
T (=D () (t)!. .. (e — 1)!

(ty+to+ ..ty — 1) 1 1 1
(tl—l)!(tg—l)!...(tk—l)!< et )

t2t3...tk+t1t3...tk ottty .t
(tit+to+...+t— 1) ti+ta+.. .+t
(t1 — D(te — D) (8 — D! tity. . .t
(t1 +ta+ ...+ tg)!
tlta! L !
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Capitulo 3

O Método Probabilistico

O método probabilistico ¢ uma poderosa ferramenta combinatéria, que tem como
objetivo demonstrar a existéncia de um elemento em um conjunto com certas
propriedades. A prova da existéncia deste objeto, serd equivalente a demonstrar que a
probabilidade do mesmo é positiva. Para a utilizacao do método, precisaremos introduzir

o conceito de grafo aleatorio.

3.1 Grafos aleatorios

Definimos um espago de probabilidade como sendo um par ordenado (€2, P), onde 2
consiste em um conjunto finito chamado espago amostral e uma funcao de probabilidade

P:Q — [0, 1], chamada de distribui¢ao de probabilidade satisfazendo

D> Pw)=1

weN

Se €2 é um conjunto de grafos, um elemento = € {2 sera chamado de grafo aleatorio.

Como exemplo, considere o conjunto G,, de todos os subgrafos rotulados de K, e para
todo G1,G € G, P(G1) = P(G3). Observe que |G,| = (3), pois cada aresta gera um
grafo distinto. Logo, dado G € G, P(G) = (g)fl.

Para o segundo exemplo, considere a construcdo de um grafo com n vértices
acrescentando cada aresta com probabilidade p, sendo cada aresta independente entre si

(definiremos a seguir o conceito de independéncia). Entao dado G € G, com |E(G)| = m,

lembrando que E(G) é o conjunto dos elos do grafo G, P(G) = p™(1 — p) (3)-m Este
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espaco de probabilidade é denotado por G, .

Dado um espago de probabilidade (£2,P), definimos um evento A como sendo um
subconjunto de 2. Como exemplo, tome o espaco de probabilidade Gs, e tome A e B os
eventos: o conjunto dos grafos G conexos por caminhos e bipartidos respectivamente. Na

Figura 3.1 é mostrado este espaco amostral.

U1 U1 U1
L

v

V2e e U3 Voo )3 (%)) LI vy U3
G G Gy Gy
(1 U1 1 Cht

Vg U3 V9 U3 U2 U3 o) V3
G G Gr Gy

Figura 3.1: G3,

O evento A é composto pelos grafos: Gy, Gg, G7, Gg. O evento B: Gy, Gq, G3, Gy, G,

G, G7. A probabilidade de um evento C' qualquer é dada por

Logo

Dois eventos A; e A, serdo chamados de independentes, se P(A; N Ay) = P(A)P(B);

caso contrario eles serao dependentes. No exemplo anterior:

P(ANB) =3p°(1 —p) #p*(3 = 2p)(1 = p)(1 +p + p*) = P(A)P(B).
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Entao A e B sao dependentes. Mais geral, dizemos que A;,7 € I sao mutuamente

independentes, se para todo S C [

P( N A;) =[P4

ies ieS
Note que, se um conjunto de eventos sao mutuamente independentes, entao estes
também serao dois a dois independentes, contudo eventos dois a dois independentes nao
implica eventos mutuamente independentes. Como exemplo, considere dois lancamentos
de uma moeda honesta e os eventos A; o primeiro lancamento cara, A, o segundo

langamento é cara e Az o primeiro e segundo langamentos iguais. Entao

2

P(A N A) = ;= 5 = B(A)P(Ay)
P(A; N As) = }1 = %2 = P(A1)P(As),
P(Ay N Ag) = }1 _ %2 — P(A,) P(As),
P(A; N Ay N As) = }1 # ; = P(A;)P(A2) P(As).

3.2 Variaveis aleatorias

No estudo de grafos aleatorio, estaremos interessados em caracteristicas especificas
do grafo, como a conectividade, nimero de estabilidade, nimero clique etc. Como estes
valores dependem especificamente do grafo, fungoes que relacionam o espago amostral a
estes valores serao chamadas de variaveis aleatorias.

Uma variavel aleatoria X em um espago de probabilidade (2,P) ¢ uma fungao
X : Q — R. No contexto de combinatoéria, uma variavel aleatoria sao frequentemente
valores inteiros, logo utilizaremos X : 2 — Z.

Como exemplo, seja S um conjunto de vértices de um grafo e G € G, . Definimos a

varidvel aleatéria Xg como sendo:

1, se S é um conjunto estavel de G,
Xs(G) =

0, caso contrario.

A variavel aleatoria Xg é um exemplo do que chamamos de indicadora de um evento.

De forma mais geral, seja A € 2 em um espago de probabilidade (€2,P). A indicadora de
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A é definida por:

, sew € A,

0, caso contréario.

3.3 Esperanca

Dada uma variavel aleatoria X, definimos a esperanca de X ou valor esperado, sendo
a média dos valores da variavel aleatéria. Também podemos definir a esperanca de X
como sendo a soma das multiplicagoes das probabilidades dos elementos de {2 pelo valor

assumido pela variavel aleatoria.

E(X) =Y X(w) Pw).

weN

Tome como exemplo o espaco amostral Gs, e X a varidvel aleatoria que representa o

nimero de componentes de G € Gs,,. Entao

E(X)=3-1-p’+3-2:p-(1=p*+1(p°+3-p*(1—p)

=3-3p+7p’.

Teorema 3.1 (Linearidade da esperanga). Sejam X e Y duas varidveis aleatorias e
r,s € R. Entao
E(rX +sY) =rE(X) + sE(Y).

Demonstragao. Pela definicao da esperancga, temos:

E(rX +sY) = Z(TX + sY)(w) - P(w)

we
= Dol X)(w) + (sY)(w)] - Pw)
— Z(rX)(w) P(w) + Z(SY)(W) P(w)
:rZX(w) - P(w) —|—SZY(UJ) -P(w)
we we

=rE(X) + sE(Y).
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m
Teorema 3.2. Seja 14 a indicadora do evento A. Entao
E(14) =P(14=1)= P(A).
Demonstracao. Pela definicao da esperanga, temos:
E(1a) = Z La(w).P(w)
weN
=2_Pw)
weA
=P(A).
m

Teorema 3.3. [Desigualdade de Markov] Se X € uma varidvel aleatoria nao-negativa e

t € RY, entao

&=

(X)

B(X > 1) < =

Demonstracao. Pela definicao da esperanca, temos

E(X) =) XwPw) > > t-Puw=tPX>t).

weN we; X (w)>t

Logo

]

Um caso particular do Teorema 3.3 sera utilizado para demonstrar que um grafo
aleatério em G, , possui uma propriedade quase certamente. Dada uma sequéncia de

espagos amostrais (£2,.IP,,), uma propriedade A ocorrerd quase certamente se, P(A4,,) — 1

quando n — oo, onde A, .= AN,.

Corolario 3.1. Sejam (X,,)nen varidveis aleatdrias com valores inleiros nao-negativos
nos espagos de probabilidade (Q,,P,), n > 1. Se E(X,) — 0 quando n — oo, entao

P(X, =0) — 1 quando n — oc.
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Demonstragao. Pelo Teorema 3.3, temos

P(X,>1) <E(X,)

Sendo X, varidveis que assumem apenas valores inteiros nao negativos, temos

P(X,=0)=P(X, <1)>1-E(X,).

Tomando limite de ambos os lados, obtemos

lim P(X, =0) > lim 1 — E(X,,)

n—oo n—oo
lim P(X, = 0) > 1.
n—oo
Logo lim,, o, P(X, =0) = 1. O

3.4 Lema do cruzamento

Nesta secao, apresentaremos um exemplo simples de aplicacao do método
probabilistico no campo de grafos. Esta mesma demonstracao pode ser encontrada no
livro [5] capitulo 13. Primeiramente, algumas defini¢oes importantes.

Dado um grafo GG, definimos a representacao plana de G como sendo um grafo com
todos os vértices pertencentes ao um tnico plano. Definimos um cruzamento de uma
representacao plana de um grafo, como sendo um ponto de intersecao entre dois elos que
nao seja uma das pontas. Denotaremos por G como sendo uma representacao plano de
um grafo G de forma que o ntimero de cruzamentos deste grafo seja minimo e denotaremos
o namero minimo de cruzamentos de um grafo por ¢r(G). Um grafo G sera chamado de
plano se existir uma representacao plana com nimero de cruzamentos igual a zero.

Dado |V(G)| = n e |E(G)| = m, o namero de cruzamento cr(G) pode ser cotado por
cr(G) > m — 3n. (3.1)

Para a demonstracao da cota acima, definimos o niimero de faces de um grafo como

sendo o ntimero de regioes delimitadas por elos, sendo estas internas ou externas. Dados
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n,m e f o namero de vértices, elos e faces respectivamente de um grafo plano conexo,

n—m+f=2. (3.2)

A demonstracao da férmula acima pode ser encontrada em [5] capitulo 10 segao 3.
Seja GG um grafo plano. Sabemos que 3f < 2e, pois cada face, exceto a exterior,
¢ limitada por pelo menos trés elos e um elo toca no maximo duas faces. Entao, pela

formula de Euler,

n=24+m-—f
2m

n>2+m-——
3

n>6+m

m<3n—206

m < 3n.

A partir da desigualdade, tome G é um grafo com representacao plana com cr(G)
cruzamentos, m elos e n vértices, contruimos um subgrafo de G com todos os vértices,
porém retirando de cada cruzamento um elo que forma o cruzamento. Logo o novo

subgrafo ¢ plano, sendo m — ¢r(G) o nimero de elos. Logo:

m —cr(G) < 3n

cr(G) > m — 3n,

o que demonstra a cota.
Lema 3.1. [Lema de cruzamento]| Seja G um grafo com m > 4n. Entao:

3

m
cr(G) > ek

Demonstracio. Considere G uma representacio plana de G com cr(G) cruzamentos. Seja

S um subconjunto de V' obtido escolhendo cada vértices de G de forma independente com

probabilidade p = %. Seja H o grafo induzido pelo conjunto de vértices S e H a
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incorporacao do grafo H.

Definimos o espago de probabilidade de (€2, P) dos vértices de G escolhidos de forma
independente com probabilidade p e as varidveis aleatérias X, Y e Z de {2 como sendo:
X é o namero de vértices de H, Y o nimero de elos de H e Z o nimero de cruzamentos

de H . Pela Cota (3.1), Z >Y — 3X. Logo pela linearidade da esperanca:
E(Z) > E(Y) — 3E(X) (3.3)

Para todo v; € V(G), definimos as indicadoras 14, sendo A; o evento v; € S, com
1 <4 < n. De forma anéloga, para todo e; € F(G), definimos as indicadoras 15, sendo B
o evento e¢; € E(H), com 1 <i < m e para todo cruzamento ¢; € G, tome as indicadoras

1¢, sendo C) o evento ¢; € H, com 1 <[ < cr(G).

1
Como o grafo H ¢é induzido pelo conjunto S, uma aresta pertencerd a H se, e somente
se, as pontas deste elo pertencem a H. Logo P(B;) = p?,Vi < m. De forma equivalente,
um cruzamento pertencerd a H se, e somente se, os elos que formam este cruzamento

pertencem a G. Logo P(C;) = p*,Vi < ¢r(G). Desta forma:

E(X) = > E(Ly) = pn, (3.4)

E(Y) =) E(ls) = p'm, (3.5)

E(Z)= ) E(le)=p'er(G) (3.6)
i<er(G)

Substituindo (3.4), (3.5) e (3.6) em (3.3), obtemos

p4cr(G) > p?m — 3pn,

pm — 3n
CT(G) Z T

Substituindo p = %, obtemos

(4n/m)ym—-3n _ n  m
A ey e Rl vy s ER Y WER
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O Lema 3.1 foi base para demonstracao de teoremas em geometria combinatorial,
alguns que eram considerados desafiadores. Considere dois deles a seguir.

Dado um plano com n pontos, sabemos que por dois pontos passam uma tnica reta,
contudo, pode ocorrer desta reta passar por outros pontos deste plano. Entao, podemos
nos perguntar quantas retas do plano passam por pelo menos k pontos. Se por exemplo
n é um quadrado perfeito e os pontos estdo em um plano com coordenadas (i,7), com
i,j € Z%,i,j < \/n, entao teremos 2y/n + 2 linhas com /n pontos. O desafio seria
determinar se esta era a configuracao com o maior nimero de linhas passando por esta

quantidade de pontos.

Teorema 3.4. Seja P um conjunto de pontos com n pontos em um plano, e seja

[ o numero de linhas no plano passando por pelo menos k + 1 destes pontos, onde

1 <k <2v2n. Entao l < 32n*/k3.

Demonstragao. Seja G um grafo com V(G) = P e os elos sao segmentos de retas entre
vértices consecutivos em uma reta com pelo menos k + 1 vértices de P. Este grafo possui
pelo menos kl elos, pois ele possui [ retas com k + 1 pontos e como cada uma das [ retas
pode se cruzar exatamente uma vez com outra reta, entao podem existir no maximo (é)
cruzamentos.

A partir destes fatos, podem ocorrer duas hipoteses.

1 - kl < 4n, o que implica:

Por conseguinte:
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Para a segunda aplicacao, queremos determinar o ntimero de pares de pontos em um

plano com n pontos com distancia unitaria.

Teorema 3.5. Seja P um conjunto com n pontos em um plano, e seja k o nimero de

pares de pontos de P com distancia unitaria. Entao
k < 5n3.

Demonstragao. De cada ponto do conjunto P, desenharemos no plano uma circunferéncia
de raio um. Cada circunferéncia passar por no maximo n — 1 pontos. Seja n; o nimero

de circunferéncias que passam por i pontos, com i € NU {0} e i <n — 1. Note que:

n—1
E n; =mn,
=0

1 n—1 .
=0

A primeira igualdade é verdade pelo principio fundamental da contagem, uma vez que
temos n circunferéncias e cada circunferéncia obrigatoriamente passara por um dos valores
de i. A segunda igualdade vem do fato que cada circunferéncia tem raio unitério, sendo
assim, se uma circunferéncia possui ¢ pontos de P, entao existem ¢ pares de pontos de
distancia unitéaria (centro e um ponto da circunferéncia). Note que a soma é dividida por
dois pois cada reta é contada duas vezes.

Seja H um grafo com V(H) = P e os elos sdo os arcos de pontos consecutivos que

passam por pelo menos trés pontos. Entao:

n—1 n—1 n—1
EH) =Y ing=Y in—ni —2ny < 2%k —2Y n; =2k — 2n.
1=3 =0 i=0

Pode acontecer de dois elos de H possuam mesmas pontas, pois os elos sao arcos
de circunferéncias. No pior dos casos, metade dos elos de H sao paralelos. Entao
construiremos um grafo simples G' que seja um subgrafo de H retirando todos os elos
paralelos. Entao E(G) > k — n.

Perceba que ¢r(G) < n(n — 1), pois G é formado por no maximo n circunferéncias e
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duas circunferéncias serao interceptadas no maximo por dois pontos
possibilidades para o grafo G:
1 - Se E(G) < 4n, entdo

k—n<4n

k < bn

[

k < bn

w

2 - Se E(G) > 4n, pelo Lema 3.1

(k —n)° 2
W < < _
PR cr(G)<n(n—1)<n
(k —n)° 2
6anz "

(k —n)® < 64n*

4
3

k—mn <4n

k<4n%+n

s

k < bns.

3.5 Uma cota inferior elementar para

Ramsey diagonais

28

. Entao existem duas

Numeros de

Se k =1, R(k,k) é conhecido como a diagonal de Ramsey. Entao, Coroléario 2.1 nos

d& uma cota superior para a diagonal de Ramsey que cresce de forma exponencial. Com

o proximo teorema, mostraremos uma cota inferior para estas diagonais.

Teorema 3.6. Para todo inteiro positivo k

R(k, k) > 2%/,

Demonstracao. Note que para k =1 e k = 2 o teorema ¢ valido. Entao assumimos k£ > 3.
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Seja G, o conjunto dos grafos com n vértices e G¥ o conjunto dos grafos com n vértices e

com um clique com k vértices. Sabemos que

G| = 2(3), (3.7)

n

pois cada subconjunto dos (2) elos gera um novo grafo. De forma analoga

581 < ()20 (3.9

n

pois, fixados k vértices, existem (2) — (’;) grafos com um clique nestes k vértices. O
total de formas de escolhermos estes k vértices é igual a (Z) Temos uma desigualdade
pelo fato de contamos o total de grafos com pelo menos um clique com k vértices. Entao

contamos duas vezes os grafos com por exemplo um clique de k41 vértices ou dois cliques

com k vértices.

Usando (3.7) e (3.8), obtemos

|Gl
|Gl

Suponha que n < 2¥/2. Entdo

< (Z) 2-(5) < ”ka_!(g).

GE 2er2p=()  okz

A X oS

Ou seja, se n < 2¥/2_ existem menos da metade dos grafos de G,, com um clique com k
vértices. De forma analoga, por complementar, existem menos da metade dos grafos em
G,, com um conjunto estavel de k vértices. Logo existe pelo menos um grafo em G, o qual

nio tenha um conjunto estavel ou um clique de k vértices. Logo R(k, k) > 2F/2 O
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Capitulo 4

Cotas inferiores da diagonal de Ramsey

Na década de 30, Paul Erdés e George Szekeres provaram alguns teoremas importantes
na teoria de Ramsey, como a demonstracao de que ntumero de Ramsey é finito e
melhoraram algumas cotas, sendo a cota superior discutida na Sec¢ao 2.2. Discutiremos
as cotas inferiores demonstradas por Erdds e a melhora desta cota por Spencer através

do Lema Local de Lovasz.

4.1 As Cotas de Erdds

Erdss em 1947, através do método probabilistico, provou no artigo [2| uma das
melhores cotas inferiores para a diagonal de Ramsey até hoje encontrada. A seguir
demonstraremos esta cota, vamos refina-la e na Secao 4.3 analisaremos o comportamento

da mesma.

Teorema 4.1. Se

(Z) 21-(2) < 1, (4.1)
entio R(kk) > n.

Demonstragao. Considere o espa¢o de probabilidade (2, P) sendo 2 o conjunto dos
grafos aleatorios K, com elos coloridos de azul ou vermelho de forma independente com
probabilidade % Seja M um conjunto com k vértices de G, A o evento o subgrafo gerado

por M é monocromatico e 14 a indicadora do evento A. Note que:

P(A) =2-).
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Basta observar que cada aresta tem probabilidade % e temos duas possiveis cores
iniciais. Existem (Z) escolhas de conjuntos com k elementos. Seja Seja S o conjunto de
todos os M; conjunto de k vértices, A; o evento o subgrafo gerado por M; monocromatico

e 1,4, a indicadora do evento A;. Entao,
Pl J4) <) P4

_ (2)21@,

Pela hipotese inicial, este niimero é menor que um, o que implica que o complemento
desta probabilidade é positivo, ou seja, existe alguma forma de colorir os elos de K,, com

cor azul ou vermelho de forma que, nao haja um subgrafo K} monocromaético. m

Teorema 4.2. Para todo inteiro positivo m

Rk, k) >m — (ZL) 21=(2), (4.2)

Demonstragao. Considere o espago de probabilidade (€2, P) sendo €2 o conjuntos dos
grafos aleatorios K, com elos coloridos de azul e vermelho de forma independente com
probabilidade %.Seja M é um conjunto de k vértices de K,,, A o evento o subgrafo gerado

por M é monocromatico e 14 é a indicadora do evento A. Entao
E(14) = P(A) = 21-().

Seja S o conjunto de todos os M; conjunto de k vértices, A; o evento onde o subgrafo
gerado por M; monocromatico, 1,4, a indicadora do evento A; e X = > 14,. Logo pela

linearidade da esperanca:

E(X) =Y E(Xy)= (7:) 21-(5).,

M

Como X é uma variavel discreta positiva, existe w € €2 de tal forma que
0 < X(w) < E(X).

Note que o fato de X (w) > 0 é pelo fato de se existir w € Q tal que X (w) = 0, entao
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o teorema esté satisfeito pelo fato de existir um grafo sem nenhum subconjunto com k
vértices com elos monocromaticos.

Entao existe um grafo aleatério K, com no méximo (“,;) 91-(5) conjuntos com k vértices
monocromaticos. Seja G o grafo com esta coloragao. Para cada subconjunto com k
vértices retire um vértice deste grafo. O nimero de vértices restantes deste grafo sera

k

pelo menos m — (Tk”) 91=(3) ¢ neste subgrafo restante, nao ha subconjuntos com k vértices

monocromatico. [

4.2 O Lema Local de Lovasz e a cota de Spencer

Os capitulos anteriores foram uma preparagao para que possamos demonstrar o lema
a seguir, mas primeiro uma motivacao. Suponha que tenhamos uma quantidade finita
n de eventos em um espaco de probabilidade (2, P), todos com probabilidade diferente
de zero e alguns eventos sendo dois a dois independentes. Se a probabilidade de nao
ocorrer nenhum desses eventos for positiva, entao isso quer dizer que existe um elemento
w pertencente {2 sem nenhuma destas caracteristicas.

Como exemplo tome G um grafo K, e todos os elos sao coloridos de azul ou vermelho
de forma independente com probabilidade % Seja (S;) todos os subconjuntos com k
vértices de GG, A; o evento o subgrafo gerado por .S; monocromaticos e 14, a indicadora
do evento A;. Note que A; e A; sdo independentes se |S; N.S;| < 2 e a probabilidade de
A; diferente de zero para todo i. Entdo se P((, 4;) > 0, entao R(k, k) > n.

Antes da demonstracao, definiremos um grafo de dependéncia. Seja A, Ag, ..., A,
eventos em um espago de probabilidade €. Definimos o grafo de dependéncia G[V,E],
com V = {4, As,..., A,} e dois vértices A; e A; sdo adjacentes se, e somente se, 0s
eventos sao dependentes. Um grafo completo por exemplo, serd de dependéncia, porém

note que este grafo nao nos traz informacgoes relevantes sobre os eventos.

Lema 4.1 (Lema local de Lovasz: caso simétrico). Sejam Ay, As, ..., A, eventos em
um espago de probabilidade arbitrdrio com P(A;) < p para todo i. Suponha que o
grafo de dependéncia G|V, E| dos eventos Ay, As, ..., A, tenha grau no mdximo d e que

ep(d+ 1) < 1. Entao
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Demonstragio. Afirmamos que P(4; | N;cq Aj) < ﬁll para S C {1,2,3,...,n} e j #i.

jes

Entao

P (ML, Af) = P(ADP(AS | ADP(AG | AT N AS) -+ P(AL | M) A7)
= (1 =P(A))(1 —P(As | A7) -+ (1 = P(A, | M2 AS)

> (1—p) (1— ﬁ)n_l
() ()
()

Ou seja, se provarmos a afirmacao acima, estarda demonstrado o lema. Seja
S C {1,2,3,...,n}. Provaremos por indugdo em S que a afirmacdo é verdadeira.

Primeiramente note que se A; e A; sdo independentes, entdo P(A; | 4;) = P(4;). Se

S = (), entao
1 1
P [ A; Al =P(A;) <p< < .
( | ﬂ ﬂ) ( )_p_e(d+1)_d+1
JeES
Suponha que a afirmagao seja valida para todo S com |S| = k. Considere S com

| S|=k+1, 5 ={jeS;4A; € GIV,E]} e Sy =5\ 5. Pela definicao da probabilidade

condicional:

]P’(A ’ ﬂA—) o ]P)(AZ N (ﬂtesl E) | ijSQ Ajc)
i jes 7 P(ﬂteglzl ﬂj652 A_j)
P(A: | Mies, 4)
" P(Mies, Ar | Myes, 43)
P(A;)
N P(mt€51 Xt | ﬂz’eSg E)

Suponha que S; = {t1,ts, ...t} entdo:

PO A | () A) =P(A, | () A)PA,NA, | () A)NAn) .. P A | () A (] As)

tesS i€S2 1€Sy 1€S2 r<k 1€S2 r<k—1

Como |S;| = k, podemos concluir, com base na hipotese de indugao, que:


Rectangle


v

_ _ 1\
P(() Al () A) (1—m>
teS 1€S2
1
e

v

A ultima desigualdade segue dos seguintes fatos. Seja f(z) = ( — L)I

z+1
o8 x x 1
Fla) = (a:—l—l) {lnx—kl—'—x—kl}

Pela desigualdade de Bernoulli:

IN

6_ x+1

z+1

Aplicando logaritmo dos dois lados da desigualdade, obtemos:

Ou seja, f(z) ¢ estritamente decrescente, lim,_,o f(z) = e e f(1) =1 > 1. Por estes
fatos podemos concluir que ( — #)d > %
Por fim:
P;(Ai) — <eP(A) <ep< L
P<ﬂtesl Ay | ﬂz’eSQ Ai) d+1
O

A partir do Lema Local de Lovasz, Spencer demonstrou o teorema a seguir.

e <(§) <k " 2> + 1> 21-(2) < 1, (4.3)

Demonstrag¢ao. Considere o espago de probabilidade (€2, P) sendo € os conjuntos dos

Lema 4.2. Se

entao R(k, k) > n.

grafos completos K, com elos coloridos de azul ou vermelho de forma independente com

probabilidade % Seja M é um conjunto de k vértices de K,,, A o evento o subgrafo gerado
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por M é monocromatico e 14 é a indicadora do evento A. Entao:

k
2

P(A) =212,

Seja S o conjunto de todos os M; conjunto de k vértices, A; o evento onde o subgrafo
gerado por M; monocromético e 14, a indicadora do evento A;. Vamos criar um grafo de
dependéncia G[V, E] tal que V serdo os eventos A; e dois vértices A; e A; sdo adjacentes

se |M; N M;| > 2. Note que A; é adjacente a no méaximo d’ vértices, sendo que podemos

= (0)- (") - (o)
<(o)(i") o

Note que d representa o ntimero de conjuntos com dois vértices pertencentes a M

cotar d' por:

munido com o conjunto com k — 2 vértices pertencentes a V. Note também que estes
conjuntos podem ter k elementos, ou k — 1, ou k — 2, uma vez que podemos escolher duas
vezes os mesmos vértices escolhidos inicialmente. Entao a desigualdade segue deste fato.

Logo, pelo Lema 4.1, se ep(d+ 1) = e ((g) (,",) +1) o1-(5) < 1, entdo P(N); A;) > 0,

logo existe um grafo aleatério K, com elos coloridas de azul ou vermelho de forma que

nao exista um subgrafo Kj monocromatico. Entao R(k, k) > n. O

No Capitulo 4.3, utilizaremos o Lema 4.2 com a seguinte cota

4 ((I;) (k " 2>) 21-() < 1. (4.4)

Afirmamos que se a Desigualdade (4.4) é valida, entao a Desigualdade (4.3) também

sera. De fato, sabemos que kK > 3 en > k + 1. Entao:

()2

Logo
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Note que a Desigualdade (4.4) poderia ser substituida por

(o=

e o Lema 4.2 continuaria sendo valido . Utilizaremos a Inequagao (4.4) por motivos de

simplificacao.

4.3 Analise assintotica das cotas de Erdds e Spencer

A partir dos Teoremas 4.1, 4.2 e Lema 4.2, desejamos deduzir as cotas da diagonal de
Ramsey feita por Erdds e Spencer. Para isso, vamos analisar o comportamento assintotico
das mesmas.

Considere o Teorema 4.1. No Livro [0], é determino o valor n, maximal para que

a cota seja valida no capitulo 7. Primeiramente, queremos uma aproximacao para (Z)

n n! nk 5 i nk
=~ Tl(1-=) = Apm—
(k) Kn—k)! &k L1 ( n) (mh)

Afirmamos que se k = o(y/n) entao, (}) ~ ’Z—T De fato, basta demonstrar que A, )

Observe que

tende a um para este o caso particular. Primeiramente, aplicando logaritmo A, ) através

de logaritmo.
k—1 ;
log Ajp ) = In{1——].
s =30 (1)

Uma pequena observagao ao leitor, se  — 0 entdao In(1 — z) ~ —x. Se k = o(y/n),

teremos

k—1 ; el kel 2
Suw(i-p)=-X o ()

(k=12
77,2

Note que a tltima igualdade ¢é valida, pois O( ) = a, implica que existe ¢ € R tal

que a, < c;—z Logo ¢ é o mesmo para todo i < k — 1= o(y/n).
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k—lZ. 1\ k-l ; klZ. 12
. - 2 - 3/2 = ~
>0 () =S et 0 () = 30w ~ g =l

i=1

Logo In A, k) = 0(1) = Ay ~ 1 quando n — oco. Entdo ¢é vélido que:

(1)~ () .

Para cotarmos n do Teorema 4.1, utilizaremos primeiramente que (Z) < n*. Logo se

nkol= (5) < 1, entao o teorema é valido para n. Logo:

Note que k = o(y/n). Portanto temos uma nova cota para o namero de Ramsey, sendo

que a mesma pode ser melhorada. Se (Z) < (%)k ﬁ, entao:

k_k L=
ne 21‘(§)<1<:>n<k2

kk\/ 21k 2%

Aplicando n, =n = (1 + 0(1))%2% obtemos que:

R(k, k) > (1 +0(1))$\/§k

Esta foi uma das cotas demonstradas por Erdés. Para a segunda cota tome o Teorema

4.2, e seja f(m) o conjunto:

f(m) =m — (7:) 91-(5).

Vamos parametrizar m por m = yn,, com y > 1 e n, definido acima, com intuito
de analisarmos o comportamento assintotico deste conjunto. Devemos comparar o

comportamento assintotico de f(m) com f(n,). Para o caso inicial y = 1, f(n,) ~ n,
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uma vez que n, ¢ o maximal da Cota 4.1. Se y # 1, entao:

) == (17)2 0,
> yny — gt o1-()
y o y kf' Y
~yn, —y".

Agora devemos analisar o comportamento assintotico de f(yn,).  Para isto,
N k
simplificaremos n,, lembrando que n, = (1 + 0(1))%@ . Observe que o fator v2 ,

k_ quando k& — co. Desta forma n, = (v/2 + o(1)),

tende ao infinito mais rapido que —7
. ~ . k . .
ou seja, n, cresce tao rapido quando v/2 quando k tende ao infinito.

Se y = /2 — € para algum € > 0, temos que 4 < 1 para k suficientemente grande,
k

o

uma vez que € > 0 e n, ~ \/§k Logo y* = o(n,), o que implica f(yn,) ~ yn,.

Se y = V2 + €, entdao yn, = o(y*), pois de forma analoga € > 0 e o(1) tende a zero

para k suficientemente grande. Logo f(yn,) = yn, — y* < 0 se k tendendo ao infinito.

Entdo a funcdo é otimizada em y = v/2 + o(1). Se tomarmos y um potco menor que

V2, o termo negativo de f(m) ¢ insignificante e pelo Teorema 4.2:

R(k,k) > yn, = (1 + 0(1))2 (4.6)

Note que a Cota 4.6 melhora a Cota 4.1 por um fator v/2. Para a tltima cota inferior,

tome o Lema 4.2 e o conjunto:
k n 1-(%)
= ) 4.
s =1(5)(, " 5)2 ¢ (4.7)

Lembrando que se 4(k) (kn2)217(§> < 1, entao o Lema 4.2 é valido. Observe que:

() e 0= ()

De forma anédloga ao conjunto f(m), podemos parametrizar n = zn, com intuito de
analisar o comportamento assintotico de g(n). Para o caso inicial z = 1,

g(ng) = 2 (n)2' 7). Se 2 £ 1

g(zno) = 2

2/€4 o k2k4 k

(zn,)
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Desta forma:

k—2

g(zne) ~ 2" %g(n,)

4 . , .
Agora observe que g(n,) ~ %7 pois n, € o valor maximal de n de forma que
o

(2)217(126) < 1. Lembrando que n, = (v/2 4 o(1))¥, entdo

2k ok _(2+0(1)
o) = S = v o ~ Ut i

Entao se cotarmos z por 2 — € com € > 0, g(zn,) = o(1), pois € > 0 e o(1) tende a

)=o)t

zero. Entao pelo Lema 4.2, R(k, k) > n = zn,, logo

R(k, k) > (1 +o(1))k\/§\/§k. (4.8)

e

Entao, da mesma forma que a Cota (4.6) pelo Teorema 4.2 foi refinada pela Cota (4.1)

por um fator v/2, a Cota (4.8) pelo Teorema 4.2 foi refinada pela Cota 4.6 por um fator

V2.
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Capitulo 5

Conclusao

Segundo Spencer em |7], o estudo das cotas do numero de Ramsey teve como primeiro

marco na década de 30 a cota R(r, k) < (r;f;?) dos matematicos Erdés e Szekeres em

[3]. Para o caso k = r, R(k,k) < (1 + 0(1))%, sendo esta refinada por Colon em 2009
no Artigo |1, onde foi demonstrado que R(k, k) < s tos 4%,

Com relagao a conta inferior, Erdds utilizando o método probabilistico obteve a cota
R(k,k) > (1+ 0(1))%\/7: que foi melhorada por Spencer em [1], onde foi demonstrado
que R(k,k) > (1 + 0(1))%5\/? que refinou a cota por um fator dois.

Por anos, os matematicos tentaram melhorar as cotas de Colon e Lovéisz ou demonstrar
que estas cotas sao equivalentes, o que nao houve sucesso. Mas estes problemas tém

influenciado na combinatéria, bem como no desenvolvimento de grafos aleatérios e no

método probabilistico.
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