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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia de uma solucao para uma classe de problemas de
Dirichlet com uma singularidade e um termo de conveccdo. Mais precisamente, estudamos a
existéncia de uma solucdo positiva para o problema de Dirichlet

A
—Ayu = e + f(z,u, Vu)

em um dominio suave e limitado €2. O termo de conveccdo tem expoentes sem limitacdes
superiores nem em u nem em Vu. Isso é um tanto inesperado e raro. Entdo, abordamos uma
gama de problemas ainda ndo contidos na literatura.

A solucdo dos problemas combina a definicdo de um problema auxiliar, o método de sub
e super-solucdo, o teorema do ponto fixo de Schauder e o método de Galerkin.

Palavras-chave: equacéo eliptica quasilinear; solucdo positiva; crescimento por conveccao;
crescimento supercritico.



Abstract

In this work, we study the existence of a solution for a class of Dirichlet problems with
a sinqularity and a convection term. More precisely, we study the existence of a positive
solution to the Dirichlet problem

A
—Ayu = e + f(z,u, Vu)

in a bounded, smooth domain €2. The convection term has exponents with no upper limitations
neither in w nor in Vu. This is somewhat unexpected and rare. So, we address a range of
problems not yet contained in the literature.

The solution of the problems combines the definition of an auxiliary problem, the method
of sub- and super-solution, Schauder's fixed point theorem and Galerkin method.

Keywords: quasilinear elliptic equation; positive solution; convection growth; supercritical
growth.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos uma classe de problemas elipticos singulares com termo de
conveccao. Buscamos a existéncia de pelo menos uma solucao positiva para dois problemas,
ambos definidos em um dominio limitado do RY. No primeiro, a ndo-linearidade tem cres-
cimento subcritico no sentido de Sobolev. J& no segundo problema, a ndo-linearidade tem
crescimento supercritico e, além disso, possut crescimento rdpido no gradiente, no sentido
que o expoente que acompanha o termo de convecgao é maior que p.

Nos Uultimos anos, equacoes elipticas sinqulares tém desafiado os matemdticos. Uma
extensa literatura é dedicada a tais problemas com sinqularidade, especialmente do ponto de
vista da andlise tedrica. O sequinte problema foi estudado em muitos artigos

—Ayu = nlz)u™ em Q
u 0 em 2 M
u 0 sobre 0S2,

V

emque n(z) > 0in Vel < a< 1 EmI9, Canino, Sciunzi e Trombetta mostraram a
existéncia e unicidade de solucées para (1) quando p # 2 de muitas formas.

Em [22], Giacomoni, Schindler e Taka¢ estudaram a existéncia e multiplicidade de solugoes
fracas para o problema modelado pelo operador p-laplaciano

-Apju = AuT4u® em Q
u > 0 em €
u 0 sobre 012,

sendo 1l < p<oo,p—1<s<p'—1,A>0el<a<l Usualmente,p*:NN—_’;se
l<p< Nep'=+c0sep>N.

Além disso, problemas singulares com operadores mais gerais também estdo na literatura.
Por exemplo,

—div (a(|VulP)|[VulP=2Vu) = uw*+u’ em Q
u 0 em
u = 0 sobre 0f),

V

fot considerado por Corréa, Corréa e Figueiredo em [12] para um dominio suave e limitado
Q CRY (N > 3), expoentes 0 < o, 3 < p— 1 e uma funcdo a: RT — RT, que permite aos
autores considerar uma ampla gama de problemas, incluindo o operador p-laplaciano A, e
o operador (p, ¢)-laplaciano, entre outros.

Mais detalhes sobre tépicos relacionados a problemas sinqulares sem termos de conveccao
podem ser encontrados em [3,4,12,21,29] e suas referéncias.

Problemas elipticos com termos de conveccdo também foram considerados em varias es-
truturas. Em [7], usando o método de sub- e super-solucées combinado com uma estimativa
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global no gradiente, Bueno e Ercole provam a existéncia de pelo menos uma solucao positiva
para o problema

—Ayu = Bf(z,u, Vu) + A(z,u) em
u = 0 sobre 011,

sendo h, f sdo ndo linearidades cont{nuas que satisfazem 0 < wy(x)ud™' < h(z,u) <
wo(x)u™ com 1 < g <pe0 < fz,u,v) < ws(z)uv|’ com a,b > 0 e as funcdes w;,
1 < i < 3, sdo pesos positivos e continuos em Q. E importante notar que os resultados
apresentados em [7] sdo raros na literatura quando os expoentes de u e |Vu| sdo maiores
que p — 1.

Em [19], Faria, Miyagaki e Motreanu provaram a existéncia de uma solucdo positiva
para o sequinte problema eliptico quasilinear envolvendo o (p, ¢)-laplaciano e um termo de
conveccao aplicando o método de Galerkin e uma base de Schauder,

—Aju—pAgpu = f(r,u,Vu) em Q
u > 0 em
u = 0 sobre 0.

Em [27], Liu, Motreanu e Zeng, usando o método de sub e super-solugdo, técnicas de
truncamento, teoria da reqgularidade ndo linear, principio alternativo de Leray-Schauder, es-
tabeleceram um resultado da existéncia de uma solucao positiva para o problema

—Apu = f(z,u(z), Vu(@)) + g(z, u(z)) em Q
U 0 em {2
u 0 sobre 011,

V

em que f: QxR x RY — R satisfaz uma condicao de crescimento adequada (em particular
0 caso especial quando 7y =1y =p — 1 em (3.2)) e a funcdo semilinear g: Q x (0,00) — R
é singular em s = 0, isto é, lim+ g(x,s) = +o0.

5—0

No capitulo 2, estudaremos o problema

—Apu =\ (i +a; |Vu|r2) + f(z,u) em Q
uoé
(2)

u >0 em
u=>0 sobre 092,

em que 2 é um dominio limitado do RY com fronteira C?, 75 e a; sdo constantes tais que
O0<ra<p—1a >0 0< X< A éum parametro e f é uma ndo-linearidade continua
satisfazendo

0< fx,t) < asft]™, (3)

sendo 7 e as sdo constantes tais que as >0, r; € (0,p— 1)U (p — 1,p* — 1), em que p* é
o expoente critico de Sobolev, com p* = NN—S) sel<p< Nep'=+ocosep>N.

Nossa abordagem para mostrar a existéncia de uma solucao positiva para o problema
(2) é usar o método de Galerkin. Mostraremos existéncia de uma solucdo positiva para
um problema auxiliar usando o método de Galerkin e uma base de Schauder em W,™” ()

combinado com uma consequéncia do teorema do ponto fixo de Brouwer. A existéncia de
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solucdo para (2) é entdo obtida mostrando que a solucao do problema auxiliar converge
para a solucdo do problema (2), usando que W, 7(Q) é um espaco reflexivo e que a imersao
Wy P(Q) — L), com 1 < ¢ < p* é compacta.

No capltulo 3, estudaremos o problema

—Apu = 2+ f(z,u,Vu) em Q
u > 0 em () (4)
u = 0 sobre 012,

sendo 2 é um dominio limitado do RY com fronteira C*', f: Q@ x R x RV — R ¢ uma
ndo-linearidade continua satisfazendo

0< fla,t,€) <alt]™ + el a,b>0, 5

em que A > 0 é um parametro e 1,75 € (0,p — 1) U (p — 1, 00).

Note que o lado direito da equacdo (4) apresenta duas dificuldades principais. Uma é a
presenca do termo singular, o que o torna ilimitado e, portanto, ndo podemos usar diretamente
as técnicas aplicadas em Bueno e Ercole [7]. Outra dificuldade é que os expoentes r; de u
e ro de Vu podem ser supercriticos e impdem severas restricoes ao uso de técnicas devido a
falta de imersoes de espacos de Sobolev em espacos adequados.

Para ri,75 € (0,p— 1) a abordagem para mostrar a existéncia de solucdo para (4) serd a
mesma do problema (2). Para r1,ry € (p — 1,00) usaremos um método de sub-super solucao
juntamente com o Teorema do Ponto Fixo de Schauder.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capltulo serdo apresentados os espacos e as ferramentas principais para o desen-
volvimento desse trabalho.

1.1 Lorentz e espacos de Lorentz-Sobolev
Ver [1], [11] ou [32] para mais detalhes.

Seja (R, m ) espaco mensuravel, positivo, finito e ndo-atémico. Seja u funcdo mensuravel
em R. A funcdo distribuicao p,, : [0, 00) — [0, m(R)] é dada por

pu(t) =m{z € R: |u(z)| >t}) parat>0.
O rearranjo decrescente u* : [0,00) — [0, 00] de u é definido como
u*(s) =sup{t > 0: p,(t) > s} paras € [0,00),

e é a Unica funcdo continua a direita ndo crescente em [0, 00) equidistribuida com wu. Note
que u*(s) = 0se s > m(R). A funcao u** : (0,00) — [0, 00), definida por

1

u(s) = 5/0 u*(r)dr  para s >0,

é ndo-decrescente e cumpre u*(s) < u**(s) para s > 0. A desigualdae de Hardy-Littlewood
afirma que

[ @taam@) < [ " (st (s)ds

para toda fungdo mensurdvel v e v em R. Dado ¢ € (1,00) e o € (0, 00], 0 espaco de Lorentz
L%7(R) consiste em todas as fungdes mensuraveis u : R — R para a qual a quantidade

séfiu*(s)‘

[ul[ oo (r) = } (1.1)

L7(0,m(R))

é finita. Se o € [1,00], entdo L??(R) é um espaco de Banach, equipado com a norma,
equivalente a || - || zao(r), Obtida substituindo w* por u** no lado direito de (1.1). Temos que

L4(R) = LYR) para q € (1,00),
L4 (R) g Lo2 (R) se 01 < 09,
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L7 (R) G LP72(R)  se q1 > go e 01,02 € (0,00].

Seja 2 um subconjunto limitado de RY. Seja m € N, e seja ¢ € (1,00) e 0 € [1,00]. O
espaco de Lorentz-Sobolev W™ L%7(€)) é um espaco de Banach definido como

WmLP(Q) = {u € LT (Q) : m-vezes fracamente diferencidvel em Q

e |V*u| € L?7(Q) para 1 <k < m},

e é equipado com a norma

lallwm @) = llull gy + D V¥ oo
k=1

onde V¥u denota o vetor de todas as derivadas fracas de u de ordem k.

Conforme observado por Cianchi e Maz'ya em [11], a hipétese 92 € W2LN=11 significa
que Q é localmente o grafico de uma funcdo de N — 1 varidveis cujas derivadas fracas de
sequnda ordem pertencem ao espaco de Lorentz LV ~1'1. Esta é a hipdtese de integrabilidade

mais fraca possivel em derivadas de sequnda ordem para que as derivadas de primeira ordem
sejam cont{nuas e, portanto, para 9Q € C'1°.

1.2 Alguns Resultados Sobre Convergéncia

Sejam X um espago normado, S C X um compacto, Y um espaco de Banach e o espaco
de Banach C(S,Y)={f:5S — Y : f é continua} com a norma || - ||

Definigao 1.1. Um subconjunto E C C(S,Y) € equicontinuo em um ponto xy € S se, dado
e > 0, existir 6 > 0 tal que

z €S, |lz—zol <d=|f(z) = flzo)| <€ VfeE
O subconjunto E é equicontinuo, se for equicontinuo em cada ponto de S.

Teorema 1.2 (Arzela-Ascoli). Seja S um compacto no espago normado X. Um subconjunto
E C C(S,Y) é relativamento compacto se, e somente se, E for equicontinuo e, para cada
x €S, E(x)={f(z): f € E} for relativamente compacto emY'.

Demonstracdo: Ver [8] p.28, Teorema 1.73. ]

Corolario 1.3. Sejam fr € C(S,KY) funcées tais que |fy(z)| < M, para todo x € S e
k € N, sendo M, uma constante dependendo de x. Se E = {fy : k € N} for equicontinuo,
entdo (fx) possui uma subsequencia convergente.

Demonstragao: Ver [8] p.29, Corolério 1.74 |

Proposicao 1.4. Sejam Q C RY um conjunto aberto e E = {f : Q@ — R : f € C'}. Se para
todo compacto K € ), existir uma constante My > 0 (positivamente dependendo de K) tal

o

)

que < My para quaisquer x € K e f € F, entdo E é equicontinuo.

Demonstragao: Ver [8] p.29, Proposicao 1.75. [
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1.3 Alguns Resultados Sobre Problemas Elipticos

O préximo lema é uma consequéncia do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Como expli-
cado em [2], essa é uma generalizacdo sutil (mas muito (til) ao compard-la com a literatura.
Em particular, este resultado nos permite trabalhar em espacos de Banach gerais, com li-
berdade na escolha da norma. Adotaremos ||y = \/{(x,z) para denotar a norma euclidiana
usual em R? e |z|; para denotar uma norma geral em R%.

Lema 1.5. Seja f : R — R? uma funcdo continua com {f(x),z) > 0 para todo x verificando
|z|q = r > 0. Entdo existe zy € B[0,r] tal que f(z) = 0.

Demonstragdo: Ver [2], Lema 2.4. |

Teorema 1.6 (Ponto Fixo de Schauder). Seja M um subconjunto fechado limitado e convexo
do espaco de Banach X. Suponha que o operador A : M — M é compacto. Entdo A tem
pelo menos um ponto fixo em M.

Lema 1.7. Suponha que Q C RY é um dominio limitado e 0 < o < 1. Entdo existe uma
dnica solugdo ug € Wy (Q) N C#(Q), com 0 < B < 1, do problema,

—Apuy = uy® em ()
up > 0 em 2 (1.2)
ug = 0 sobre 0f2.
Demonstragao: Ver [9] Teorema 1.3. |

Lema 1.8. Suponha que Q C RY é um dominio limitado com fronteira suave. Seja g € L>=(1)
e suponha que u € Wy*(Q) é uma solucdo fraca do problema

—Apju=g em
{ u=20 sobre  0f2. (13)
Entdo existe uma constante positiva K, dependendo somente de p, N e (), tal que
_1
Vulloo < K ([lgllec) ™" -
Demonstragdo: Ver [7], Lema 1. ]

Teorema 1.9. Seja Q0 dominio limitado do RN, N > 3, tal que 0Q € W?2L%' para algum
0 > N — 1 e suponha que f € LNY(Q). Seja u, € Wy*(Q) solugdo fraca do problema de
Dirichlet

—div (|Vul[P~2Vu) = f(z) em 9, (14)
u=0 sobre 99. '
Entdo existe uma constante C' dependendo no mdximo de N e () tal que
P ON
_ 2r-1(p—1) =-1 sel<p<?2
IV, |2 < C §+(p¢) 7l b (15)
p2 TN | flaa sep > 2.

Além disso, se a suposicdo O € W2L% for substituida pela suposicdo que Q0 é convexo,
entdo )
21| fllng sel<p<2

e fllve sep>2

em que C' é uma constante dependendo no mdximo de N e €.

[V, |75 < C{ (1.6)
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Demonstragdo: Ver [17], Teorema 1.2. |

Teorema 1.10. Seja Q um dominio limitado do R? tal que 9Q € W2L%Y, para algum 6 > 1.
Seja f € L2, para algum q > 2 e seja u, uma solucdo fraca do problema de Dirichlet
(1.4). Entdo,

25 (p— 1) |f]l, sel<p<2

o (17)
pror|fll, sep > 2,

IVl < C{

para alguma constante C' dependendo no madximo de q e Q. Além disso, se a suposi¢do
0Q € WAL for substituida pela suposicdo que €2 é convexo, entdo

_ 251 sel<p<?2
[u -t < e d 2 Il P (18)
p2llflly  sep =2,
para alguma constante C' dependendo no mdximo de q e €.
Demonstracao: Ver [17], Teorema 1.3. |

Lema 1.11. O operador —A, define uma correspondéncia 1-1 entre W, *() e W17 (Q),
com inversa (—Ap)fl mondtona, limitada e continua.

Demonstracdo: Ver [16], Teorema 8. |

Lema 1.12. Seja f fun¢do continua ndo negativa tal que f(u) é ndo-crescente para u €
(0,00), onde 1 < p. Suponha que u,v € W'P(Q) sdo solugées fracas tais que

—Apu > f(u), w>0emQ,
—Ap < f(v), v>0em(
eu>wvemdf). Entdgou > v em S

Demonstragdo: Ver [13], Proposicao 2.3. |

Para os préximos resultados, considere d(z) = i%fg\:c — y| a funcdo distancia até a
ye

fronteira de €.

Lema 1.13. Suponha que Q@ C RN é um dominio limitado com fronteira suave. Seja u €
Wy (Q) solucdo do problema

—Ayju=f em €,
{ u=20 sobre 0f), (1.9)

em que f € C(Q) e f > 0. Entdo existem constantes 0 < ¢ < C' tal que para todo = € €,
cd(z) < wu(zr) < Cd(x).

Demonstragdo: Em [5] Teoremas 2.3.6 e 25.8 é tratado para o problema com o operador
laplaciano, esta demonstragdo é uma adaptacdo para o operador p-laplaciano.

Sendo d uma funcdo continua e OS2 compacto, existe xo € 0N tal que d(z) = |x — xo|.
Pelo Teorema do Valor Médio,

u() = u(x) = u(zo) = (x — x0) Vu(y),
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em que y = xo + tvy, comt € R e vy é o vetor normal interior em xy.
Pelo Lema 1.8, existe constante positiva C' tal que |Vu| < C. Dessa forma,

u(r) < [z — xo| [Vu(y)| < Cd(x).

Por outro lado, pelo principio de comparagdo, seque que v > 0 em §2. Além disso, pelo

u
principio do mdximo, seque que uw > 0 em 2 e — < 0 em 0L2. Logo, existe 0 < m € R tal

ov
que

@<—m<09m8§2.
ov

Sejae>0e A, ={x—0v(zx) :x € 00, 0 <0 < e} CQ vizinhanca de 0. Paray € A,,

temos P P
u m u m

Suponha que y € A, e xy € 0N satistaz d(y) = |y — xzo|. Pelo Teorema do Valor Médio,

u(y) = u(y) — u(zo) = (y — x0) Vu(o),

em que o pertence ao segmento yZy.
Sendo u > 0 em ), temos

u(y) = lu(y)] =y — zol[Vule)]

Por outro lado,

- 0 <[t < IVutol
N _%@),y — 0| < |y = 20l | Vulo)| = uly)

Agora, seja Q. = Q\A.. Note que Q. é um conjunto compacto, pois A. é aberto. Assim, para
z € ()., temos
d(x)

min u(y) S

()

£
8
~—
v
.
=
S
—~
s
v

yEQ, yEQe

U

onde d(Q2) é o diGgmetro de Q. Considere
min u(y)
m yeQ.

27 d(Q)

¢ = min

Portanto, u(x) > cd(x), Vo € Q. |

Lema 1.14. Suponha que Q@ C RY é um dominio limitado de classe C* para algum k > 1.
Entdo

/d(a:)” < 00, para todo 0 < o < 1.
0

Demonstragdo: Ver [31] Lema B.1. |
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Lema 1.15. Cada solugdo fraca positiva w do problema

A
—Apu=—4u? em Q
ua
u >0 em €,
u=">0 sobre 02

(1.10)

em que q < p* — 1, satistaz e d(x) < u(z) < Kyd(z) gtp em Q, onde 0 < ¢y < K, < o0
sdo constantes independentes de w.

Demonstracao: Ver [22] Lema A7. |

Considere o sequinte problema eliptico quasilinear,

—V - (a(z,Vu)) = f(x) em Q; wu=0em I, (1.11)
em que 2 é um dominio limitado do R com fronteira 92 de classe C?. O operador el{ptico
quasilinear (z,u) — V - (a(z, Vu)) é definido por

)
V- (a(z,Vu) € 3 ai(r, Vu(z)) paraz € Qe ue WyP(Q)
= O

Suponha que a e f satisfazem as sequintes condigdes:

(H1) Existem constantes x € [0,1],v,T" € (0,00), e a € (0, 1), tal que

ai(z,0)=0; 1=1...,N, (1.12)
= 86% -2 2

Z )- &&=y (k) € (1.13)
o

Zl ]<r (s + Inl)? . (1.14)
]

N

> lai(zn) = ai(y.n)| ST - (L+[n)" - [z —y|*, (1.15)

i=1
para todo z,y € Q, n € RM\{0} e todo £ € RY.
(H2) Existem constantes ce 0,0 <c<ooe (< <1, tal que

0< f(z) <cdx)™® qtpze

Proposicdo 1.16. Suponha que a(x,n) e f(x) satisfazem as hipdteses (H1) e (H2). Seja
u e WyP(Q) (dnica) solucdo fraca do problema (1.11). E suponha que
0<u(z) <Cd(z) qtpaxel, (1.16)

onde C' é uma constante, 0 < C' < co. Entdo existem constantes e M com 0 < < a e
0 < M < oo, dependendo somente de §2, N, p, e das constantes v,I', i, ¢, 6 em (H1) e (H2),
e da constante C' em (1.16), mas ndo de r € [0,1], tal que u satistaz u € C1#(Q) e

ullcre@) < M.

Demonstragdo: Ver [22] Teorema B.1. |
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Capitulo 2

Um Problema Eliptico Singular

Seja 2 C RY dominio limitado com fronteira suave, N > 2 e 0 < a < 1. Buscamos
a existéncia de pelo menos uma solucao positiva para o seguinte problema eliptico singular
com fronteira satisfazendo a condicdo de Dirichilet e operador diferencial p-laplaciano.

1
—Apu =\ (u_a +a; |Vu|T2) + f(z,u) em €,

u >0 em €,
u=>0 sobre 012,

21)

sendo 79 e a; sdo constantes tais que 0 <ry <p—1,a; > 0,0 < XA < A" é um parametro e
f é uma ndo-linearidade continua satisfazendo

0< f(z,t) < aslt™, (2.2)
sendo 7 e as sao constantes tais que ag >0, r; € (0,p— 1)U (p — 1,p* — 1), em que p* é
o expoente critico de Sobolev, com p* = NN—Q sel<p< Nep'=+ocosep>N.

Trabalharemos para provar um resultado sobre existéncia solucao positiva para o problema
(2.1). Seque o enunciado do teorema principal deste capitulo:

Teorema 2.1. Suponha que f é uma fungdo continua satisfazendo (2.2). Entdo existe uma

constante \* > 0, tal que, para cada X € (0, \*) o problema (2.1) tem pelo menos uma solug¢do
(17 17p

positiva uy € Wy (Q).

2.1 Um Problema Aproximado

Para qualquer € > 0 definimos o problema auxiliar por

1
—“Apu=A| ———— Vul|™ , 0
HU <(\u! T oe + a1 |Vul ) + f(z,u) em

u >0 em €
u=>0 sobre 012,

(2.3)

sendo ry e a; sdo constantes tais que 0 <7y < p—1,a; > 0,0 < XA < A" é um parametro,
f é uma ndo-linearidade continua satisfazendo (2.2).

Para provar o Teorema 2.1 mostraremos, usando o método de Galerkin, a existéncia de
uma solucdo positiva do problema (2.3).
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2.1.1 Espacos de Dimensao Finita

A fim de aplicar o método de Galerkin no problema auxiliar (2.3), seja B = {ey, ..., ém, ...}
uma base de Schauder de W,(€2). Para cada m € N seja

Vin = [€1, -, €m]

o qual é um subespago m-dimensional de Wol’p(Q). Em V,, consideremos a norma induzida
de W, 7(Q). Dado € = (&4, ...,&n) € R™, considere a funcdo u = ijej € WyP(Q) e note

J=1
que

|£‘m =

m
Z &j€;
j=1

Wy P ()
define uma norma em R™. De fato, sejam &' = (&f,..., &) eR™i=1,2e A e R

(0 1"+ & < 1€ + 167 -

€+, =D _ges+ D &e
=1 i=1 Wy (@)
m m
= Z@lei + foej
= wy) = wo (@)
(i) 1A, = IA[IEY,, -
A, =AY ge = AL &es = €],
= wo™ (@) 7= wo™ (@)

() '], =0 & €' =0
(=)0 = 18], = |2 ghe;

representacao do vetor nulo (usando uma base de Schauder), conclu{imos que &' = 0.
(<) E trivial

WEN (@ tmplica 2311 €;wj = 0. Pela unicidade da

Usando o notacdo acima podemos identificar os espacos normados (Vi,, || - HWl’p(Q)) e
0
(R™, | - |,n) pelo isomorfismo isométrico

u=>Y &ej €V &= (&, &m) ER™. (2.4)
j=1

2.1.2 Existéncia de uma Solucao Aproximada

O proximo lema é um resultado sobre existéncia de solucdo para o problema (2.3).
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Lema 2.2. Para qualquer £ > 0 existe A* > 0 tal que (2.3) admite uma solugdo positiva
u. € Wy P(Q) N CY(Q), para algum 0 < o < 1, para todo X € (0, \*).

Demonstracdo: Fixe € > 0 e considere B = {ey,...,en,...} uma base de Schauder de
Wy P(Q). Para cada m € N defina o subespaco m-dimensional V,,, = [ey, ..., en]. Usando o
isomorfismo isométrico (2.4) defina a funcdo F': R™ — R™ tal que

F(&) = (F(), Fa(8), ..., Fn(€)), onde

= /Q [VulP~2VuVe; — A (/ a \u| / |Vu|7”26]) /f T, u)e;,

para todoj:1,2,...,meu:Z§jej € V.

]7
Vamos verificar as hipdteses do Lema 1.5. Por (2.2), pela desigualdade de Holder e pelo fato
de que a imersdo W, 7(Q) < LI(Q) é continua para 1 < ¢ < p* obtemos

<F(§)a§> > HuH];V(}P( Q) <Cl||u| 1P(Q) + a102||U||T2T1,(Q)> - C3HUHTI+1(Q)’
onde ¢y, co e c3 sdo constantes positivas independentes de m e u.

Ser; € (0,p—1), comory € (0,p—1) e 1—a < pobtemos que (F(§),&) é coerciva, ou
seja, para cada A > 0 existe R = R(\) > 0 grande o suficiente tal que [¢],, = H“HW(}’I’(Q) =R
implica (F(€),€) > 0.

Ser; € (p—1,p* — 1), suponha que HuHWOl,p(Q) = R para algum R > 0. Escolheremos
R tal que

P
RP — 3R > R—,
2
ou seja,
1\ "
R< | — :
o (203)
Portanto,
(F(€) §>>E—>\(CRI_Q+GCR”“)>O — A< e
’ - 2 ! 12 - - 2(01R1_a +CL162RT2+1)'
RP
Entdo, escolhemos \* = . Seque que (F(£),&) > 0 para todo A €

2(01R17a + angRT2+1)
(0, A*].

Pelo Lema 1.5 para todo m € N existe y € R™ com |y|,,, < R tal que F(y) = 0. Portanto,
existe u,, € V,, satisfazendo

||Um||W01,p(Q) < R para todo m € N,

tal que,

/Q]Vum|p2Vuva =) </ an ’um| / |V, |20 ) —|—/Qf($,um)v, (25)
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Yv eV,
Como R nao depende de m e ¢, entdo a sequéncia (up,) é limitada em W, (Q) e, para
alguma subsequéncia, existe u € W, ?(Q) tal que

1
Um — u fracamente em W,7(Q),

Uy, — u fortemente em LI(Q), 1 <g<p" eqtp em Q, (2.6)

pois a imersao Wy () < LI(Q) é compacta. Além disso, temos
||u||W01,p(Q) < lhlriioréf [tmllypriq) < R, Vm € N. (2.7)

Afirmamos que
Uy — 1w em WP (9). (2.8)

Usando o fato de B ser uma base de Schauder de W, 7(Q), para todo u € W, P(£2) existe
uma Unica sequéncia (a,)n>1 em R tal que u =3 77| aje;. Consequentemente

Om = Z aje; — u in WyP(Q) quando m — oo. (2.9)
j=1
Por (2.2) temos
r1+1 rit+l
/ 1f(z,um)| 7 < ay” / U | < C,¥Vm € N. (2.10)
Q Q
r1+1

Assim, (f(z, tum))men € limitada em L ().

Usando (t,, — ¢m) € Vi, como funcdo teste em (2.5), seque de (2.2), da desigualdade de
Holder, da limitacao de HumHWOLp(Q), de (2.6) e (2.9) que

/ IVt 2Vt (1 — 6
Q

_) ( J R R A ¢m>) + [ e on)

A -
< 2t = Smllzr@ + Ar 1 m = Sl ey

+ LG um)|

rat U — P L) = 0 quando m — oo,
L (Q)

pois r1 + 1 < p*. Assim, obtemos
m—r0o0

lim / (VU [PV, V (4 — 1) = 0.
Q

Agora, é suficiente aplicar a propriedade (S4) do operador —A, como em [28, Proposicao
3.5] para obter (2.8).

Seja k € N, entdo para todo m > k temos

Vit [P 2V, V :)\/U—k /Vm”)/ U )V
/Q| U | Uy, VU (Q(€+|um|>a+a1 Q] Um |k | + Qf(avu YUk
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Vvk € Vk

Note que para z,y € RY existe uma constante positiva C,, dependendo apenas de p tal
que

||2[P 22 — |y|P2y| < Cy (2] + [y)" |z — y]. (2.11)

A prova dessa desigualdade pode ser vista em [14, Lema 2.1]

Pela desigualdade de Holder e (2.11) temos

/ (VP21 — [Vu~2V0) Vg
Q

< / |Vt [PV, — [VulP 2V [V
Q

< Cy [ (V| + 907 [V = )] [V
Q

-2
< Gy (IVumlloq + 1Vl o) 1V (m = )| o I Vorll o)
— 0 quando m — 0.

Assim
/]Vum\p2Vuvak—>/ |VulP*VuVuy. (212)
0 0

De forma analoga podemos mostrar que

/|Vum|r21)k—>/|Vu|T2vk. (2.13)
Q Q

Por (2.10), (f(x, tm))men € limitada em L%(Q) e como u,, — u q.tp. em £ obtemos
f(z,um) — f(z,u) gtp. em . Portanto por [23, Teorema 13.44]

r1+1

flz,um) — f(x,u) em L ().

Consequentemente

/ £z, um) v, — / flx,w)o, Yo, € Vi, € Wy P(Q) € L™ HH(Q). (2.14)
Q 0

Por (2.8), (2.12), (213) e (2.14), obtemos

/ |VulP2VuVu, = A (/ S — +a1/ |Vu|”"2vk) +/f(:)3,u)vk, Yo € V.
Q a (e +[ul)* Q Q

Como [Vi]ken é denso em W,”(Q) concluimos que

VupQVqu:)\(/L—i—a / Vu”v)—k/fx,uv, Yo € WP (Q).
[ 14l e [ver) + [ re (@)

Além disso, como u~ € Wol’p(Q) temos

p—2 - — u T2, = -
/Q|Vu| VuVu —)\(/Q (€+|u|)a+a1/§2]Vu] u )—i—/Qf(x,u)u :
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Portanto

-
—[[u lyrey = A (/ — + al/ |Vu|r2u) > 0.
Wo () Q/{u(z)>0y (€ + [u])® Q/{u(z)>0}

Entdo u_ =0 qtp. em Q. Dessa forma, concluimos que

/Q|vuv’2vuw = </ﬂ e fu)a +a /Q \Vu\”’v) +/Qf(a:,u)v, Yo € Wy (9).

A equacdo em (2.3) garante que u Z 0. Por [24, Teorema 7.1] deduzimos que u € L>(£).
Além disso, os resultados de regularidade na fronteira de [26, Theorem 1] garantem que
u € CY(Q) para algum o € (0,1). Aplicando o principio do maximo forte [30, Teorema 5.4.1]
conclutmos que u > 0 em €2, ou seja, u é uma solugao positiva do problema (2.3). |

2.2 Demonstracao do Teorema 2.1

No decorrer da demonstracdo do Teorema 2.1, denotaremos por A; e ¢; o primeiro auto-
valor e a primeira autofuncao, respectivamente, do operador p-laplaciano, isto é,

—Aphr = Mg} Q
p¢1 1@51 em (21 5)
01 =0 sobre 01},
com ¢ > 0 satisfazendo [|¢1|| ., = 1. Note que o principio do méximo forte [33, Theorem
5] garante que ¢; > 0 em Q e % < 0 em 0f), respectivamente. Consequentemente, como

¢1 € CHQ), pelo Lema 1.13, obtemos que existem constantes £ e L,0 < ¢ < L, tais que
ldg(x) < ¢1(z) < Ldg(z) para todo = € .

Demonstragdo: Pelo Lema 3.3 para cada A € (0,A") e n € N obtemos uma solugdo u, €
C19(§2) para o problema p-laplaciano

1 r
—Apu, = A (m+a1\Vun| 2) + f(z,uy) em »
u, >0 em (216)
Uy, = 0 sobre 02,

isto é

/Q \Vun|”_2Vuan:>\< / T / V|0 )+ /Q Faw),  (217)

Yo € Wy P(Q). Em particular, a equacdo (2.17) vale para todo v € CJ(€).

Segue de (2.7) que (u,) é uma sequéncia limitada, pois R ndo depende de n, ou seja, a
limitacdo é uniforme, podemos argumentar como em (2.8), para encontrar uma subsequéncia
(uy) tal que

u, —u em WyP(Q). (2.18)
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Seja w = Aria ug, onde ug é solucao de (1.2). Podemos ver que w é uma solucdo para
o problema
A
—Ayw = — em
wa

w >0 em € (219)

w =10 sobre  0€2.

Agora, temos que u,, solucao de (2.16), satisfaz

1 A\ 1
R R N (R
" (un +3) n

Em particular, u,, + % é uma super-solucao de (2.19). Pelo Lema 1.12 obtemos u,, +% > w.

> 0.
G19)

1

Seja ¢ solucdo de (2.15). Para cada 3 € <O,A1_p1“) temos que B¢, satisfaz

1
_Ap(ﬁébl) < W em
Bpr >0 em
Bor =0 sobre  0f2.

Em particular, B¢, é uma sub-solucdo de (1.2). Pelo Lema 1.12 temos ug > B¢;. Como existe
constante ¢ > 0 tal que ¢dg < ¢1, obtemos que

ug > kdg, (2.20)
onde k = ¢(. Portanto, por (2.20) obtemos que
w = Nim1=a g > kydo, (2.21)

onde ky = k\i=1=a . Por (2.21) temos

1 T v ] 1
Uy, + — > w > kid implica 5 < ~, Yve(Cy(Q). 222
Pelo Lema 1.14 temos que (de)a é integrdvel e como uy, —1—% — wu qtp. em €2 temos
1dQ

u > kldQ > 0,

—U — —U t.p. em Q ando — 4+ e
Ap. u n o0

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque temos

v v
RN — quando n — +o00. (2.23)
iy s

Entdo por (2.18), (2.23), o fato de u,, satisfazer (2.17) e o fato de C1(Q) ser denso em W, ?(Q),
fazendo n — +o00 conclu{mos

/ IVulP~2VuVo = A (/ = +a1/ IVu!’"zv) + / f(z,u)v, Yo e WyP(Q).
Q o u® Q Q
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Capitulo 3

Um Problema Singular com Expoentes
Ilimitados

Neste capltulo vamos estabelecer resultados de existéncia de solucoes positivas para o
seguinte problema envolvendo o operador p-laplaciano.

—Apju = i—i—f(ac,u,Vu) em
uOé
u > 0 em €2 (31
u = 0 sobre 0f2,

em que 2 C RN (N > 2) é um dominio limitado com fronteira suave, 0 < a <1, A >0 é um
pardmetro e f: Q x R x RY — R é uma nao-linearidade cont{nua satisfazendo

0< fla,t,€) < alt* + Bl a,b>0, 32)
em que 1,79 € (0,p— 1)U (p — 1, 00).
Mostraremos existéncia de solucao para o problema (3.1) em dois resultados principais.

No primeiro resultado consideraremos o caso 0 < 71,79 < p — 1.

Teorema 3.1. Suponha que f é uma fungdo continua satistazendo (3.2) tal que ry,79 < p—1.
Entdo o problema (3.1) tem pelo menos uma solucéo positiva u € W, P(Q) para cada A > 0.

Para lidar com o caso p — 1 < rq, 7y, precisamos assumir uma hipdtese mais forte sobre
a regularidade de Q: ou 9Q € C1! ou Q convexo e 9 € C'7, 0 < 7 < 1. Em ambos os
casos, podemos aplicar os Teoremas 1.9 e 15, que exigem 92 € W2L%!1 § > N — 1, em que
W2L%! denota o espaco de Lorentz-Sobolev (Ver Secéo 1.1).

Entdo, com a hipétese mais forte em 0, obtemos o préximo resultado.

Teorema 3.2. Seja Q C RY dominio limitado tal que 92 € C*' e ¢ > max{N,p'}, onde
p' =35 ep =2 Suponha que f é uma fungdo continua satisfazendo (3.2), 0 < ag <1 e
r1,79 > p — 1. Entdo existe uma constante A* > 0 tal que, para cada \ € (0, A*), existe
M := M(\) tal que o problema (3.1) tem pelo menos uma solugdo positiva uy, satisfazendo

Mg <uy < Mug e [[Vullo < M,

onde uq é solugdo de (1.2).
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31 CasoO0<ry,ro<p—1

Para demonstrar o Teorema 3.1 argumentaremos como na demontracdo do Teorema 2.1 no
Capitulo 2.

3.1.1 Um Problema Aproximado

Para qualquer € > 0 definimos o problema auxiliar por

—Ayu = (|u|+£ + f(z,u, Vu) em Q
u > 0 em (2 (3.3)
u = 0 sobre 011,

em que A > (0 é um parametro e f é uma nao-linearidade continua satisfazendo (3.2).

Usaremos o método de Calerkin para mostrar a existéncia de uma solucdo positiva do
problema (3.3). Em sequida, utilizando os mesmoo argumentos do Cap{tulo 2 mostramemos
que a sequéncia de solucdes u. do problema (3.3) converge para uma solucao de (3.1).

3.1.2 Existéncia de uma Solucao Aproximada

O proximo lema é um resultado sobre existéncia de solugao para o problema (3.3).

Lema 3.3. Para qualquer ¢ > 0 o problema (3.3) admite solugéo positiva u. € WyP(Q) N
C12(Q) para cada A > 0 e algum 0 < o < 1.

Demonstragao: Utilizando os argumentos feitos na Subsecao 2.1.1, fixe € > 0 e considere
B=/{ei,...,em, ...} uma base de Schauder de W, ?(Q). Para cada m € N defina o subespaco
m-dimensional V,, = [e1,...,e,]. Usando o isomorfismo isométrico (2.4) defina a funcao
F:R™— R™ tal que F(&) = (F1(&), F2(§), ..., Fiu(§)), em que

:/Q\VMPZVUVQ —/\/ m /f z,u, Vu)e;,

para cadaj:1,2,...,meu:2&6i.

Afirmamos que F' satisfaz as hipdteses do Lema 1.5.

m

De fato, para k € N, suponha que ¢¥ — (% em R™ e considere u;, = Zﬁfei eV, Para
i=1
cada j € {1,2,...,m} fixo, note que

F(¢") Z/Q\Vuk!pzvukvej —)\/ m /f z, ug, Vug)e;.

Em virtude dos argumentos utilizados na Secao 2.1, daremos apenas atencdo ao termo
fQ f(x, ug, Vug)ej. Como

m m
up = Z(fei — U = Z(’?ei em  WyP(Q),
i=1 1=1
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obtemos u — ug e Vur, — Vug, ambos em LP(2).

Como 71,79 < p — 1 seque de (3.2) que
0 < f(xvtaé-) <ca+ 62|t|pi1 + CS|€’p717

em 2 x R x R™. A continuidade do operador de Nemuytskii resulta em

FCup, Vug) = f(-uo, Vug)  em  Li1(Q), (3.4)
Consequentemente,
/f T, ug, Vuy)e /f , ug, Vg )e;
< |1 f (s up, Vug) — (-, UO,VU(])”Lﬁ(Q)HejHLp(Q) — 0 quando n — oc. (3.5)

Assim, conclu{imos que F;(¢*) — F;(¢%), provando a continuidade de F.

Seque de (3.2), da desiqualdade de Holder e da imersao W, () < L9(Q) que

7‘1+1
P(Q)

ro+1
1 N Q)’

(F(€).€) 2 lull1 g — Al

e — cllully

— ealfully

onde ¢y, ¢ and c¢3 sdo constantes positivas independentes de m e u. Como ri, 7o <p—1e
1 — a < p, obtemos que (F(§),&) é coercivo, ou seja, para cada A > 0 existe R = R(\) > 0
grande o suficiente tal que |£],, == ||u||WO1,p(Q) = R implica (F(€),¢&) > 0.

Pelo Lema 1.5 para todo m € N existe y € R™ com |y|,,, < R tal que F(y) = 0. Portanto,
existe u,, € V,, satisfazendo

HumHWOLp(Q) < R para todo m € N

tal que

YV, P2 Vu, Vo = )\/ —_— / Ty Uy Vg, 36
[ 17wl it . (36

Yv eV,
Como R nao depende de m, entdo a sequéncia (u,) é limitada em W, P(Q) e, para
alguma subsequéncia, existe u € Wol’p(Q) tal que

1
um — u fracamente em W,7(Q),

Uy, — u fortemente em LI(€2), 1 < ¢ <p* e qtp. em £, (3.7)

pois a imersao Wy () < LI(Q) é compacta. Além disso, temos
”'LLHWOLP(Q) < limrri}ior(l)f HumHWOl,p(Q) <R, VmeN. (3.8)

Afirmamos que
Up — u em WyP(Q). (3.9)
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Usando o fato de B ser uma base de Schauder de W, ?(Q), para todo u € W, P(£2) existe
uma Unica sequéncia (a,)n>1 em R tal que u = Zajej. Consequentemente
j=1
bm =Y _aje; —u em WyP(Q) quando m — oo. (3.10)
j=1

Usando (u,, — ¢m) € Vi, como funcao teste em (3.6), seque de (3.2), da desigualdade de
Holder, da limitacdo de ||um||W01,p(Q), de (3.7) e (3.10) que

190200, 9 = 0) = A [ 2B | 0, T ) = 60

(€ + [um|)
< _Hum ¢mHL1 +01HumH 1p Q)Hum ¢mHLr2+1(Q)
+ &ty o ltm = dmllri+ii) = 0 quando m — oo.

Assim, obtemos

m—r0o0

im [ |V 2Vu,V (uy, —u) = 0.
Q

Agora, é suficiente aplicar a propriedade (S;) do operador —A, como em [28, Proposition
3.5] para obter (2.8).

Seja k € N, entao para todo m > k temos

/ |Vt [P 2V, Vo, = >\/ ﬁ /f Ty U Vg U, Yy € V.
Q m

Procedendo como em (3.4) e (3.5) obtemos

P

fCytm, Vug) = f(,u, Vu)  em  Lr1(Q)

e
/f(x,um,Vum)vk — / f(z,u, Vu)uvy
Q Q
< | fCs tm, V) — f(-, u, Vu)||Lp%(Q vkl zr) = 0 quando m — oo.
Portanto,

/f(:z:,um,Vum)vk%/f(x,u,Vu)vk, Yo € Vi.
Q Q

Assim, como feito na demonstracao do Lema 2.2 é possivel mostrar que
/ IVt P2V, Vo, — / (VulP*VuVuy, (3.11)
Q )

0 que resulta, para todo vy, € Vi,

/ \VulP2VuVu, = A/ /f x,u, Vu)v
Q (e + |U’



31 Caso 0 <ry,ry<p—1 29

Como [Vi]ren é denso em W, 7(Q) concluimos que

|VulP2VuVo = f z,u, Vu)v
0 €+ |U’

Além disso, como u~ € Wol’p(Q) temos

/ |VulP2VuVu~ = A/ /f z,u, Vu)u
Q (e + [ul)>

Portanto

u
T zx/ SR,
Wom () Q/{u(z)>0} (€ + [ul)®

Entdo u_ =0 qgtp. em Q. Dessa forma, concluimos que

p—2 — 1pQ
/Q|Vu| VuVu A/(a—i—u /fxuVu), Yo e W,P(Q).

A equacdo em (3.3) garante que u # 0. Por [24, Teorema 7.1] deduzimos que u € L>(£2).
Além disso, os resultados de regularidade na fronteira de [26, Theorem 1] garantem que
u € C17(Q) para algum o € (0,1). Aplicando o principio do maximo forte [30, Teorema 5.4.1]
concluimos que u > 0 em §2, ou seja, u é uma solugao positiva do problema (3.3). |

3.1.3 Demonstracao do Teorema 3.1

Demonstragao: Consideramos primeiro a existéncia de uma solugao tomando sucessivamente
e =1/n, n € N. Pelo Lema 33, para cada A > 0, existe uma solucao u, € C*7(Q) do
problema auxiliar (3.3), ou seja, para todo v € Wol’p(Q) temos

/|Vun|p *Vu, Vv = /\/ /f T, Uy, Vg, )v (312)

e, em particular, (3.12) é valido para todo v € C°(Q).

Considerando (3.8) e procedendo como em (3.9), obtemos uma subsequéncia (u,,) tal que
U, — u em WyP(Q).

Procedendo como em (2.23) na demonstracao do Teorema 2.1 é possivel mostrar que

u>kidg >0 qtp. emQ e /( v

v
1—a—>/—a quando 1 — 4o00.

Dessa forma,

/Q|Vu|p_2Vqu = )\/Q% + /Qf(:lr,u, Vu)v, Yo € WiP(Q).
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3.2 Casory,ro>p—1

O proximo resultado é técnico e serd crucial na prova do Teorema 3.2.

Proposicdo 3.4. Seja uy solucdo de (1.2) e p > 2. Existem constantes positivas M e X tais
que

-«
(1) aM™ |JullZ + oM™ < ;
> o]
(i) 27T A7 T < M;
(iid) M < \Z".
Demonstragao: Temos,
A\l-a )\17&
1
aM™[Juo|lop € 57— & M < T
2||uoll% (2aluo||mt) ™
e
)\1_(] )\1T—2a
bM™ S a A S N T
2ljuollse (2b]luo%.) 7

Comparando a desigualdade em (i) com a primeira expressao obtida para M, observamos
que

11—«
1

(2al o)

1 l1—a
2r-T AP 1 <

é equivalente a
(1=a)(r1+1-p) 1

AT < — - (3.13)
201 (2al|uo|[57)

Resolvendo (3.13) para A obtemos
1

QTR 1-5) (2a||u0||g+a)%'

A<

Analogamente,
1

2T (26 g T

A<

Agora consideremos (i7) e (ziz). Temos

1 l-a 2-p a(1—a)+(p—1)(p—2) 1 1
2T AP < Ve &\ a(p=1) <—/— AL = :
2p-1 2aT—a)F(p—1D(p—2)

Portanto, para obter (i) — (i) — (iti) é suficiente definir

1 1

A = mln { =) p—1 ) 9 p—1 )
9 T=a)(r +1-p) (QQHUOHQM) =) #1=p)  QT=a)r2 19 (2b| 1|2, ) T2 F1-9)

1
Qal—a)F(r—D(p-2)
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e considerar
0< A< A,

pois a ultima desigualdade implica

11—« 11—«
—a AT AT _
Qﬁ)\;ﬁ <min{ ' -, ’ 1’)\2(117}.
(2alluolls&™) ™+ (2bl|uoll%,) 2

Com tal escolha de A, podemos escolher M satisfazendo

11—« 1—a
2p£1)\;_—(11§M§min{ AT ) AT I,A%"},
(2alluo||**) ™ (2b]luol|%,) ™2

e assim a prova estd completa. |

3.2.1 Demonstracao do Teorema 3.2

Demonstragao: Para um A fixo tal que 0 < A < A*, onde

N . 1 1
A* '= min o P ) > o1 ;
2T=a)(r1 +1-p) (2a||u0||g;é+a) A=a)(rF1=p)  2T=a)(r271=7) (2b||ugl|2, ) T=) 2 +1=7)
1 1

2aT=aF - ( 5 r1(p—1) ;

Cp2p%1> (I=a)(r1+1—p) (2(1||U0 ||gé+a) %

1 1 1
5 oL\ TR S
(G2 ) T @bllugllg) TR (G2 )
e C’p é definido (3.18), temos, em particular, que A satisfaz a Proposicao 3.4 e
. . A A 7p
C,27 TA¥ 1 < min { S N } (3.14)
(2alluolls™) ™ (20l|uoll&,) "
Pela Proposicao 3.4 e (3.14) obtemos M = M () tal que
e -«
1 l-a ~ 1 _l-a . AT A2 2 p
max{2p*1)\P*1,Cp2p*1)\P*1} §M§mm{ -, T, A @ }
(2alluoll5™) ™+ (2bl|uol|%,) ™2
(3.15)

Sabemos que existem constantes positivas ¢ e C; tais que
tda(x) < d1(x) < Cauo(x),
assim, para ¢ = £/C,,

cdg(x) < ug(x). (3.16)
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Se p' = -5 e ¢ > max{N,p'}, por hipdtese temos 0 < aq < 1. Entdo

1 < 1
up()™  [edo(x)]e

Dessa forma, seque do Lema 1.14 que

/ﬂ (@)q - /Q uo(i)qa = /Q [Cdg(lx)]qa < oo. (3.17)

Pelas informacoes anteriores, Teorema 1.9 e Teorema 1.10, concluimos que a solucdo ug de
(1.2) satisfaz:

1
Se N =2, como — € L%(Q2), seque do Teorema 1.10 que
Ug

—1
IVl < ¢ | o

La(Q) 7

e portanto

_1

p—1
«
0

1
Vuollo < 57

La(Q) .

1
Se N > 3, como ¢ > N, temos L%(Q2) ¢ L™!(Q), nos permitindo concluir que — €
u

0
LYNY(Q). Entdo, (3.17) resulta em

1 !
— <cl|l—= < o0
Uo [ L1 () Uo [l La(e)
e seque do Teorema 1.9 que
1 1
Vu |5t < Gyl — <Cpe|—= :
oo p a p a
0 llLN1() o Il La(e)
concluimos que
IS A
IVuolloo < (Cpe)r= || =2 :
o [lLa(0)
Assim, temos para todo N > 2
1 A Ll
~ — p— p—
U l|oo < = max< ¢, ||— , Eﬁ — ) 318
\Y <G, 5| — C, ~
o [l La(e) o llLa(e)

Agora, definimos o conjunto
A= {v e WyP(Q) : Mg < v < Muy, [|[Vole < M}.
Afirmamos que A # (0. De fato, como A < A1 < M, obtemos que U = )\;%Dfuo satisfaz

)\Uo S U S MUO.
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Como ug é solucao de (1.2), u é solucao de

—Ayi = Aug® em Q
u > 0 em €
u = 0 sobre 0f2

e seque de (3.15) e (3.18) a estimativa

|Viil|loo < CoA7T < C,25TArT < M,

assim, a prova da afirmacdo estd concluida.

Provaremos que para cada v € A existe uma unica solugao positiva u do problema

—Ayu = A+ f(z,v,Vv) em Q
u > 0 em ) (3.19)
u = 0 sobre 0f2.

Seja v € A, como Aug < v,

( )

A
— + f(z,v, Vo)

(%

1
N ¢
+ alv|™ +b|Vv|7"2) )

/ A

o \ |V

)\1—04 q %
( +&M”Huoﬂ’;+bM’”2> >
|uo|*

Ala \l-a\ 9\ g oI\ 7\ 1
G ) ) = (L o))
|l |o] o \ |uol

< 0. (3.20)
La(Q)

A
Concluimos que — + f(z,v, Vv) € L(2) e, como ¢ > p/, seque que
/UOL

A /
— + f(z,v,Vov) € LP (Q).
/UOC
Aplicando o Lema 1.11, obtemos a existéncia e unicidade da solucao u.

Agora mostraremos que u € A, primeiro provaremos que Aug < u < Mugy. De fato, seja
v € A A Proposicdo 3.4 garante que
A Al 1

A
Ay > D s (A ug) = A, (M),
Pt = v® T Mous Meu§ ug (=Apuo) p(Atio)

O principio de comparacao implica u > Auy.
Por outro lado, seque da Proposicdo 3.4 e (3.2) que

A A
= Ao
11— -« )\l—a

A
[0 —I—a‘]\4rl||u0||00—f—b‘]\4r2 S [0 + o
ug ug ol

2)\1—(1 e
< = AL (= Ayug) = —A, (27 TAT T ).

+ alv|™ + b|Vu|™

<

o
Ug
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1 11—«
O principio de comparacao e Proposicao 3.4 implicam u < 27-TAr=Tug < Muy, ou seja,

Mg < u < Mug. (3.21)

A
Mostraremos agora que ||Vul|s < M. Se N =2, como — + f(x,v, Vv) € L%(Q), seque
/UOC
do Teorema 1.10 que

A 1
Hvungl S Cp o + f( . 7U7VU) S cp2>\1_a Ta )

v La(%) Uo llza(o)

e portanto
IVulloo < G271 AT,
RIS
onde ¢, =5 ' || =||" .
0 llzae)

A
Se N > 3, como ¢ > N, temos L%(Q) C LM!(Q), nos permitindo concluir que — +
UO(
f(z,v,Vv) € LNV1(Q). Entao, (3.20) resulta em

A A
‘—a—l—f(.,v,VU) <ell—+f(.,v,Vv) < 00.
v LNA(Q) v La(Q)
Segue do Teorema 1.9 que
1 A
Hvu”go SCP _a+f( . ,U,V'U)
v LN1(Q)
A il 1
<GCpe||l— + f(.,v, Vo) <Cpe2NT || —
v La(Q) U |l La(e)

e conclulmos que
IVl < G271 251,

2 R p—1
onde C, = (C,0)7 1 || = :
Uo La(Q)
~ 1 1 1 L N
Assim, como C, = max< ¢t ' ||&]|" Ce)r || L7 = max{cé,, C,}, temos
p “8 Lq(Q) 7( P ) US Lq(Q) { P P}

para todo N > 2
[Vl < Cp25 T AP,
Portanto, por (3.15) concluimos
[Vulls < Cp25T A5 1 < M.

Afirmagao. Temos u € C1#(Q) para alguem 0 < 3 < 1, uniformemente com respeito a v € A.

Para provar a Afirmacao, aplicaremos o Lema 1.15. De fato, como cada solucdo U de
(1.10) é uma super-solucao de (1.2), o principio de comparacao (Lema 1.12) resulta em w =
1

Ap—TFayy < U.
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Pelo Lema 1.15 existe uma constante positiva K tal que U < K dg, consequentemente,
ug < Kydg. Além disso, por (2.20) existe uma constante positiva k tal que uy > kdg. Mais
ainda, como

A A
s + f(z,v,Vv) < ps + alv|™ + b|Vou|™

11—« 11—«
< —— 4+ aM™|ug||L +dM™ <
|uo| |ug|®
K
< 1= Kidg® qtp. em Q,
dg

onde K7 = 2/\];_&’ como uma consequéncia de (3.16). Além disso, (3.21) implica

Dessa forma, a Proposicdo 1.16 garante que a solucdo de (3.19) satisfaz u € C*#(Q) para

algum 0 < 8 < 1.
Como consequéncia dos argumentos anteriores, o operador

T:A — WP
v o u,

estd bem definido, u sendo solucdo positiva de (3.19). Além disso, T" é continuo e compacto.
De fato, seja (vp)nen C A uma sequéncia limitada em Wy () tal que T'(v,) = uy,. como

A K
— + f(x,v,, Vu,) < d_l = K1d,", para todo n € N,
vy 0

pelos argumentos anteriores e Proposicao 1.16 concluimos que
[unllgre@ <T

ou, equivalentemente,
||T<Un)||cl,5(()) <T.

Consequentemente, pela Proposicdo 1.4, A é um subconjunto equicontinuo . Portanto, pelo
Corolério 1.3, existe uma subsequéncia convergente de (T'(v,))nen em CH(Q) que, em par-
ticular, é convergente em W,”(€2). Dessa forma, como A é um conjunto limitado, convexo
e invariante sob T. Seque, do Teorema do Ponto Fixo de Schauder 1.6, a existéncia de
um ponto fixo uy para T. E o ponto fixo uy satisfaz (3.1), com u, satisfazendo a equacao
—Ayu = "%+ f(x,u, Vu). |
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