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Resumo

Nesta tese, apresentamos um procedimento algorítmico para a computação de um conjunto

gerador algebricamente independente da álgebra dos invariantes racionais de uma álgebra de

Lie nilpotente. Inicialmente, introduzimos conceitos fundamentais sobre álgebras. Em seguida,

apresentamos o método das características, uma ferramenta analítica empregada na resolução

de equações diferenciais parciais, adaptada ao contexto algébrico, e o aplicamos a derivações

triangulares, obtendo um conjunto gerador algebricamente independente de seus núcleos. Tam-

bém abordamos as derivações lineares, descrevendo um procedimento efetivo para calcular um

conjunto algebricamente independente que gera os núcleos dessas derivações. Finalmente, utili-

zamos a teoria desenvolvida para determinar um conjunto gerador algebricamente independente

da álgebra dos invariantes racionais de uma álgebra de Lie nilpotente, demonstrando que, ao con-

siderar uma base triangular da álgebra de Lie, a derivação adjunta de um elemento dessa base,

restrita ao núcleo da derivação adjunta do elemento anterior, resulta em uma derivação triangu-

lar. Por fim, apresentamos exemplos computacionais para álgebras de Lie solúveis de dimensões

até quatro, utilizando as técnicas descritas para derivações triangulares e lineares.

Palavras-chave: álgebra de Lie; álgebra de invariantes; método das características; derivações

triangulares; derivações lineares; geradores algebricamente independentes.



Abstract

In this thesis, we present an algorithmic procedure for computing an algebraically indepen-

dent generating set of the algebra of rational invariants of a nilpotent Lie algebra. We begin by

introducing fundamental concepts of algebras. Next, we present the method of characteristics,

an analytical tool used in solving partial differential equations, adapted to the algebraic context,

and apply it to triangular derivations, obtaining an algebraically independent generating set of

their kernels. We also address linear derivations, describing an effective procedure to compute

an algebraically independent set that generates the kernels of these derivations. Finally, we use

the developed theory to determine an algebraically independent generating set of the algebra of

rational invariants of a nilpotent Lie algebra, demonstrating that, by considering a triangular basis

of the Lie algebra, the adjoint derivation of an element of this basis, restricted to the kernel of the

adjoint derivation of the previous element, results in a triangular derivation. Lastly, we present

computational examples for solvable Lie algebras of dimensions up to four, using the techniques

described for triangular and linear derivations.

Keywords: Lie algebra; invariants algebra; method of characteristics; triangular derivations;

linear derivations; algebraically independent generators.



Lista de notações

tn Álgebra das matrizes triangulares superiores estritas de tamanho n× n.

F[L]L Álgebra dos invariantes polinomiais de uma álgebra de Lie L.

F(L)L Álgebra dos invariantes racionais de uma álgebra de Lie L.

F[L] Álgebra dos polinômios F[xn], onde {x1, . . . , xn} é base da álgebra de Lie L.

F[xn] Álgebra dos polinômios nas variáveis x1, . . . , xn.

F[V] Anel de coordenadas de um conjunto algébrico afim V .

Jk(λ) Bloco de Jordan de tamanho k× k com λ ∈ F na diagonal.

F-Alg Categoria das F-álgebras associativas, comutativas e com identidade.

Ring Categoria dos anéis comutativos, associativos e com identidade.

Set Categoria dos conjuntos.

Z(L) Centro de uma álgebra de Lie L.

lc( f ) Coeficiente líder de um polinômio f ∈ F[xn].

V(I) Conjunto algébrico afim associado I ⊴ F[xn].

DerF(A) Conjunto das F-derivações de A∈ F-Alg .

Matn×m(R) Conjunto das matrizes n×m com entradas em R ∈ Ring .

XFn Conjunto de todos os campos vetoriais de Fn.

M Conjunto dos monômios nas variáveis x1, . . . , xn.

C Conjunto dos números complexos.

Z>0 Conjunto dos números inteiro positivos.

Z≥0 Conjunto dos números não negativos.

Q Conjunto dos números racionais.



R Conjunto dos números reais.

T Conjunto dos termos nas variáveis x1, . . . , xn.

F (S) Conjunto { f : S→ A | S ⊆ An}, onde A∈ F-Alg .

supt( f ) Conjunto {µ ∈M | o termo de suporte µ tem coeficiente não nulo em f }.

F(V) Corpo das funções racionais de um conjunto algébrico afim V .

F Corpo de característica zero.

F(xn) Corpo de frações de F[xn].

Frac(R) Corpo de frações de um domínio integral R.

F(A) Corpo gerado pelo conjunto A.

GrF(R) Corpo graduado de um domínio Φ-graduado R.

den( f ) Denominador de f ∈ F(xn).

DA,X Derivada em DerF
�

F(xn)
�

associada a A∈Matn×n(F).

dimKrull(R) Dimensão de Krull de um anel R.

TpFn Espaço tangente de Fn no ponto p.

TFn Fibrado tangente de Fn.

δi j Função delta de Kronecker, isto é, δi j = 1, se i = j, e δi j = 0, se i ̸= j.

trdeg(A) Grau de transcendência de uma F-álgebra A.

deg( f ) Grau total de um polinômio f ∈ F[xn].

I(X ) Ideal de aniquilação de X ⊆ Fn.

〈 r1, . . . , rn 〉 Ideal de um anel R gerado por r1, . . . , rn ∈ R.

∇X Matriz coluna das derivadas Dx i
∈ DerF

�

F(xn)
�

, isto é, ∇⊺X =
�

Dx1
· · · Dxn

�

.

diag(λ1, . . . ,λn) Matriz diagonal em Matn×n(F) com valores λ1, . . . ,λn.

lm( f ) Monômio líder de um polinômio f ∈ F[xn].

AD Núcleo de uma derivação D ∈ DerF(A).

wt( f ) Peso de um polinômio f ∈ F[xn].

F[ar] Subálgebra finitamente gerada por {a1, . . . , ar} ⊆ A∈ F-Alg .

spanV (A) Subespaço de V gerado pelo conjunto A⊆ V .

lt( f ) Termo líder de um polinômio f ∈ F[xn].
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12

Introdução

1 Motivação

Seja L uma álgebra de Lie de dimensão finita sobre um corpo F de característica zero. Con-

siderando {x1, . . . , xn} uma base de L, defina F[L] := F[x1, . . . , xn] a álgebra dos polinômios nas

variáveis x1, . . . , xn com coeficientes em F. Para encurtar a notação, muitas vezes, vamos escrever

F[xn] no lugar de F[x1, . . . , xn]. Considerando L como um módulo sobre si mesmo, onde a ação

é a adjunta, podemos, para cada x ∈ L, definir uma F-derivação de F[L] nele mesmo, estendendo

ad(x) por linearidade e pela regra de Leibniz. Nesse caso, se denotarmos, por abuso de notação,

essa derivação obtida de ad(x) pelo mesmo símbolo, temos que, para todo f ∈ F[L],

ad(x)( f ) =
n
∑︂

i=1

[x , x i]Dx i
( f ), (1.1)

onde Dx i
( f ) é a derivada parcial de f com respeito a variável x i. Dado um operador de F[L] para

F[L], seu núcleo é o conjunto formado por todos os elementos do domínio que são levados no

elemento neutro aditivo do módulo do contradomínio. Assim, em particular, o núcleo de ad(x) é

F[xn]ad(x) :=
�

f ∈ F[L] | ad(x)( f ) = 0
	

.

polinômio nulo

A álgebra de invariantes polinomiais de L é definida como sendo

F[L]L := { f ∈ F[L] | ad(x)( f ) = 0, para todo x ∈ L}.

Mas, é direto mostrar que

F[L]L =
n
⋂︂

i=1

F[xn]
ad(x i).

Tal álgebra tem importância tanto teórica, na própria Matemática, como também prática, na

Física.

Na Matemática, considerando a teoria de representações de álgebras de Lie, sabemos que

a categoria de módulos sobre uma álgebra de Lie L é isomorfa à categoria de módulos sobre a

álgebra universal envolvente de L, U(L). Além disso, sabemos também, do Lema de Schur, que se

F é algebricamente fechado e V é um U(L)-módulo simples, então, considerando a representação

correspondente ao V , dada por ρ : U(L)→ End(V ), temos que ρ
�

Z
�

U(L)
�

�

é uma subálgebra
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de
�

λ idV | λ ∈ F
	

. Portanto, saber quem é Z
�

U(L)
�

é algo interessante, já que sua representação

é realizada apenas por multiplicação de escalares. Aqui é onde entra a álgebra de invariantes

polinomiais, já que temos o seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Teorema de Duflo). Seja L é uma álgebra de Lie de dimensão finita sobre um corpo

algebricamente fechado de característica zero, então Z
�

U(L)
�

e F[L]L são álgebras isomorfas. □

A demonstração desse resultado é bastante difícil e pode ser vista no Teorema 2 em [Duf77].
Uma outra demonstração desse teorema é apresentada no Teorema 7 em [Kon99], onde é usado

cohomologia, evitando-se separar a demonstração em vários casos. Tal resultado vale mesmo

para corpos que não sejam algebricamente fechados, desde que a álgebra de Lie seja nilpotente.

Considerando a motivação física para o estudo de F[L]L, temos, da física clássica, que o mo-

mento linear de um objeto é uma grandeza vetorial que, grosseiramente, mede a vontade que um

objeto tem em se manter em linha reta. Precisamente, o momento linear p de um objeto é calcu-

lado pelo produto da massa do objeto, m, pelo vetor velocidade do objeto, v, isto é, p = mv. Na

situação de um sistema composto por vários objetos, o momento linear do sistema é definido como

sendo a soma do momento linear dos objetos desse sistema. Nesse caso, vê-se a importância do

momento linear, uma vez que em um sistema fechado, não importa como os objetos se interajam,

se a resultante de forças externas for nula, o momento linear do sistema é conservado, por mais

que, individualmente, o momento linear dos objetos se altere. Observe que, no momento linear,

os movimentos analisados foram de translações. Agora, considerando os movimentos rotacionais

em R3 pode-se definir um análogo ao momento linear, que é momento angular, ℓ: grandeza veto-

rial dada pelo produto vetorial da posição r= (r1, r2, r3) em que o objeto se encontra, em relação

a um ponto de referência, pelo momento linear, p= (p1, p2, p3), isto é, ℓ= r× p.

ℓ

r

p

Há também uma lei de conservação do momento angular, semelhante a do momento linear: o mo-

mento angular de um sistema de objetos sujeito a um torque externo nulo é constante. Contudo,

para o nosso propósito, que é dar uma motivação física para o estudo da álgebra de invariantes

polinomiais, precisamos generalizar o momento angular usando a ótica da física quântica. Para

isso, é preciso ter em vista que na física quântica os operadores lineares são as entidades ma-

temáticas que desempenham um papel fundamental na descrição dos fenômenos. Assim, para

generalizar o momento angular clássico para o quântico, usa-se as expressões das coordenadas

de ℓ para se definir o operador Li, com i ∈ {1,2, 3}. Pode-se provar que esses três operadores

geram uma subálgebra de Lie da álgebra de Lie subjacente à álgebra dos endomorfismos do es-

paço R3 isomorfa a so(3). Tal subálgebra é dita álgebra do momento angular em três dimensões.

Os autovalores desses operadores descrevem estados possíveis de partículas. Dessa forma, uma
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vez que os operadores que comutam preservam os autovalores, então, aplicando isso a Li, para

i ∈ {1, 2,3}, temos que R[so(3)]so(3) forma o conjunto dos operadores que não alteram o estado

das partículas, ou seja, a álgebra de invariantes polinomiais é formada por operadores que repre-

sentam grandezas físicas conservadas. Isso é particularmente útil para descrever sistemas estáveis

e prever propriedades de estados estacionários ([SR13], Seção 4.2; [Iac06], Seção 1.15; [ŠW14],
Seção 3.1; [vdW74], Seção 8).

Uma outra possibilidade de se deparar com a álgebra de invariantes polinomiais é através do

seguinte problema:

Sejam L1 e L2 álgebras de Lie tais que U(L1)∼= U(L2). Então é verdade que L1
∼= L2?

Por exemplo, em [RSU22] pode-se extrair as álgebras de Lie L1 com base {x1, x2, x3, x4}, tais que

os colchetes de Lie não nulos são

[x4, x1] = x1, [x4, x2] = x3, [x4, x3] = x3,

e L2 com base {y1, y2, y3, y4}, com os colchetes de Lie não nulos sendo

[y1, y2] = y2, [y3, y4] = y4.

Nesse caso, temos que essas álgebras não são isomorfas e o artigo mostrar que Z
�

U(L1)
�

̸= {0}
e Z

�

U(L2)
�

= {0}, o que implica que U(L1) ̸∼= U(L2). Assim, a tentativa de se responder a essa

pergunta, leva ao estudo do centro de álgebras de Lie.

Sendo a álgebra de invariantes polinomiais finitamente gerada, como é o caso para álgebras

de Lie standard filiform, conforme o Teorema Maurer-Weitzenböck ([Fre17], Teorema 6.1) afirma,

uma questão que se coloca é determinar um conjunto minimal de geradores para ela. Esta ta-

refa pode ser demasiadamente difícil, já para álgebras de dimensão relativamente pequena. Por

exemplo, em [Fre13], temos que o conjunto minimal de geradores para a álgebra de invariantes

polinomiais da álgebra de Lie standard filiform de dimensão 10 tem 69 elementos, sendo que o

elemento de grau 12 tem 3651 termos não nulos.

Assim, um outro objeto relevante que surge relacionado à álgebra de invariantes polinomiais

é o corpo de invariantes racionais, isto é, o conjunto das funções racionais f ∈ F(L) := Frac
�

F[L]
�

tais que ad(x)( f ) = 0, para todo x ∈ L. Perceba que, aqui, repetimos a notação, escrevendo

ad(x) para ser a derivação no corpo F(L), estendida da derivação na álgebra F[L], conforme a

Proposição 1.6.3. Aqui, assim como para a álgebra de invariantes polinomiais, temos que

F(L)L =
n
⋂︂

i=1

F(xn)
ad(x i),

onde F(xn)ad(x i) é o núcleo de ad(x i), vista como uma derivação em F(xn). Essa é uma álge-

bra cujos geradores podem ser calculados com mais facilidade. Por exemplo, para a álgebra de

Lie standard filiform de dimensão 10, comentada no parágrafo anterior, o corpo de invariantes

racionais é gerada por apenas 9 elementos, todos de grau no máximo 9.
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2 Objetivo

Reconhecendo a relevância da álgebra de invariantes polinomiais de uma álgebra de Lie e

observando, como exemplificado no caso da álgebra standard filiform, que determinar seus gera-

dores é uma tarefa significativamente mais desafiadora do que identificar os geradores do corpo

de invariantes racionais, este trabalho concentra-se no estudo do corpo de invariantes racionais

de uma álgebra de Lie nilpotente, focando na determinação algorítmica de seus geradores alge-

bricamente independentes. Dessa forma, o objetivo principal deste trabalho pode ser resumido

como:

Objetivo principal. Dada uma álgebra de Lie nilpotente, desenvolver um algoritmo prático

que produza um conjunto algebricamente independente que gere seu corpo de invariantes racio-

nais, e implementar tal algoritmo em um sistema de matemática computacional.

Para isso, analisaremos o método das características apresentado no livro [ŠW14], Capítulo 3,

onde se busca determinar os invariantes funcionalmente independentes de uma álgebra de Lie, de

modo a torná-lo um algoritmo explícito implementado no sistema SageMath [Sage23]. Vejamos

um exemplo.

Exemplo 2.1. Considere a álgebra de Lie nilpotente L, com base {x1, x2, x3, x4}, cuja matriz de

multiplicação é a seguinte:

ML =
�

[x i, x j]
�

= ∈ Mat4×4

�

F(x4)
�

.

x1 x2 x3 x4

⎛

⎜

⎜

⎝

⎞

⎟

⎟

⎠

0 0 0 0 x1

0 0 −x1 0 x2

0 x1 0 x2 x3

0 0 −x2 0 x4

= [x4, x3]

Da matriz de multiplicação e da Equação (1.1), vemos que, dado f ∈ F(L) = F(x4),

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

ad(x1)( f ) = 0,

ad(x2)( f ) = −x1Dx3
( f ),

ad(x3)( f ) = x1Dx2
( f ),+x2Dx4

( f ),

ad(x4)( f ) = −x2Dx3
( f ).

Uma observação direta das equações acima nos permite concluir que F(x4)ad(x1) = F(L) e que

F(x4)ad(x2) = F(x4)ad(x4) = F(x1, x2, x4) =: K . Observe que ad(x3)(K) ⊆ K . Logo,

F(L)L = F(x4)
ad(x1)

⋂︂

F(x4)
ad(x2)

⋂︂

F(x4)
ad(x3)

⋂︂

F(x4)
ad(x4) = K

⋂︂

F(x4)
ad(x4) = Kad(x3)|K ,

ou seja, para determinar um conjunto algebricamente independente que gere F(L)L, precisamos

determinar tal conjunto para a derivação

ad(x3)|K = x1Dx2
+ x2Dx4

∈ DerF(K).
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Para isso, usaremos o método das características, conforme será visto no Capítulo 2, observando

que tal derivação é uma derivação triangular com respeito a {x1, x2, x4}, o que será explicado no

Capítulo 3. De posse de tal método, podemos concluir que

F(L)L = Kad(x3)|K = F
�

x1,−x2
2 + 2x1 x4

�

.

A álgebra deste exemplo é a álgebra de Lie nilpotente [4, 3], conforme será vista na Seção 5.1.2,

onde apresentaremos, na Tabela 5.2, os geradores algebricamente independentes dados pelo

nosso algoritmo, de todas as álgebras de Lie nilpotentes com dimensão até 6.

Para concluir este exemplo, destacamos duas observações decorrentes da aplicação de re-

sultados que serão apresentados nesta tese. A primeira observação é que, considerando ML ∈
Mat4×4

�

F(x4)
�

, temos posto(ML) = 2. Assim, aplicando o Corolário 5.1.3 (a ser visto na Se-

ção 5.1.1), concluímos que o número maximal de geradores algebricamente independentes de

F(L)L = dim(L) − posto(ML) = 2. A segunda, é que este exemplo ilustra o fato geral de que

F(L)L = Frac
�

F[L]L
�

, conforme veremos no Teorema 1.7.2. □

No Exemplo 2.1, observamos que F(L)L = Frac
�

F[L]L
�

, um resultado geral para álgebras

de Lie nilpotentes, conforme mencionado anteriormente. Essa observação destaca que, embora o

foco principal deste trabalho esteja no corpo de invariantes racionais, mantivemos nosso interesse

pela álgebra de invariantes polinomiais. Assim, podemos afirmar que extrair informações dessa

última, a partir dos invariantes racionais, constitui um objetivo secundário. Nesse contexto, por

exemplo, provamos, como consequência de nosso algoritmo, o Corolário 5.1.4, que estabelece a

inclusão da álgebra de invariantes polinomiais na álgebra de polinômios cujas variáveis são os

geradores do corpo de invariantes racionais, localizada por um certo denominador obtido a partir

de nosso método.

Além disso, buscamos generalizar o método desenvolvido para álgebras nilpotentes, amplian-

do-o para incluir também álgebras solúveis. Esse objetivo adicional é exemplificado na Seção 5.2,

onde apresentamos os geradores do corpo de invariantes racionais para álgebras de Lie solúveis de

dimensão até 4. Contudo, para essas álgebras, ainda há detalhes que precisam ser demonstrados.

3 Contexto bibliográfico

De uma certa perspectiva, podemos dizer que, para alcançar o objetivo deste trabalho, temos

que resolver algebricamente um sistema de equações diferenciais parciais lineares, homogêneas

e de primeira ordem, ou seja, dadas funções p1, . . . , pn, em n variáveis, com n ∈ Z>0, queremos

encontrar uma função f que satisfaz um sistema de equações, cuja forma de cada equação é

n
∑︂

i=1

pi Dx i
( f ) = 0,

onde Dx i
é a derivada parcial em relação à x i. Esse tipo de abordagem, isto é, essa busca em

resolver uma equação diferencial por meios algébricos, tem despertado interesse, como pode
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ser visto nas conferências "Algebraic and Algorithmic Aspects of Differential and Integral Opera-

tors Session"(AADIOS), focada na discussão e exploração de aspectos algébricos e algorítmicos

relacionados a operadores diferenciais e integrais. Por exemplo, Georg Regensburger, um dos

organizadores da AADIOS, juntamente de Alban Quadrat, no texto [QR20], estão interessados

em resolver equações integro-diferenciais lineares com coeficientes em F[t], como, por exemplo,

a equação que descreve o circuito RLC padrão,

L
di(t)

d t
+ Ri(t) +

1
C

∫︂ t

0

i(s)ds = v(t),

onde R é um resistor, L é um indutor, C é um capacitor, i é a corrente e v é a fonte de tensão.

Para isso, estudam a subálgebra de End
�

F[t]
�

, gerada por

1 : F[t] → F[t], t : F[t] → F[t], ∂ : F[t], → F[t],
∫︁

: F[t] → F[t]

tn ↦→ tn tn ↦→ tn+1 tn ↦→ ntn−1 tn ↦→
tn+1

n+ 1

Um outro exemplo é o artigo [GLSW18]. Nele, um sistema de equações diferenciais parciais

algébricas é tratado do ponto de vista de um algébrico-geométrico, fazendo um sistema desse tipo,

ser associado a uma variedade algébrica. Se essa variedade associada admitir uma parametrização

racional, obtém-se informações sobre a solubilidade racional a partir dessa parametrização.

O estudo de invariantes de uma álgebra de Lie está estritamente relacionado ao estudo de

invariantes de um grupo de Lie, graças a aplicação exponencial, no sentido de que se G é um

grupo de Lie e g é a álgebra de Lie de G, então existe uma equivalência entre os invariantes de

G, V G = {v ∈ V | gv = v, ∀ g ∈ G}, com os invariantes de g, V g = {v ∈ V | x v = 0, ∀ x ∈ g}, onde

V é um espaço vetorial. Nesse sentido, o texto [GMNS19] observa que para certos grupos de Lie

reais (como os grupos ortogonais ou simpléticos não compactos), a teoria dos invariantes coincide

com a dos grupos algébricos reais correspondentes, o que simplifica a análise dos invariantes.

Em [GR14], os autores investigam formas diferenciais invariantes à esquerda em grupos de Lie

apresentando uma classificação das álgebras de Lie de Frobenius.

No que tange o estudo algébrico da álgebra de invariantes polinomiais, temos em [BH06] a

conjectura abaixo.

Conjectura. Se L é uma álgebra de Lie semissimples de dimensão finita sobre um corpo F
com char(F) = p > 0, então F[L]L é um domínio fatorial.

Em [Bra15], usando métodos algébricos, é demonstrado que tal conjectura vale sob certas

circunstâncias. Por exemplo, temos que ela é válida para L = glF(n), onde mdc (p, n) = 1. Em

[Oom12], temos a descrição de F[L]L para todas as álgebras de Lie nilpotentes e indecomponíveis

de dimensão no máximo sete, sobre um corpo algebricamente fechado de característica zero.

No artigo [BB66], temos a fórmula de Beltrametti-Blasi, que limita o número de invariantes

analíticos funcionalmente independentes, fórmula essa que também aparece em [CS04], com

uma outra interpretação. Em [Oom09] é dada uma condição suficiente para que o semicentro de

Poisson seja uma álgebra de polinômios, permitindo uma descrição explícita do centro de Poisson
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para mais da metade das álgebras de Lie nilpotentes complexas e indecomponíveis de dimensão

no máximo 7. No artigo [BPP07], é determinado os invariantes analíticos da álgebra de Lie das

matrizes triangulares superiores e no artigo [BPP06] é apresentado um procedimento, usando

moving frames, um método geométrico, para computar invariantes funcionalmente independentes

de uma álgebra de Lie.

Do ponto de vista analítico, dizemos que uma função f : U → R, onde U ⊆ Rn é um aberto, é

uma integral primeira de um campo vetorial X , se sua derivada na direção do campo é igual a zero

(ver Seções 10.2 e 10.5 em [Arn06]). Nesse caso, a F[L]L pode ser vista como sendo o conjunto

das integrais primeiras polinomiais dos campos associados a álgebra de Lie L e, semelhantemente,

F(L)L pode ser vista como sendo o conjunto das integrais primeiras racionais dos campos asso-

ciados a L. Com essa perspectiva, temos, por exemplo, o artigo [FG10], onde é apresentado um

método para calcular integrais primeiras racionais de um campo vetorial polinomial planar.

Dessa forma, esse contexto bibliográfico mostra que o assunto estudado nesta tese está em

sintonia com várias pesquisas atuais e tem um pequeno caráter inovador, por se tratar de explicitar

algoritmicamente um conjunto algebricamente independente que gera a álgebra de invariantes

racionais de uma álgebra de Lie nilpotente.

4 Estrutura do texto

Nosso trabalho está dividido em 5 capítulos, organizados na seguinte ordem: Noções algébricas

preliminares, Método das características, Derivações triangulares, Derivações lineares de F(xn) e

Geradores do corpo de invariantes racionais.

No Capítulo 1, fazemos uma breve revisão de conceitos algébricos importantes naquilo que

envolve a natureza deste trabalho. Tratamos de definições e resultados bem estabelecidos na

literatura, mas que julgamos relevantes serem apresentados, com o intuito de tornar este texto

mais autossuficiente.

O assunto do Capítulo 2 envolve o estudo do núcleo de derivações de F(xn). Mais preci-

samente, estabelecemos, neste capítulo, hipóteses a serem satisfeitas por uma derivação D ∈
DerF

�

F(xn)
�

, de modo a ser possível construir um conjunto algebricamente independente que

gera seu núcleo F(xn)D. Para isso, usamos uma ferramente analítica, chamada método das carac-

terísticas, extraindo sua parte algébrica, para aplicarmos em nosso contexto.

Como exemplo de aplicação do conteúdo abordado no Capítulo 2, apresentamos no Capítulo 3

as derivações triangulares. Tais derivações, como veremos, satisfazem as hipóteses estabelecidas

no capítulo anterior, o que nos permitirá construir um conjunto algebricamente independente

que gera seus núcleos. Veremos que saber determinar tal conjunto de geradores para derivações

triangulares será a chave para alcançarmos nosso objetivo principal.

Visando o objetivo secundário de estender o algoritmo que calcula um conjunto algebrica-

mente independente que gera F(L)L, quando L é nilpotente, para o caso em que L é solúvel,

investigamos, no Capítulo 4, as derivações lineares de F(xn). Esse tipo de derivação tem uma

forma matricial que, se supormos que o corpo, sobre a qual a matriz associada à derivação está
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definida, seja uma extensão algébrica simples deQ contendo os autovalores da matriz, então será

possível, também para esse tipo de derivação, construir um conjunto algebricamente indepen-

dente que gera seu núcleo. Usaremos essa construção, bem como a apresentada para derivações

triangulares, para calcular um conjunto algebricamente independente que gera F(L)L, quando L

for solúvel com dimensão menor do que 4.

Finalmente, no Capítulo 5, apresentaremos o algoritmo que alcançará nosso objetivo principal,

qual seja, determinar um conjunto algebricamente independente que gera F(L)L, quando L é

nilpotente. Nele também apresentaremos algumas consequências algébricas do nosso algoritmo,

bem como 2 exemplos de aplicação do algoritmo: um sobre as álgebras de dimensão até 6 e outro

da álgebra tn das matrizes triangulares superiores estritas n× n; e terminaremos com o exemplo

das álgebras de Lie solúveis de dimensão até 4.
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Capítulo 1

Noções algébricas preliminares

Neste capítulo, apresentamos conceitos algébricos fundamentais para o desenvolvimento des-

ta tese. Iniciamos com uma revisão concisa sobre anéis, abordando estruturas graduadas, corpos

de frações e a teoria da localização. Em seguida, exploramos a álgebra de polinômios em várias

variáveis, destacando a ordem monomial, com ênfase na ordem lexicográfica. Introduzimos tam-

bém a topologia de Zariski, onde definimos o corpo das funções racionais. Definimos a derivação

de uma álgebra, com especial atenção ao módulo das derivações do corpo de frações da álgebra

de polinômios. Discutimos as noções de álgebra de Lie nilpotente e solúvel, e apresentamos o

conceito de base triangular para essas álgebras. Por fim, tratamos das definições de álgebra de

invariantes polinomiais e racionais de uma álgebra de Lie, objetos cruciais deste trabalho.

1.1 Alguns conceitos sobre anéis

Seja Ring a categoria dos anéis comutativos, associativos e com identidade. Seja Φ um mo-

noide. Dizemos que R ∈ Ring é um anel Φ-graduado, se

R=
⨁︂

ϕ∈Φ
Rϕ e RϕRϕ′ := {r r ′ | r ∈ Rϕ e r ′ ∈ Rϕ′} ⊆ Rϕϕ′ ,

onde Rϕ é um subgrupo de R. Um elemento em Rϕ é dito elemento homogêneo de grau ϕ.

Neste trabalho, denotaremos F para ser um corpo de característica zero. Seja F-Alg a categoria

das F-álgebras associativas, comutativas e com identidade. Definimos uma álgebra Φ-graduada

A ∈ F-Alg de maneira semelhante à definição de um anel Φ-graduado, com a diferença de que a

álgebra é decomposta como soma direta de subespaços vetoriais e não somente de subgrupos.

O seguinte resultado é bem conhecido e sua demonstração é direta.

Proposição 1.1.1. Sejam A =
⨁︁

ϕ∈Φ Aϕ ∈ F-Alg uma álgebra Φ-graduada e f : A → A uma

transformação linear tal que f (Aϕ) ⊆ Aϕ, para todo ϕ ∈ Φ. Se K := ker( f ), então

K =
⨁︂

ϕ∈Φ
Kϕ,

onde Kϕ = Aϕ ∩ K . □
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Seja U ⊆ R ∈ Ring um conjunto multiplicativo, isto é, um conjunto que contenha a identidade

de R e que seja fechado com relação ao produto. Considere a relação ∼ em U × R definida como

(u1, r1)∼ (u2, r2) ⇔ existe u ∈ U tal que uu2r1 = uu1r2

e denote por
r
u

a classe de equivalência de (u, r) ∈ U × R determinada pela relação ∼, ou seja,

r
u

:= {(u1, r1) ∈ U × R | existe u′ ∈ U tal que u′u1r = u′ur1}.

A localização de R com relação a U , denotada por U−1R, é definida como sendo o quociente de

U × R pela relação ∼, isto é,

U−1R := (U × R)⧸∼=
n r

u

|︁

|︁ r ∈ R, u ∈ U
o

.

Seja R ∈ Ring um domínio integral, ou seja, um anel que não possui divisores de zero. O corpo

de frações de R, denotado por Frac(R), é a localização de R com relação ao conjunto R \ {0}:

Frac(R) :=
n r

s

|︁

|︁ r ∈ R, s ∈ R \ {0}
o

.

Dizemos que um anel Φ-graduado R =
⨁︁

ϕ∈Φ Rϕ ∈ Ring é um corpo graduado, se todo ele-

mento homogêneo não nulo tem inverso multiplicativo. Além disso, se R=
⨁︁

ϕ∈Φ Rϕ ∈ Ring é um

anel Φ-graduado e também um domínio integral, então definimos o corpo graduado de R como

sendo

GrF(R) :=
§

f
g
∈ Frac(R)

|︁

|︁ g ∈ F[xn]ϕ \ {0}, para algum ϕ ∈ Φ
ª

.

Quando for necessário enfatizar a graduação do anel, pode-se usar a notação GrF(R,Φ). Pode-se

mostrar que

GrF(R)0 :=
§

f
g
∈ Frac(R)

|︁

|︁ f , g ∈ F[xn]ϕ, para algum ϕ ∈ Φ
ª

é um corpo e que se R tem um elemento não nulo de grau diferente de zero, então GrF(R) pode

ser identificado com os polinômios de Laurent GrF(R)0[x , x−1] (veja Apêndice A em [NS02]).
Definimos a dimensão de Krull de R ∈ Ring como sendo

dimKrull(R) := sup{n ∈ Z≥0 | P0 = {0} ⊊ P1 ⊊ · · · ⊊ Pn, onde Pi é ideal primo de R}.

1.2 Propriedades da álgebra de polinômios em n variáveis

Sejam Set a categoria dos conjuntos e X := {x1, . . . , xn} ∈ Set . Considere o monoide comuta-

tivo gerado por X

M := {xα := xα1
1 . . . xαn

n |α := (α1, . . . ,αn) ∈ Zn
≥0}.

Um elemento xα ∈M é dito monômio nas variáveis x1, . . . , xn associado a α (ou, simplesmente,

monômio, quando o contexto estiver claro). Observe que a operação em M é definida como
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xαxβ := xα+β. Vamos denotar o elemento neutro deM por 1 := x0
1 . . . x0

n. Se xα é um monômio,

então definimos seu grau como sendo |α| := α1 + · · ·+αn. Seja F um corpo e considere

T := {cαxα | cα ∈ F,xα ∈M} ∈ Set .

Identificando c ∈ F com c1 = cx0
1 . . . x0

n, podemos afirmar que F ⊆ T. Chamamos cαx
α ∈ T de

termo nas variáveis x1, . . . , xn associado a α (ou, apenas, termo). Dado um termo cαx
α, dizemos

que cα é o coeficiente do termo e xα é o suporte do termo. Uma soma formal de termos é

chamada de polinômio nas variáveis x1, . . . , xn e o conjunto desses polinômios é denotado por

F[x1, . . . , xn] ou F[xn], isto é,

F[xn] :=

¨

ℓ
∑︂

i=1

cαi
xαi

|︁

|︁ cαi
xαi ∈ T,ℓ ∈ Z>0

«

.

O suporte de um polinômio f ∈ F[xn] é o subconjunto deM definido por

supt( f ) = {µ ∈M | o termo de suporte µ tem coeficiente não nulo em f }.

Note que se f = λ ∈ F ⊆ F[xn] \ {0}, então supt( f ) = {1} e que se f = 0, então supt( f ) =∅.

O grau total de um polinômio f ∈ F[xn]\{0}, denotado por deg( f ), é o grau máximo dentre

os monômios que pertencem a supt( f ).
Sejam

f =
ℓ
∑︂

i=1

cαi
xαi , g =

k
∑︂

j=1

dβ j
xβ j ∈ F[xn],

onde | supt( f )|= ℓ e | supt(g)|= k. Para cada xγ ∈ supt( f )∪ supt(g), defina

aγ :=

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

cγ + dγ , se xγ ∈ supt( f )∩ supt(g),
cγ , se xγ ∈ supt( f ) \ supt(g),
dγ , se xγ ∈ supt(g) \ supt( f ).

Note que, fazendo r := | supt( f )∪ supt(g)|, então

{aγ | xγ ∈ supt( f )∪ supt(g)}= {aγ1
, . . . , aγr

}.

Assim, definindo a soma de f com g como sendo

f + g :=
r
∑︂

i=1

aγi
xγi

temos que F[xn] é um grupo abeliano. O produto de um polinômio por a ∈ F, definido como

a

�

ℓ
∑︂

i=1

cαi
xαi

�

:=
ℓ
∑︂

i=1

acαi
xαi ,
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faz de F[xn] um espaço vetorial sobre F e a extensão da operação do monoideM por bilinearidade

faz de F[xn] um objeto na categoria F-Alg , dita álgebra dos polinômios nas variáveis x1, . . . , xn.

Contudo, note que o conjunto X usado na construção de F[xn] poderia ser substituído por qual-

quer conjunto com n elementos. Por essa razão, dizemos também que F[xn] é a álgebra dos

polinômios em n variáveis.

Sejam E : F-Alg → Set o functor esquecimento e ι : X → E
�

F[xn]
�

a função inclusão. Então
�

F[xn], ι
�

é um objeto livre em F-Alg , uma vez que vale a seguinte proposição.

Proposição 1.2.1 (Propriedade universal de F[xn]). Seja E : F-Alg → Set o functor esquecimento.

Então, para toda A∈ F-Alg e toda f : X → E(A) função em Set , existe único morfismo f : F[xn]→
A em F-Alg tal que f = E( f ) ◦ ι, isto é, que comuta o diagrama abaixo.

X E
�

F[xn]
�

E(A)

ι

f
E( f )⟳

Demonstração. Ver Capítulo 1, Seção 1, Problema 6 em [Mor96]. ⊠

Sejam {a1, . . . , ar} ⊆ A ∈ F-Alg e considere, na Proposição 1.2.1, a função f : X → E(A),
x i ↦→ ai. A imagem de f , im( f ), é dita subálgebra finitamente gerada por {a1, . . . , ar}. Nesse caso,

denotamos im( f ) por F[ar]. Se A = F[ar], então dizemos que A é uma álgebra finitamente

gerada por {a1, . . . , ar}.
Sejam A ∈ F-Alg e S ⊆ An um subconjunto. Denotamos o conjunto das funções de S para A

por

F (S) := { f : S→ A}.

Proposição 1.2.2. Sejam A∈ F-Alg e S ⊆ An um subconjunto. Então

ρ : F[xn] → F (S)

f =
∑︁ℓ

i=1 cαi
xαi1

1 . . . xαin
n ↦→ f (a1, . . . , an) =

∑︁ℓ

i=1 cαi
aαi1

1 . . . aαin
n ,

é um morfismo em F-Alg .

Demonstração. Ver Capítulo 2, Seção 3 em [Lan02]. ⊠

Chamamos a função ρ da Proposição 1.2.2 de mapa de avaliação. Dizemos que {a1, . . . , ak} ⊆
A ∈ F-Alg é um conjunto algebricamente independente, se, para todo f ∈ F[xk] \ {0}, temos

que f (a1, . . . , ak) ̸= 0, ou seja, se o mapa de avaliação ρ é injetivo.

Proposição 1.2.3. Se {a1, . . . , an} ⊆ A ∈ F-Alg é um conjunto algebricamente independente,

então F[xn] é isomorfa à subálgebra F[an] de A, finitamente gerada por {a1, . . . , an}.

Demonstração. Da Proposição 1.2.1, temos que existe um homomorfismo ϕ : F[xn]→ F[an] tal

que ϕ(x i) = ai, para todo i = 1, . . . , n. Da independência algébrica de {a1, . . . , an}, temos que ϕ

é injetivo. A sobrejetividade é imediata. ⊠
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O grau de transcendência de A∈ F-Alg é definido como sendo

trdeg(A) :=

¨

sup{|S| | S ⊆ A é finito e algebricamente independente}, se A ̸= {0},
−1, se A= {0}.

Proposição 1.2.4. Vale que dimKrull

�

F[xn]
�

= trdeg
�

F[xn]
�

= n.

Demonstração. Ver Corolário 5.7 e Teorema 5.9 em [Kem11]. ⊠

Para todo k ∈ Z≥0, defina

F[xn]k := {0} ∪ { f ∈ F[xn] | se µ ∈ supt( f ), então o grau de µ é igual a k},

isto é, F[xn]k é formado pela união do polinômio zero com todos os polinômios tais que o suporte

dos termos têm grau igual a k. Note que F[xn]k é um subespaço de F[xn] e que F[xn]0 = F.

Proposição 1.2.5. A álgebra F[xn] é Z≥0-graduada, onde

F[xn] =
⨁︂

i∈Z≥0

F[xn]i.

Demonstração. Ver Capítulo 4, Exemplo 4.10 em [Tu11]. ⊠

Da Proposição 1.2.5, temos que todo f ∈ F[xn] se escreve unicamente como f = f0 + · · · + fd ,

onde fi ∈ F[xn]i e d = deg( f ). Nesse caso, chamamos fi de componente homogêneo de f e um

polinômio em F[xn]k é dito polinômio homogêneo de grau k.

1.3 Ordem monomial

Uma ordem parcial em um conjunto X é uma relação ≺ que é:

(i) reflexiva: para todo x ∈ X , ocorre x ≺ x;

(ii) antissimétrica: para todo x , y ∈ X , temos que se x ≺ y e y ≺ x , então x = y;

(iii) transitiva: para todo x , y, z ∈ X , temos que se x ≺ y e y ≺ z, então x ≺ z.

Nesse caso, também dizemos que X é um conjunto parcialmente ordenado, fato que pode ser

denotado por (X ,≺), para enfatizar qual é a relação de ordem parcial. Uma ordem parcial em

um conjunto X é dita ordem total, se satisfizer:

(iv) tricotomia: para todo x , y ∈ X , vale x ≺ y , y ≺ x ou x = y .

Nesse caso, assim como na ordem parcial, chamamos X ou (X ,≺) de conjunto totalmente orde-

nado.

Uma ordem ≺ emM é dita ordem monomial quando

(a) ≺ é ordem total;
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(b) 1≺ xα, sempre que α ̸= (0, . . . , 0);

(c) para todo µ,µ′,ν ∈M, se µ≺ µ′, então µν≺ µ′ν.

Considere em X = {x1, . . . , xn}, o conjunto gerador do monoideM, a ordem

xn < xn−1 < · · ·< x1.

Estendemos essa ordem aM, tomando

xα = xα1
1 . . . xαn

n , xβ = xβ1
1 . . . xβn

n ∈M

e analisando os valores de α1 − β1, α2 − β2 até αn − βn, nessa ordem, respeitando a ordem esta-

belecida em X . Se α1 − β1 < 0, então dizemos que xα < xβ. Se β1 −α1 < 0, então dizemos que

xβ < xα. Caso α1 − β1 = 0, então passamos a analisar α2 − β2 procedendo da mesma maneira

até chegar em αn − βn. Assim, definimos

xα < xβ ⇔ ∃ k ∈ {1, . . . , n} tal que ∀ i < k temos que αi − βi = 0 e αk − βk < 0.

Em outras palavras, podemos escrever também

xα < xβ ⇔ a entrada não nulo mais à esquerda de α−β = (α1 − β1, . . . ,αn − βn) é negativo.

Tal ordem é dita ordem lexicográfica.

Proposição 1.3.1. A ordem lexicográfica é uma ordem monomial.

Demonstração. Ver Capítulo 2, Seção 2, Proposição 4 em [CLO07]. ⊠

Observe que a ordem lexicográfica depende da ordem estabelecida para X e da maneira como

escrevemos os monômios em M, já que analisamos, no monômio, os expoentes correspondente

a x1, x2 até xn, onde xn < · · · < x1. Assim, se continuarmos a escrever os monômios como

xα1
1 . . . xαn

n , começando por x1 até chegar a xn, podemos definir a ordem lexicográfica com respeito

a ordem x1 < · · ·< xn, fazendo

xα < xβ ⇔ a entrada não nulo mais à direita de α−β é negativo.

Aqui, respeitando a ordem x1 < · · ·< xn em X , começamos a analisar os expoentes de xn e vamos

até o expoentes de x1, nessa ordem.

Dado (X ,≺) um conjunto parcialmente ordenado, dizemos que γ ∈ X é um elemento minimal,

se para todo η ∈ X , com η ≺ γ, temos que η = γ. Se em um conjunto totalmente ordenado,

qualquer subconjunto não vazio possuir um elemento minimal, então dizemos que tal conjunto é

bem ordenado (nesse caso, a ordem total é dita boa ordem).

Proposição 1.3.2. Toda ordem monomial é uma boa ordem.
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Demonstração. Ver Proposição 4.1 em [Cou12]. ⊠

Sejam f ∈ F[xn] \ {0} e < uma ordem monomial em M. O monômio líder de f , denotado

por lm<( f ), é o maior monômio de supt( f ), com respeito a ordem < (o símbolo < será omitido

sempre quando possível). O termo de f cujo suporte é lm( f ) é dito termo líder de f , denotado

por lt<( f ), e o coeficiente do termo líder é chamado de coeficiente líder de f , denotado por

lc( f ). Note que se f = λ ∈ F ⊆ F[xn] \ {0}, então lm( f ) = 1.

Proposição 1.3.3. Sejam f , g ∈ F[xn] \ {0}. Então

(a) lm( f + g)≤max
�

lm( f ), lm(g)
�

, valendo a igualdade se lm( f ) ̸= lm(g) (aqui, f + g ̸= 0);

(b) lm( f g) = lm( f ) lm(g).

Demonstração. Ver Capítulo 2, Seção 2, Lema 8 em [CLO07]. ⊠

Sejam ℓ ∈ Z>0 e 1 ≤ i1 < · · · < iℓ ≤ n uma sequência de índices. Dizemos que o conjunto

{z1, . . . , zℓ} ⊆ F[xn] é um sistema triangular crescente de polinômios em F[xn] com respeito a

i1 < · · ·< iℓ, se, para cada j = 1, . . . ,ℓ, temos que

z j = x i j
f j1 + f j2,

onde f j1 ∈ F[x1, . . . , x i j
]\{0} e f j2 ∈ F[x1, . . . , x i j−1], isto é, se z j é um polinômio com a ocorrência

da variável x i j
, mas que não ocorram as variáveis x i j+1

, . . . , x iℓ . Analogamente, dizemos que o

conjunto {z1, . . . , zℓ} ⊆ F[xn] é um sistema triangular decrescente de polinômios em F[xn] com

respeito a i1 < · · ·< iℓ, se, para cada j = 1, . . . ,ℓ, temos que

z j = x i j
f j1 + f j2,

onde f j1 ∈ F[x i j
, . . . , xn] \ {0} e f j2 ∈ F[x i j+1, . . . , xn].

Proposição 1.3.4. Seja {z1, . . . , zℓ} ⊆ F[xn] um sistema triangular crescente (decrescente) de

polinômios com respeito a 1≤ i1 < · · ·< iℓ ≤ n. Então {z1, . . . , zℓ} é um conjunto algebricamente

independente.

Demonstração. Vamos mostrar a proposição por indução sobre ℓ. Assim, se ℓ = 1, então {z1}
é um conjunto com um único polinômio, logo é algebricamente independente. Assuma que o

resultado vale para ℓ − 1. Vamos mostrar que o conjunto de polinômios {z1, . . . , zℓ}, como no

enunciado, é algebricamente independente. Para isso, suponha, por absurdo, que existe g ∈
F[t1, . . . , tℓ] um polinômio não nulo tal que g(z1, . . . , zℓ) = 0. Escreva

g = gk tk
ℓ
+ · · ·+ g1 tℓ + g0,

onde k ∈ Z≥0 e gi ∈ F[t1, . . . , tℓ−1], para todo i = 0, . . . , k. Se k = 0, então g ∈ F[t1, . . . , tℓ−1] e

g(z1, . . . , zℓ−1) = 0. Mas, por hipótese de indução, {z1, . . . , zℓ−1} é algebricamente independente,

o que nos leva a concluir que g = 0, fato que contradiz a suposição de que g ̸= 0. Dessa forma,



Noções algébricas preliminares 27

suponha que k > 0. Note que isso implica, em particular, que gk ̸= 0. Avaliando g nos polinômios

z1, . . . , zℓ, temos que

0= g(z1, . . . , zℓ) = gk(z1, . . . , zℓ−1)z
k
ℓ
+ · · ·+ g1(z1, . . . , zℓ−1)zℓ + g0(z1, . . . , zℓ).

Como gk ̸= 0, então gk(z1, . . . , zℓ−1) ̸= 0, pois, por hipótese de indução, {z1, . . . , zℓ−1} é um con-

junto algebricamente independente.

Por hipótese, zℓ contém a variável x iℓ . Considere a ordem lexicográfica com respeito a ordem

x1 < · · ·< xn. Assim, como zℓ contém a variavel x iℓ e não contêm as variáveis x iℓ+1, . . . , xn, então

lm(zℓ) = xαiℓm ̸= 0,

onde α > 0 e m ∈ F[x1, . . . , x iℓ−1]. Logo,

1< lm(zℓ)< · · ·< lm(zk−1
ℓ
) = x (k−1)α

iℓ
mk−1 < lm(zk

ℓ
) = x kα

iℓ
mk.

Por hipótese, também temos que z1, . . . , zℓ−1 não contém a variável x iℓ . Daí, podemos concluir

que se i < j, então

lm
�

gi(z1, . . . , zℓ−1)z
i
ℓ

�

< lm
�

g j(z1, . . . , zℓ−1)z
j
ℓ

�

,

sempre que gi(z1, . . . , zℓ−1) ̸= 0 e g j(z1, . . . , zℓ−1) ̸= 0. Logo, pela Proposição 1.3.3,

lm
�

g(z1, . . . , zℓ)
�

=max
�

lm
�

gi(z1, . . . , zℓ−1)z
i
ℓ

�

| i = 0, . . . , k
�

= lm
�

gk(z1, . . . , zℓ−1)z
k
ℓ

�

=

= lm
�

gk(z1, . . . , zℓ−1)
�

lm
�

zk
ℓ

�

̸= 0.

Isso é um absurdo, pois g(z1, . . . , zℓ) = 0. Portanto, se g ∈ F[t1, . . . , tℓ]\{0}, então g(z1, . . . , zℓ) ̸=
0. ⊠

1.4 Topologia de Zariski para Fn

Seja I ⊴ F[xn] um ideal. O conjunto

V(I) := {(p1, . . . , pn) ∈ Fn | f (p1, . . . , pn) = 0, para todo f ∈ I}

é dito conjunto algébrico afim associada a I (ou apenas conjunto algébrico afim, quando não

for preciso enfatizar o ideal I).

Proposição 1.4.1. O conjunto {V(I) | I ⊴ F[xn]} define uma topologia em Fn, na qual V(I) são

os conjuntos fechados.

Demonstração. Ver Proposição 3.1 em [Kem11]. ⊠

A topologia da Proposição 1.4.1 é dita topologia de Zariski para Fn.

Proposição 1.4.2. Considere a topologia de Zariski em Fn.
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(a) Se |F|=∞, então quaisquer dois abertos se interceptam.

(b) Todo aberto é denso.

Demonstração. Ver Observação 3.3 em [Kem11]. ⊠

Dado X ⊆ Fn, definimos o ideal de aniquilação de X , como sendo

I(X ) := { f ∈ F[xn] | f (p1, . . . , pn) = 0, para todo (p1, . . . , pn) ∈ X }.

O anel de coordenadas de um conjunto algébrico afim V ⊆ Fn é definido como

F[V] := F[xn]⧸I(V).

Proposição 1.4.3. Seja V ⊆ Fn um conjunto algébrico afim. Considere a função ρ da Proposição

1.2.2. Então a função
ψ : F[V] → F (V)
f + I(V) ↦→ ρ( f )

é um morfismo injetor em F-Alg .

Demonstração. Ver Definição 2.3.12 em [BT14]. ⊠

Da Proposição 1.4.3, temos que im(ψ) é isomorfo a F[V], ou seja, podemos ver qualquer

elemento em F[V] = F[xn]⧸I(V) como sendo uma função de V ⊆ Fn para F.
Dizemos que um conjunto algébrico afim V ⊆ Fn é irredutível, se V ̸= {0} e se dados quaisquer

dois conjuntos algébricos V1,V2, com V1 ̸= V ̸= V2, temos que V ̸= V1 ∪V2.

Proposição 1.4.4. Um conjunto algébrico afim V(I) ⊆ Fn é irredutível se, e somente se, I
�

V(I)
�

é ideal primo de F[xn].

Demonstração. Ver Teorema 3.10 em [Kem11]. ⊠

Um conjunto algébrico afim irredutível é chamando de variedade afim. Sejam V1 ⊆ Fn e

V2 ⊆ Fm variedades afim. Uma função F : V1 → V2 é um morfismo de variedades, se existem

f1, . . . , fm ∈ F[xn] tais que F(p) =
�

f1(p), . . . , fm(p)
�

, para todo p ∈ V1. Um morfismo de va-

riedades F : V1 → V2 é um isomorfismo de variedades, se existe G : V2 → V1 um morfismo de

variedades tal que F ◦ G = idV1
e G ◦ F = idV2

.

Se V ⊆ Fn é uma variedade afim, então, pela Proposição 1.4.4, seu anel de coordenadas, F[V],
é um domínio integral. Nesse caso, definimos o corpo das funções racionais de V como sendo

F(V) := Frac
�

F[V]
�

.

Um elemento de F(V) é dito função racional de V .

Proposição 1.4.5. Sejam V uma variedade afim e F(V) seu corpo de funções racionais. Seja

U ⊆ V um conjunto aberto não vazio. Se f , g ∈ F(V) e f |U = g|U , então f = g. Em outras

palavras, uma função racional de uma variedade afim é completamente determinada por seus

valores em um aberto da variedade afim.
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Demonstração. Ver Observação 3.1.1 em [Har77]. ⊠

Denote o corpo de frações de F[xn], por F(xn), isto é,

F(xn) := Frac
�

F[xn]
�

.

Exemplo 1.4.6. Seja I = 〈0〉 ⊆ F[xn]. Então V(I) = Fn e I
�

V(I)
�

= I . Assim, F[V(I)] =
F[xn]⧸〈0〉 pode ser vista como F[xn]. Com essa identificação, temos que F(xn) é o corpo das

funções racionais de Fn. □

Definimos um sistema triangular crescente (decrescente) de funções racionais com respeito a

1 ≤ i1 < · · · < iℓ ≤ n semelhantemente à definição de sistema triangular crescente (decrescente)

de polinômios. Assim, temos um resultado análogo àquele visto na Proposição 1.3.4, conforme

apresentado abaixo.

Proposição 1.4.7. Sejam {h1, . . . , hℓ} ⊆ F(xn) um sistema triangular decrescente (crescente) de

funções racionais com respeito a 1 ≤ i1 < · · · < iℓ ≤ n, isto é, para cada j = 1, . . . ,ℓ, a função

racional h j contém a variável x i j
, mas que não contêm as variáveis x1, . . . , x i j−1. Então {h1, . . . , hℓ}

é um conjunto algebricamente independente.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que existe f ∈ F[t1, . . . , tℓ]\{0} tal que f (h1, . . . , hℓ) = 0.

Assuma que f é de menor grau total possível. Note que f (h1, . . . , hℓ) ∈ F(xn) é a função racional

de Fn igual a zero. Logo, a derivada parcial de f (h1, . . . , hℓ) com relação a x i,
∂ f (h1, . . . , hℓ)

∂ x i
, é

igual a zero, para todo i = 1, . . . , n. Por outro lado, pela Regra da Cadeia,

∂ f (h1, . . . , hℓ)
∂ x i

=
ℓ
∑︂

j=1

∂ f
∂ t j
(h1, . . . , hℓ)

∂ h j

∂ x i
,

para todo i = 1, . . . , n. Assim, temos que

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

∂ h1

∂ x1
· · ·

∂ hℓ
∂ x1

∂ h1

∂ x2
· · ·

∂ hℓ
∂ x2

...
. . .

...

∂ h1

∂ xn
· · ·

∂ hℓ
∂ xn

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

n×ℓ

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

∂ f
∂ t1
(h1, . . . , hℓ)

∂ f
∂ t2
(h1, . . . , hℓ)

...

∂ f
∂ tℓ
(h1, . . . , hℓ)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

ℓ×1

=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

0

0
...

0

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

n×1

. (1.4.1)

Como a função f ̸= 0, então existe algum i = 1, . . . ,ℓ tal que
∂ f
∂ t i
̸= 0. Assim, o grau total

de
∂ f
∂ t i

é menor do que o grau total de f . Uma vez que f é o polinômio de menor grau total

onde f (h1, . . . , hℓ) = 0, então
∂ f
∂ t i
(h1, . . . , hℓ) ̸= 0. Logo, da Equação (1.4.1), temos que a matriz

�

∂ h j

∂ x i

�

i j

leva um vetor não nulo em um vetor nulo, o que implica que seu posto é menor do que
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ℓ. Contudo, a hipótese de que, para cada j = 1, . . . ,ℓ, a função h j contém a variável x i j
, mas não

contêm as variáveis x1, . . . , x i j−1, implica que o posto da mesma matriz

�

∂ h j

∂ x i

�

i j

é igual a ℓ, já que

podemos escalonar essa matriz de modo a obter nas ℓ primeiras linhas a submatriz

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

∂ h1

∂ x i1

∗ · · · ∗

0
∂ h2

∂ x i2
· · · ∗

...
...

. . .
...

0 0 · · ·
∂ hℓ
∂ x iℓ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

,

onde
∂ h j

∂ x i j

̸= 0, para todo j = 1, . . . ,ℓ, e ∗ é uma função racional qualquer em F(xn). Isso é uma

contradição. Portanto, se f ∈ F[t1, . . . , tℓ] \ {0}, então f (h1, . . . , hℓ) ̸= 0. ⊠

1.5 Álgebra de Lie nilpotente e solúvel

Uma álgebra de Lie, L, é uma álgebra sobre F cuja multiplicação, denotada por [·, ·] e cha-

mada de colchete de Lie, satisfaz:

(a) anticomutatividade, isto é, para todo x ∈ L, [x , x] = 0 e

(b) identidade de Jacobi, isto é, dados x , y, z ∈ L,

[x , [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x , y]] = 0.

Vamos trabalhar com álgebras de dimensão finita.

Exemplo 1.5.1. Seja A uma álgebra associativa, onde a multiplicação é denotada pela justaposi-

ção dos elementos, então o espaço vetorial A com a multiplicação definida por [x , y] := x y − y x

é uma álgebra de Lie, denotada por [A] e dita álgebra de Lie subjacente à álgebra associativa.

Em particular, se V é um espaço vetorial, então End(V ) é uma álgebra associativa. Nesse caso,

denotamos [End(V )] por gl(V ). □

Defina ζ0(L) = {0}, ζ1(L) = Z(L) e, para cada i ∈ Z>0, defina ζi+1(L) como sendo o único

ideal de L, contendo ζi(L), que faz corresponder, segundo o Teorema da Correspondência, ao

ideal Z
�

L⧸ζi(L)
�

. Então, temos que

ζ0(L) ⊆ ζ1(L) ⊆ ζ2(L) ⊆ · · ·

Essa cadeia é dita cadeia central superior de L. Chamamos uma álgebra de Lie L de nilpotente,

se existe n ∈ Z>0 tal que ζn(L) = L.
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Exemplo 1.5.2. Considere a álgebra de Lie L com base {x1, x2, x3}, cujo colchete não trivial é

[x1, x2] = x3. Tal álgebra é denominada álgebra de Heisenberg. Observe que seu centro é

Z(L) = 〈x3〉, ou seja, ζ1(L) = 〈x3〉. Observe também que L⧸ζ1(L) é abeliano. Logo, ζ2(L) = L.

Portanto, L é nilpotente. □

Defina L(1) := L e, para todo i ∈ Z>0, defina L(i+1) := [L(i), L(i)]. Chamamos a cadeia

L = L(1) ⊇ L(2) ⊇ L(3) ⊇ · · ·

de cadeia derivada. Uma álgebra de Lie L tal que L(n) = {0}, para algum n ∈ Z>0, é dita solúvel.

Exemplo 1.5.3. Seja L a álgebra de Lie com base {x1, x2} e cujo colchete não trivial é [x1, x2] =
−x2. Nessa álgebra, temos que L(2) = 〈x2〉 e L(3) = {0}. Logo, essa é uma álgebra solúvel. Note

que o centro dessa álgebra é trivial, portanto ela não é nilpotente. □

Seja {x1, . . . , xn} uma base de uma álgebra de Lie nilpotente L. Defina I0 := {0} e Ii como

sendo o subespaço gerado por {x1, . . . , x i}. Dizemos que {x1, . . . , xn} é uma base triangular de

L, se

[L, Ii] ⊆ Ii−1,

para todo i ∈ {1, . . . , n}.
A proposição a seguir nos mostrará como obter uma base triangular de uma álgebra de Lie

nilpotente.

Proposição 1.5.4. Seja L uma álgebra de Lie nilpotente de dimensão igual a n ∈ Z>0. Então L

possui uma base triangular.

Demonstração. Como L é nilpotente, então existe ℓ ∈ Z>0 tal que ζℓ(L) = L. Assim, temos a

seguinte cadeia

ζ0(L) ⊆ ζ1(L) ⊆ ζ2(L) ⊆ · · · ⊆ ζℓ(L)

= = =

{0} Z(L) L

Lembre-se de que ζi(L) é ideal de L, para todo i ∈ {1, . . . , n}. Assim, seja {x1, . . . , xm1
} base de

ζ1(L). Como ζ1(L) ⊆ ζ2(L), vamos completar a base de ζ1(L) para formar uma base de ζ2(L),
qual seja, {x1, . . . , xm1

, xm1+1, . . . , xm2
}. Procedendo dessa maneira, obtemos uma base de L, dada

por
�

x1, . . . , xm1
, xm1+1, . . . , xm2

, . . . , xmℓ−1+1, . . . , xn

	

.

Observe que, para todo i ∈ Z>0, temos que ζi⧸ζi−1
= Z

�

L⧸ζi−1

�

. Assim, se x ∈ L e y ∈ ζi, então

y + ζi−1 ∈ Z
�

L⧸ζi−1

�

e, consequentemente,

[x , y] + ζi−1 = [x + ζi−1, y + ζi−1] = 0+ ζi−1.

Isto significa que [L,ζi] ⊆ ζi−1, de onde concluímos que qualquer subespaço S tal que ζi−1 ⊆ S ⊆
ζi é um ideal de L. Portanto, podemos definir Ii para ser o subespaço gerado por {x1, . . . , x i}. ⊠



Noções algébricas preliminares 32

Há também um conceito de base triangular para álgebras de Lie solúveis, análogo ao conceito

definido para álgebras nilpotentes. Dizemos que {x1, . . . , xn} é uma base triangular de uma ál-

gebra de Lie solúvel, se o subespaço gerado por {x1, . . . , x i} é um ideal. Álgebras de Lie solúveis

que admitem uma base triangular são ditas completamente solúveis. Além disso, tal base é garan-

tida pelo Teorema de Lie, no caso onde o corpo sobre o qual a álgebra esteja definida contenha

todos os autovalores de ad(x), para todo x ∈ L (veja Teorema 1.25 e Corolário 1.29 em [Kna02]
e Observação 1.3.14 em [Dix96]).

1.6 Derivações de uma álgebra

Sejam F um corpo e A∈ F-Alg . Definimos uma F-derivação de A ou, simplesmente, derivação,

quando F e A estiverem claros, como sendo uma função D : A→ A que satisfaz:

(a) (F-linearidade) D(λa1 + a2) = λD(a1) + D(a2), para todo λ ∈ F e todo a1, a2 ∈ A,

(b) (regra de Leibniz) D(a1a2) = a1D(a2) + a2D(a1), para todo a1, a2 ∈ A.

Denotamos por DerF(A) o conjunto de todas as F-derivações de A. Dados a ∈ A e D ∈ DerF(A),
definimos (aD)(a′) := a

�

D(a′)
�

, para todo a′ ∈ A. Tal definição faz DerF(A) um A-módulo. Pode-se

ver também que, definindo

[D1, D2](a) := D1

�

D2(a)
�

− D2

�

D1(a)
�

,

onde a ∈ A e D1, D2 ∈ DerF(A), temos que [D1, D2] ∈ DerF(A). Com essa definição, temos que

DerF(A) é uma álgebra de Lie.

Exemplo 1.6.1. Na álgebra F[xn], podemos definir

Dx i
: F[xn] → F[xn]

f ↦→
∂ f
∂ x i

,

onde
∂ f
∂ x i

é a derivada parcial formal de f com relação à x i. Das propriedades da derivada parcial

formal de um polinômio, temos que Dx i
∈ DerF

�

F[xn]
�

, para todo i = 1, . . . , n. □

Observação 1.6.2. Seja A uma álgebra finitamente gerada por {a1, . . . , an}. Então toda derivação

D ∈ DerF(A) é determinada por seus valores em D(ai), com i = 1, . . . , n, porque se a ∈ A, então a

pode ser escrito como
∑︁m

i=1 cαi
aα1

1 . . . aαn
n e, pela linearidade e regra de Leibniz, temos que

D(a) =
m
∑︂

i=1

cαi

n
∑︂

j=1

α ja
α1
1 . . . a

α j−1
j . . . aαn

n D(a j).

Em particular, se A = F[xn], então Dx i
é caracterizada como sendo a derivação tal que avaliada

em x j resulta em δi j, para todo j = 1, . . . , n, onde δi j a função delta de Kronecker. Além disso,
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se D ∈ DerF
�

F[xn]
�

, então, definindo D′ = D(x1)Dx1
+ · · · + D(xn)Dxn

, temos que D = D′, pois

D(x i) = D′(x i), para todo i = 1, . . . , n. □

Proposição 1.6.3. Seja A ∈ F-Alg um F-domínio. Então, qualquer D ∈ DerF(A) pode ser esten-

dida, unicamente, para uma derivação eD ∈ DerF
�

Frac(A)
�

, fazendo

eD
�a

b

�

:=
bD(a)− aD(b)

b2
.

Demonstração. Ver Teorema 1.1 em [Kap57]. ⊠

Exemplo 1.6.4. Usando a Proposição 1.6.3, temos que a derivação Dx i
∈ DerF

�

F[xn]
�

, apresen-

tada no Exemplo 1.6.1, define a derivação eDx i
∈ DerF

�

F(xn)
�

a qual, muitas vezes, por abuso de

notação, denotamos por Dx i
. □

Proposição 1.6.5. O F[xn]-módulo DerF
�

F[xn]
�

é livre com base {Dx i
| i = 1, . . . , n}.

Demonstração. Seja D ∈ DerF
�

F[xn]
�

. Então, pela Observação 1.6.2, temos que D = D(x1)Dx1
+

· · ·+ D(xn)Dxn
. Assim, definindo fi := D(x i), obtemos

D =
n
∑︂

i=1

fi Dx i
,

ou seja, {Dx i
| i = 1, . . . , n} gera DerF

�

F[xn]
�

. Agora, supondo que
n
∑︁

i=1
fi Dx i

= 0 e calculando tal

derivação no polinômio x i, concluímos que fi = 0, para todo i = 1, . . . , n. Portanto, {Dx i
| i =

1, . . . , n} é base de DerF
�

F[xn]
�

. ⊠

Veremos, agora, que as extensões de Dx i
, conforme visto no Exemplo 1.6.4 também formam

uma base para o F(xn)-módulo DerF
�

F(xn)
�

.

Proposição 1.6.6. O F(xn)-módulo DerF
�

F(xn)
�

é livre com base {eDx i
| i = 1, . . . , n}.

Demonstração. De maneira análoga à Proposição 1.6.5, mostra-se que {eDx i
| i = 1, . . . , n} é

linearmente independente. Vamos mostrar que esse conjunto gera DerF
�

F(xn)
�

. Para isso, seja

D ∈ DerF
�

F(xn)
�

e escreva

Dr := D|F[xn] : F[xn]→ F(xn)

Veja que, para cada i ∈ {1, . . . , n}, podemos escrever Dr(x i) =
fi

gi
, com fi, gi ∈ F[xn]. Seja

M =mmc (g1, . . . , gn). Então M Dr ∈ DerF
�

F[xn]
�

e, pela Proposição 1.6.5, existem p1, . . . , pn tais

que

M Dr =
n
∑︂

i=1

pi Dx i
,

o que implica que Dr =
∑︁n

i=1

pi

M
Dx i

. Defina fDr :=
∑︁n

i=1

pi

M
eDx i

. Vamos mostrar que fDr = D, o que
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finaliza a demonstração. Para isso, tome
h
q
∈ F(xn). Então

fDr

�

h
q

�

=
n
∑︂

i=1

pi

M
eDx i

�

h
q

�

=
n
∑︂

i=1

pi

M

�

Dx i
(h)q− Dx i

(q)h

q2

�

=
1
q2

�

n
∑︂

i=1

pi

M
Dx i
(h)q−

n
∑︂

i=1

pi

M
Dx i
(q)h

�

=

=
1
q2

�

Dr(h)q− Dr(q)h
�

=
1
q2

�

D(h)q− D(q)h
�

= D
�

h
q

�

. ⊠

O núcleo de D ∈ DerF(A) é definido como sendo o conjunto de todo a ∈ A tal que D(a) = 0, o

qual denotamos por ker(D) ou por AD.

Proposição 1.6.7. Se A é um corpo e D ∈ DerF(A), então AD é um corpo.

Demonstração. Basta mostrar que se a ∈ AD, então a−1 ∈ AD. Isso segue do fato de que D(aa−1) =
D(1), e que D(1) = 0, pois D(1) = D(12) = 2D(1). ⊠

Lema 1.6.8. Sejam ℓ ∈ Z≥0, P ∈Matℓ×ℓ
�

F(xn)
�

invertível e Di =
∑︁n

j=1 fi j Dx j
∈ DerF

�

F(xn)
�

, para

cada i = 1, . . . ,ℓ. Defina M = ( fi j) ∈Matℓ×n

�

F(xn)
�

e M ′ = PM := ( f ′i j) ∈Matℓ×n

�

F(xn)
�

. Defina

D′i =
∑︁n

j=1 f ′i j Dx j
∈ DerF

�

F(xn)
�

. Então

F(xn)
D1
⋂︂

· · ·
⋂︂

F(xn)
Dℓ = F(xn)

D′1
⋂︂

· · ·
⋂︂

F(xn)
D′
ℓ .

Demonstração. Denote∇X :=
�

Dx1
· · · Dx1

�⊺
. Então, f ∈ F(xn)D1∩· · ·∩F(xn)Dℓ , se, e somente

se, Di( f ) = 0, para todo i = 1, . . . ,ℓ. Isso significa que

M∇X ( f ) =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

f11 f12 · · · f1n

f21 f22 · · · f2n
...

...
. . .

...

fℓ1 fℓ2 · · · fℓn

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

Dx1
( f )

Dx2
( f )
...

Dxn
( f )

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

0

0
...

0

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

ℓ×1

.

Multiplicando essa igualdade por P, concluímos que f ∈ F(xn)D
′
1 ∩ · · · ∩ F(xn)D

′
ℓ . Uma vez que P

é invertível, então a inclusão recíproca é análoga, pois M ′ = P−1M . ⊠

Proposição 1.6.9. Sejam D, D1, . . . , Dℓ ∈ DerF
�

F(xn)
�

e S o submódulo de DerF
�

F(xn)
�

gerado

por D1, . . . , Dℓ. Então D ∈ S se, e somente se, F(xn)D1 ∩ · · · ∩ F(xn)Dℓ ⊆ F(xn)D.

Demonstração. Suponha que D ∈ S. Então existem h1, . . . , hℓ ∈ F(xn) tais que D = h1D1 +
· · ·+ hℓDℓ. Assim, se g ∈ F(xn)D1 ∩ · · · ∩ F(xn)Dℓ , então Di(g) = 0, para todo i = 1, . . . ,ℓ. Logo,

D(g) = 0.

Reciprocamente, suponha que D ̸∈ S. Escreva D =
∑︁n

j=1 g j Dx j
e, para cada i = 1, . . . ,ℓ, escreva

Di =
∑︁n

j=1 fi j Dx j
. Defina M ∈Mat(ℓ+1)×n

�

F(xn)
�

, como sendo

M =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

g1 g2 · · · gn

f11 f12 · · · f1n
...

...
. . .

...

fℓ1 fℓ2 · · · fℓn

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

.
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Seja P ∈ Mat(ℓ+1)×(ℓ+1)

�

F(xn)
�

invertível tal que PM é a forma escalonada reduzida de M , dada

por

PM =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

0 · · · 0 m1k1
∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗

0 · · · 0 0 0 · · · 0 m2k2
∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 mℓ+1,kℓ+1
∗ · · · ∗

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

,

onde miki
= 1 é o pivô da linha i e ∗ é algum elemento em F(xn). Denote∇X :=

�

Dx1
· · · Dx1

�⊺
.

Sejam Li a i-ésima linha de PM e D′ = L1∇X e D′i = Li+1∇X , com i = 1, . . . ,ℓ, derivações em

DerF
�

F(xn)
�

. Pelo Lema 1.6.8, sabemos que

F(xn)
D
⋂︂

F(xn)
D1
⋂︂

· · ·
⋂︂

F(xn)
Dℓ = F(xn)

D′
⋂︂

F(xn)
D′1
⋂︂

· · ·
⋂︂

F(xn)
D′
ℓ .

Pela forma da matriz PM , temos que na derivação D′ o termo que multiplica Dxk1
é m1k1

= 1,

enquanto nas demais derivações o termo que multiplica Dxk1
é zero. Daí, podemos concluir que

xk1
∈ F(xn)D

′
1 ∩ · · · ∩ F(xn)D

′
ℓ , mas xk1

̸∈ F(xn)D
′
. Seja h= D′(xk1

) ̸= 0. Então

M∇X (xk1
) = P−1PM∇X (xk1

) = P−1

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

h

0
...

0

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

h′

0
...

0

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

,

com h′ ̸= 0. Portanto, xk1
∈ F(xn)D1 ∩ · · · ∩ F(xn)Dℓ \ F(xn)D, ou seja, F(xn)D1 ∩ · · · ∩ F(xn)Dℓ ̸⊆

F(xn)D. ⊠

1.6.1 Observação sobre a relação entre derivação e campo vetorial

Sejam n ∈ Z>0 e p ∈ Fn. Definimos espaço tangente de Fn no ponto p como sendo

TpFn := {p} × Fn = {(p,v) | v ∈ Fn}.

Dados (p,v1), (p,v2) ∈ TpFn e λ ∈ F, definindo

(p,v1) + (p,v2) := (p,v1 + v2) e λ(p,v1) := (p,λv1),

temos que TpFn é um espaço vetorial sobre F isomorfo ao espaço Fn, com uma base dada por

{(p,ei) | i = 1, . . . , n}, onde ei o vetor com coordenada 1 na posição i e zero nas demais.

A união disjunta de todos os espaços vetoriais é chamada de fibrado tangente de Fn e é

denotada por TFn, isto é,

TFn :=
⨆︂

p∈F
TpFn.

Um campo vetorial de Fn é uma função X : Fn → TFn, isto é, é uma função que associa um
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ponto p ∈ Fn a um vetor vp ∈ TpFn. Um exemplo de campo vetorial é a função

Dx i
(−) : Fn → TFn

p ↦→ Dx i
(−)|p = (p,ei) ∈ TpFn,

dita campo vetorial constante. Assim, como {(p,ei) | i = 1, . . . , n} é uma base de TpFn, dado um

campo vetorial X : Fn→ TFn, podemos escrever X (p) =
∑︁n

i=1 vi Dx i
(−)|p, onde vi ∈ F. Se existem

f1, . . . , fn ∈ F(xn) tais que
fi : Fn → F

p ↦→ vi,

então X é dito campo vetorial racional.

Denote por XFn o conjunto de todos os campos vetoriais racionais de Fn. Pode-se mostrar

que se X ∈ XFn, com X (p) =
∑︁n

i=1 fi(p)Dx i
(−)|p, então X =

∑︁n
i=1 fi Dx i

∈ DerF
�

F(xn)
�

e a função

ψ : XFn → DerF
�

F(xn)
�

X ↦→ X

é um isomorfismo entre espaços vetoriais. Para mais detalhes veja [Tu11].
Esse isomorfismo pode ser útil para estudar as derivações, usando as ferramentas da geome-

tria diferencial tais como formas diferenciais e folheações. Por exemplo, em [CMS09], os autores

apresentam um algoritmo para verificar se uma derivação em DerC
�

C[x1, x2]
�

, satisfazendo cer-

tas condições, tem uma curva algébrica invariante, utilizando técnicas da geometria diferencial.

Outro exemplo de texto que utiliza essa abordagem é o livro [ŠW14], onde se estuda o núcleo de

derivações lineares, conforme comentaremos mais adiante.

1.7 Álgebra de invariantes de uma álgebra de Lie

Seja L uma álgebra de Lie de dimensão finita, com base {x1, . . . , xn}. Defina F[L] := F[xn] a

álgebra dos polinômios nas variáveis {x1, . . . , xn}. Observe que, podemos identificar x ∈ L como

um elemento x ∈ F[L], ou seja, podemos ver L ⊆ F[L]. Considere a ação adjunta de x ∈ L,

ad(x) : L → L

y ↦→ [x , y].

Note que ad(x)(y) = [x , y] ∈ L ⊆ F[L], para todo y ∈ L. Pela Proposição 1.6.5, DerF
�

F[L]
�

é

um F[L]-módulo livre, com base Dx1
, . . . , Dxn

. Logo, definimos a derivação adjunta de x ∈ L (a

qual, por abuso de notação, é denotada pelo mesmo símbolo da ação adjunta de x ∈ L) como

sendo

ad(x) := ad(x)(x1)Dx1
+ · · ·+ ad(x)(xn)Dxn

= [x , x1]Dx1
+ · · ·+ [x , xn]Dxn

. (1.7.1)
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Denote o núcleo de ad(x) por F[xn]ad(x). A álgebra de invariantes polinomiais de L, denotada

por F[L]L, é definida como sendo

F[L]L := { f ∈ F[L] | ad(x)( f ) = 0, ∀ x ∈ L}=
⋂︂

x∈L

F[xn]
ad(x).

Uma vez que {x1, . . . , xn} é base de L, então

F[L]L =
n
⋂︂

i=1

F[xn]
ad(x i).

Estendendo a derivação ad(x) ∈ DerF
�

F[xn]
�

, apresentada na Equação (1.7.1), para uma

derivação em DerF
�

F(xn)
�

, conforme a Proposição 1.6.3, a qual receberá o mesmo nome, ad(x),
temos que

ad(x) = [x , x1]Dx1
+ · · ·+ [x , xn]Dxn

∈ DerF
�

F(xn)
�

,

sendo que, agora, interpretamos Dx i
como uma derivação no corpo de frações de F[xn]. Denote

o núcleo de ad(x) ∈ DerF
�

F(xn)
�

por F(xn)ad(x). Assim, similarmente à definição da álgebra de

invariantes polinomiais, definimos o corpo de invariantes racionais de L, denotada por F(L)L,

como sendo

F(L)L := { f ∈ F(L) | ad(x)( f ) = 0, ∀ x ∈ L}=
⋂︂

x∈L

F(xn)
ad(x).

Como {x1, . . . , xn} é base de L, então

F(L)L =
n
⋂︂

i=1

F(xn)
ad(x i).

Proposição 1.7.1. Sejam L uma álgebra de Lie nilpotente ou completamente solúvel e {x1, . . . , xn}
uma base triangular de L. Sejam k ∈ {1, . . . , n} e x ∈ L. Então

⋂︁k
i=1F(xn)ad(x i) é ad(x)-invariante,

ou seja,

ad(x)

� k
⋂︂

i=1

F(xn)
ad(x i)

�

⊆
k
⋂︂

i=1

F(xn)
ad(x i).

Demonstração. Sejam k ∈ {1, . . . , n}, x ∈ L e f ∈
⋂︁k

i=1F(xn)ad(x i). Temos que mostrar que

ad(x i)
�

ad(x)( f )
�

= 0, para todo i = 1, . . . , k. Sabemos que

ad : L → gl
�

F[L]
�

x ↦→ ad(x)

é um homomorfismo de álgebras de Lie. Logo, para qualquer i ∈ {1, . . . , k}, temos que

ad(x i)
�

ad(x)( f )
�

= ad(x)
�

ad(x i)( f )
�

+ ad
�

[x i, x]
�

( f )

Como f ∈
⋂︁k

i=1F(xn)ad(x i), então ad(x i)( f ) = 0, logo ad(x)
�

ad(x i)( f )
�

= 0. Pela propriedade da

base, dada pela Proposição 1.5.4, temos que [x i, x] é combinação linear de x1, . . . , x i−1. Assim,

uma vez que f ∈
⋂︁k

i=1F(xn)ad(x i), então ad
�

[x i, x]
�

( f ) = 0. ⊠
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Vamos apresentar uma relação entre as álgebras de invariantes polinomiais e racionais, quando

L é nilpotente.

Teorema 1.7.2. Se L é nilpotente, então

F(L)L = Frac
�

F[L]L
�

.

Demonstração. Seja
f
g
∈ Frac

�

F[L]L
�

. Então, para todo x ∈ L, ad(x)( f ) = ad(x)(g) = 0,

onde ad(x) ∈ DerF
�

F[L]
�

é a derivação adjunta na álgebra F[L]. Por abuso de notação, seja

ad(x) ∈ DerF
�

F(L)
�

, conforme Proposição 1.6.3, a derivação no corpo F(L). Então

ad(x)
�

f
g

�

=
ad(x)( f )g − ad(x)(g) f

g2
= 0.

Logo, f , g ∈ F(L)L. Reciprocamente, seja
f
g
∈ Frac

�

F(L)L
�

. Suponha, sem perda de generalidade,

que f e g são coprimos. Então

0= ad(x)
�

f
g

�

=
ad(x)( f )g − ad(x)(g) f

g2
= 0.

Logo, ad(x)( f )g = ad(x)(g) f . Daí, temos que ad(x)( f )g pertence tanto ao ideal 〈 f 〉, quanto ao

ideal 〈g〉. Mas, como mdc ( f , g) = 1, então 〈 f g〉= 〈 f 〉 ∩ 〈g〉. Isso implica que ad(x)( f )g = q f g,

com q ∈ F[xn]. Logo, ad(x)( f ) = q f . Uma vez que deg
�

ad(x)( f )
�

= deg( f ), então q = λx ∈ F,
ou seja, ad(x)( f ) = λx f . Como L é nilpotente, então existe n ∈ Z>0 tal que

0= ad(x)n( f ) = λn
x f .

Assim, λx = 0 e, por conseguinte, ad(x)( f ) = 0. Portanto, f , g ∈ F[L]L. ⊠

O exemplo a seguir mostra um caso onde o Teorema 1.7.2 não vale (veja que L, nesse exemplo,

não é nilpotente).

Exemplo 1.7.3. Seja L a álgebra com base {x1, x2, x3}, onde [x1, x3] = −x1, [x2, x3] = −x2 e

zero nos outros casos. Assim, temos que

ad(x1) = −x1Dx3
, ad(x2) = −x2Dx3

, ad(x3) = x1Dx1
+ x2Dx2

.

Uma vez que as derivações ad(x1) e ad(x2) são múltiplas de Dx3
, então

F(x3)
ad(x1) = F(x3)

ad(x2) = F(x1, x2).

Observe que ad(x3)
�

F(x1, x2)
�

⊆ F(x1, x2). Logo,

F(L)L = F(x3)
ad(x1)

⋂︂

F(x3)
ad(x2)

⋂︂

F(x3)
ad(x3) = F(x1, x2)

⋂︂

F(x3)
ad(x3) =

= F(x1, x2)
ad(x3)|F(x1,x2) ,
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ou seja, precisamos determinar o núcleo da derivação

ad(x3)|F(x1,x2) = x1Dx1
+ x2Dx2

=
�

x1 x2

�

�

1 0

0 1

��

Dx1

Dx2

�

.

Veremos, na Seção 4.2.2, que um conjunto algebricamente independente que gera o núcleo dessa

derivação é formado por elementos da forma x a
1 x b

2 , em que (a, b) ∈ Z2 são elementos da base do

conjunto solução da equação a+ b = 0. Portanto, (a, b) = (1,−1), ou seja,

F(L)L = F
�

x1

x2

�

.

Agora, observe que

F[L]L = F(L)L ∩ F[L] = F
�

x1

x2

�

∩ F[L] = F.

Portanto, F(L)L ̸= Frac
�

F[L]L
�

. □

Para finalizar essa seção, vamos apresentar mais um resultado envolvendo a álgebra de inva-

riantes polinomiais e o corpo de invariantes racionais.

Corolário 1.7.4. Seja L uma álgebra de Lie nilpotente de dimensão finita. Se F[L]L é um domínio

finitamente gerado, então

dimKrull

�

F[L]L
�

= trdeg
�

F(L)L
�

,

onde dimKrull

�

F[L]L
�

é a dimensão de Krull de F[L]L.

Demonstração. Sabe-se, de álgebra comutativa, que se A é um domínio finitamente gerado,

então dimKrull

�

F[L]L
�

= trdeg
�

Frac
�

F[L]L
�

�

. Mas, pelo Teorema 1.7.2, temos que F(L)L =
Frac

�

F[L]L
�

, o que conclui a demonstração. ⊠



40

Capítulo 2

Método das características

Neste capítulo, apresentamos o método das características, uma ferramenta baseada em Aná-

lise e adaptada ao estudo de derivações de F(xn). Discutimos as condições necessárias para a

aplicação do método, destacando o papel das curvas integrais, com forte caráter geométrico. Tal

método será crucial para a construção de um conjunto algebricamente independente que gera o

núcleo de uma derivação triangular, conforme veremos no Capítulo 3. Esse tipo de derivação, por

sua vez, será importante para nosso propósito de calcular um conjunto algebricamente indepen-

dente que gera o corpo de invariantes racionais de uma álgebra de Lie nilpotente, assunto a ser

tratado no Capítulo 5.

2.1 Hipóteses para aplicação do método

Seja D ∈ DerF
�

F(xn)
�

uma derivação. Nosso objetivo, neste capítulo, é descrever F(xn)D,

construindo geradores algebricamente independentes, no caso em que certas condições são sa-

tisfeitas. Nossa abordagem se baseia no método das características, que é uma técnica usada em

Análise para se resolver equações diferenciais parciais de primeira ordem a partir de curvas inte-

grais (veja [Eva10], Seção 3.2). Para isso, vamos, primeiro, a uma definição.

Seja D =
∑︁n

i=1 fi Dx i
∈ DerF

�

F(xn)
�

. Considere c = (c1, . . . , cn) ∈ F[t]n, isto é, uma n-úpla de

polinômios em F[t]. Dizemos que c é uma curva integral (ou curva característica) de D, se

Dt(ci) = fi(c), para todo i ∈ {1, . . . , n}, (2.1.1)

onde Dt é a derivada em relação à t. Note que uma curva integral c = (c1, . . . , cn) ∈ F[t]n de D

pode ser vista como a função c : F→ Fn, t ↦→
�

c1(t), . . . , cn(t)
�

. Nesse caso, dizemos que p ∈ Fn

pertence a c, se p pertence ao conjunto imagem de c, isto é, se existe t ∈ F tal que p= c(t).

Exemplo 2.1.1. Considere a derivação

D = x1Dx2
+ x2Dx3

∈ DerF
�

F(x1, x2, x3)
�

.

Note que tal derivação, considerando a Seção 1.6.1, está associada a um campo vetorial que
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relaciona o ponto p= (p1, p2, p3) ∈ F3 ao vetor (0, p1, p2) ∈ TpF3, conforme figura abaixo.

x1

x2

x3

•
p

x1

x2

x3

Por definição, uma curva integral de D, é uma tripla c= (c1, c2, c3) ∈ F[t]3, que satisfaz o sistema

Dt(c1) = 0, Dt(c2) = c1, Dt(c3) = c2.

Por integração, obtemos como solução desse sistema, a família de curvas (cp)p∈F3 , onde

cp = (cp1, cp2, cp3) =
�

p1, p1 t + p2, p1
t2

2
+ p2 t + p3

�

.

x1

x2

x3

•p

cp

Nesse caso, veja que p = cp(0), ou seja, todo ponto p ∈ F3 pertence a alguma curva integral.

Além disso, sejam p,q ∈ F3 tais que q ∈ cp, isto é,

q = (q1, q2, q3) = cp(t0) =
�

cp1(t0), cp2(t0), cp3(t0)
�

, para algum t0 ∈ F.

Isso nos dá

q1 = p1, q2 = p1 t0 + p2 e q3 = p1

t2
0

2
+ p2 t0 + p3. (2.1.2)

Considere a curva integral

cq = (cq1, cq2, cq3) =
�

q1, q1 t + q2, q1
t2

2
+ q2 t + q3

�

.

Então, usando as Equações 2.1.2, obtemos

cq1 = q1 = p1 = cp1(t + t0),

cq2 = q1 t + q2 = p1 t + p1 t0 + p2 = p1(t + t0) + p2 = cp2(t + t0),
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cq3 = q1
t2

2
+ q2 t + q3 = p1

t2

2
+ (p1 t0 + p2)t + p1

t2
0

2
+ p2 t0 + p3 =

= p1

�

t2

2
+

t2
0

2
+ t t0

�

+ p2(t + t0) + p3 = p1
(t + t0)2

2
+ p2(t + t0) + p3 = cp3(t + t0).

Logo, cq(t) = cp(t + t0), ou seja, im(cp) = im(cq). Com isso, temos que se cp ∩ cq ̸= ∅, então

im(cp) = im(cq). Uma vez que cada ponto p ∈ F3 pertence à curva integral cp, com a conta que

acabamos de fazer, concluímos que, para esse exemplo, todo ponto p ∈ F3 pertence a uma única

curva integral, onde unicidade, nesse contexto, significa a imagem da curva e não sua expressão

como função. □

Uma propriedade notável das curvas integrais de uma derivação D ∈ DerF
�

F(xn)
�

manifesta-

se ao avaliar uma função pertencente ao núcleo de D ao longo de uma dessas curvas, conforme a

Proposição 2.1.2.

Proposição 2.1.2. Seja D ∈ DerF
�

F(xn)
�

. Se f ∈ F(xn)D e c é uma curva integral de D, então

f (c) ∈ F,

ou seja, f é constante ao longo das curvas integrais.

Demonstração. Seja c = (c1, . . . , cn) ∈ F[t]n uma curva integral de D. Seja f ∈ F(xn). Então,

podemos ver f (c) = f (c1, . . . , cn) ∈ F(t). Assim, pela Regra da Cadeia, temos que

Dt

�

f (c)
�

=
n
∑︂

i=1

Dx i
( f )(c)Dt(ci).

Sabemos, da Proposição 1.6.6, que podemos escrever D =
∑︁n

i=1 fi Dx i
, com fi ∈ F(xn). Dessa

forma, usando a definição de curva integral, temos que Dt(ci) = fi(c), para todo i = 1, . . . , n.

Logo,

Dt

�

f (c)
�

=
n
∑︂

i=1

Dx i
( f )(c)Dt(ci) =

n
∑︂

i=1

fi(c)Dx i
( f )(c) =

�

n
∑︂

i=1

fi Dx i
( f )

�

(c) = D( f )(c).

Assim, como f ∈ F(xn)D, temos que D( f )(c) = 0, o que implica Dt

�

f (c)
�

= 0. Uma vez que, para

todo g ∈ F(t), Dt(g) = 0 se, e somente se, g ∈ F, concluímos que f (c) é constante. ⊠

Como mencionado no início desta seção, nosso objetivo é descrever F(xn)D por meio da cons-

trução de geradores algebricamente independentes sob determinadas condições. Apresentaremos

agora três hipóteses que, caso sejam satisfeitas por uma derivação, permitirão alcançar esse ob-

jetivo. Tais hipóteses são:

(H1) existe U ⊆ Fn um aberto de Zariski tal que para cada p ∈ U existe única curva integral c

de D (lembrando que unicidade se refere a imagem da curva) tal que p ∈ c (tal curva é,

frequentemente, denotada por cp);
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(H2) existe Γ ⊆ Fn uma variedade afim isomorfa a Fn−1 tal que Γ ∩ U ̸= ∅ e, para todo p ∈ U , a

interseção cp ∩ Γ contém exatamente um elemento, denotado por p0;

(H3) cada componente da correspondência

ϕ : U → Γ

p ↦→ p0

(2.1.3)

é uma função racional de Fn.

Observação 2.1.3. As hipóteses acima nos remetem ao conceito de folheação do aberto U ⊆
Fn. Esse é um conceito que envolve muitas definições, tais como: espaço topológico Hausdorff

com base enumerável, atlas maximal, funções de classe C k, sistema de coordenadas admissível,

variedade diferenciável, mergulho, entre outros. Os detalhes dessas definições podem ser vistos

em [Lee13]. Contudo, sem aprofundarmos em tais detalhes, dado p ∈ U , por (H1), existe única

curva integral c de D tal que p= c(tp), para algum tp ∈ F e, por (H2) e (H3), podemos considerar

a função ϕ : U → Γ dada em (2.1.3). Assim, tomando a função ψ : U → F× Γ , p ↦→
�

tp,ϕ(p)
�

,

temos que (U ,ψ) é uma variedade de dimensão n.

F

Γ ∼= Fn−1

×
ϕ(p) •

ψ(p) =
�

tp,ϕ(p)
�

U

ψ
•

p= c(tp)

c

Nesse contexto, temos ainda que cada curva integral da derivação é uma subvariedade conexa

de dimensão 1 de U e U = ⊔p∈U cp é uma união disjunta. Além disso, para todo p ∈ c temos que

ϕ(p) = a ∈ Γ é um valor constante, logo ψ(p) = (tp,a). Isso faz de F = {cp}p∈U uma folheação

de dimensão 1 de U , pois, por definição, uma folheação de dimensão k de uma variedade M de

dimensão n é uma coleção F = {Fi}i∈I tal que

(a) Fi é subvariedade conexa de dimensão k

(b) M =
⨆︂

i∈I

Fi

(c) para todo p ∈ M existe um aberto U ⊆ M contendo p e existe um sistema de coordenadas

ψ= (ψ1, . . . ,ψn) : M → Fn tal que para todo x ∈ U ∩ Fi

ψ j(x) = constante, com j = k+ 1, . . . , n. □
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2.2 Obtenção de geradores algebricamente independentes

Nesta seção, vamos considerar uma derivação D ∈ DerF
�

F(xn)
�

que satisfaz as hipóteses da

seção anterior e vamos construir um isomorfismo entre F(xn)D e um corpo finitamente gerado,

conforme apresentado na Proposição 2.2.1. Para isso, vamos a uma observação breve.

Seja F(Γ ) o corpo das funções racionais de Γ . Como Γ é uma variedade afim isomorfa a Fn−1,

então F(Γ ) pode ser visto como F(y1, . . . , yn−1). Sejam f0 ∈ F(Γ ), den( f0) o denominador de f0 e

V
�

den( f0)
�

= {p ∈ Γ | den( f0)(p) = 0} ⊆ Γ

o conjunto algébrico afim associada a den( f0), conforme visto na Seção 1.4. Considere também a

função ϕ : U → Γ , conforme definido na Equação (2.1.3). Dado p ∈ U \ϕ−1
�

V
�

den( f0)
�

�

, então

podemos considerar f0

�

ϕ(p)
�

∈ F.

Proposição 2.2.1. Seja D ∈ DerF
�

F(xn)
�

uma derivação que satisfaz as hipóteses (H1), (H2) e

(H3), vistas na Seção 2.1, para algum aberto de Zariski U e algum Γ ⊆ Fn isomorfo a Fn−1. Então

a função
α : F(Γ ) → F(xn)D

f0 ↦→ α( f0)

onde α( f0)(p) = f0

�

ϕ(p)
�

, para todo p ∈ U \ϕ−1
�

V
�

den( f0)
�

�

é um isomorfismo de corpos.

Demonstração. Vamos, primeiro, mostrar que α está bem definida, isto é, vamos mostrar que,

para todo f0 ∈ F(Γ ), temos que α( f0) ∈ F(xn)D. Para isso, precisamos mostrar que: (i) α( f0) é

uma função racional de Fn e (ii) D
�

α( f0)
�

= 0. Vejamos.

(i) Denote por Uden( f0) o conjunto U \ ϕ−1
�

V
�

den( f0)
�

�

e tome p ∈ Uden( f0). Por definição,

α( f0)(p) = f0

�

ϕ(p)
�

. Observe que, pela hipótese (H3), cada componente de ϕ é uma função

racional de Fn e, por definição, f0 é uma função racional de Γ . Como α( f0) é a composição dessas

funções, restrita ao conjunto Uden( f0), e sendo Uden( f0) um aberto de Zariski de Fn, então α( f0) é

uma função racional de Fn.

(ii) Sejam p1,p2 ∈ Uden( f0) pertencentes a uma curva integral c de D. Por definição de ϕ, temos

que ϕ(p1) = ϕ(p2). Logo, α( f0)(p1) = α( f0)(p2). Isso significa que, restrita a uma curva integral

de D, o valor de α( f0) é constante, ou seja, α( f0) ◦ c ∈ F. Note que α( f0) ∈ F(xn) e c ∈ F[t]n,

logo α( f0) ◦ c ∈ F[t]. Daí, Dt

�

α( f0) ◦ c
�

= 0. Assim, usando a Regra da Cadeia, temos que

0= Dt

�

α( f0) ◦ c
�

=
n
∑︂

j=1

Dx j

�

α( f0)
�

(c)Dt(c j) (2.2.1)

Pela Proposição 1.6.6, podemos escrever D =
∑︁n

i=1 fi Dx i
, onde fi ∈ F(xn). Nesse caso, como c é

uma curva integral de D, então Dt(c j) = f j(c), para todo j = 1, . . . , n. Dessa forma, voltando à
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Equação (2.2.1), temos que

n
∑︂

j=1

Dx j

�

α( f0)
�

(c)Dt(c j) =
n
∑︂

j=1

f j(c)Dx j

�

α( f0)
�

(c) = D
�

α( f0)
�|︁

|︁

c,

ou seja, D
�

α( f0)
�|︁

|︁

c = 0. Pela hipótese (H1), temos que todo ponto em U pertence a uma curva

integral, logo D
�

α( f0)
�|︁

|︁

c = 0 implica em D
�

α( f0)
�

(p) = 0, para todo p ∈ Uden( f0). Novamente, por

Uden( f0) ser um aberto de Zariski, obtemos que D
�

α( f0)
�

é a função nula em Fn, isto é, D
�

α( f0)
�

=
0.

Assim, concluímos que α está bem definida. Vamos mostrar, agora, que tal função é um homo-

morfismo de corpos. Para ver isso, basta observar que, dados f0, g0 ∈ F(Γ ), temos que

α( f0 g0)(p) =
�

f0 g0

��

ϕ(p)
�

= f0

�

ϕ(p)
�

g0

�

ϕ(p)
�

=
�

α( f0)(p)
��

α(g0)(p)
�

,

α( f0 + g0)(p) =
�

f0 + g0

��

ϕ(p)
�

= f0

�

ϕ(p)
�

+ g0

�

ϕ(p)
�

= α( f0)(p) +α(g0)(p).

Logo, α é um homomorfismo de corpos. Vamos mostrar que α é injetiva. Para isso, suponha que

α( f0) = 0. Pela hipótese (H2), Γ ∩ U ̸=∅. Então

0= α( f0) = α( f0)|Γ∩U = f0|Γ∩U .

Uma vez que Γ ∩ U é um aberto de Γ , então f0 ∈ F(Γ ) é a função nula. Dessa forma, para

finalizar a demonstração, precisamos mostrar que α é sobrejetivo. Com esse intuito, suponha

que f ∈ F(xn)D. Seja Γ f := Γ \ V
�

den( f )
�

um aberto de Γ e defina f0 := f |Γ f
. Como cada

componente de ϕ é uma função racional de Fn, então cada componente é contínua na topologia

de Zariski. Assim, podemos afirmar que o conjunto ϕ−1
�

Γ f

�

⊆ U é um conjunto aberto em U .

Seja p ∈ ϕ−1
�

Γ f

�

. Pela Proposição 2.1.2, temos que f (p) = f
�

ϕ(p)
�

. Assim,

f (p) = f
�

ϕ(p)
�

= f0

�

ϕ(p)
�

= α( f0)(p).

Com isso, demonstramos que α é um isomorfismo de corpos. ⊠

Corolário 2.2.2. Considerando o enunciado da Proposição 2.2.1, e identificando F(Γ ) com o

corpo F(y1, . . . , yn−1), então

{α(y1), . . . ,α(yn−1)}

é um conjunto algebricamente independente que gera F(xn)D.

Demonstração. Segue do fato de α : F(y1, . . . , yn−1)→ F(xn)D ser um isomorfismo de corpos e

{y1, . . . , yn−1} ser um conjunto algebricamente independente em F(Γ ) = F(y1, . . . , yn−1). ⊠

Exemplo 2.2.3. Vamos retornar ao Exemplo 2.1.1, onde consideramos a derivação D = x1Dx2
+

x2Dx3
∈ Der

�

F(x3)
�

. Para determinarmos o isomorfismo dado pela Proposição 2.2.1, precisamos

achar U e Γ que satisfazem as hipóteses (H1), (H2) e (H3), ou seja, temos que encontrar U um
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aberto de Zariski tal que cada um dos seus pontos pertençam a uma única curva integral de D; e

temos que encontrar Γ isomorfo a F2 onde Γ ∩ U ̸= ∅ e onde uma curva integral intersectam Γ

em um único ponto de tal forma que cada componente da correspondência ϕ : U → Γ , p ↦→ p0

seja uma função racional de Fn. Vimos, no Exemplo 2.1.1, que F3 satisfaz (H1). Logo, (H1) vale

para um aberto U ⊆ F3 a ser definido adiante.

Para definir Γ , lembre-se de que, para cada p = (p1, p2, p3) ∈ F3, a curva integral cp é dada

por

cp = (cp1, cp2, cp3) =
�

p1, p1 t + p2, p1
t2

2
+ p2 t + p3

�

.

Note que cp2 é o primeiro componente de cp onde há a ocorrência de t. Assim, vamos definir

Γ := {(y1, 0, y3)|yi ∈ F}. Nesse caso, cp intersecta Γ se, e somente se, cp2 = 0, ou seja, a interseção

ocorre quando t = t0 := −
p2

p1
. Tal interseção é dada por

cp ∩ Γ =
��

cp1(t0), cp2(t0), cp3(t0)
�	

=

��

p1, 0, −
p2

2

2p1
+ p3

��

.

Aqui, precisamos que p1 ̸= 0. Portanto, o aberto que precisamos é U := {(x1, x2, x3) | x1 ̸= 0}.
Note que

U ∩ Γ = {(x1, 0, x3) | x1 ̸= 0} ≠∅.

Assim, (H1) e (H2) são satifeitas. Veja também que os componentes da correspondência p ↦→ p0

são funções racionais de F3, pois a função que leva p em cpi é uma função racional de Fn, uma vez

que as coordenadas de p são levadas nos coeficientes do polinômio cpi ∈ F[t]; e também porque

a função que leva cpi em cpi(t0) é uma função racional de Fn, já que t0 = −
p2

p1
. Portanto, (H3)

também se verifica. Dessa forma, o isomorfismo da Proposição 2.2.1 é

α : F(Γ ) → F(xn)D

y1 ↦→ α(y1)(x) = y1

�

x1, 0, −
x2

2

2x1
+ x3

�

= x1

y3 ↦→ α(y3)(x) = y3

�

x1, 0, −
x2

2

2x1
+ x3

�

= −
x2

2

2x1
+ x3.

Portanto, F(xn)D = F
�

x1,−
x2

2

2x1
+ x3

�

. □
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Capítulo 3

Derivações triangulares

As derivações triangulares de F(zn) formam uma classe especial de derivações que permitem

a aplicação do método das características, apresentado no Capítulo 2, possibilitando a constru-

ção um conjunto algebricamente independente que gera seus núcleos. No nosso contexto, essas

derivações surgem naturalmente ao lidarmos com álgebras de Lie nilpotentes de dimensão finita.

Para essas álgebras, é possível determinar uma base que conduz a uma sequência finita de deriva-

ções triangulares. A aplicação sucessiva do método das características a essa sequência possibilita

a construção de um conjunto algebricamente independente que gera a álgebra de invariantes ra-

cionais. Sendo assim, neste capítulo, exploraremos essa classe de derivações em maior detalhe.

3.1 Contextualização e definição

Seja A ∈ F-Alg e D ∈ DerF(A). Dizemos que D é uma derivação localmente nilpotente, se

para cada a ∈ A, existe n ∈ Z>0, tal que Dn(a) = 0, onde Dn é a composição de D com ele mesmo

n vezes. Derivações localmente nilpotentes exercem um papel importante na resposta ao 14º.

problema de Hilbert, que levanta a questão:

se K é um corpo tal que F ⊆K ⊆ F(zn), então K∩ F[zn] é uma F-álgebra finitamente gerada?

Tal questão pode ser vista na Seção 6.1 em [Fre17]. Em 1990, Robert, em [Rob90], apresentou

um exemplo que nega tal problema de Hilbert. Tal exemplo, conforme mostrou A’Campo-Neuen,

em [AN94], é de fato o núcleo de uma derivação localmente nilpotente.

Estamos interessados em um subconjunto das derivações localmente nilpotentes, o qual defi-

niremos agora. Sejam {a1, . . . , an} ⊆ A um conjunto algebricamente independente e F[an] a subál-

gebra de A gerada por {a1, . . . , an}. Dizemos que uma derivação D da álgebra F[an] é uma de-

rivação triangular com respeito ao conjunto {a1, . . . , an}, se D(a1) ∈ F e D(ai) ∈ F[a1, . . . , ai−1],
para todo i = 2, . . . , n. Uma derivação D ∈ DerF

�

F[an]
�

é uma derivação triangularizável se existe

{a′1, . . . , a′n} ⊆ F[an] um conjunto algebricamente independente que também gera F[an] tal que

D é triangular com respeito ao conjunto {a′1, . . . , a′n}.
Se A é um domínio, estendemos essa definição para Frac(A), dizendo que D ∈ DerF

�

Frac(A)
�

é uma derivação triangular com respeito ao conjunto {a1, . . . , an}, se D(a1) ∈ F e, para todo i =
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2, . . . , n, vale que D(ai) ∈ F[a1, . . . , ai−1]. Em particular, considerando a Observação 1.6.2, temos

que D ∈ DerF
�

F(zn)
�

é uma derivação triangular com respeito a {z1, . . . , zn}, se

D = D(z1)Dz1
+ · · ·+ D(zn)Dzn

,

onde Dzi
∈ DerF

�

F(zn)
�

é uma derivação do corpo F(zn) e D(zi) pertence à álgebra dos polinômios

F[zn], satisfazendo D(z1) ∈ F e D(zi) ∈ F[z1, . . . , zi−1].
A Proposição 3.29 de [Fre17] mostra que toda derivação triangularizável é localmente nil-

potente, contudo a recíproca não é verdadeira, conforme mostra o exemplo de Bass, dado pela

derivação

(z1z3 − z2
2)z1Dz2

+ 2(z1z3 − z2
2)z2Dz3

∈ DerF
�

F[z1, z2, z3]
�

e cuja demonstração pode ser vista na seção 3.8.1 de [Fre17].
Saber se uma derivação é triangularizável é algo difícil. Mas há trabalhos que buscam esse

objetivo, conforme visto no artigo [Dai10], onde há uma caracterização de tais derivações para

o caso de derivações em F[z1, z2, z3]. Além disso, ainda com uma perspectiva do 14º. problema

de Hilbert, temos, no artigo [DF01], um resultado que mostra que o núcleo de toda derivação

triangular em F[z1, z2, z3, z4] é finitamente gerada como F-álgebra.

Os próximos dois lemas mostram propriedades de derivações triangulares do corpo F(zn) que

serão usadas no decorrer do texto. Em ambos os lemas usaremos a ordem monomial lexicográfica

com respeito a ordem z1 < · · ·< zn, conforme visto na Seção 1.3. O Lema 3.1.1 faz uma afirmação

acerca do monômio líder de um polinômio no núcleo da derivação. Baseamos sua demonstração

naquela apresentada no Lema 3.3 de [dJS23], onde se demonstra algo semelhante para o down

operator, um exemplo de derivação triangular, que comentaremos mais tarde na Seção 3.4. O

Lema 3.1.2 mostrará que o monômio líder de polinômio f fora do núcleo da derivação é maior

do que o monômio líder do polinômio resultante da aplicação da derivação em f .

Lema 3.1.1. Seja

D = fkDzk
+ · · ·+ fnDzn

∈ DerF
�

F(zn)
�

uma derivação triangular com respeito ao conjunto {z1, . . . , zn}, onde fk ̸= 0, para algum k =
1, . . . , n. Considere a ordem monomial lexicográfica com respeito a ordem z1 < · · · < zn. Se

f ∈ F[zn]D, então lm( f ) não contém a variável zk.

Demonstração. Seja f ∈ F[zn]D e assuma, primeiro, que f ∈ F[z1, . . . , zk]. Escreva f = zℓkdℓ +
· · · + zkd1 + d0, onde di ∈ F[z1, . . . , zk−1], para todo i = 1, . . . ,ℓ. Se ℓ = 0, então f = d0, logo

lm( f ) não contém zk. Suponha que ℓ ̸= 0. Note que D(di) = 0, para todo i = 1, . . . ,ℓ, pois

di ∈ F[z1, . . . , zk−1] e D(zi) = 0. Assim,

0= D( f ) = D(zℓkdℓ + zℓ−1
k dℓ−1 + · · ·+ z2

k d2 + zkd1 + d0) =

= ℓzℓ−1
k dℓD(zk) + (ℓ− 1)zℓ−2

k dℓ−1D(zk) + · · ·+ 2zkd2D(zk) + d1D(zk) =

= ℓzℓ−1
k dℓ fk + (ℓ− 1)zℓ−2

k dℓ−1 fk + · · ·+ 2d1zk fk + d1 fk. (3.1.1)
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Analisando o coeficiente de zℓ−1
k , temos que ℓdℓ fk = 0, o que é um absurdo, porque ℓ, dℓ e fk são

todos diferentes de zero. Logo, ℓ= 0, ou seja, se f ∈ F[zn]D e f ∈ F[z1, . . . , zk], então lm( f ) não

contém zk.

Seja i ∈ {k, . . . , n} e suponha, por indução, que se f ∈ F[zn]D e f ∈ F[z1, . . . , zi], então lm( f )
não contém zk. Tome f ∈ F[zn]D tal que f ∈ F[z1, . . . , zi+1]. Escreva f = z r

i+1 br+ · · ·+zi+1 b1+ b0,

onde bi ∈ F[z1, . . . , zi]. Novamente, se r = 0, então f = b0 e, por indução, lm( f ) não contém zk.

Suponha que r ̸= 0. Note que, nesse caso,

lm( f ) = z r
i+1 lm(br). (3.1.2)

Aplicando D em f , como fizemos na Equação (3.1.1), obtemos

0= D( f ) = D(z r
i+1 br + z r−1

i+1 br−1 + · · · + z2
i+1 b2 + zi+1 b1 + b0) =

= rz r−1
i+1 fi+1 br + z r

i+1D(br) + (r − 1)z r−2
i+1 fi+1 br−1 + z r−1

i+1 D(br−1) + · · · +

+ 2zi+1 fi+1 b2 + z2
i+1D(b2) + fi+1 b1 + zi+1D(b1) + D(b0),

o que nos dá

D(br)z
r
i+1 +

�

r fi+1 br + D(br−1)
�

z r−1
i+1 + · · ·+

�

2 fi+1 b2 + D(b1)
�

zi+1 + fi+1 b1 + D(b0) = 0.

Disso, segue que D(br) = 0. Por indução, lm(br) não contém zk. Portanto, pela Equação (3.1.2),

o mesmo vale para lm( f ). ⊠

Lema 3.1.2. Seja

D = fkDzk
+ · · ·+ fnDzn

∈ DerF
�

F(zn)
�

uma derivação triangular com respeito ao conjunto {z1, . . . , zn}, onde fk ̸= 0, para algum k =
1, . . . , n. Seja f ∈ F[zn] um polinômio e considere a ordem monomial lexicográfica com respeito

a ordem z1 < · · ·< zn. Se D( f ) ̸= 0, então

lm
�

D( f )
�

< lm( f ).

Demonstração. Seja f ∈ F[zn] tal que D( f ) ̸= 0. Escreva f = α1m1+· · ·+αℓmℓ como combinação

linear de monômios. Então

0 ̸= D( f ) = α1D(m1) + · · ·+αℓD(mℓ).

Pela Proposição 1.3.3,

lm
�

D( f )
�

≤max
�

lm
�

D(mk)
� |︁

|︁ D(mk) ̸= 0, com k = 1, . . . ,ℓ
	

.

Logo, é suficiente mostrar a afirmação para monômios m tais que D(m) ̸= 0.

Assim, sejam 1≤ j1 < j2 < · · ·< jm ≤ n índices tais que α j1 , . . . ,α jm ∈ Z>0 sejam diferentes de
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zero e considere s := z
α j1
j1
· · · z

α ji
ji
· · · zα jm

jm
. Suponha que D(s) ̸= 0 e defina, para cada ℓ= 1, . . . , m,

s jℓ
:= f jℓz

α j1
j1
· · · z

α jℓ−1
jℓ−1

z
α jℓ
−1

jℓ
z
α jℓ+1
jℓ+1
· · · zα jm

jm
,

onde f jℓ é o polinômio que acompanha Dz jℓ
na derivação D =

∑︁n
i=k fi Dzi

. Note que s jℓ ̸= 0, se

f jℓ ̸= 0. Assim, sejam 1 ≤ k1 < · · · < kr ≤ m índices tais que f jkℓ
̸= 0, para todo ℓ = 1, . . . , r. Uma

vez que f jkℓ
∈ F[z1, . . . , z jkℓ−1], então

lm(s jkℓ
) = m jkℓ

z
α jkℓ
−1

jkℓ
z
α jkℓ+1
jkℓ+1
· · · z

α jkr
jkr

,

onde m jkℓ
é um monômio F[z1, . . . , z jkℓ−1]. Assim, se ka < kb, então lm(s jka

) > lm(s jkb
), pois na

ordem monomial adotada z jka
< z jkb

e, analisando o expoente da variável z jkb
temos que em s jka

é

α jkb
, enquanto que em s jkb

é α jkb
− 1. Agora, aplicando D em s = z

α j1
j1
· · · z

α ji
ji
· · · zα jm

jm
, temos que

D(s) = α jk1
s jk1
+ · · ·+α jkr

s jkr
.

Pela Proposição 1.3.3, temos que lm
�

D(s)
�

= max
�

lm(s jk1
), . . . , lm(s jkr

)
�

. Como lm(s jk1
) > · · · >

lm(s jkr
), então

lm
�

D(s)
�

= lm(s jk1
) = m jk1

z
α jk1
−1

jk1
z
α jk2
jk2
· · · z

α jkr
jkr
< z

α j1
j1
· · · z

α jk1
jk1
· · · zα jm

jm
= s. ⊠

O próximo resultado será útil na demonstração do Teorema 5.1.1, quando mostraremos uma

certa preservação da triangularidade para as derivações adjuntas de uma álgebra de Lie nilpo-

tente, conforme é explicado no teorema.

Lema 3.1.3. Sejam

(a) L uma álgebra de Lie com base {x1, . . . , xn};

(b) K = F(z1, . . . , zm) um corpo, onde {z1, . . . , zm} é algebricamente independente;

(c) ψ : L→ DerF(K) um homomorfismo de álgebras de Lie, onde ψ(y) é uma derivação trian-

gular com respeito a {z1, . . . , zm}, para todo y ∈ L;

(d) a ∈ L tal que [a, L] ⊆ ker(ψ)

Escreva ψ(a) = fkDzk
+ · · ·+ fnDzn

, onde fk ̸= 0. Então ψ(y)( fk) = 0, para todo y ∈ L.

Demonstração. Pela Observação 1.6.2, temos que fk =ψ(a)(zk). Assim, dado y ∈ L, temos que

ψ(y)( fk) =ψ(y)
�

ψ(a)(zk)
�

=ψ(a)
�

ψ(y)(zk)
�

− [ψ(a),ψ(y)](zk) =

=ψ(a)
�

ψ(y)(zk)
�

−ψ
�

[a, y]
�

(zk).

Como ψ(y) é derivação triangular com respeito a {z1, . . . , zn}, então ψ(y)(zk) ∈ F[z1, . . . , zk−1].
Logo, pela expressão deψ(a), temos queψ(a)

�

ψ(y)(zk)
�

= 0. Além disso, como [a, L] ⊆ ker(ψ),
então ψ

�

[a, y]
�

= 0. Portanto, ψ(y)( fk) = 0. ⊠
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3.2 Aplicação do método das características

Nosso interesse nas derivações triangulares está relacionado à determinação dos geradores

algebricamente independentes do corpo de invariantes racionais F(L)L de uma álgebra de Lie

nilpotente L, conforme veremos na Seção 5.1. Mostraremos que, apesar da dificuldade de se

identificar uma derivação triangular, quando estabelecemos uma base adequada para a álgebra

de Lie nilpotente, todas as derivações necessárias para determinar os geradores algebricamente

independentes de F(L)L serão derivações triangulares com respeito a determinados conjuntos.

O primeiro passo, daremos agora, quando mostraremos que derivações triangulares satisfazem

as hipóteses (H1), (H2) e (H3) da Proposição 2.2.1, que, relembrando, são:

(H1) existe U ⊆ Fn um aberto de Zariski tal que para todo p ∈ U existe única curva integral cp
da derivação tal que p ∈ cp;

(H2) existe Γ ⊆ Fn variedade afim isomorfa a Fn−1 tal que Γ ∩ U ̸= ∅ e, para todo p ∈ U , a

interseção cp ∩ Γ = {p0};

(H3) cada componente da correspondência ϕ : U → Γ , dada pela Equação (2.1.3), é uma função

racional de Fn.

Isso nos permitirá determinar os geradores algebricamente independentes do núcleo de uma de-

rivação triangular.

Teorema 3.2.1. Seja

D = fkDzk
+ · · ·+ fnDzn

∈ DerF
�

F(zn)
�

uma derivação triangular com respeito ao conjunto {z1, . . . , zn}, onde fk ̸= 0, para algum k =
1, . . . , n. Sejam

U :=
�

p= (p1, . . . , pn) | fk(p) ̸= 0
	

= Fn \V( fk) e Γ :=
�

(p1, . . . , pk−1, 0, pk+1, . . . , pn) | pi ∈ F
	

.

Então U e Γ são os conjuntos que satisfazem as hipóteses (H1), (H2) e (H3).

Demonstração. Considere D uma derivação conforme descrito no enunciado no teorema. Então,

uma curva integral c = (c1, . . . , cn) ∈ F[t]n de D é dada pela solução do sistema de equações

diferenciais

Dt(c1) = 0, . . . , Dt(ck−1) = 0, Dt(ck) = fk(c1, . . . , ck−1), . . . , Dt(cn) = fn(c1, . . . , cn−1).

Note que cada derivada desse sistema envolve polinômios na variável t que já foram determinados

nas soluções das derivadas anteriores. Assim, tal sistema de equações tem solução única, se

a condição inicial c(0) é fixada. Nesse sentido, dado p = (p1, . . . , pn) ∈ U = Fn \ V( fk), faça

c(0) = p. Pela unicidade da solução do sistema, temos que existem Fk+1, . . . , Fn ∈ 〈t〉 ⊆ F[t],
onde 〈t〉 é o ideal de F[t] gerado por t, tais que

c1 = p1, . . . , ck−1 = pk−1, ck = κt + pk, ck+1 = Fk+1 + pk+1, . . . , cn = Fn + pn, (3.2.1)
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onde κ = fk(p1, . . . , pk−1) ∈ F \ {0}. Vamos denotar tal curva, determinada pelo ponto p, por

cp = (cp1, . . . ,cpn). Assim, temos que todo ponto em U pertence a uma curva integral. Suponha

que q = (q1, . . . , qn) ∈ U pertence a cp. Isso significa que existe t0 ∈ F tal que q = cp(t0), ou seja,

q1 = p1, . . . , qk−1 = pk−1, qk = κt0 + pk, qk+1 = Fk+1(t0) + pk+1, . . . , qn = Fn(t0) + pn.

(3.2.2)

Seja cq a curva integral determinada por q, isto é, que cq(0) = q. Então, por definição de curva

integral, temos que

cqi = qi, para todo i = 1, . . . , k− 1.

Mas qi = pi = cpi(t) = cpi(t + t0), para todo t ∈ F e para todo i = 1, . . . , k− 1. Logo,

cqi(t) = cpi(t + t0), para todo t ∈ F, e para todo i = 1, . . . , k− 1.

Suponha, por indução, que cqi(t) = cpi(t + t0), para algum i ∈ {k, . . . , n− 1}. Então

Dt

�

cq,i+1(t)
�

= fi+1

�

cq1(t), . . . , cqi(t)
�

= fi+1

�

cp1(t + t0), . . . , cpi(t + t0)
�

= Dt

�

cp,i+1(t + t0)
�

.

Assim,

cq,i+1(t) + K1 = cp,i+1(t + t0) + K2, (3.2.3)

onde K1, K2 ∈ F. Fazendo t = 0, obtemos

qi+1 + K1 = cq,i+1(0) + K1 = cp,i+1(0+ t0) + K2

Equações (3.2.1)

= Fi+1(t0) + pi+1 + K2

Equações (3.2.2)

= qi+1 + K2.

Assim, K1 = K2 e, consequentemente, voltando à Equação (3.2.3), temos que cq,i+1(t) = cp,i+1(t+
t0). Portanto, por indução, cq(t) = cp(t + t0). Com isso, temos que se cp ∩ cq ̸= ∅, com p,q ∈
U , então tais curvas contém os mesmos pontos. Logo, U satisfaz (H1). Agora, fazendo Γ =
{(y1, . . . , yn) | yk = 0}, temos que cp intersecta Γ se, e somente se,

0= cpk = fk(p1, . . . , pk−1)t + pk

Como fk(p1, . . . , pk−1) ̸= 0, então a interseção é única e é determinada por et = −
pk

fk(p1, . . . , pk−1)
,

isto é, cp ∩ Γ = {cp(et )}, onde

cp(et ) =
�

p1, . . . , pk−1, 0, Fk+1(et ) + pk+1, . . . , Fn(et ) + pn

�

.

Dessa forma, U e Γ satisfazem (H1) e (H2). Finalmente, veja que, pelo Sistema (3.2.1), a função

que associa p a cpi é racional em Fn, pois as coordenadas de p são levadas nos coeficientes do

polinômio cpi ∈ F[t]. Veja também que a função que leva cpi a cpi(et ) também é racional, já

que et = −
pk

fk(p1, . . . , pk−1)
. Assim, uma vez que o i-ésimo componente de ϕ(p) é cpi(et ), que é a

composição dessa funções racionais, então tal componente é uma função racional de Fn. Portanto,
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U e Γ satisfazem (H1), (H2) e (H3). ⊠

Considerando a Observação 2.1.3, podemos concluir que as curvas integrais de uma derivação

triangular com respeito a um conjunto algebricamente independente definem sobre o conjunto U ,

do Teorema 3.2.1, uma folheação de dimensão 1. Lembre-se de que a folheação foi determinada

como sendo o conjunto F = {cp}p∈U . Como cp = (cp1, . . . ,cpn) ∈ F[t]n, podemos identificar a

folheação F com a função
c : U → F[t]n

p ↦→ cp.

Note que os coeficientes λi j ∈ F de cada cpi =
∑︁ri

j=1λi j t
j dependem de p = (p1, . . . , pn). Assim,

podemos encarar λi j como sendo uma função racional de F(zn) avaliada no ponto p. Logo, a

função c, por sua vez, pode ser identificada com c= (c1, . . . , cn) ∈ F(zn)[t]n a n-úpla de polinômios

na variável t com entradas no corpo F(zn). Feito essa observação, temos o seguinte resultado.

Corolário 3.2.2. Seja

D = fkDzk
+ · · ·+ fnDzn

∈ DerF
�

F(zn)
�

uma derivação triangular com respeito ao conjunto {z1, . . . , zn}, onde fk ̸= 0. Seja c= (c1, . . . , cn) ∈
F(zn)[t]n, definida como

c1 = z1, . . . , ck−1 = zk−1, ck = fk t + zk, ck+1 = Fk+1 + zk+1, . . . , cn = Fn + zn,

onde, para cada i > k, Fi ∈ 〈t〉 ⊆ F(zn)[t] é o único polinômio tal que Dt(Fi) = fi(c1, . . . , ci−1).
Então

§

z1, . . . , zk−1, Fk+1

�

−
zk

fk

�

+ zk+1, . . . , Fn

�

−
zk

fk

�

+ zn

ª

é um conjunto algebricamente independente que gera F(zn)D. Em particular, F(zn)D é extensão

puramente transcendental de grau n− 1.

Demonstração. Segue do Corolário 2.2.2 e da demonstração do Teorema 3.2.1, onde um ponto

p= (p1, . . . , pn) ∈ U passa a ser uma variável (z1, . . . , zn). ⊠

Observação 3.2.3. Seja D uma derivação conforme o enunciado do Corolário 3.2.2. Então pelo

resultado do próprio corolário, F(zn)D é gerado pelo conjunto

C :=
§

z1, . . . , zk−1, Fk+1

�

−
zk

fk

�

+ zk+1, . . . , Fn

�

−
zk

fk

�

+ zn

ª

,

onde Fi ∈ 〈t〉 ⊆ F(zn)[t] é o único polinômio tal que Dt(Fi) = fi(c1, . . . , ci−1). Note que, dado

i = k+ 1, . . . , n,

Fi

�

−
zk

fk

�

+ zi

pode não ser uma polinômio, devido ao denominador fk. Contudo, como z1, . . . , zk−1 são elemen-

tos de F(zn)D e fk ∈ F[z1, . . . , zk−1], então fk ∈ F(zn)D. Logo, para cada i = k+ 1, . . . , n, podemos
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tomar αi ∈ Z≥0 e definir

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

u1 := z1,
...

uk−1 := zk−1,

ui := f αi+1
k zi+1 + gi, se i = k, . . . , n− 1,

(3.2.4)

onde gi := f αi+1
k Fi+1

�

−
zk

fk

�

∈ F[z1, . . . , zk], para i = k, . . . , n− 1.

Note que, para cada i = k, . . . , n − 1, o polinômio ui contém a variável zi+1, mas que não

contêm as variáveis zi+2, . . . , zn. Isso significa que {u1, . . . , un−1} é um sistema triangular crescente

de polinômios com respeito a 1 < · · · < ��k < · · · < n, conforme definido na Seção 1.3. Logo, pela

Proposição 1.3.4, o conjunto {u1, . . . , un−1} ⊆ F[zn] é algebricamente independente e

F(zn)
D = F(u1, . . . , un−1). □

Observação 3.2.4. Seja D = fkDzk
+ · · ·+ fnDzn

∈ DerF
�

F(zn)
�

uma derivação triangular, com fk ̸=
0. Da Observação 3.2.3, concluímos que F(zn)D = F(u1, . . . , un−1), onde {u1, . . . , un−1} ⊆ F[zn] é

um sistema triangular crescente de polinômios em F[zn] com respeito a 1 < · · · < ��k < · · · < n.

Suponha que, para todo i = 1, . . . , n, a variável zi ∈ F[xm], isto é, seja um polinômio nas variáveis

x1, . . . , xm. Se {z1, . . . , zn} é um sistema triangular crescente de polinômios em F[xm] com respeito

a 1 ≤ j1 < · · · < jn ≤ n, então {u1, . . . , un−1} ⊆ F[zn] é um sistema triangular crescente de

polinômios em F[xm] com respeito a 1≤ j1 < · · ·< ��jk < · · ·< jn ≤ n. □

De posse do Corolário 3.2.2 e da Observação 3.2.3, se D é uma derivação triangular com

respeito à {z1, . . . , zn}, na forma

D = fkDzk
+ · · ·+ fnDzn

,

com fk ̸= 0, então podemos determinar um procedimento automatizável para calcular um con-

junto de geradores algebricamente independentes de F(zn)D. Tal procedimento deve executar:

Passo 1. Determinar os polinômios

c1 = z1, . . . , ck−1 = zk−1, ck = fk t + zk, ck+1 = Fk+1 + zk+1, . . . , cn = Fn + zn,

onde, para cada i > k, Fi ∈ 〈t〉 ⊆ F(zn)[t] é o único polinômio tal que Dt(Fi) = fi(c1, . . . , ci−1).
Passo 2. Calcular

§

z1, . . . , zk−1, Fk+1

�

−
zk

fk

�

+ zk+1, . . . , Fn

�

−
zk

fk

�

+ zn

ª

e obter os polinômios

§

z1, . . . , zk−1, f αk+1
k zk+1 + f αk+1

k Fk+1

�

−
zk

fk

�

, . . . , f αn+1
k zn + f αn+1

k Fn

�

−
zk

fk

�ª

.
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Para executar esses passos, desenvolvemos, em SageMath, o método

kernel,

para a classe das derivações. Tal método, quando aplicado a uma derivação D triangular com

respeito a {z1, . . . , zn}, devolve um conjunto algebricamente independente que gera F(zn)D.

3.3 Invariantes polinomiais

Na seção anterior, apresentamos uma construção explícita dos geradores polinomiais do nú-

cleo de um derivação D ∈ DerF
�

F(zn)
�

triangular com respeito ao conjunto {z1, . . . , zn}, conforme

visto no Sistema (3.2.4). Nessa seção, vamos demonstrar um teorema, onde usaremos essa cons-

trução dos geradores para, de certa maneira, limitar o núcleo de derivações triangulares com

respeito ao conjunto {z1, . . . , zn} na álgebra dos polinômios F[zn].

Teorema 3.3.1. Seja

D = fkDzk
+ · · ·+ fnDzn

∈ DerF
�

F(zn)
�

uma derivação triangular com respeito ao conjunto {z1, . . . , zn}, onde fk ̸= 0. Considere o conjunto

de geradores de F(zn)D formado pelos elementos

u1 = z1, . . . , uk−1 = zk−1, . . . , uk = f αk+1
k zk+1 + gk, . . . , un−1 = f αn

k zn + gn−1,

onde gi ∈ F[z1, . . . , zk], para todo i = k, . . . , n− 1, conforme Sistema (3.2.4). Então

F[zn]
D ⊆ F[u1, . . . , un−1, f −1

k ].

Demonstração. Seja h ∈ F[zn]D. Observe que

F[u1, . . . , un−1, f −1
k ] = F[u1, . . . , uk−1][uk, . . . , un−1, f −1

k ] = F[z1, . . . , zk−1][uk, . . . , un−1, f −1
k ].

Assim, denotando R := F[z1, . . . , zk−1], temos que mostrar que h ∈ R[uk, . . . , un−1, f −1
k ]. Para isso,

usaremos indução sobre lm(h), onde a ordem monomial adotada é a ordem monomial lexico-

gráfica com respeito a ordem z1 < · · · < zn. Assim, se lm(h) = 1, então h ∈ R e a afirmação

do teorema é verdadeira. Suponha que lm(h) ̸= 1 e que a afirmação do teorema vale para todo

polinômio em F[zn]D com monômio líder menor do que lm(h). Pelo Lema 3.1.1, sabemos que

lm(h) não contém a variável zk. Assim, escreva o termo líder de h como

lt(h) = αzβk+1
k+1 · · · z

βn
n ,

onde α ∈ R. Defina

f := αuβk+1
k · · ·u

βn
n−1 = α( f

αk+1
k zk+1 + gk)

βk+1 · · · ( f αn
k zn + gn−1)

βn e β := βk+1αk+1 + · · ·+ βnαn.
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Então, como gi ∈ R, para todo i = k, . . . , n− 1, o termo líder de f é

lt( f ) = α f βk zβk+1
k+1 · · · z

βn
n .

Note que α f βk ∈ R. Logo, na álgebra R[zk+1, . . . , zn], temos que lm( f ) = lm(h). Defina h0 :=
f βk h − f . Pela Proposição 1.3.3 (na verdade, por uma adaptação dessa proposição ao caso de

polinômios definidos sobre anéis; veja, por exemplo, Capítulo 3, Teorema 6.1 em [Hun74]), temos

que

lm(h0)<max
�

lm( f βk h), lm( f )
�

= lm(h),

já que lm( f βk h) = lm( f ) = lm(h). Note que, por construção, D( f ) = 0. Veja também que, por

h ∈ F[zn]D e fk ∈ F[z1, . . . , zk−1], então D( f βk h) = 0. Assim, h0 ∈ F[zn]D. Logo, por indução,

h0 ∈ R[uk+1, . . . , un−1, f −1
k ]. Portanto, como f ∈ R[uk+1, . . . , un−1, f −1

k ], temos que

h= (h0 + f ) f −βk ∈ R[uk+1, . . . , un−1, f −1
k ],

o que finaliza a demonstração. ⊠

3.4 Exemplo: down operator

Considere a derivação

D = z1Dz2
+ · · ·+ zn−1Dzn

∈ DerF
�

F(zn)
�

.

Essa derivação é conhecida como down operator, conforme mencionado nos artigos [Fre13] e

[dJS23]. Note que, no Exemplo 2.1.1, temos uma derivação desse tipo.

O artigo [dJS23] mostra uma maneira compacta de escrever os elementos de um conjunto

algebricamente independente que gera F(zn)D. Nesse artigo, por exemplo, os autores mostram

que, para F(z6)D, temos os seguintes geradores algebricamente independentes:

w1 = z1,

w2 = 2z1z3 − z2
2 ,

w3 = 3z2
1z4 − 3z1z2z3 + z3

2 ,

w4 = 2z1z5 − 2z2z4 + z2
3 ,

w5 = 5z2
1z6 − 5z1z2z5 + z1z3z4 + 2z2

2z4 − z2z2
3 .

Nesse mesmo artigo, os autores citam o Lema 3.1 de [ŠW14] e apresentam um outro conjunto

algebricamente independente que gera F(zn)D, formado pelos elementos

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

u1 := z1,

uk :=
k
∑︂

j=0

(−1) j

j!
zk−1− j

1 z j
2zk+1− j, para k = 2, . . . , n− 1.

(3.4.1)
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A demonstração do Lema 3.1 em [ŠW14], onde se apresenta os geradores vistos no Sistema

(3.4.1), utiliza os números complexos, e os invariantes são considerados funcionalmente inde-

pendentes. Observando que D é uma derivação triangular com respeito ao conjunto {z1, . . . , zn},
vamos usar o Corolário 3.2.2 e mostrar que os elementos apontados no Sistema (3.4.1) formam

um conjunto algebricamente independente que gera F(zn)D.

Para mostrar isso, no contexto do Corolário 3.2.2, temos que

f1 = 0, f2 = z1, . . . , fn = zn−1.

Logo, o primeiro polinômio não nulo ocorre quando k = 2, isto é, com f2 = z1. Assim, segundo o

Corolário 3.2.2, definindo

c1 = z1, c2 = z1 t + z2, c3 = F3 + z3, . . . , cn = Fn + zn,

onde, para cada i > 2, Fi ∈ 〈t〉 ⊆ F(zn)[t] é o único polinômio tal que Dt(Fi) = ci−1, o conjunto

§

z1, F3

�

−
z2

z1

�

+ z3, . . . , Fn

�

−
z2

z1

�

+ zn

ª

é um conjunto algebricamente independente que gera F(zn)D. Dessa forma, para descrevermos tal

conjunto precisamos determinar os polinômios Fi múltiplos de t através do sistema de equações

diferenciais

Dt(F3) = z1 t + z2, Dt(F4) = F3 + z3, . . . , Dt(Fn) = Fn + zn,

o que, por integração, nos dá

F3 = z1
t2

2
+ z2 t, F4 = z1

t3

3!
+ z2

t2

2
+ z3 t, . . . , Fn = z1

tn−1

(n− 1)!
+ z2

tn−2

(n− 2)!
+ · · ·+ zn−1 t.

Portanto, somando zi a cada Fi e substituindo t por −
z2

z1
, obtemos os geradores algebricamente

independentes de F(zn)D

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

u′1 = z1

u′i =
i−1
∑︂

j=0

zi− j
(−1) j

j!

z j
2

z j
1

, para todo i = 3, . . . , n.

Agora, para cada i = 3, . . . , n, multiplicamos u′i por z i−2
1 e obtemos

i−1
∑︂

j=0

zi− j
(−1) j

j!

z j
2

z j
1

z i−2
1 =

i−1
∑︂

j=0

(−1) j

j!
z i−2− j

1 z j
2zi− j, para todo i = 3, . . . , n.

Para finalizar, defina k := i − 1. Então reescrevendo a equação acima em termos de k, obtemos

os gerados apresentados no Sistema (3.4.1), com k = 2, . . . , n− 1.

Considere o caso quando n= 6. Então os geradores de F(x6)D são:
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u1 = z1,

u2 =
2
∑︂

j=0

(−1) j

j!
z1− j

1 z j
2z3− j = z1

1z0
2z3 − z0

1z1
2z2 +

1
2!

z−1
1 z2

2z1 = z1z3 −
1
2

z2
2 ,

u3 =
3
∑︂

j=0

(−1) j

j!
z2− j

1 z j
2z4− j = z2

1z0
2z4 − z1

1z1
2z3 +

1
2!

z0
1z2

2z2 −
1
3!

z−1
1 z3

2z1 =

= z2
1z4 − z1z2z3 +

1
3

z3
2 ,

u4 =
4
∑︂

j=0

(−1) j

j!
z3− j

1 z j
2z5− j = z3

1z0
2z5 − z2

1z1
2z4 +

1
2!

z1
1z2

2z3 −
1
3!

z0
1z3

2z2 +
1
4!

z−1
1 z4

2z1 =

= z3
1z5 − z2

1z2z4 +
1
2

z1z2
2z3 −

1
8

z4
2 ,

u5 =
5
∑︂

j=0

(−1) j

j!
z4− j

1 z j
2z6− j = z4

1z0
2z6 − z3

1z1
2z5 +

1
2!

z2
1z2

2z4 −
1
3!

z1
1z3

2z3 +
1
4!

z0
1z4

2z2 −

−
1
5!

z−1
1 z5

2z1 =

= z4
1z6 − z3

1z2z5 +
1
2

z2
1z2

2z4 −
1
6

z1z3
2z3 +

1
30

z5
2 .

Tais geradores são obtidos, a menos de um fator escalar, através de nosso procedimento, conforme

visto abaixo.
1 sage: P = PolynomialRing(QQ , 6, "x1,x2,x3,x4 ,x5 ,x6")
2 sage: F = FractionField(P)
3 sage: D = F.derivation_module ()
4 sage: diff = F.0*D.1 + F.1*D.2 + F.2*D.3 + F.3*D.4 + F.4*D.5
5 sage: diff
6 x1*d/dx2 + x2*d/dx3 + x3*d/dx4 + x4*d/dx5 + x5*d/dx6
7 sage: diff.kernel ()
8 [x1 ,
9 -x2^2 + 2*x1*x3 ,

10 x2^3 - 3*x1*x2*x3 + 3*x1^2*x4 ,
11 -x2^4 + 4*x1*x2^2*x3 - 8*x1^2*x2*x4 + 8*x1^3*x5 ,
12 x2^5 - 5*x1*x2^3*x3 + 15*x1^2*x2^2*x4 - 30*x1^3*x2*x5 + 30*x1^4*x6]
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Capítulo 4

Derivações lineares de F(xn)

Neste capítulo, abordamos as derivações lineares de F(xn), uma classe de derivações que

emergem naturalmente no contexto das álgebras de Lie, por meio das chamadas derivações ad-

juntas, como visto na Seção 1.7. Nosso foco será a apresentação de um método para determinar

um conjunto gerador algebricamente independente dos núcleos dessas derivações, assumindo que

o corpo F seja uma extensão algébrica simples de Q e contenha todos os autovalores da matriz

associada à derivação linear. O estudo dessas derivações é discutido em [ŠW14], onde o Teorema

3.4 apresenta um sistema maximal de soluções analíticas funcionalmente independentes. No en-

tanto, esse sistema inclui funções que não são racionais, o que o torna inadequado para o nosso

objetivo. Aqui, buscamos construir sistemas de geradores algebricamente independentes para os

invariantes racionais, o que exige uma análise algébrica detalhada das derivações consideradas.

Este será o objetivo principal deste capítulo.

4.1 A forma matricial de derivações lineares

Vimos que as derivações triangulares formam uma classe de derivações em que conseguimos

descrever um conjunto gerador algebricamente independente de geradores para o núcleo. Vamos

analisar a classe das derivações lineares em que também será possível fazer isso.

Para definir tal classe, lembre-se de que a Proposição 1.6.6 afirma que toda derivação em F(xn)
é da forma D =

∑︁n
j=1 f j Dx j

, onde, para todo j = 1, . . . , n, temos que f j ∈ F(xn). Uma derivação

linear em F(xn) é uma derivação onde cada f j é uma função linear nas variáveis x1, . . . , xn, isto

é, f j =
∑︁n

i=1 ai j x i, para todo j = 1, . . . , n, onde ai j ∈ F.
Dada uma derivação linear D =

∑︁n
j=1(

∑︁n
i=1 ai j x i)Dx j

, definindo

A :=

⎛

⎜

⎝

a11 a12 · · · a1n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

⎞

⎟

⎠
∈Matn×n(F), X :=

⎛

⎜

⎝

x1
...

xn

⎞

⎟

⎠
∈Matn×1

�

F(xn)
�

,

∇X :=

⎛

⎜

⎝

Dx1
...

Dxn

⎞

⎟

⎠
∈Matn×1

�

DerF
�

F(xn)
�

�

,
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temos que

D = X ⊺A∇X .

Uma derivação da forma X ⊺A∇X é chamada de derivação associada a matriz A e é denotada por

DA,X ou, apenas, DA, quando não for necessário indicar a matriz X .

Lema 4.1.1. Sejam A = (ai j), B = (bi j) ∈ Matn×n(F) matrizes. Então [DA, DB] = D[A,B]. Em

particular, se A e B comutam, então DADB = DB DA.

Demonstração. Sejam DA =
∑︁n

r=1

∑︁n
s=1 asr xsDxr

e DB =
∑︁n

j=1

∑︁n
i=1 bi j x i Dx j

as derivações associa-

das à A e à B, respectivamente. Pela Observação 1.6.2, basta mostrar que [DA, DB](xℓ) = D[A,B](xℓ),
para todo ℓ= 1, . . . , n. Assim, veja que

DA

�

DB(xℓ)
�

= DA

�

n
∑︂

j=1

n
∑︂

i=1

bi j x i Dx j
(xℓ)

�

= DA

�

n
∑︂

i=1

biℓx i

�

=
n
∑︂

i=1

biℓDA(x i) =

=
n
∑︂

i=1

biℓ

n
∑︂

r=1

n
∑︂

s=1

asr xsDxr
(x i) =

n
∑︂

i=1

biℓ

n
∑︂

s=1

asi xs =
n
∑︂

s=1

n
∑︂

i=1

asi biℓxs =

=
n
∑︂

s=1

(AB)sℓxs

e, similarmente,

DB

�

DA(xℓ)
�

=
n
∑︂

s=1

(BA)sℓxs.

Observe que

D[A,B](xℓ) =
n
∑︂

i=1

n
∑︂

s=1

(AB − BA)si xsDx i
(xℓ) =

n
∑︂

s=1

�

AB − BA
�

sℓ
xs.

Logo,

[DA, DB](xℓ) = DA

�

DB(xℓ)
�

− DB

�

DA(xℓ)
�

=
n
∑︂

s=1

�

(AB)sℓ − (BA)sℓ
�

xs =
n
∑︂

s=1

�

AB − BA
�

sℓ
xs =

= D[A,B](xℓ). ⊠

Seja P ∈Matn×n(F) uma matriz invertível. Definindo y j :=
∑︁n

i=1 Pi j x i, então

Y ⊺ :=
�

y1 · · · yn

�

= X ⊺P. (4.1.1)

Uma vez que {x1, . . . , xn} é algebricamente independente, P é invertível e yi é uma função linear

de x1, . . . , xn, para cada i = 1, . . . , n, então {y1, . . . , yn} também é algebricamente independente.

Logo, F[xn] = F[y1, . . . , yn]. Dessa forma, podemos considerar as derivações Dy1
, . . . , Dyn

∈
DerF

�

F(xn)
�

e escrever

∇⊺Y :=
�

Dy1
· · · Dyn

�⊺
.

Proposição 4.1.2. Sejam A, B, P ∈Matn×n(F), onde P é invertível e A= PBP−1. Considere DA,X ∈



Derivações lineares de F(xn) 61

DerF
�

F(xn)
�

a derivação associada a A e faça Y ⊺ = X ⊺P, conforme Equação (4.1.1). Então

DA,X = DB,Y := Y ⊺B∇Y .

Demonstração. Uma vez que y j =
∑︁n
ℓ=1 Pℓ j xℓ, para todo j = 1, . . . , n, e P é invertível, en-

tão F[xn] = F[y1, . . . , yn]. Logo, pela Proposição 1.6.6, temos que {Dy1
, . . . , Dyn

} é base para

DerF
�

F(xn)
�

. Assim,

Dx i

Observação 1.6.2

= Dx i
(y1)Dy1

+ · · ·+ Dx i
(yn)Dyn

Definição de y j

= Dx i

�

n
∑︂

ℓ=1

Pℓ1 xℓ

�

Dy1
+ · · ·+ Dx i

�

n
∑︂

ℓ=1

Pℓn xℓ

�

Dyn

= Pi1Dy1
+ · · ·+ PinDyn

=
n
∑︂

ℓ=1

PiℓDyℓ ,

ou seja, ∇X = P∇Y . Portanto,

DA,X = X ⊺A∇X = X ⊺PBP−1∇X = Y ⊺BP−1∇X = Y ⊺B∇Y = DB,Y . ⊠

Considerando a Proposição 4.1.2, vamos assumir que F contêm os autovalores de A e que

char(F) = 0, o que garante a existência P ∈ Matn×n(F) tal que A= PJ P−1, onde J está na forma

normal de Jordan. Estudaremos, a seguir, derivações associadas à forma normal de Jordan.

4.2 Derivação associada a uma matriz na forma normal de Jor-

dan

Conforme, comentado na seção anterior, vamos estudar derivações associadas a matrizes na

forma normal de Jordan. Dizemos que J ∈Matn×n(F) está na forma normal de Jordan, se

(a) J é uma matriz diagonal em blocos;

(b) cada bloco é da forma

Jk(λ) =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

λ 1 0 · · · 0 0

0 λ 1 · · · 0 0

0 0 λ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · λ 1

0 0 0 · · · 0 λ

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

∈Matk×k(F),

com k ∈ Z≥1, dito um bloco de Jordan;

Podemos escrever a matriz J , sucintamente, como

J = diag
�

Jk1
(λ1), . . . , Jkr

(λr)
�

.
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Observe que uma matriz na forma normal de Jordan J pode ser expressa como a soma de duas

matrizes, J = S + N , onde S é uma matriz diagonal e N é uma matriz nilpotente. As entradas de

N são nulas, exceto, possivelmente, por elementos iguais a 1 na diagonal imediatamente acima

da diagonal principal. Logo,

DJ = X ⊺J∇X = X ⊺(S + N)∇X = DS + DN .

A derivação DS é dita parte diagonal (ou parte semissimples) de DJ e DN é dita parte nilpo-

tente de DJ . Para enfatizar a matriz J , denotaremos tais derivações por DJ ,S e DJ ,N . Note que

DJ ,N é uma derivação triangular com respeito a {x1, . . . , xn}. Note também que, escrevendo

J = diag
�

Jk1
(λ1), . . . , Jkr

(λr)
�

e definindo

si :=
i
∑︂

j=1

k j, para cada i = 1, . . . , r,

temos que

DJ ,S = λ1

� s1
∑︂

i=1

x i Dx i

�

+λ2

 

s2
∑︂

i=s1+1

x i Dx i

!

+ · · ·+λr

 

sr
∑︂

i=sr−1+1

x i Dx i

!

. (4.2.1)

Nas próxima seções, vamos caracterizar o núcleo de DJ ∈ DerF
�

F(xn)
�

e descrever um proce-

dimento para determinar os geradores algebricamente independentes do seu núcleo.

4.2.1 Caracterização do núcleo

Seja D ∈ DerF
�

F(xn)
�

uma derivação linear decomposta como soma D = DS + DN , onde DS e

DN comutam, DN é uma derivação triangular com respeito a {x1, . . . , xn} e

DS = λ1 x1Dx1
+ · · ·+λn xnDxn

,

com λ1, . . . ,λn ∈ F. Nosso objetivo, nesta seção, é caracterizar o núcleo de D ∈ DerF
�

F(xn)
�

,

conforme o Teorema 4.2.2.

Para isso, vamos começar atribuindo para x i, com i = 1, . . . , n, o valor wt(x i) := λi, dito peso

da variável x i com respeito DS. Estendemos esse conceito para um monômio m = xα1
1 · · · x

αn
n

definindo seu peso com respeito DS como sendo

wt(m) = α1λ1 + · · ·+αnλn.

Note que o peso wt(m) é diferente do grau deg(m) = α1 + · · · + αn, definido na Seção 1.2. Se

f ∈ F[xn] é combinação de monômios de mesmo peso ϕ, então definimos wt( f ) = ϕ.

Considerando DS como uma transformação linear e dado ϕ ∈ F, podemos definir o autoespaço
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de DS associado a ϕ, como sendo

F(xn)ϕ := {h ∈ F(xn) | DS(h) = ϕh}.

Um elemento h ∈ F(xn)ϕ diferente de zero é dito semi-invariante de peso ϕ. Tais elementos

exercem um papel importante na descrição do centro da álgebra universal envolvente de uma

álgebra de Lie nilpotente, conforme se vê em [Oom09].
Note que

F(xn)
DS = F(xn)0.

Note também que, como F[xn] ⊆ F(xn) é um subespaço invariante por DS, podemos considerar,

dado ϕ ∈ F, o autoespaço de DS restrito a F[xn], associado a ϕ:

F[xn]ϕ := { f ∈ F[xn] | DS( f ) = ϕ f }.

Para o próximo lema, defina o monoide

Φ :=

¨

n
∑︂

i=1

aiλi

|︁

|︁

|︁

|︁

ai ∈ Z≥0

«

, (4.2.2)

com a operação de adição, e considere a seguinte notação: se V é um espaço vetorial e A ⊆ V ,

então spanV (A) é o subespaço gerado por A⊆ V .

Lema 4.2.1. Se ϕ ∈ F, então

F[xn]ϕ = spanF[xn]

�

{m= xα1
1 . . . xαn

n | wt(m) = ϕ}
�

.

Em particular, se F[xn]ϕ ̸= {0}, então existem αi ∈ Z≥0 tais que ϕ = α1λ1 + · · · + αnλn. Além

disso, a álgebra F[xn] é graduada por Φ, ou seja,

F[xn] =
⨁︂

ϕ∈Φ
F[xn]ϕ e F[xn]ϕF[xn]ψ ⊆ F[xn]ϕ+ψ, para todo ϕ,ψ ∈ Φ.

Demonstração. Por definição de peso, temos que cada monômio m= xα1
1 . . . xαn

n é autovetor para

DS com autovalor wt(m) = α1λ1 + · · ·+αnλn. Denote

Wϕ = spanF[xn]

�

{m= xα1
1 . . . xαn

n | wt(m) = ϕ}
�

.

Então F[xn] =
⨁︁

ϕ∈FWϕ. Uma vez que Wϕ ⊆ F[xn]ϕ, para todo ϕ ∈ F, e a soma de autoespaços

é direta, então Wϕ = F[xn]ϕ. Agora, se f ∈ F[xn]ϕ e g ∈ F[xn]ψ, então

DS( f g) = DS( f )g + DS(g) f = ϕ f g +ψ f g = (ϕ +ψ) f g.

Portanto, F[xn]ϕF[xn]ψ ⊆ F[xn]ϕ+ψ. ⊠

Observe que a Proposição 1.2.5 nos dá a decomposição de F[xn] em termos do grau de um
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monômio, enquanto o Lema 4.2.1 nos dá a decomposição de F[xn] em termos do peso de um

monômio com respeito a derivação DS. Comentamos, após a apresentação da Proposição 1.2.5,

que um elemento em algum subespaço daquela decomposição era um componente homogêneo.

Para diferenciar dessa nomenclatura, diremos que um elemento em algum subespaço da decom-

posição dada pelo Lema 4.2.1 é wt-homogêneo.

Considere GrF
�

F[xn],Φ
�

, o corpo graduado de F[xn], isto é,

GrF
�

F[xn],Φ
�

=
§

f
g
∈ F(xn)

|︁

|︁

|︁ g ∈ F[xn]ϕ, para algum ϕ ∈ Φ
ª

,

conforme visto na Seção 1.1. Observe que, nesse caso,

GrF
�

F[xn],Φ
�

0
=
§

f
g
∈ F(xn)

|︁

|︁

|︁ f , g ∈ F[xn]ϕ, para algum ϕ ∈ Φ
ª

=

= {0}
⋃︂

§

f
g
∈ F(xn)

|︁

|︁

|︁ wt( f ) = wt(g)
ª

.

Teorema 4.2.2. Seja D ∈ DerF
�

F(xn)
�

uma derivação linear decomposta como soma D = DS+DN ,

onde DS e DN comutam, DN é uma derivação triangular com respeito a {x1, . . . , xn} e

DS = λ1 x1Dx1
+ · · ·+λn xnDxn

.

Então

F(xn)
D = GrF

�

F[xn],Φ
�

0

⋂︂

Frac
�

F[xn]
DN
�

=

= {0}
⋃︂

�

f
g
∈ F(xn)

|︁

|︁

|︁

|︁

wt( f ) = wt(g) e DN ( f ) = DN (g) = 0

�

.

Demonstração. Seja
f
g
∈ F(xn) tal que wt( f ) = wt(g) e DN ( f ) = DN (g) = 0. Vamos mostrar que

f
g
∈ F(xn)D. Para isso, veja que

D( f ) = (DS + DN )( f ) = DS( f ) = wt( f ) f

e, similarmente, D(g) = wt( f )g. Assim,

D
�

f
g

�

=
D( f )g − f D(g)

g2
=

wt( f ) f g −wt( f ) f g
g2

= 0.

Vamos mostrar, agora, a inclusão recíproca. Seja h=
f
g
∈ F(xn)D \{0}, onde f , g ∈ F[xn]\{0}

e mdc ( f , g) = 1. Então

0= D
�

f
g

�

=
D( f )g − D(g) f

g2
,



Derivações lineares de F(xn) 65

de onde obtemos

D( f )g = D(g) f . (4.2.3)

Como mdc ( f , g) = 1, temos que g | D(g) e f | D( f ). Como D é uma derivação linear, temos que

deg
�

D( f )
�

= deg( f ) e deg
�

D(g)
�

= deg(g). Daí, podemos concluir que, existem α,β ∈ F tais

que

D(g) = αg e D( f ) = β f .

Dessa forma,

β f g = D( f )g
Equação (4.2.3)

= D(g) f = αg f .

Portanto, α= β . Escreva f como soma de componentes wt-homogêneos, isto é, escreva

f = f1 + · · ·+ fm,

onde wt( fi) ̸= wt( f j), para todo i, j = 1, . . . , m, com i ̸= j. Note que,

α f1 + · · ·+α fm = α f = D( f ) = D( f1 + · · ·+ fm) = D( f1) + · · ·+ D( fm).

Como D comuta com DS, então DS

�

D( fi)
�

= wt( fi)D( fi). Logo, wt
�

D( fi)
�

= wt( fi), para todo

i = 1, . . . , m. Assim,

D( fi) = α fi, para todo i = 1, . . . , m. (4.2.4)

Agora, comparando o termo de peso wt( fm), vemos que

α fm = D( fm) = DS( fm) + DN ( fm) = wt( fm) fm + DN ( fm). (4.2.5)

Como DN é triangular, pelo Lema 3.1.2, temos que lm
�

DN ( fm)
�

< lm( fm). Assim,

α lm( fm) = lm(α fm) = lm
�

wt( fm) fm + DN ( fm)
�

Proposição 1.3.3

=max
�

lm
�

wt( fm) fm

�

, lm
�

DN ( fm)
�

�

=

= wt( fm) lm( fm).

Logo,

α= wt( fm).

Assumindo que fi ̸= 0, com i = 1, . . . , m − 1, obtemos, aplicando o mesmo raciocínio para a

Equação (4.2.4), que α= wt( fi). Daí,

wt( fm) = α= wt( fi),

o que é um absurdo, pois wt( fi) ̸= wt( f j), se i ̸= j. Logo, f = fm. Voltando à Equação (4.2.5)

e usando o fato de que wt( fm) = α, então obtemos DN ( fm) = 0. Portanto, concluímos que f ∈
F[xn]DN e tem peso wt( fm). Usando o mesmo argumento, também se mostra que g ∈ F[xn]DN e

tem o mesmo peso. ⊠
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Corolário 4.2.3. Se D = DS = λ1 x1Dx1
+ · · ·+λn xnDxn

∈ DerF
�

F(xn)
�

, então

F(xn)
D = F

��

m1

m2

|︁

|︁

|︁

|︁

m1 e m2 são monômios, m2 ̸= 0 e wt(m1) = wt(m2)

��

.

Demonstração. Denote

L := F
��

m1

m2

|︁

|︁

|︁

|︁

m1 e m2 são monômios, m2 ̸= 0 e wt(m1) = wt(m2)

��

.

Pelo Teorema 4.2.2, temos que

F(xn)
D = {0}

⋃︂

�

f
g

|︁

|︁

|︁

|︁

g ̸= 0 e wt( f ) = wt(g)

�

.

Portanto, L ⊆ F(xn)D.

Reciprocamente, suponha que
f
g
∈ F(xn)D. Então wt( f ) = wt(g). Logo, pelo Lema 4.2.1,

f = α1u1 + · · ·+αℓuℓ e g = β1v1 + · · ·+ βr vr ,

onde ui, v j são monômios tais que wt(ui) = wt(v j), para todo i = 1, . . . ,ℓ e j = 1, . . . , r. Por

definição de L, temos que
v j

ui
∈ L, para todo i = 1, . . . ,ℓ e j = 1, . . . , r. Logo, como L é um corpo,

temos que

β j v j

ui
,
β1v1 + · · ·+ βr vr

ui
,

ui

β1v1 + · · ·+ βr vr
,

αiui

β1v1 + · · ·+ βr vr
,
α1u1 + · · ·+αℓuℓ
β1v1 + · · ·+ βr vr

∈ L

ou seja,
f
g
=
α1u1 + · · ·+αℓuℓ
β1v1 + · · ·+ βr vr

∈ L.

Portanto, F(xn)D ⊆ L. ⊠

Observação 4.2.4. Considere o Corolário 4.2.3. Dizer que m1 = xα1
1 · · · x

αn
n e m2 = xβ1

1 · · · x
βn
n são

monômios tais que wt(m1) = wt(m2), significa que

(α1 − β1)wt(x1) + · · ·+ (αn − βn)wt(xn) = 0.

Assim, podemos reescrever

F
��

m1

m2

|︁

|︁

|︁

|︁

m1 e m2 são monômios, m2 ̸= 0 e wt(m1) = wt(m2)

��

como

L= F
�

�

x a1
1 · · · x

an
n | ai ∈ Z e wt(x1)a1 + · · ·+wt(xn)an = 0

	

�

.

Logo, com essa notação, temos que F(xn)D = L. □
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Corolário 4.2.5. Seja D = DS = λ1 x1Dx1
+ · · ·+λn xnDxn

∈ DerF
�

F(xn)
�

e suponha que

λ1a1 + · · ·+λnan ̸= 0,

para todo (a1, . . . , an) ∈ Zn \ {(0, . . . , 0)}. Então F[xn]D = F.

Demonstração. Pelo Corolário 4.2.3, temos que

F(xn)
D = F

�

�

x a1
1 · · · x

an
n | ai ∈ Z e λ1a1 + · · ·+λnan = 0

	

�

.

Assim, seλ1a1+· · ·+λnan ̸= 0, para todo (a1, . . . , an) ∈ Zn\{(0, . . . , 0)}, então os únicos polinômios

em F(xn)D são os polinômios constantes, ou seja, F[xn]D = F. ⊠

4.2.2 Geradores do núcleo

Vamos mostrar, nessa seção, um procedimento para calcular um conjunto algebricamente in-

dependente de geradores do núcleo de derivações lineares D ∈ DerF
�

F(xn)
�

decomposta como

soma D = DS + DN , conforme a seção anterior. Para isso, precisaremos do seguinte teorema.

Teorema 4.2.6. Seja D = DS+DN ∈ DerF
�

F(xn)
�

, como no Teorema 4.2.2. Assuma que {z1, . . . , zℓ}
é um conjunto gerador algebricamente independente de F(xn)DN , todos wt-homogêneos. Então

F(xn)
D = F

�

�

za1
1 · · · z

aℓ
ℓ
| ai ∈ Z e wt(z1)a1 + · · ·+wt(zℓ)aℓ = 0

	

�

.

Demonstração. Como z1, . . . , zℓ são geradores algebricamente independentes de F(xn)DN , po-

demos considerá-los como as variáveis de F(xn)DN . Pelo Teorema 4.2.2, podemos afirmar que

F(xn)D ⊆ F(xn)DN . Assim, podemos avaliar D nas variáveis z1, . . . , zℓ. Uma vez que essas variáveis

são wt-homogêneos, então, nessas variáveis,

D = wt(z1)z1Dz1
+ · · ·+wt(zℓ)zℓDzℓ .

Portanto, pelo Corolário 4.2.3, temos que

F(xn)
D = F

�

�

za1
1 · · · z

aℓ
ℓ
| ai ∈ Z e wt(z1)a1 + · · ·+wt(zℓ)aℓ = 0

	

�

. ⊠

Para finalizar essa seção, vamos apresentar um procedimento para determinar um conjunto

algebricamente independente que gera F(xn)D. Para isso, vamos supor as hipóteses do Teo-

rema 4.2.6, supor que λ1, . . . ,λr são algébricos sobre Q (note que, em nosso estudo, tais nú-

meros são autovalores de um polinômio característico de uma matriz) e supor também que

F = Q(λ1, . . . ,λr). Nesse caso, temos que existe κ ∈ F tal que λ1, . . . ,λr ∈ Q(κ) (ver Teorema

5.5.1 em [Her75]). Seja mκ o polinômio minimal de κ sobre Q, isto é, o polinômio mônico irre-

dutível de grau mínimo em Q[t] tal que mκ(κ) = 0. Suponha que deg(mκ) = s. Então existem
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c jk ∈Q para cada j = 1, . . . , r e k = 1, . . . , s− 1 tais que

λ j =
s−1
∑︂

k=0

c jkκ
k, (4.2.6)

para cada j = 1, . . . , r.

Vimos, no Teorema 4.2.6, que F(xn)D é gerado por elementos da forma z = za1
1 · · · z

aℓ
ℓ

, onde

ai ∈ Z e wt(z) = 0. Por suposição, cada zi é wt-homogêneo, logo wt(zi) =
∑︁r

j=1 bi jλ j ∈ F. Assim,

para gerar F(xn)D, precisamos determinar a1, . . . , aℓ ∈ Z tais que

0= wt(z1)a1 + · · ·+wt(zℓ)aℓ =
r
∑︂

j=1

b1 jλ ja1 + · · ·+
r
∑︂

j=1

bℓ jλ jaℓ =

(Equação (4.2.6))=
r
∑︂

j=1

�

b1 ja1

s−1
∑︂

k=0

c jkκ
k

�

+ · · ·+
r
∑︂

j=1

�

bℓ jaℓ

s−1
∑︂

k=0

c jkκ
k

�

=

=
s−1
∑︂

k=0

�

r
∑︂

j=1

b1 jc jka1 + · · ·+
r
∑︂

j=1

bℓ jc jkaℓ

�

κk,

ou seja, precisamos encontrar os inteiros ai que solucionam o sistema

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

�

r
∑︂

j=1

b1 jc j0

�

a1 + · · · +

�

r
∑︂

j=1

bℓ jc j0

�

aℓ = 0,
�

r
∑︂

j=1

b1 jc j1

�

a1 + · · · +

�

r
∑︂

j=1

bℓ jc j1

�

aℓ = 0,

...
�

r
∑︂

j=1

b1 jc j,s−1

�

a1 + · · · +

�

r
∑︂

j=1

bℓ jc j,s−1

�

aℓ = 0.

(4.2.7)

O conjunto solução desse sistema é um submódulo de Zℓ, portanto é um Z-módulo livre.

Proposição 4.2.7. Seja C = {si = (si1, . . . , siℓ) | i ∈ {1, . . . , k} e si j ∈ Z}, com k ∈ Z>0, uma base

do conjunto solução do Sistema (4.2.7). Então

S = {zsi = zsi1
1 . . . zsiℓ

ℓ
| si ∈ C}

é um conjunto gerador de F(xn)D.

Demonstração. Pelo Teorema 4.2.6, sabemos que F(xn)D é gerado por elementos da forma

za1
1 · · · z

aℓ
ℓ

, onde (a1, . . . , aℓ) é solução do Sistema (4.2.7). Logo, como {s1, . . . , sk} é base do con-

junto solução do Sistema (4.2.7), então

(a1, . . . , aℓ) = β1s1 + · · ·+ βksk =

�

k
∑︂

j=1

β js j1, . . . ,
k
∑︂

j=1

β js jℓ

�

,
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onde β j ∈ Z, com j = 1, . . . , k. Assim,

ai =
k
∑︂

j=1

β js ji

e, consequentemente,

za1
1 . . . zaℓ

ℓ
= z

∑︁k
j=1 β js j1

1 . . . z
∑︁k

j=1 β js jℓ

ℓ
= zβ1s11

1 zβ2s21
1 . . . zβksk1

1 . . . zβ1s1ℓ
ℓ

zβ2s2ℓ
ℓ

. . . zβkskℓ
ℓ
=

=
�

zs11
1 zs12

2 . . . zs1ℓ
ℓ

�β1 . . .
�

zsk1
1 zsk2

2 . . . zskℓ
ℓ

�βk .

Uma vez que si = (si1, . . . , siℓ) é solução do Sistema (4.2.7), então zsi1
1 zsi2

2 . . . zsiℓ
ℓ
∈ F(xn)D, para

todo i = 1, . . . , k. Portanto,

S = {zsi = zsi1
1 . . . zsiℓ

ℓ
| si ∈ C}

é um conjunto gerador de F(xn)D. ⊠

Note que a Proposição 4.2.7 nos dá um conjunto gerador para F(xn)D. Para provar que obte-

mos um conjunto gerador algebricamente independente, defina a matriz

M :=

⎛

⎜

⎝

s11 . . . s1ℓ
...

. . .
...

sk1 . . . skℓ

⎞

⎟

⎠
∈Matk×ℓ(Z),

onde a i-ésima linha é composta pelas coordenadas de si ∈ C , sendo C uma base do conjunto

solução do Sistema (4.2.7), conforme denotado na Proposição 4.2.7. Então (ver Teorema 1.5.1

e Teorema 1.5.2 em [Mad00]), existe uma matriz invertível P ∈ Matk×k(Z) tal que PM =: H =
(hrs)1≤r≤n,1≤s≤k, onde H satisfaz:

(a) H é triangular superior, ou seja, hrs = 0, se r > s;

(b) o coeficiente líder de uma linha não nula, isto é, a primeira entrada não nula mais à esquerda

da linha, é positivo e está sempre à direita do coeficiente líder da linha acima;

(c) os elementos abaixo dos coeficientes líderes são zero e os acima são não negativos e menores

que o coeficiente líder.

Tal matriz é dita forma normal de Hermite de M e é obtida através da aplicação de operações

elementares sobre as linhas de M , sendo o análogo a forma escalonada reduzida em linhas para

matrizes com entradas em um corpo.

Lema 4.2.8. Sejam M a matriz cujas linhas são vetores da base do conjunto solução do Sistema

4.2.7, H a forma normal de Hermite de M e hi = (hi1, . . . , hiℓ) o vetor dado pela i-ésima linha de

H. Então {h1, . . . ,hk} é base do conjunto solução do Sistema 4.2.7.

Demonstração. Segue do fato de existir P ∈Matk×k(Z) invertível tal que H = PM . ⊠
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Proposição 4.2.9. Seja C = {h1, . . . ,hk}, conforme dado pelo Lema 4.2.8. Então o conjunto

S = {zhi = zhi1
1 . . . zhiℓ

ℓ
| hi ∈ C}

é um conjunto gerador de F(xn)D formado por elementos algebricamente independentes.

Demonstração. Uma vez que {h1, . . . ,hk} é base do conjunto solução do Sistema (4.2.7), então,

pela Proposição 4.2.7, temos que S é um conjunto gerador de F(xn)D. Agora, vamos ver que os

elementos de S são algebricamente independentes. Para isso, suponha que o coeficiente líder da

i-ésima linha é hi ji ̸= 0. Pela definição de forma normal de Hermite, fixado i = 1, . . . , k,

his = 0, para todo s < ji, e hr ji = 0, para todo r > i,

ou seja, a matriz H tem a seguinte forma, onde ∗ é um número inteiro qualquer

H =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

0 . . . 0 h1 j1 ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗
0 . . . 0 0 0 . . . h2 j2 ∗ . . . ∗ ∗ ∗ ∗
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 . . . hk jk ∗ . . . ∗

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

k×ℓ

.

Nesse caso, temos que zhi = z0
1 . . . z0

ji−1z
hi ji
ji

. . . zhiℓ
ℓ

. Note que zhi é um monômio com a ocorrência

da variável z ji , mas que não possui as variáveis z1, . . . , z ji−1, para cada i = 1, . . . , k. Portanto, pela

Proposição 1.4.7, S = {zhi = zhi1
1 . . . zhiℓ

ℓ
| hi ∈ C} é um conjunto algebricamente independente. ⊠

4.2.3 Exemplo: matriz Jn(λ) com λ ̸= 0

Considere a derivação

DJn(λ) = λx1Dx1
+ (x1 +λx2)Dx2

+ · · ·+ (xn−2 +λxn−1)Dxn−1
+ (xn−1 +λxn)Dxn

,

associada ao bloco de Jordan Jn(λ). Note que a parte diagonal dessa derivação é

DJn(λ),S = λ
n
∑︂

i=1

x i Dx i

e a parte nilpotente é o down operator, da Seção 3.4. Observe que o peso do monômio m =
xα1

1 · · · x
αn
n com respeito a DJn(λ),S é dado por

wt(m) = λα1 + · · ·+λαn = λdeg(m).

Observe também que, se g ∈ F[xn] \ F é componente wt-homogêneo, então

DJn(λ)(g) = DJn(λ),S(g) + DJn(λ),N (g) = wt(g)g + DJn(λ),N (g) ̸= 0,
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porque lm
�

DJn(λ),N (g)
�

< lm(g), pelo Lema 3.1.2. Assim, podemos afirmar que

F[xn]
DJn(λ) = F,

pois se f = f1 + · · ·+ fm ∈ F[xn] \ F, onde fi é wt-homogêneo, então

DJn(λ)( f ) = DJn(λ)( f1) + · · ·+ DJn(λ)( fm) ̸= 0,

já que wt
�

DJn(λ)( fi)
�

= wt( fi), para todo i = 1, . . . , m.

Vamos, agora, analisar F(xn)DJn(λ) e mostrar, usando o que vimos na Seção 4.2.2, que

�

z2

z2
1

, . . . ,
zn−1

zn−1
1

�

é um conjunto algebricamente independente que gera F(xn)DJn(λ) , onde z1, . . . , zn−1 são os po-

linômios geradores do núcleo do down operator, conforme visto na Equação (3.4.1) e conforme

reapresentados abaixo.

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

z1 := x1,

zk :=
k
∑︂

j=0

(−1) j

j!
x k−1− j

1 x j
2 xk+1− j, para k = 2, . . . , n− 1.

Observe que, para todo i = 1, . . . , n− 1, o polinômio zi é homogêneo de grau i.

Para determinar tal conjunto de geradores, segundo o Teorema 4.2.6, precisamos resolver o

sistema

wt(z1)a1 + · · ·+wt(zn−1)an−1 = 0,

pois, assim, cada solução (a1, . . . , an−1) nos dá um invariante za1
1 · · · z

an−1
n−1 . Note que, pela definição

de zi e pela forma da parte diagonal de DJn(λ), temos que wt(zi) = λdeg(zi) = iλ. Portanto,

precisamos solucionar o sistema

a1 + 2a2 + · · ·+ (n− 1)an−1 = 0.

Veja que o conjunto solução desse sistema possui base com n− 2 elementos pertencentes a Zn−1,

no qual um exemplo de base é apontado na matriz abaixo, onde as coordenadas de um elemento

dessa base é formada pelas linhas da matriz:

A=

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

−2 1 0 0 · · · 0

−3 0 1 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...

−n+ 1 0 0 0 · · · 1

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

∈Mat(n−2)×(n−1)(Z),
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o que nos dá as soluções
z2

z2
1

,
z3

z3
1

, . . . ,
zn−1

zn−1
1

.

Note que, embora a matriz A não esteja na forma normal de Hermite, a Proposição 1.4.7 nos

garante que
�

z2

z2
1

, . . . ,
zn−1

zn−1
1

�

é um conjunto gerador algebricamente independente de F(xn)DJn(λ) . Como consequência, temos

que F(xn)DJn(λ) é uma extensão puramente transcendental de F de grau n− 2.

Tais geradores de F(xn)DJn(λ) , aparecem no Lema 3.2 em [ŠW14], com a diferença que nessa

referência há também o elemento L = λ
x2

x1
− ln(x1). Tal diferença ocorre, porque, no contexto

desse livro, o que se quer demonstrar é um conjunto maximal de invariantes analíticos funcio-

nalmente independentes. Nós, ao longo desta seção, mostraremos que
z2

z2
1

, . . . ,
zn−1

zn−1
1

são, de fato,

geradores algebricamente independentes de F(xn)DJn(λ) .

Ainda nesse contexto, vale ressaltar a fórmula de Beltrametti-Blasi (ver [BB66]), que limita o

número de invariantes analíticos funcionalmente independentes, dizendo que a cardinalidade do

conjunto maximal de invariantes analíticos funcionalmente independentes de uma álgebra de Lie

de dimensão finita é igual a dimensão da álgebra menos o posto da sua matriz de multiplicação,

conforme apresentada no Teorema 5.1.2 (ver [CS04]). Tal fórmula, se fosse verdadeira para

invariantes racionais, implicaria que o grau da extensão F(xn)DJn(λ) deveria ser igual a n−1, o que

não ocorre, já que provamos que tal número é n − 2. Essa discrepância é causada, justamente

pelo invariante analítico L = λ
x2

x1
− ln(x1).
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Capítulo 5

Geradores do corpo de invariantes

racionais

Este é o capítulo em que, finalmente, atingiremos nosso objetivo principal, conforme apresen-

tado na Seção 2, da Introdução, ou seja, apresentaremos um algoritmo que constrói um conjunto

gerador algebricamente independente do corpo de invariantes racionais de uma álgebra de Lie

nilpotente. Nosso algoritmo, de forma sucinta, parte da base triangular de uma álgebra de Lie

nilpotente e, em cada passo, determina um conjunto algebricamente independente que gera o

núcleo da derivação adjunta de um elemento dessa base, restrito aos geradores do núcleo da de-

rivação adjunta de um elemento anterior da base. O ponto crucial dessa iteração é que, a cada

passo, obtemos uma derivação triangular, o que nos permite aplicar a teoria apresentada no Ca-

pítulo 3. Além disso, neste capítulo, mostraremos que a teoria do Capítulo 3, juntamente com

a do Capítulo 4, nos possibilitará calcular um conjunto algebricamente independente que gera o

corpo de invariantes racionais de uma álgebra de Lie solúvel, quando a dimensão for menor do

que ou igual a 4.

5.1 Algoritmo para álgebra de Lie nilpotente

Na Seção 1.7, definimos o corpo de invariantes racionais de uma álgebra de Lie L como sendo

F(L)L := { f ∈ F(L) | ad(x)( f ) = 0, ∀ x ∈ L}=
⋂︂

x∈L

F(xn)
ad(x).

Vimos também que se {x1, . . . , xn} é base de L, então

F(L)L =
n
⋂︂

i=1

F(xn)
ad(x i).

Nessa seção, apresentaremos um procedimento prático para determinar um conjunto gerador

algebricamente independente de F(L)L, quando L é álgebra de Lie nilpotente de dimensão finita.

Para isso, considere que {x1, . . . , xn} é a base triangular de L, conforme definida na Seção 1.5 e

construída na Proposição 1.5.4, através da cadeia central superior de L. Para cada i = 1, . . . , n,
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defina

Ki := F(xn)
ad(x1)

⋂︂

· · ·
⋂︂

F(xn)
ad(x i).

Note que Ki = Ki−1∩F(xn)ad(x i), para i ≥ 2. Pela Proposição 1.7.1, temos que ad(x i)(Ki−1) ⊆ Ki−1,

ou seja, ad(x i)|Ki−1
: Ki−1→ Ki−1. Assim, temos que

Ki = Ki−1

⋂︂

F(xn)
ad(x i) = K

ad(x i)|Ki−1
i−1 .

Uma vez que F(L)L = Kn, então podemos determinar o corpo de invariantes racionais de L in-

dutivamente, começando pelos geradores de K1 = F(xn), depois determinando os geradores de

K2 = K
ad(x2)|K1
1 , até chegar em Kn = K

ad(xn)|Kn−1
n−1 .

K1:=

F(L)L = F(xn)ad(x1)
⋂︁

F(xn)ad(x2)
⋂︁

F(xn)ad(x3)
⋂︁

· · ·
⋂︁

F(xn)ad(xn−1)
⋂︁

F(xn)ad(xn)

...

= K
ad(xn)|Kn−1
n−1 .

K
ad(x2)|K1
1 =: K2

K
ad(x3)|K2
2 =: K3

K
ad(xn−1)|Kn−2
n−2 =: Kn−1

O ponto importante nessa interação é que, em cada passo, podemos escrever Ki = F(zi1, . . . , zi,mi
),

com zi j sendo polinômio em F[xn], de modo que ad(xℓ)|Ki
é uma derivação triangular com res-

peito ao conjunto {zi1, . . . , zi,mi
}, para todo ℓ= 1, . . . , n, conforme veremos a seguir.

Teorema 5.1.1. Seja {x1, . . . , xn} uma base triangular de L nilpotente e considere a notação es-

tabelecida anteriormente, onde K1 = F(L) e Ki = K
ad(x i)|Ki−1
i−1 , para todo i = 2, . . . , n. Então, para

cada i = 1, . . . , n, vale que

(a) Ki é um corpo gerado por um sistema triangular crescente de polinômios {zi1, . . . , zi,mi
} ⊆

F[xn] com respeito a 1 ≤ a1 < · · · < ami
≤ n (conforme definido na Seção 1.3), onde, para

todo j = 1, . . . , mi,

zi j = xa j
q j1 + q j2,

com q j1, q j2 ∈ F[x1, . . . , xa j−1] e q j1 ∈ F[L]L \ {0};

(b) o conjunto {zi1, . . . , zi,mi
} ⊆ F[xn] é algebricamente independente;

(c) ad(x j)|Ki
é uma derivação triangular com respeito ao conjunto {zi1, . . . , zi,mi

}, para todo

j = 1, . . . , n, onde ad(x j)|Ki
(zi1) = 0;

(d) existe di ∈ F[L]L tal que di ∈ F[zi1, . . . , zi,mi
] e Ki ∩ F[L] ⊆ F[zi1, . . . , zi,mi

, d−1
i ].
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Demonstração. Vamos mostrar a veracidade desse teorema usando indução sobre i = 1, . . . , n.

Assim, se i = 1, então Ki = K1 = F(L) = F(xn). Note que {x1, . . . , xn} satisfaz (a) e (b). Além

disso, para todo j = 1, . . . , n, temos que ad(x j)|K1
= ad(x j) é uma derivação triangular com

respeito a {x1, . . . , xn} em decorrência da definição de base triangular de L, onde ad(x j)(x1) = 0,

já que x1 ∈ Z(L). Isso significa que a afirmação (c) é verdadeira. Finalmente, veja que

K1 ∩ F[L] = F(xn)∩ F[xn] = F[xn].

Portanto, tomando d1 = 1, temos que K1 ∩ F[L] = F[x1, . . . , x in, d−1
1 ]. Assim, a proposição é

verdadeira para i = 1.

Suponha, por indução, que a afirmação do teorema vale para algum i ∈ {1, . . . , n− 1}, isto é,

suponha que:

- Ki = F(zi1, . . . , zi,mi
), onde {zi1, . . . , zi,mi

} ⊆ F[xn] é um sistema triangular crescente de po-

linômios com respeito a 1≤ a1 < · · ·< ami
≤ n, onde, para todo j = 1, . . . , mi,

zi j = xa j
q j1 + q j2,

com q j1, q j2 ∈ F[x1, . . . , xa j−1] e q j1 ∈ F[L]L \ {0};

- {zi1, . . . , zi,mi
} é algebricamente independente;

- ad(x j)|Ki
é uma derivação triangular com respeito ao conjunto {zi1, . . . , zi,mi

}, para todo

j = 1, . . . , n, onde ad(x j)|Ki
(zi1) = 0;

- existe di ∈ F[L]L tal que di ∈ F[zi1, . . . , zi,mi
] e Ki ∩ F[L] ⊆ F[zi1, . . . , zi,mi

, d−1
i ].

Vamos mostrar que a afirmação vale para i + 1. Assim, por hipótese de indução, temos que

ad(x i+1)|Ki
é uma derivação triangular com respeito ao conjunto {zi1, . . . , zi,mi

}. Então, podemos

escrever

ad(x i+1)|Ki
= fkDzik

+ · · ·+ fmi
Dzi,mi

,

onde fk ̸= 0 e f j ∈ F[zi1, . . . , zi, j−1], para todo j = k, . . . , mi. Da Observação 1.6.2, temos que

f j = ad(x i+1)|Ki
(zi j). Assim, como ad(x i+1)|Ki

(zi1) = 0, podemos afirmar que k ≥ 2. Pelo Corolário

3.2.2 e pela Observação 3.2.3, temos que Ki+1 é gerado pelos seguintes polinômios algebricamente

independentes:

u1 = zi1, . . . , uk−1 = zi,k−1, uk = f αk+1
k zi,k+1 + gk, . . . , umi−1 = f

αmi
k zi,mi

+ gmi−1,

onde g j ∈ F[zi1, . . . , zik], para j = k, . . . , mi−1. Da Observação 3.2.4, temos que {u1, . . . , umi−1} ⊆
F[xn] é um sistema triangular crescente de polinômios com respeito a 1 ≤ a1 < · · · <��ak < · · · <
ami
≤ n. Veja que, por zi j ∈ F[x1, . . . , xa j

], então fk, gi ∈ F[x1, . . . , xak
], para todo i = k, . . . , mi−1.

Agora, considerando o Lema 3.1.3, note que, de seu enunciado, se tomarmos o corpo K = Ki; o

homomorfismo ψ : L → DerF(Ki) como sendo a adjunta restrita a Ki, isto é, ψ(x) = ad(x)|Ki
;
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o elemento a = x i+1 e escrevendo, para todo y ∈ L, [a, y] =
∑︁i

j=1 γy j x j, onde γy j ∈ F (isso é

devido a base ser triangular), teremos que [a, y] ∈ ker(ψ), porque

ψ
�

[a, y]
�

=ψ

�

i
∑︂

j=1

γy j x j

�

=
i
∑︂

j=1

γy jψ(x j) =
i
∑︂

j=1

γy j ad(x j)|Ki

e ad(x j)|Ki
= 0, para todo j = 1, . . . , i, uma vez que Ki = F(xn)ad(x1) ∩ · · · ∩ F(xn)ad(x i). Assim,

podemos concluir, do Lema 3.1.3, que ad(y)( fk) = 0, para todo y ∈ L, ou seja, fk ∈ F(L)L.

Dessa forma, temos que o conjunto {u1, . . . , umi−1} satisfaz as condições (a) e (b) do enunciado

do teorema.

Seja ℓ = 1, . . . , n. Se j = 1, . . . , k − 1, então, por hipótese de indução, vale que ad(xℓ)(u j) ∈
F[u1, . . . , u j−1], pois, nesse caso, u j = zi j. Contudo, essa propriedade não vale se j ≥ k, sendo,

possivelmente, necessário fazer uma pequena alteração no conjunto {u1, . . . , umi−1}, quando j ≥
k. Para isso, vamos usar o Teorema 3.3.1 recursivamente para construir esse novo conjunto de

geradores de Ki+1 que satisfará as condições (a), (b) e (c) do enunciado deste teorema.

A ideia para mostrar que (a), (b) e (c) valem é manter os elementos u1, . . . , uk−1 sem alteração,

mas dar a eles outro nome, passando a chamá-los de u′1, . . . , u′k−1, a fim de manter uma coerência

de notação. Depois, observando que k ≥ 2 e que ad(xℓ)(u j) ∈ F[u1, . . . , u j−1], para j = 1, . . . , k−
1, podemos afirmar que {u′1, . . . , u′k−1, uk, uk+1, . . . , umi−1} satisfaz as condições (a) e (b) e que

ad(xℓ)(u′j) ∈ F[u
′
1, . . . , u′j−1], para todo j = 1, . . . , k − 1. Feito isso, vamos supor, por indução,

que tenhamos alterado os elementos uk, . . . , ur , para algum r = k, . . . , mi + 1, de tal modo que

o conjunto {u′1, . . . , u′k−1, u′k, . . . , u′r , ur+1, . . . , umi−1} satisfaz as condições (a) e (b) e que também

satisfaz o fato de ad(xℓ)(u′j) ∈ F[u
′
1, . . . , u′j−1], para todo j = 1, . . . , r. Daí, provar que o mesmo

acontece quando consideramos u′r+1. Vejamos.

Seja ℓ = 1, . . . , n. Como vimos, {u′1, . . . , u′k−1, uk, uk+1, . . . , umi−1} satisfaz as condições (a) e

(b) e que ad(xℓ)(u′j) ∈ F[u
′
1, . . . , u′j−1], para todo j = 1, . . . , k − 1. Suponha que, para algum

r = k, . . . , mi − 2, o conjunto {u′1, . . . , u′r , ur+1, . . . , umi−1} satisfaz as condições (a) e (b) e que

ad(xℓ)(u′j) ∈ F[u
′
1, . . . , u′j−1], para todo j = 1, . . . , r. Vamos alterar ur+1 para u′r+1, que definire-

mos adiante, de modo a satisfazer a indução. Para isso, observe que, como ad(xℓ) é derivação

triangular com respeito ao conjunto {zi1, . . . , zi,mi
}, ad(xℓ)( fk) = 0 e gr+1 ∈ F[zi1, . . . , zi,r+1], temos

que

ad(xℓ)(ur+1) = ad(xℓ)( f
αr+2

k zi,r+2 + gr+1) =

= f αr+2
k ad(xℓ)(zi,r+2) + ad(xℓ)(gr+1) ∈ F[zi1, . . . , zi,r+1]. (5.1.1)

Além disso,

ad(x i+1)
�

ad(xℓ)(ur+1)
�

= ad(xℓ)
�

ad(x i+1)(ur+1)
�

− ad
�

[xℓ, x i+1]
�

(ur+1) = 0,

pois ur+1 ∈ Ki+1 e [xℓ, x i+1] é combinação linear de x1, . . . , x i. Logo, pelo Teorema 3.3.1, existem
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βr+1,ℓ ∈ Z≥0 e hr+1,ℓ ∈ F[t1, . . . , tmi−1] tais que

ad(xℓ)(ur+1) =
hr+1,ℓ(u′1, . . . , u′r , ur+1, . . . , umi−1)

f
βr+1,ℓ

k

∈ F[u′1, . . . , u′r , ur+1, , . . . , umi−1, f −1
k ].

Disso segue que

f
βr+1,ℓ

k ad(xℓ)(ur+1) = hr+1,ℓ(u
′
1, . . . , u′r , ur+1, , . . . , umi−1).

Note que o lado esquerdo da igualdade acima é um polinômio em

F[zi1, . . . , zi,r+1] ⊆ F[x1, . . . , xar+1
].

Como hr+1,ℓ ∈ F[t1, . . . , tmi−1] e como u j contém a variável xa j+1
em grau 1, mas não contêm

as variáveis xa j+2
, . . . , xn, para todo j = r + 1, . . . , mi − 1, então hr+1,ℓ(u′1, . . . , u′r , ur+1, umi−1) =

hr+1,ℓ(u′1, . . . , u′r). Logo,

ad(xℓ)(ur+1) =
hr+1,ℓ(u′1, . . . , u′r)

f
βr+1,ℓ

k

. (5.1.2)

Defina,

βr+1 :=max(βr+1,1, . . . ,βr+1,n)

e considere o conjunto formado pelos elementos

u′1, . . . , u′r , u′r+1 := f βr+1
k ur+1, ur+2, . . . , umi−1.

Uma vez que Ki+1 = F(u1, . . . , umi−1) e como fk ∈ F[u1, . . . , uk−1], então, temos que Ki+1 =
F(u′1, . . . , u′r+1, ur+2, . . . , umi−1). Além disso, como {u1, . . . , umi−1} é um sistema triangular cres-

cente de polinômios com respeito a 1 ≤ a1 < · · · < ��ak < · · · < ami
≤ n, então o mesmo ocorre

ao conjunto {u′1, . . . , u′r+1, ur+2, . . . , umi−1}. Logo, pela Proposição 1.3.4, tal conjunto é algebri-

camente independente. Neste caso, temos ainda que u′r+1 = f βr+1
k f αr+2

k zi,r+1 + f βr+1
k gr+1, onde

f βr+1
k f αr+2

k ∈ F[L]L e f βr+1
k f αr+2

k , f βr+1
k gr+1 ∈ F[x1, . . . , xar

]. Portanto, {u′1, . . . , u′r+1, ur+2, . . . , umi−1}
satisfaz (a) e (b).

Veja, agora, que

ad(xℓ)(u
′
r+1) = ad(xℓ)( f

βr+1
k ur+1) = f βr+1

k ad(xℓ)(ur+1)
Equação 5.1.2

= f βr+1
k

hr+1,ℓ(u′1, . . . , u′r)

f
βr+1,ℓ

k

=

= f
βr+1−βr+1,ℓ

k hr+1,ℓ(u
′
1, . . . , u′r) ∈ F[u

′
1, . . . , u′r],

já que βr+1 − βr+1,ℓ ≥ 0. Logo, ad(xℓ)(u′j) ∈ F[u
′
1, . . . , u′j−1], para todo j = 1, . . . , r + 1. Assim,

temos que o conjunto formado pelos elementos

u′1, . . . , u′r , u′r+1 := f βr+1
k ur+1, . . . , u′mi−1 := f

βmi−1

k umi−1.

satisfaz (a), (b) e (c). Vamos finalizar a demonstração mostrando que existe di+1 ∈ F[L]L tal que
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Ki+1 ∩ F[L] ⊆ F[u′1, . . . , u′mi−1, d−1
i+1].

Para isso, note que

Ki+1 ∩ F[L] =
�

Ki ∩ F[L]
�ad(x i+1)

Hipótese de
indução

⊆ F[zi1, . . . , zi,mi
, d−1

i ]
ad(x i+1) (5.1.3)

Vamos mostrar que vale a seguinte igualdade:

F[zi1, . . . , zi,mi
, d−1

i ]
ad(x i+1) = F[zi1, . . . , zi,mi

]ad(x i+1)[d−1
i ]. (5.1.4)

Note que inclusão F[zi1, . . . , zi,mi
]ad(x i+1)[d−1

i ] ⊆ F[zi1, . . . , zi,mi
, d−1

i ]
ad(x i+1) é direta, pois di ∈ F[L]L.

Agora, seja
p(zi1, . . . , zi,mi

)

d r
i

∈ F[zi1, . . . , zi,mi
, d−1

i ]
ad(x i+1). Então

0= ad(x i+1)

�

p(zi1, . . . , zi,mi
)

d r
i

�

=
ad(x i+1)

�

p(zi1, . . . , zi,mi
)
�

d r
i

d2r
i

=
ad(x i+1)

�

p(zi1, . . . , zi,mi
)
�

d r
i

,

(5.1.5)

ou seja, ad(x i+1)
�

p(zi1, . . . , zi,mi
)
�

= 0. Isso implica a outra inclusão, o que demonstra a Equação

(5.1.4). Assim, voltando à Equação (5.1.3), obtemos

Ki+1 ∩ F[L] ⊆ F[zi1, . . . , zi,mi
]ad(x i+1)[d−1

i ].

Do Teorema 3.3.1, temos que

F[zi1, . . . , zi,mi
]ad(x i+1) ⊆ F[u′1, . . . , u′mi−1, f −1

k ].

Assim,

Ki+1 ∩ F[L] ⊆ F[u′1, . . . , u′mi−1, f −1
k , d−1

i ].

Por hipótese, di ∈ F[L]L ∩ F[zi1, . . . , zi,mi
], logo di ∈ F[zi1, . . . , zi,mi

]ad(x i+1). Assim, pelo Teorema

3.3.1, existem um polinômio p em mi variáveis e um r ∈ Z≥0 tais que

di =
p(u′1, . . . , u′mi−1)

f r
k

∈ F[u′1, . . . , u′mi−1, f −1
k ].

Defina

di+1 := fkp(u′1, . . . , u′mi−1).

Uma conta análoga a feita na Equação (5.1.5), mostra que p(u′1, . . . , u′mi−1) ∈ F[L]
L. Como o

mesmo acontece com fk, concluímos que di+1 ∈ F[L]L. Veja também que di+1 ∈ F[u′1, . . . , u′mi−1].
Finalmente, observe que

d−1
i =

f r
k

p(u′1, . . . , u′mi−1)
=

f r
k

p(u′1, . . . , u′mi−1)
fk

fk
=

f r+1
k

di+1
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e que

f −1
k =

p(u′1, . . . , u′mi−1)

di+1
.

Logo,

Ki+1 ∩ F[L] ⊆ F[u′1, . . . , u′mi−1, f −1
k , d−1

i ] ⊆ F[u
′
1, . . . , u′mi−1, d−1

i+1]

o que finaliza a demonstração. ⊠

De posse do Teorema 5.1.1, vamos apresentar os passos a serem executados para para a de-

terminação de um conjunto gerador algebricamente independente de F(L)L.

Passo 1. Determinar {x1, . . . , xn} uma base triangular de L.

Passo 2. Observar que x1 ∈ Z(L), o centro de L, o que implica que ad(x1) = 0 e, consequen-

temente, que K1 = F(xn). Nesse caso, para todo ℓ = 1, . . . , n, temos que ad(xℓ)|K1
= ad(xℓ) é

uma derivação triangular, devido à condição de {x1, . . . , xn} ser uma base triangular de L. Assim,

neste passo, vamos determinar x i tal que x i ̸∈ Z(L) e x j ∈ Z(L), para todo j = 1, . . . , i − 1.

Passo 3. Para o valor i determinado no Passo 2, utilizar o método das características, conforme

visto no Corolário 3.2.2 e na Observação 3.2.3, para determinar o conjunto {u1, . . . , umi−1} ∈ F[xn]

algebricamente independente que gera Ki = K
ad(x i)|Ki−1
i−1 , apresentado no Sistema (3.2.4), isto é,

determinar os elementos

u1 = zi1, . . . , uk−1 = zi,k−1, uk = f αk+1
k zi,k+1 + gk, . . . , umi−1 = f

αmi
k zi,mi

+ gmi−1,

onde gi ∈ F[zi1, . . . , zik], para i = k, . . . , mi − 1.

Passo 3.1. Fixar j = k, ℓ = i + 1 e calcular ad(xℓ)(u j). Nesse ponto, precisamos determinar

β jℓ ∈ Z≥0 e h jℓ ∈ F[t1, . . . , tmi−1] tais que

ad(xℓ)(u j) =
h jℓ(u1, . . . , umi−1)

f
β jℓ

k

conforme Equação (5.1.2). A ideia aqui é seguir o que foi feito na demonstração do Teorema

3.3.1. Para isso, calculamos

lt
�

ad(xℓ)(u j)
�

= αzγk+1
i,k+1 · · · z

γmi
i,mi

,

com α ∈ F[zi1, . . . , zi,k−1] e definimos f := αuγk+1
k · · ·u

γmi
mi−1. Vimos, na demonstração do Teorema

3.3.1 que, definindo γ := γk+1αk+1 + · · ·+ γnαn e h0 := f γk ad(xℓ)(u j)− f , então

lm
�

h0

�

< lm
�

ad(xℓ)(u j)
�

.

Note que

ad(xℓ)(u j) =
h0 + f

f γk
.

Seguimos esse raciocínio em h0 até obter β jℓ ∈ Z≥0 e h jℓ ∈ F[t1, . . . , tmi−1].
Passo 3.2. Repetir o Passo 3.1 para ℓ+ 1, até chegar em n.

Passo 3.3. Definir β j :=max(β j1, . . . ,β jn).
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Passo 3.4. Repetir o Passo 3.1, Passo 3.2 e Passo 3.3 para j+1 até chegar em mi −1, conside-

rando o conjunto gerador de Ki formado pelos elementos

u′1 = u1, . . . , u′k−1 = uk−1, u′k = f βk
k uk, . . . , u′j = f

β j

k u j, . . . , umi−1.

Passo 3.5. O conjunto formado pelos elementos

u′1 = u1, . . . , u′k−1 = uk−1, u′k = f βk
k uk, . . . , u′mi−1 = f

βmi−1

k umi−1,

geram Ki e satisfaz as hipóteses do Teorema 5.1.1.

Passo 4. Repetir o Passo 3 para i+1 até chegar em n, obtendo ao final o conjunto gerador de

F(L)L desejado.

Para executar esses passos, desenvolvemos, em SageMath, o método

rational_invariant_field,

para a classe das álgebras de Lie. Tal método, quando aplicado a uma álgebras de Lie nilpotente

L, devolve um conjunto gerador algebricamente independente de F(L)L.

5.1.1 Consequências algébricas

Os próximos dois corolários, seguem como consequência do Teorema 5.1.1. O Corolário 5.1.3

se alinha à fórmula de Beltrametti-Blasi, apresentada em [BB66], que limita o número de inva-

riantes analíticos funcionalmente independentes e cujo enunciado, conforme [CS04], pode ser

dado como:

Teorema 5.1.2. Sejam L uma álgebra de Lie com base {x1, . . . , xn}, N (L) a cardinalidade do

conjunto maximal de invariantes analíticos funcionalmente independentes e ML =
�

[x i, x j]
�

∈
Matn×n

�

F(xn)
�

sua tabela de multiplicação. Então

N (L) = dim(L)− posto(ML). □

O Corolário 5.1.3, trata de grau de transcendência, em vez de cardinalidade do conjunto

maximal de invariantes analíticos funcionalmente independentes. Vejamos.

Corolário 5.1.3. Seja L álgebra de Lie nilpotente com base x1, . . . , xn e seja ML =
�

[x i, x j]
�

∈
Matn×n

�

F(xn)
�

sua matriz de multiplicação. Então F(L)L é uma extensão puramente transcen-

dental de F e vale que

trdeg
�

F(L)L
�

= dim(L)− posto(ML),

onde trdeg
�

F(L)L
�

é o grau de transcendência de F(L)L.

Demonstração. Uma extensão de um corpo é puramente transcendental, se existe um subcon-

junto dessa extensão formado por elementos algebricamente independentes que gere essa exten-

são. Ora, o Teorema 5.1.1 nos dá, justamente, um tal subconjunto que gera F(L)L. Portanto,
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F(L)L é uma extensão puramente transcendental de F. Nesse caso, o grau de transcendência de

F(L)L é igual ao número de geradores algebricamente independentes dado pelo teorema. Observe

que, para obter esse número, é subtraído da dimensão de L o número de vezes que a derivação

ad(x i)|Ki−1
é não trivial, para cada i = 2, . . . , n, pois, em cada passo, o número de geradores de Ki

diminui em 1. Em outras palavras, começamos em K1 = F(xn) e analisamos ad(x2)|K1
. Se essa

derivação é diferente de zero, então K2 possui n − 1 geradores algebricamente independentes.

Caso contrário, K2 = K1. Depois, analisamos ad(x3)|K2
e repetimos o raciocínio até ad(xn)|Kn−1

,

obtendo

trdeg
�

F(L)L
�

= dim(L)−δ,

onde δ é igual ao número de vezes que a derivação ad(x i)|Ki−1
é não trivial, para cada i = 2, . . . , n.

Precisamos mostrar que δ = posto(ML). Para isso, seja Li a i-ésima linha de ML. Observe que

ad(x i) = Li∇X . Observe também que ad(x i)|Ki−1
= 0 significa que F(xn)ad(x1) ∩ · · · ∩ F(xn)ad(x i) =

F(xn)ad(x1) ∩ · · · ∩ F(xn)ad(x i−1), ou seja, que F(xn)ad(x1) ∩ · · · ∩ F(xn)ad(x i−1) ⊆ F(xn)ad(x i). Assim,

devemos mostrar que F(xn)ad(x1)∩· · ·∩F(xn)ad(x i−1) ⊆ F(xn)ad(x i) se, e somente se, ad(x i) pertence

ao submódulo de DerF
�

F(xn)
�

gerado por ad(x1), . . . , ad(x i−1). Mas isso é, justamente, o que a

Proposição 1.6.9 afirma. Portanto, trdeg
�

F(L)L
�

= dim(L)− posto(ML). ⊠

O Corolário 5.1.3 pode ser obtido das Observações 1.14.13 e 4.9.24 em [Dix96], para o caso

onde L é algébrica, onde afirma-se (sem demonstração) que o índice de L é igual ao grau de

transcendência de F(L)L e também é igual ao número dim(L) − posto(ML). Além disso, o fato

de F(L)L ser uma uma extensão puramente transcendental é demonstrado na Proposição 1 em

[Dix57]. A nossa demonstração, difere da feita pelo Dixmier, por ser mais construtiva.

Nosso próximo corolário, segue a mesma direção da Proposição 2 em [Dix57] (também visto

no Teorema 31 em [Oom12]).

Corolário 5.1.4. Seja L álgebra de Lie nilpotente com base triangular {x1, . . . , xn}. Sejam

- Kr−1 = K
ad(xr−1)|Kr−2
r−2 = F(zr−1,1, . . . , zr−1,mr−1

) e

- ad(x r)|Kr−1
= frkDzr−1,k

+ · · ·+ fr,mr−1
Dzr−1,mr−1

tal que Kr = F(L)L = F(zr1, . . . , zr,mr
),

para algum r = 2, . . . , n. Então existe p ∈ F[L]L tal que p ∈ F[zr1, . . . , zr,mr
] e

F[L]L ⊆ F[zr1, . . . , zr,mr
, p−1].

Demonstração. Segue como consequência do item (d), do Teorema 5.1.1, pois

F[L]L = Kr ∩ F[L] ⊆ F[zr1, . . . , zr,mr
, p−1],

para algum p nas condições do enunciado. ⊠

5.1.2 Exemplo: álgebras L onde dim(L)≤ 6

No artigo [dG07] é apresentado uma classificação das álgebras de Lie nilpotentes de dimensão

menor do que ou igual a 6. Vamos denotar tais álgebras por duplas ou triplas entre colchetes,
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onde a primeira posição indica a dimensão da álgebra; a segunda, um número que a classifique; e

a terceira, quando houver, indica um parâmetro. Assim, essas álgebras são denotadas da seguinte

maneira:

Tabela 5.1: Lista das álgebras de Lie nilpotentes de dimensão até 6.

Dimensão Álgebra

1 [1,1]

2 [2,1]

3 [3,1], [3,2]

4 [4,1], [4,2], [4,3]

5 [5,1], [5,2], [5,3], [5,4], [5,5], [5,6], [5,7], [5,8], [5,9]

6

[6,1], [6,2], [6,3], [6,4], [6,5], [6,6], [6,7], [6,8], [6,9], [6,10], [6,11], [6,12],
[6,13], [6,14], [6,15], [6,16], [6,17], [6,18], [6,19,a], [6,20], [6,21,a],
[6,22,a], [6,23], [6,24,a], [6,25], [6,26]

Note que, as únicas álgebras que dependem de algum parâmetro a ∈ F, formando, portanto,

uma família de álgebras, são as álgebras: [6,19, a], [6,21, a], [6, 22, a] e [6,24, a].
Tais álgebras foram implementadas no sistema Gap [GAP22], através do pacote LieAlgDB (veja

referência [CdGSG19]). Utilizando esse pacote, pode-se importar tais álgebras para SageMath e

utilizar nosso algoritmo para determinar os geradores algebricamente independentes da álgebra

dos invariantes racionais. Acontece que nessa implementação, é preciso fornecer o valor do pa-

râmetro para as álgebras [6, 19, a], [6,21, a], [6, 22, a] e [6,24, a]. Dessa forma, desenvolvemos,

no próprio sistema SageMath, funções que devolvem as álgebras de dimensão até 6, sem a ne-

cessidade de indicar algum parâmetro para as álgebras acima citadas. A função desenvolvida

recebeu o nome de

nilpotent_lie_algebra

e recebe como entrada três valores: um corpo base para a álgebra; um parâmetro [i, j] que

indique qual é a álgebra desejada; e um valor booleano opcional True, se quiser que a álgebra

seja entregue na base triangular. Por exemplo, se desejamos a álgebra [6,19, a] sobre o corpo dos

racionais, dada na base triangular, devemos fazer:

nilpotent_lie_algebra(QQ,[6,19],True).

Construídas tais álgebras, usamos nosso algoritmo para determinar os geradores algebrica-

mente independentes para todas as álgebras de Lie de dimensão até 6, sobre o corpo Q. Tais

geradores estão apresentados na Tabela 5.2.
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Tabela 5.2: Geradores algebricamente independentes de Q(L)L para álgebras nilpotentes de di-
mensão até 6.

Álgebra L Colchetes não nulos Geradores algebricamente independentes de Q(L)L

[1,1] abeliana x1

[2,1] abeliana x1, x2

[3,1] abeliana x1, x2, x3

[3,2] [x2, x3] = x1 x1

[4,1] abeliana x1, x2, x3, x4

[4,2] [x3, x4] = x1 x1, x2

[4,3]
[x2, x3] = −x1,

[x3, x4] = x2

x1, −x2
2 + 2x1 x4

[5,1] abeliana x1, x2, x3, x4, x5

[5,2] [x4, x5] = x1 x1, x2, x3

[5,3]
[x3, x4] = −x1,

[x4, x5] = x3

x1, x2, −x2
3 + 2x1 x5

[5,4]
[x2, x3] = x1,

[x4, x5] = x1

x1

[5,5]
[x2, x4] = −x1,

[x3, x5] = −x1,

[x4, x5] = x2

x1

[5,6]

[x2, x4] = −x1,

[x3, x4] = −x2,

[x3, x5] = −x1,

[x4, x5] = x3

x1

[5,7]
[x2, x4] = −x1,

[x3, x4] = −x2,

[x4, x5] = x3

x1, −x2
2 + 2x1 x3, x3

2 − 3x1 x2 x3 + 3x2
1 x5

[5,8]
[x3, x4] = x1,

[x3, x5] = x2

x1, x2, −x2 x4 + x1 x5

[5,9]
[x3, x4] = −x1,

[x3, x5] = −x2,

[x4, x5] = x3

x1, x2, x2
3 + 2x2 x4 − 2x1 x5

[6,1] abeliana x1, x2, x3, x4, x5, x6

Continua na próxima página
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Tabela 5.2 – Continuação da página anterior

Álgebra L Colchetes não nulos Geradores algebricamente independentes de Q(L)L

[6,2] [x5, x6] = x1 x1, x2, x3, x4

[6,3]
[x4, x5] = −x1,

[x5, x6] = x4

x1, x2, x3, −x2
4 + 2x1 x6

[6,4]
[x3, x4] = x1,

[x5, x6] = x1

x1, x2

[6,5]
[x3, x5] = −x1,

[x4, x6] = −x1,

[x5, x6] = x3

x1, x2

[6,6]

[x3, x5] = −x1,

[x4, x5] = −x3,

[x4, x6] = −x1,

[x5, x6] = x4

x1, x2

[6,7]
[x3, x5] = −x1,

[x4, x5] = −x3,

[x5, x6] = x4

x1, x2, −x2
3 +2x1 x4, x3

3 −3x1 x3 x4+3x2
1 x6

[6,8]
[x4, x5] = x1,

[x4, x6] = x2

x1, x2, x3, −x2 x5 + x1 x6

[6,9]
[x4, x5] = −x1,

[x4, x6] = −x2,

[x5, x6] = x4

x1, x2, x3, x2
4 + 2x2 x5 − 2x1 x6

[6, 10]
[x2, x5] = −x1,

[x3, x4] = x1,

[x5, x6] = x2

x1, −x2
2 + 2x1 x6

[6, 11]

[x2, x5] = −x1,

[x3, x6] = −x1,

[x4, x5] = −x2,

[x4, x6] = −x1,

[x5, x6] = x4

x1, −x2
2 − 2x1 x3 + 2x1 x4

[6, 12]

[x2, x5] = −x1,

[x3, x6] = −x1,

[x4, x5] = −x2,

[x5, x6] = x4

x1, −x2
2 + 2x1 x4

Continua na próxima página
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Tabela 5.2 – Continuação da página anterior

Álgebra L Colchetes não nulos Geradores algebricamente independentes de Q(L)L

[6, 13]

[x2, x5] = −x1,

[x3, x4] = x1,

[x3, x5] = −x2,

[x4, x6] = −x2,

[x5, x6] = x3

x1, −x3
2 + 3x1 x2 x3 − 3x2

1 x6

[6, 14]

[x2, x6] = −x1,

[x3, x4] = x1,

[x3, x5] = −x2,

[x4, x5] = −x3,

[x4, x6] = −x2,

[x5, x6] = x4

x1, −2x1 x3
2 − 3x2

1 x2
3 + 6x2

1 x2 x4 + 6x3
1 x5

[6, 15]

[x2, x5] = −x1,

[x3, x5] = −x2,

[x3, x6] = −x1,

[x4, x5] = −x3,

[x4, x6] = −x2,

[x5, x6] = x4

x1, x3
2 − 3x1 x2 x3 + 3x2

1 x4

[6, 16]

[x2, x6] = −x1,

[x3, x4] = x1,

[x3, x5] = −x2,

[x4, x5] = −x3,

[x5, x6] = x4

x1, −x2
3 + 2x2 x4 + 2x1 x5

[6, 17]

[x2, x5] = −x1,

[x3, x5] = −x2,

[x4, x5] = −x3,

[x4, x6] = −x1,

[x5, x6] = x4

x1, −x2
2 + 2x1 x3

[6, 18]

[x2, x5] = −x1,

[x3, x5] = −x2,

[x4, x5] = −x3,

[x5, x6] = x4

x1, −x2
2 + 2x1 x3, x3

2 − 3x1 x2 x3 + 3x2
1 x4,

−x4
2 + 4x1 x2

2 x3 − 8x2
1 x2 x4 + 8x3

1 x6

Continua na próxima página
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Tabela 5.2 – Continuação da página anterior

Álgebra L Colchetes não nulos Geradores algebricamente independentes de Q(L)L

[6,19, a]

[x2, x5] = −x1,

[x3, x4] = −x1,

[x3, x6] = −ax1,

[x4, x5] = x2,

[x4, x6] = x3

x1, a
2 x2

2 +
1
2 x2

3 + ax1 x4 − x1 x6

[6, 20]

[x2, x5] = −x1,

[x3, x4] = −x1,

[x4, x5] = x2,

[x4, x6] = x3

x1, −x2
3 + 2x1 x6

[6,21, a]

[x2, x5] = −x1,

[x3, x6] = −ax1,

[x4, x5] = −x2,

[x4, x6] = −x3,

[x5, x6] = x4

x1, − a
2 x1 x2

2 −
1
2 x1 x2

3 + ax2
1 x4

[6,22, a]

[x3, x4] = x1,

[x3, x5] = x2,

[x4, x6] = ax2,

[x5, x6] = x1

x1, x2

[6, 23]

[x3, x5] = −x1,

[x4, x5] = −x2,

[x4, x6] = −x1,

[x5, x6] = x3

x1, x2

[6,24, a]

[x3, x5] = −x1,

[x3, x6] = −x2,

[x4, x5] = −ax2,

[x4, x6] = −x1,

[x5, x6] = x3

x1, x2

[6, 25]
[x3, x5] = −x1,

[x4, x5] = −x2,

[x5, x6] = x3

x1, x2, −x2 x3 + x1 x4, −x2
3 + 2x1 x6

[6, 26]
[x3, x5] = −x1,

[x4, x6] = −x2,

[x5, x6] = x3

x1, x2

No artigo [Oom09], o autor faz uma descrição explícita do centro da álgebra universal en-
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volvente para várias álgebras de Lie nilpotentes, indecomponíveis, de dimensão no máximo 7 e

definidas sobre os complexos.

5.1.3 Exemplo: álgebra tn das matrizes triangulares superiores estritas n×n

No artigo [BPP07], são determinados os invariantes analíticos de tn, álgebra das matrizes

triangulares superiores estritas n× n. Nele, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.1.5. Seja Ei j ∈Matn×n(F) a matriz definida como

(Ei j)kℓ :=

¨

1, se i = k e j = ℓ,
0, caso contrário.

Os geradores da álgebra dos invariantes analíticos de tn são

det
�

(Ei j)
i=1,...,k
j=n−k+1,...,n

�

, com k = 1, . . . ,
jn

2

k

. □

Exemplo 5.1.6. Considere a álgebra de Lie t8. Tal álgebra tem base {Ei j | 1 ≤ i < j ≤ 8}.
Então, pelo Teorema 5.1.5, temos que a álgebra de invariantes analíticos de t8 é gerada pelos

determinantes formais das seguintes matrizes.

M1 =
�

E18

�

, M2 =

�

E17 E18

E27 E28

�

, M3 =

⎛

⎜

⎝

E16 E17 E18

E26 E27 E28

E36 E37 E38

⎞

⎟

⎠
e M4 =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎝

E15 E16 E17 E18

E25 E26 E27 E28

E35 E36 E37 E38

E45 E46 E47 E48

⎞

⎟

⎟

⎟

⎠

.

Por exemplo,

det(M1) = E18 e det(M2) = E17E28 − E18E27.

Dispondo a base {Ei j | 1≤ i < j ≤ 8} em uma matriz M triangular superior estrita onde a posição

(M)i j = Ei j, temos que as matrizes M1, M2, M3 e M4 são dadas como abaixo.

M =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

0 E12 E13 E14 E15 E16 E17 E18

0 0 E23 E24 E25 E26 E27 E28

0 0 0 E34 E35 E36 E37 E38

0 0 0 0 E45 E46 E47 E48

0 0 0 0 0 E56 E57 E58

0 0 0 0 0 0 E67 E68

0 0 0 0 0 0 0 E78

0 0 0 0 0 0 0 0

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

M1

M2

M3

M4

A imagem acima nos mostra uma maneira prática e visual de se obter tais invariantes. □

Nosso algoritmo mostrou que temos esse mesmo resultado para álgebra de invariantes racio-

nais, quando n≤ 12. Abaixo, vê-se um exemplo para o caso n= 6.
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1 sage: l = lie_algebra_upper_triangular_matrices (6, strict=True)
2 sage: l.rational_invariant_field ()
3 [x16 ,
4 x25*x16 - x26*x15 ,
5 x34*x25*x16^2 - x34*x26*x15*x16 - x35*x24*x16^2 + x35*x14*x26*x16 +
6 + x24*x36*x15*x16 - x36*x25*x14*x16]

Para valores n> 12, a memória do computador se esgota e o programa se fecha. Abaixo, apre-

sentamos uma tabela com o tempo gasto para obter os invariantes para cada uma dessas álgebras,

para n= 3, . . . , 12. Todos os cálculos foram realizados em um computador com processador 11th

Gen Intel® Core™ i7-1165G7, rodando a 2,80 GHz com 8 threads e 16 GB de memória, utilizando

a versão 10.2 do SageMath.

Tabela 5.3: Tempo gasto para calcular os geradores algebricamente independentes de Q(tn)tn .

Tamanho da matriz 3 4 5 6 7

Tempo gasto no cálculo 37,9 ms 95,9 ms 240 ms 543 ms 1,17 s

8 9 10 11 12

2,33 s 4,73 s 9,16 s 19,1 s 5 min 2 s

5.2 Álgebra de Lie solúvel: exemplo quando dim(L)≤ 4

No artigo [dG05] há uma classificação das álgebra de Lie solúveis de dimensão até 4, con-

forme a tabela abaixo, onde, repetindo a notação para as álgebras nilpotentes, vamos denotar

tais álgebras por duplas, triplas ou quádruplas entre colchetes, onde a primeira posição indica

a dimensão da álgebra; a segunda, um número que a classifique; e a terceira e quarta, quando

houver, indicam parâmetros da classificação.

Tabela 5.4: Lista das álgebras de Lie solúveis de dimensão até 4.

Dimensão Álgebra

2 [2,1], [2,2]

3 [3,1], [3,2], [3,3,a], [3,4,a]

4
[4,1], [4,2], [4,3,a], [4,4], [4,5], [4,6,a,b], [4,7,a,b], [4,8], [4,9,a], [4,10,a],
[4,11,a,b], [4,12], [4,13,a], [4,14,a]

As álgebras com 3 ou 4 parâmetros formam famílias de álgebras, sendo que as álgebras

[4, 10, a] e [4,11, a, b] estão definidas sobre F tal que char(F) = 2 (não serão consideradas por

nós) e a álgebra [4, 9, a] está definida apenas para a ∈ F tal que t2 − t − a ∈ F[t] é irredutível

sobre F. Dentro de uma mesma família, temos que valem os seguintes isomorfismos:

• [3,3, a]∼= [3, 3, b] se, e somente se, a = b;
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• [3,4, a]∼= [3, 4, b] se, e somente se, a = α2 b, onde α ∈ F \ {0};

• [4,3, a]∼= [4, 3, b] se, e somente se, a = b;

• [4, 6, a, b]∼= [4,6, c, d] se, e somente se, a = c e b = d;

• [4,7, a, b]∼= [4,7, c, d] se, e somente se, a = α3c e b = α2d, onde α ∈ F \ {0};

• [4,9, a]∼= [4, 9, b] se, e somente se, a+
1
4
= α2

�

b+
1
4

�

, onde α ∈ F \ {0} e char(F) ̸= 2;

• [4,13, a]∼= [4,13, b] se, e somente se, a = b;

• [4,14, a]∼= [4,14, b] se, e somente se, a = α2 b, onde α ∈ F \ {0};

Tais álgebras, assim como as nilpotentes, estão implementadas no sistema Gap, através do

pacote LieAlgDB. Assim, podemos importá-las para SageMath e trabalhar com as ferramentas que

desenvolvemos.

Exemplo 5.2.1. Seja L = [4, 7,1, 2] a álgebra de Lie sobre Q com base {x1, . . . , x4}, onde as

derivações adjuntas para os elementos dessa base, são

⎧

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎩

ad(x1) = −x2Dx4
,

ad(x2) = −x3Dx4
,

ad(x3) = (−x1 − 2x2)Dx4
,

ad(x4) = x2Dx1
+ x3Dx2

+ (x1 + 2x2)Dx3
.

Note que ad(x1) é uma derivação triangular com respeito a {x1, . . . , x4}. Logo, aplicando nosso

procedimento, descrito do Capítulo 3, obtemos que:

K1 =Q(x4)
ad(x1) =Q(x1, x2, x3).

Veja que ad(x2)|K1
= ad(x3)|K1

= 0. Observe que ad(x4)(K1) ⊆ K1, logo Q(L)L = K
ad(x4)|K1
1 , onde

ad(x4)|K1
= ad(x4) = x2Dx1

+ x3Dx2
+ (x1 + 2x2)Dx3

=

=
�

x1 x2 x3

�

⎛

⎜

⎝

0 0 1

1 0 2

0 1 0

⎞

⎟

⎠

⎛

⎜

⎝

Dx1

Dx2

Dx3

⎞

⎟

⎠
=: X ⊺A∇X .

Observe que o polinômio característico de A é pA = (t + 1)(t2 − t − 1) ∈ Q[t], cujas raízes são:

−1, a,−a + 1, onde a :=
1+
⎷

5
2

. Então o corpo F := Q(a) é o corpo de fatoração de pA. Nesse

caso, temos que

A=

⎛

⎜

⎝

1 1 1

a+ 1 −a+ 2 1

a −a+ 1 −1

⎞

⎟

⎠

⎛

⎜

⎝

a 0 0

0 −a+ 1 0

0 0 −1

⎞

⎟

⎠

⎛

⎜

⎝

−4
5 a+ 7

5
3
5 a− 4

5 −1
5 a+ 3

5
4
5 a+ 3

5 −3
5 a− 1

5
1
5 a+ 2

5

−1 1 −1

⎞

⎟

⎠
=: PJ P−1.
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Utilizando a teoria do Capítulo 4, temos que DJ = DJ ,S + DJ ,N , onde

DJ ,S = aDy1
+ (−a+ 1)Dy2

− Dy3
e DJ ,N = 0.

Aqui, y j =
∑︁n

i=1 Pi j x i. Como F(y1, y2, y3)DJ ,N = F(y1, y2, y3), então, pelo Teorema 4.2.6, temos

que

F(y1, y2, y3)
DJ = F

�

yα1
1 yα2

2 yα3
3 | α1,α2,α3 ∈ Z e aα1 + (−a+ 1)α2 −α3 = 0

	

= F(y1 y2 y3).

Voltando para as coordenadas originais, concluímos que

F(L)L = K
ad(x4)|K1
1 = F(x1, x2, x3)

DA = F( f g),

onde f = x1 + x2 − x3 e g = x2
1 + 3x1 x2 + x2

2 + x1 x3 − x2 x3 − x2
3 . Observe que, neste exemplo,

começamos com uma álgebra definida sobre Q, mas, para trabalharmos com as nossas ferramen-

tas, foi preciso considerar a extensão simples F=Q(a). Com a álgebra definida sobre este corpo,

conseguimos calcular os geradores algebricamente independentes de sua álgebra de invariantes

racionais. □

No Exemplo 5.2.1, embora não tenhamos calculado a base triangular da álgebra de Lie L =
[4, 7,1,2], obtivemos ainda a cadeia de corpos

F(x4) ⊇ F(x4)ad(x1) ⊇ K
ad(x2)|K1
1 ⊇ K

ad(x3)|K2
2 ⊇ K

ad(x4)|K3
3 .

=

K1

=

K2

=

K3

=

K4 =Q(L)L

Além disso, observamos também que ad(x i)|Ki−1
ou era uma derivação triangular com respeito

aos geradores de Ki−1 ou era uma derivação linear. Assim, para determinar os geradores de

Ki, aplicamos a teoria do Capítulo 3, no primeiro caso, e aplicamos a teoria do Capítulo 4, no

segundo caso. No caso de derivações lineares foi necessário tomar uma extensão simples de Q,

para obtermos a forma normal de Jordan, conforme explicado no Capítulo 4.

Esse comportamento se mostrou geral para as álgebras de Lie solúveis de dimensão até 4, isto

é, sem a necessidade de alterar a base da álgebra, obtivemos a cadeia de corpos como acima e

cada derivação ad(x i)|Ki−1
era uma derivação triangular com respeito aos geradores de Ki−1 ou

era uma derivação linear, onde, no caso linear, às vezes, sendo necessário fazer uma extensão de

Q para se executar as contas.

Assim, utilizando as ferramentas que desenvolvemos, ao longo deste trabalho, foi possível

determinar os geradores algebricamente independentes para essas álgebras, quando fixado algum

parâmetro. Na Tabela 5.5, apresentamos esses geradores. Na última coluna, indicamos o valor a

da extensão F=Q(a) ⊆Q necessária para realização do cálculo dos geradores.
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Tabela 5.5: Geradores algebricamente independentes de F(L)L para álgebras solúveis de dimen-
são até 4.

Álgebra L Colchetes não nulos
Geradores algebricamente

independentes de F(L)L
F=Q(a)

[2, 1] abeliana x1, x2 1

[2, 2] [x1, x2] = −x1 1 1

[3, 1] abeliana x1, x2, x3 1

[3, 2]
[x1, x3] = −x1,

[x2, x3] = −x2

x1

x2
1

[3, 3,1]
[x1, x3] = −x2,

[x2, x3] = −x1 − x2

1
1+
⎷

5
2

[3, 4,1]
[x1, x3] = −x2,

[x2, x3] = −x1

(x1 + x2)(x1 − x2) 1

[3, 4,−1]
[x1, x3] = −x2,

[x2, x3] = x1

x2
1 + x2

2 i ∈ C

[4, 1] abeliana x1, x2, x3, x4 1

[4, 2]
[x1, x4] = −x1,

[x2, x4] = −x2,

[x3, x4] = −x3

x1

x3
,

x2

x3
1

[4, 3,1]
[x1, x4] = −x1,

[x2, x4] = −x3,

[x3, x4] = x2 − 2x3

x2 − x3

x1
1

[4, 4]
[x2, x4] = −x3,

[x3, x4] = −x3

x1, x2 − x3 1

[4, 5] [x2, x4] = −x3 x1, x3 1

[4,6, 1,1]
[x1, x4] = −x2,

[x2, x4] = −x3,

[x3, x4] = −x1− x2− x3

1 a[4,6,1,1]

[4,6, 1,2]
[x1, x4] = −x2,

[x2, x4] = −x3,

[x3, x4] = −x1−2x2−x3

1 a[4,6,1,2]

[4,7, 1,1]
[x1, x4] = −x2,

[x2, x4] = −x3,

[x3, x4] = −x1 − x2

x3
1 + 2x2

1 x2 + x1 x2
2 + x3

2 − 3x1 x2 x3 −
x2

2 x3 − x1 x2
3 + x3

3

a[4,7,1,1]

Continua na próxima página
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Tabela 5.5 – Continuação da página anterior

Álgebra L Colchetes não nulos
Geradores algebricamente

independentes de F(L)L
F=Q(a)

[4,7, 1,2]
[x1, x4] = −x2,

[x2, x4] = −x3,

[x3, x4] = −x1 − 2x2

(x1 + x2 − x3)(x2
1 + 3x1 x2 + x2

2 +
x1 x3 − x2 x3 − x2

3)
1+
⎷

5
2

[4, 8]
[x1, x2] = x2,

[x3, x4] = x4

1 1

[4, 9,1]

[x1, x3] = −x1,

[x1, x4] = −x1 − x2,

[x2, x3] = −x2,

[x2, x4] = −x1

1 1

[4, 9,−1]

[x1, x3] = −x1,

[x1, x4] = −x1 + x2,

[x2, x3] = −x2,

[x2, x4] = −x1

1 1

[4,12]

[x1, x3] = −x2,

[x1, x4] = −x1,

[x2, x4] = −2x2,

[x3, x4] = −x3

1 1

[4, 13,1]

[x1, x3] = −x2,

[x1, x4] = −x1 − x3,

[x2, x4] = −x2,

[x3, x4] = −x1

1 1

[4, 14,1]
[x1, x3] = −x2,

[x1, x4] = −x3,

[x3, x4] = −x1

x2, x2
1 − x2

3 + 2x2 x4 1

[4,14,−1]
[x1, x3] = −x2,

[x1, x4] = x3,

[x3, x4] = −x1

x2, x2
1 + x2

3 + 2x2 x4 1

Os valores a[4,6,1,1], a[4,6,1,2] e a[4,7,1,1] são tais que:

- Q(a[4,6,1,1]) é o corpo de fatoração do polinômio t3 − t2 − t − 1 ∈ F[t];

- Q(a[4,6,1,2]) é o corpo de fatoração do polinômio t3 − t2 − 2t − 1 ∈ F[t];

- Q(a[4,7,1,1]) é o corpo de fatoração do polinômio t3 − t − 1 ∈ F[t].
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