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Resumo

Nesta tese, apresentamos um procedimento algoritmico para a computacdo de um conjunto
gerador algebricamente independente da algebra dos invariantes racionais de uma dlgebra de
Lie nilpotente. Inicialmente, introduzimos conceitos fundamentais sobre algebras. Em seguida,
apresentamos o método das caracteristicas, uma ferramenta analitica empregada na resolugédo
de equacdes diferenciais parciais, adaptada ao contexto algébrico, e o aplicamos a derivacoes
triangulares, obtendo um conjunto gerador algebricamente independente de seus nticleos. Tam-
bém abordamos as derivagdes lineares, descrevendo um procedimento efetivo para calcular um
conjunto algebricamente independente que gera os nucleos dessas derivagdes. Finalmente, utili-
zamos a teoria desenvolvida para determinar um conjunto gerador algebricamente independente
da algebra dos invariantes racionais de uma dlgebra de Lie nilpotente, demonstrando que, ao con-
siderar uma base triangular da dlgebra de Lie, a derivacdo adjunta de um elemento dessa base,
restrita ao nucleo da derivacio adjunta do elemento anterior, resulta em uma derivagdo triangu-
lar. Por fim, apresentamos exemplos computacionais para algebras de Lie soltveis de dimensdes

até quatro, utilizando as técnicas descritas para derivacoes triangulares e lineares.

Palavras-chave: algebra de Lie; dlgebra de invariantes; método das caracteristicas; derivagoes

triangulares; derivacdes lineares; geradores algebricamente independentes.



Abstract

In this thesis, we present an algorithmic procedure for computing an algebraically indepen-
dent generating set of the algebra of rational invariants of a nilpotent Lie algebra. We begin by
introducing fundamental concepts of algebras. Next, we present the method of characteristics,
an analytical tool used in solving partial differential equations, adapted to the algebraic context,
and apply it to triangular derivations, obtaining an algebraically independent generating set of
their kernels. We also address linear derivations, describing an effective procedure to compute
an algebraically independent set that generates the kernels of these derivations. Finally, we use
the developed theory to determine an algebraically independent generating set of the algebra of
rational invariants of a nilpotent Lie algebra, demonstrating that, by considering a triangular basis
of the Lie algebra, the adjoint derivation of an element of this basis, restricted to the kernel of the
adjoint derivation of the previous element, results in a triangular derivation. Lastly, we present
computational examples for solvable Lie algebras of dimensions up to four, using the techniques

described for triangular and linear derivations.

Keywords: Lie algebra; invariants algebra; method of characteristics; triangular derivations;

linear derivations; algebraically independent generators.
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Introducao

1 Motivacao

Seja L uma algebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo F de caracteristica zero. Con-

siderando {x,...,x,} uma base de L, defina F[L] := F[x,,...,X,] a dlgebra dos polinémios nas
variaveis xy, ..., x,, com coeficientes em F. Para encurtar a notacdo, muitas vezes, vamos escrever
Fl«,] no lugar de F[x,,...,x,]. Considerando L como um moédulo sobre si mesmo, onde a agao

¢ a adjunta, podemos, para cada x € L, definir uma F-derivagao de F[ L ] nele mesmo, estendendo
ad(x) por linearidade e pela regra de Leibniz. Nesse caso, se denotarmos, por abuso de notacéo,

essa derivacdo obtida de ad(x) pelo mesmo simbolo, temos que, para todo f € F[L],

n

ad(x)(f) = > [x,x,1D,,(f), (1.1

i=1
onde D, (f) € a derivada parcial de f com respeito a varidvel x;. Dado um operador de F[L ] para
F[L], seu nticleo é o conjunto formado por todos os elementos do dominio que sdo levados no
elemento neutro aditivo do médulo do contradominio. Assim, em particular, o ntcleo de ad(x) é

Flz, ™) = {f e F[L] | ad(x)(f) = 0}.

polinémio nulo

A dlgebra de invariantes polinomiais de L é definida como sendo
F[L]* :={f € F[L]|ad(x)(f) =0, para todo x € L}.

Mas, é direto mostrar que

F[L]" = () Flz, ]
i=1

Tal algebra tem importancia tanto tedrica, na prépria Matemdtica, como também pratica, na
Fisica.

Na Matematica, considerando a teoria de representacdes de algebras de Lie, sabemos que
a categoria de modulos sobre uma algebra de Lie L é isomorfa a categoria de médulos sobre a
algebra universal envolvente de L, U(L). Além disso, sabemos também, do Lema de Schur, que se
IF é algebricamente fechado e V é um U(L)-mddulo simples, entdo, considerando a representacio

correspondente ao V, dada por p : U(L) — End(V), temos que p(Z(U(L))) ¢ uma subalgebra
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de {Aidv | A e IF} Portanto, saber quem é Z (U(L)) é algo interessante, jd que sua representacao
é realizada apenas por multiplicacdo de escalares. Aqui é onde entra a dlgebra de invariantes

polinomiais, ja que temos o seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Teorema de Duflo). Seja L é uma algebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo

algebricamente fechado de caracteristica zero, entdo Z (U (L)) e F[L]" sdo 4lgebras isomorfas. O

A demonstragdo desse resultado é bastante dificil e pode ser vista no Teorema 2 em [Duf77]].
Uma outra demonstracio desse teorema é apresentada no Teorema 7 em [[Kon99]], onde é usado
cohomologia, evitando-se separar a demonstracdo em varios casos. Tal resultado vale mesmo
para corpos que néo sejam algebricamente fechados, desde que a dlgebra de Lie seja nilpotente.

Considerando a motivacio fisica para o estudo de F[L]*, temos, da fisica classica, que o mo-
mento linear de um objeto é uma grandeza vetorial que, grosseiramente, mede a vontade que um
objeto tem em se manter em linha reta. Precisamente, o momento linear p de um objeto é calcu-
lado pelo produto da massa do objeto, m, pelo vetor velocidade do objeto, v, isto é, p = mv. Na
situagdo de um sistema composto por varios objetos, o momento linear do sistema € definido como
sendo a soma do momento linear dos objetos desse sistema. Nesse caso, vé-se a importancia do
momento linear, uma vez que em um sistema fechado, ndo importa como os objetos se interajam,
se a resultante de forcas externas for nula, o momento linear do sistema é conservado, por mais
que, individualmente, o momento linear dos objetos se altere. Observe que, no momento linear,
os movimentos analisados foram de translacoes. Agora, considerando os movimentos rotacionais
em R? pode-se definir um andlogo ao momento linear, que é momento angular, £: grandeza veto-
rial dada pelo produto vetorial da posi¢éo r = (r, 5, ;) €m que o objeto se encontra, em relacdo

a um ponto de referéncia, pelo momento linear, p = (p;, p,, P3), isto é, £ =1 X p.

p

H4 também uma lei de conservacdo do momento angular, semelhante a do momento linear: o mo-
mento angular de um sistema de objetos sujeito a um torque externo nulo é constante. Contudo,
para o nosso proposito, que é dar uma motivacao fisica para o estudo da dlgebra de invariantes
polinomiais, precisamos generalizar o momento angular usando a dtica da fisica quantica. Para
isso, é preciso ter em vista que na fisica quantica os operadores lineares sdo as entidades ma-
tematicas que desempenham um papel fundamental na descricdo dos fenémenos. Assim, para
generalizar o momento angular cldssico para o quantico, usa-se as expressdes das coordenadas
de £ para se definir o operador L;, com i € {1,2,3}. Pode-se provar que esses trés operadores
geram uma subdlgebra de Lie da dlgebra de Lie subjacente a dlgebra dos endomorfismos do es-
paco R? isomorfa a s0(3). Tal subdlgebra é dita dlgebra do momento angular em trés dimensdes.

Os autovalores desses operadores descrevem estados possiveis de particulas. Dessa forma, uma
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vez que os operadores que comutam preservam os autovalores, entdo, aplicando isso a L;, para
i € {1,2,3}, temos que R[s0(3)]**® forma o conjunto dos operadores que nio alteram o estado
das particulas, ou seja, a dlgebra de invariantes polinomiais é formada por operadores que repre-
sentam grandezas fisicas conservadas. Isso é particularmente 1til para descrever sistemas estaveis
e prever propriedades de estados estaciondrios ([SRI3]], Secio 4.2; [Tac06]], Secdo 1.15; [SW14],
Secdo 3.1; [vdW74], Secdo 8).

Uma outra possibilidade de se deparar com a algebra de invariantes polinomiais é através do

seguinte problema:
Sejam L, e L, dlgebras de Lie tais que U(L;) = U(L,). Entdo é verdade que L, = L,?

Por exemplo, em [RSU22]| pode-se extrair as algebras de Lie L; com base {x;, x,, X3, x,}, tais que

os colchetes de Lie ndo nulos sdo

[x4:x1:|:x1: [x4:xz:|:x3, [X4,x3]:X3,

e L, com base {y;, ¥, Y3, Y4}, com os colchetes de Lie ndo nulos sendo

[y, Y2 1= Y2 (Y3, Y4l =Ya

Nesse caso, temos que essas algebras nio sdo isomorfas e o artigo mostrar que Z (U (Ll)) # {0}
e Z(U(LZ)) = {0}, o que implica que U(L,) # U(L,). Assim, a tentativa de se responder a essa
pergunta, leva ao estudo do centro de dlgebras de Lie.

Sendo a algebra de invariantes polinomiais finitamente gerada, como € o caso para algebras
de Lie standard filiform, conforme o Teorema Maurer-Weitzenbock ([[Fre17]], Teorema 6.1) afirma,
uma questdo que se coloca é determinar um conjunto minimal de geradores para ela. Esta ta-
refa pode ser demasiadamente dificil, ja para dlgebras de dimensao relativamente pequena. Por
exemplo, em [[Frel3[], temos que o conjunto minimal de geradores para a algebra de invariantes
polinomiais da dlgebra de Lie standard filiform de dimensdo 10 tem 69 elementos, sendo que o
elemento de grau 12 tem 3651 termos nao nulos.

Assim, um outro objeto relevante que surge relacionado a dlgebra de invariantes polinomiais
€ o corpo de invariantes racionais, isto €, o conjunto das func¢oes racionais f € F(L) := Frac (IF[L])
tais que ad(x)(f) = 0, para todo x € L. Perceba que, aqui, repetimos a notagdo, escrevendo
ad(x) para ser a derivacdo no corpo F(L), estendida da derivacio na dlgebra F[L], conforme a

Proposicao Aqui, assim como para a algebra de invariantes polinomiais, temos que
F(L)" = [ F(2,) 7,
i=1

onde F(z,)**?) é o nicleo de ad(x;), vista como uma derivacido em F(x,). Essa é uma alge-
bra cujos geradores podem ser calculados com mais facilidade. Por exemplo, para a dlgebra de
Lie standard filiform de dimensao 10, comentada no pardgrafo anterior, o corpo de invariantes

racionais é gerada por apenas 9 elementos, todos de grau no maximo 9.
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2 Objetivo

Reconhecendo a relevancia da dlgebra de invariantes polinomiais de uma algebra de Lie e
observando, como exemplificado no caso da algebra standard filiform, que determinar seus gera-
dores é uma tarefa significativamente mais desafiadora do que identificar os geradores do corpo
de invariantes racionais, este trabalho concentra-se no estudo do corpo de invariantes racionais
de uma 4lgebra de Lie nilpotente, focando na determinacdo algoritmica de seus geradores alge-
bricamente independentes. Dessa forma, o objetivo principal deste trabalho pode ser resumido
como:

Objetivo principal. Dada uma algebra de Lie nilpotente, desenvolver um algoritmo pratico
que produza um conjunto algebricamente independente que gere seu corpo de invariantes racio-
nais, e implementar tal algoritmo em um sistema de matemadtica computacional.

Para isso, analisaremos o método das caracteristicas apresentado no livro ISw14], Capitulo 3,
onde se busca determinar os invariantes funcionalmente independentes de uma algebra de Lie, de
modo a tornd-lo um algoritmo explicito implementado no sistema SageMath [[Sage23]]. Vejamos

um exemplo.

Exemplo 2.1. Considere a algebra de Lie nilpotente L, com base {x;, x,, X3, X,}, cuja matriz de

multiplicacdo é a seguinte:

0 0 0\ x

€ Mat,,, (F(x,)).
x1 0 x5 x5 44( 4)

M, = ([Xisxj]) =

PRalS

o O O O

O '\_XZ; O X4

N ’

- -
1

S =[xy, X5]

Da matriz de multiplicacdo e da Equacéo (1.1I), vemos que, dado f € F(L) = F(x,),

ad(x,)(f) = 0,

ad(x2)(f) = —x;D,,(f),
ad(x3)(f) = x,D,,(f), +x2D,,(f),
ad(x,)(f) = —x,D,,(f).

Uma observacéo direta das equacdes acima nos permite concluir que F(x,)**) = F(L) e que
F(x,)42) = F(x,)**) = F(x,, x,, x,) =: K. Observe que ad(x;)(K) € K. Logo,

F(L)! = F(w4)ad(x1) m F(w4)ad("2) m F(w4)ad(x3) ﬂ IF(:c4)ad(x4) =K m F(w4)ad(X4) = KadC)lk

ou seja, para determinar um conjunto algebricamente independente que gere F(L)*, precisamos

determinar tal conjunto para a derivacao

ad(xs)lx = x1D,, + x,D,, € Derg(K).
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Para isso, usaremos o método das caracteristicas, conforme sera visto no Capitulo |2, observando
que tal derivagdo é uma derivacgdo triangular com respeito a {x;, x,, X}, 0 que serd explicado no

Capitulo 3| De posse de tal método, podemos concluir que
F(L): = K0l = (x), —x2 + 2x,x,) -

A algebra deste exemplo € a algebra de Lie nilpotente [4,3], conforme sera vista na Sec¢do
onde apresentaremos, na Tabela os geradores algebricamente independentes dados pelo
nosso algoritmo, de todas as dlgebras de Lie nilpotentes com dimenséo até 6.

Para concluir este exemplo, destacamos duas observacdes decorrentes da aplicacdo de re-
sultados que serdo apresentados nesta tese. A primeira observacdo é que, considerando M, €
Mat,, 4 (IF(:I;4)), temos posto(M;) = 2. Assim, aplicando o Corolario (a ser visto na Se-
¢do [5.1.1), concluimos que o nimero maximal de geradores algebricamente independentes de
F(L)* = dim(L) — posto(M;) = 2. A segunda, é que este exemplo ilustra o fato geral de que
F(L)* = Frac(F[L]*), conforme veremos no Teoremam O

No Exemplo observamos que F(L)* = Frac (IE‘[L]L), um resultado geral para algebras
de Lie nilpotentes, conforme mencionado anteriormente. Essa observacdo destaca que, embora o
foco principal deste trabalho esteja no corpo de invariantes racionais, mantivemos nosso interesse
pela algebra de invariantes polinomiais. Assim, podemos afirmar que extrair informagdes dessa
ultima, a partir dos invariantes racionais, constitui um objetivo secundério. Nesse contexto, por
exemplo, provamos, como consequéncia de nosso algoritmo, o Corolério que estabelece a
inclusdo da dlgebra de invariantes polinomiais na dlgebra de polinémios cujas varidveis sao os
geradores do corpo de invariantes racionais, localizada por um certo denominador obtido a partir
de nosso método.

Além disso, buscamos generalizar o método desenvolvido para dlgebras nilpotentes, amplian-
do-o para incluir também &lgebras soltveis. Esse objetivo adicional é exemplificado na Se¢édo
onde apresentamos os geradores do corpo de invariantes racionais para dlgebras de Lie soluveis de

dimenséo até 4. Contudo, para essas dlgebras, ainda ha detalhes que precisam ser demonstrados.

3 Contexto bibliografico

De uma certa perspectiva, podemos dizer que, para alcancar o objetivo deste trabalho, temos
que resolver algebricamente um sistema de equagdes diferenciais parciais lineares, homogéneas
e de primeira ordem, ou seja, dadas fungdes p;,...,p,, €m n varidveis, com n € Z.,, queremos

encontrar uma funcdo f que satisfaz um sistema de equacoes, cuja forma de cada equacao é
n
D P () =0,
i=1

onde D, ¢ a derivada parcial em relagéo a x;. Esse tipo de abordagem, isto €, essa busca em

resolver uma equacdo diferencial por meios algébricos, tem despertado interesse, como pode
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ser visto nas conferéncias "Algebraic and Algorithmic Aspects of Differential and Integral Opera-
tors Session"(AADIOS), focada na discussdo e exploracdo de aspectos algébricos e algoritmicos
relacionados a operadores diferenciais e integrais. Por exemplo, Georg Regensburger, um dos
organizadores da AADIOS, juntamente de Alban Quadrat, no texto [[QR20[], estdo interessados
em resolver equacoes integro-diferenciais lineares com coeficientes em F[t ], como, por exemplo,

a equacao que descreve o circuito RLC padrao,

di(t)

L
dt

+Ri(t) + lf i(s)ds = v(t),
C 0

onde R é um resistor, L é um indutor, C é um capacitor, i é a corrente e v é a fonte de tensao.
Para isso, estudam a subdlgebra de End (IE‘[t]), gerada por

1:F[t] — F[t], ¢t:F[t] — F[t], JI:F[t], — F[t], f:]F[t] — TF[t]
tn+1
tn — tn tn — tn+1 tn — Tltn_l tn —

n+1

Um outro exemplo é o artigo [[GLSW18]]. Nele, um sistema de equacoes diferenciais parciais
algébricas € tratado do ponto de vista de um algébrico-geométrico, fazendo um sistema desse tipo,
ser associado a uma variedade algébrica. Se essa variedade associada admitir uma parametrizagdo
racional, obtém-se informacdes sobre a solubilidade racional a partir dessa parametrizacao.

O estudo de invariantes de uma algebra de Lie estd estritamente relacionado ao estudo de
invariantes de um grupo de Lie, gracas a aplicacdo exponencial, no sentido de que se G é um
grupo de Lie e g é a dlgebra de Lie de G, entdo existe uma equivaléncia entre os invariantes de
G, Vi={veV|gv=yv, Yg € G}, comos invariantesde g, V* = {v € V | xv =0, ¥ x € g}, onde
V é um espaco vetorial. Nesse sentido, o texto [GMNS19] observa que para certos grupos de Lie
reais (como os grupos ortogonais ou simpléticos ndo compactos), a teoria dos invariantes coincide
com a dos grupos algébricos reais correspondentes, o que simplifica a andlise dos invariantes.
Em [[GR14], os autores investigam formas diferenciais invariantes a esquerda em grupos de Lie
apresentando uma classificacdo das dlgebras de Lie de Frobenius.

No que tange o estudo algébrico da dlgebra de invariantes polinomiais, temos em [BHO6]] a
conjectura abaixo.

Conjectura. Se L é uma éalgebra de Lie semissimples de dimensao finita sobre um corpo F
com char(F) = p > 0, entfio F[L]" é um dominio fatorial.

Em [Bral5], usando métodos algébricos, é demonstrado que tal conjectura vale sob certas
circunstancias. Por exemplo, temos que ela é valida para L = glg(n), onde mdc(p,n) = 1. Em
[[Oom12]], temos a descricdo de F[L]* para todas as dlgebras de Lie nilpotentes e indecomponiveis
de dimensao no mdaximo sete, sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.

No artigo [BB66]], temos a féormula de Beltrametti-Blasi, que limita o nimero de invariantes
analiticos funcionalmente independentes, formula essa que também aparece em [[CS04], com
uma outra interpretacdo. Em [[Oom09]] ¢ dada uma condigao suficiente para que o semicentro de
Poisson seja uma dlgebra de polindmios, permitindo uma descri¢édo explicita do centro de Poisson
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para mais da metade das dlgebras de Lie nilpotentes complexas e indecomponiveis de dimensao
no maximo 7. No artigo [[BPPO7], é determinado os invariantes analiticos da algebra de Lie das
matrizes triangulares superiores e no artigo [BPPO6] é apresentado um procedimento, usando
moving frames, um método geométrico, para computar invariantes funcionalmente independentes
de uma 4algebra de Lie.

Do ponto de vista analitico, dizemos que uma funcéo f : U — R, onde U C R" é um aberto, é
uma integral primeira de um campo vetorial X, se sua derivada na direcdo do campo € igual a zero
(ver Secdes 10.2 e 10.5 em [JArn06]]). Nesse caso, a F[L]* pode ser vista como sendo o conjunto
das integrais primeiras polinomiais dos campos associados a dlgebra de Lie L e, semelhantemente,
F(L)" pode ser vista como sendo o conjunto das integrais primeiras racionais dos campos asso-
ciados a L. Com essa perspectiva, temos, por exemplo, o artigo [FG10]], onde é apresentado um
método para calcular integrais primeiras racionais de um campo vetorial polinomial planar.

Dessa forma, esse contexto bibliografico mostra que o assunto estudado nesta tese esta em
sintonia com varias pesquisas atuais e tem um pequeno carater inovador, por se tratar de explicitar
algoritmicamente um conjunto algebricamente independente que gera a dlgebra de invariantes

racionais de uma algebra de Lie nilpotente.

4 Estrutura do texto

Nosso trabalho esta dividido em 5 capitulos, organizados na seguinte ordem: Nogdes algébricas
preliminares, Método das caracteristicas, Derivagbes triangulares, Derivagdes lineares de F(x,) e
Geradores do corpo de invariantes racionais.

No Capitulo |1, fazemos uma breve revisdo de conceitos algébricos importantes naquilo que
envolve a natureza deste trabalho. Tratamos de defini¢Oes e resultados bem estabelecidos na
literatura, mas que julgamos relevantes serem apresentados, com o intuito de tornar este texto
mais autossuficiente.

O assunto do Capitulo |2 envolve o estudo do nticleo de derivagbes de F(x,). Mais preci-
samente, estabelecemos, neste capitulo, hipéteses a serem satisfeitas por uma derivacdo D €
Der]F(IE‘(a:n)), de modo a ser possivel construir um conjunto algebricamente independente que
gera seu nucleo F(x,)”. Para isso, usamos uma ferramente analitica, chamada método das carac-
teristicas, extraindo sua parte algébrica, para aplicarmos em nosso contexto.

Como exemplo de aplicacdo do contetido abordado no Capitulo[2} apresentamos no Capitulo[3|
as derivacoes triangulares. Tais derivacOes, como veremos, satisfazem as hipoteses estabelecidas
no capitulo anterior, o0 que nos permitird construir um conjunto algebricamente independente
que gera seus nucleos. Veremos que saber determinar tal conjunto de geradores para derivagoes
triangulares serd a chave para alcancarmos nosso objetivo principal.

Visando o objetivo secunddrio de estender o algoritmo que calcula um conjunto algebrica-
mente independente que gera F(L)!, quando L é nilpotente, para o caso em que L é soltvel,
investigamos, no Capitulo |4, as derivagoes lineares de F(x,). Esse tipo de derivacdo tem uma

forma matricial que, se supormos que o corpo, sobre a qual a matriz associada a derivacdo esta
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definida, seja uma extensdo algébrica simples de Q contendo os autovalores da matriz, entdo serad
possivel, também para esse tipo de derivacdo, construir um conjunto algebricamente indepen-
dente que gera seu nucleo. Usaremos essa construcdo, bem como a apresentada para derivagoes
triangulares, para calcular um conjunto algebricamente independente que gera F(L)’, quando L
for solivel com dimensdao menor do que 4.

Finalmente, no Capitulo[5], apresentaremos o algoritmo que alcan¢ard nosso objetivo principal,
qual seja, determinar um conjunto algebricamente independente que gera F(L):, quando L é
nilpotente. Nele também apresentaremos algumas consequéncias algébricas do nosso algoritmo,
bem como 2 exemplos de aplicacdo do algoritmo: um sobre as dlgebras de dimenséo até 6 e outro
da élgebra t,, das matrizes triangulares superiores estritas n x n; e terminaremos com o exemplo

das dlgebras de Lie soluveis de dimensdo até 4.
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Capitulo 1
Nocoes algébricas preliminares

Neste capitulo, apresentamos conceitos algébricos fundamentais para o desenvolvimento des-
ta tese. Iniciamos com uma revisdo concisa sobre anéis, abordando estruturas graduadas, corpos
de fracoes e a teoria da localizacdo. Em seguida, exploramos a dlgebra de polinémios em varias
variaveis, destacando a ordem monomial, com énfase na ordem lexicografica. Introduzimos tam-
bém a topologia de Zariski, onde definimos o corpo das fung¢des racionais. Definimos a derivacdo
de uma algebra, com especial atencao ao médulo das derivagdes do corpo de fracoes da algebra
de polinémios. Discutimos as no¢oes de dlgebra de Lie nilpotente e solivel, e apresentamos o
conceito de base triangular para essas algebras. Por fim, tratamos das definicGes de dlgebra de

invariantes polinomiais e racionais de uma algebra de Lie, objetos cruciais deste trabalho.

1.1 Alguns conceitos sobre anéis

Seja Ring a categoria dos anéis comutativos, associativos e com identidade. Seja ¢ um mo-

noide. Dizemos que R € Ring é um anel ®-graduado, se

R=EPR, e R,R,:={rr'|reR,er' €R,}CR
ped

P’

onde R, € um subgrupo de R. Um elemento em R,, € dito elemento homogéneo de grau .
Neste trabalho, denotaremos IF para ser um corpo de caracteristica zero. Seja F-{llg a categoria
das F-algebras associativas, comutativas e com identidade. Definimos uma algebra ®-graduada
A € F{llg de maneira semelhante a definicdo de um anel ®-graduado, com a diferenca de que a
algebra é decomposta como soma direta de subespacos vetoriais e ndo somente de subgrupos.

O seguinte resultado € bem conhecido e sua demonstracgéo € direta.

Proposi¢iio 1.1.1. Sejam A = P cpA, € F-fllg uma dlgebra ®-graduada e f : A — A uma
transformagéo linear tal que f(A,) €A, para todo ¢ € ®. Se K := ker(f), entéo

K =Pk,

ped

ondeKSD:AwﬂK. O
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Seja U C R € Ring um conjunto multiplicativo, isto é, um conjunto que contenha a identidade

de R e que seja fechado com relacdo ao produto. Considere a relacdo ~ em U x R definida como
(uq, 1) ~ (uy,ry) & existe u € U tal que uu,ry = uuyry

r e A . ~ .
e denote por — a classe de equivaléncia de (u,r) € U x R determinada pela relacdo ~, ou seja,
u

r
—:={(u,;,r) €U xR| existe u’ € U tal que u'u,;r = u'ur,}.
) 171 q 1 1

A localizagio de R com relacdo a U, denotada por U™'R, é definida como sendo o quociente de

U x R pela relacdo ~, isto é,
U—lez(UXR)/N:{£ | rER,ueU}.
u

Seja R € Ring um dominio integral, ou seja, um anel que néo possui divisores de zero. O corpo

de fracoes de R, denotado por Frac(R), é a localizacdo de R com relagdo ao conjunto R \ {0}:
Frac(R) :={* | r €R,s €R\ {0} }.
s

Dizemos que um anel ®-graduado R = P s R, € Ring é um corpo graduado, se todo ele-
mento homogéneo néo nulo tem inverso multiplicativo. Além disso, se R = P,s R, € Ring é um
anel ®-graduado e também um dominio integral, entdo definimos o corpo graduado de R como

GrF(R) := {JEC € Frac(R) | g €F[x,], \ {0}, para algum ¢ € <I>} .

sendo

Quando for necessario enfatizar a graduacdo do anel, pode-se usar a notagdo GrF(R, ®). Pode-se

mostrar que

GrF(R), :== {Jé € Frac(R) | f,g €F[x,],, paraalgum ¢ € <I>}

€ um corpo e que se R tem um elemento ndo nulo de grau diferente de zero, entdo GrF(R) pode
ser identificado com os polindémios de Laurent GrF(R),[x, x '] (veja Apéndice A em [NS02])).
Definimos a dimensao de Krull de R € ‘Ring como sendo

dimg,;(R) :=sup{n €Z., | P, ={0} S P, S --- S P,, onde P, é ideal primo de R}.

1.2 Propriedades da algebra de polinéomios em n variaveis

Sejam Set a categoria dos conjuntos e X = {x;,...,x,} € Set. Considere o monoide comuta-
tivo gerado por X

M = {wa ::x?l...x,‘f” |a = (al;---:an)ezgo}'

Um elemento x® € M € dito mondmio nas variaveis x,, ..., X, associado a « (ou, simplesmente,

mondémio, quando o contexto estiver claro). Observe que a operacdo em M é definida como
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x%xP = x>, Vamos denotar o elemento neutro de M por 1 := x?...x?. Se ™ é um mondmio,

entdo definimos seu grau como sendo || :=a; +---+ a,. Seja F um corpo e considere
T :={c,x%|c, €F, x> € M} € Set.

Identificando ¢ € F com c1 = cxi’ . ..xg, podemos afirmar que F € T. Chamamos c,x* € T de
termo nas variaveis x, ..., X, associado a « (ou, apenas, termo). Dado um termo c,x“, dizemos
que c,, € o coeficiente do termo e * é o suporte do termo. Uma soma formal de termos é
chamada de polinémio nas varidveis x,...,x, € o conjunto desses polinémios é denotado por

Flxy,...,Xx,] ou Flx,], isto &,

¢
Flx,] = {Z Co,, ™ | Co, M ET, L Z>0}.

i=1

O suporte de um polinémio f € F[«x,] é o subconjunto de M definido por
supt(f) = {u € M| o termo de suporte u tem coeficiente ndo nulo em f}.

Note que se f = A €F CF[x,]\ {0}, entdo supt(f) = {1} e que se f =0, entdo supt(f) = <.
O grau total de um polinémio f € F[x,]\ {0}, denotado por deg(f), é o grau maximo dentre
os mondmios que pertencem a supt(f ).
Sejam
k
f=2 ca@™, 8= dga” €Flz,],
i=1 =1

onde |supt(f)| = e |supt(g)| = k. Para cada x” € supt(f ) Usupt(g), defina

c,td,, sex” €supt(f)nsupt(g),
a, =1 C, se 7 € supt(f) \ supt(g),
d.,, se Y € supt(g) \ supt(f).

Note que, fazendo r := | supt(f) U supt(g)|, entdo

{a, | 27 € supt(f) Usupt(g)} ={a,,,...,a, }.

Assim, definindo a soma de f com g como sendo

r

f+g:= Za%w“’i
i=1
temos que F[x, ] € um grupo abeliano. O produto de um polinémio por a € F, definido como

¢ ¢
a E Co, ™ | == E aCq, ™,

i=1 i=1
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faz de F[«,] um espaco vetorial sobre F e a extensdo da operagdo do monoide M por bilinearidade
faz de F[x,] um objeto na categoria F-fllg, dita dlgebra dos polinémios nas varidveis X, ..., X,.
Contudo, note que o conjunto X usado na construcdo de F[x,] poderia ser substituido por qual-
quer conjunto com n elementos. Por essa razdo, dizemos também que F[x,] é a algebra dos
polindmios em n varidveis.

Sejam E : F-{llg — Set o functor esquecimento e v : X — E (F[mn]) a fungéo inclusdo. Entdo

(IE‘[:cn], L) é um objeto livre em F-fllg, uma vez que vale a seguinte proposicéo.

Proposicao 1.2.1 (Propriedade universal de F[x, ]). Seja E : F-{llg — Set o functor esquecimento.
Entdo, para toda A € F-fllg e toda f : X — E(A) fungdo em Set, existe tinico morfismo f:Flz,]—

Aem F-flig tal que f = E(f)ou, isto é, que comuta o diagrama abaixo.

X ——s E(Fx,])

O ER)
f U
E(A)
Demonstracao. Ver Capitulo 1, Secdo 1, Problema 6 em [Mor96]]. X

Sejam {a;,...,a,} € A € F-llg e considere, na Proposi¢io a funcdo f : X — E(A),
X; — a;. A imagem de f,im(f), é dita subdlgebra finitamente gerada por {a,...,a,}. Nesse caso,
denotamos im(f) por Fla,]. Se A = F[a,], entdo dizemos que A é uma algebra finitamente
gerada por {a,,...,a,}.
Sejam A € F-fllg e S € A" um subconjunto. Denotamos o conjunto das fun¢oes de S para A
por
F(S):={f :S—> A}

Proposicdo 1.2.2. Sejam A € F-{llg e S € A" um subconjunto. Entio
piFlz,] > )
f= Zle Co X1 x> f(ay,...,aq,)= Zle Co @y .. ali,
¢ um morfismo em F-llg.
Demonstrac¢do. Ver Capitulo 2, Secdo 3 em [Lan02]]. X

Chamamos a funcéo p da Proposicao de mapa de avalia¢do. Dizemos que {a,,...,a;} C
A € F-llg é um conjunto algebricamente independente, se, para todo f € F[x, ]\ {0}, temos

que f(ay,...,a;) # 0, ou seja, se o mapa de avaliacdo p € injetivo.

Proposicao 1.2.3. Se {a;,...,a,} € A € F-{llg é um conjunto algebricamente independente,

entdo F[x, ] é isomorfa a subalgebra F[a, ]| de A, finitamente gerada por {a,,...,a,}.

Demonstra¢do. Da Proposi¢io[1.2.1] temos que existe um homomorfismo ¢ : F[x,] — F[a,] tal
que ¢(x;) = a;, para todo i = 1,...,n. Da independéncia algébrica de {a,,...,a,}, temos que ¢

¢ injetivo. A sobrejetividade é imediata. X
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O grau de transcendéncia de A € F-{llg é definido como sendo

sup{|S| | S € A é finito e algebricamente independente}, se A # {0},

trdeg(A) = { 1 se A= {0}.

Proposicao 1.2.4. Vale que dimg,; (IE‘[a:n]) = trdeg (IF[:cn]) =n.
Demonstracdo. Ver Coroldrio 5.7 e Teorema 5.9 em [Kem11]]. X
Para todo k € Z-, defina
Flx,], :={0}U{f € Flx,]| se u €supt(f), entdo o grau de u é igual a k},
isto é, F[«x, ], € formado pela unido do polinémio zero com todos os polindGmios tais que o suporte
dos termos tém grau igual a k. Note que F[«x, ], € um subespaco de F[x, ] e que F[x,, ], =F.

Proposicao 1.2.5. A algebra F[x, ] é Z-,-graduada, onde

IE‘l:a”.n:l = @ IE‘l:wn:li‘

i€Zs
Demonstracdo. Ver Capitulo 4, Exemplo 4.10 em [Tull]]. X

Da Proposicdo [1.2.5] temos que todo f € F[x, ] se escreve unicamente como f = f, + -+ + f,
onde f; € F[x,]; e d = deg(f ). Nesse caso, chamamos f; de componente homogéneo de f e um

polinémio em F[x, ], € dito polindmio homogéneo de grau k.

1.3 Ordem monomial

Uma ordem parcial em um conjunto X é uma relacdo < que é:
(i) reflexiva: para todo x € X, ocorre x < X;
(ii) antissimétrica: para todo x,y € X, temos quese x <y e y < X, entdo x = y;
(iii) transitiva: para todo x,y,z € X, temos que se x <y e y < g, entdo x < z.

Nesse caso, também dizemos que X é um conjunto parcialmente ordenado, fato que pode ser
denotado por (X, <), para enfatizar qual é a relacdo de ordem parcial. Uma ordem parcial em
um conjunto X é dita ordem total, se satisfizer:

(iv) tricotomia: paratodo x,y €X,valex <y, y <xoux=y.

Nesse caso, assim como na ordem parcial, chamamos X ou (X, <) de conjunto totalmente orde-
nado.

Uma ordem < em M ¢é dita ordem monomial quando

(a) < é ordem total;
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(b) 1 < x*, sempre que « # (0, ...,0);
(c) paratodo u,u’,veM, se u < u, entdo uv < u'v.

Considere em X = {x;,...,X,}, o conjunto gerador do monoide M, a ordem
X, < Xpq <00 <Xy
Estendemos essa ordem a M, tomando
™ =xP . x0n, aP = D xPeM

e analisando os valores de a; — f3;, a, — 3, até a,, — f3,, nessa ordem, respeitando a ordem esta-
belecida em X. Se a; — f3; < 0, entdo dizemos que x* < . Se 3, —a, < 0, entdo dizemos que
xP < . Caso a; — f; = 0, entdo passamos a analisar a, — 3, procedendo da mesma maneira

até chegar em a,, — f3,. Assim, definimos
x*< 2P & Jke{l,...,n} talque Vi < k temos que a; — 8; =0 e oz — B < 0.
Em outras palavras, podemos escrever também
x® < 2P < aentrada nio nulo mais 4 esquerda de a — 3 = (&, — f31,...,a, — fB,) é negativo.

Tal ordem € dita ordem lexicografica.
Proposicdo 1.3.1. A ordem lexicogréfica é uma ordem monomial.
Demonstrac¢do. Ver Capitulo 2, Secdo 2, Proposicdo 4 em [[CLOO07]]. X

Observe que a ordem lexicogréfica depende da ordem estabelecida para X e da maneira como
escrevemos 0os mondémios em M, jid que analisamos, no monomio, os expoentes correspondente
a x,, x, até x,, onde x, < --- < x;. Assim, se continuarmos a escrever 0s monomios como
Xt .x 2, comecando por x; até chegar a x,,, podemos definir a ordem lexicogrdfica com respeito

a ordem x, < --- < Xx,,, fazendo
x® < P < aentrada nio nulo mais a direita de o — 3 é negativo.

Aqui, respeitando a ordem x; < --- < x,, em X, comecamos a analisar os expoentes de x, e vamos
até o expoentes de x,, nessa ordem.

Dado (X, <) um conjunto parcialmente ordenado, dizemos que y € X é um elemento minimal,
se para todo n € X, com 1 < v, temos que 11 = y. Se em um conjunto totalmente ordenado,
qualquer subconjunto ndo vazio possuir um elemento minimal, entdo dizemos que tal conjunto é

bem ordenado (nesse caso, a ordem total é dita boa ordem).

Proposicdo 1.3.2. Toda ordem monomial é uma boa ordem.
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Demonstracdo. Ver Proposi¢do 4.1 em [[Coul2]. X

Sejam f € F[x,] \ {0} e < uma ordem monomial em M. O monémio lider de f, denotado
por Im_(f), é o maior mon6émio de supt(f), com respeito a ordem < (o simbolo < serd omitido
sempre quando possivel). O termo de f cujo suporte é Im(f) é dito termo lider de f, denotado
por lt_(f), e o coeficiente do termo lider é chamado de coeficiente lider de f, denotado por
le(f). Note que se f = A €F CF[x,]\ {0}, entdo Im(f) = 1.

Proposicao 1.3.3. Sejam f,g € F[«x, ]\ {0}. Entéo
(@) Im(f +g) < max(lm(f),lm(g)), valendo a igualdade se Im(f) # Im(g) (aqui, f + g # 0);
(b) Im(f g) = Im(f)Im(g).

Demonstrac¢do. Ver Capitulo 2, Sec¢do 2, Lema 8 em [[CLO07]]. X

Sejam{ € Z.,e 1 <i; <--- < i, £n uma sequéncia de indices. Dizemos que o conjunto
{21,...,2,} € F[x,] é um sistema triangular crescente de polinémios em F[«,] com respeito a

ip<---<1iy,se paracadaj=1,...,{, temos que
z; = X; fj1 + fjo,

onde fj; € Fxy,...,x; ]\ {0} e fj; € F[xy,...,x; 1], isto €, se z; € um polinémio com a ocorréncia

da variavel X;,, Mas que ndo ocorram as varidveis x; ,...,x;. Analogamente, dizemos que o

Lit12 "

conjunto {z,,...,2,} € F[x,] € um sistema triangular decrescente de polinémios em F[x, ] com

respeitoa i; < --- <1i, se, paracada j =1,...,¢, temos que
z; =X fin + fia,

onde f;; € ]F[xij, .., x, ]\ {0} e fj, € IB‘[xin,...,xn].

Proposicao 1.3.4. Seja {z;,...,2,} C F[x,] um sistema triangular crescente (decrescente) de
polinémios com respeitoa 1 <i; <:-- <1i, < n. Entéo {z,,...,2,} € um conjunto algebricamente
independente.

Demonstra¢do. Vamos mostrar a proposi¢ao por inducdo sobre £. Assim, se { = 1, entdo {z;}
¢ um conjunto com um unico polindomio, logo é algebricamente independente. Assuma que o
resultado vale para ¢ — 1. Vamos mostrar que o conjunto de polindmios {zi,...,%,}, como no
enunciado, é algebricamente independente. Para isso, suponha, por absurdo, que existe g €

F[ty,...,t,] um polindmio ndo nulo tal que g(z,...,%,) = 0. Escreva

k
& =&ty +- -+ &1ty + &os

onde k € Z.q e g; € F[ty,...,t,_1], paratodoi =0,...,k. Se k =0, entdo g € F[ty,...,t,1] e
g(21,...,2,_1) = 0. Mas, por hipétese de inducdo, {z;,...,2,_,} € algebricamente independente,

o que nos leva a concluir que g = 0, fato que contradiz a suposicdo de que g # 0. Dessa forma,
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suponha que k > 0. Note que isso implica, em particular, que g; # 0. Avaliando g nos polinémios

Z1,...,%, t€MOs que

0= g(zl"":zf) = gk(zlx"'zz[—l)zg +-- +gl(21,---,z[—1)zf +g0(zlﬁ"'rzﬂ)'

Como g, # 0, entdo g.(2;,...,%,_1) # 0, pois, por hipdtese de inducéo, {z;,...,%,_1} € um con-
junto algebricamente independente.
Por hipétese, z, contém a variavel x; . Considere a ordem lexicografica com respeito a ordem

X <--+ < X,. Assim, como 2, contém a variavel x;, e néo contém as variaveis x;, 1, ..., X,, ento
—_ a
Im(z,) = x;m #0,

onde a >0em€TF[xy,...,x;,_;]. Logo,

(k—1a
)

1<Im(z) <---<lm(z} ) =x m*! <Im(z}) = xi’;"‘mk.

Por hipétese, também temos que zy,...,%,_; ndo contém a variavel x; . Dai, podemos concluir
que se i < j, entao
i J
Im (gi(Zb cee sz—l)ze) <Im (gj(zlz ce Jzﬂ—l)zg)a

sempre que g;(zy,-.-,%-1) # 0 € g;(21,-.-,%1) # 0. Logo, pela Proposicao [1.3.3]
Im(g(zy,...,2)) = max(lm(gi(zl, cuz)E)i=0,... ,k) =Im(ge(z1,...,21)2f) =
=Im (gk(zl, ... ;Ze—1)) Im (z?) # 0.

Isso é um absurdo, pois g(z;,...,2,) = 0. Portanto, se g € F[t4,...,t,]\ {0}, entdo g(z1,...,2,) #
0. X

1.4 Topologia de Zariski para F"

Seja I < F[x, ] um ideal. O conjunto

V(I) = {(pla'-':pn)E]Fn |f(p1:'--:pn):O: Para tOdOf EI}

¢ dito conjunto algébrico afim associada a I (ou apenas conjunto algébrico afim, quando néo

for preciso enfatizar o ideal I).

Proposicao 1.4.1. O conjunto {V(I) | I < F[«, ]} define uma topologia em F", na qual V(I) sdo

os conjuntos fechados.
Demonstracdo. Ver Proposigdo 3.1 em [Kem11]]. X
A topologia da Proposicdo é dita topologia de Zariski para F".

Proposicao 1.4.2. Considere a topologia de Zariski em F".
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(a) Se |F| = oo, entdo quaisquer dois abertos se interceptam.

(b) Todo aberto é denso.
Demonstrac¢do. Ver Observagdo 3.3 em [Kem11]]. X

Dado X C ", definimos o ideal de aniquilacdo de X, como sendo

IX)={f €Flx,]| f(py,.-.,p,) =0, para todo (p;,...,p,) €X}.

O anel de coordenadas de um conjunto algébrico afim V C F" é definido como

F[V]:= F[wn]/z(v)

Proposicdo 1.4.3. Seja )V C F" um conjunto algébrico afim. Considere a funcao p da Proposicao

Entdo a funcio
Y: F[V] —» Z(V)

f+IV) - p(f)
¢ um morfismo injetor em F-fllg.
Demonstrac¢ao. Ver Definicdo 2.3.12 em [BT14]. X

Da Proposicdo temos que im(v) é isomorfo a F[V], ou seja, podemos ver qualquer
elemento em F[V] = F[wn]/z(v) como sendo uma funcdo de V C F" para F.

Dizemos que um conjunto algébrico afim } C F" é irredutivel, se V # {0} e se dados quaisquer
dois conjuntos algébricos V;,V,, com V; #V # V,, temos que V # V, UV,

Proposicao 1.4.4. Um conjunto algébrico afim V(I) € F" é irredutivel se, e somente se, 7 (V(I ))
¢ ideal primo de F[x,,].

Demonstrac¢édo. Ver Teorema 3.10 em [Kem11]]. X

Um conjunto algébrico afim irredutivel é chamando de variedade afim. Sejam )V, C F" e
V, € F™ variedades afim. Uma funcéo F : V; — V, é um morfismo de variedades, se existem
fiseeesfm € Fla,] tais que F(p) = (fl(p), . ..,fm(p)), para todo p € V;. Um morfismo de va-
riedades F : V; — V, é um isomorfismo de variedades, se existe G : V, — V; um morfismo de
variedades tal que F o G =id), e GoF =id,,.

Se V C F" é uma variedade afim, entdo, pela Proposicdo|1.4.4} seu anel de coordenadas, F[ )],

¢ um dominio integral. Nesse caso, definimos o corpo das func¢des racionais de )V como sendo
F(V) := Frac (IF[V]).

Um elemento de F()) é dito fungdo racional de V.

Proposicdo 1.4.5. Sejam ) uma variedade afim e F()’) seu corpo de funcdes racionais. Seja
U C V um conjunto aberto ndo vazio. Se f,g € F(V) e f|, = gly, entdo f = g. Em outras
palavras, uma funcéo racional de uma variedade afim é completamente determinada por seus

valores em um aberto da variedade afim.
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Demonstracdo. Ver Observagdo 3.1.1 em [Har77]. DX

Denote o corpo de fragoes de F[x, ], por F(x,), isto &,
F(x,) := Frac (F[mn]).

Exemplo 1.4.6. Seja I = (0) C F[x,]. Entdo V(I) = F" e I(V(I)) = 1. Assim, F[V()] =
F[wn]/«» pode ser vista como F[x,]. Com essa identificacdo, temos que F(x,) € o corpo das

fungdes racionais de F". O

Definimos um sistema triangular crescente (decrescente) de funcbes racionais com respeito a
1<1i, <---<i, <nsemelhantemente a definicdo de sistema triangular crescente (decrescente)
de polindmios. Assim, temos um resultado andlogo aquele visto na Proposicao conforme
apresentado abaixo.

Proposicao 1.4.7. Sejam {h,,...,h,} € F(x,) um sistema triangular decrescente (crescente) de

funcoes racionais com respeito a 1 < i; < --- < i, < n, isto é, para cada j = 1,...,{, a funcdo

racional h; contém a varidvel x; , mas que ndo contém as varidveis x;,...,x; _;. Entéo {h;,...,h}
J J

¢ um conjunto algebricamente independente.

Demonstra¢do. Suponha, por absurdo, que existe f € F[t4,...,t,]\{0} tal que f (h4,...,h;) =0.

Assuma que f é de menor grau total possivel. Note que f (hy,...,h,) € F(x,) é a funcéo racional
af(hy,...,hy)

de F" igual a zero. Logo, a derivada parcial de f (h,,...,h;) com relagdo a x;, ax , €
igual a zero, para todo i =1,...,n. Por outro lado, pela Regra da Cadeia, l
3f (hy,--,h) _ < Of oh;
dx. _Zat(hl’“"he)ax-’
i j=1 j i
paratodoi=1,...,n. Assim, temos que
oh, dh, (3f
—_— s — —(hq,...,h
[3x1 axl\ 8t1( b 4)\
0
ohy e | | A 0
1,...,
6}1 8;1 af | 0 nx1
1 ¢
-1 . 2= ——(hy,...,h
\8xn axn}nxé \até( v ’ l))fxl

%,
Como a fungdo f # 0, entdo existe algum i = 1,...,¢ tal que % # 0. Assim, o grau total
i

%, . .
de of ¢ menor do que o grau total de f. Uma vez que f é o polinébmio de menor grau total

i

o
onde f (h,,...,h;) =0, entdo %(hl, ...,hy) # 0. Logo, da Equacdo (1.4.1I), temos que a matriz

L

oh;

J ~ . . ,

(8_ leva um vetor ndo nulo em um vetor nulo, o que implica que seu posto é menor do que
X; ).
1
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(. Contudo, a hipdtese de que, para cada j =1,...,{, a fungdo h; contém a varidvel X;,, mas nao
R e . . [ 9h; . .
contém as varidveis xy, ..., X; _, implica que o posto da mesma matriz | — | éigual a/, ja que

i/ij

podemos escalonar essa matriz de modo a obter nas { primeiras linhas a submatriz

( dh,
ox, * * \
oh
0 2 *
09Xy
0 0 ah,
\ axie }
onde a—J # 0, paratodo j =1,...,{, e x € uma funcio racional qualquer em F(x, ). Isso é uma
contradi(;]e”lo. Portanto, se f € F[t,,...,t,]\ {0}, entdo f(hy,...,h;) #O. X

1.5 Algebra de Lie nilpotente e soltivel

Uma algebra de Lie, L, é uma &lgebra sobre F cuja multiplicacdo, denotada por [, ] e cha-

mada de colchete de Lie, satisfaz:
(a) anticomutatividade, isto é, para todo x € L, [x,x]=0¢e

(b) identidade de Jacobi, isto é, dados x, y,z € L,
[x, [y, 211+ [y, [z, x]]+ [z, [x,y]] =0.

Vamos trabalhar com 4dlgebras de dimensao finita.

Exemplo 1.5.1. Seja A uma 4dlgebra associativa, onde a multiplicacdo é denotada pela justaposi-
cdo dos elementos, entdo o espaco vetorial A com a multiplicacdo definida por [x,y] :=xy —yx
¢ uma algebra de Lie, denotada por [A] e dita dlgebra de Lie subjacente a algebra associativa.
Em particular, se V é um espaco vetorial, entdo End(V) é uma algebra associativa. Nesse caso,
denotamos [End(V)] por gl(V). O

Defina (L) = {0}, {;(L) = Z(L) e, para cada i € Z., defina {;,;(L) como sendo o Unico
ideal de L, contendo {;(L), que faz corresponder, segundo o Teorema da Correspondéncia, ao
ideal Z (L/ Z.( L))' Entdo, temos que

Lo(L) S (L) S, (L)C -

Essa cadeia € dita cadeia central superior de L. Chamamos uma &lgebra de Lie L de nilpotente,
se existe n € Z., tal que {,(L) = L.
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Exemplo 1.5.2. Considere a algebra de Lie L com base {x;, x,, x5}, cujo colchete néo trivial é
[x1,X5] = x3. Tal dlgebra é denominada algebra de Heisenberg. Observe que seu centro €é
Z(L) = (x3), ou seja, {;(L) = (x3). Observe também que L/§1(L) ¢ abeliano. Logo, {,(L) = L.
Portanto, L é nilpotente. O

Defina LM := L e, para todo i € Z.,, defina LUV := [L®, L®]. Chamamos a cadeia

L=1W>1@>1B>...

de cadeia derivada. Uma 4lgebra de Lie L tal que L = {0}, para algum n € Z., é dita soltvel.

Exemplo 1.5.3. Seja L a algebra de Lie com base {x,x,} e cujo colchete nio trivial é [x;,x,] =

—Xx,. Nessa algebra, temos que L® = (x,) e L®® = {0}. Logo, essa é uma algebra soltivel. Note

que o centro dessa algebra é trivial, portanto ela nédo é nilpotente. O
Seja {x;,...,x,} uma base de uma algebra de Lie nilpotente L. Defina I, := {0} e I; como
sendo o subespaco gerado por {x,...,x;}. Dizemos que {x,,...,Xx,} € uma base triangular de
L, se
[LJIi] < Ii—l:

paratodoi € {1,...,n}.
A proposicdo a seguir nos mostrard como obter uma base triangular de uma algebra de Lie
nilpotente.

Proposicdo 1.5.4. Seja L uma dlgebra de Lie nilpotente de dimensdo igual a n € Z.,. Entdo L

possui uma base triangular.

Demonstracdo. Como L € nilpotente, entdo existe { € Z., tal que {,(L) = L. Assim, temos a
seguinte cadeia
Co(L) € Gu(L) € &u(L) € -+ S Cu(L)

I I I
{0} Z(L) L

Lembre-se de que {;(L) é ideal de L, para todo i € {1,...,n}. Assim, seja {x;,...,X,, } base de
¢,(L). Como (L) € Z,(L), vamos completar a base de (L) para formar uma base de {,(L),
qual seja, {x1,..., Xiny> Xy 415 -+ o5 xmz}. Procedendo dessa maneira, obtemos uma base de L, dada

por

{xl,...,xml,xmlﬂ,...,xmz,...,xmeflﬂ,...,xn}.

Observe que, para todo i € Z.,, temos que gi/a:. = Z (L/g 1). Assim, se x € L e y € {;, entdo
i— i—
y+¢_,€2 (L/C_J e, consequentemente,

[, y]+ 8 =[x+ 1,y +{i1]1=0+C ;.

Isto significa que [L, ;] € {;_,, de onde concluimos que qualquer subespaco S tal que {; ; €S C

X

{; é um ideal de L. Portanto, podemos definir I; para ser o subespaco gerado por {x,...,X;}.
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Héa também um conceito de base triangular para dlgebras de Lie soltiveis, andlogo ao conceito
definido para algebras nilpotentes. Dizemos que {x,...,X,} € uma base triangular de uma al-
gebra de Lie soltvel, se o subespaco gerado por {x;,...,x;} é um ideal. Algebras de Lie soltiveis
que admitem uma base triangular sdo ditas completamente soltiveis. Além disso, tal base é garan-
tida pelo Teorema de Lie, no caso onde o corpo sobre o qual a dlgebra esteja definida contenha
todos os autovalores de ad(x), para todo x € L (veja Teorema 1.25 e Coroldrio 1.29 em [[Kna02]]
e Observacdo 1.3.14 em [Dix96])).

1.6 Derivacoes de uma algebra

Sejam F um corpo e A € F-{llg. Definimos uma F-derivacdo de A ou, simplesmente, derivagdo,

quando F e A estiverem claros, como sendo uma funcdo D : A — A que satisfaz:
(a) (F-linearidade) D(Aa, + a,) = AD(a;) + D(a,), para todo A € F e todo a,,a, €A,
(b) (regra de Leibniz) D(a,a,) = a;D(a,) + a,D(a,), para todo a;,a, € A.

Denotamos por Dery(A) o conjunto de todas as F-derivagdes de A. Dados a € A e D € Dery(A),
definimos (aD)(a’) := a(D(a’)), paratodo a’ € A. Tal defini¢do faz Dery(A) um A-médulo. Pode-se
ver também que, definindo

[D;,D,](a) =D, (Dz(a)) - DZ(Dl(a)):

onde a € Ae D;,D, € Derg(A), temos que [D;,D,] € Dery(A). Com essa definicdo, temos que
Dery(A) é uma algebra de Lie.

Exemplo 1.6.1. Na algebra F[x, ], podemos definir

D, : Flz,] — Flz,]
0
f of

ox;’

0
onde of é a derivada parcial formal de f com relagdo a x;. Das propriedades da derivada parcial

Xi

formal de um polinémio, temos que D, € DerF(IF[a:n]), paratodoi=1,...,n. O

Observacao 1.6.2. Seja A uma dlgebra finitamente gerada por {a,,...,a,}. Entdo toda derivacdo
D € Derg(A) é determinada por seus valores em D(q;), comi =1,...,n, porque se a € A, entdo a

. m . . . .
pode ser escrito como ;" caia?1 ...a," e, pela linearidade e regra de Leibniz, temos que

i=

m n
—1
D(a) = ani Z:ocja‘lx1 ...a;" ...a?D(a;).
1 =1

Em particular, se A= F[x, ], entdo D, ¢ caracterizada como sendo a derivacéo tal que avaliada

em x; resulta em &,;, para todo j = 1,...,n, onde §;; a fungédo delta de Kronecker. Além disso,

ij>
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se D € DerF(IF[a:n]), entdo, definindo D" = D(x;)D,, +---+ D(x,)D, , temos que D = D', pois
D(x;)=D’(x;), paratodoi=1,...,n. O

Proposicao 1.6.3. Seja A € F-fllg um F-dominio. Entdo, qualquer D € Derg(A) pode ser esten-

dida, unicamente, para uma derivacédo De Dery (Frac(A)), fazendo

5 (%) o bD(a)b—zaD(b).

Demonstrac¢do. Ver Teorema 1.1 em [[Kap57]]. X

Exemplo 1.6.4. Usando a Proposicdo , temos que a derivagéo D, € DerF(IB‘[wn]), apresen-
tada no Exemplo _ define a derivacao ﬁxi € Der]F(]F(a:n)) a qual, muitas vezes, por abuso de

notagéo, denotamos por D, . O
Proposicao 1.6.5. O F[x, ]-moédulo Der]F(]F[a:n]) é livre com base {D,. |i=1,...,n}.

Demonstracdo. Seja D € Dery (IF[xn]). Entdo, pela Observacdo , temos que D = D(x;)D, +
-+ D(x,)D, . Assim, definindo f; := D(x;), obtemos

n
D= Zflii’
i=1

n

ou seja, {D,. | i =1,...,n} gera Dery (IF[xn]). Agora, supondo que », f;D,. = 0 e calculando tal

i=1
derivagéo no polinémio x;, concluimos que f; = 0, para todo i = 1,...,n. Portanto, {D, |i =

1,...,n} é base de Dery (IE‘[xn]). X

Veremos, agora, que as extensdes de D,., conforme visto no Exemplo [1.6.4] também formam

uma base para o F(x,)-mddulo DerF(IF(a:n)).
Proposi¢ao 1.6.6. O F(x,)-mddulo DerF(IE‘(mn)) é livre com base {Bxi li=1,...,n}.

Demonstracdo. De maneira andloga a Proposicdo mostra-se que {Exi |i=1,...,n}é
linearmente independente. Vamos mostrar que esse conjunto gera DerF(]F(a:n)). Para isso, seja
De DerF(IF(acn)) e escreva

D, = Dlgy 1 : Flz,] — F(x,)

Veja que, para cada i € {1,...,n}, podemos escrever D,(x;) = ﬁ, com f;,g; € F[x,]. Seja
M =mmc(g,,...,g,). Entdo MD, € DerF(IF[:cn]) e, pela Proposicéo , existem p,, ..., D, tais
que
n
MDr = Zplii’
i=1
n Di n  DPi

o que implica que D, = 21:1 MDxi' Defina 5: = Zi:l Mﬁxi' Vamos mostrar que 13: =D, o que
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1 ~ : h ~
finaliza a demonstracdo. Para isso, tome — € F(x,). Entdo
q

n

5 (h . bi = (h) - Di Dxl(h)q_Dxl(q)h 1 & Di Di
Plg)=LuP\g)=4m == —D, (Wg— ) =D, (¢h | =
r (q) ; M X q Z M q2 q2 - M xi( )q M xi(Q)

i=1 i=1

1 1 n
= 5(D.(Na=D,(@h) = 5 (P(a~D(g)h) =D (5) .

O ntcleo de D € Derg(A) € definido como sendo o conjunto de todo a € A tal que D(a) =0, o

qual denotamos por ker(D) ou por AP.
Proposicdo 1.6.7. Se A é um corpo e D € Derg(A), entdo AP é um corpo.

Demonstracdo. Basta mostrar que se a € A, entdo a™* € AP. Isso segue do fato de que D(aa™') =
D(1), e que D(1) =0, pois D(1) = D(1%) = 2D(1). X

Lema 1.6.8. Sejam { € Z.,, P € Mat,,, (IE‘(a:n)) invertivel e D; = Z;.l:lfiijj € DerF(]F(acn)), para
cadai=1,...,{. Defina M = (f;;) € Mat,, (]F(:cn)) eM' =PM = (fi;.) € Mat,,, (IE‘(a:n)). Defina
D/ =3, fD, €Derg(F(x,)). Entéo

IE‘(azn)Dl ﬂ ﬂ IE‘I(mn)D[ :IF(:Bn)Di m e ﬂ F(mn)Dé

T
Demonstra¢ao. Denote Vy := (Dx1 Dxl) . Entflo, f € F(z,)"' N---NF(x,)", se, e somente

se, D;(f) =0, para todoi=1,...,£. Isso significa que

fu fiz o fu) [De(f) 0

MV, (f) = f21 fzz fzn szz(f) . 0

fo fio o S \Dy(f) 0/,

Multiplicando essa igualdade por P, concluimos que f € F(z,)” N---NF(x,)”. Uma vez que P
¢ invertivel, entfio a inclusdo reciproca é andloga, pois M’ = P~ M. X

Proposicdo 1.6.9. Sejam D,D,,...,D, € Der]F(IF(:cn)) e S o submodulo de Der]F(]F(acn)) gerado
por D;,...,D,. Entdo D €S se, e somente se, F(x,)” N---NF(x,)” C F(x,)’.

Demonstra¢do. Suponha que D € S. Entdo existem h,,...,h, € F(x,) tais que D = h,D; +
-+« +h,D,. Assim, se g € F(x,)"' n---NF(x,)”, entdo D;(g) =0, paratodoi =1,...,{. Logo,
D(g)=0.

Reciprocamente, suponha que D ¢ S. Escreva D = Z?zl ngxj e,paracadai=1,...,{, escreva
D; =3, fiiDy,. Defina M € Mat(, 1), (F(x,)), como sendo

& 82 " &n

M= f11 f12 f1n

fm f@z fén
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Seja P € Mat(g,q)x(r+1) (F(wn)) invertivel tal que PM € a forma escalonada reduzida de M, dada

por
0 -+ 0 my, * --- x 0 = * 0 * *
0 -0 0 0 -+ 0 my, * - x 0 % eee %
0 -+ 0 0 0 -0 0 0 - 0 myy,, * - *
onde m;, =1 ¢é o pivo dalinha i e * € algum elemento em F(x,). Denote Vy := (Dx1 e DXI)T.

Sejam L; a i-ésima linha de PM e D’ = L,Vy e D/ = L;;;Vy, com i = 1,...,{, derivacdes em

Der]F(IE‘(:cn)). Pelo Lema sabemos que
F(a,)” () Flz,)™ () [ ) F@)™ =F(a,)” [ Fl@)" () () Fla)™.

Pela forma da matriz PM, temos que na derivacdo D’ o termo que multiplica D, émy, =1,
enquanto nas demais derivacdes o termo que multiplica kal é zero. Dai, podemos concluir que
Xy, € F(z, )" N---NF(x,)>, mas Xy, & F(x,)”. Sejah = D’(x;,) # 0. Entéo

h h’

1 1 0 0
MVx(x,) =P PMVx(x,)=P | [=] . |’

0 0

com h’ # 0. Portanto, x;, € F(x,)” N---NF(x,)™ \ F(z,)’, ou seja, F(x,)” Nn---NF(x,)™ €
F(x,)P. X

1.6.1 Observacao sobre a relacao entre derivacdo e campo vetorial

Sejam n € Z., e p € F". Definimos espaco tangente de F" no ponto p como sendo
TF" :={p} xF" = {(p,v) | v €F"}.
Dados (p,v,),(p,v,) € T,F" e A €F, definindo

(p: vl) + (p’ 'Uz) = (p’ U + 'Uz) € A(px vl) = (px )”Ul):

temos que T,F" é um espaco vetorial sobre F isomorfo ao espaco F", com uma base dada por
{(p,e;)|i=1,...,n}, onde e; o vetor com coordenada 1 na posicdo i e zero nas demais.
A unido disjunta de todos os espacos vetoriais é chamada de fibrado tangente de F" e é
denotada por TF", isto é,
n.__ n
TE" :=| | T,F".

peF

Um campo vetorial de F" é uma funcdo X : F" — TF", isto é, é uma funcio que associa um
) )
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ponto p € F" a um vetor v,, € T,F". Um exemplo de campo vetorial € a fun¢éo

D,(—): F" — TF"
p - Dxl-(_)lp = (p7 ei) € Tp]Fn:

dita campo vetorial constante. Assim, como {(p,e;) |i =1,...,n} é uma base de T,F", dado um
n

campo vetorial X : F" — TF", podemos escrever X(p) = .,

fl:"'afn (S ]F(xn) tais que

v;D,.(—)|p, onde v; € F. Se existem

fi: F* —- F
D — vV
entdo X é dito campo vetorial racional.

Denote por XF" o conjunto de todos os campos vetoriais racionais de F". Pode-se mostrar
que se X € XF", com X(p) = >, fi(p)Dy(—)l,, entdo X = > . f;D, € Derg(F(z,)) e a funcéio

Y XF' — DerF(IF(a:n))
X — X

¢ um isomorfismo entre espagos vetoriais. Para mais detalhes veja [Tul1l].

Esse isomorfismo pode ser titil para estudar as derivagoes, usando as ferramentas da geome-
tria diferencial tais como formas diferenciais e folheacoes. Por exemplo, em [[CMS09]], os autores
apresentam um algoritmo para verificar se uma derivacdo em Der ((C[xl, xz]), satisfazendo cer-
tas condic¢des, tem uma curva algébrica invariante, utilizando técnicas da geometria diferencial.
Outro exemplo de texto que utiliza essa abordagem é o livro [SW14], onde se estuda o niicleo de

derivacdes lineares, conforme comentaremos mais adiante.

1.7 Algebra de invariantes de uma algebra de Lie

Seja L uma 4lgebra de Lie de dimensao finita, com base {x;,...,x,}. Defina F[L] :=F[«x,] a
algebra dos polinémios nas variaveis {x,...,x,}. Observe que, podemos identificar x € L como

um elemento x € F[L], ou seja, podemos ver L. C F[L]. Considere a acdo adjunta de x € L,

ad(x): L — L
y = [xyl

Note que ad(x)(y) =[x,y] € L € F[L], para todo y € L. Pela Proposigao , Derg (IF[L]) é
um F[L]-mddulo livre, com base D,,...,D, . Logo, definimos a derivag¢do adjunta de x € L (a
qual, por abuso de notacdo, é denotada pelo mesmo simbolo da acdo adjunta de x € L) como

sendo

ad(x) :=ad(x)(x1)D,, +---+ad(x)(x,)D, =[x,x1]D, +---+[x,x,]D, . (1.7.1)
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Denote o nucleo de ad(x) por F[x,]24*). A 4lgebra de invariantes polinomiais de L, denotada
por F[L]*, é definida como sendo

F[L]" = {f €F[L]|ad(x)(f) =0, ¥ x € L} = | Fla, ]

x€L

Uma vez que {x,...,x,} € base de L, entédo
n
F[L]" = () Fla, ],
i=1

Estendendo a derivacdo ad(x) € DerF(IF[mn]), apresentada na Equacdo (1.7.1), para uma
derivacdo em DerF(F(mn)), conforme a Proposicéo a qual receberd o mesmo nome, ad(x),
temos que

ad(x) = [x,x;]D, +---+[x,x,]D, € DerF(IE‘(a:n)),

sendo que, agora, interpretamos D, como uma derivacio no corpo de fragdes de F[x, ]. Denote
o nucleo de ad(x) € Der]F(IE‘(a:n)) por F(x,)* ™. Assim, similarmente & definicdo da 4lgebra de
invariantes polinomiais, definimos o corpo de invariantes racionais de L, denotada por F(L)E,

como sendo

F(L)" = {f €F(L) |ad(x)(f) =0, V x & L} = [ | F(a,)*"".

X€L
Como {x,...,x,} € base de L, entdo
n
F(L)" = F(z, ).
i=1
Proposicao 1.7.1. Sejam L uma algebra de Lie nilpotente ou completamente soluvel e {x,..., X, }

uma base triangular de L. Sejam k € {1,...,n} e x € L. Entédo ﬂle F(x,)*®) é ad(x)-invariante,

ou seja,
k k
ad(x) (mF(wn)ad("i)) - mIF(wn)ad(xf).
i=1 i=1

Demonstracdo. Sejam k € {1,...,n}, x € Le f € ﬂi;llF(mn)ad("f). Temos que mostrar que
ad(xi)(ad(x)(f)) =0, paratodoi=1,...,k. Sabemos que

ad: L — g[(IF[L])

x — ad(x)

¢ um homomorfismo de dlgebras de Lie. Logo, para qualquer i € {1,...,k}, temos que

ad(x;)( ad(x)(f)) = ad(x)( ad(x)(f)) + ad ([x; x1)(f)

Como f € ﬂ:;l F(x, )47 entdo ad(x;)(f) =0, logo ad(x)( ad(xi)(f)) = 0. Pela propriedade da
base, dada pela Proposicao temos que [x;, x] é combinagéo linear de x;,...,x;_;. Assim,
uma vez que f € ﬂle F(z,)*), entdo ad ([x;,x])(f) = 0. X
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Vamos apresentar uma relacdo entre as dlgebras de invariantes polinomiais e racionais, quando
L é nilpotente.

Teorema 1.7.2. Se L é nilpotente, entdo

F(L)* = Frac(F[L]").

Demonstracido. Seja f € Frac(IF[L]L). Entdo, para todo x € L, ad(x)(f) = ad(x)(g) = 0,
g

onde ad(x) € Dery (IF[L]) ¢ a derivacdo adjunta na algebra F[L]. Por abuso de notagéo, seja
ad(x) € Dery (]F(L)), conforme Proposicao , a derivacdo no corpo F(L). Entdo

0.

ad(x)(i) _ 26 )g —2d)(Q)f
8 g

Logo, f, g € F(L)". Reciprocamente, seja ! € Frac (IB‘(L)L). Suponha, sem perda de generalidade,
8

que f e g sdo coprimos. Entédo

1) adla)fg —adlef

O:ad(x)(g e

Logo, ad(x)(f)g = ad(x)(g)f. Dai, temos que ad(x)(f)g pertence tanto ao ideal (f), quanto ao

ideal (g). Mas, como mdc(f,g) =1, entdo (f g) = (f) N (g). Isso implica que ad(x)(f)g =qf g,
com q € F[x,]. Logo, ad(x)(f) = qf. Uma vez que deg(ad(x)(f)) =deg(f), entdioq=A, €F,
ou seja, ad(x)(f) = A,.f. Como L ¢é nilpotente, entdo existe n € Z., tal que

0= ad(x)"(f) = A'f.

Assim, A, = 0 e, por conseguinte, ad(x)(f) = 0. Portanto, f,g € F[L]". X

O exemplo a seguir mostra um caso onde o Teorema|1.7.2|néo vale (veja que L, nesse exemplo,
ndo é nilpotente).

Exemplo 1.7.3. Seja L a dlgebra com base {x;, x,, x5}, onde [x;,x3] = —x;, [Xg,X3] = —x, €

Zero nos outros casos. Assim, temos que

ad(x;) =—x;D,,, ad(x,)=-—x,D,,, ad(x3)=x,D, + x,D,,.

po
Uma vez que as derivagbes ad(x;) e ad(x,) sdo muiltiplas de D,, entéo

F(mz)ad(xl) = F(fv?,)ad(XZ) = F(xy, x3).
Observe que ad(x3)(IF(x1,x2)) C F(xq,x,). Logo,

F(L)" = F(2)") (1) F(@)™) (1) F(2)") = Flxy,x,) ) Flw)™ ™) =

— ]F(xl s xz)ad(x3)|]F(x1,x2) s
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ou seja, precisamos determinar o nucleo da derivacao

1 0\(D
ad(XS)l]F(Xl,Xz) = XlDXl + XZDXZ == (Xl Xz) (O 1) (Dxl) .
X2

Veremos, na Se¢ao que um conjunto algebricamente independente que gera o nticleo dessa
;‘xé’, em que (a, b) € Z? sdo elementos da base do

conjunto solucdo da equacdo a + b = 0. Portanto, (a, b) = (1,—1), ou seja,

F(L) =F (ﬁ) )

Xy

derivacdo é formado por elementos da forma x

Agora, observe que

F[L]* =F(L)!*NF[L] = F(%) NF[L]=TF.
2

Portanto, F(L)! # Frac(F[L]}). O

Para finalizar essa secdo, vamos apresentar mais um resultado envolvendo a algebra de inva-

riantes polinomiais e o corpo de invariantes racionais.

Corolario 1.7.4. Seja L uma 4lgebra de Lie nilpotente de dimenséo finita. Se F[L]" é um dominio
finitamente gerado, entdo
dimy, (F[L]") = trdeg (F(L)"),

onde dimy,,, (F[L]*) é a dimensdo de Krull de F[L]*.

Demonstracdo. Sabe-se, de dlgebra comutativa, que se A é um dominio finitamente gerado,
entdo dimyg, (IF[L]L) = trdeg(Frac (IF[L]L)). Mas, pelo Teorema [1.7.2, temos que F(L)" =
Frac (IF[L]L), o que conclui a demonstracao. X
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Capitulo 2

Método das caracteristicas

Neste capitulo, apresentamos o método das caracteristicas, uma ferramenta baseada em Ana-
lise e adaptada ao estudo de derivacoes de F(x,). Discutimos as condigbes necessarias para a
aplicacdo do método, destacando o papel das curvas integrais, com forte cardter geométrico. Tal
método serd crucial para a constru¢do de um conjunto algebricamente independente que gera o
ntcleo de uma derivacio triangular, conforme veremos no Capitulo[3] Esse tipo de derivacéo, por
sua vez, sera importante para nosso propoésito de calcular um conjunto algebricamente indepen-
dente que gera o corpo de invariantes racionais de uma algebra de Lie nilpotente, assunto a ser
tratado no Capitulo

2.1 Hipdteses para aplicacao do método

Seja D € DerF(IF(a:n)) uma derivacdo. Nosso objetivo, neste capitulo, é descrever F(x,),
construindo geradores algebricamente independentes, no caso em que certas condicoes sdo sa-
tisfeitas. Nossa abordagem se baseia no método das caracteristicas, que é uma técnica usada em
Andlise para se resolver equacdes diferenciais parciais de primeira ordem a partir de curvas inte-
grais (veja [[EvalQ], Secdo 3.2). Para isso, vamos, primeiro, a uma definicio.

SejaD = | fiD,, € Der]F(IE‘(a:n)). Considere ¢ = (cq,...,¢,) € F[t]", isto é, uma n-ipla de
polinémios em F[t]. Dizemos que ¢ é uma curva integral (ou curva caracteristica) de D, se

D.(c;) = fi(e), paratodoi € {1,...,n}, (2.1.1)

onde D, é a derivada em relacdo a t. Note que uma curva integral ¢ = (¢;,...,¢,) € F[t]" de D
pode ser vista como a funcdoc: F — F", t — (cl(t), cees cn(t)). Nesse caso, dizemos que p € F"
pertence a ¢, se p pertence ao conjunto imagem de c, isto é, se existe t € FF tal que p = c(t).

Exemplo 2.1.1. Considere a derivagéo
D =x;D,, + x,D,, € Derg (IE‘(xl, x2,x3)).

Note que tal derivacdo, considerando a Secdo [1.6.1} estd associada a um campo vetorial que
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relaciona o ponto p = (py, py, p3) € F° ao vetor (0, py, p,) € T,F°, conforme figura abaixo.

X3 X3

Por definicdo, uma curva integral de D, é uma tripla ¢ = (c;, ¢, ¢;) € F[t]?, que satisfaz o sistema
D,(c;) =0, Dcy) =¢;, Dilc3) = cy.

Por integragéo, obtemos como solugéo desse sistema, a familia de curvas (c,),cps, onde

£2
Cp, = (Cplch2:cp3) = (Pl: D1t +Ppa, plE + Pt +P3)-

S

X3

Nesse caso, veja que p = ¢,(0), ou seja, todo ponto p € F* pertence a alguma curva integral.

Além disso, sejam p, q € F° tais que q € Cp, isto €,

q =(q1,92,93) = ¢,(to) = (Cpl(t())’ Cpa(to), Cp3(t0))’ para algum t, € F.

Isso nos da
t2

q1=p1, qo=Dpito+p, € q3:P1§0 + poto + Ps. (2.1.2)

Considere a curva integral

t2
Cq = (ququZJ Cq3) = (qls qlt + g, Ch? + th + q3) .

Entdo, usando as Equacgdes|2.1.2] obtemos

g = @1 = p1 = ¢t +to),

@2 = @it +qy = pit+pito+py = pi(t+1tg) +py = cpolt +tp),
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£ 2 t
Cqz = Q1E+Q2t+% = P1§+(P1to + py)t +P150 +Ppato+p3 =
(t+ty)?

2t
:P1(E+_+tto)+P2(t+to)+P3 = D1 5

9 +py(t+ty)+p3 = Cpg(t"‘to)-

Logo, c,(t) = ¢,(t + t,), ou seja, im(c,) = im(c,). Com isso, temos que se ¢, N ¢, # &, entdo
. s 3 \ .

im(c,) = im(c,). Uma vez que cada ponto p € F° pertence a curva integral c,, com a conta que
acabamos de fazer, concluimos que, para esse exemplo, todo ponto p € F® pertence a uma tinica
curva integral, onde unicidade, nesse contexto, significa a imagem da curva e ndo sua expressao

como funcao. |

Uma propriedade notdvel das curvas integrais de uma derivacdo D € Der]F(IE‘(:Izn)) manifesta-

se ao avaliar uma funcao pertencente ao nucleo de D ao longo de uma dessas curvas, conforme a
Proposicao2.1.2]

Proposicao 2.1.2. Seja D € Der]F(]F(:cn)). Se f € F(x,)” e ¢ é uma curva integral de D, entdo

f(e) €F,

ou seja, f é constante ao longo das curvas integrais.

Demonstrac¢do. Seja ¢ = (cq,...,¢,) € F[t]" uma curva integral de D. Seja f € F(«,). Entéo,

podemos ver f(c) = f(cq,...,c,) € F(t). Assim, pela Regra da Cadeia, temos que

D,(f () ZD (F)©D,(c)).

Sabemos, da Proposi¢éo que podemos escrever D = 2?21 fiD,,, com f; € F(x,). Dessa
forma, usando a definicdo de curva integral, temos que D,(c;) = f;(c), paratodo i = 1,...,n

Logo,
D,(f (<)) ZD (F)O)D,(c) = Zfl(c)uxl (F)e) = (Zflnxl (f)) (€)= D(f)(c).

Assim, como f € F(x,)”, temos que D(f)(¢) = 0, o que implica D, ( f (c)) = 0. Uma vez que, para
todo g € F(t), D,(g) = 0 se, e somente se, g € IF, concluimos que f(c) é constante. X

Como mencionado no inicio desta se¢do, nosso objetivo é descrever F(zx,)” por meio da cons-
trucdo de geradores algebricamente independentes sob determinadas condi¢des. Apresentaremos
agora trés hipdteses que, caso sejam satisfeitas por uma derivacdo, permitirdo alcancar esse ob-

jetivo. Tais hipéteses sdo:

(H1) existe U € F" um aberto de Zariski tal que para cada p € U existe Unica curva integral ¢
de D (lembrando que unicidade se refere a imagem da curva) tal que p € ¢ (tal curva é,

frequentemente, denotada por c,);
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(H2) existe I' C F" uma variedade afim isomorfa a F" ! tal que 'NU # @ e, para todo p € U, a

interse¢do ¢, NT' contém exatamente um elemento, denotado por p,;

(H3) cada componente da correspondéncia

p: U — T
P — Do

(2.1.3)

¢ uma funcéo racional de F".

Observacao 2.1.3. As hipdteses acima nos remetem ao conceito de folheagcdo do aberto U C
F". Esse é um conceito que envolve muitas defini¢des, tais como: espaco topoldgico Hausdorff
com base enumerével, atlas maximal, funcdes de classe C*, sistema de coordenadas admissivel,
variedade diferencidvel, mergulho, entre outros. Os detalhes dessas definicoes podem ser vistos
em [Leel3]]. Contudo, sem aprofundarmos em tais detalhes, dado p € U, por existe unica
curva integral ¢ de D tal que p = ¢(t,,), para algum t,, € F e, por[(H2)]e[(H3)} podemos considerar
a funcdo ¢ : U — I dada em (2.1.3). Assim, tomando a funcdoy : U > F x T, p+— (tp, cp(p)),

temos que (U, ) é uma variedade de dimenséo n.

r=pr!
U
Y
D F
p ()] e
p=c(t,) Y(p) = (t,, ¢(p))

Nesse contexto, temos ainda que cada curva integral da derivacdo é uma subvariedade conexa
de dimenséo 1 de U e U = U, ¢, € uma unifo disjunta. Além disso, para todo p € ¢ temos que
¢(p) = a €T é um valor constante, logo ¢ (p) = (t,, a). Isso faz de F = {c, },,o; uma folheagédo
de dimenséao 1 de U, pois, por definicdo, uma folheacédo de dimensdo k de uma variedade M de

dimensdo n é uma colegdo F = {F;},.; tal que
(a) F; é subvariedade conexa de dimenséo k

b) M=| |F,
iel
(c) paratodo p € M existe um aberto U € M contendo p e existe um sistema de coordenadas
Y =1)y,...,¢¥,): M - F" tal que para todo x € UNF;

1 ;(x) = constante, com j=k+1,...,n. O
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2.2 Obtencao de geradores algebricamente independentes

Nesta se¢do, vamos considerar uma derivacdo D € Der]F(IE‘(:I;n)) que satisfaz as hipdteses da
secdo anterior e vamos construir um isomorfismo entre F(x,)” e um corpo finitamente gerado,
conforme apresentado na Proposicdo Para isso, vamos a uma observacao breve.

Seja F(T') o corpo das funcdes racionais de I'. Como I' é uma variedade afim isomorfa a F" !,
entdo F(T') pode ser visto como F(y,...,Y, ;). Sejam f, € F(T'), den(f,) o denominador de f, e

V(den(fo)) ={peT|den(f))(p)=0}CT

o conjunto algébrico afim associada a den(f,), conforme visto na Se¢éo Considere também a
funcdo ¢ : U — T, conforme definido na Equacéo (2.1.3)). Dadop € U \ go_l(V( den( fo))), entio
podemos considerar fo(go(p)) eF.

Proposicdo 2.2.1. Seja D € DerF(IF(zcn)) uma derivacdo que satisfaz as hipdteses e
vistas na Secédo para algum aberto de Zariski U e algum I' C F" isomorfo a F*"!. Entdo
a funcéo
a:FT) — F(z,)”
fo = alfo)

onde a(f,)(p) = fo(cp(p)), paratodope U\ cp_l(V( den(fo))) € um isomorfismo de corpos.

Demonstracdo. Vamos, primeiro, mostrar que a estd bem definida, isto é, vamos mostrar que,
para todo f, € F(T'), temos que a(f,) € F(x,)". Para isso, precisamos mostrar que: (i) a(f,) é

uma funcéo racional de F" e (ii) D(a( fo)) = 0. Vejamos.

(i) Denote pOr Ugey(s,) 0 conjunto U \ Lp_l(V(den( fo))) e tome p € Ugeys,)- Por definicéo,
a(fy)(p) = fo((p(p)). Observe que, pela hipdtese cada componente de ¢ é uma funcdo
racional de F" e, por definicdo, f,, ¢ uma fungdo racional de I'. Como a(f,) é a composicao dessas
fungdes, restrita ao conjunto Ugeps,), € $€Ndo Ugey(y,) um aberto de Zariski de F", entdo a(f,) é

uma fungao racional de F".

(i) Sejam p;, p; € Ugen(s,) PETtENCeNtes a uma curva integral ¢ de D. Por definicdo de ¢, temos
que ¢(p;) = @(p,). Logo, a(f,)(p;) = a(f,)(p,). Isso significa que, restrita a uma curva integral
de D, o valor de a(f,) é constante, ou seja, a(f,) o c € F. Note que a(f,) € F(x,) e c € F[t]",
logo a(f,) o c e F[t]. Dai, Dt(a(fo) o c) = 0. Assim, usando a Regra da Cadeia, temos que

0=D,(alf)oe)= > D, (a(f))(©)D.(c)) (2.2.1)
j=1

Pela Proposicao podemos escrever D = 2?21 fiD,,, onde f; € F(x,). Nesse caso, como c é
uma curva integral de D, entdo D,(c;) = f;(c), para todo j = 1,...,n. Dessa forma, voltando a



Método das caracteristicas 45

Equacédo (2.2.1), temos que

c’

> D, (alf))@D,(c;)) = > fi(e)D, (alfy))(e) = D(alf,))
j=1 j=1

ou seja, D(a( fo))|c = 0. Pela hipétese [(H1), temos que todo ponto em U pertence a uma curva
integral, logo D(a(fo))|c = 0 implica em D(a(fo))(p) = 0, para todo p € Ugeys,)- Novamente, por
Ugen(f,) S€r um aberto de Zariski, obtemos que D(a( fo)) ¢ a funcao nula em F", isto €, D(a( fo)) =
0.

Assim, concluimos que a estd bem definida. Vamos mostrar, agora, que tal funcdo é um homo-

morfismo de corpos. Para ver isso, basta observar que, dados f;, g, € F(I'), temos que

a(fo20)P) = (fo20)(¢(P)) = fo(0(®))go(¢(P)) = (a(fo)(P))(ago) (D)),

alfo + £0)(P) = (fo + 80) (0 (@) = fo(0(®)) + go(0(P)) = alfy)(P) + a(ge)(p).

Logo, a é um homomorfismo de corpos. Vamos mostrar que a € injetiva. Para isso, suponha que
a(f,) = 0. Pela hipétese |[(H2)l, N U # @. Entao

0= a(fy) = alfo)lrnv = folrnu-

Uma vez que ' N U é um aberto de T, entdo f, € F(I') é a funcdo nula. Dessa forma, para
finalizar a demonstracdo, precisamos mostrar que a € sobrejetivo. Com esse intuito, suponha
que f € F(x,)”. Seja I} =T\ V(den(f)) um aberto de T' e defina f, := f|rf. Como cada
componente de ¢ é uma funcdo racional de F", entdo cada componente é continua na topologia

de Zariski. Assim, podemos afirmar que o conjunto Lp_l(l“f) C U é um conjunto aberto em U.
Sejap e (p_l(Ff). Pela Proposicao , temos que f(p) = f((p(p)). Assim,

£()=f(e®@) = fol e(P)) = alfo)(p).

Com isso, demonstramos que a é um isomorfismo de corpos. X

Corolario 2.2.2. Considerando o enunciado da Proposi¢do [2.2.1}, e identificando F(I") com o

corpo F(y4,...,¥Y,—1), entao

{a(yl), ) a(yn—l)}

¢ um conjunto algebricamente independente que gera F(x,)".

Demonstracdo. Segue do fato de a : F(yq,...,¥,—;) — F(zx,)" ser um isomorfismo de corpos e

{¥1,.--,Y,_1} ser um conjunto algebricamente independente em F(I') =F(yq,..., Y,_1)- X

Exemplo 2.2.3. Vamos retornar ao Exemplo [2.1.1} onde consideramos a derivagdo D = x; D, +

x,D,, € Der (IF(:B3)). Para determinarmos o isomorfismo dado pela Proposigéo , precisamos

achar U e I' que satisfazem as hipéteses [(H1)| [(H2)| e [(H3), ou seja, temos que encontrar U um
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aberto de Zariski tal que cada um dos seus pontos pertencam a uma unica curva integral de D; e
temos que encontrar I' isomorfo a F? onde I' N U # & e onde uma curva integral intersectam T’
em um unico ponto de tal forma que cada componente da correspondéncia ¢ : U = T', p — p,
seja uma funcdo racional de F". Vimos, no Exemplo que F° satisfaz Logo, [(H1)] vale
para um aberto U C F® a ser definido adiante.

Para definir T, lembre-se de que, para cada p = (p;, p,,p;) € F°, a curva integral ¢, ¢ dada

por
t2
Cp = (CplchZ)CpB) = (pla p1t+p25 plE +p2t+p3)

Note que c,, € o primeiro componente de ¢, onde hd a ocorréncia de t. Assim, vamos definir

I':={(y;,0,y5)y; €F}. N}a)sse caso, ¢, intersecta I se, e somente se, c,,, = 0, ou seja, a intersecao
ocorre quando t = t, := ——2. Tal intersecéo é dada por
P1

e = (e 00 a0, ete)} = (0.~ 5, ).
P1

Aqui, precisamos que p; # 0. Portanto, o aberto que precisamos é U := {(x;, x5, x3) | x; # 0}.
Note que
UNT ={(x;,0,x3) | x, # 0} # &.

Assim, [(H1)| e [(H2)|sdo satifeitas. Veja também que os componentes da correspondéncia p — p,
sdo func¢oes racionais de F2, pois a func¢io que leva p em ¢,; € uma funcéo racional de F", uma vez

que as coordenadas de p séo levadas nos coeficientes do polindémio c,; € F[t]; e também porque

a funcéo que leva c,; em c,(t,) é uma fungéo racional de F", jd que t, = —&. Portanto, ((H3)

também se verifica. Dessa forma, o isomorfismo da Proposi¢do [2.2.1]é

a:F(T) — F(x,)’

2
Yy - a(yl)(w):yl(xb 0, _ﬁ'kxs) Xq

1

x? 2
Y3 = a(y3)(x)=y; (xl: 0, —2—2 +X3) =——+Xx3.
X1 2

2
Portanto, F(x,)°’ =TF (xl, ——2 4 x3). O
2x,
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Capitulo 3

Derivacoes triangulares

As derivacoes triangulares de F(z,) formam uma classe especial de derivacoes que permitem
a aplicacdo do método das caracteristicas, apresentado no Capitulo |2, possibilitando a constru-
cdo um conjunto algebricamente independente que gera seus ntcleos. No nosso contexto, essas
derivagdes surgem naturalmente ao lidarmos com algebras de Lie nilpotentes de dimenséo finita.
Para essas algebras, é possivel determinar uma base que conduz a uma sequéncia finita de deriva-
¢Oes triangulares. A aplicagdo sucessiva do método das caracteristicas a essa sequéncia possibilita
a construcao de um conjunto algebricamente independente que gera a dlgebra de invariantes ra-

cionais. Sendo assim, neste capitulo, exploraremos essa classe de derivacoes em maior detalhe.

3.1 Contextualizacao e definicao

Seja A € F-{llg e D € Derg(A). Dizemos que D é uma derivacdo localmente nilpotente, se
para cada a € A, existe n € Z., tal que D"(a) = 0, onde D" é a composi¢do de D com ele mesmo
n vezes. DerivacOes localmente nilpotentes exercem um papel importante na resposta ao 14°.

problema de Hilbert, que levanta a questdo:
se K é um corpo tal que F C K C F(z,), entdo KN F[ z,] é uma F-algebra finitamente gerada?

Tal questdo pode ser vista na Se¢do 6.1 em [Frel7]. Em 1990, Robert, em [Rob90]], apresentou
um exemplo que nega tal problema de Hilbert. Tal exemplo, conforme mostrou ACampo-Neuen,
em [[AN94]], é de fato o nticleo de uma derivacgédo localmente nilpotente.

Estamos interessados em um subconjunto das derivacdes localmente nilpotentes, o qual defi-
niremos agora. Sejam {a,...,a,} € Aum conjunto algebricamente independente e F[a,, ] a subal-
gebra de A gerada por {ay,...,a,}. Dizemos que uma derivacdo D da dlgebra F[a,] ¢ uma de-
rivacdo triangular com respeito ao conjunto {a,,...,a,}, se D(a;) € F e D(q;) € Fla;,...,a;,_1],
paratodoi =2,...,n. Uma derivagdo D € Dery (]F[an]) ¢ uma derivagdo triangularizdvel se existe
{a},...,a } C Fla,] um conjunto algebricamente independente que também gera F[a,] tal que
D ¢é triangular com respeito ao conjunto {a},...,a’}.

Se A é um dominio, estendemos essa defini¢do para Frac(A), dizendo que D € Dery ( Frac(A))

¢ uma derivagdo triangular com respeito ao conjunto {a;,...,a,}, se D(a;) € F e, para todo i =
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2,...,n,vale que D(q;) € Fla,,...,a;_,]. Em particular, considerando a Observacéo|(1.6.2} temos

que D € DerF(IB‘(zn)) € uma derivacao triangular com respeito a {z,...,%,}, se
D =D(z)D, +---+ D(z,)D, ,

onde D, € Der]F(IE‘(zn)) ¢ uma derivacao do corpo F(z,) e D(z;) pertence a algebra dos polinémios
F[z,], satisfazendo D(z,) € F e D(z;) € F[2y,...,%i_1].

A Proposicao 3.29 de [[Frel7]] mostra que toda derivacdo triangularizavel é localmente nil-
potente, contudo a reciproca nédo é verdadeira, conforme mostra o exemplo de Bass, dado pela
derivacao

(2123 —Z§)lez2 +2(2,23 _zg)zzng € Dery (F[ZDZZ)ZS])

e cuja demonstracdo pode ser vista na se¢do 3.8.1 de [[Frel7].

Saber se uma derivacdo é triangularizavel é algo dificil. Mas ha trabalhos que buscam esse
objetivo, conforme visto no artigo [Dail0], onde ha uma caracterizagdo de tais derivacdes para
o caso de derivacoes em F[z;,2,,2;]. Além disso, ainda com uma perspectiva do 14°. problema
de Hilbert, temos, no artigo [DF01]], um resultado que mostra que o ntcleo de toda derivacdo
triangular em F[2,, 25, 25,2,] € finitamente gerada como F-algebra.

Os préximos dois lemas mostram propriedades de derivacoes triangulares do corpo F(z,) que
serdao usadas no decorrer do texto. Em ambos os lemas usaremos a ordem monomial lexicografica
com respeito a ordem z; < - - - < z,, conforme visto na Sec¢éo[1.3] O Lema[3.1.1|faz uma afirmacéo
acerca do mondémio lider de um polinémio no nticleo da derivacdo. Baseamos sua demonstragdo
naquela apresentada no Lema 3.3 de [IdJS23]], onde se demonstra algo semelhante para o down
operator, um exemplo de derivagdo triangular, que comentaremos mais tarde na Secdo O
Lema [3.1.2) mostrard que o monomio lider de polinémio f fora do nucleo da derivacdo é maior

do que o monomio lider do polindmio resultante da aplicacdo da derivacdo em f.

Lema 3.1.1. Seja
D=fD, +-++f.D, €Derg(F(z,))

uma derivacgdo triangular com respeito ao conjunto {z,,...,2,}, onde f, # 0, para algum k =
1,...,n. Considere a ordem monomial lexicografica com respeito a ordem z; < --- < z,. Se

f €F[2,]°, entdo Im(f) nfio contém a varidvel z,.

Demonstracdo. Seja f € F[z,]” e assuma, primeiro, que f € F[z,,...,%.]. Escreva f = Zﬁd( +
-+ +2.d, +d,, onde d; € F[z,,...,2,_1], paratodoi =1,...,¢. Se{ = 0, entdo f = d,, logo
Im(f) ndo contém z,. Suponha que £ # 0. Note que D(d;) = 0, para todo i = 1,...,¢, pois
d; €Fl2zy,...,21] € D(z;) = 0. Assim,

0=D(f)=D(zid; + 2. 'dy_1 + -+ +22dy + 7, dy + dy) =
= ‘ezli_lde(zk) + (f - 1)Z£_2de_1D(Zk) +-- 4+ 2de2D(Zk) + dlD(Zk) =

== EZﬁ_ldgfk + (6 - 1)Z£_2d€_1fk + R + 2dlzkfk + dlfk' (311)
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Analisando o coeficiente de zﬁ_l, temos que £d, f;, = 0, o que é um absurdo, porque ¢, d, e f; sdo
todos diferentes de zero. Logo, { =0, ou seja, se f € F[z,]° e f € F[zy,...,%.], entdo Im(f) ndo
contém z;.

Sejai € {k,...,n} e suponha, por inducéo, que se f € F[z,]° e f € F[z,,...,2;], entdo Im(f)
ndo contém z,. Tome f € F[z,]” tal que f € Fz,,...,2;,]. Escreva f =2 b, +---+2;,b, +b,,
onde b; € F[z,,...,%;]. Novamente, se r = 0, entdo f = b, e, por inducéo, Im(f) ndo contém z,.

Suponha que r # 0. Note que, nesse caso,
Im(f) =z, Im(b,). (3.1.2)
Aplicando D em f, como fizemos na Equacao (3.1.1]), obtemos

0=D(f)=D(z!.,b, + 27 b,y + -+ +

i+1 i+1
1+1f1+1b + ZH.]D(b ) + (r_l)zl+1fz+1 r—1 + Zl+1D(br 1) + o+
+ 2241 fiby + Zl+1D(b2) + fis1b1 + 24.1D(by) + D(b),

l+1b2 + 21b1 + Do) =

o que nos da

D(b,)z;,, + (7”f1+1b +D(b,_ 1)) 1+1 e (zfi+1b2 +D(b1))2i+1 + fiy1b1 +D(by) =0

Disso, segue que D(b,) = 0. Por inducdo, Im(b,) ndo contém g,. Portanto, pela Equacéo (3.1.2)),

o mesmo vale para Im(f ). X

Lema 3.1.2. Seja
D=fiD, +-+f,D, €Derg(F(z,))

uma derivacdo triangular com respeito ao conjunto {z,...,2,}, onde f, # 0, para algum k =
1,...,n. Seja f € F[ 2, ] um polinémio e considere a ordem monomial lexicografica com respeito
aordemgz, <---<g,. Se D(f)# 0, entdo

m (D(f)) < Im(f).

Demonstracao. Seja f € F[z, ] tal que D(f) # 0. Escreva f = a;m;+---+a,m, como combinacdo

linear de mondémios. Entéo
0#D(f)=a,D(my)+---+ a,D(my).
Pela Proposicdo|1.3.3]
lm(D(f)) < max{lm(D(mk)) | D(m)#0, comk=1,. ..,K}.

Logo, é suficiente mostrar a afirmac¢io para mondémios m tais que D(m) # 0.

Assim, sejam 1 < j; < j, <--- < j, < n {ndices tais que a; ,...,a; € Z., sejam diferentes de



Derivagoes triangulares 50

. a; a;.
zero e considere s := zjl“ ceeg

i ---z;.xj’". Suponha que D(s) # O e defina, paracada { =1,...,m,

. a; aj7 (Xj —1 aj a;
s .=f-Z.J1"'Z-[] e Set .]m’
Je e Ji-r e Je+1 Jm

onde f;, é o polinbmio que acompanha sze na derivagdo D = Z?:k fiD,.. Note ques; # 0, se
fj, # 0. Assim, sejam 1 < k; < --- < k, < m indices tais que fjk[ # 0, paratodo{ =1,...,r. Uma

vez que fjké e Flz,... :ij[—ﬂ: entao

a, —1 a; a;
Tke Terr |, vy

Im(s; )=m; 2. ) .
( ]k[) Jkg Jkg Jkgi1 Jky

onde m;, € um mondémio F[zl,...,zjke_l]. Assim, se k, < k;, entdo lm(sjka) > lm(sjkb ), pois na

ordem monomial adotada z;, <z e analisando o expoente da varidvel z; temos que ems; é
a b b a

7 _ . _ ajl L. ajl.

aj enquanto que em Six, € %y, 1. Agora, aplicando D em s = Z; Z.

@
PRERES S ™ temos que

D(s) = a sj Foota s

Pela Proposicdo [1.3.3] temos que Im (D(s)) = max(lm(sjkl), ..., Im(s;, )). Como lm(sjkl) > >

Im(s; ), entéo

aikl -1 ajkz ajkl a;

-z M =3, X

%, aj
g T L g, cee g
J1 ]kl Jm

T %y Jky Tk

Im (D(s)) = lm(sjkl) =m

O préximo resultado sera til na demonstragdo do Teorema [5.1.1, quando mostraremos uma
certa preservacdo da triangularidade para as derivacdes adjuntas de uma dlgebra de Lie nilpo-

tente, conforme € explicado no teorema.
Lema 3.1.3. Sejam
(a) L uma algebra de Lie com base {xi,...,x,};
(b) K =F(zy,...,2,) um corpo, onde {z,...,2,} é algebricamente independente;

(¢c) ¥ : L — Derp(K) um homomorfismo de algebras de Lie, onde v(y) é uma derivagao trian-

gular com respeito a {z;,...,2,,}, paratodo y € L;
(d) aelL talque [a,L] Cker(y)
Escreva y(a) = fD,, +---+ f,D, , onde fi # 0. Entdo y(y)(fy) =0, para todo y € L.

Demonstrac¢do. Pela Observacdo|1.6.2] temos que f, = (a)(z,). Assim, dado y € L, temos que

Y =P () (@)(z)) = Y@ (P () — [ (a), Y(y)1(z) =
= Y(@)(P()E)) — ¥ ([a, ¥1)z0)-

Como Y (y) é derivacdo triangular com respeito a {z;,...,2,}, entdo Y(y)(zc) € F[21,. .., %1 ]-
Logo, pela expressao de v(a), temos que w(a)(lp(y)(zk)) = 0. Além disso, como [a, L] C ker(y)),
entdo w([a,y]) = 0. Portanto, Y (y)(f,) =0. X
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3.2 Aplicacao do método das caracteristicas

Nosso interesse nas derivagoes triangulares estd relacionado a determinacdo dos geradores
algebricamente independentes do corpo de invariantes racionais F(L)! de uma 4lgebra de Lie
nilpotente L, conforme veremos na Secdo Mostraremos que, apesar da dificuldade de se
identificar uma derivacdo triangular, quando estabelecemos uma base adequada para a algebra
de Lie nilpotente, todas as derivacOes necessdrias para determinar os geradores algebricamente
independentes de F(L)" serfo derivacdes triangulares com respeito a determinados conjuntos.

O primeiro passo, daremos agora, quando mostraremos que derivacoes triangulares satisfazem
as hipéteses [(H1)], [(H2)] e [(H3)| da Proposicéo que, relembrando, sdo:

(H1)| existe U € F" um aberto de Zariski tal que para todo p € U existe Unica curva integral ¢,
da derivacéo tal que p € c,,;

existe I' C F" variedade afim isomorfa a F"! tal que TNU # @ e, para todo p € U, a
intersecdo ¢, NT' = {py};

[(H3)| cada componente da correspondéncia ¢ : U — T, dada pela Equacao (2.1.3), é uma fungéo
racional de F".

Isso nos permitird determinar os geradores algebricamente independentes do ntcleo de uma de-

rivagdo triangular.

Teorema 3.2.1. Seja
D=f£D, +-+f,D, €Derg(F(z,))

uma derivacdo triangular com respeito ao conjunto {z,...,2,}, onde f, # 0, para algum k =

1,...,n. Sejam

Ui={p=p1,.-.p) | ilP) # 0} =F"\V(fi) € T:={(p1,--+,Pi1,0, i1, -+ > Pu) | i €F}.

Entdo U e T sdo os conjuntos que satisfazem as hipdteses |(H1), ((H2)|e [(H3)!

Demonstracdo. Considere D uma derivacdo conforme descrito no enunciado no teorema. Entdo,

uma curva integral ¢ = (cy,...,¢,) € F[t]" de D é dada pela solugdo do sistema de equagdes
diferenciais
D,(c;)=0, ..., DJ(c,_1)=0, D,(c)=fe(cq5--r¢k—1), ..., D.(c,)=fn(c1,."5Ch_1)-

Note que cada derivada desse sistema envolve polindmios na varidvel t que ja foram determinados
nas solugdes das derivadas anteriores. Assim, tal sistema de equagdes tem solucdo Unica, se
a condicdo inicial ¢(0) é fixada. Nesse sentido, dado p = (p;,...,p,) € U = F*" \ V(f,.), faca
¢(0) = p. Pela unicidade da solucdo do sistema, temos que existem F,,,,...,F, € (t) C F[t],
onde (t) é o ideal de F[t] gerado por t, tais que

¢ =P, -5 Cg—1 = DPk-1> Ck:Kt+pk5 Ck+1:Fk+1+pk+1: R Cn:Fn+pm (321)
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onde k = fi(py,...,Pr1) € F\ {0}. Vamos denotar tal curva, determinada pelo ponto p, por

¢, = (¢,1,...,¢,,). Assim, temos que todo ponto em U pertence a uma curva integral. Suponha

que g =(q;,...,q,) € U pertence a c,,. Isso significa que existe t, € F tal que q = c,(t,), ou seja,
q1=P1> --+> Qi1 =DPk-1> Gk =Kto+DPr> Qis1 = Frar(b0) + Pis1s o5 @y = Fo(t0) + Py

(3.2.2)
Seja ¢, a curva integral determinada por q, isto é, que ¢,(0) = q. Entéo, por definicdo de curva
integral, temos que

Cqii=¢i> paratodoi=1,...,k—1.

Mas q; = p; = ¢,i(t) = c,i(t + t), para todo t €F e para todoi =1,...,k—1. Logo,
cqi(t) =cp(t +1t,), paratodot €F, eparatodoi=1,...,k—1.
Suponha, por inducéo, que c,;(t) = c,;(t + t,), para algum i € {k,...,n—1}. Entéo

Dt(cq,i+1(t)) = fi+1(cq1(t): LR ql(t)) fi+1(cp1(t + tO) R pl(t + tO)) ( p,i+1(t + tO))'
Assim,
Cq,i+1(t)+K1 - Cp,i+1(t+ t0)+K2, (3.2.3)
onde K;,K, € F. Fazendo t = 0, obtemos
Equacdes Equacdes

Qi1+ Ky =cgi11(0) + Ky = ¢ 141(0+ tg) + Ky = Fii1(to) + pivy + Ky = Gy + Ko

Assim, K; = K, e, consequentemente, voltando a Equacéo (3.2.3), temos que ¢, ;,(t) =c, ;1 (t +
to). Portanto, por inducéo, ¢,(t) = c,(t +t,). Com isso, temos que se ¢, N ¢, # &, com p,q €
U, entdo tais curvas contém os mesmos pontos. Logo, U satisfaz [((H1)] Agora, fazendo I' =

{(>1,--->¥n) | ¥ = 0}, temos que c, intersecta I' se, e somente se,

0=cpr = fi(P15- > Pr—1)t + Pk

Px
fk(pla .. ':pk—l)’

Como fi(p;,...,Pr_1) # 0, entdo a intersecdo é unica e é determinada por t = —

isto é, ¢, NT'={c,(t)}, onde

cp(F): (pls <eos D15 05 Fk+1(?)+pk+15 tee Fn(?)-i_pn)

Dessa forma, U e I' satisfazem [(H1)|e[(H2)] Finalmente, veja que, pelo Sistema (3.2.1)), a funco
que associa p a c,,; € racional em F", pois as coordenadas de p séo levadas nos coeficientes do

polinémio ¢,; € F[t]. Veja também que a fungéo que leva c,; a cpi(F) também ¢é racional, ja
Dk

) ka(Ph---,Pkﬂ) o . ) . )
composicdo dessa fung¢des racionais, entdo tal componente é uma func¢éo racional de F". Portanto,

quet =— . Assim, uma vez que o i-ésimo componente de ¢(p) é ¢,;(t), que é a
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U e T satisfazem [(H1)] [((H2)|e [(H3)| X

Considerando a Observacdo[2.1.3] podemos concluir que as curvas integrais de uma derivagéo
triangular com respeito a um conjunto algebricamente independente definem sobre o conjunto U,
do Teorema [3.2.1] uma folheacdo de dimensédo 1. Lembre-se de que a folheacdo foi determinada
como sendo o conjunto F = {c,},cy. Como ¢, = (c,,...,¢,,) € F[t]", podemos identificar a
folheacdo F com a funcédo

c: U — F[t]"
p — C,
Note que os coeficientes A;; € F de cada c,,; = Z;:l Aij t/ dependem de p = (py,...,p,). Assim,
podemos encarar A;; como sendo uma funcéo racional de F(z,) avaliada no ponto p. Logo, a
funcio ¢, por sua vez, pode ser identificada com ¢ = (¢4, ...,c,) € F(z,)[t]" a n-tpla de polinémios

na variavel t com entradas no corpo F(z,). Feito essa observagéo, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.2. Seja
D=fiD, +-++f,D, € Derg(F(z,))

uma derivacdo triangular com respeito ao conjunto {2y, ..., 2,}, onde f; # 0. Sejac = (cy,...,¢,) €
F(z,)[t]", definida como

€1 =21, -5 Cp—1 = Z-1, Ck :fkt+zk: Cr+1 :Fk+1+zk+1) cees G :Fn+zn5
onde, para cada i > k, F; € (t) C F(z,)[t] é o nico polinémio tal que D,(F;) = fi(cy,...,Ci_1)-

Zy 2
215 -5 Zp—15 Fr _f_ + 2415 oo By _JT + 2z,
k k

¢ um conjunto algebricamente independente que gera F(z,)”. Em particular, F(z,)" é extensio

Entao

puramente transcendental de grau n— 1.

Demonstracdo. Segue do Coroldrio e da demonstragdo do Teorema [3.2.1, onde um ponto
p=(py,...,p,) €U passa a ser uma variavel (z,...,2,). X

Observacdo 3.2.3. Seja D uma derivacdo conforme o enunciado do Corolério Entdo pelo

resultado do préprio corolério, F(z,)” é gerado pelo conjunto

C:= {zl, covs i1, Frgq (—z—k) + Zp415 --e5 (—Z—k) +zn},
i i
onde F; € (t) € F(z,)[t] é o unico polinémio tal que D,(F;) = f;(cy,...,¢;_1). Note que, dado
i=k+1,...,n,
F; (—Z—k) +3z;
i

pode ndo ser uma polindémio, devido ao denominador f;.. Contudo, como z;,...,2%,_; sdo elemen-

tos de F(z,)" e f, € F[z,,...,%.,], entdo f, € F(z,)". Logo, para cadai =k +1,...,n, podemos
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tomar a; € Z e definir

r 25 = Zl)
3 B (3.2.4)
U1 = Zp—1
\ ui = fkai+1zi+1+gl', se i:k,...,n_].,

. 2 .
onde g; := f,""'F;y, (—?) €Flzy,...,%), parai =k,...,n—1.
k

Note que, para cada i = k,...,n—1, o polindomio u; contém a variavel g;,;, mas que ndo
contém as variaveis z;,,, . . ., Z,. Isso significa que {u,...,u,_;} é um sistema triangular crescente
de polindbmios com respeitoa 1 < --- < ¥ < --- < n, conforme definido na Secéo Logo, pela

Proposicédo[1.3.4, o conjunto {uy,...,u,_;} € F[z,] é algebricamente independente e
F(z,)" =F(uy,...,u, ). O

Observacéo 3.2.4. SejaD = fiD, +---+f,D, € DerF(IF(zn)) uma derivacio triangular, com f; #
0. Da Observacao concluimos que F(z,)° = F(uy,...,u, 1), onde {uy,...,u, ;} CF[z,] é
um sistema triangular crescente de polindémios em F[z,] com respeitoa 1 < --- < ¥ < --- < n.
Suponha que, paratodoi =1,...,n, avariavel z; € F[x,,], isto €, seja um polind6mio nas variaveis
X15eeer X S€{2q,...,2,} € um sistema triangular crescente de polinémios em F[«,, ] com respeito
al<j <--<j, <n, entdo {uy,...,u, 1} € F[z,] é um sistema triangular crescente de

polinémios em F[x,, ] com respeitoa 1 < j; <--- < j{ <---<j, <n. O

De posse do Coroldrio e da Observacédo [3.2.3] se D é uma derivacdo triangular com
respeito a {z,,...,2,}, na forma
D :kazk + '“+ansz

com f;, # 0, entdo podemos determinar um procedimento automatizavel para calcular um con-
junto de geradores algebricamente independentes de F(z,)”. Tal procedimento deve executar:

Passo 1. Determinar os polinémios
CL=2, ooy Ga=%1, G=fit+Z, Gu=Faitgg, o G=Ftz,

onde, para cada i > k, F; € (t) CF(z,)[t] é o unico polinémio tal que D,(F;) = f;(¢c1,...,C¢;_1)-
Passo 2. Calcular

2k 2k
Zl"“’zk—l’Fk+1 _f'_ +Zk+1,...,Fn _-f_ +ZT1
k k

e obter os polinémios

a ey 2y o oy, 2y
{21’ cees 215 fkk+lzk+1+fkk1Fk+1(_?)n cee fk 1Zn-i_fk HFH(_?)}'
k k
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Para executar esses passos, desenvolvemos, em SageMath, o método
kernel,

para a classe das derivacdes. Tal método, quando aplicado a uma derivacdo D triangular com

respeito a {z,,...,2,}, devolve um conjunto algebricamente independente que gera F(z,)".

3.3 Invariantes polinomiais

Na sec¢do anterior, apresentamos uma construcdo explicita dos geradores polinomiais do nu-
cleo de um derivacdo D € Der]F(IE‘(zn)) triangular com respeito ao conjunto {z,,...,2,}, conforme
visto no Sistema ([3.2.4). Nessa se¢io, vamos demonstrar um teorema, onde usaremos essa cons-
trucdo dos geradores para, de certa maneira, limitar o ndcleo de derivacoes triangulares com

respeito ao conjunto {z;,...,%,} na algebra dos polinémios F[ z,].

Teorema 3.3.1. Seja
D=fD, +-++f.D, €Derg(F(z,))

uma derivacdo triangular com respeito ao conjunto {z,,...,%,}, onde f; # 0. Considere o conjunto

de geradores de F(z,)" formado pelos elementos

U =21, ooy Wy =2ty -ees U= 0B+ 8 ey Uy = i "2+ Gt
onde g; € F[z,...,%], paratodo i = k,...,n—1, conforme Sistema (3.2.4). Entdo
Fl2,1° € Fluy, ..oty o, 7]
Demonstracdo. Seja h € F[z,]”. Observe que

Flug, ...ty g, fr 1 =Flug, oo ey Mg, -ty fir 1=Flzg, ooz Mg -ty g, D

Assim, denotando R := F[z;,...,2,_1], temos que mostrar que h € R[u, ... ,un_l,fk_l]. Para isso,
usaremos inducao sobre Im(h), onde a ordem monomial adotada é a ordem monomial lexico-
gréafica com respeito a ordem z; < --- < z,. Assim, se Im(h) = 1, entdo h € R e a afirmacdo
do teorema € verdadeira. Suponha que Im(h) # 1 e que a afirmacdo do teorema vale para todo
polinémio em F[z,]”° com mondmio lider menor do que Im(h). Pelo Lema sabemos que
Im(h) ndo contém a variavel z,. Assim, escreva o termo lider de h como

1t(h) = azf - 2P,

onde a € R. Defina

— ﬁ ﬂn J— + n n Lym—
f = aukkH el = a(fkak lZk+1 + gk)ﬁk+1 t (fka Z, + gn—l)ﬂ € ﬁ = ﬂk+1ak+1 +eeet ﬂnan'
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Entdo, como g; €R, paratodoi=k,...,n—1, o termo lider de f é

It(f) = afkﬂzf_"ﬁ ---zr/f".

Note que afkﬁ € R. Logo, na algebra R[2;,,...,2,]), temos que Im(f) = Im(h). Defina h, :=
fk/5 h — f. Pela Proposicdo (na verdade, por uma adaptacdo dessa proposi¢do ao caso de
polinémios definidos sobre anéis; veja, por exemplo, Capitulo 3, Teorema 6.1 em [[Hun74]), temos
que

Im(h,) < max (Im(fh), Im(f)) = Im(h),

ja que Im( fkﬁ h) = Im(f) = Im(h). Note que, por construcdo, D(f) = 0. Veja também que, por
h € F[z,]° e f, € F[z,...,2,_1], entdo D(fkﬁh) = 0. Assim, h, € F[2,]”. Logo, por inducéo,

hy € R[Upy1,...,U,y, f '] Portanto, como f € R[uy,y,...,u, 1, f '], temos que

h=(ho+£)f" €Rlugsrs sty [0,

o que finaliza a demonstracao. X

3.4 Exemplo: down operator

Considere a derivacdo
D=2D, +-+2,,D, €Derg(F(z,)).

Essa derivagdo é conhecida como down operator, conforme mencionado nos artigos [Frel3]] e
[dJS23]]. Note que, no Exemplo temos uma derivacdo desse tipo.

O artigo [ldJS23]] mostra uma maneira compacta de escrever os elementos de um conjunto
algebricamente independente que gera F(z,)”. Nesse artigo, por exemplo, os autores mostram

que, para F(z,)”, temos os seguintes geradores algebricamente independentes:

Wl = Zl’
= 2 _ 2
Wy = 4%1Z3—2%,,
— 2, _ 3
wy = 32724 — 3212223 + 2,,
— 2
Wy = 22125 — 22,24 + 23,
— 2 2 2
Ws = 52726 — 5212925 + 212324 + 22524 — 2525

Nesse mesmo artigo, os autores citam o Lema 3.1 de [[SW14] e apresentam um outro conjunto

algebricamente independente que gera F(z,)", formado pelos elementos

(3.4.1)
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A demonstracio do Lema 3.1 em [SW14], onde se apresenta os geradores vistos no Sistema
(3.4.1), utiliza os niimeros complexos, e os invariantes sdo considerados funcionalmente inde-
pendentes. Observando que D é uma derivacdo triangular com respeito ao conjunto {z,...,2,},
vamos usar o Coroldrio [3.2.2| e mostrar que os elementos apontados no Sistema formam
um conjunto algebricamente independente que gera F(z,)".

Para mostrar isso, no contexto do Corolario[3.2.2] temos que

f1:03 f2:zla LR fn:zn—l‘

Logo, o primeiro polinémio ndo nulo ocorre quando k = 2, isto é, com f, = z;. Assim, segundo o
Corolario(3.2.2] definindo

€1 =21, C=2t+2y, c3=F3+25, ..., ¢,=F,+z2,

onde, para cada i > 2, F; € (t) CF(z,)[t] é o unico polinémio tal que D,(F;) = c;_;, 0 conjunto

Z Z
{ZlJFB(_Z_Z)-l_ZB’ ceey Fn(_z_z)-l'zn}
1 1

¢ um conjunto algebricamente independente que gera F(z,)P. Dessa forma, para descrevermos tal
conjunto precisamos determinar os polindmios F; multiplos de t através do sistema de equacoes
diferenciais
D.,(F;) =2t +2,, D/(F,)=F;+2;, ..., DJ(F,)=F,+z,
0 que, por integracdo, nos da
2 t3 t2 tn—l tn—2

t
F3—215+22t, F4—21§+225+23t’ T F”_Zl(n—l)!+zz(n_2)!

+ "+Zn_1t.

I z .
Portanto, somando z; a cada F, e substituindo t por —=2, obtemos os geradores algebricamente

21
independentes de F(z,)”
A
u; =z
E _J — = paratodoi=3,...,n.
! 1
i=3,...,n ipli u’ Zl=
Agora, para cada 3,...,n, multiplicamos u; por z; 2 e obtemos
i—1 i—1
( 1) Zz —2— )
% zi 2= - z ’ziz_l, paratodoi=3,...,n.

Para finalizar, defina k := i — 1. Entéo reescrevendo a equacdo acima em termos de k, obtemos
os gerados apresentados no Sistema (3.4.1), comk =2,...,n—1.
Considere o caso quando n = 6. Entéo os geradores de F(x¢)® sio:
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251 = 2z,
2
(=1) 1 ; 1 1
_E: —Jo — 1,0, _ 0,1 212, _ 1.2
H2 = 1A BT T A5 TS T % H% = 2% 05,
]:0 ] H
3
(1) o ; 1 1
— —J ] — 52,0, _ 1.1 4,02, 4 -1.3  _
Us = E: il B ByZsj = Z1%% zlzzzgntz'zlzzz2 3% 525 =
j=0 : ! !
= 222, — 212,23 + =23,
4
(=1) 5 ; 1 1 1
— —J o — 3,0, _ 2.1 412, 1. 0.3 14,
Uy = Z il 21 "2525j = 212,23 ZIZZZ4+2'212223 3'212222+4'2:1 2,2) =
j=0 : ! ! |
1 1
— 53 2 2 4
= les _212224 + 5212223 - gzz,
5
(1) 4y ; 1 1 1
— —JJ — 40, _ 3.1 42,2, 11,3 204,
Us = Z 21 %%e-j T %1%3%6 zlzzzs+2'zlzzz4 31 12223+4|212222
j=0 J: : ! |
1
—Ezl_lzgzl =

1 1 1
— 4y 3 1,22, _ 1.3 5
= 2% —%,%y%5 + 2 %1%5%4 6212223 + —z

30°%

Tais geradores sdo obtidos, a menos de um fator escalar, através de nosso procedimento, conforme

visto abaixo.

sage: P = PolynomialRing(QQ, 6, "x1,x2,x3,x4,x5,x6")
sage: F = FractionField(P)

sage: D = F.derivation_module ()
sage: diff = F.0xD.1 + F.1xD.2 + F.2%D.3 + F.3*xD.4 + F.4%D.5
sage: diff

x1*d/dx2 + x2*d/dx3 + x3*d/dx4 + x4*d/dx5 + x5%d/dx6

sage: diff.kernel ()

[x1,

-xX272 + 2xx1%x3,

x2~3 - 3*x1*xx2*%xx3 + 3*%xx172%x4,

-x274 + 4xx1*x2°2*xx3 - 8xx1~"2xx2*x4 + 8%xx1~3%x5,

x2°5 - B*x1*x2°3%x3 + 15*%xx1°2%x2"2*%x4 - 30%x1~"3*x2*x5 + 30%x1~4%*x6]
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Capitulo 4

Derivacoes lineares de F(x;,)

Neste capitulo, abordamos as derivacoes lineares de F(x,), uma classe de derivacoes que
emergem naturalmente no contexto das algebras de Lie, por meio das chamadas derivacdes ad-
juntas, como visto na Sec¢édo Nosso foco serd a apresentacdo de um método para determinar
um conjunto gerador algebricamente independente dos nucleos dessas derivagdes, assumindo que
o corpo F seja uma extensdo algébrica simples de Q e contenha todos os autovalores da matriz
associada a derivacdo linear. O estudo dessas derivacdes é discutido em [[SW14{], onde o Teorema
3.4 apresenta um sistema maximal de solucOes analiticas funcionalmente independentes. No en-
tanto, esse sistema inclui funcdes que nédo sdo racionais, o que o torna inadequado para o nosso
objetivo. Aqui, buscamos construir sistemas de geradores algebricamente independentes para os
invariantes racionais, o que exige uma andlise algébrica detalhada das derivacoes consideradas.

Este serd o objetivo principal deste capitulo.

4.1 A forma matricial de derivacoes lineares

Vimos que as derivacoes triangulares formam uma classe de derivagdes em que conseguimos
descrever um conjunto gerador algebricamente independente de geradores para o nucleo. Vamos
analisar a classe das derivagdes lineares em que também serd possivel fazer isso.

Para definir tal classe, lembre-se de que a Proposi¢do[1.6.6|afirma que toda derivacio em F(z,)
é da forma D = Z;;l f]-ij, onde, para todo j = 1,...,n, temos que f; € F(x,). Uma derivacio
linear em F(x,) é uma derivacio onde cada f; é uma funcéo linear nas varidveis x;, ..., x,, isto
é fi= 2;1 a;;x;, paratodo j=1,...,n, onde q;; €F.

Dada uma derivacéo linear D = 2?21(2?21 a;;x;)D,,, definindo

a;p gy o Qg X1
A=| 1 1 0 [eMat,(F),  X:=| i |eMat,,(F,),
anl an2 ann xn
D,
Vy:=| i | €Mat,, (Der]F(]F(zcn))),
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temos que
D =XTAV,.

Uma derivagdo da forma XTAV, é chamada de derivacdo associada a matriz A e é denotada por

D, x ou, apenas, D,, quando néo for necessdrio indicar a matriz X.

Lema 4.1.1. Sejam A = (a;;),B = (b;;) € Mat,,,(IF) matrizes. Entdo [Dy,Dz] = Dj45. Em

particular, se A e B comutam, entdo D,Dy = DgD,.

Demonstragdo. Sejam Dy = >’ | >\ a, XD, e D=2 | > b;x; D, as derivagdes associa-
das aAe a B, respectivamente. Pela Observacéo|1.6.2} basta mostrar que [D,, Dy ](x;) = Dy, p1(x,),

paratodo { =1,...,n. Assim, veja que

DA(DB(XE)) =D, (Zn:zn: bijxlij(Xe)) =D, (Zn: bilxi) = Zn: by Da(x;) =
j=1 i=1 = i=1

_ZbleZaSFXD (x;)= Zblfz Zzn:asibiexs:

r=1 s=1 s=1 i=1
= Z(AB)SKXS
s=1

e, similarmente,

Dy(Da(x)) Z(BA)sex

Observe que

n

Diasy(x) = D, D (AB—BA)x,Dy (x) = D (AB—BA), x

i=1 s=1 s=1
Logo,

n n

[DA’ DB](XE) = DA(DB(XE)) _DB(DA(XK)) = ((AB)SE - (BA)SZ)XS = (AB _BA)SgXS =

s=1 s=1

= Dypp1(x). X

Seja P € Mat,,,(F) uma matriz invertivel. Definindo y; := >, P,;x;, entdo

vUi=(y - y,)=X"P (4.1.1)
Uma vez que {xy,...,x,} é algebricamente independente, P € invertivel e y; € uma funcéo linear
de x4,...,x,, paracadai=1,...,n, entdo {y;,...,y,} também ¢é algebricamente independente.
Logo, F[x,] = F[y;,...,¥,]. Dessa forma, podemos considerar as derivagbes D, ,...,D, €
Der]F(IF(a:n)) e escrever
T._ T
vY T (D}ﬁ D}’n) :

Proposicio 4.1.2. Sejam A, B, P € Mat,,,(F), onde P é invertivel e A= PBP~'. Considere D, , €
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Der]F(IF(:cn)) a derivacdo associada a A e faca YT = XTP, conforme Equacdo (4.1.1)). Entdo
‘DA,)( - DB,Y = YTBVY.

~ n . 7 . s
Demonstracao. Uma vez que y; = ZézlperE, para todo j = 1,...,n, e P é invertivel, en-

tdo F[x,] = F[yy,...,¥,]. Logo, pela Proposigéo [1.6.6, temos que {D, ,...,D, } é base para
Der]F(IE‘(mn)). Assim,

Observagio[1.6.2] Definigéo de y; ( n

n
Dxl- = Dxi(yl)Dyl +"'+Dxi(.yn)Dyn = Dxl- ZPMXZ)Dyl +"'+Dxl- (Zpﬁnxl)Dyn
(=1 (=1

n
=PyD,, + - +P,D, = > P,D,,
(=1

ou seja, Vy = PV,. Portanto,
D,x =X"AVy =X"PBP™'V, =Y'BP™'Vy =Y'BV, = Dy,. X

Considerando a Proposicdo 4.1.2), vamos assumir que F contém os autovalores de A e que
char(F) = 0, o que garante a existéncia P € Mat,,,(IF) tal que A= PJP~!, onde J est4 na forma

normal de Jordan. Estudaremos, a seguir, derivacoes associadas a forma normal de Jordan.

4.2 Derivacao associada a uma matriz na forma normal de Jor-

dan

Conforme, comentado na se¢do anterior, vamos estudar derivagdes associadas a matrizes na
forma normal de Jordan. Dizemos que J € Mat,,,(IF) estd na forma normal de Jordan, se

(a) J é uma matriz diagonal em blocos;

(b) cada bloco é da forma

(A 10 - 0 0)
0 A 1 0 O
0O 0A -~ 00
Ji(A) = S € Mat,(F),
0O 00 --- A1

\0 0 0 - 0 A

com k € Z-,, dito um bloco de Jordan;

Podemos escrever a matriz J, sucintamente, como

J = diag (J, (A1), ..., Ji (1,)).
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Observe que uma matriz na forma normal de Jordan J pode ser expressa como a soma de duas
matrizes, J = S + N, onde S é uma matriz diagonal e N é uma matriz nilpotente. As entradas de
N sdo nulas, exceto, possivelmente, por elementos iguais a 1 na diagonal imediatamente acima

da diagonal principal. Logo,
DJ :XTJVX :XT(S +N)VX - DS +DN‘

A derivacdo Dg é dita parte diagonal (ou parte semissimples) de D, e Dy é dita parte nilpo-
tente de D,. Para enfatizar a matriz J, denotaremos tais derivacdes por D, s € D; ;. Note que
D; y € uma derivacdo triangular com respeito a {x;,...,x,}. Note também que, escrevendo
J = diag (Jkl(ll), . ,Jkr(lr)) e definindo

i
S; ::ij, paracadai=1,...,r,
j=1
temos que
S1 S2 Sy
Djs=M (Z Xlii) + 2, Z XDy |+ +A, Z x;D,. |- (4.2.1)
i=1 i=s;+1 i=s,_1+1

Nas préxima secOes, vamos caracterizar o nucleo de D, € Der]F(]F(mn)) e descrever um proce-

dimento para determinar os geradores algebricamente independentes do seu nucleo.

4.2.1 Caracterizacao do nucleo

Seja D € DerF(IF(mn)) uma derivacdo linear decomposta como soma D = Dg + Dy, onde Dy e

Dy comutam, Dy, é uma derivacdo triangular com respeito a {x,,...,x,} €

‘DS - Alxlel +---+ AHXHDXH’

com Aq,...,A, € F. Nosso objetivo, nesta secdo, é caracterizar o nucleo de D € Der]F(IF(a:n)),
conforme o Teorema
Para isso, vamos comecar atribuindo para x;, comi =1,...,n, o valor wt(x;) := A,, dito peso

da varidvel x; com respeito Dg. Estendemos esse conceito para um mondmio m = x; S x

definindo seu peso com respeito Dy como sendo
wt(m) = o A + -+ a, A,

Note que o peso wt(m) é diferente do grau deg(m) = a; + --- + a,,, definido na Secdo Se
f € Flx,] é combinacdo de mondémios de mesmo peso ¢, entdo definimos wt(f) = .

Considerando Dy como uma transformacao linear e dado ¢ € IF, podemos definir o autoespago
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de Dy associado a ¢, como sendo
F(x,), ={h €F(x,) | Ds(h) = ¢h}.

Um elemento h € F(zx,), diferente de zero € dito semi-invariante de peso . Tais elementos
exercem um papel importante na descricdo do centro da adlgebra universal envolvente de uma
algebra de Lie nilpotente, conforme se vé em [[Oom09].
Note que
F(x,)" =F(x,),.

Note também que, como F[x,] € F(x,) € um subespaco invariante por Dg, podemos considerar,

dado ¢ €F, o autoespaco de D restrito a F[x, |, associado a ¢:

Flz,], = {f €Flz, ]| Ds(f) = ¢f}.

Para o proximo lema, defina o monoide

d = {Zn: a; A

i=1

a € ZZO}, (4.2.2)

com a operacao de adicdo, e considere a seguinte notagdo: se V é um espaco vetoriale AC V,

entdo span, (A) é o subespago gerado por ACV.
Lema 4.2.1. Se ¢ €F, entao
Flx,], = spang, ({m =x{".. x| wi(m) = cp}).

Em particular, se F[x,], # {0}, entéo existem a; € Z, tais que ¢ = a;A; +---+ a,A,. Além

disso, a algebra F[«, ] é graduada por ®, ou seja,

Flz,]= (DFlz,], e Flz,],Flz,], SFle,),.y, paratodo ¢, €.

ped

Demonstracio. Por definicdo de peso, temos que cada mondmio m = x{" ... x,m é autovetor para

Dg com autovalor wt(m) = a; A, + -+ + a,A,,. Denote
W, = spang,, ({m=x" x| wt(m) = @}).

Entdo Flz,] = P, er W, Uma vez que W,, € F[x,],,, para todo ¢ €T, e a soma de autoespacos
é direta, entdo W, = F[x, ],. Agora, se f € F[z,], e g € F[x,],, entdo

Ds(fg)=Ds(f)g+Ds(g)f =wfg+yfg=(v+Y)fg.

Portanto, F[z, ], F[x,], € Flx,], - X

Observe que a Proposicdo nos d4 a decomposi¢do de F[x, ] em termos do grau de um
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mondmio, enquanto o Lema nos da a decomposicdo de F[x,] em termos do peso de um
mondmio com respeito a derivacdo D;. Comentamos, apds a apresentacdo da Proposicdo [1.2.5]
que um elemento em algum subespaco daquela decomposicdo era um componente homogéneo.
Para diferenciar dessa nomenclatura, diremos que um elemento em algum subespaco da decom-
posicdo dada pelo Lema € wt-homogéneo.

Considere GrF(]F[:vn], <I>), o corpo graduado de F[x, ], isto €,

GrF(IF[a:n],@) = {Jé €F(x,) | g € F[x,],, paraalgum ¢ € @} ,

conforme visto na Secéo Observe que, nesse caso,

GrF(IE‘[wn],QD)O = {Jé e F(x,)

=03 |J {’é e F(z,)

f,g €Flz,],, paraalgum ¢ € <I>} =

wi(f) = wt(g)} .

Teorema 4.2.2. SejaD € Der]F(IF(a;n)) uma derivacdo linear decomposta como soma D = Dg+Dy,

onde D e Dy comutam, D, é uma derivacgdo triangular com respeito a {x;,...,x,} €
Dg=Ax1Dy + -+ A, x,D, .
Entéo
F(x,)” = GrF(F[z,],®), (| Frac(F[z,]”) =

= (0} | J {g €F(z,) | wi(f)=wi(g) e DN(f>=DN(g)=o}.

Demonstrac¢do. Seja f € F(x,) tal que wt(f) = wt(g) e Dy(f) = Dy(g) = 0. Vamos mostrar que
g

f

— € F(x,)P. Para isso, veja que
g

D(f) = (Ds + Dy)(f) = Ds(f) = wt(f)f
e, similarmente, D(g) = wt(f )g. Assim,

, (J_f ) _ D(f)g—fD(g) _ wi(f)f g —wit(f)f g _

0.
g g2 g2

Vamos mostrar, agora, a inclusdo reciproca. Seja h = f € F(x,)” \ {0}, onde f, g € F[x,]\ {0}
g

e mdc(f, g) = 1. Entédo

OZD(f):D(f)g—D(g)f’

g g2
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de onde obtemos
D(f)g =D(g)f- (4.2.3)

Como mdc(f,g) =1, temos que g | D(g) e f | D(f). Como D é uma derivacao linear, temos que
deg (D(f)) = deg(f) e deg (D(g)) = deg(g). Dai, podemos concluir que, existem a, 3 € F tais
que

D(g)=ag e D(f)=pf.

Dessa forma,
Equacéo

Bfg=D(f)g=D(g)f =asgf.
Portanto, a = 3. Escreva f como soma de componentes wt-homogéneos, isto é, escreva
f=fiteet

onde wt(f;) # wt(f;), para todo i,j =1,...,m, com i # j. Note que,

afy+---+af, =af =D(f) =D(fi +--+ f,) =D(f1) + -+ D(f,)

Como D comuta com Dg, entdo DS(D(fl-)) = wt(f;)D(f;). Logo, wt (D(fl-)) = wt(f;), para todo
i=1,...,m. Assim,
D(f;)=af;, paratodoi=1,...,m. 4.2.4)

Agora, comparando o termo de peso wt(f,,), vemos que

afy = D(fn) = Ds(fin) + Dn(fin) = Wt(fn) fin + Dy (fin)- (4.2.5)

Como Dy, é triangular, pelo Lema , temos que Im (DN( fm)) < Im(f,,). Assim,

Proposicdo

alm(f,) = Im(af,) = m (Wt(f,)f, + Dy(f)) = max ( Im (wt(f,)f,.), Im (Dy (£,.))) =
= wt(f,)) Im(f,,).
Logo,
o =wt(f,,).
Assumindo que f; # 0, com i = 1,...,m — 1, obtemos, aplicando o mesmo raciocinio para a

Equacdo (4.2.4), que a = wt(f;). Dai,
wt(f,,) = a =wt(f;),

o que é um absurdo, pois wt(f;) # wt(f;), se i # j. Logo, f = f,,. Voltando & Equagéo (4.2.5)
e usando o fato de que wt(f,,) = a, entdo obtemos Dy(f,,) = 0. Portanto, concluimos que f €
F[z,]"" e tem peso wt(f,,). Usando o mesmo argumento, também se mostra que g € F[x,]" e

tem o mesmo peso. X
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Corolario 4.2.3. Se D =Dg =A,x,D, +---+A,x,D, € DerF(IF(:cn)), entdo

F(z,)” =F ({ ol
my

Demonstracao. Denote

R E

Pelo Teorema [4.2.2] temos que

m; e m, sdo mondmios, m, #0 e wt(m;) :wt(mz)}).

m, e m, sdo mondmios, m, #0 e wt(m;) :wt(mz)}).

Fx,)” = {0} | J {g ‘ g#0 e wt(f)=wt(g)}-

Portanto, L. C F(x,)".

Reciprocamente, suponha que f € F(x,)". Entido wt(f) = wt(g). Logo, pelo Lema |4.2.1}
8

f=auy+-tau, e g=pvi+-+ B,

onde u;,v; sdo mondémios tais que wt(y;) = wt(v;), para todoi = 1,...,f e j = 1,...,r. Por
v.
definicdo de L, temos que ZLe L,paratodoi=1,...,£ej=1,...,r. Logo, como LL é um corpo,
temos que '
Bivi Bovit+--+ By, U; iU, AUy + -+ agy cL
U; U; ﬂlvl+"'+ﬁrvr ﬂlvl+”'+ﬂrvr ﬂlvl+"'+ﬂrvr
ou seja,
aquq+ -+ oyu
Ji _ e
g ﬂlvl+"'+ﬂrvr
Portanto, F(x,)” C L. X

Observacao 4.2.4. Considere o Corolario Dizer que m; = x}" cexdmemy =x; e -x[fn sao

monodmios tais que wt(m,) = wt(m,), significa que

(a; —Br)wt(x;) + -+ + (a, — B,) wt(x,) = 0.

Assim, podemos reescrever
my

IE‘ P

my

L= F({xi” cextn | a; €Z e wi(xq)a; + - +wt(x,)a, = O})

m, e m, sdo mondmios, m, #0 e wt(m;) =wt(m2)})

como

Logo, com essa notagéo, temos que F(z,)” = L. O
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Corolario 4.2.5. Seja D = Dg = A;x;D, +---+ A,x,D, € DerF(IF(wn)) e suponha que
A1a1+"‘+lnan#o,

para todo (ay,...,a,) € Z"\ {(0,...,0)}. Entdo F[xz,]” =TF.

Demonstracdo. Pelo Corolario 4.2.3} temos que
F(z, )" = F({xill x| @ €Z e Aag+or+ Aya, = 0})_

Assim, se A;a;+---+A,qa, # 0, paratodo (a,,...,a,) € Z"\{(0,...,0)}, entdo os tinicos polindmios

em F(x,)" sdo os polindmios constantes, ou seja, F[x,]° =TF. X

4.2.2 Geradores do nucleo

Vamos mostrar, nessa secao, um procedimento para calcular um conjunto algebricamente in-
dependente de geradores do nucleo de derivacoes lineares D € Der]F(]F(:z:n)) decomposta como

soma D = Dy + Dy, conforme a se¢do anterior. Para isso, precisaremos do seguinte teorema.

Teorema 4.2.6. SejaD = Dg+Dy € DerF(IF(azn)), como no Teorema Assuma que {z;,...,2,}
¢ um conjunto gerador algebricamente independente de F(z, )"V, todos wt-homogéneos. Entio

IE‘(:cn)D = ]F({Z‘lll -~-z?‘ | a,€Z e wt(z))a, +---+wt(z,)a, = O})

Demonstracdo. Como 2,,...,%, sdo geradores algebricamente independentes de F(x,)"~, po-
demos considerd-los como as varidveis de F(x,)?”. Pelo Teorema [4.2.2] podemos afirmar que
F(x,)P € F(x,)’ . Assim, podemos avaliar D nas varidveis 2, ...,z,. Uma vez que essas varidveis

sdo wt-homogéneos, entdo, nessas variaveis,
D =wt(z,)z,D, +---+wt(z)zD,, .
Portanto, pelo Coroldrio temos que
F(x,)’ = F({zfl ezl | a,€Z e wi(z)ay + - +wi(z)a, = O}) X

Para finalizar essa secdo, vamos apresentar um procedimento para determinar um conjunto
algebricamente independente que gera F(x,)”. Para isso, vamos supor as hipdteses do Teo-
rema 4.2.6, supor que Aq,...,A, sdo algébricos sobre Q (note que, em nosso estudo, tais nu-
meros sdo autovalores de um polinoOmio caracteristico de uma matriz) e supor também que
F = Q(Aq,...,A,.). Nesse caso, temos que existe k € F tal que A,,...,A, € Q(x) (ver Teorema
5.5.1 em [Her75]). Seja m, o polindmio minimal de x sobre Q, isto €, o polinémio ménico irre-

dutivel de grau minimo em Q[ ¢] tal que m,(x) = 0. Suponha que deg(m,) = s. Entdo existem
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cx€EQparacadaj=1,...,rek=1,...,5—1 tais que

s—1
cjk”, (4.2.6)
k=0

paracadaj=1,...,r

Vimos, no Teorema [4.2.6, que F(x,)” ¢ gerado por elementos da forma z = 2" ---z,", onde

a; € Z e wt(z) = 0. Por suposicdo, cada z; é wt-homogéneo, logo wt(z;) = Z 1 bij AJ € F. Assim,

para gerar F(x,)", precisamos determinar a,,...,q, € Z tais que

0 =wt(z,)a; + - +wt(z,)a, = Z bijjAa; +---+ Z byAja, =
=1

=1
s—1 r s—1
(Equagdo ([@.2.6)) = Z (bljal Z CikK ) 4o F Z (bljaf Z Cijk) =
j=1 k=0 j=1 k=0
s—1 r r
Z(Z byjcia; + "'+Zb€jcjka€)’<k:
k=0 \ j=1 =1

ou seja, precisamos encontrar os inteiros a; que solucionam o sistema

(Z bljcjo) al + - + (Z bejcjo) ag == 0,
j=1 j=1

(Z blejl)al + - + (Z bejle)ae = O,
j=1 j=1

1 (4.2.7)

r r
(Z bljcj,s—l) a, + - + (Z b[jcj,s—l) a, = 0.
L = =1

O conjunto soluciio desse sistema ¢ um submédulo de Z¢, portanto é um Z-mdédulo livre.

Proposicio 4.2.7. Seja C = {s; = (s;1,...,84) | 1 € {1,...,k} e s;; € Z}, com k € Z., uma base
do conjunto solucdo do Sistema (4.2.7). Entdo

S={z"=2"...2" |s; €C}

¢ um conjunto gerador de F(x,)".

Demonstragﬁo Pelo Teorema |4.2.6, sabemos que F(x,)” é gerado por elementos da forma
a

11 .. e N
junto solucdo do Sistema (4.2.7)), entao

k k
(a,...,a) = P18+ + Bs = (Zﬁjsjl""’zﬁjsﬂ)’
j=1 j=1

P4 ‘, onde (a,...,a,;) é solugdo do Sistema (4.2.7). Logo, como {s,,...,s;} é base do con-
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onde 3; €Z, com j=1,...,k. Assim,

k
a; = E :ﬁjsﬁ
j=1

e, consequentemente,
a; a __ Z;(:l Bjsin Zj‘(:l Bjsie _ Bisi Basa Bk B1se,Basae Brske
1 "'Zﬁ —Zl "'Z€ —2-'1 Zl ...Zl ...ZZ ZZ "'ZZ =

= (271252 .zzu)ﬁl (gL g )ﬁk.

Uma vez que s; = (s;,...,5;) ¢ solucdo do Sistema (4.2.7)), entdo z,'2*...2" € F(x,), para
todoi=1,...,k. Portanto,

S={z%=2" ...zZ"l |s; e C}
¢ um conjunto gerador de F(x,)". X

Note que a Proposicéo nos d4 um conjunto gerador para F(x,)”. Para provar que obte-
mos um conjunto gerador algebricamente independente, defina a matriz

511 CECIRY Sl[
M = ' . S Mathg(Z),

Skl .o Skz

onde a i-ésima linha é composta pelas coordenadas de s; € C, sendo C uma base do conjunto
solucdo do Sistema (4.2.7)), conforme denotado na Proposicdo Entdo (ver Teorema 1.5.1
e Teorema 1.5.2 em [Mad00]]), existe uma matriz invertivel P € Mat,,(Z) tal que PM =: H =

(hys)1<r<n1<s<k> onde H satisfaz:
(a) H é triangular superior, ou seja, h,, =0, se r > s;

(b) o coeficiente lider de uma linha ndo nula, isto é, a primeira entrada ndo nula mais a esquerda

da linha, € positivo e esta sempre a direita do coeficiente lider da linha acima;

(c) oselementos abaixo dos coeficientes lideres sdo zero e os acima sdo ndo negativos e menores

que o coeficiente lider.

Tal matriz é dita forma normal de Hermite de M e é obtida através da aplicagdo de operacdes
elementares sobre as linhas de M, sendo o andlogo a forma escalonada reduzida em linhas para

matrizes com entradas em um COrpo.

Lema 4.2.8. Sejam M a matriz cujas linhas sdo vetores da base do conjunto solucdo do Sistema
4.2.7, H a forma normal de Hermite de M e h; = (h;;,...,h;) o vetor dado pela i-ésima linha de
H. Entdo {h,,...,h;} é base do conjunto solucéo do Sistema [4.2.7]

Demonstrac¢do. Segue do fato de existir P € Mat,,(Z) invertivel tal que H = PM. X
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Proposicao 4.2.9. Seja C = {hy,...,h;}, conforme dado pelo Lema Entfo o conjunto

S ={M =z;l“...z?” |h; € C}

¢ um conjunto gerador de F(x,)” formado por elementos algebricamente independentes.

Demonstracdo. Uma vez que {h,,...,h,} é base do conjunto solucéo do Sistema (4.2.7), entéo,
pela Proposiciio |4.2.7, temos que S é um conjunto gerador de F(x,)P. Agora, vamos ver que oS
elementos de S sdo algebricamente independentes. Para isso, suponha que o coeficiente lider da

i-ésima linha é h;; # 0. Pela defini¢do de forma normal de Hermite, fixado i =1,...,k,
h;; =0, paratodos <j, e h,; =0, paratodor>i,

ou seja, a matriz H tem a seguinte forma, onde * é um numero inteiro qualquer

0 ... 0 hyj, * ... * * ... * x * *
0 ... 0 0 0 ... hy, x k% % %
H=
0 ... 0 0 O ... 0 0 ... Ry, * ... * ot
h: 0 0 hyj, hip h: A s A e
Nesse caso, temos que 2™ = z; SRS ANIRE TR Note que z" é um mondémio com a ocorréncia
da variavel z;., Mas que Nao possui as variaveis z, ... ,%j._1, para cadai=1,...,k. Portanto, pela

Proposicéo , S={zh= z?“ ...zZ“ | h; € C} é um conjunto algebricamente independente. X

4.2.3 Exemplo: matriz J,(A) com A # 0
Considere a derivacdo
DJH(A) - A,Xlel + (Xl + AxZ)sz + et + (xn_z + A,Xn_l)Dxn_l + (xn_]_ + AXH)DXH,

associada ao bloco de Jordan J,(A). Note que a parte diagonal dessa derivacéo é

n
Dy s =2 Z XDy,

i=1

e a parte nilpotente € o down operator, da Sec¢édo Observe que o peso do mondémio m =

a4 a : 4
1o xqn com respeito a Dy ;5 € dado por

x
wt(m) = Aa; + - + Aa, = Adeg(m).

Observe também que, se g € F[x,] \ F é componente wt-homogéneo, entdo

D; (&) =D; 3)5(8) + D; ay~(g) =wt(g)g + D; 5)n(g) # 0,
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porque lm (DJH(A)’N(g)) <Im(g), pelo Lema Assim, podemos afirmar que
Fa,]%® =F,
poisse f = f; +---+ f,, € F[x, ] \ F, onde f; é wt-homogéneo, entdo
D; y(f)=D; (fi) +--+D; y(fi) #0,

ja que wt (Djnm(fi)) =wt(f;), paratodoi=1,...,m.

Vamos, agora, analisar F(z,)”® e mostrar, usando o que vimos na Secéo |4.2.2, que

2,
z] V)

¢ um conjunto algebricamente independente que gera F(zx,)”=®, onde z;,...,%, ; sd0 0s po-

linébmios geradores do nucleo do down operator, conforme visto na Equacdo (3.4.1) e conforme

reapresentados abaixo.

21 = Xy,
k .
(=1Y k1
2 = E X 'x)Xp41-p, parak=2,...,n—1.
=0 J°
Observe que, paratodoi=1,...,n—1, o polinomio z; € homogéneo de grau i.

Para determinar tal conjunto de geradores, segundo o Teorema |4.2.6], precisamos resolver o
sistema

Wt(zl)al +ot Wt(zn—l)an—l =0,

pois, assim, cada solugéo (aj, ..., a,_;) nos d4 um invariante z{" - - - z."7'. Note que, pela defini¢fio
de z; e pela forma da parte diagonal de D; (;), temos que wt(z;) = Adeg(z;) = iA. Portanto,

precisamos solucionar o sistema
a, +2a,+:--+(n—1)a,_; =0.

Veja que o conjunto solu¢éo desse sistema possui base com n— 2 elementos pertencentes a Z"*,
no qual um exemplo de base é apontado na matriz abaixo, onde as coordenadas de um elemento

dessa base é formada pelas linhas da matriz:

—2 100 ---0

-3 010 ---0
A= . [ . € Mat(n—Z)x(n—l)(Z):
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o que nos da as solucoes
% 23 Zn—1

=
2

T3 e —
23 2
Note que, embora a matriz A ndo esteja na forma normal de Hermite, a Proposicdo [1.4.7|nos

garante que

220 a1
Z3 Z3)

¢ um conjunto gerador algebricamente independente de F(x,)”®. Como consequéncia, temos
que F(x,)”»» ¢ uma extensio puramente transcendental de F de grau n — 2.
Tais geradores de F(x,)”»®, aparecem no Lema 3.2 em [SW14], com a diferenca que nessa

A s 1z i X .
referéncia ha também o elemento L = A=2 —In(x,). Tal diferenca ocorre, porque, no contexto

X1
desse livro, o que se quer demonstrar € um conjunto maximal de invariantes analiticos funcio-
. . ~ 2 Zn—1
nalmente independentes. N6s, ao longo desta se¢io, mostraremos que —, ..., Z—l sdo, de fato,

1 1
geradores algebricamente independentes de F(x,,)>»®.

Ainda nesse contexto, vale ressaltar a formula de Beltrametti-Blasi (ver [BB66]]), que limita o
numero de invariantes analiticos funcionalmente independentes, dizendo que a cardinalidade do
conjunto maximal de invariantes analiticos funcionalmente independentes de uma dlgebra de Lie
de dimensao finita é igual a dimensdo da algebra menos o posto da sua matriz de multiplicacéo,
conforme apresentada no Teorema (ver [[CS04]]). Tal férmula, se fosse verdadeira para
invariantes racionais, implicaria que o grau da extensio F(x,)”»® deveria ser igualan—1, o que
ndo ocorre, ja que provamos que tal nimero é n — 2. Essa discrepancia é causada, justamente

. . /o X
pelo invariante analitico L = A=2 —In(x;).
X1
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Capitulo 5

Geradores do corpo de invariantes

racionais

Este é o capitulo em que, finalmente, atingiremos nosso objetivo principal, conforme apresen-
tado na Secdo [2} da Introducédo, ou seja, apresentaremos um algoritmo que constrdi um conjunto
gerador algebricamente independente do corpo de invariantes racionais de uma algebra de Lie
nilpotente. Nosso algoritmo, de forma sucinta, parte da base triangular de uma algebra de Lie
nilpotente e, em cada passo, determina um conjunto algebricamente independente que gera o
nucleo da derivacdo adjunta de um elemento dessa base, restrito aos geradores do nticleo da de-
rivacdo adjunta de um elemento anterior da base. O ponto crucial dessa iteracdo é que, a cada
passo, obtemos uma derivacdo triangular, o que nos permite aplicar a teoria apresentada no Ca-
pitulo (3| Além disso, neste capitulo, mostraremos que a teoria do Capitulo (3, juntamente com
a do Capitulo [4] nos possibilitard calcular um conjunto algebricamente independente que gera o
corpo de invariantes racionais de uma algebra de Lie soluvel, quando a dimensdo for menor do

que ou igual a 4.

5.1 Algoritmo para algebra de Lie nilpotente

Na Secéo definimos o corpo de invariantes racionais de uma algebra de Lie L como sendo

F(L)" :={f € F(L) | ad(x)(f) =0, ¥ x € L} = [ | F(w,)".

x€L

Vimos também que se {x,...,x,} é base de L, entdo
F(L)" = [ )Fa,) .
i=1

Nessa secdo, apresentaremos um procedimento pratico para determinar um conjunto gerador
algebricamente independente de F(L)*, quando L é dlgebra de Lie nilpotente de dimenséo finita.
Para isso, considere que {x,,...,x,} é a base triangular de L, conforme definida na Secdo e

construida na Proposicdo [1.5.4} através da cadeia central superior de L. Para cadai =1,...,n,
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defina
Ki — F(wn)ad(xﬂ ﬂ .. ﬂ F(wn)ad(xi)'

Note que K; = K, ; NF(x, )47 parai> 2. Pela Proposigéo temos que ad(x;)(K;_;) € K;_;,
ou seja, ad(x;)[x._, : Ki_; — K;_;. Assim, temos que
. ad(x;) _ 240k,
K;=K;, ﬂ Fz, )™ =K_, .
Uma vez que F(L)! = K, entdo podemos determinar o corpo de invariantes racionais de L in-
dutivamente, comecando pelos geradores de K; = F(x,), depois determinando os geradores de
ad(x2)lk, ad(x,)lk,_;

K,=K, , até chegarem K, = K __;

K,
i
F(L)L — ]F(mn)ad(xl) ﬂ ]F(mn)ad(XZ) ﬂ F(mn)ad(x3) m ﬂ ]F(mn)ad(xn,l) ﬂ F(mn)ad(x”)

ad(x,)lg,

K, =K,
K;d(X3)|K2 =K,
ad(xn—l)lKn_ .
n—2 P = Kn—l
—  adle)lk,
K, L

O ponto importante nessa interacéo é que, em cada passo, podemos escrever K; = F(z;3,...,%; ),
com z;; sendo polinémio em F[x, ], de modo que ad(x,)|x, € uma derivacéo triangular com res-

peito ao conjunto {z;,...,%; .}, para todo £ =1,...,n, conforme veremos a seguir.

Teorema 5.1.1. Seja {x4,...,x,} uma base triangular de L nilpotente e considere a notacéo es-
. . ad(x;)Ik; . ~
tabelecida anteriormente, onde K; = F(L) e K; = K,_, -1 paratodoi = 2,...,n. Entdo, para

cadai=1,...,n, vale que

(a) K; é um corpo gerado por um sistema triangular crescente de polinémios {z;y,...,%; , } €
Flx,] com respeito a 1 < a; < -+ < a,, < n (conforme definido na Segéo[1.3)), onde, para
todoj=1,...,m,,

Zij = Xq,9j1 T Qj2,
L .
com q;1,q;2 € Flxy,... :Xaj—1:| eq;; €F[L]"\{0};
(b) o conjunto {z;;,...,%;, } € Flz,] é algebricamente independente;

(c) ad(x;)|¢, é uma derivacio triangular com respeito ao conjunto {z;,...,%;, }, para todo

j=1,...,n, onde ad(x;)[x.(z;1) = 0;

(d) existe d; € F[L]" tal que d; € Fz;y,...,2;,, ] e K,NF[L] CFlz;,...,2; 1, d; " ].

i,m;> %
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Demonstracdo. Vamos mostrar a veracidade desse teorema usando inducéo sobre i = 1,...,n.
Assim, se i = 1, entdo K; = K; = F(L) = F(«x,). Note que {x,...,x,} satisfaz (a) e (b). Além
disso, para todo j = 1,...,n, temos que ad(x;)|y, = ad(x;) é uma derivacio triangular com
respeito a {xy,..., X,} em decorréncia da definicdo de base triangular de L, onde ad(x;)(x;) =0,

ja que x; € Z(L). Isso significa que a afirmacéo (c) é verdadeira. Finalmente, veja que
Kl n F[L] = IF(QZH) n ]F[wn] = IE‘Il:agn:l

Portanto, tomando d, = 1, temos que K; NF[L] = F[x,,...,X;,,d;']. Assim, a proposicéo é
verdadeira parai=1.
Suponha, por inducio, que a afirmacio do teorema vale para algum i € {1,...,n— 1}, isto &,

suponha que:

- Ki =F(2i1,.--,%; ), onde {z;1,...,%;, } € F[x,] é um sistema triangular crescente de po-

linbmios com respeito a1 < a; <--- < a,, <n, onde, para todo j =1,...,m;,
Zij = Xq;qj1 + qj2,

com qj1,qj, € Flxy, ..., X 1] € ) € F[L]t\ {0};
- {2i1,.--,%;m } € algebricamente independente;

- ad(x;)[¢, é uma derivacéo triangular com respeito ao conjunto {z;,...,%;,}, para todo

j=1,...,n, onde ad(x;)[x.(z;1) = 0;

- existe d; € F[L]" tal que d; € Flz;y,...,2;,, ] e K,NF[L] CFlz;y,...,2 n,d; ']

i,m> %

Vamos mostrar que a afirmacdo vale para i + 1. Assim, por hipdtese de inducdo, temos que
ad(x;;1)[x, € uma derivacéo triangular com respeito ao conjunto {z;,...,%;, }. Entdo, podemos
escrever

ad(xi+1)|Ki = kazl-k +ot fmiDz

onde f; # 0 e f; € Flz;,...,2,;,], para todo j = k,...,m;. Da Observacio temos que
f; = ad(x;41)Ix, (2;;). Assim, como ad(x;,1)lk.(2;1) = 0, podemos afirmar que k > 2. Pelo Coroldrio
3.2.2)e pela Observacio[3.2.3] temos que K;,, é gerado pelos seguintes polinémios algebricamente
independentes:

— — — Ok _ O%m
Uy =21, oo U = zi,k—l: U, = fk Zi,k+1 + 8> - umi—l - fk Zi,mi + gmi—l’

onde g; € F[z;,...,2y], para j = k,...,m;— 1. Da Observagéo (3.2.4} temos que {uy,...,u, 1} S
F[x,] € um sistema triangular crescente de polindmios com respeitoal <a; <---< g <---<
a, <n. Vejaque, porz; € F[x,... ,xaj], entéo fy, g €F[xy,...,x, ], paratodoi =k,...,m;—1.
Agora, considerando o Lema [3.1.3] note que, de seu enunciado, se tomarmos o corpo K = K;; o
homomorfismo v : L — Dery(K;) como sendo a adjunta restrita a K;, isto é, y(x) = ad(x)|;
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o elemento a = x;,, € escrevendo, paratodo y € L, [a,y] = Z;zl YyjXj, onde y,; € F (isso é

devido a base ser triangular), teremos que [a, y ] € ker(v), porque

P([a,y]) =1 (Z yijj) =1 0) =D ryad(x))l,
j=1 j=1 j=1

e ad(x;)lx = 0, para todo j = 1,...,i, uma vez que K; = F(x,)*) n--- N F(x,)*). Assim,
podemos concluir, do Lema que ad(y)(f,) = O, para todo y € L, ou seja, f, € F(L)".
Dessa forma, temos que o conjunto {u,...,u,, } satisfaz as condicbes (a) e (b) do enunciado
do teorema.

Sejal =1,...,n. Se j =1,...,k—1, entéo, por hipétese de inducéo, vale que ad(x,)(u;) €
Flu,,. ..,uj_l], pois, nesse caso, u; = z;;. Contudo, essa propriedade néo vale se j = k, sendo,
possivelmente, necessdrio fazer uma pequena alteragéo no conjunto {u,...,u, 1}, quando j >
k. Para isso, vamos usar o Teorema [3.3.1| recursivamente para construir esse novo conjunto de
geradores de K;,; que satisfard as condicdes (a), (b) e (c) do enunciado deste teorema.

Aideia para mostrar que (a), (b) e (c) valem é manter os elementos u, ..., u;_, sem alteracdo,
mas dar a eles outro nome, passando a chamd-los de u,...,u;_,, a fim de manter uma coeréncia
de notagédo. Depois, observando que k > 2 e que ad(x,)(u;) € Fluy,...,u;_;], paraj=1,...,k—
1, podemos afirmar que {u’l,...,u;_l,uk,uk +1,...,umi_l} satisfaz as condicoes (a) e (b) e que
ad(xg)(u;.) € Flul,. ..,u;._l], para todo j = 1,...,k — 1. Feito isso, vamos supor, por inducio,
que tenhamos alterado os elementos u,...,u,, para algum r = k,...,m; + 1, de tal modo que
0 conjunto {u},...,u_ ,Up,..., U, Up,y,..., U, 1} satisfaz as condigbes (a) e (b) e que também
satisfaz o fato de ad(xf)(u;) € Flu},... ,u;_l], para todo j = 1,...,r. Dai, provar que o mesmo
acontece quando consideramos u/ . Vejamos.

Seja f = 1,...,n. Como vimos, {u’l,...,u;_l,uk,ukﬂ,...,umi_l} satisfaz as condicoes (a) e
(b) e que ad(x()(u;.) € IE‘[u’l,...,u;._l], para todo j = 1,...,k — 1. Suponha que, para algum

r=k,...,m; —2, o conjunto {u’l,...,u’r,urﬂ,...,umi_l} satisfaz as condicoes (a) e (b) e que
/
r+1’

mos adiante, de modo a satisfazer a inducdo. Para isso, observe que, como ad(x,) é derivacdo

ad(xz)(u;.) € Flu!,. ..,u;_l], para todo j = 1,...,r. Vamos alterar u,,, para u’ ., que definire-

triangular com respeito ao conjunto {2;y, .. .,2; .}, ad(x,)(fi) =0 e g1 €Flz;,...,5; ,41], temos

que

ad(x,)(u,41) = ad(xlz)(fkar+zzi,r+2 +841)=
= fk‘)‘r+2 ad(x,)(z; ,12) +ad(x,)(g,41) €F[2;1,...,2; 1] (5.1.1)

Além disso,

ad(xi+1)( ad(xe)(urﬂ)) = ad(xl)( ad(xi+1)(ur+1)) —ad ([xe, xi+1])(ur+1) =0,

pois u,,; € K;,; e [x;, x;1] € combinacéo linear de x,, ..., x;. Logo, pelo Teorema 3.3.1}, existem
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Bri1g € Zso € hypyqy EF[tq,..., t, ] tais que

/ /
B oUW U gy ey Uy 1)

fkﬂrﬂ,[

ad(x,)(u, 1) = EF[U), .. U Uy, see s Uy, fi -
Disso segue que

Brea,
£ @AW 2) = Ry 1yt ).

Note que o lado esquerdo da igualdade acima é um polinomio em

F[zilx"'7zi,r+1]QF[XD... X ]

27 ary

Como h,,,, € F[ty,...,t,,_1] € como u; contém a varidvel X,,, €m grau 1, mas ndo contém
e . . = / / _
as varidveis x, ,,...,X,, para todo j = r+1,...,m; — 1, entdo h, (U}, ..., U, Uiy, Up 1) =
/ /
hyy1,y,...,u’). Logo,

hop (ui,...,u)

fk/jr+1,€

ad(x,)(u,11) = (5.1.2)

Defina,

ljr+1 = max(/jr+1,1: ] ﬁr+1,n)

e considere o conjunto formado pelos elementos

/ / / o— r+1
U, ey W, U= U, U, ey Uy

L

Uma vez que K;; = F(uy,...,u,_1) e como f; € Flu,,...,u,_], entdo, temos que K;\; =
F(uy, . st 15 Upygs s Up—q). Além disso, como {uy,...,u,, 1} € um sistema triangular cres-
cente de polinémios com respeito a 1 < a; < -+ < gg < --» < @, < n, entdo 0 MesmMo ocorre
ao conjunto {u},...,u.  ,Uy,s,...,U, 1}. Logo, pela Proposicio tal conjunto é algebri-

camente independente. Neste caso, temos ainda que u/ , = fk/5 s ko"*zzi’ﬂrl + f. "' g,4+1, onde

fkﬁ'“fko‘r+2 eF[L]* e fk/jr“fka'*z,fk g1 € Flxy,...,x, 1. Portanto, {u),...,ul U9, ., Upy 1}
satisfaz (a) e (b).

Veja, agora, que

Equagéo[5.1.2] / /
hppr oy, . u)

ad(xg)(uiﬂ) = ad(xf)(fk r+1ur+1) = fk " ad(x[)(uﬂ'l) = fk " fﬁr+1,e -
k

ﬁr _ﬁr
:fk +1 +1,Zhr+1’£(u/1,,_,,u;) G]F[u’l,...,u’r],

ja que 3,1 — B,y = 0. Logo, ad(x,z)(u;) € IB‘[u’l,...,ug_l], para todo j = 1,...,r + 1. Assim,
temos que o conjunto formado pelos elementos

/ / / . r+1 / . Brm;—1
up, ..., u, u,, ‘_fk Upips oees Uy '_fk Uy

satisfaz (a), (b) e (c). Vamos finalizar a demonstracio mostrando que existe d, ; € F[L]" tal que
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Ky NFL]1CFlul,...,u, ,,d}

m—1> Yit1d
Para isso, note que

Hipdtese de

q inducéo
Kipn NF[L] = (K, NF[L]) " CFlz,, .., %, > ;1 JRA) (5.1.3)
Vamos mostrar que vale a seguinte igualdade:
]F[Zil’ e ’Zi,mi’ di_l]ad(xwl) == F[zili ooy Zi,mi ]ad(le)[di_l]. (5.1.4)

Note que inclusédo F[z;, ... ,zi’mi]ad("fﬂ)[di_l] CF(z,...,2 di_l]ad(xi“) ¢ direta, pois d; € F[L]".
pP(Zi15- > %im,)

d’

1

i,m;>

Agora, seja €F(z;,...,% ,d; ]+, Entdo

i,m;>

P(Zilam:zi,mi) _ ad(xi+1)(p(zi1>'"1zi,mi))dir _ ad(xi+1)(P(Zi1,~~~:Zi,mi))
dr B d2 a dr ’

4 4

0=ad(x;;4) (
(5.1.5)
ou seja, ad(x; +1)(p(zi1, .. ,zi,mi)) = 0. Isso implica a outra inclusdo, o que demonstra a Equacao

(5.1.4). Assim, voltando a Equacao (5.1.3), obtemos

Ky NF[L]CFz;,...,2 ]ad(x”l)[di_l]-

i,m;
Do Teorema [3.3.] temos que
Fl2i1,- - » % )90 CFu,. ..,u:ni_l,fk_l].

Assim,
Ky NF[L]CFlul,...,u —Ld .

m—1Jk >

Por hipétese, d; € F[L]* NFlz;,...,%;, ], logo d; € Flz;,...,2, ]*C). Assim, pelo Teorema

3.3.1} existem um polindémio p em m; varidveis e um r € Z, tais que

p(ul,....,u ) 3
d, = 7 eIF[u’l,...,u;ni_p 1],
k

Defina
di+1 = fkp(u/p cees u:nl-—l)'

Uma conta andloga a feita na Equacdo (5.1.5), mostra que p(u),...,u, i_]-) € F[L]*. Como o
mesmo acontece com f, concluimos que d;,; € F[L]". Veja também que d;,, € F[u},..., u:ni_l].
Finalmente, observe que
r r r+1
d_l _ fk _ fk fk _ 'k

1 /

- p(uia"',umi_l) B p(u?[)"')u;ni_l)fk B di+1
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e que
o p(u’l,...,u:ni_l)
k — .
disy
Logo,
-1 4-1 -1
K. NF[L] C ]F[u’l,...,u;ni_l, . ,d ] C ]F[u’l,...,u;ni_l,di+1
o que finaliza a demonstracéo. X

De posse do Teorema [5.1.1, vamos apresentar os passos a serem executados para para a de-
terminacio de um conjunto gerador algebricamente independente de F(L)*".

Passo 1. Determinar {x,,...,x,} uma base triangular de L.

Passo 2. Observar que x; € Z(L), o centro de L, o que implica que ad(x;) = 0 e, consequen-
temente, que K; = F(x,). Nesse caso, para todo £ = 1,...,n, temos que ad(x,)|x, = ad(x,) é
uma derivagao triangular, devido a condicéo de {x,...,x,} ser uma base triangular de L. Assim,
neste passo, vamos determinar Xx; tal que x; € Z(L) e x; € Z(L), para todo j =1,...,i—1.

Passo 3. Para o valor i determinado no Passo 2, utilizar o método das caracteristicas, conforme
visto no Corolério[3.2.2]e na Observacéo([3.2.3} para determinar o conjunto {u;, ..., Uy} € Flz,]

ad(xi)hq_l

algebricamente independente que gera K; = K,_; , apresentado no Sistema (3.2.4), isto é,
determinar os elementos
— — — £ %41 _ p%my
Uy =21, o0 U = zi,k—l) U, = fk zi,k+1 + 8> - umi—l - fk Zi,mi + gmi—l’

onde g; € F[2;1,...,%; ], parai=k,...,m;— 1.
Passo 3.1. Fixar j = k, £ =i+ 1 e calcular ad(x;)(u;). Nesse ponto, precisamos determinar
Bjt € Z>o € hj, €F[tq,...,t, 4] tais que

hio(uy,...,u, 1)
ad(x,)(u)) = "=
fi!

conforme Equacdo (5.1.2)). A ideia aqui é seguir o que foi feito na demonstracdo do Teorema
Para isso, calculamos
It (adCe)(w)) = ozl -5,

i,k+1 im;’

0

.. Ym; . ~
com a € F[z,,...,%;_,] e definimos f := au*"'---u," ,. Vimos, na demonstracdo do Teorema

que, definindo y =y, 1y + - +7,a, € hy == f ad(x,)(u;) — f, entdo
Im (ho) <Im ( ad(xe)(uj)).

Note que

ho + f
£

Seguimos esse raciocinio em h, até obter 8;, € Z>q e hj, € F[tq,...,t;, 1]

ad(x,)(y;) =

Passo 3.2. Repetir o Passo 3.1 para £ + 1, até chegar em n.
Passo 3.3. Definir 8; := max(3;;, ..., B;,)-
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Passo 3.4. Repetir o Passo 3.1, Passo 3.2 e Passo 3.3 para j + 1 até chegar em m; — 1, conside-

rando o conjunto gerador de K; formado pelos elementos

/o r_ 1 B ]
Uy =Uy, eeey W =Ug, U =f U, o, uj—fk Ujy wevy Up_g-

Passo 3.5. O conjunto formado pelos elementos

_ _ _ ﬁ _ ﬂmifl
up=uy, e, U =g, W=, u;ni_l =fi " Up_1,
geram K; e satisfaz as hipéteses do Teorema|5.1.1
Passo 4. Repetir o Passo 3 para i + 1 até chegar em n, obtendo ao final o conjunto gerador de
F(L)" desejado.
Para executar esses passos, desenvolvemos, em SageMath, o método

rational_invariant_field,

para a classe das algebras de Lie. Tal método, quando aplicado a uma algebras de Lie nilpotente

L, devolve um conjunto gerador algebricamente independente de F(L)’.

5.1.1 Consequéncias algébricas

Os préximos dois corolarios, seguem como consequéncia do Teorema O Coroldrio[5.1.3|
se alinha a férmula de Beltrametti-Blasi, apresentada em [BB66], que limita o nimero de inva-
riantes analiticos funcionalmente independentes e cujo enunciado, conforme [[CS04/], pode ser

dado como:

Teorema 5.1.2. Sejam L uma dlgebra de Lie com base {xi,...,x,}, N (L) a cardinalidade do
conjunto maximal de invariantes analiticos funcionalmente independentes e M; = ([xi,xj]) S

Mat,,,,, (IE‘(mn)) sua tabela de multiplicacdo. Entdo
N (L) = dim(L) — posto(M,). O

O Coroldrio [5.1.3] trata de grau de transcendéncia, em vez de cardinalidade do conjunto

maximal de invariantes analiticos funcionalmente independentes. Vejamos.

Corolario 5.1.3. Seja L dlgebra de Lie nilpotente com base x;,...,x, e seja M, = ([xi,xj]) €
Mat,,,, (IF(:cn)) sua matriz de multiplicacdo. Entdo F(L)" é uma extensio puramente transcen-
dental de F e vale que

trdeg (F(L)") = dim(L) — posto(M, ),

onde trdeg (F(L)") é o grau de transcendéncia de F(L)*.

Demonstracao. Uma extensdo de um corpo é puramente transcendental, se existe um subcon-
junto dessa extensao formado por elementos algebricamente independentes que gere essa exten-

sdo. Ora, o Teorema nos d4, justamente, um tal subconjunto que gera F(L)*. Portanto,
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F(L)" é uma extensio puramente transcendental de F. Nesse caso, o grau de transcendéncia de
F(L)" é igual ao niimero de geradores algebricamente independentes dado pelo teorema. Observe
que, para obter esse numero, € subtraido da dimenséo de L o niimero de vezes que a derivacdo
ad(x;)|x_, € ndo trivial, para cada i = 2,...,n, pois, em cada passo, o numero de geradores de K;
diminui em 1. Em outras palavras, comegamos em K; = F(x,) e analisamos ad(x,)[x,. Se essa
derivacdo é diferente de zero, entdo K, possui n — 1 geradores algebricamente independentes.
Caso contrério, K, = K;. Depois, analisamos ad(x;)|x, e repetimos o raciocinio até ad(x,)[x ,
obtendo
trdeg (IF(L)L) =dim(L)— ¥,

onde 6 € igual ao numero de vezes que a derivagédo ad(x;)|x,_, é néo trivial, paracadai=2,...,n.
Precisamos mostrar que 6 = posto(M,). Para isso, seja L; a i-ésima linha de M;. Observe que
ad(x;) = L;Vy. Observe também que ad(x;)x_, = O significa que F(x, )™V N --- N F(x,)* ) =
F(x, )0 0 ... 0 Fa, )4 ou seja, que F(a, )40 N .- nF(x, )™ C F(a,)2), Assim,

devemos mostrar que F(x, )* ™) N...AF(x,)**) C F(x, ) se, e somente se, ad(x;) pertence

ao submédulo de DerF(]F(a:n)) gerado por ad(x;),...,ad(x;_;). Mas isso €, justamente, o que a
Proposicéo afirma. Portanto, trdeg (IF(L)L) = dim(L) — posto(M, ). X

O Coroldrio[5.1.3|pode ser obtido das Observagdes 1.14.13 e 4.9.24 em [Dix96]], para o caso
onde L é algébrica, onde afirma-se (sem demonstracdo) que o indice de L é igual ao grau de
transcendéncia de F(L)" e também ¢ igual ao ntimero dim(L) — posto(M;). Além disso, o fato
de F(L)! ser uma uma extensio puramente transcendental é demonstrado na Proposicio 1 em
[Dix57]]. A nossa demonstracdo, difere da feita pelo Dixmier, por ser mais construtiva.

Nosso proximo coroldrio, segue a mesma dire¢cdo da Proposigdo 2 em [Dix57]] (também visto

no Teorema 31 em [[Oom12]]).

Corolario 5.1.4. Seja L algebra de Lie nilpotente com base triangular {x,...,x,}. Sejam

ad(Xr71)|K,,2
- Kr—l == KT—Z == ]F(Zr—l,l’ ceey Zr—l,mr,l) e

- ad(xlg,_, = fuDs ,, + + frm,, D, tal que K, = F(L)* =F (2,1, -2, )

para algum r = 2,...,n. Entdo existe p € F[L]" tal que p € F[z,,. s Zrm ] €
F[L] CF[21,. %, P -
Demonstracdo. Segue como consequéncia do item (d), do Teorema|5.1.1} pois
F[L]* =K, NF[L]CF[2.1,..., %m0 '
para algum p nas condi¢des do enunciado. X

5.1.2 Exemplo: algebras L onde dim(L) <6

No artigo [[dG0O7]] é apresentado uma classificacdo das algebras de Lie nilpotentes de dimensdo

menor do que ou igual a 6. Vamos denotar tais dlgebras por duplas ou triplas entre colchetes,
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onde a primeira posi¢do indica a dimensao da algebra; a segunda, um ntimero que a classifique; e

a terceira, quando houver, indica um parametro. Assim, essas dlgebras sdo denotadas da seguinte

maneira:
Tabela 5.1: Lista das algebras de Lie nilpotentes de dimensao até 6.
Dimensao Algebra

1 [1,1]

2 [2,1]

3 [3,1], [3,2]

4 [4.1], [4,2], [4,3]

5 [5,1], [5,2], [5,3], [5,4], [5,5], [5,6], [5,7], [5,8], [5,9]
[6,1], [6,2], [6,3], [6,4], [6,5], [6,6], [6,7], [6,8], [6,9], [6,10], [6,11], [6,12],

6 [6,13], [6,14], [6,15], [6,16], [6,17], [6,18], [6,19,a], [6,20], [6,21,a],
[6,22,a], [6,23], [6,24,a], [6,25], [6,26]

Note que, as Unicas dlgebras que dependem de algum parametro a € F, formando, portanto,
uma familia de dlgebras, sdo as dlgebras: [6,19,a], [6,21,a], [6,22,a] e [6,24,a].

Tais algebras foram implementadas no sistema Gap [[GAP22]], através do pacote LieAlgDB (veja
referéncia [CdAGSG19]). Utilizando esse pacote, pode-se importar tais dlgebras para SageMath e
utilizar nosso algoritmo para determinar os geradores algebricamente independentes da dlgebra
dos invariantes racionais. Acontece que nessa implementacdo, é preciso fornecer o valor do pa-
rametro para as algebras [6,19,a], [6,21,a], [6,22,a] e [6,24,a]. Dessa forma, desenvolvemos,
no proprio sistema SageMath, funcées que devolvem as dlgebras de dimensdo até 6, sem a ne-
cessidade de indicar algum parametro para as algebras acima citadas. A funcdo desenvolvida

recebeu o nome de
nilpotent_lie_algebra

e recebe como entrada trés valores: um corpo base para a algebra; um pardmetro [i,j] que
indique qual é a dlgebra desejada; e um valor booleano opcional True, se quiser que a algebra
seja entregue na base triangular. Por exemplo, se desejamos a algebra [6, 19, a] sobre o corpo dos

racionais, dada na base triangular, devemos fazer:
nilpotent_lie_algebra(QQ, [6,19],True).

Construidas tais dlgebras, usamos nosso algoritmo para determinar os geradores algebrica-
mente independentes para todas as dlgebras de Lie de dimensdo até 6, sobre o corpo Q. Tais

geradores estdo apresentados na Tabela[5.2]
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Tabela 5.2: Geradores algebricamente independentes de Q(L)* para élgebras nilpotentes de di-

mensao até 6.

Algebra L | Colchetes ndo nulos | Geradores algebricamente independentes de Q(L)"
[1,1] abeliana X4
[2,1] abeliana X1, Xy
[3,1] abeliana X1, Xg X3
[37 2] [x27 XB] = Xl xl
[4,1] abeliana X1, Xy X3, Xy
[4,2] [x3,x4] = x4 X1, X
Xy, X3] = —X1,
[4,3] s, x5 B ! X1, X5+ 2xX,
[x3,x4] = X,
[5,1] abeliana X1,  Xo X3y Xa X
[572] [X4,X5] :Xl xl: x2: X3
X3, X4] = —X1,
[5:3] [ ° 4] _ ' X1, X2, _X§ +2x1x5
[x4, x5] = x3
[5,4] [x, x3] = X1, X
’ [x4, x5] = x4 !
[x5,x4] = —X1,
[5:5] [X35x5:|:_x1) X1
[x4,x5] = x;
[xy,x,] = —X,
[5,6] [x3,%4] = —x,, X
) 1
[x3,%5] = —x3,
[X4, x5:| = x3
[XZ’x4:| = _x1:
[5,7] [x3,x,]=—x,, X1, —X242X)X3, X5 —3XXoX3+ 3x7X;5
[x4,x5] = x3
X3, X4] = X1,
[5,8] L5, x4 B ! X1, X9,  —X3X4+ XX
[x3,x5] = x;
[x3:X4] ==X,
[5,9] [x3,%5] = —x,, Xy, Xy, x§+2xzx4_2X1x5
[X4, x5:| = x3
[6,1] abeliana X1, Xy X3, X4 X5, Xg
Continua na préxima pagina
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Tabela 5.2 — Continuacdo da pagina anterior

Algebra L | Colchetes ndo nulos | Geradores algebricamente independentes de Q(L)"
[6, 2] [x55 X6:| =X X1, X9, X3, X4
[x4,x5] = —x1,
[6,3] Pe B ! X1, Xg, X3, —X542XXg
[x51 X6:| - X4
[Xg,x4] =Xy,
[6,4] X, X
[xs,%6] = x; ' 2
[XS:XSJ ==X,
[6’5] [X4,X6:| =Xy, Xq, Xy
[xs,%6] = X3
[x3,x5] =—x,
[x43 X5] = —Xs,
6’6 X1, X
: ] [x4,X¢] = —x1, ' 2
[XS) X6] = X4
[XSJXSJ ==X,
[6,7] [x4,x5] =—x3, X1, Xy, —Xi42X1Xg, X5 —3X1X3X,+3x7xg
[x55 x6:| = X4
[x4,X5] = X1,
[67 8] ¢ ° _ ' xl) XZJ x3: _X2X5 + x1X6
[x4,X6] = X,
[X4, X5] ==X,
[6: 9] [X4,X6:| :_XZ) xl: XZJ X3, X§+2X2x5_2‘x1x6
[XS) X6] = X4
[XZJXSJ ==X,
[63 10] [x39X4] =X, X715 _x§+2x1x6
[xs,Xx6] = X,
[x3,X5] =—X1,
[x3,%6] = —x3,
[6111] [X4,X5:| =Xy, X1, —X§—2X1X3+2X1X4
[x4,X6] = —X1,
[x55 x6:| = X4
[x3,X5] =—x1,
Xa, Xe ] = —X1,
[6,12] Lxs, ] ! X1, —X242XX,
[x4,X5] = —x5,
[xs,%6] = x4
Continua na préxima pagina
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Tabela 5.2 — Continuacdo da pagina anterior

Algebra L | Colchetes ndo nulos | Geradores algebricamente independentes de Q(L)"
[x2, x5] =—x1,
[x3,x4] = x4,
[6,13] [x5,x5]=—x,, X1, —X5 4 3X,X,x5 — 3x3xg
[x4,X6] = —x3,
[xs5,x6] = x5
[x2, x6] = —x1,
[x3,x4] = X,
[6,14] Lxs, x5 ] ==, X1, =25 = 3x2x2 4 6x7X,x, + 6X5 X5
[x4,x5] =—x3,
[x4,X6] = —x3,
[xs,%6] = x4
[x5, x5] = —x,
[x3,x5] = —x,,
[6,15] Lxs, e i N X1, X —3X1X,x5 + 3x2x,
[x4,x5] =—x3,
[x4,x6] =—x3,
[xs5,X6] = X4
[x3,x6] = —x1,
[x3,x4] = x4,
[6,16] [x3,Xxs5]=—X,, Xy, —XiH2XyX, + 2X) X5
[x4,x5] =—x3,
[xs5,%6] = X4
[x3, x5] = —x1,
[x3,x5] = —x,,
[6,17] [x4,x5]=—x3, X1, —X5+2X,Xg
[x4,x6] =—x1,
[x5,X6] = X4
[x2, x5] = —x1,
6. 18] [x3,Xx5] =—x,, X1, X5 H+2X1X3, X5 —3x1X,x5 + 3x3xy,
[x4,x5]=—x3, —X§ +4x, X5 x5 — 8X3x,X, + 8X3xg
[x5,x6] = x4
Continua na préxima pagina
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Tabela 5.2 — Continuacdo da pagina anterior

Algebra L | Colchetes ndo nulos | Geradores algebricamente independentes de Q(L)"

[x,Xx5] = —x4,
[x3,x,] = —x1,
[6,19,a] [x5,x¢] =—axy, | x;, Sx2+3x2+ax;x,—x1%g

[X4,X5] = X,

[x4,X6] = X3

[x2ﬂX5:| ==X,
X3, X4 = —Xq,
45451 — 42

[x4,X6] = X3

[x5,x5] = —x3,
[x3,x6] = —axy,

[6,21,a] [x4,x5]=—x,, X1, —Sxyx2—2xyx2 + ax?x,
[x4,x6] = —x3,

[x5: x6:| = X4

[xg,x4] = Xy,
[x3,X5] =X,
[6,22,a] ’ ’ Xy, Xy
[x4,Xx¢] = ax,,

[xs5,x6] =X,

[stXS:l =—Xy,
X4, Xc | = —X,,
[6,23] L, 5] 7o, x
[x4,X6] = —X1,

[xs5,X6] = X3

[x3,x5] = —x1,
[x3,x6] = —x3,
[6,24,a] [x4, X5] = —ax,, Xy, X,
[x4,x6] =—x1,

[xs5,X6] = X3

[x3,%5] = —x3,
[6) 25] [X4, x5:| ==Xy, X715 X25 —XoX3 T XXy, _Xg + 2x1x6

[x5,X6] = X3

[x3,x5] = —x,
[65 26] [X4, X6:| = —Xy, X1, Xo

[x5,X6] = X3

No artigo [[Oom0Q9], o autor faz uma descricdo explicita do centro da algebra universal en-
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volvente para varias adlgebras de Lie nilpotentes, indecomponiveis, de dimensdo no maximo 7 e

definidas sobre os complexos.

5.1.3 Exemplo: algebra t, das matrizes triangulares superiores estritas nxn

No artigo [BPPO7], sdo determinados os invariantes analiticos de t,, dlgebra das matrizes

triangulares superiores estritas n x n. Nele, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.1.5. Seja E;; € Mat,,,(F) a matriz definida como

1, sei=kej=1{,
(Eij)xe ::{

0, caso contrario.

Os geradores da algebra dos invariantes analiticos de t, sdo

det((Eij)i.:1 """ k n), comkzl,...,[EJ. m|

j=n—k+1,..., 2

Exemplo 5.1.6. Considere a algebra de Lie tg. Tal dlgebra tem base {E;; | 1 < i < j < 8}.
Entdo, pelo Teorema [5.1.5] temos que a algebra de invariantes analiticos de tg é gerada pelos

determinantes formais das seguintes matrizes.

Ei E; E
Ei7 Eig _ oo _ | Exs Ezs Ex Eng
Mlz(E18)’ M, = s My=|Ey Ey Eyx| e My=
Ey7  Eag Ess Eze Ez; Esg
Ese Es; Esg

Por exemplo,
det(M;) =E;3 e det(M,) = E;;Ey3 — EjgE,;.

Dispondo a base {E;; | 1 <i < j < 8} em uma matriz M triangular superior estrita onde a posi¢éo

(M);; = E;;, temos que as matrizes M;, M,, M; e M, sdo dadas como abaixo.

ij>

(0 Bw By B |Bis B By [Ef) L,
0 O Ey Ey |Ex |Ey |Exy Ex
0 0 0 Ez |Ejs Ese Es; Esg M,
0O 0 O O |E; Ei Eip E

M= 45 Bae Lg47 Lyg /\% M,

0 0 0 0 O Eg Eg Eg
0O 0 0 O O O E4 Eg M,
0 0 0 O O O 0 Ezq

\0o 0o 0 0 0 0 0 0

A imagem acima nos mostra uma maneira pratica e visual de se obter tais invariantes. O

Nosso algoritmo mostrou que temos esse mesmo resultado para dlgebra de invariantes racio-

nais, quando n < 12. Abaixo, vé-se um exemplo para o caso n = 6.
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sage: 1 =

sage:

[x16,
x25%x16

lie_algebra_upper_triangular_matrices(6, strict=True)

l.rational_invariant_field ()

- x26*x15,

x34*%xx25*xx16°2 - x34*xx26*xx15*xx16 - x35*%x24*xx16"2 + x35*%x14*x26%x16 +

+ x24*x36*x15*%x16 - x36%x25%x14%*x16]

Para valores n > 12, a memdria do computador se esgota e o programa se fecha. Abaixo, apre-

sentamos uma tabela com o tempo gasto para obter os invariantes para cada uma dessas dlgebras,

paran=3,...

, 12. Todos os célculos foram realizados em um computador com processador 11th

Gen Intel® Core™ i7-1165G7, rodando a 2,80 GHz com 8 threads e 16 GB de meméria, utilizando
a versao 10.2 do SageMath.

Tabela 5.3: Tempo gasto para calcular os geradores algebricamente independentes de Q(t,,)".

Tamanho da matriz 3 4 5 6 7
Tempo gasto no cdlculo | 37,9 ms | 959 ms | 240 ms 543 ms 1,17 s
8 9 10 11 12
2,33 s 4,73 s 9,16 s 19,1 s 5min2s

5.2 Algebra de Lie soltivel: exemplo quando dim(L) < 4

No artigo [[dGO5/] ha uma classificacdo das algebra de Lie soltiveis de dimensao até 4, con-

forme a tabela abaixo, onde, repetindo a notacdo para as algebras nilpotentes, vamos denotar

tais dlgebras por duplas, triplas ou quadruplas entre colchetes, onde a primeira posicao indica

a dimensao da algebra; a segunda, um numero que a classifique; e a terceira e quarta, quando

houver, indicam pardmetros da classificacdo.

Tabela 5.4: Lista das dlgebras de Lie soltveis de dimensao até 4.

Dimensdo Algebra
2 [2,1], [2,2]
3 [3,1],[3,2], [3,3,a], [3.,4,a]
4 [4,1], [4,2], [4,3,a], [4,4], [4,5], [4,6,a,b], [4,7,a,b], [4,8], [4,9,a], [4,10,a],
[4

,11,a,b], [4,12], [4,13,a], [4,14,a]

As dlgebras com 3 ou 4 parametros formam familias de dlgebras, sendo que as algebras

[4,10,a] e

[4,11,a, b] estdo definidas sobre F tal que char(FF) = 2 (nfo serdo consideradas por

nds) e a algebra [4,9, a] estd definida apenas para a € F tal que t> —t —a € F[t] é irredutivel

sobre FF. Dentro de uma mesma familia, temos que valem os seguintes isomorfismos:

e [3,3,a]=[3,3,b] se, e somente se, a = b;
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[3,4,a] =[3,4, b] se, e somente se, a = a’b, onde a € F \ {0};

[4,3,a]=[4,3,b] se, e somente se, a = b;

[4,6,a,b] =[4,6,c,d] se, e somente se,a =c e b=d,;

[4,7,a,b]=[4,7,c,d] se, e somente se, a = a’c e b= a%d, onde a € F\ {0};

1 1
[4,9,a]=[4,9,b] se, e somente se, a + 2 = qa? (b + Z)’ onde a € F\ {0} e char(F) # 2;

[4,13,a] =[4,13,b] se, e somente se, a = b;

[4,14,a] =[4,14,b] se, e somente se, a = a’b, onde a € F \ {0};

Tais dlgebras, assim como as nilpotentes, estdo implementadas no sistema Gap, através do
pacote LieAlgDB. Assim, podemos importa-las para SageMath e trabalhar com as ferramentas que

desenvolvemos.

Exemplo 5.2.1. Seja L = [4,7,1,2] a algebra de Lie sobre Q com base {x;,...,x,}, onde as
derivagdes adjuntas para os elementos dessa base, sdo

ad(x;) = —x;D,,,

ad(XZ) = _X3DX4J

ad(x;) = (—x;— 2X2)Dx47

ad(x,) = x,D, +x3D,, +(x; +2x,)D,,.

Note que ad(x;) é uma derivacao triangular com respeito a {xy,...,x,}. Logo, aplicando nosso

procedimento, descrito do Capitulo (3, obtemos que:

Kl = Q(w4)ad(X1) = Q(Xl,XZ,X3).

ad(x4)|K1
1 5

Veja que ad(x,)|g, = ad(x3)lg, = 0. Observe que ad(x,)(K;) € Ky, logo Q(L)" =K onde

ad(x4)|g, = ad(x;) = x,D,, + x3D,, + (x1 +2x,)D,, =

00 1)\(D,
= (xl X2 XB) 1 0 2 DX2 = XTAVX.
010 D

X3

Observe que o polindmio caracteristico de A é p, = (t + 1)(t>—t — 1) € Q[t], cujas raizes sdo:

1+ 45
—1,a,—a+1, onde a := 2‘/_. Ent&o o corpo F := Q(a) € o corpo de fatoracdo de p,. Nesse
caso, temos que
4 7 3 4 1 3
1 1 1 a 0 0 —§a+§ ga—g —§a+§
A=]la+1 —a+2 1 0O —a+1 O §a+% —%a—% %a+§ =: pPJP L.

a —a+1 -1 0 0 —1 —1 1 -1
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Utilizando a teoria do Capitulo |4, temos que D; = D; s + D, , onde

DJ,S - aDyl + (_a + 1)Dy2 _Dy e DJ,N - O.

3

Aqui, y; = Z?:l P;;x;. Como F(yy, Y, ¥3)™ = F(y1,¥s,¥s), entdo, pelo Teorema , temos
que

F(}’l,)’zz}’a)DJ = F{)’fl)’;z)’? | o, 05,03 €Z e aay +(—a+1)a,—a;= 0} =F(y1Y2Y3)-

Voltando para as coordenadas originais, concluimos que

ad(x4)|K1

F(L)" =K, =F(x;, x5, x3)"* =F(f g),

onde f = x; +x, —Xx3 € g = x? 4 3x,x, + X2 + X, X3 — X,X3 — x5. Observe que, neste exemplo,
comegamos com uma algebra definida sobre QQ, mas, para trabalharmos com as nossas ferramen-
tas, foi preciso considerar a extensao simples F = Q(a). Com a algebra definida sobre este corpo,
conseguimos calcular os geradores algebricamente independentes de sua algebra de invariantes

racionais. O

No Exemplo [5.2.1], embora ndo tenhamos calculado a base triangular da algebra de Lie L =

[4,7,1,2], obtivemos ainda a cadeia de corpos

ad(x,)lx,

F(x,) 2 F(:L‘4)ad(x1) D K, > K;ld(xs)lx2 > K:d(x4)lK3_

Il I I I
K, K, K K, = Q(L)L

Além disso, observamos também que ad(x;)[x,_, ou era uma derivacio triangular com respeito
aos geradores de K;_; ou era uma derivagdo linear. Assim, para determinar os geradores de
K;, aplicamos a teoria do Capitulo |3 no primeiro caso, e aplicamos a teoria do Capitulo |4, no
segundo caso. No caso de derivacgdes lineares foi necessario tomar uma extensdo simples de Q,
para obtermos a forma normal de Jordan, conforme explicado no Capitulo

Esse comportamento se mostrou geral para as dlgebras de Lie soliveis de dimensao até 4, isto
é, sem a necessidade de alterar a base da dlgebra, obtivemos a cadeia de corpos como acima e
cada derivagdo ad(x;)|,_, era uma derivagdo triangular com respeito aos geradores de K;_; ou
era uma derivacao linear, onde, no caso linear, as vezes, sendo necessario fazer uma extensao de
Q para se executar as contas.

Assim, utilizando as ferramentas que desenvolvemos, ao longo deste trabalho, foi possivel
determinar os geradores algebricamente independentes para essas dlgebras, quando fixado algum
pardmetro. Na Tabela[5.5] apresentamos esses geradores. Na tltima coluna, indicamos o valor a

da extensdo F = Q(a) € Q necessdria para realizacdo do cdlculo dos geradores.
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Tabela 5.5: Geradores algebricamente independentes de F(L)" para 4lgebras soliveis de dimen-

sdo até 4.
, Geradores algebricamente
Algebra L Colchetes nao nulos ) 8 L F=Q(a)
independentes de F(L)
[2,1] abeliana X1, X 1
[212] [XI’XZJ :_xl 1 1
[3,1] abeliana X1, Xy, Xg 1
X1,Xq]| =—X1, X
[3,2] [ 1 3] 1 -1 1
[xp,X3] =—x, X2
Xq1,Xa] = —X,,
13,3,1] [x1,x3] 2 1 1+4/5
[X9,X3] =—x; — X, 2
[X » X ] = —X,,
[3,4,1] [xl x3] __Xz (g 4 x2)(x1 — x3) 1
2, X3] = —X;
Xq1,X3] = —X,,
[3,4,—1] bxs, %] g x2 +x2 ieC
[x5,x3] =X,
[4,1] abeliana X1, Xy X3, o Xy 1
[X1,X4:| ==Xy, X X,
[41 2] [X23X4:| = _x2: x3’ X3 1
[X3,X4] =—X5
[X1:x4] ==Xy, Xy — X3
[4,3, 1] [xZ,X4:| :_X3, x 1
1
[X3,X4] = x5 —2X3
Xo, X4] = —X3,
[4,4] Lxz, ] ° X1, X~ X3 1
[x3,x4] =—x3
[45 5] [XZ,X4] = —X3 X1, X3 1
[x15x4:| = —X,,
[4: 65 15 1] [XZJ X4:| =—X3, 1 a[4,6,1,1]
[X3,X4] ==X — Xy — X3
[X1)X4:| =Xy,
[4, 6, 1, 2] [Xz,X4] == XB, 1 a[4’6’1’2]
[x3,X,] = —x;—2Xy—X3
[X1,x4] =X,
[4,7,1,1] [x5,x,] = —X3, 2. 9 3 ar4,7,1,1]
[xa %,] e X5X3— X1X5 + X5
3, Xgq] = —X 2
Continua na préxima pagina




Geradores do corpo de invariantes racionais 92
Tabela 5.5 — Continuacdo da pagina anterior
, Geradores algebricamente
Algebra L Colchetes nao nulos i 8 L F =Q(a)
independentes de F(L)
[Xlsx ] = —Xy,
4719 4 B (2 4 x5 — x3)(x3 + 3%, %, + x2 + 1+ 45
[ s /5Ly ] [x2,X4:|——X3, X1 Xoa — XX —Xz) 2
[x3,x4] = —x; —2x, e = ;
X1, X5 ] = X5,
[4,8] [x1,x,] 2 1 1
[x37x4:| = X4
[X1’X3] ==Xy,
X1, X4] = —X1 — Xo,
[4’ 9’ 1] [ 1 4] 1 2 1 1
[xy,X3] = —X,,
(x5, x4] = —x;
[x1,x3] =—x,
X1, X4 =—X1+ X5,
[4,9,—1] [x1, 4] 1T X 1 1
[x5,Xx3] = —X,,
[x9,x4] =—x;
[x1, %3] = —x,,
X1, X4] =—Xq,
[4,12] 1, x4 ! 1 1
[Xz,x4] = —2X,,
[x3,%,] =—x;3
[XIJXBJ = —Xy,
X1, X4] =—X1 — X3,
(413,1] | CerdTTamn 1
[x5,x,] = —X,,
[x3,x4] =—x;
[Xl,X3] ==Xy,
[4,14,1] [x1,x,]=—x3, Xy, X7 —X3 4 2x5x, 1
[x3,x4] =—x;
[x1,Xx3] = —x,,
[4,14,—1] [x1,X4] = X3, Xy, X4 X2+ 2x,x, 1
[x3,x4] =—x;

Os valores ap 6113, A[4.61.2] € A[a7,1,1] SAO tais que:
- Q(ag4g.1.17) € 0 corpo de fatoracdo do polinémio t* —t>*—t —1 € F[t];
- Q(ag46.1.27) € 0 corpo de fatoracdo do polinémio t* —t>—2t —1 € F[t];

- Q(ag47.1.17) € o corpo de fatoracdo do polindmio t* —t —1 € F[t].
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