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RESUMO

Ao longo dos ultimos anos tem ocorrido um grande avango no estudo numérico de
falhas materiais em meios sélidos, incentivado pelo aumento dos recursos computaci-
onais disponiveis. Deste modo, diversas técnicas vem sendo criadas com o objetivo de
averiguar o comportamento de materiais sujeitos a sobrecarga e, portanto, predizer o
colapso estrutural. Neste sentido, destacam-se a mecanica da fratura eldstica linear,
os modelos discretos ou coesivos, os modelos de fissuracao distribuida, os meios conti-
nuos enriquecidos e a aproximagcao continua de descontinuidades fortes. Esta tltima
técnica, por sua vez, tem ganhado um crescente destaque, pois permite que modelos
constitutivos continuos, equipados com uma lei de amolecimento, sejam compativeis
com a presenca de campos de deslocamentos descontinuos e, consequentemente, com
o surgimento de deformagoes ilimitadas. Deste modo, o presente trabalho adota a
formulagao implicita do método dos elementos de contorno para analise bidimen-
sional de falhas materiais utilizando a aproximacao continua de descontinuidades
fortes. O objetivo principal é a eliminacao do fenomeno de travamento de tensoes
comumente presente em andalises numéricas empregando células com saltos uniformes
para o campo de deslocamentos. Estas células nao sao capazes de representar o
movimento rotacional relativo entre suas partes que sao divididas pela linha de
descontinuidade, induzindo uma rigidez irreal na resposta estrutural. Deste modo,
uma nova classe de células com saltos nao-uniformes para o campo de deslocamentos
¢é apresentada de modo a capturar adequadamente o movimento de rotagao relativo
entre as partes da célula e, por conseguinte, eliminar o travamento de tensoes. Além
disto, ¢é utilizado um algoritmo de geracao automatico de células que acompanha
a linha de descontinuidade a medida que os critérios de falha ou bifurcagao vao
sendo atingidos. As implementagoes serdo realizadas no sistema INSANE (INte-
ractive Structural Analysis Environment) que é desenvolvido no Departamento de
Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais, seguindo o

paradigma de programacao orientado a objetos segundo a linguagem Java.

Palavras-chave: método dos elementos de contorno; aproximacao continua de des-

continuidades fortes; células nao-uniformes com descontinuidade embutida.



ABSTRACT

Over the past few years there has been a major advance in the numerical study of
material failures in solid medium incentived by the increase in available computing
resources. Thus, several techniques were created with the objective of ascertaining
the behavior of materials subject to overload and, therefore, to predict structu-
ral collapse. In this sense, the linear elastic fracture mechanics, the discrete or
cohesive models, the smeared crack models, the enhanced continuous models and
the continuum strong discontinuity approach stand out. The latter technique, in
turn, has been gained increasing prominence because it allows that continuous
constitutive models, equipped with a softening law, to be compatible with the
presence of discontinuous displacement fields and, consequently, with the emergence
of unlimited strains. Thus, the present work adopts the implicit formulation of the
boundary element method for two-dimensional material failure analysis using the
continuum strong discontinuity approach. The main objective is the elimination of
the stress locking phenomenon commonly present in numerical analysis using cells
with uniform displacement jumps. These cells are not able to represent the relative
rotational movement between their parts that are divided by the discontinuity line,
inducing an unreal rigidity in the structural response. In this way, a new class of
cells with non-uniform displacement jumps will be created in order to adequately
capture the relative rotational movement between the parts of the cell and, therefore,
eliminate the stress locking. In addition, an automatic cell generation algorithm that
follows the discontinuity line as the failure or bifurcation criteria are reached is used.
Finally, the implementation is performed in the INSANE (INteractive Structural
ANalysis Environment) system that is developed by the Department of Structural
Engineering of the Federal University of Minas Gerais and that follows the object

oriented programming paradigm according to the Java language.

Keywords: boundary element method; continuum strong discontinuity approach;

non-uniform cells with embedded discontinuity.
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LISTA DE SIMBOLOS

A* AP a,b, c Constantes escalares.

bi

Cij(g)

F(Ei]‘, 7“)

€€
ijkl

Forgas de corpo.

Termo livre para equagoes integrais de deslocamentos no contorno.
Variavel de dano escalar para modelos constitutivos continuos.
Diregoes principais de deformacao.

Tensor constitutivo secante: (1 — D)E7,,.

Tensor constitutivo elastico linear para materiais isotropicos.
Tensor constitutivo tangente.

Vetor referente a equacao de equilibrio na interface descontinua.
Resisténcia a tragao.

Funcao de dano no espacgo das deformacoes.

Termo livre das equacoes integrais de deformacoes em pontos internos

com campos de deformagao inicial.
Aoz*) Funcao de dano discreta.
Energia de fratura.

Energia liberada em &S, por unidade de area, durante o regime de des-

continuidade forte.
Espessura de banda de localizagao.
Espessura de banda de localizacao no instante de bifurcacao.

Modulo de endurecimento-amolecimento para modelos constitutivos con-

tinuos.



H Moédulo de amolecimento discreto ou intrinseco.

Hert Médulo de amolecimento critico para modelos constitutivos continuos

(condigao de bifurcacao).

Hs Fungao de Heaviside com salto sobre S.

HQb Funcao de rampa linear em £2;.

J Integral J.

J (77) Jacobiano da transformacao de coordenadas nos elementos de contorno

em problemas bidimensionais.

J (771, 772) Jacobiano da transformagao de coordenadas nas células internas em pro-

blemas bidimensionais.

k Fator escalar (= 0) de regularizacao numérica da funcao ds no regime de

descontinuidade forte.
I Comprimento caracteristico para leis de evolucao da variavel de dano.
mé Vetor unitario referente a dire¢ao do salto no campo de velocidades.

7

M (771, 772) Fungoes de interpolacao da geometria nas células internas (o é um
indice relativo aos vértices da célula).

M?(X) Funcao com valores nao nulos apenas se X € (2.

M, Vetor unitario normal a uma determinada superficie.

Ny (f ), Ny (f ) Funcoes de interpolacao dos saltos no campo de deslocamentos.

N 7(?7) Fungoes de interpolagao da geometria e das variaveis nos elementos de

contorno (v é um indice relativo aos pontos de interpolagao).

PP Pontos de colocacao no interior das células.
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rs

Ponto ficticio posicionado ortogonalmente a partir da linha de desconti-

nuidade e a uma distancia unitaria de P;.

Poténcia consumida num processo de deformagao quase-estatico.
Poténcia consumida no desenvolvimento do campo de deslocamentos.
Variavel interna do tipo tensao para modelos constitutivos continuos.
Variavel interna discreta do tipo tensao.

Variavel interna do tipo tensao para modelos constitutivos continuos no

instante de bifurcacao.

Variavel interna do tipo tensao para modelos constitutivos continuos no

instante do inicio do regime de descontinuidade forte.

Variavel interna do tipo tensao para modelos constitutivos continuos em

pontos sobre S.
Tensor de localizacao ou tensor acustico.
Tensor de localizacao elastico.

Variavel interna do tipo deformacao para modelos constitutivos conti-

nuos.

Valor da variavel interna do tipo deformagao correspondente ao limite de

proporcionalidade elastica.

Variavel interna do tipo deformacao para modelos constitutivos continuos

no instante de bifurcacao.

Variavel interna do tipo deformacao para modelos constitutivos continuos

no instante do inicio do regime de descontinuidade forte.

Variavel interna do tipo deformacao para modelos constitutivos continuos

em pontos sobre S.



Superficie (ou linha, para problemas bidimensionais) de descontinuidade.
Tempo.

Instante de tempo referente a bifurcacao.

Instante de tempo referente ao inicio do regime de descontinuidade forte.
Vetor forga de superficie (t; = o;;n;).

Forgas de superficie prescritas (condi¢oes de contorno naturais).

Solugao fundamental de Kelvin: forca de superficie na dire¢ao j, no ponto

X, em funcao de uma carga unitaria em &, aplicada na direcao 1.

;Fj k(E, X) Parte simétrica do gradiente de ¢};(£, X), em relagao ao ponto fonte §.

Uy

[ui]

Campo de deslocamentos.
Parte regular de um campo de deslocamentos.

Parte regular de um campo de deslocamentos apds reformulacao da ci-

nematica com descontinuidades.
Deslocamentos prescritos (condigoes de contorno essenciais).

Componentes do salto no campo de deslocamentos.

ufj (5 , X) Solugao fundamental de Kelvin: deslocamento na direcao j, no ponto X,

em funcao de uma carga unitaria em &, aplicada na diregao i.

u;‘j k(€ , X) Parte simétrica do gradiente de uj;(§, X), em relagao ao ponto fonte §.

Ws

Energia total consumida desde o inicio do regime de descontinuidade

forte até o alivio total das tensoes.

Coordenadas dos pontos materiais. Pontos de campo nas equacoes inte-

grais.

Escalar correspondente a magnitude do salto no campo de velocidades.



s

Evolucao da varidvel interna do modelo constitutivo discreto.

Parametro escalar que define a taxa de crescimento do tamanho das

células no algoritmo de geracao automatica.
Delta de Kronecker (1 para i = j; 0 para i # j).

Delta de Dirac sobre S.

5(X — 5) Delta de Dirac sobre o ponto &.

Alui]

Aa*

O\S
ij
O\
ij

Evolucao das componentes do salto no campo de deslocamentos durante

o regime de descontinuidade forte.

Variavel interna do modelo constitutivo discreto.
Componentes de deformacoes lineares principais.
Tensor de deformacoes lineares.

Parte regular (finita) do campo de deformagoes.

Parte regular do campo de deformacgoes apds reformulacao da cinematica
com descontinuidades.
N; ~ -
k:qn (ek>ek X €.
~ . -1
Tensor de deformagdes efetivas (E7; on).

Deformacoes iniciais.

Campo de deformacoes associado aos efeitos dissipativos em S e restrito

ao subdominio .
Tensor de deformacoes em pontos sobre S.
Tensor de deformacoes em pontos fora de S.

Tensor de deformacoes em pontos externos a banda 2.



1, 72

<

coordenada paramétrica para elementos de contorno em problemas bidi-

mensionais.

coordenadas paramétricas para células internas em problemas bidimen-

sionais.

E, para estado plano de tensoes; E/(1 — v?), para estado plano de de-

formagoes.
Contorno de um corpo sélido.

Multiplicador de dano continuo (A = 7).

Multiplicador de dano discreto (A\* = &*).

1,se X €S8;0,se X &8S.

1, se X € Q; 0, se X & .

Coeficiente de Poisson.

Variavel de dano discreta.

Dominio de um corpo sélido.

Subdominio de €2, referente a parte oposta a normal sobre S.
Subdominio de €2, referente a parte apontada pela normal sobre S.

Dominio de uma banda de localizacao de deformacoes.

Dominio de influéncia da descontinuidade S para regularizacao cinema-

tica.

Funcao de regularizacao da cinematica com descontinuidades. Distribui

os efeitos da descontinuidade no subdominio €2,.
Energia livre de Helmoltz para modelos constitutivos continuos.

Energia livre para modelos constitutivos discretos.



Tensor de tensoes de Cauchy.

Funcao constitutiva convencional ou regularizada: tensoes obtidas de um

estado de deformacgoes.

Tensoes em X € (2™,

Tensoes em X € QF.

Tensoes iniciais.

Tensor de tensoes de Cauchy em pontos sobre S.

Tensor de tensoes de Cauchy em pontos fora de S.

0;‘ j k(E , X) Solucao fundamental de Kelvin: componentes jk de tensao, no ponto

X, em funcao de uma carga unitaria em &, aplicada na direcao .

0;‘ j kl(€ , X) Parte simétrica do gradiente de o7, (&, X), em relagdo ao ponto fonte

TA[u]

Iy

§
a\b

ijk

.
Deformacao equivalente.

Norma da evolucao das componentes de salto nos deslocamentos durante

o regime de descontinuidade forte com base no tensor de localizacao

elastico (Tap = \/A[[Uz]]ijA[[uj]])

Angulo entre &; (diregdo da deformacdo principal méxima) e o vetor

normal a banda de localizacao de deformagoes no instante da bifurcacao.

Eixo de coordenada adimensional definido ao longo da linha de descon-

tinuidade.
Pontos fonte nas equagoes integrais.

Exclusao: a — (aNb).

aq(-), 8p() Derivadas direcionais em relacao aos vetores unitarios q e p.



Determinante de (-).
Operador de Mac Auley (=[] - |+ (+)]/2).
Operador do produto tensorial (a; ® b; = a;b;).

Integrais com nticleos fortemente singulares.
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Capitulo 1

Introducao

Dentre os principais tipos de falhas estruturais pode-se destacar as falhas geométricas
e as falhas materiais. As falhas geométricas estao associadas a perda de estabilidade
espacial devido ao comportamento geometricamente nao-linear da estrutura. Ja as
falhas materiais em meios frageis estao relacionadas a formacao de bandas de locali-
zagao de deformagoes inelasticas em uma regiao de espessura muito pequena que se
propagam através do dominio sélido dando origem a um progressivo amolecimento
da resposta estrutural até o colapso final. A origem destas bandas se da através
da concentragao de defeitos e/ou vazios micro-estruturais em um ponto material. A
partir dai, elas progridem, a medida que o carregamento é imposto, até se tornarem
visiveis ou macroscépicas. Deste modo, dependendo do tipo de material empregado
na andlise, diferentes perfis de falhas sao obtidos como, por exemplo, bandas de
cisalhamento em materiais dicteis, superficies de deslizamento na geomecanica ou

trincas em materiais frageis ou parcialmente frageis.

O estudo de falhas materiais em engenharia ¢ de grande importancia, uma vez que
possibilita prever o colapso estrutural além de permitir a determinacao do com-
portamento pos-critico de estruturas sujeitas a sobrecarga. Esse campo de estudo
ganhou maior relevancia principalmente depois da Segunda Guerra Mundial devido

a grande ocorréncia de catastrofes envolvendo estruturas de avides, locomotivas e
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navios mesmo quando submetidas a niveis de tensoes inferiores aos prescritos pe-
las normas vigentes. Estes incidentes ocorreram em virtude do conhecimento ainda
limitado dos efeitos da temperatura, dos concentradores de tensoes e das tensoes
residuais, bem como ao desconhecimento do comportamento metalirgico dos mate-
riais empregados nas estruturas da época. Neste caso, dentre os diversos incidentes
que ocorreram pode-se destacar o caso dos navios classe Liberty construidos nos
Estados Unidos durante a Segunda Guerra Mundial no periodo compreendido entre
1941 e 1945. As estruturas destes navios eram soldadas para economizar tempo na
montagem em razao da grande demanda de suprimentos que atravessavam o oceano
Atlantico, realizando principalmente a rota entre EUA e Inglaterra, com o objetivo
de abastecer as tropas aliadas. Além disto, os cascos destes navios eram fabricados
de aco com baixa concentragao de carbono que, por sua vez, se tornava fragil a
baixas temperaturas. Deste modo, muitos destes navios se acidentavam devido a
ocorréncia de fratura fragil em seus cascos provocada pela perda de ductilidade no

material do casco quando em contato com as aguas frias do Atlantico Norte. Alguns

destes navios fraturados podem ser observados através das figuras all.4]

Figura 1.1: Fratura em navios Liberty: (a) fratura fragil em navio Liberty ainda no

porto (Ferreira, [20204d), (b) navio tanque SS Schenectady fraturado (Ferreiral, [20204)).




22

Figura 1.2: Navio tanque Charles S. Haight completamente fraturado (vista da ruptura

entre a secao central do navio e a popa) (Ferreiral [2020a).

Figura 1.3: Navio tanque Charles S. Haight (detalhe do rompimento do casco) (Ferreira)
2020d).
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Figura 1.4: Navio tanque Charles S. Haight (vista da popa adernada para bom-

bordo) (Ferreiral, 2020d).

No caso da fratura fragil, a energia necesséaria para propagar a fissura é normalmente
baixa. Desta forma, este tipo de fratura geralmente assume grandes proporcoes
podendo ser catastrofica como no caso dos navios Liberty. Foram construidos um
total de 4694 destes navios, dos quais 1289 sofreram fratura fragil. Dentre estes, 233
tiveram falhas catastroficas, ocasionando perda completa e, em 19 casos, os navios

partiram-se completamente ao meio, assim como os navios tanques SS Schenectady

e o Charles S. Haight, mostrados nas figuras [I.1] &

Outro caso de destaque ocorreu na aviagao nos anos de 1950. Tratam-se dos avioes
Comet, de origem inglesa, que foram os primeiros avides comerciais no mundo a utili-
zarem motores a jato (ﬁgura. Eles comegaram a operar em 1952 pela companhia
aérea inglesa BOAC e possuiam quatro reatores nas raizes de suas asas. Esta classe
de avioes foi, no inicio, um grande sucesso, pois voava com o dobro da velocidade
quando comparados aos concorrentes da época, porém com um enorme consumo

de combustivel, fazendo com que suas rotas fossem sempre curtas. Entretanto, um
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ano apos o inicio de suas operagoes, uma destas aeronaves que decolou de Calcut4,
na fndia, explodiu sobre o mar. Apds breve investigacao nao foram encontrados
maiores problemas e, deste modo, os voos continuaram normalmente até que oito
meses depois um Comet que decolava de Roma se desintregou sobre o mar, perto da
[lha de Elba, matando seus trinta e cinco ocupantes. Depois deste incidente todos
os voos foram cancelados, porém, assim que foram retomados, outra aeronave se
despedacou em pleno ar, matando novamente todos os ocupantes. Apds este ultimo
acidente foi realizada uma intensa investigacao onde foi descoberto, finalmente, que
os projetistas nao tinham preparado a estrutura destes avioes adequadamente para
resistirem aos varios ciclos de pressurizacao e despressurizagao que a fuselagem expe-
rimentava durante as oscilacoes de altitude. Estes avioes possuiam janelas grandes
e quadradas cujos cantos contribufam para uma elevada concentracao de tensoes.
Desta forma, depois de um determinado nimero de voos, comecavam a surgir trin-
cas nestes cantos devido a fadiga mecanica, levando ao colapso da estrutura. Este
fato foi comprovado depois que um Comet foi colocado em um tanque com agua
para simular a diferenca de pressao atmosférica e desgaste de material, onde foi
possivel observar o surgimento e propagacao de uma trinca no canto de uma das
janelas (figura . Depois destes incidentes, todos os jatos comerciais ja sairam
projetados com janelas arredondadas, para eliminar concentradores de tensoes que

pudessem causar a fadiga e o rompimento brusco da fuselagem.
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Figura 1.5: Avices Comet: os primeiros avides comerciais propulsionados por motores a

jato a serem fabricados no mundo (Ferreiraj, 20200).

Figura 1.6: Avides Comet: surgimento e propagagao de trinca no canto de uma de suas

janelas (McGinty, 2020)).
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Um outro caso na aviagao foi o ocorrido com o Boeing 747 da Aloha Airlines que de-
colou do aeroporto da cidade de Hilo, no arquipélago do Havai, em uma breve viagem
de rotina até Honolulu em 28 de abril de 1988. Durante o voo, quando a aeronave se
encontrava proxima aos 7000 metros de altitude, o teto da primeira classe desapare-
ceu no ar, devido a uma descompressao explosiva, deixando um rombo de 6 metros
na fuselagem acima e ao lado da primeira fileira de assentos (figuras e . Ape-
sar do dano na fuselagem o piloto foi capaz de pousar seguramente no aeroporto de
Kahului, em Maui. Durante as investigagoes foi constatado que o incidente ocorreu
devido a uma combinacgao de corrosao e fadiga das partes mecanicas da aeronave,
que tinha 19 anos de uso e mais de 89 mil voos registrados. Esta aeronave possuia
um grande nimero de ciclos (pressurizagao e despressurizacao) por fazer voos cur-
tos entre as ilhas do Havai. Fato este combinado com a alta umidade do ar e os
efeitos da maresia, acabaram por fragilizar o metal da fuselagem gerando corrosao

e intensificando os efeitos da fadiga na estrutura.

Figura 1.7: Boeing 737 da Aloha Airlines logo apés o acidente (lado esquerdo da aero-

nave) (Ferreiral [20200).
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Figura 1.8: Boeing 737 da Aloha Airlines logo apés o acidente (lado direito da aero-

nave) 2020)).

Além destes incidentes, podem-se destacar outros acidentes estruturais ocorridos por

mecanismos de fraturamento em materiais duicteis:

11.

1il.

1v.

vi.

No

. Naufragio do navio Titanic, em 1912;

Ruptura de um tanque de gas ligiiefeito em Cleveland, EUA, em 1944,
Acidentes com misseis Polaris, na década de 50;

Acidentes com avioes F'—111 em 1969;

. Ruptura do petroleiro Kurdistan em dois pedacos enquanto navegava carregado

de petréleo no Atlantico norte em 1979;
Explosao no ar do onibus espacial Challenger apds decolar, em 1986.

caso de materiais frageis, como o concreto, pode-se destacar a ocorréncia de

acidentes devido a propagacao de fissuras em fundacoes, viadutos, barragens, edifi-

cagoes prediais, pontes rodoviarias ou ferroviarias, dentre outros tipos de estruturas.

No

caso de barragens e edificios, as consequéncias podem ainda ser mais graves,

pois vidas podem ser perdidas se os problemas apresentados nao forem resolvidos
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em tembo héabil.

Neste sentido, pode-se destacar o incidente ocorrido em 1928 com a barragem
St. Francis, localizada aproximadamente a 60 quilometros ao norte de Los Ange-
les nos Estados Unidos. Tratava-se de uma barragem de gravidade arqueada, feita
de concreto, possuindo 63.7 metros de altura e que fazia parte do sistema de abas-

tecimento da cidade. Imagens desta barragem em plena operacao podem ser vistas

na figura[1.9

(a) (b)

Figura 1.9: Imagens da barragem St. Francis em operagao (Magnus Mundi, 20214).

A barragem foi inaugurada em 1926 com 185 metros de largura e, ja nos meses
seguintes, comecaram a surgir pequenas rachaduras na estrutura. Tal fator foi se
agravando até que, dias antes de sua ruptura, trincas maiores se formaram dando
origem a pequenos vazamentos de agua. Apds inspecoes foi constatado que as fissuras
nao eram sinais de perigo iminente. Contudo, alguns dias depois, no dia 12 de
marco de 1928, a barragem nao aguentou a pressao do lago artificial e se rompeu
de forma sibita. Devido ao deslizamento da ombreira esquerda da barragem a

estrutura em arco colapsou, levando ao esvaziamento do reservatorio em pouco mais
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de 1 hora. Imagens da barragem St. Francis apds sua ruptura podem ser vistas na
figura[l.10] Pelo menos seis cidades foram atingidas gravemente ao longo do vale San
Francisquito com a forca de 24 x 10°m? de dgua liberada pelo reservatério levando &
morte de pelo menos 450 pessoas. Apos investigagoes conclui-se que durante a fase
de projeto foram ignoradas as caracteristicas geoldgicas do canion onde a barragem
estava sendo construida. As rochas eram muito porosas e potencialmente instaveis.
Além disto, 2 anos antes da inauguracao da barragem, ainda em 1924, o projetista
decidiu aumentar a altura da barragem em 3 metros sem levar em consideracao um
reforco estrutural para suportar a capacidade de carga extra devido ao aumento do
volume do lago. E por fim, investigagoes posteriores apontaram que a centralizagao

do projeto, construcao e monitoramento da represa numa tnica pessoa foi um motivo

adicional para que a catastrofe ocorresse.

(a) (b)

Figura 1.10: Imagens da barragem St. Francis ap6s a ruptura (Magnus Mundi, 2021 4).

Um segundo incidente de destaque foi o ocorrido em 1959 com a barragem de Mal-
passet localizada na Franca. Situava-se mais especificamente ao norte da cidade de
Frejus, distrito de Cannes, préximo a costa da Riviera francesa. Esta barragem, feita
de concreto, foi construida em forma de abéboda com dupla curvatura. Possuindo
60 metros de altura, sua construcao comecou em 1952 e foi concluida em 1954 com

o intuito de regular o fluxo do rio Reyran e armazenar agua para a agricultura e uso
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doméstico. Imagens desta barragem em operacao podem ser vistas na figura [L.11

Figura 1.11: Imagens da barragem Malpasset em operagao (Magnus Mundi, [2021; Les-|

sons Learned From Dam Incidents and Failures| |2021)).

Pouco tempo depois da obra concluida, o primeiro enchimento do reservatério co-
megou até que, cinco anos depois, em 1959, quando a agua do reservatorio ainda
estava sete metros abaixo do topo, comecaram a surgir pequenos vazamentos ao
longo da margem direita da barragem. Naquele ano, a regiao sofreu chuvas superi-
ores a média, fazendo com que a barragem atingisse seu maximo nivel de operagao.
Com isso, na noite de 2 de dezembro de 1959 a barragem nao suportou a pressao da
agua no reservatério e sua estrutura ruiu. Imagens da barragem Malpasset apods sua
ruptura podem ser vistas na figura [I.12] A onda gerada pela dgua chegou a quase
40 metros de altura, chegando a matar aproximadamente 423 pessoas e percorrendo
11 quilémetros até o mediterraneo. A principal conclusao do desastre foi que era im-
portante entender adequadamente a geologia das rochas sobre as quais a barragem
foi construida. Apesar do solo onde a barragem estava implantada ter capacidade
para absorver todas as forcas que a barragem transmitia, a falta de mais e melhores
estudos geotécnicos impossibilitou a verificacao da heterogeneidade do solo numa

das margens do rio. Com o aumento das forgas aplicadas sobre os encontros nas
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margens, devido a subida do nivel da agua, comegou a formar-se uma fenda com

uma espessura entre os 2.5 — 5.0 cm, que levou a uma rotacao e um levantamento

da barragem, culminando em sua ruptura.

Figura 1.12: Imagens da barragem Malpasset: (a) apés a ruptura em 1959 (History by
2021), (b) ruinas da barragem nos dias atuais (Magnus Mundi, 20215).

Pode-se destacar também o incidente ocorrido com a ponte Schoharie Creek, lo-
calizada no estado de Nova York nos Estados Unidos. O projeto desta ponte foi
aprovado em 1952 e sua construcao foi concluida em 1954. O comprimento total da
ponte era de cerca de 165 metros e consistia originalmente em 5 vaos simplesmente
apoiados, variando de 30 a 36 metros de comprimento, apoiados em estruturas de
pilares no meio e contrafortes nas extremidades. As estruturas do pier foram cons-
truidas com duas colunas ligeiramente conicas e vigas de amarragao. Neste caso, as
colunas foram fixadas em um pedestal levemente reforcado que foi posicionado sobre
uma base rasa. Contudo, na manha de 5 de abril de 1987, apés uma precipitagao re-
corde de 150 mm, a ponte desabou repentinamente apds a quebra de um dos pilares.
Dois vaos da ponte cairam no riacho levando junto cinco veiculos e ocasionando um

total de 10 mortes. Imagens desta ponte apds o acidente podem ser vistas através

da figura [I.13
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(a) (b)

Figura 1.13: Imagens da ponte Schoharie Creek apds o acidente (The New York Times,

2021; [UNC Charlottel 2021)).

O colapso da ponte nao aconteceu em um dia. Consistiu em uma série de eventos
que levaram ao incidente. No entanto, a causa raiz do acidente foi a extensa abrasao,
devido a acao da agua, sob uma das bases de concreto que sustentava a ponte. Esse
processo continuou até que tanto material foi removido que houve uma perda de
capacidade de suporte levando ao surgimento de uma rachadura instavel no pedestal
e o consequente colapso da ponte. Imagens da rachadura no pedestal da ponte podem

ser vistas na figura [1.14]

Figura 1.14: Imagens da ponte Schoharie Creek apds o acidente: detalhes da rachadura

no pedestal (UNC Charlotte, 2021; WJE, 2021)).

Um outro incidente de destaque foi o ocorrido com a Ponte dos Remédios localizada
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na cidade de Sao Paulo no Brasil. A sua construcao comecou em 1967 e sua abertura
ocorreu em 1969 até que, em 03 de junho de 1997, um funcionario da Prefeitura
de Sao Paulo notou uma pronunciada abertura entre as juntas de dilatacao em
uma das pistas da ponte, que liga os municipios de Osasco e Sao Paulo. Além
disto, também foi observado um repentino crescimento de uma fissura no tabuleiro,
junto a um dos pilares, que chegou a atingir 15 cm de abertura (figura [1.15h).
Acionados os 6rgaos competentes, a ponte foi interditada, originando o grande drama
que afetou o cotidiano da Cidade de Sao Paulo. O acidente repercutiu em todo
sistema vidrio da regiao Centro/Sul, por se tratar da interligagdo das principais
rodovias do Brasil. Sem manutencao desde sua construcao, a Ponte dos Remédios se
encontrava em péssimo estado de conservagao (figura(l.15b), com cabos de protensao

rompidos, diversas fissuras pronunciadas e falhas em juntas de dilatagao, com séria

possibilidade de colapso iminente.

Figura 1.15: Ponte dos Remédios: (a) rachadura no tabuleiro 1997), (b) deteri-
oragao da estrutura devido & falta de manutengao (de Assis|, 2007)).

Os acidentes estruturais apresentados mostram a importancia de se considerar a
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ocorréncia e propagacao de fissuras no projeto de diversos tipos de estruturas. To-
mando como base a teoria da elasticidade e a mecanica da fratura, foram desenvol-
vidas solugoes analiticas capazes de estimar o estado de tensoes e deformacoes em
elementos estruturais contendo falhas. Tais solugoes sao capazes de estabelecer a
concentracao de tensoes em regioes proximas a ponta da trinca contribuindo para
uma melhor estimativa da vida til do componente. Contudo, estas solucoes sao
limitadas a geometrias e carregamentos simples o que tornou necessario o emprego
de métodos numeéricos para a obtencao de solugoes aproximadas dos parametros de
solicitacao para casos mais genéricos. Deste modo, com o aumento da tecnologia
computacional disponivel ocorreu um crescente avanco na pesquisa e desenvolvi-
mento de técnicas numéricas para a analise de falhas materiais dentre as quais, as
principais sao apresentadas a seguir. Este desenvolvimento, por sua vez, esta tor-
nando possivel a inclusao de consideracoes cada vez mais proximas da realidade e a
obtencao de resultados cada vez mais satisfatorios na descricao do comportamento

de estruturas com a presenca de falhas materiais.

1.1 Algumas Técnicas Numéricas para Simulacao

de Falhas Materiais

Nesta secao sao apresentadas as principais técnicas numéricas utilizadas na anélise
de falhas materiais. Contudo, deve-se notar que a fronteira entre tais técnicas nao
é bem definida, uma vez que diversos trabalhos disponiveis na literatura empregam

conceitos de metodologias distintas.
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1.1.1 Mecéanica da Fratura Elastica Linear (MFEL)

Pode-se dizer que a mecanica da fratura foi a metodologia precursora na andlise
de falhas materiais. Esta metodologia foi incentivada, inicialmente, pelo trabalho
de [Kirsch| (1898) que determinou, de forma analitica, a concentracao de tensoes em
torno de um furo circular contido em uma placa infinita, de material linear elastico,
solicitada uniaxialmente. Estas mesmas solu¢oes também foram obtidas por |[nglis
(1913)) considerando, no entanto, um furo eliptico. Neste caso, fazendo-se um dos
eixos da elipse muito maior que o outro, Inglis (1913) chegou a uma configuragao
geométrica proxima a de uma fina trinca retilinea obtendo, desta forma, resulta-
dos aproximados para os campos de tensao na analise de fratura. Posteriormente,
Griffith (1921)) utilizou os resultados de Inglis (1913), adotando um critério baseado
na energia de fratura, para determinar a tensao critica de propagacao de trinca.
Os conceitos apresentados por |Griffith| (1921)) serviram de base para a mecanica da
fratura elastica linear onde se considera pequena a zona plastica na ponta da trinca
e cujo estado de tensoes é representado pelo fator de intensidade de tensoes que, ao
atingir o valor da tenacidade a fratura, desencadeia a propagacgao da fissura. Com
relagao ao efeito de fadiga destaca-se o trabalho de Paris et al.| (1961) que desenvol-
veu uma teoria analitica deste fenomeno demonstrando que propagacgoes subcriticas
podem ser desencadeadas por carregamentos ciclicos, mesmo que a tenacidade nao
seja atingida, dada a variabilidade do fator de intensidade de tensao ao longo do pro-
cesso. Ja em [Rice (1968)) o fator de intensidade de tensdo é calculado de uma forma
alternativa utilizando a integral J. Neste caso, empregando o conceito de densidade
de energia de deformagao foi estabelecida uma integral de linha (integral J), em
torno da ponta da trinca ou entalhe em estudo, que é independente do caminho de
integragao. Além disto, na avaliagdo desta integral, Rice (1968)) demonstrou que a

escolha de um caminho extremamente préximo ao do contorno (suave) de um entalhe
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resulta uma relacao direta entre a integral J e a concentracao de deformacoes.

No ambito da MFEL torna-se importante definir os modos de fratura em que um
corpo sélido, na presenca de uma trinca, pode ser solicitado. Estes modos podem
ser classificados em trés tipos e sdo apresentados através da figura [I.16l No modo
I (ou modo de abertura) a solicitacao ocorre na dire¢ao normal ao plano da trinca
com os deslocamentos das pontas das faces da trinca também perpendiculares a este
plano. J& no modo I1 (ou modo de deslizamento) a solicitacao ocorre na dire¢ao
paralela ao plano da trinca com os deslocamentos relativos na direcao perpendicular
a frente de trinca. E por fim, no modo /71 (ou modo de rasgamento) a solicitagao é
paralela ao plano da trinca, porém normal ao plano da chapa, com os deslocamentos
relativos na direcao paralela a frente de trinca. O modo I é o mais estudado devido
a sua grande ocorréncia em diversas aplicacoes praticas nos projetos de engenharia.
Contudo, comumente é empregada a superposicao dos trés modos na andlise dos
chamados modos mistos que sao caracterizados pela presenca de solicitacoes mais

complexas.

<

Modo 1 Modo II Modo III

Figura 1.16: Modos de fratura.

No contexto das simulacoes numéricas, normalmente é utilizada a integral J para o
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calculo do fator de intensidade de tensao, tratando as superficies de descontinuida-
des como fronteiras entre duas regioes elasticas. No entanto, ao serem empregados
métodos numéricos baseados na discretizacao do dominio, como o método dos ele-
mentos finitos (MEF), devem ser considerados recursos adicionais na analise devido
ao desconhecimento prévio da trajetéria da trinca. Portanto, para contornar este
problema, sao adotados algoritmos de reconstrucao de malha. Neste caso, podem-se
destacar os trabalhos de [Shephard et al| (1985)) e [Swenson e Ingraffea; (1988) que
empregam este tipo de algoritmo no tracado da trajetoria de trincas em proble-
mas de geometria bidimensional e na andlise dinamica de fratura para o tracado de

trajetoria de trincas em modo misto, respectivamente.

Também poderia ser citado o emprego do método dos elementos finitos estendidos
(XFEM) no ambito da MFEL (Belytschko e Black, |1999; Moés et al. [1999). Este
método, que foi desenvolvido a partir do MEF, dispensa algoritmos de reconstru-
¢ao de malha permitindo que a descontinuidade fique arbitrariamente alinhada no
interior do dominio sélido. Deste modo, nao héa a necessidade de projecao de resul-
tados entre diferentes malhas. Além disto, resultados mais precisos sao obtidos com
este método quando comparado ao MEF, mesmo com o emprego de malhas mais
grosseiras, o que contribui ainda mais para um menor custo computacional. Nesta
formulagao, fungoes de enriquecimento sao adicionadas localmente aos nés préximos
a ponta da trinca e ao longo de sua trajetéria de modo a representar o comporta-
mento assintético do campo de tensoes nestas regioes. Neste caso, sao considerados
graus de liberdade extras nos respectivos nés para que seja possivel a incorporagao

destas fungoes ao modelo numérico.

Com rela¢ao ao método dos elementos de contorno (MEC), destaca-se o trabalho
pioneiro de Hong e Chenl (1988)) que apresentam equagoes integrais duais para a

solugao geral de problemas lineares elasticos em dominios finitos ou infinitos com
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a presenca de trincas. Nesta formulacao é aplicada a equacao integral dos desloca-
mentos em uma das faces da trinca e a equacao integral das forcas de superficie na
outra face resolvendo, portanto, o problema de singularidade do sistema de equagoes
algébricas que ocorre quando o MEC é aplicado diretamente. Posteriormente, Por-
tela et al.| (1992)) aplicam estas equagoes duais no ambito do MEC realizando uma
implementagao numérica efetiva para anélise de propagacao de trincas em problemas
bidimensionais. Neste caso, a medida que ocorre a propagacao, o contorno do pro-
blema vai sendo ampliado resultando, portanto, em um aumento das matrizes que
compoem o sistema de equacgoes algébricas. Deste modo, esta metodologia dispensa o
uso de algoritmos de reconstrugao de malha como os adotados no MEF, porém, com

a desvantagem da necessidade de solugao de integrais com ntcleos hipersingulares.

Por fim, poderia ser citado o emprego do método dos elementos de contorno estendi-
dos (XBEM) (Alatawi e Trevelyan| [2015)). Neste método, fungdes de enriquecimento
sao incorporadas ao modelo empregando-se graus de liberdade adicionais de modo
analogo ao realizado no XFEM. Neste caso, sao empregadas as mesmas equagoes
integrais do método dos elementos de contorno dual podendo-se obter, contudo, va-
lores mais precisos para os fatores de intensidade de tensao mesmo com o uso de
malhas mais grosseiras. Além disto, pode-se considerar o emprego de um enriqueci-
mento implicito através deste método, isto é, as funcoes de enriquecimento podem
ser embutidas na formulacao do problema permitindo o calculo direto dos fatores
de intensidade de tensao sem a necessidade do calculo da integral J em etapas de
pos-processamento (Andrade e Leonel, 2020, 2019; Hattori et al., 2017). Esta forma
implicita de enriquecimento se torna apropriada em problemas de larga escala, uma
vez que permite a obtencao de resultados precisos sem a necessidade do emprego de

um numero elevado de graus de liberdades adicionais.
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1.1.2 Modelos Discretos ou Coesivos

Nos modelos discretos ou coesivos o sélido é analisado separadamente através de duas
relacoes constitutivas. Na interface descontinua, representada pela trinca, utiliza-se
uma relagao entre forgas de superficie e o salto no campo de deslocamentos (sepa-
racao da interface) enquanto que no restante do dominio é adotada uma relagao
constitutiva continua convencional. Esta formulagao foi empregada por [Hillerborg
et al.| (1976) na andlise de fratura em modo I do concreto onde foi introduzido o
conceito de “modelo com trinca ficticia”. Neste caso, a zona fraturada é analisada
considerando sua divisao em duas regioes distintas: uma regiao caracterizada pela
trinca real que é incapaz de transferir tensoes através de suas superficies e uma re-
giao caracterizada por uma trinca “ficticia”, fisicamente associada a zona de processo
de fratura, em que as tensoes ainda podem ser transferidas. Este modelo se mostrou
bastante eficiente na andlise de formagcao e propagacao de trincas empregando-se o
MEF onde obteve-se resultados bastantes satisfatérios mesmo empregando malhas

mais grosseiras.

Com relacao a uma abordagem numérica mais geral via MEF, observa-se que resul-
tados precisos utilizando malha fixa apenas sao possiveis quando se conhece a priori
a direcao de propagacao da trinca, com os elementos possuindo a mesma orientacao
da fissura. Portanto, em problemas mais complexos, com direcao de propagacao des-
conhecida, torna-se necessario a utilizacao de algoritmos de reconstrugao de malha
assim como em |Ingraffea e Saouma/ (1985)) onde foi realizada uma anélise de falha
em estruturas de concreto. Contudo, tal artificio é dispensavel ao serem adotados
elementos com descontinuidade embutida (Klisinski et al. |1991; Sancho et al.| | 2006;
Zhang et al., 2015). Neste sentido, destaca-se o trabalho de Dvorkin et al. (1990))

onde é desenvolvida uma metodologia para a solucao de problemas de localizagao de
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deformagoes empregando-se malhas fixas e partindo-se das ideias bésicas das formu-
lagoes baseadas nos modelos discretos e nos modelos de fissuragao distribuida que
serao discutidos adiante. Com relagao ao MEC, no trabalho de |Saleh e Aliabadi
(1995)) é utilizada a formulagao dual para andlise de propagagao de trincas em modo
I e em modo misto. Neste caso, o modelo com trinca ficticia desenvolvido por Hil-
lerborg et al.| (1976) é adotado na simulagao do comportamento nao-linear da zona

de fratura.

1.1.3 Modelos de Fissuragao Distribuida

Nos modelos de fissuracao distribuida, adotados inicialmente por Rashid (1968),
e mais recentemente empregados por |Pirooznia e Moradloo (2020)), Rimkus et al.
(2020)) e |Costa et al| (2018), é assumido um conjunto de micro-trincas paralelas,
com aberturas infinitesimais, distribuidas uniformemente ao longo dos elementos
de discretizacao do dominio. Numericamente falando, as micro-trincas presentes
nestes elementos estao associadas a deterioragao das propriedades fisicas do material
que, apds o inicio da fissuracao, resultam em perda total de rigidez. Além disto,
nestes tipos de modelos os dois comportamentos do material, continuo e descontinuo,
sao tratados da mesma forma considerando, neste caso, uma abordagem continua

unificada.

Com relacao a analise de fratura do concreto os modelos de fissuracao distribuida
podem ser classificados em 2 tipos: modelos com fissuracao de direcao fixa e modelos
com fissuracao de direcao variavel. No primeiro deles a trinca é formada perpen-
dicularmente a tensao principal maxima com a orientacao da fissura invariavel ao
longo do processo de carga. Ja no segundo tipo, que foi proposto por |Cope et al.
(1980), admite-se a rotagdo das micro-trincas de acordo com a dire¢ao das deforma-

¢oes principais ao longo do processo de carregamento. Contudo, para este ultimo



41

caso, constata-se em fases posteriores da andlise o surgimento do fenomeno de tra-
vamento de tensoes devido a transferéncia irreal de tensoes entre as superficies das
trincas. Portanto, para contornar este problema, [Jirasek e Zimmermann (1998)) su-
geriu a consideragao de um modelo de dano escalar nas fases em que a abertura das
trincas atingem um valor critico, uma vez que tais modelos sao isentos do fenomeno
de travamento, nao trasmitindo, desta forma, tensoes espirias entre as superficies

das trincas.

Além dos modelos mencionados anteriormente, também foram desenvolvidos os cha-
mados modelos com distribui¢ao em banda com o intuito de superar as instabilidades
causadas pela presenca da localizacao de deformagoes a qual os modelos de fissura-
¢ao distribuida estao sujeitos. Neste caso, pode-se destacar o trabalho de |Bazant e
Oh/ (1983) onde se emprega tal modelo na anélise de fratura em modo I do concreto

e o trabalho de Rots et al.| (1985) que considera também o modo de fratura misto.

1.1.4 Meios Continuos Enriquecidos

Assim como descrito por Pijaudier-Cabot e Benallal (1993)), a analise de falhas
materiais descritas por modelos constitutivos independentes do tempo é dificultada
devido ao carater nao-associativo das equagcoes que descrevem a evolugao do processo
de fratura e também em consequéncia da perda de positividade do operador tangente.
Esta perda de positividade, em particular, esta associada ao surgimento das bandas
de localizagao de deformacoes que induzem amolecimento na resposta estrutural
que, por sua vez, contribui para um mal condicionamento do problema de valor de
contorno. No contexto da mecanica do continuo, pode-se dizer que estas bandas sao
delimitadas por duas superficies paralelas que apresentam descontinuidade no campo
de deformacoes. O surgimento destas descontinuidades, neste caso, se devem a perda

de elipticidade das equacoes diferenciais parciais de equilibrio caracterizada pela
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singularidade do tensor acustico. Tal acontecimento acarreta em uma representacao
insatisfatoria da banda de localizagao de deformagoes devido a auséncia de um fator
de escala representativo da largura de banda. Deste modo, para regularizar estas
equacoes, foram propostos os modelos continuos enriquecidos que sao caracterizados
pela introducao de modificagoes aos meios continuos cldssicos além da insercao de
um fator de escala que define o tamanho da banda de localizagao de deformagoes.
Deste modo, vérios tipos de enriquecimento foram propostos, dentre os quais, os

principais sao eshocados a seguir.

O primeiro tipo de enriquecimento a se destacar seriam os meios continuos de Cos-
serat (Hageman et all, 2021} Tang, Zhu, Yang, e Papazafeiropoulos, [2021; |Tang,
Wei, Song, e Liu|, 2021). Neste caso, sao considerados graus de liberdade de rotagao
que sao incorporados localmente aos pontos materiais complementando, desta ma-
neira, os graus de liberdade de translagao ja existentes nos meios continuos classicos.
Neste sentido, destacam-se os trabalhos de Muhlhaus e Vadoulakis (1987) e de Borst
(1991). Em Muhlhaus e Vadoulakis (1987) é desenvolvida uma teoria baseada nos
meios continuos de Cosserat para a investigacao da formacgao de bandas de cisalha-
mento em materiais granulares solicitados em estado plano de deformagao (EPD).
Ja em |de Borst| (1991)) é analisado um sélido elastoplastico onde é mostrada a inde-
pendéncia da solucao com relacao ao tamanho e orientacao da malha de elementos

finitos na simulacao de amolecimento de deformagoes em sélidos.

Outra forma de enriquecimento ou regularizacao seriam os chamados modelos cons-
titutivos nao-locais (Leclerc et al.; 2020; [Peixoto et al., 2019; Farahani et al., 2017),
nos quais o tensor de tensoes em um determinado ponto material depende nao ape-
nas do estado de deformagoes naquele ponto, levando-se também em conta os valores
das deformacoes em pontos vizinhos, tomados de forma ponderada. Neste sentido,

destaca-se o trabalho de Bazant et al.| (1984) onde o fenomeno de amolecimento de
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deformacgoes é tratado através de um novo tipo de continuo nao-local. Neste caso,
nas equacoes de movimento também é considerada, além da média das deformacoes,
a média do gradiente das tensoes tornando possivel a obtencao de matrizes de rigi-
dez simétricas diferentemente do que ocorre na teoria do continuo nao-local classica.
Contudo, em tal formulacao todo o comportamento material é considerado como
nao-local, incluindo a parte elastica das deformacoes e, além do mais, também deve
ser feita uma sobreposicao com um continuo local de forma a suprimir certos modos
periédicos de energia nula. Portanto, para contornar este obstaculo, Pijaudier-Cabot
e Bazant| (1987)) desenvolveram uma formulagao nao-local que é aplicada apenas as
variaveis causadoras de amolecimento de deformacoes sendo que, o comportamento
elastico, é abordado de modo local. Tal formulagao foi baseada em um modelo de
dano, uma vez que nestes modelos o amolecimento é controlado por apenas uma

varigvel.

Por fim, destaca-se o enriquecimento por adicao de gradientes das varidveis do mo-
delo constitutivo convencional (Abdallah et al., 2020; Lyu et al., [2016)). Neste sen-
tido, deve-se enfatizar o trabalho de |de Borst e Muhlhaus| (1992)) que propoe uma
teoria baseada na plasticidade onde a funcao de escoamento depende nao apenas
da deformacao plastica equivalente mas, também, do seu Laplaciano. Como con-
sequéncia, as equacao de campo preservam a sua elipticidade apds o surgimento
do amolecimento de deformacoes eliminando, deste modo, a depéndencia de malha

comumente encontrada em modelos continuos convencionais.
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1.1.5 Descontinuidades Fracas e Fortes

Em [Simo et al.| (1993) foi introduzido o conceito de descontinuidade forte onde
demonstrou-se a consisténcia de solucoes apresentando saltos no campo de desloca-
mentos com modelos continuos equipados com uma lei de amolecimento. Tal con-
sisténcia foi verificada através da analise de um modelo de plasticidade associado
unidimensional, independente do tempo, e com a presenca de amolecimento linear.
Além disto, foi mostrado que modelos constitutivos continuos sao compativeis com
campos de deslocamentos descontinuos, mediante regularizacao do médulo de amo-
lecimento. Portanto, através desta consideracao foi levado em conta a condicao de
consisténcia para mostrar que o modulo de amolecimento deve ser interpretado em
um formato distribucional para que a solucao possua sentido matematico chegando,
deste modo, a uma equacao constitutiva discreta que relaciona a taxa do salto nos
deslocamentos com a taxa das tensoes. Neste trabalho também foi proposta uma
formulacao numérica, inspirada no MEF, capaz de representar satisfatoriamente as
caracteristicas da solucao descontinua desenvolvida. Nesta formulagao a interpola-
¢ao no campo dos deslocamentos foi capaz de representar adequadamente as possi-
veis descontinuidades e a discretizagao representou de forma apropriada o carater
distribucional da lei de amolecimento de modo que os resultados apresentaram uma
independéncia da malha adotada. Por fim, a anélise foi estendida a modelos de dano
anisotropicos mostrando que a formulacao proposta é facilmente estendida a outros

modelos constitutivos ineldsticos dotados de amolecimento.

Dando continuidade a este trabalho, Simo e Oliver| (1994)) desenvolveram uma nova
forma de derivagao das leis de equilibrio locais que se deu através da forma fraca
das equacoes de equilibrio, obtida através do principio dos trabalhos virtuais. Além

disto, também foram estabelecidas as condi¢Oes necessarias para o surgimento de
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descontinuidades fortes em modelos constitutivos de plasticidade associada e mo-
delos constitutivos de dano isotrépico. Deste modo, foi proposta uma formulagao
bidimensional através do MEF que possibilitou a ativacao dos requisitos necesséarios
ao surgimento de saltos no campo de deslocamento via um enriquecimento local do
campo de deformacoes. E por fim, para ilustrar a metodologia desenvolvida, foi
analisado um problema de tragao uniaxial considerando um modelo de dano isotré-
pico onde foi mostrado que a direcao da linha de descontinuidade é consistente com
os resultados tedricos. Além disso, foi verificada uma independéncia de tamanho e

orientacao da malha empregada nas simula¢oes numéricas.

Na mesma linha dos trabalhos anteriores destaca-se o trabalho de |Oliver (1995).
Neste trabalho, foram extraidas as principais caracteristicas qualitativas que fazem
com que o modelo constitutivo em estudo seja consistente com o surgimento de des-
continuidades fortes (descontinuidades no campo de deslocamentos). Além disto, foi
apresentada uma cinematica mais adequada a analise proposta, isto é, o campo de
deslocamentos foi descrito através de uma funcao composta de duas parcelas: uma
parcela continua ao longo de todo o corpo e outra parcela descontinua. Neste caso,
a parcela descontinua é nao-nula apenas em um pequeno subdominio que contém a
linha de descontinuidade e seu valor nesta linha é igual ao valor do salto no campo de
deslocamentos. A partir de entao, foi realizada a analise de descontinuidade forte em
um modelo constitutivo de dano isotrépico continuo onde foram impostas as seguin-
tes condicoes: campo de tensao finito em todo o dominio da analise, continuidade
do vetor de forcas de superficie através da interface descontinua e determinacao da
normal a linha de descontinuidade, em um determinado ponto, a partir do campo
de tensao no momento em que se inicia a descontinuidade. Em seguida, a analise foi
estendida ao MEF considerando apenas problemas bidimensionais e elementos fini-

tos triangulares. E por fim, foram realizadas simulacoes numéricas que mostraram
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a eficacia da abordagem proposta.

Posteriormente, Oliver| (19964a) e (Oliver| (19964) utilizaram o conceito de desconti-
nuidade forte para mostrar, de uma forma mais geral, a ligacao entre as abordagens
continuas e discretas utilizadas na andlise do fenomeno de localizacao de deforma-
¢oes. Deste modo, foi realizado um detalhamento mais rigoroso no que se refere ao
processo de identificacao das caracteristicas que fazem com que os modelos cons-
titutivos continuos classicos sejam compativeis com o regime de descontinuidade
forte. Desta forma, para demonstrar a generalidade da formulacao desenvolvida,
foi aplicada a anélise de descontinuidade forte, assim como em |Oliver| (1995)), a um
modelo constitutivo de dano isotropico e a um modelo constitutivo elastoplastico.
Esta analise, por sua vez, implicou no carater distribucional do mdédulo de amoleci-
mento, na obtencao de uma relagao constitutiva discreta na interface descontinua,
na obtencao do salto dos deslocamentos e na obtencao do vetor normal a descon-
tinuidade. Além disto, foi desenvolvida uma formulacao numérica para problemas
bidimensionais através do MEF onde campos de deslocamentos descontinuos foram
adicionados aos elementos convencionais, além de ser realizada uma reformulacao da
cinemética do campo de deslocamentos para que as condigoes de contorno essenciais

ficassem impostas exclusivamente a parcela continua do campo de deslocamentos.

Nos trabalhos mencionados anteriormente o regime de descontinuidade forte foi im-
posto diretamente apds o fim do regime eldstico. Contudo, em diversos tipos de
materiais, a formacao da trinca macroscopica é precedida pela geracao e agregacao
de micro-trincas que evoluem de um estado macroscopicamente continuo até um
estado descontinuo dando origem, portanto, ao conceito de zona de processo de fra-
tura. A zona de processo de fratura, esbocada através da figura [1.17, é composta

por trés regioes que podem ser descritas da seguinte forma:

i. Zona de Falha Difusa: regiao onde tem inicio os processos dissipativos sem,
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contudo, a presenca de descontinuidades no campo de deslocamentos ou defor-

magcoes;

ii. Zona de Descontinuidade Fraca: regiao de localizacao de deformagoes delimi-
tada por superficies de descontinuidade. Os deslocamentos, entretanto, perma-
necem continuos. Esta regiao também ¢é designada por banda de localizacao
de deformagoes e sua espessura (dimensao ao longo da diregdo horizontal na

figura [1.17)) varia ao longo do processo de carregamento;

iii. Zona de Descontinuidade Forte: regiao caracterizada pela presenca de descon-
tinuidades macroscopicas. Ou seja, neste caso o campo de deslocamentos é

descontinuo e as deformagcoes sao ilimitadas.

U A €A

Zona Difusa

Fraca

Descontinuidade

Forte

F F

Figura 1.17: Regides da zona de processo de fratura (u: deslocamento, e: deformagcao).

Isto é, para uma melhor representacao da zona de processo de fratura deve ser con-
siderada uma fase transitoria, anterior ao regime de descontinuidade forte, além de
ser estabelecido um procedimento eficaz que permita predizer a origem e direcao
da banda de localizacao de deformacgoes. Neste sentido, destacam-se os trabalhos

de Manzoli et al.| (1998)), Oliver et al.| (1998)) e Oliver et al.| (1999)) que adotaram a
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singularidade do tensor acustico como condi¢ao necessaria para a bifurcacao descon-
tinua dos campos de tensao e deformacao. Neste caso, a bifurcacao descontinua é
caracterizada pela presenca de carregamento com amolecimento, dentro da banda de
localizag@o, e a ocorréncia de descarregamento eldstico (ou carregamento neutro) na
regiao adjacente. A singularidade do tensor acustico estd associada a minimizagao
de um funcional que envolve o médulo de amolecimento do modelo constitutivo e as
possiveis orientagoes da banda de localizagao. Desta forma, em |Manzoli et al. (1998)),
Oliver et al.| (1998) e Oliver et al.| (1999)) este problema foi resolvido obtendo-se ex-
pressoes analiticas, restritas a modelos constitutivos especificos e bidimensionais,
para o médulo de amolecimento critico, bem como para a direcao da banda de loca-
lizagao. J& com relagao a problemas tridimensionais (3D) vale destacar o trabalho
de [Oliver e Huespe, (20046) onde tais expressoes foram obtidas para modelos consti-
tutivos elastoplaticos e de dano isotrépico a partir de uma interpretacao geométrica
do problema. Portanto, neste momento podem ser enfatizadas as duas principais

metodologias associadas a determinacao da origem da descontinuidade:

i. A origem da descontinuidade é determinada pelo fim do regime elastico através
da consideracao de um critério de escoamento ou dano. Neste caso, a direcao
da descontinuidade ¢é obtida a partir do estado de tensoes ou deformacoes neste
instante, ou seja, no caso de materiais frageis adota-se, usualmente, a diregao

ortogonal a tensao principal maxima;

ii. A andlise de bifurcacao descontinua é empregada na determinacao da origem e

direcao da descontinuidade.

Deste modo, ressalta-se neste ponto que a metodologia aqui descrita possui mais
meios de dissipacao de energia quando comparada, por exemplo, a MFEL. Isto é,

além de descrever os mecanismos de dissipacao na formagao da trinca propriamente
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dita (zona de descontinuidade forte) ela também é capaz de representar a forma-
¢ao da zona de falha difusa e zona de descontinuidade fraca que também dissipam
energia durante o processo de carregamento. No caso da MFEL, o tinico meio de
dissipacao de energia ocorre através da separacao das superficies que dao origem a
trinca. Neste caso, nao sao consideradas perdas de energia na formacao da zona
plastica que surge na ponta da trinca, tornando esta técnica limitada a casos em que
esta zona é pequena. Para casos onde a consideragao de analise linear-eldstica nao
¢ valida, pode-se empregar o conceito da integral J que permite estender a teoria
da mecanica da fratura. No entanto, uma das limitagoes do emprego da integral J
é que ela foi desenvolvida considerando a hipdtese de material elastico nao-linear, o
que a torna valida apenas para carregamentos monotonicos. Para demonstrar essa
hipétese, a figura [1.18] apresenta o comportamento a tracao de um material elastico
nao-linear, um material parcialmente fragil e um material elastoplastico. Como pode
ser observado, para o caso de carregamento monotonico crescente, os trés materiais
seguem a mesma curva tensao-deformagao (o X €). Porém, caso ocorra descarrega-
manto, o material eldstico nao-linear ird retornar pela mesma curva enquanto que o
material parcialmente fragil seguird uma curva de descarregamento linear em dire-
¢ao a origem do eixo de coordenadas e o material elastopldstico seguira uma curva
de descarregamento também linear, porém com inclinacao igual ao seu médulo de
elasticidade. Neste caso, uma analise que pressuponha comportamento elastico nao-
linear permanece vélida para carregamentos em meios elastopldsticos e/ou meios

parcialmente frageis caso nao ocorra descarregamento.
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Figura 1.18: Comparacao do comportamento (o X €) de materiais eldsticos nao-lineares,

materiais parcialmente frageis e materiais elastoplasticos.

Nos trabalhos de [Manzoli et al.| (1998)), [Oliver et al.| (1998) e |Oliver et al.| (1999)
também foi demonstrado que, em geral, as chamadas condi¢oes de descontinuidade
forte nao sao satisfeitas no momento da bifurcacao necessitando, desta maneira, de
uma fase transitéria representada pelo regime de descontinuidade fraca. Tais condi-
¢oes sao obtidas através da andlise de descontinuidade forte que resulta em equacgoes
de compatibilidade necessarias para o surgimento de saltos no campo de desloca-
mentos. J& o regime de descontinuidade fraca, como especificado anteriormente, é
caracterizado por saltos no campo de deformagoes, porém, com o campo de deslo-
camentos permanecendo continuo. Deste modo, para uma melhor representacao dos
diversos estagios em que um ponto material é submetido até chegar ao regime de
descontinuidade forte, foi proposto nestes trabalhos um modelo de banda varidvel
com a banda de localizagao tratada através de uma cinemaética regularizada. Nesta

cinematica a espessura da banda fica determinada por uma fator escalar, h, de modo
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que, quando h — 0, a cinematica de descontinuidade forte é naturalmente obtida.

Posteriormente, nos trabalhos de [Oliver| (2000) e Oliver, Huespe, Pulido, e Chaves
(2002) foi aplicada a analise de descontinuidade forte, assim como em trabalhos
anteriores, considerando modelos constitutivos elastoplasticos e de dano isotrépico.
Contudo, através dessa andlise foi desenvolvida uma metodologia sistemética capaz
de obter nao apenas a equacao constitutiva discreta, mas um modelo constitutivo
discreto completo composto por um conjunto de equagoes que descrevem o compor-
tamento da interface descontinua. Deste modo, a metodologia proposta mostrou-se
como um possivel meio de unificacao das técnicas continuas, baseadas no fenémeno
de localizagao de deformagoes, com as técnicas discretas (ou coesivas) que sao base-

adas na mecanica da fratura nao-linear.

Diferentemente dos trabalhos anteriores, onde foi considerado o regime de defor-
magoes infinitesimais, em |Armero e Garikipati (1996) e [Oliver, Huespe, Pulido, e
Samaniego (2003) o conceito de descontinuidades fortes foi aplicado a regimes de
grandes deformacgoes. Particularmente no primeiro, foi desenvolvida uma metodo-
logia através do MEF, utilizando modelos constitutivos de plasticidade e conside-
rando a insercao do regime de descontinuidade forte diretamente apds a bifurcagao
do campo de tensoes e deformacoes. Para demonstrar sua metodologia foi realizada
a andlise numérica de um corpo bidimensional (adotando-se estado plano de defor-
magoes) sob tragao, utilizando o critério de escoamento J2. Os resultados obtidos
apresentaram uma Otima representacao das descontinuidades fortes além de apre-
sentarem uma nao dependencia de orientacao e tamanho da malha. Ja em Oliver,
Huespe, Pulido, e Samaniego| (2003)) foi aplicada a andlise de descontinuidade forte
em um modelo constitutivo de dano isotrépico continuo que, por sua vez, é uma
extensao do modelo em regime de pequenas deformacoes apresentado por Oliver

(2000). Neste caso, a cinematica de descontinuidades foi desenvolvida considerando
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a decomposicao multipicativa do gradiente do campo de deformagoes como proposto
por Armero e Garikipati| (1996)). Além disto, foi realizada uma anélise de bifurcacao
e foi adotado um modelo de banda varidvel para contemplar a transicao entre as

descontinuidades fracas e fortes.

O conceito de descontinuidades fortes também foi considerado em outros tipos de
aplicagoes. Neste sentido, destaca-se o trabalho de [Larsson et al. (1996) que em-
prega a cinemética de descontinuidades desenvolvida em trabalhos anteriores para a
determinacao das condigoes necessarias ao surgimento de uma banda de localizagao
em um solo poroso nao-drenado. O solo foi considerado como sendo a mistura de
duas fases: uma fase sélida, de comportamento elastopldstico, e uma segunda fase
que representa os poros do solo preenchidos de fluido. Ja com relacao as simulagoes
numéricas, que foram realizadas através do MEF utilizando elementos triangulares,
foi desenvolvida uma formulacao variacional mista baseada no enriquecimento do
campo de deformagoes de modo a captar descontinuidades neste campo, bem como

no campo de pressao exercido pelo fluido.

Uma vez estabelecida a geracao e a dire¢ao da descontinuidade, deve ser determinado
um critério que estabeleca a trajetéria de propagagao ao longo do dominio sélido.
Neste sentido, destacam-se os trabalhos de|Oliver e Huespe| (2004 @) e|Oliver, Huespe,

Samaniego, e Chaves| (2002)) que classificaram estes critérios em dois grupos:
i. Propagacao local;
ii. Propagacao global.

Na propagacao local uma tnica linha de descontinuidade (ou superficie de descon-
tinuidade para o caso tridimensional) é determinada ao longo do dominio sélido.
Isto é, considerando o caso bidimensional, a descontinuidade assume a forma de

uma linha reta dentro do elemento e se propaga ao longo da malha a medida que o
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critério de falha vai sendo atingido nos elementos finitos adjacentes. Desta forma,
a trajetoria de descontinuidade assume um formato poligonal ao longo da malha.
Além disto, também é considerado o cardter material da linha de descontinuidade,
isto é, uma vez que tal linha é estabelecida sua direcao permanece fixa ao longo da
analise. Assim sendo, elementos finitos com descontinuidade embutida necessitam
ser considerados apenas ao longo da trajetéria da linha de descontinuidade contri-
buindo, desta forma, para um menor tempo de processamento numérico, uma vez
que tais elementos sao dotados de graus de liberdade adicionais para captar o salto
no campo de deslocamentos. No entanto, apesar de ser uma estratégia simples e
intuitiva, a aplicacao a problemas com multiplas linhas de descontinuidades e pro-
blemas tridimensionais se torna complexa e menos apropriada, resultando em perda

de grande parte da robustez numérica (Oliver, Huespe, Blanco, e Linero, |2006).

Na estratégia global sao determinadas de uma s6 vez todas as candidatas a linhas
de descontinuidade (no caso bidimensional) ou superficies (no caso tridimensional) e
posteriormente, através de um critério de falha, sao definidas quais destas linhas ou
superficies estao ativas. Deste modo, as possiveis direcoes das linhas e superficies de
descontinuidades sao determinadas através das iso-linhas de um funcao potencial es-
calar que ¢é definida ao longo de todo o dominio. Além disto, neste tipo de estratégia
o algoritmo nao necessita de informacgoes dos elementos vizinhos tornando-o, desta

forma, mais robusto para o tratamento de multiplas linhas de descontinuidades.

Diferentes formulagoes podem ser empregadas na obtencao de elementos finitos com
descontinuidade embutida. Neste sentido, uma revisao detelhada foi apresentada por
Jirasek (2000)) que, levando em consideracao o tipo de enriquecimento empregado
nas equacoes cinematicas e a forma de imposicao da condicao de equilibrio interno
na interface descontinua, classificou as formulagoes em trés tipos: formulacao simé-

trica estaticamente consistente, formulacao simétrica cinematicamente consistente
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e formulagao nao-simétrica estaticamente e cinematicamente consistente. Na pri-
meira formulagao, a relacao cinematica é relaxada para garantir simetria da matriz
de rigidez. Neste caso, nao se consegue representar adequadamente a cinematica de
uma trinca completamente aberta, porém, a condicao de continuidade na interface
descontinua ¢é satisfatoriamente reproduzida. Ja na segunda formulagao, a condigao
de equilibrio é relaxada para a obtencao da simetria da matriz de rigidez. Deste
modo, a cinemaética é descrita adequadamente, contudo, a condi¢ao de continuidade
nao é rigorosamente atendida. E por fim, na terceira formulacao, a equacao de
continuidade das forcas de superficie na interface descontinua é introduzida em sua
forma forte nas equacoes variacionais do problema resultando, portanto, em uma
matriz de rigidez tangente nao-simétrica que consegue reunir as vantagens das duas
formulacoes anteriores além da nao necessidade de especificacao da largura da banda
de localizacao de deformacoes. Contudo, a principal desvantagem desta formulacao

seria a perda de simetria da matriz de rigidez tangente.

Neste sentido, pode-se destacar ainda o trabalho de |Oliver, Huespe, e Samaniego
(2003) que apresentou um estudo comparativo entre as formulagoes nao-simétrica
estaticamente e cinematicamente consistente e a formulacao simétrica estaticamente
consistente. Neste trabalho foi constatado que em andlises numéricas utilizando ele-
mentos finitos baseados na formulacao simétrica estaticamente consistente ocorre o
fenomeno de travamento de tensoes caracterizado pelo surgimento de um ramo de
endurecimento apds o pico tedrico na curva tensao x deslocamento. Este fenomeno
ocorre devido a auséncia do esperado descarregamento elastico nas regioes préximas
a interface descontinua apos a bifurcacao. Os autores associaram este fendmeno
aos polinomios de aproximagcao das deformacoes continuas e descontinuas dentro do
elemento que, por apresentarem ordens diferentes, raramente se cancelam gerando,

deste modo, um aumento irreal das tensoes. Para contornar este problema foram
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desenvolvidos dois novos elementos baseados na formulagao simétrica estaticamente
consistente. No primeiro elemento o termo regular do campo de deformacoes as-
sumiu a forma de um polinomio de grau zero, ou seja, uma parcela constante. Ja
o segundo elemento foi desenvolvido considerando a inclusao de uma componente
adicional ao campo de deformagoes de modo que a parcela irregular deste campo
assumisse a forma de um polindmio de grau um, ou seja, uma parcela linear. Desta
forma, nas andlises numéricas empregando os novos elementos foi constatada uma
significativa reducao do travamento de tensoes além de uma boa proximidade com
os resultados obtidos com o elemento baseado na formulacao nao-simétrica estatica-
mente e cinematicamente consistente. Além disto, os resultados para os dois novos
elementos se mostraram bastante préximos indicando que o nao cancelamento dos
termos regulares e irregulares do campo de deformacoes estd realmente associado ao

travamento de tensoes.

Ja em |Oliver, Huespe, Blanco, e Linero| (2006) foi realizado um estudo quanto a
estabilidade e robustez numérica destas diferentes formulagoes. Em vista disso, foi
constatado que a falta de robustez nas formulacoes de elementos finitos na ana-
lise de falhas materiais nao é oriunda apenas do mal condicionamento do problema
de valor de contorno e da instabilidade estrutural global. Isto é, mesmo que o pro-
blema seja matematicamente bem posto e apresente solucao tinica, ainda é observada
perda de robustez devido ao surgimento de auto-valores nulos nas matrizes de rigi-
dez tangencial dos elementos finitos com descontinuidade embutida fazendo com que
o condicionamento da matriz global seja afetado a medida que a descontinuidade
se propague no meio. Neste sentido, foram identificadas as possiveis causas para o

surgimento destes auto-valores nulos, isto é:
i. A falta de simetria na formulacao de elementos finitos;

ii. A presenca de amolecimento de deformacoes nos modelos constitutivos.
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Ou seja, mesmo que a formulacao de elementos finitos seja simétrica, o amolecimento
de deformagoes no modelo constitutivo pode ser responsavel pelo surgimento de
auto-valores negativos nos operadores constitutivos da interface descontinua ou do
meio continuo. Portanto, essa fonte de instabilidade numérica seria removida se o
carater positivo-definido dos operadores constitutivos fosse assegurado em qualquer
ponto do dominio. Os autores propuseram uma formulagao simétrica, combinada
com um procedimento de integracao que torna o operador constitutivo tangencial
positivo-definido, removendo assim as fontes responsaveis pela falta de robustez da
aproximacao por descontinuidades fortes. Foram realizadas simulacoes numéricas em
problemas bidimensionais e tridimensionais que mostraram a eficacia da metodologia
proposta, além de uma diminui¢cao do custo computacional mesmo nos problemas

que poderiam ser resolvidos com esquemas de integracao padrao implicitos.

Além do MEF também foram considerados outros métodos numéricos na aproxi-
macao continua de descontinuidades fortes. Destacam-se aqui os trabalhos de |Oli-
ver, Huespe, e Sanchez| (2006]), Mariani e Perego (2003), Belytschko et al. (2001) e
Wells e Sluys (2001)) que empregam o XFEM e os trabalhos de Manzoli e Venturini
(2004} [2007) que adotam a formulagao implicita do MEC na andlise de fratura em
estruturas de concreto. Nestes dois ultimos trabalhos foram empregados modelos
constitutivos elastoplasticos associativos, juntamente com uma lei de amolecimento
exponencial, para representar o comportamento nao-linear da interface descontinua.
Foram tratados problemas bidimensionais cujos dominios foram discretizados em
células triangulares com aproximagoes constantes para o salto no campo de desloca-
mentos. Neste caso, apenas as células interceptadas pela linha de descontinuidade
sao acionadas e, por conseguinte, contabilizadas nas equagoes do problema. Tam-

bém é importante ressaltar que nestes trabalhos o regime de descontinuidade forte
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foi imposto diretamente ao fim do regime elastico com a direcao da linha de descon-

tinuidade sendo perpendicular a tensao principal maxima.

Ja em Pedrini| (2008) foi constatado que em andlises numéricas utilizando a formu-
lacao implicita do MEC, com malhas de células triangulares pré-definidas, podem
ocorrer problemas de instabilidades na solu¢ao da equacao nao-linear que da ori-
gem as componentes dos saltos no campo de deslocamentos. Esta formulacao foi
adotada nos trabalhos de Manzoli e Venturini (2004} [2007). Deste modo, foi pro-
posta a utilizagao de um algoritmo automaético de geragao de células triangulares que
acompanham a propagacao da fissura. Neste caso, a célula triangular gerada possui
orientacao tal que o vetor normal ao lado nao interceptado pela fissura é paralelo ao

vetor normal a linha de descontinuidade resolvendo, portanto, os problemas citados.

O mesmo algoritmo desenvolvido por Pedrini| (2008) foi empregado também no tra-
balho de Manzoli et al. (2009) na andlise de estruturas de concreto. Contudo, vale
destacar que [Pedrini (2008)) e |[Manzoli et al.| (2009)) utilizaram um modelo constitu-
tivo de dano isotropico ao invés dos modelos elastoplasticos empregados por Manzoli
e Venturini (2004, 2007)). Além disto, da mesma forma que em [Manzoli e Venturini
(2004, 2007)), nos trabalhos de [Pedrini (2008) e Manzoli et al.| (2009) foram emprega-
das células com saltos constantes para o campo de deslocamento com a introducao

direta do regime de descontinuidade forte ao fim do regime eléstico.

Posteriormente, Peixoto et al.| (2018)) e Peixoto et al.| (2017)) analisaram problemas de
fratura bidimensionais em estruturas de concreto utilizando um algoritmo de geracao
automatica de células, semelhante, porém nao idéntico, ao apresentado por [Pedrini
(2008)) e|Manzoli et al. (2009). No entanto, diferentemente dos trabalhos de Manzoli
e Venturini| (2004, 2007)), Pedrini (2008)) e Manzoli et al. (2009)), foi considerada a
andlise de bifurcagao como critério para definir a origem da localizacao de deforma-

¢oes além da adogao de uma fase transitoria com descontinuidades fracas precedendo
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ao regime de descontinuidades fortes. Neste caso, também foram adotadas células
com saltos de deslocamentos uniformes em seu interior, porém, diferentemente de
Pedrini (2008) e [Manzoli et al.| (2009), foi considerada uma geometria quadrilateral

para o formato das células.

O MEC apresenta uma série de vantagens na analise de problemas de fratura quando
comparado a métodos de dominio. Neste caso, pode-se destacar uma maior precisao
na avaliacao dos campos internos, a eliminacao dos efeitos de bordas em problemas
cujos dominios possam ser aproximados por regides infinitas ou semi-infinitas e a
necessidade de discretizacao apenas do contorno do problema caso, por exemplo,
a formulagao dual seja empregada. Deste modo, o custo computacional se torna
bastante reduzido contribuindo para um menor tempo de processamento numeérico.
No caso de serem empregadas células internas esta iltima vantagem ainda se torna
vélida, uma vez que apenas as regides que apresentam efeitos dissipativos (regiao

fissurada) necessitam de ser discretizadas.

Dentre as desvantagens no emprego do MEC pode-se destacar a necessidade do
célculo de solugoes fundamentais para cada caso (2D/3D) e a necessidade de solugao
de integrais com nucleos apresentando diversos graus de singularidades. Este ltimo
fato é uma das grandes dificuldades do método, uma vez que integrais com diferentes

graus de singularidade necessitam de diferentes técnicas para sua integragao.

1.2 O Programa INSANE

As implementagoes numéricas desta tese foram realizadas no programa Insane (IN-
teractive Structural ANalysis Environment). Este programa é desenvolvido no De-

partamento de Engenharia de Estruturas (DEES) da Universidade Federal de Minas
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Gerais (UFMG) empregando-se a linguagem Java segundo o paradigma de progra-
magao orientado a objetos (POO). Ele é vinculado ao grupo de pesquisa de Si-
mulacao Numérica e Computacional na Mecanica dos Sélidos e das FEstruturas e
¢ composto de diversos métodos numeéricos, dentre os quais se encontra o Método
dos Elementos de Contorno. Este método foi inicialmente implementado segundo
os trabalhos de |Anacleto, T. S. A. Ribeiro, G. O. Ribeiro, Pitangueira, e Penna
(2013), |Anacleto, Peixoto, Pena, G. O. Ribeiro, Pitangueira, e T. S. A. Ribeiro
(2013), |Anacleto et al.| (2012) e /Anacleto et al. (2011)). Posteriormente o método foi
estendido ao estudo de falhas materiais empregando a andlise de descontinuidades
fortes (Peixoto et all 2018, 2017) através do uso de células com descontinuidade
forte embutida. Em vista disso, o presente trabalho tem a intencao de seguir esta
mesma linha de pesquisa aperfeicoando estas células com o intuito de alcancar uma
representacao mais fidedigna da resposta estrutural na simulacao de propagacao de

fissuras em meios que apresentem comportamentno fragil ou parcialmente fragil.

1.3 Objetivos

Nesta tese serd empregado o MEC juntamente com a metodologia conhecida como
Continuum Strong Discontinuity Approach (CSDA) ou, em portugués, Aprozimacao
Continua de Descontinuidades Fortes, na analise de propagacao de fissuras em meios
frageis e/ou parcialmente frageis. Comparativamente ao emprego da formulagao
dual, na utilizacao do MEC com a CSDA a malha do contorno é fixa nao necessitando
ser refeita a medida que a fissura progride no interior do dominio sélido. Além
disto, o enriquecimento de células convencionais em programas comerciais pode ser
realizado de forma mais eficaz, uma vez que existe um desacoplamento entre a
discretizacao do contorno e a do dominio, tornando a expansao e reutilizacao de

codigos pré-existentes mais simples e direta. Porém, no caso de meios heterogéneos
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ainda dificilmente serd possivel evitar a discretizacao de todo o dominio, visto que
é necessario considerar no modelo as diferentes propriedades do material. Contudo,
pode-se pensar posteriormente em utilizar técnicas de sub-regioes para a modelagem

de meios nao-homogeéneos de modo a evitar este tipo de discretizacao.

Deste modo, a presente tese tem como objetivo dar continuidade aos trabalhos de
Peixoto et al. (2018)) e [Peixoto et al| (2017)) cujas implementagdes numéricas se
encontram no programa Insane descrito previamente (se¢ao . Assim como nestes
trabalhos, serd empregada a formulagao implicita do MEC, bem como um algoritmo
automatico de geracao de células que acompanha a trajetéria da fissura ao longo
do dominio sélido. Nos trabalhos de [Peixoto et al. (2018) e [Peixoto et al. (2017)
foram empregadas células com descontinuidade embutida, capazes de representar
apenas saltos uniformes para o campo de deslocamentos em seu interior. Anadlises
empregando este tipo de célula apresentam o fenomeno de travamento de tensoes que
estd associado a uma rigidez irreal na resposta estrutural devido a inabilidade das
células uniformes em representar o movimento rotacional relativo entre suas partes
dividas pela linha de descontinuidade. Portanto, a grande contribuicao desta tese é
o desenvolvimento de células com descontinuidade embutida, capazes de representar
saltos nao-uniformes para o campo de deslocamentos em seu interior. Células nao-
uniformes nao apresentam o fenomeno de travamento de tensoes, o que as tornam
mais adequadas na representacao do movimento de abertura da fissura que ocorre

durante o processo de carregamento ao longo da analise nao-linear.

Deste modo, a célula desenvolvida neste trabalho tem aplicacao em problemas de
fratura bidimensional cujos meios sejam homogéneos, considerando os modos de
abertura I, II e/ou modo misto. Além disto, a presente formulagdo permite a
analise de problemas com multiplas linhas de descontinuidade, além de ser facilmente

expansivel a outros modelos constitutivos.
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Capitulo 2

Aproximacao Continua de
Descontinuidades Fortes

2.1 Introducao

Neste capitulo ¢ desenvolvida a fundamentagao tedrica necessaria para a conside-
racao de descontinuidades em modelos constitutivos continuos, independentes do
tempo e em regime de deformagoes infinitesimais. Inicialmente é considerado um
problema unidimensional com o intuito de ilustrar a falta de unicidade na solugao
de problemas de fratura quando empregados modelos constitutivos continuos dota-
dos de amolecimento na represetacao de bandas de localizagao de deformagoes. Em
seguida, para o caso bidimensional sao desenvolvidas as cinematicas de descontinui-
dades fracas e fortes e uma cinematica regularizada capaz de representar os dois

regimes de descontinuidades através de um 1nico conjunto de equagoes.

Posteriormente, sao apresentadas as equagoes de governo do problema de valor de
contorno além de ser realizada a analise de bifurcacao descontinua caracterizada pelo
surgimento de uma banda de localizacao de deformacoes. Desta forma, também é
realizada a andlise de descontinuidade forte onde sao determinadas as condigoes
necessarias para a compatibilidade do modelo constitutivo com as cinematicas de

descontinuidades desenvolvidas. Por fim, é apresentado o modelo de banda variavel
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onde é estabelecida a transicao entre os dois regimes de descontinuidades, além de
ser calculada a energia consumida no regime de descontinuidade forte, ou seja, a

energia consumida no processo de formacao da trinca.

2.2 Exemplo Unidimensional Ilustrativo

O emprego de modelos constitutivos continuos dotados de amolecimento na represe-
tagao de bandas de localizacao de deformagcoes em problemas de fratura, resulta em
falta de objetividade quanto ao refino de malha nas solu¢oes numeéricas. Para ilus-
trar este comportamento emprega-se aqui um exemplo unidimensional ilustrativo,

como apresentado por |Jirasek| (2007)).

Considera-se inicialmente uma barra de comprimento L e se¢ao transversal constante
de area A, tal que L seja muito maior que as outras duas dimensoes da barra. Esta
barra é tensionada uniaxialmente conforme ilustrado na figura 2.1 O material da
barra é homogéneo e obedece a uma relagao constitutiva linear elastica até atingir
a tensao de pico, f;. Ap0s este ponto uma lei de amolecimento linear é considerada.

A deformacao da barra ao tingir a tensao de pico é de ¢, = %,

sendo £ o modulo
de elasticidade. J& a deformagao atingida pela barra no ponto em que a mesma se

torna incapaz de transferir tensoes ¢ denominada por ;.
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Figura 2.1: (a) Barra sob tragao, (b) distribuicao de deformagoes, continuas por partes.

Considera-se agora que a barra seja tracionada uniaxialmente através da imposicao
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de um deslocamento crescente, u, em sua extremidade direita. O comportamento
da barra permanecerd linear elastico até que o deslocamento u, = Le, seja atin-
gido. Neste instante a for¢a transmitida pela barra ao seu suporte atinge o valor
maximo de F, = Af;. A partir deste ponto a resisténcia da barra comeca a decrescer
sendo que, a cada secao transversal, a tensao pode decrescer acompanhada de um
decréscimo na deformagao (descarregamento eldstico) ou a tensdo pode decrescer
acompanhada de um aumento na deformacao (amolecimento linear). A imposi¢ao
da condicao de equilibrio estatico implica que a tensao deve permanecer uniforme
ao longo de toda a barra. Contudo, para um determinado estado de tensao &,
entre 0 e f;, existem dois valores possiveis de deformacoes que atendem a relacao
constitutiva (figura . Neste caso, a distribuicao de deformagoes nao precisa ne-
cessariamente manter-se uniforme, podendo assumir uma configuracao arbitraria,
continua por partes variando entre €, e ¢;, conforme ilustrado na figura [2.1b.

O A F A
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€e €o € €f € Le, Léf U

Figura 2.2: (a) Diagrama tensao-deformacdo com amolecimento linear, (b) diagrama

forga-deslocamento com diferentes comportamentos pés-pico admissiveis.

A medida que o deslocamento é imposto na barra a tensao decai até 0 fazendo
com que a deformacao na regiao ineldstica seja €; = €; e a deformacao na regiao

com descarregamento elastico atinja valor nulo, ¢, = 0. Denotando-se por L; e
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L., = L — L; os comprimentos relativos as regioes com amolecimento e com des-
carregamento elastico, respectivamente, tem-se que o alongamento total da barra
neste instante serd dado por us = L;e; + Le.e. = Lies. Contudo, o comprimento
L; pode assumir qualquer valor entre 0 e L sendo, portanto, indeterminado. No
caso das solugoes numéricas, este comprimento pode ser associado ao tamanho dos
elementos de discretizacao adotados. Desta forma, o problema apresenta infinitas
solugoes possiveis fazendo com que o comportamento pds-pico da curva carga X
deslocamento assuma o aspecto apresentado na figura 2.2b. As solugdes limitrofes
sdo representadas pelo caso de amolecimento total (L; = L, uy = Ley) e pelo caso
de descarregamento eldstico (L. = L, uy = 0). Este ultimo caso representa a situa-
¢ao onde o descarregamento ocorre imediatamente antes do surgimento de qualquer
amolecimento de modo que nao haja nenhuma dissipagao de energia. Neste caso, to-
das as outras solucoes apresentam um processo de degradacao estrutural onde parte

da barra apresenta dano em algum grau.

2.3 Problema Bidimensional

2.3.1 Cinematica com Descontinuidades

Nesta secao sao desenvolvidas as cinematicas de descontinuidades fracas e fortes
para o caso bidimensional. Deste modo, tendo em vista a figura 2.3 admite-se
inicialmente um sélido bidimensional de dominio €2 interceptado por uma linha de
descontinuidade S cuja orientacao é definida através do vetor normal unitario n;.
Esta linha divide o sélido nos subdominios QF e Q~, tal que n; aponta para Q.
Além disto, a linha de descontinuidade esta contida em uma banda de localizacao
de deformacoes €, que, por sua vez, é delimitada pelas linhas St e S~. Em vista

disto, e para uma melhor compreensao da geometria da banda de localizacao de
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deformacoes ), e da orientacao das linhas S, ST e S~, também ¢ considerado um
sistema de coordenadas curvilineas definido por {y, (}. Este sistema de coordenadas,
de base ortonormal {&,,é.}, possui fatores de escala r,(x,() e r¢(x, (), de modo
que ds, = rydx e ds¢ = r¢cdC. Neste caso, os valores de ds, e ds; correspondem aos

comprimentos infinitesimais ao longo das coordenadas y e (, respectivamente.

Com base na figura [2.3] e no sistema de coordenadas definido anteriormente, as

linhas S, ST e S~ sao definidas, respectivamente, por:

8= {X(x,¢) € Q| ¢ =0} (2.1a)
S = {X(x.Q) € Q| ¢ =) (2.1b)
S = {X(x.Q) €| ¢=C) (2.10)

onde o vetor X, presente nas equacoes @, representa o conjunto de pontos perten-

centes a (2.

Ja o dominio da banda de localizagao de deformacoes, €2, é definido como:

Q= A{X(x. QI¢C e [¢. ¢TI} (2.2)

Além disto, adota-se um parametro h(x) que define a largura representativa de €, e
que é comumente chamado de largura de banda. Portanto, a magnitude da largura

de banda é dada por:

h(x) = r(x, 0)(¢T = ¢7) (2.3)
Por fim, o dominio € é definido através da uniao dos dominios QF, Q™ e €, ou seja,
Q=0TUQ U Q,.
2.3.1.1 Descontinuidade Fraca

O regime de descontinuidade fraca, esbocado na figura 2.3 é caracterizado pela

presenca de um campo de deslocamentos continuo e um campo de deformacoes
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descontinuo, porém finito, ao longo do dominio 2. Além disto, os saltos no campo

de deformagoes ocorrem nas linhas St e S~ que delimitam a banda de localizacao

de deformacoes €2y,

S S St

Figura 2.3: Cinemdatica de descontinuidade fraca.

Desta forma, admite-se o seguinte campo de deslocamentos u;, em termos de taxa,

ao longo do dominio 2:

w(X, 1) = (X, t) + Hao, (X, )] (X, 1) (2.4)

Na equacao a variavel t representa o tempo, o termo () representa a derivada
temporal de (-), as fungoes w; e [u;](X,t) representam fungoes continuas de deslo-

camentos do tipo C° e, por fim, a funcao Hg, representa a fungdo rampa, continua

no dominio 2, e definida como:

0, se XeQ\Q,
Ho, = 1, se XeQh\Q, (2.5)
se X e
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onde as seguintes relacoes sao validas:

Q_\Qb =0 — (Q_ N Qb) (26&)

QN = QF — (TN Q) (2.6b)

Além disto, observa-se que a funcdo rampa apresenta um salto unitario entre as

linhas ST e 8, ou seja, para uma mesma coordenada y, tem-se que:

[[HQb]] = HQb(CJr?t) - HQb(givt) =1 VX (27)

Deste modo, pode-se definir o gradiente da funcao rampa, em sua forma estendida,

conforme a seguinte expressao:

1y '_i({)HQbé iaHQbé B ié
Qpyi — r aC ¢ X MQb hC ¢

Ty OX
he(x, €) = e Q¢ = ¢7) (2.8)

he(x;0) = 7¢(x, 0)(¢CT = ¢7) = h(x)

Na equacao o termo g, representa uma fungao de colocagao definida sobre o
dominio €2y, tal que as seguintes relagoes sao validas:

1, se Xe

Lo, = 2.9
: {0, se X & (29)

Considerando o regime de deformacoes infinitesimais, em conjunto com a equa-
¢ao 2.8, pode-se definir o campo de deformagoes levando-se em conta a parte simé-

trica do gradiente do campo de deslocamentos %; (equagao [2.4)), isto é:

Ha,

S (o] + Tigal) + S ([0 + [g]é)  (2.20)

. 1 =~ =~
€j(X,t) = 5ty +uji) + 2he ;

Na equacao o termo é¢ refere-se as projecoes de é¢ no sistema de coordenadas
cartesianas. Além disto, esta equacao é caracterizada pela presenca de uma parcela
continua e outra descontinua, ou seja, a parcela continua é composta pelos dois pri-

meiros termos a direita do sinal de igualdade e a parcela descontinua é composta
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pelo ltimo termo a direita do sinal de igualdade. Neste caso, esta tltima par-
cela representa descontinuidades de deformacoes nas linhas St e S~. Portanto, as
equagoes [2.4] e (1;(X,t) e €;(X,t)) definem por completo a cinemética de des-
continuidade fraca que é caracterizada por um campo de deformacoes descontinuo e

finito no dominio §2.

2.3.1.2 Descontinuidade Forte

A cinematica de descontinuidade forte é caracterizada como o caso limite da cine-
madtica de descontinuidade fraca, ou seja, quando as linhas ST e S~ tendem para a
linha de descontinuidade S. Neste caso, a banda de localizacao de deformacoes €2,
colapsa na linha S e a largura de banda h(x) tende a zero juntamente com as co-

ordenadas ¢t e (. Portanto, a cinemadtica de descontinuidade forte é representada

através da figura [2.4]

Figura 2.4: Cinemdtica de descontinuidade forte.

Deste modo, a funcao rampa Hq, assume a forma da funcao degrau unitario que

também ¢é chamada de funcao de Heaviside. Esta funcao ¢ definida conforme a
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seguinte expressao:

Hs(X) =

0, se Xe~
(2.11)

I, se XeQt

Portanto, a funcao que representa o campo de deslocamentos assume o seguinte
formato:

0(X, 1) = (X, 1) + Hs(X) ] (X, 1) (2.12)

Ou seja, analisando a equagao [2.12] observa-se que agora o campo de deslocamentos
é descontinuo ao longo da linha & e a magnitude da descontinuidade é dada por
[u;](X,t) que, por sua vez, representa o salto no campo dos deslocamentos. Desta
forma, a partir da equagao encontra-se o campo de deformacgoes ao longo do

dominio €2, isto é:

. 1 kS - HS . . 55 . .

&i(X, 1) = 5 (uig + i) + o ([aig] + [aa]) + 5 ([aing + [ay]n) (2.13)
Na equagao [2.13] o termo ds representa a fungao delta de Dirac ao longo da linha S.
Além disto, pode ser observado que esta equacao é composta pela soma de trés ter-
mos, ou seja, a soma dos dois primeiros termos representa uma parcela descontinua

e finita enquanto que o ultimo termo representa uma parcela que é infinita ao longo
da linha S.
2.3.1.3 Cinematica Regularizada

A partir de agora, define-se uma cinematica regularizada capaz de representar os

dois regimes de descontinuidades em um unico conjunto de equacoes.
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Figura 2.5: Cinematica regularizada.

Esta cinemadtica é esbogada através da figura [2.5] sendo definida através do seguinte

conjunto de equacoes:

i (X, ) = it (X, ) + Hs (X) ] (X, 1) (2.14)
iy (Xot) = o g+ y0) + 22 (L] + i) + 525 (Ll + [ (215)
J ? 2 5J 75 2 5J Js 5 2h (C) J J
€i; (finito) [€i;] (infinito ;;ando h(¢)—0)

Na equagao [2.15 o termo ps representa uma fungao de colocagao sobre a linha S

onde tem-se que:

1, se XeS§ (2.16)
M = .
s 0, se X¢S8

A partir de uma andlise das equagoes [2.14] e é observado que estas expressoes
podem representar, a partir de algumas consideracoes, a cineméatica de descontinui-
dade fraca. Ou seja, considerando inicialmente o campo de deslocamentos, nota-se
que, se a largura de banda h(() for suficientemente pequena, a equagao sera
compativel com a equacdo 2.4 uma vez que as linhas S* e S~ estardo suficiente
proximas da linha S. Portanto, o salto no campo de deslocamentos ocorrera ao

longo de uma largura de banda extremamente pequena podendo, desta maneira,
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considerar a equacao [2.14] como equivalente a equagao [2.4] Com relagdo ao campo
de deformagoes, observa-se que a parcela €; na equagao difere da mesma par-
cela na equagao [2.10] apenas pelo fato desta primeira apresentar a funcao degrau e
esta tltima apresentar a func¢ao rampa. Além disto, o termo [¢;;] na equagao m
coincide com o termo respectivo na equagao Desta forma, para uma largura de
banda suficientemente pequena, a funcao rampa pode ser aproximada pela fungao
degrau e, portanto, a equacao pode ser representada através da equacao [2.15]
Pode-se notar ainda que quando a largura de banda tende a zero (h(¢) — 0) a

cinemédtica definida pelas equagoes e se aproxima da cinemética de descon-

tinuidade forte definida pelas equacoes e , uma vez que que o termo 2}‘:&)

tende a funcao delta de Dirac (#(SC) — (53). No entanto, deve ser observado que a

equacao nao é compativel com a equacgao , uma vez que €; # %(u” + ;).
Deste modo, a compatibilidade é alcancada apenas quando a largura de banda tende

a zero (h(¢) — 0).

Neste trabalho serao empregadas as equacoes e para descrever as cinem4-
ticas de descontinuidade fraca e forte e, além disto, também serd considerado um
modelo de banda variavel que é caracterizado pela evolucao da banda de localizagao
a partir de uma espessura finita hpg, no instante em que ocorre a bifurcagao, até

atingir valor nulo no inicio do regime de descontinuidade forte.

2.3.2 Equacgoes de Governo

Serao apresentadas as equacoes de governo do problema de valor de contorno para
meios bidimensionais que apresentam descontinuidades. Inicialmente é considerada
a figura [2.6| onde é mostrado um sélido bidimensional de dominio €2 e contorno I'.
Este contorno possui orientacao definida através do vetor normal v; que aponta para

fora do dominio.
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r=r,url,

Figura 2.6: Problema de valor de contorno bidimensional.

Deste modo, as equagoes de governo do problema sao dadas por:

04,5 + bl =0 em (217&)
w,=1u; em I, (2.17b)
oyvi=t, em I, (2.17¢)

Na equacao o termo b; representa as forcas de corpo atuantes no sélido e,
nas equacoes e[2.17d, os termos u; e t; representam, respectivamente, os des-
locamentos e as forgas de superficie prescritos. Ja a equacao representa as
condicoes de contorno essenciais e a equacao representa as condicoes de con-
torno naturais. Além destas equagoes, devem ser consideradas também as condicoes

de equilibrio na interface descontinua, isto é:

oyng =o;n; em S (2.18a)

i;
oy =oimn; (ogny; =ogn;) em S (2.18Db)

As condigoes apresentadas pelas equagoes [2.18) podem ser visualizadas através da

figura onde o termo Ufj representa a tensao nos pontos pertencentes a linha

de descontinuidade S e os termos 0;;- e 0;; representam as tensoes em QF e Q,

respectivamente.
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Deste modo, levando-se em conta a equacao [2.15] é encontrada uma equacao cons-

titutiva valida ao longo de todo o dominio €2, ou seja:

. = = = ,H . .
635 = Bl = Bl | (g + ) + 78([[%]']] + [[uj,i]])} (2.19)
o5 = Bl (65 + [é5]) =
EL l(qj ) + s ([ ;] + [54]) + fs ([a:]n; + [i;]n;) (2.19b)
ijkl 9 2%) 7,0 9 2y 7,0 2h (C) (IR 717" :

A equagao ¢ vélida na parte continua do dominio (2\S) enquanto que a
equacao [2.19b|é valida apenas na linha de descontinuidade (S§). Além disto, o termo

Et

iik Tepresenta o tensor constitutivo tangente que, normalmente, é dependente do

campo de tensoes e deformagoes no ponto material considerado.

2.3.3 Analise de Bifurcacao Descontinua

Serao estabelecidas as condigoes necessarias para a ocorréncia de bifurcacao descon-
tinua em meios cujo comportamento é independente do tempo considerando o regime
de deformacoes infinitesimais. Neste caso, a bifurcacao descontinua é caracterizada
pelo surgimento de uma banda de localizacao de deformacgoes de largura finita e é
associada a perda de estabilidade do meio material. Desta forma, esta banda é deli-
mitada por duas superficies que apresentam descontinuidades na taxa do campo de
deformagoes enquanto que a taxa do campo de deslocamentos permanece continua
caracterizando, portanto, o inicio do regime de descontinuidade fraca. Assim sendo,
ao longo da analise, a medida que a largura da banda de localizacao se aproxima de
zero, as duas superficies se colapsam em uma linha de descontinuidade dando inicio

ao regime de descontinuidade forte.

As condicoes para ocorréncia de localizacao de deformacoes sao apresentadas com
o auxilio da figura onde é mostrado um sélido homogéneo bidimensional de

dominio €. Deste modo, denotando-se por €;; o campo de deformacoes ao longo
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deste dominio, determinam-se as condicoes necessarias para que a taxa do campo
de deformacoes (€;;) se torne descontinua ao longo de duas superficies paralelas que
delimitam uma banda 2, tal que 2, C 2. Portanto, inicialmente é definida uma

base ortonormal {n, p,q} como mostrado através da figura .

Figura 2.7: Banda de localizagao de deformagoes em um dominio sélido.

Sabendo-se que a descontinuidade no campo de deformacoes ocorre apenas ao longo
da direcao do vetor normal unitario n, e sabendo-se ainda que a taxa do campo de
deslocamentos (u;) permanece continua, tem-se que as derivadas direcionais de ;,

ao longo de p e q, devem permanecer uniformes, isto é:

(Oqtts)™ — (Oqtts) ™™ = [0qts] = [ttij]q; =0 (2.20a)

(apui)ﬂb - (apui)Q\Qb = [[apui]] = [[ui,j]]pj =0 (2~20b)

Nas equagoes o termo [-] representa a diferenga entre os valores de (-) dentro
() e fora (2\€2) da banda de localizacdo. Além disto, os termos Oq4(-) € Op(+)
representam as derivadas direcionais de (+) ao longo de q e p, respectivamente. Ou
seja, estas equagoes esbocam a uniformidade da taxa do campo de deformacgoes ao
longo das diregoes p e q. Portanto, baseado nestas equacoes, a nao-uniformidade

deste campo ao longo da direcao de n pode ser caracterizada através da seguinte
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expressao:

[

[iwi]n; = &™mi #0 = [u,] = d™min, (2.21)

Neste caso, a equacao define uma restricao cinematica a qual a taxa de de-
formacoes esta sujeita para que o surgimento do salto neste campo seja possivel.
Além disto, nesta equacdo, o termo m¢ representa um vetor unitdrio associado a
dire¢ao do salto no campo de deslocamentos e o termo &™ estd associado a mag-
nitude deste salto. Portanto, aplicando a relacao entre deslocamento e deformacao
a equagao [2.21] encontra-se a condigao de compatibilidade cinemdtica dada através

da seguinte expressao:
. 1. . 1 d d L m
[éis] = 5 ([ais] + [as]) = 5 (min; +mjni)a (2.22)

Além da condicao de compatibilidade cinematica (equagao , a condicao de equi-
librio também deve ser satisfeita na interface descontinua. Esta condicao esta rela-
cionada a continuidade do vetor de forcas de superficie ao longo da descontinuidade,
ou seja:

[6in;] = [6i]n; =0 (2.23)

Isto é, as equacoes e sao condicoes necessarias para o surgimento de lo-
calizacao de deformacoes no meio material. Deste modo, considerando a relagao
constitutiva incremental para modelos constitutivos independentes do tempo, tem-
se:

Gij = Ejjiér (2.24)

)

Assume-se que um unico tensor constitutivo tangente, representado por Efjkl, des-

creve o comportamento do material dentro e fora da banda de localizacao (bifurcagao
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continua). Ou seja, utilizando a rela¢do constitutiva incremental (equagao|2.24)), jun-

tamente com a equagao de compatibilidade cinemética (equagao [2.22)), encontra-se:

t

[6:] = Ejjaléis] = 2] (m{n; +min;)a (2.25)

Ou seja, a equagao [2.25 representa a diferenca da taxa das tensoes dentro e fora da

banda de localizagao.

Deste modo, substituindo agora a equacao na equacao de equilibrio da interface

descontinua (equacao [2.23), obtém-se:

[63;]n; = (ni Efjpyma)mi = Qjumig = 0 (2.26)

onde o termo @) representa o tensor de localizagao que também ¢ conhecido como
tensor acustico por estar associado a velocidade de propagacao de ondas em meios

solidos.

Portanto, com base na equagao [2.26 observa-se que o sistema de equagoes tera
solucdo nao-trivial (m{ # 0) apenas quando o determinante do tensor de localizacio

for nulo, ou seja:

det(Qjx) = det(n; E};,ny) = 0 (2.27)

Isto é, a equacao deve ser satisfeita para que haja bifurcacao no campo de

tensoes e deformagoes.

Além da condigao de bifurcagao continua (equagao também poderia ser obtida
uma condicao para bifurcacao descontinua onde tensores constitutivos tangentes
distintos descreveriam o comportamento do material dentro e fora da banda de
localizagao. Contudo, neste trabalho, adota-se apenas a condi¢ao de bifurcagao
continua, uma vez que esta corresponde a um caso limite da bifurcacao descontinua
e, portanto, pode ser entendida como o caso mais desfavoravel para a ocorréncia

deste tipo de bifurcacao (Rice e Rudnicki, [1980)).
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2.3.4 Modelo Constitutivo de Dano Isotrépico

Neste trabalho é adotado o modelo constitutivo de dano isotrépico assim como des-
crito em |Peixoto et al| (2018). As equacoes que descrevem este modelo podem ser

sintetizadas através das seguintes expressoes:

. 1 o

Energia livre: (€5, 7) = [1 — D(r)]Yo(€i5), ol€ij) = §€ijEijklekl (2.28a)
a ]

Equacao constitutiva: o;; = % =(1- D)Efjklekl = Eijki€n (2.28Db)
€ij

Varigvel de dano: D = D(r) =1 — M, D €[0,1] (2.28c¢)

r
) r € [ry,00),
Lei de evolugao da variavel interna: 7 = A, (2.28d)
—

To = 7"|t:0 =VE
Critério de dano: F(e;j,7) = 7. —r = y /€ B e — 7 (esp. def.) (2.28e)
Condicoes de carreg.-descarreg.: F <0, A>0, A\F =0, A =0 (2.28f)
q € [0,7,),

Lei de amolecimento: ¢ = H(r)r, (H =¢'(r) <0), (2.28g)
Q|t:0 =To

onde r é a varidvel interna escalar do tipo deformacao (r € [r,,o0);r, = 7|4=0), D
¢ a varidvel de dano escalar (D € [0,1]), f; é a tensao de resisténcia a tragao do
material, F' é a funcio de dano definida no espaco das deformacoes e 7. é a chamada
deformagao equivalente. Neste caso, é adotado o mesmo critério de dano empregado

por |Oliver, Huespe, Blanco, e Linero| (2006) onde 7. é expresso como:

sendo:

Ndim
J’_ . ~ ~
Ez’j = E <ek>ek X e (230)
k=1
onde o termo €, representa a k-ésima deformacao principal, €, é um vetor unitario

na direcao principal correspondente, ou seja, o dano evolui com base apenas em

alongamentos e {(e;) = (|ex] + €x)/2.
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E por fim, uma relacao constitutiva incremental, para condicao de carregamento

ineldstico (7 = 7,), pode ser obtida a partir da equacao [2.28b} isto é:

. oD\ . .,
= LYjjkI€kl — <E)TEijkl€kl

oD T, o )
= [Eijkl - (W) (@) Eijrse'rs:| €kl

_ ot
—EijklEkl

(2.31)

onde Ej;;, neste caso, é o tensor constitutivo tangente para modelos de dano iso-
trépico.
2.3.4.1 Analise de Bifurcagao Descontinua

O modulo de amolecimento que resulta na singularidade do tensor actstico foi obtido

por [Peixoto et al. (2018]) considerando o EPT e EPD. Para tal, pode-se escrever:

2 E para EPT

] q T
H(0) =1~ = (2.32)
" r?— 761‘710(9)61910(9) 1 £ 5 Dara EPD
—v
sendo:
epp = (€1 — €2)sen’0 + €2 (2.33a)
e = (1) = (€2))sen®0 + (e2) (2.33b)

onde os termos €; e €5 sao as deformagdes principais no plano com €; > € e, como

mencionado anteriormente, (e,) = (|ex] + €x)/2.

Portanto, o angulo critico pode ser obtido, tanto para o EPT quanto para o EPD,

através das seguintes expressoes:

e2((e1) — (€2)) + (e2)(e1 — €2)
2(e1 — €2)((€1) — (€2))

sen®d = G(e1, €3) = —

(2.34)
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onde:
G(er,e2) se 0 < G(e,e) <1

Sen2ecrit — 1 se g(61, 62)
(

> 1 (2.35)
0 se g 61,62) <0

Ou seja, substitutindo na equacao [2.32] o angulo critico obtido a partir das equa-

¢oes e 2.35, obtém-se 0 médulo de amolecimento critico, isto é, H"* = H(6).

2.3.4.2 Andlise de Descontinuidade Forte

A andlise de descontinuidade forte também foi realizada para o modelo constitutivo
de dano isotrépico descrito pelas equagoes 2.28] Esta andlise segue a mesma me-
todologia apresentada por |Oliver| (2000). Desta forma, as equagoes obtidas para o
modelo constitutivo discreto podem ser sintetizadas através das seguintes expres-

soes (Peixoto et al., [2018)):

Energia livre: llj(A[[Ui]]aW) =1[1 — w(Aa")]tho(Afui]); (2.362)
Yo(Afui]) = S A[wi] Q5 A ]

Equagao constitutiva: ¢; = % = (1 = w)Q5;Afu,] (2.36b)

Varidvel de dano: w = w(Aa*) =1— %, w € (—o0, 1] (2.36¢)

Lei de evolugao da varidvel interna: 8(2;)4*) =& =X, Aa*e0,00) (2.36d)

Critério de dano: G(A[u,], Aa*) = Tap) — Aa* = \/A[[ul]] HA[u;] — Aa”

(2.36e)

Condigoes de carreg.-descarreg.: G <0, A >0, MG =0, MG =0 (2.36f)
_ ] ¢ € 10,gsp],
Lei de amolecimento: ¢* = Ha*, (H = EH < 0), | ] (2.36g)
¢*li=tsp = qsp
onde a*, ¢* e H representam a varidvel interna discreta, a varidvel interna discreta

do tipo tensao e o modulo de amolecimento discreto, respectivamente. J& os termos

A", w e G, neste caso, constituem o multiplicador de dano discreto, a variavel discreta
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de dano e a funcao de escoamento discreta, respectivamente.

A partir das equagoes e [2.28D] chega-se & seguinte expressao para o campo de
tensoes sobre a linha de descontinuidade & durante o regime de descontinuidade

forte:

S . qs o |- 1
0ij = E’ijlekl lim {WEijkl [@cl + o7 (Alur]r + A[[Ul]]nk)}

. qs _ 1
= — =  F° _ 2.
’llli% { h?"SD T Ao E’L]k’l |:h6kl =+ 2(A[[uk]]nl + A[[ul]]nk)] } ( 37)

1
= %Eﬁm {g(A[[Uk]]nz + A[[Ul]]nk)]

A partir desta equacao, pode-se escrever:

| Aot
_(A[[ul]]n] + A[[uj]]n’L) - Ezyk:ll 0=

Aa* €S,ef
2 qs ds

ij

(2.38)

S 0-1_5 « - :
onde € el = B oy, é a chamada deformagao efetiva em S.

A equacao [2.38] é denominada equacao de descontinuidade forte e representa um

conjunto de seis equacoes algébricas, relacionando as componentes de tensao, UZ, as

componentes dos saltos nos deslocamentos, Afu;]. Esta equacao também pode ser

reescrita no formato matricial como:

Alul 3ALw] 2AL]| %ff el
il 00 =S| et @) @)
I 0 G G

Considerando o EPT e EPD a equagao [2.39] se resume a seguinte expressao:
e = 0 (2.40)

pp GPP

sendo eef = Efj’k_llakl = (1 — D)e;.

2.3.4.3 Energia Consumida no Regime de Descontinuidade Forte

A poténcia consumida durante um processo quase-estatico de deformacdao em um

dominio sélido €2 pode ser expressa como:

Q
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Restringindo a analise ao regime de descontinuidade forte, pode-se substituir a equa-

¢ao [2.13 na equagao [2.41], obtendo-se:
oijiydQl = [ oij &5 + - ([@lny + [4;]n) |92
Q Q
O\S= 1 )
- / i.\ €;dSY + / {2([[%]]71] + [[uj]]n@)] dS
o\S Js

S/

(2.42)

-~

Ps
onde Ps representa a poténcia consumida no desenvolvimento do salto no campo de

deslocamentos.

Considerando a continuidade das forgas de superficie em S e a simetria do tensor de

tensoes, pode-se reescrever:

Ps = / t,[i:]dS (2.43)

Deste modo, a energia total consumida durante o regime de descontinuidade forte

até o alivio total da tensoes, fica expressa como:

tsp tsp JS S tsp
—_———

Gsp

onde Ggp é a energia liberada em &, por unidade de area, durante o regime de
descontinuidade forte. No caso de poder ser desprezada a parcela de energia liberada
durante a transicao em regime de descontinuidade fraca, pode-se considerar este
termo como a energia de fratura, G, que, por sua vez, representa uma propriedade

do material.

A partir do modelo de dano discreto definido através das equagoes pode-se

reescrever a expressao de Ggp, definida na equagao [2.44] no seguinte formato:

too oo
GSD:/ qsd*dt:/ qg—dt / 15 dq (2.45)
tsp ts

onde a lei de amolecimento esbogada através da equacao foi empregada. No

caso de poder ser considerado Ggp ~ G, tem-se que gsp = ¢ = 7o = i Deste

VE
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modo, pode-se escrever:

0
1
Gy = /ft a5 (2.46)

VE
Por fim, a equacgao é resolvida considerando amolecimento linear, H constante,
e amolecimento exponencial, H(q) = A*q, onde A* é uma constante. Deste modo,

tem-se que:

i. Amolecimento linear:

i :J[_ﬂ;»ﬁz——f (2.47)

ii. Amolecimento exponencial:

1
==

0
* ft

= A" = — ;o H=-—

5 GVE GVE"

Gy

(2.48)

2.3.5 Modelo de Banda Variavel

A bifurcacao descontinua nos modelos constitutivos empregados neste trabalho pode
ocorrer, dependendo do estado de tensoes no momento da bifurcacao, em regime de
descontinuidade fraca ou forte. Deste modo, no caso em que as condic¢oes de desconti-
nuidade forte nao sao atendidas no instante da bifurcacao, deve ser considerada uma
cinemética apropriada que descreva a formacgao da banda de localizacao de defor-
macoes, cuja largura ird decrescer até atingir uma valor muito pequeno, compativel
com o regime de descontinuidade forte. Portanto, pode-se dividir o comportamento
do material em trés fases distintas durante o processo de carga: fase elastica, fase
ineldstica continua e fase inelastica descontinua. Esta ultima fase, por sua vez, é

subdividida nos regimes de descontinuidade fraca e forte.

Deste modo, para a fase eldstica admite-se que 0;; = EJ;€en. Jd com relagao a

fase inelastica continua, o modelo descrito na secao é aplicado diretamente

sendo que, a cada novo estado de deformacoes, a andlise de bifurcacao descrita na
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secao ¢ realizada, isto é, quando H® > H ocorre a bifurcacdao. Quanto
ao regime de descontinuidade fraca, caracterizado pela presenca de descontinuida-
des no campo de deformacoes, adota-se a cinemética regularizada descrita na se-
¢ao [2.3.1.3] com valores finitos de h, que pode ser interpretado como a espessura
da banda de localizacao. Assim, a medida que a analise progride, essa espessura
diminui continuamente, desde um valor hg no instante de bifurcagao, até um va-
lor nulo (numericamente falando, um parametro pequeno k), que marca o inicio do
regime de descontinuidade forte. A lei que rege a variagao desta banda é consi-
derada pré-definida, ou seja, entende-se que ela seja uma propriedade do material.
Uma representacao destas ideias é apresentada na figura 2.8 E por fim, no regime
de descontinuidade forte, caracterizado por descontinuidades no campo de desloca-
mentos e, consequentemente, pela presenca de deformacoes ilimitadas, emprega-se a

cinemaética regularizada apresentada na secao [2.3.1.3, com h = k =~ 0.
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k< h<hpg
tp <t<tsp
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Figura 2.8: Modelo de banda de varidvel: (a) instante da bifurcagao, (b) evolugao da

banda sob regime de descontinuidade fraca, (c) inicio do regime de descontinuidade forte,

(d) variacdo da espessura da banda de localizagao em relagao ao tempo.

2.3.5.1 Regime Inelastico Continuo

Com relagao ao modelo constitutivo de dano isotropico utilizam-se tanto leis de

amolecimento linear quanto exponencial. Ou seja, no caso de amolecimento linear,

tem-se (Peixoto et al., 2018):
(

To se 7 <1,
Q(r) =qr,+ H(r—r,) ser, <r < (r,— %) (2.49a)
> (p — To
\O se = (1, H)
)
0 se r <1,
D(T):l—M: 1—E—H[1—E} se T, <1 < (1o — %) (2.49b)
r r r
(1 se 1> (r,— %)
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Ja para amolecimento exponencial pode-se escrever:

) To se r<r, (2.50a)
q(r) = . .00a
rOeA '-35 se r > To
0 se r<r,
D(r)=1-— ar) _ . (2.50b)
" 1— 22075 se r>r,
T

onde A’ é uma constante positiva e, neste caso, é adotada a expressao apresentada

em Oliver et al.| (1990)) que é dada por:

G, 117"
AP — Lﬂ?_l]; — 5} (2.51)

onde o termo [* é um comprimento caracteristico correspondente a média dos com-
primentos dos lados de uma célula interna.
2.3.5.2 Regime com Descontinuidade Fraca

Para o regime de descontinuidade fraca é assumida a seguinte estrutura para o

modulo de amolecimento:

H(q) = H(q)h(q) (2.52)

)

oy

)

n -
)
N} 4

Figura 2.9: Variagao da largura de banda.

Deste modo, deve-se estabelecer uma lei de evolucao para a largura de banda h que

ir4 variar do valor hg # 0, no instante da bifurcacao, até o valor h = k(k — 0)
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quando tem inicio o regime de descontinuidade forte. Portanto, baseando-se na
figura define-se a variacao de h através de uma funcao decrescente, em funcao
da variavel interna do tipo tensao ¢, de modo que h = hg em ¢ = ¢g até atingir o

valor h = k em ¢ = qgp, ou seja:
k—h h —k
h(q) = (—B >q + <—BqSD qB> (2.53)
4sp — 4B 4dsp — 4B

Deste modo, a partir da equacao [2.52, pode-se escrever a seguinte expressao para

hBZ
[_{(QB)

H(a) (2.54)

b =

No caso do modelo de dano isotrépico, também foi considerada uma variacao li-
near de h(q) com relagdo a ¢ assim como mostrado na figura . Portanto, sao

encontradas as seguinte expressoes para ¢(r) e D(r), isto é (Peixoto et al., 2018):

k k %(73_7’)
q(r) = qsp — R + |98 —qsp + ¢ ! (2.55a)
1 k k PR
D(r) = 1_;[QSD_ §+ (QB_QSD+E):|62EGJ’( 577 se rg <r <Tsp
(2.55b)
2FG k
rSpD =Tp — fQ—Rf In (E) (2.55¢)
t
e
be c . -1
q(r) =b° { — <—+ ¢ QB)eb <’"B7">} (2.568)
aB
C C C —1
D(r)y=1- b— [ —a®+ (m) ebc(TB_T)} se rg<r<rsp (2.56D)
r 4B
1 qp [ b°+a‘qsp
=rp— 1 2.56
rsp =TB e n [qSD < - )} ( c)
onde:
hB - k ftR ft
R=——; «=—""—; 0=——(k—R 2.57
4B — 4sp Gf\/E Gf\/F( qsp) (2.57)

Neste caso, as equacoes e sao referentes ao amolecimento linear e ao amo-

lecimento exponencial, respectivamente.
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2.3.5.3 Regime com Descontinuidade Forte

No regime de descontinuidade forte, como destacada através da figura 2.9 tem-se

que:

h=k (2.58)

Com relagao ao modelo de dano isotrépico, obtém-se para amolecimento linear (Pei-

xoto et al., [2018]):

(r) =gqsp — fik (r—rsp) (2.59a)
q\r) = dsp 0BG, SD :

2k 1 k
D(r)=1+ ZéGf - [QSD + 2§GfTSD] se 1 >7Tgp (2.59Db)

Ja para amolecimento exponencial, encontra-se:

ftk _
Gf\/E(TSD T)

q(r) = gspe (2.60a)
gsp G (rsp—r)
D(r)=1— 2=e%VF se T >rsp (2.60Db)
r

Neste ultimo caso, considerando a introdugao direta do regime de descontinuidade

forte apds o fim do regime eldstico, tem-se que rgp = qsp = 1, (= ft/\/E) e,

portanto:
ro oz
D(r)y=1——e% " ™ se r>r, (2.61)

r
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Capitulo 3

Formulacao Implicita do Método
dos Elementos de Contorno para
Problemas com Descontinuidades

Neste capitulo é apresentada a formulagao implicita do MEC para problemas fisi-
camente nao-lineares na presenca de descontinuidades. A formulacao implicita para
problemas fisicamente nao-lineares foi originalmente desenvolvida por |Telles e Carrer
(1991)) e foi posteriormente aplicada a problemas de descontinuidade forte por Man-
zoli e Venturini (2004, 2007), Manzoli et al. (2009), Peixoto et al. (2017) e |Peixoto
et al.| (2018). Portanto, inicialmente sdo obtidas as equacgoes integrais para soli-
dos que apresentam comportamento fisicamente nao-linear em regime de pequenas
deformagoes onde leva-se em conta o teorema da reciprocidade de Betti (Aliabadi,
2002). Neste caso, primeiramente é apresentada a formulacao integral para meios
continuos convencionais que, em seguida, ¢ estendida a meios com a presenca de des-
continuidades. E por fim, através de um rearranjo matricial das equagoes obtidas
chega-se a uma unica equagao nao-linear, representada através de um vetor residuo

de deformacoes, tipica da formulacao implicita do MEC.
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3.1 Meios Continuos Convencionais

Inicialmente é considerado um sélido continuo de dominio €2 e de contornoI' = ', U T,
como apresentado pela figura[3.1} Neste caso, em I';, sdo prescritos os deslocamentos
e em [, as forcas de superficie. Além disto, também é considerado que um conjunto

de forcas externas por unidade de volume, b;, agem em §2.

n o3 T

Figura 3.1: Dominio sélido continuo.

Deste modo, este problema de valor de contorno pode ser descrito, em sua forma

diferencial, através das seguintes equacoes:

Gij; +bi=0 em Q (equilibrio interno) (3.1a)

€ij — %(uw +u;,) =0 em 0 (compatibilidade cinemética) (3.1b)
Gij — 0ij(¢;;) =0 em Q (compatibilidade constitutiva) (3.1¢)
w;=1u; em [, (c. c. essenciais) (3.1d)

giyn;=t; em I, (c.c. naturais) (3.1e)

As equagoes [3.1] sao validas para o regime quase-estatico com deformagoes infini-
tesimais e, além disto, na equagao o termo 7;;(é;;) representa qualquer fungao

constitutiva nao-linear.
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Portanto, para problemas ineldsticos multi-axiais, o tensor de deformacoes totais
) 9
pode ser expresso como:

e o
que, em termos de taxas, assume a seguinte forma:
. e -0
€ij = €j T €j (3.3)

As componentes de deformagcao €f; e €7;, presentes na equagao @, podem ser melhor

compreendidas através da figura (3.2

O’Ak
e -
GEC
T o
a(€) R A o
€€ € €

Figura 3.2: Trajetéria de equilibrio uni-axial arbitraria.

Esta figura representa a trajetéria de equilibrio nao-linear de um problema unidimen-
sional que, neste caso, ¢ completamente definida pela combinacao das componentes

€ e €’ Ou seja, a tensao em um determinado ponto pode ser determinada através

€
da subtragao de uma componente de tensao obtida pela relacao eldstica linear (E)

e um residuo (E°€°). Desta forma, considerando o caso mais geral possivel, é encon-

trada a seguinte expressao para a tensao em um ponto da trajetoria de equilibrio:
~ _ (0] (0] _ o o
Gij(ei) = Eijkl(ekl —€p) = Eijklekl — 0y (3.4)

onde of; = E7, €7, representa a parcela referente ao residuo.
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Além disto, assim como para as deformacoes totais, a equacao [3.4] pode ser escrita

em termos de taxa, isto é:

o

Gij(éij) = Ef(én — €4) = Efjpién — 63, (3.5)

3.1.1 Teorema do Trabalho Reciproco de Betti

Para a derivagao das equacoes integrais ¢ utilizado o teorema do trabalho reciproco
de Betti. Este teorema é obtido a partir da consideracao de dois estados deformados

e auto-equilibrados designados por (u;,t;,b;) e (ul,tf,bf). Neste caso, os termos u;

17710

e u! sao deslocamentos, ¢; e t7 sao forcas de superficie e b; e b} sao forgas de corpo.

Portanto, considerando as equacgoes e pode-se escrever a seguinte expressao

para a equacao de equilibrio interno:
Q Q Q

Integrando-se por partes o primeiro termo do lado direito da equagao [3.6] encontra-

sSe:

Q Q Q

Aplicando agora o teorema da divergéncia ao primeiro termo do lado direito da

equacao obtém-se:
Q r r

Desta forma, substituindo a equacao [3.8 na equacao [3.7], encontra-se:

Q r Q

Substituindo agora a equagao 3.9 na equacao [3.6] chega-se a seguinte expressao:

/ tourdl + / byl dQ = / Giju; ;d92 (3.10)
r Q Q ’
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Além disto, o ultimo termo presente na equacao [3.10| pode ser reescrito através
da consideragao das equagoes e e das simetrias associadas ao regime de

pequenas deformacoes em meios isotropicos, ou seja:

~ * o o - * o 0, %
Q Q Q

:/(El(c)liju;j)nlukdr_/(Eglijuzj),lukdﬂ_/(Elglz’ju;j)ézldQ
r Q Q

r Q Q
:/uztfdf—/az7juldQ—/aZefde

r Q Q

Assim sendo, substitutindo a expressao na expressao [3.10} tem-se:

/ tardl 4 / buldQ = / t¥;dD — / o7 i dQ — / o7;¢5,dS) (3.12)
r Q T Q Q

E por fim, levando-se em conta a condigao de equilibrio o}; ; = —b; na equagao W,

(3.11)

obtém-se:

/ faurdD + / by dQ) = / tridl + / b d) — / 07,¢2,dS) (3.13)
T Q r Q Q

A equacao representa o teorema do trabalho reciproco de Betti para problemas
fisicamente nao-lineares. A partir desta expressao sao obtidas as equacoes integrais
que governam o problema de valor de contorno, isto é: equagao integral para deslo-
camentos em pontos internos, equacao integral para deslocamento no contorno e a

equagao integral para deformacoes em pontos internos.

3.1.2 Equacao Integral para Deslocamentos em Pontos In-

ternos: Identidade de Somigliana

Considera-se a partir de agora que os estados deformados e auto-equilibrados de-

signados por (u;, t;,b;) e (uf,t7,bf) sejam definidos, respectivamente, no dominio

1771
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original e em um dominio infinito auxiliar. Deste modo, a equagao integral para
deslocamentos em pontos internos é obtida a partir da equagao [3.13] considerando o
problema fundamental de Kelvin. Ou seja, admite-se que a forga de corpo b} seja
uma carga concentrada unitaria atuando em um ponto X = & de um meio sélido
de dominio infinito, sob regime eldstico linear, tal que € € Qe & ¢ TI'. Portanto,

pode-se escrever:

by =6(X - &)F; (3.14)
onde P, = 1eotermo §(X — &) corresponde a funcao delta de Dirac que possui
a seguinte propriedade:

&) se £€0Q
/f(X)é(X—g)dQ _ e (3.15)
@ 0 se £€¢Q

Desta forma, substituindo a equacao [3.14] na equagao [3.13] encontra-se:

u;(§)P; = / uy;(€,X)t;(X) Pdl(X) — / t5.(€, X)u;(X) Pdl (X)
: _ r (3.16)
+ [ e X0 (X)PARX) + [ e X)5X) Pa(X)

onde as seguintes relacoes sao validas:

ui(X) = u;(§, X) By £5(X) = 155(&, X) P 05,(X) = 07,,(€, X) P, (3.17)

J

Os tensores uj; (€, X), t7;(§, X) e 07;,(§, X), presentes na equagao sao as solu-
¢oes fundamentais de Kelvin e representam, respectivamente, deslocamentos e forcas
de superficie na dire¢ao j e componentes de tensao jk num ponto de campo X devido

a uma carga concentrada no ponto fonte & aplicada na direcao .

Finalmente, a equacao pode ser desmembrada para cada direcao do espaco

euclidiano a partir do principio da superposicao resultando em:
6(6) = | (€. X080A0(X) ~ [ 16X (X)dr(X)
r r

n / € X0h, (X)dX) + [ € X (X)2X)

(3.18)
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Isto é, a equacao m representa a equacao integral para deslocamentos em pontos

internos que também é conhecida como Identidade de Somigliana.

3.1.3 Equacao Integral para Deslocamentos no Contorno

(EIC)

A equagao integral para deslocamentos em pontos internos (equagao [3.18) é vélida
apenas para o caso onde & € Qe & ¢ I'. Deste modo, a fim de que esta equagao
seja aplicavel a pontos do contorno, deve ser considerado o caso limite onde o ponto

fonte & tende para o dominio I'; isto é, & — T

Portanto, inicialmente é considerado um aumento do dominio do problema através
do acréscimo de uma secao circular conforme mostrado na figura 3.3 O contorno
acrescentado ao problema é centrado no ponto fonte &, possui raio € e é designado

por I'.. J& o dominio aumentado é denominado por §2..

I

Figura 3.3: Ponto fonte no contorno: dominio expandido.

Deste modo, no caso limite, quando ¢ — 0, o dominio original é recuperado e
o ponto fonte, neste caso, pertencera ao contorno. Portanto, levando-se em conta

o dominio indicado através da figura [3.3] juntamente com a equagao pode-se
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escrever a equagao integral para deslocamentos no contorno da seguinte forma:

i4(€) = lim 3, (€, X)1,(X)dr(X) — lim £, (6, X )iy (X)dT'(X)
e—0 I—I.+T. e—0 I—I.+T.
+lim [0 (€30b,(X0d2X) + ling [ 07,46, X)65,(X)d02X)
e—0 Q. e—0 Q.
(3.19)

Neste caso, a primeira equagao integral a direita na equacao pode ser expandida

resultando em:

lim uf; (€, X)t;(X)dl(X) =lim ul; (€, X)t;(X)dI(X)
e—0 I—I.+T. e—0 T, (3 20)
+lim [ (6, X)1,(X)dr(X)
E—> fs

onde a segunda integral a direita na equacao tende a zero quando ¢ — 0,
uma vez que a singularidade em seu ntcleo é da ordem de O(Inr). J4 a primeira
integral a direita pode ser integrada como uma integral imprépria e serd a tunica

parcela contabilizada na equagao final. Desta forma, tem-se que:

lim a3, (€, X)i; (X)dr(X) = / s, (€, X)f,(X)dr (X) (3.21)

€20 Jr_r.4T. r

Com relagao a segunda integral a direita na equacao pode-se escrever:

lim £2,(€, X)it;(X)dT'(X) = lim (€, X)i; (X)dI'(X)

e—0 I—I.+T. e—0

lim [ (6 X)ity (X)dI (X)

€

(3.22)

onde as duas equagoes integrais a direita na equacao [3.22] apresentam ntcleos for-
temente singulares da ordem de O(r~!). Portanto, o limite da primeira integral
existirda apenas no sentido do valor principal de Cauchy onde, neste caso, o campo
(X) deve atender a condi¢ao de continuidade de Holder em £. J& a segunda in-
tegral é regularizada considerando uma expansao dos deslocamentos em torno do
ponto fonte através do primeiro termo da série de Taylor, ou seja:

lim | 45(&, Xy (X)dI(X) = lim [ 255(&, X)[i1;(X) = 5(§)]dT'(X)

e—0 T e—0 T

+ u(€) {1_13% /F t:j(£7X)dF(X)1 (3.23)
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Neste caso, o primeiro termo a direita na equacgao [3.23| resulta em valor nulo devido
a condi¢cao de continuidade para a taxa do campo de deslocamentos. Ja o segundo
termo ¢é obtido através de uma integracao analitica originando, desta forma, um
tensor de termos livres que é funcao apenas da geometria do contorno em torno do
ponto fonte € e das propriedades constitutivas do material. Portanto, substituindo a
equacao [3.23] j4 com as devidas simplificagoes, na equacao ¢é obtida a seguinte

expressao:

tin [ (6 X)0MX) = | 16 X)i,(X)d0X)
I'—Te+Te r

i) i [ 16, X00r(x)] o

onde o trago na integral a direita do sinal de igualdade é empregado para designar

que a integral existirda apenas no sentido do valor principal de Cauchy.

E por fim, com relacao a ultima integral a direita na equacao [3.19 é constatado

que seu nucleo apresenta apenas singularidade fraca. Deste modo, substituindo as
equagoes [3.21] e [3.24 na equagao [3.19] encontra-se:
6(§) = [ (6 XLEOIX) - £ 16 X)i,(X)ar(X)
r r

~ie) 1y [ €000 00] + [ e X000 329
+ [ rule X xpdnc)

Rearranjando as integrais presentes na equagao e sabendo-se que 4;(§) = d;;1u;(§),

obtém-se:

cs(©)is(©) = [ (€ XL ~ f (€ X (X)dr(X)
r r (3.26)

n / s (6, X)b; (X)dUX) + / 07, (€, X)e2,(X)dQ(X)

A equacao [3.26] representa a equacao integral para deslocamentos no contorno onde,

neste caso, o termo ¢;;(£§) é definido através da seguinte expressao:

cii (&) = 0; + hm/ (&, X)dl'(X) (3.27)
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Para pontos fontes em regiodes suaves do contorno a solucao da equacao [3.27 resulta
em ¢;; = (1/2)6;;. Ja para o caso de quinas, os termos livres podem ser avaliados
diretamente a partir da equacgao |3.27, em termos do angulo formado pela quina, ou
entao a partir da consideragao de movimento de corpo livre resultando, desta forma,

em uma dependéncia explicita das constantes elasticas do material.

3.1.4 Equacao Integral para Deformacgoes Internas

A equacao integral para deformacgoes em pontos internos pode ser obtida a partir
da equacao integral para deslocamentos em pontos internos utilizando a seguinte

relacao cinemética:

1

5[%]‘ (&) +u;:(8)] (3.28)

€ij (&) =
A derivacao das trés primeiras integrais a direita do sinal de igualdade na equa-
¢ao [3.18 pode ser realizada diretamente, j& que as integrais de contorno nao possuem

singularidade e uma vez que a integral de dominio apresenta apenas singularidade

fraca. Com isso, surgem dois novos tensores, ou seja:

B(EX) = L [1y (€. X + 15,6 X) ] (3.30)

Contudo, a integral de domfnio que contém o termo ineldstico (¢;) deve receber um

tratamento especial em virtude das derivagoes de Ujjk(ﬁ , X) produzirem tensores de
singularidade forte quando & e X coincidem. Em vista disto, é admitida a exclusao
de um circulo de raio € do dominio €2 de tal forma que o circulo esteja centrado no

ponto fonte & (figura . Assim sendo, o novo dominio é designado por (..
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Figura 3.4: Subdominio €2; C 2 considerando a exclusao de um circulo.

Deste modo, designando por V; a tltima integral da equacgao [3.18, obtém-se a se-

guinte expressao para o gradiente de V; com relagao ao ponto fonte (Brebbia et al.

1984)):
: 0 . o
Vil =ty | 3 [ otule 08.X0000% (331)
onde o dominio 2., neste caso, é fungao da posicao do ponto fonte, ou seja, 2. = Q.(&).

Desta forma, para tratar de forma adequada o termo entre colchetes na equacao|3.31],

pode-se utilizar a férmula de Leibnitz:

d p2(a) p2(a) df

dx — f(¢1, oz)ﬂ + f(¢po, a)% (3.32)

fz,a)dx = / C(lia

dae J g, () bi(a) da

Assim sendo, levando-se em conta a equagao [3.31} tem-se que os termos «, ¢1(a) e
¢2(a) correspondem, respectivamente, as coordenandas de &, ao contorno I'. e ao
contorno I['. Neste caso, uma vez que I' é fixo, deve-se ainda considerar que % = 0.
Portanto, aplicando a equacao |3.32| a equacao |3.31}, obtém-se:
‘/z',l|£ = lli% { /Q [U:jk,l(ga X){g]ez’k(X)dQ(X)
‘ (3.33)
- [ otule X mxarx) |

I
onde 7, representa as componentes do vetor unitario ortogonal a I'. assim como

apresentado através da figura[3.4] Além disto, também foi levado em conta a seguinte
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relagao:

ri=—=mn; para X €I, (3.34)

onder; = X; — &.

A primeira integral da equagao [3.33] existe apenas no sentido do valor principal de
Cauchy desde que o termo ¢;; satisfaca a condicao de continuidade de Holder em &.

Portanto, pode-se escrever:

i | (o€ X)) 5 (X)) = ][ [0550(6. X)| ] (X)duX)  (3.35)

e—0

Assim sendo, uma vez que na equacao para deformacoes a parte simétrica do gradi-

ente é requerida, convém definir:

1
o€ X) = 5 [070,(& X) | + 0506 X)) (3.36)
2

Desta forma, no tratamento da segunda integral presente na equacao [3.33| é consi-
derada uma expansao em série de Taylor da taxa das deformagoes iniciais em torno
de &, ou seja:

€r;(X) = €7;(8) + [Xi — &€l (&) + -+ (3.37)
Por conseguinte, aplicando a equagao[3.37]a tltima integral da equacao([3.33] encontra-
se:

e—0 T
>

lim [ 055(&, X)X (X)dT(X) = é5,(€) lim / o1 (€. X)m(X)dr(X) (3.38)

—_[€
- Fijkl

Neste caso, os termos lineares e de ordens superiores presentes na equacao |3.37),
quando aplicados a tltima integral da equagao[3.33] resultam em nicleos despreziveis

quando ¢ — 0.

A integral em destaque na equagao |3.38, designada por F,, representa um termo

livre que é obtido analiticamente. Além disto, uma vez que a parte simétrica do
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gradiente definido na equacao [3.31] é necessaria a formulacao da equacgao integral
para deformacoes, deve-se definir um outro termo livre que é obtido através da

seguinte expressao:

€€ 1 € €
ikl = §[Fz’kzj + Fiil (3.39)

E por fim, considerando as equacoes [3.29] [3.30] [3.36] e [3.39] juntamente com as

equagoes e [3.28, obtém-se a equagao integral para a taxa de deformacoes em

pontos internos, ou seja:

(€)= / (€, X)in(X)dD(X) — / (€ X (X)dT(X)
r r (3.40)

" / (6, X)h(X)AQ(X) + ][ 07 a(€. X)E(X)AUX) + Fuel (€)

3.2 Meios com Presenca de Descontinuidades

3.2.1 Reformulagao das Equagoes Cinematicas

Por questoes numéricas, inicialmente é realizada uma reformulagao da cinematica
regularizada, apresentada na secao para permitir a distribuicao dos efeitos
da superficie descontinua sobre uma regiao finita e arbitraria do dominio (Manzoli e
Venturini, 2004)). Portanto, é definido um subdominio 2, contido em € e ao redor

de S, assim como apresentado através da figura [3.5]

Figura 3.5: Subdominio arbitrario {2, em torno da superficie descontinua.
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Também deve ser considerada uma funcao continua ¢(X), e arbitraria em €2, que

atende as seguintes condigoes:

0, para X € Q7\Q
p(X) = ’ (3.41)
1, para X € Q1\QF

Portanto, levando-se em conta a equacao [3.41] e a figura [3.5] pode-se escrever a

equagao da seguinte forma:

(X, 1) = (X, 1) + O[] (X, 1) + [Hs(X) — oKl (X. )

i (X,t) ME(X) (3.42)
= 0;(X, 1) + ME(X)[] (X, t)

onde M%(X) possui valor ndo-nulo apenas em ), e os termos 4;(X, t) representam
S ®

funcoes continuas.

Além disto, observa-se na equacao [3.42 que a taxa do campo de deslocamentos é
composta pela parcela regular @;(X,t) e pela parcela MZ(X)[u;](X,t) que contém

as componentes dos saltos e que, neste caso, ¢ restringida ao dominio €2,.

Desta forma, a partir da equagao [3.42] obtém-se a seguinte expressao para a taxa

do campo de deformagoes:

) 1 . . ME ) 1 ) )
(X, 1) = 5(%]‘ + ;) + T([[Uz‘,j]] + [14]) — 5(%‘ [u;] + o,; [1])
K s ' (3.43)
+ o ([wlng + [a;]ns)
2h
X . HS /. .
=& — €+ %([[ui]]nj + [a;]n:)

onde e;’} possui valor nao-nulo apenas no subdominio 2, €;; representa a parcela
regular do campo de deformacoes e o tltimo termo é restrito a pontos sobre a linha de
descontinuidade. Vale ressaltar que neste ultimo termo, o parametro us representa

uma funcao de colocagao sobre S que foi definida através da equacao 2.16
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3.2.2 Formulacoes do Problema

Para a obtencao das equacoes integrais em meios com a presenca de uma linha de
descontinuidade S deve-se inicialmente, assim como realizado para sélidos continuos
convencionais, definir as equagoes que descrevem o problema de valor de contorno.

Estas equagoes sao dadas por:

Gij;+bi=0 em Q\S (equilibrio interno) (3.44a)

gin;—oyn; =0 em S (cont. ext. forgas de sup.) (3.44b)

Ging — dfjnj = 0N — dfjnj =0 em S (cont. int. forgas de sup.) (3.44c¢)
1

éij — é(ul] +u;;) =0 em € (compatibilidade cinemética) (3.44d)
Gij = dfj(éij) em S (compatib. constitutiva) (3.44e)
0ij = d-Q-\S(éij) = Elpén em Q\S (compatib. constitutiva)  (3.44f)

u;=w; em I, (c. c. essenciais) (3.44g)

gyn;=1t; em I, (c. c. naturais) (3.44h)

Nas equacoes acima os termos J;; e o referem-se, respectivamente, as tensoes em
Qt e Q™. J4 o termo afj(eij) representa uma relagao constitutiva continua em S
sendo que, para Q\S, é considerado regime eléstico linear. Além disto, as equa-
¢oes [3.44D)] e estdo associadas, respectivamente, & continuidade externa e in-

terna das forcas de superficie na linha de descontinuidade S.

Portanto, as relagoes constitutivas em S e Q\S (equagoes e [3.441)) podem ser

reescritas, apés aplicacao da equacao da seguinte forma:
i (€i5) = 5y (€ag, Ti], [ 5]) (3.45)

LO\S . o - o [ T .
1% (€)= Elén = Bl [én — €[], [a 1) (3.46)
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Além disto, levando-se em conta as equacoes e pode-se escrever:

. \S o o X o -
O = LU — Ez’jklekl (3.47)

onde foram consideradas as simetrias associadas ao regime de pequenas deformacgoes

em meios isotropicos.

Levando em consideracao a figura [3.5] uma formulagao integral deste problema pode

ser obtida a partir da seguinte equacao de residuos ponderados:

/Q \S(&g}JfS + by)urdQ + /S nj(6 — o )usdl

(3.48)
+/ (t, —ii)ufdf—i—/ (1; — 1)t5dl = 0

onde, neste caso, os termos u; e t] representam campos ponderadores.

Assim sendo, tendo em vista as equagoes e [3.48] é obtida a seguinte equagio

integral para meios que apresentam descontinuidades (Peixoto, [2016):

/ turdl + / bu;dQ = / t¥idl 4 / bi;dQ — / o7;e5dS) (3.49)
r Q r Q Q

3.2.3 Equacoes Integrais com Descontinuidades

Devido & similaridade entre as equagoes e [3.49] pode-se proceder de maneira
andloga ao realizado na segao |3.1] para a obtencao das equacoes integrais com des-
continuidades. Neste caso, se as solucoes fundamentais de Kelvin foram adotadas
como campos ponderadores, obtém-se:
(6 = [ (€ XL ~ [ (€ X, (X)dr(x)
r

_ r (3.50)
" / 3, (6, X); (X)dQ(X) + / o706, X)5,(X)dY(X)

s (€)ii(€) = / ul, (€, X)5(X)d0(X) — { 12(€,X)f,(X)dr(X)

—~

~—~
o
[
—_

~—

" / Ul (6, X)b (X)AX) + [ 076, X5 (X)dUX)

o)
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Ei(E) = / (€, X) (X)dD(X) — / 12,06, X)i(X)dT(X)

' (3.52)
n / (6, X) by (X)dAX) +][ 0 (€. X)EL(X)dUAX) + Fieéh (€)
Q Q

Ou seja, as equacoes [3.50} [3.51] e [3.52 representam, respectivamente, a identidade de

Somigliana, a equacao integral para deslocamentos no contorno e a equagao integral

para deformacgoes em pontos internos em meios com a presenca de descontinuidades.

3.3 Formulacao Implicita do MEC

3.4 Equacoes Discretas

Para a derivacao das equagoes discretas do MEC deve-se primeiramente considerar a
insercao de N pontos fontes no contorno I' e M ponto fontes no interior do dominio 2.
Em seguida, é assumida uma discretizagao de modo que o contorno fique subdividido
em N, elementos de contorno e o dominio, onde ocorrem os efeitos dissipativos, fique
subdividido em N, células. Deste modo, desprezando-se as forcas de corpo, pode-se

escrever as equagoes integrais [3.50} [3.51] e [3.52 no seguinte formato:

Z/ uj; (€7, X)E; Z/ £2,(¢”, X)i; (X)dT (X)
¥ Z [ i€ Xerxin)

(3.53)

Z/ s, (€, X)i; Z][”sx X)dr(X)

Yy / o1 (€1, X)E%, (X)AQ(X)
(3.54)

Z/ Ui (€ X)i(X)dr(X Z/ £, (67, X)in(X)dr(X)

s ][ o€, X)EL(X)dAX) + Fiiify(€7)
c=1 c

(3.55)
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onde os dominios dos elementos de contorno e das células sao designados, respecti-

vamente, por I'; e €2.. Além disto, tem-se aindaque I = 1,...,.NeJ = 1,..., M.

3.4.1 Elementos de Contorno Isoparamétricos

Na formulacao isoparamétrica as mesmas funcoes de forma utilizadas na aproxi-
macao da geometria sao também empregadas na aproximacao das incégnitas do
problema. Deste modo, as coordenadas X, juntamente com as incognitas u; e t;,

podem ser expressas através das seguintes fungoes:

Xj(n) = N7(n)X] (3.56a)
i;(X(n)) = N7 (n)i] (3.56D)
£;(X () = N (n)i] (3.56¢)

onde X7, *]7 e i} sao os valores das funcoes no ponto de colocacao v. Além disto,
N7(n) sao fungoes de forma e 1 é uma coordenada paramétrica adimensional tal que
n € [-1,+1].

Portanto, a partir destas consideracoes, pode-se reescrever as equagoes e

nas seguintes formas matriciais:

\
J

0 N --- 0  N"(n)

{al<x<n>>}%[Nl<m 0 o N™() 0
' (3.57)

Ane
u

ANe
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( t% )
. i}
{u(xm))}% [Nl(n) 0 o N™() 0 :
h(X(n)) 0 N 0 NG| (3.58)
i

= [N ()t}

onde n, representa o nimero de pontos de interpolacao do elementos de contorno e.

Neste caso, apés a aplicacao da formulacao isoparamétrica as equacoes[3.53}, [3.54] e[3.55),

o comprimento infinitesimal dI" fica relacionado com o Jacobiano da transformacao

(J(n)) através da seguinte relagao:

ar(X(n)) = \/ () + (2 >X7) =Ty (359)

Além disto, o Jacobiano pode ser reescrito no formato matricial como:

T () = KT} = VT {J(n)} (3.60)

onde o termo {J(n)} ¢ dado por:

dN'(n) dN"™ () o

_ n "e(n : .

{J(n)} —{ o } P (3.61)
XJe Xpe

3.4.2 Equacoes Matriciais

As integrais da identidade de Somigliana (equagao|3.53|) podem ser escritas para cada

célula ou elemento de contorno, apos a consideracao das equacoes [3.57} [3.58 e [3.59,

da seguinte forma:

/ uz; (€7, X)E(X)dl (X) ~
) 1 (3.62)
~ (/ [U*@J,n)][N(??)]j(n)dn) (i) = [G)1{i)

1
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/ t5(¢7, X);(X)dl (X) ~
’ (3.63)

1

~ ( / e n)HN(n)]J(n)dn) i} = [H (i}

| oile’ X0eX)aax) ~
~ ([ ] 1€ g ) ) = QA1)
—1J-1
sendo o vetor {é”} constituido pelas componentes de deformagoes iniciais proveni-
entes das células com descontinuidade embutida. Contudo, no caso de células em

regime ineldstico continuo o vetor {é”¢} é substituido por {é°}. Além disto, na

equacao também foi empregada a seguinte relacao:

dQX(n1,m2)) = T (11, m2)dnudny (3.65)
onde
T (1, m2) = det[J (1, m2)] (3.66)
e
OM*(m,m2)  OM™(p,ma) | | X} X)
— om om : :
[ (11, m2)] OM (1, 1) N OM™ (my, o) : : (3.67)
oy oy X Xy

sendo que n,. representa o numero de pontos de interpolacao da geometria da célula

e n; sao coordenadas naturais de modo que n; € [—1,+1].

Ja o termo presente a esquerda na equacao pode ser escrito como:

X J al(gj)} AT
U;(&7) =< . =1{u 3.68
(&) {%(g,) (@'} (3.68)

Portanto, aplicando a equacao ao conjunto completo de pontos de colocacao e

considerando também as equacoes[3.62] [3.63] [3.64] ¢[3.68], chega-se & seguinte equacao

matricial:

{a®} = (G}t — [H]{a} + [QL1{er) (3.69)
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onde adota-se o sobrescrito 2 em {#?} para indicar que o vetor em questio é formado

por componentes relacionadas a pontos internos.

Com relagao a equagao integral para deslocamento no contorno sao empregadas as

equagoes determinadas anteriormente (equagoes [3.62] [3.63| e [3.64]), porém substi-

tuindo o indice J por I, uma vez que, agora, o ponto fonte se encontra sobre o

contorno. Deste modo, pode-se escrever:

[ e X0 0arx) ~
r. 1 (3.70)
~ ( / 1[u*(£l,n)][N(n)]J(n)dn) i} = (G}

[ (€ X000 ~
Fe 1 | | (3.71)
~ (/_1[75*(517U)][N(U)]j(n)dn) {ac} = [H{ic}

| o€ X5 x0d0x) ~
‘ 1 pl 3.72
~ (/_1/_1[0*(€I,m,nz)]J(nwz)dmdnz){é“"’c} = [Q1){e} o

Neste caso, o termo livre a esquerda na equacao [3.54] assume o seguinte formato:

en(€h) (gl

=[c! 3.73
21(&") (€ < (379)

cij(&h) = [

Sendo assim, aplicando a equacao ao conjunto completo de pontos de colocacao

no contorno e levando-se em conta, também, as equagoes [3.70] & [3.73] encontra-se:
[H]{a} = [G){} + [Qe-1{e"} (3.74)

E por fim, introduzindo as equacoes [3.57], [3.58| e [3.59| na equacao [3.55| encontram-se

as seguintes expressoes:

/ uzjk(gJa X)t(X)dl'(X) ~
: ! (3.75)
< ([ 1wer € miv o onin ) i) = (G1i%
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/ t(€7, Xy, (X)dI'(X) ~
- ! _ . (3.76)
~ ([ mere minmig i ) i) = 15210}

1
/Q O'Z}kz(é", X)én(X)dQ(X) ~
: . ) (3.77)
~ ([ [ Fer € momgom mydman: ) 2} = 121>}
—1J-1
onde as formas matriciais do vetor a esquerda e do iltimo termo a direita na equa-
cao [3.55] sao dadas, respectivamente, por:
e (¢7)
gij(fj) = é22(5‘]) = {gJ} (3.78)
é12(¢7)
Fifn Fife 2Ff| [€0(87)
Fiejekléfz(fj) = | Fssn s 255, | { €0(87) p = [Fee{es} (3.79)
Fisin Fisy 2F5] (€5(87)
Portanto, aplicando a equacgao [3.55/ao conjunto completo de pontos de colocagao in-
ternos e considerando, também, as equacoes a[3.79] chega-se a seguinte equagao

matricial:

{e} = [GUi} - [H{a} + [Qc]{e) (3.80)

3.4.2.1 Tratamento Numérico das Integrais

As integrais apresentadas na segao anterior sao resolvidas numericamente. Entre-
tanto, em funcao da estrutura dos tensores provenientes da solucao do problema
fundamental de Kelvin, algumas dessas integrais apresentam nucleos de singulari-
dade fraca ou forte, quando o elemento de contorno ou a célula interna contém o
ponto fonte. Na tabela [3.1], sdo apresentados os graus de singularidade de cada uma

delas.
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Tabela 3.1: Grau de singularidade das integrais.

Integrais Grau de singularidade
Equacgoes [3.62} [3.63] |3.75( e |3.76 Regular
Equacoes |3.64} |3.70| e [3.72 Fraca
Equacoes [3.71| e |3.77] Forte

As integrais regulares sao resolvidas por quadratura de Gauss convencional. As
integrais fracamente singulares contendo os termos (08 (equagao e oy, (equa-
goes e sao resolvidas, respectivamente, pelos métodos apresentados por
Huang e Cruse| (1993)) e |Lachat e Watson (1976). As integrais fortemente singulares
do contorno (equagao e do dominio (equagao sao, por sua vez, resolvidas
respectivamente pelas metodologias descritas em |Guiggiani e Casalini (1987)) e |Gao

e Davies (2000).

3.5 Estratégia de Solucao

A partir da consideracao das condigoes de contorno essenciais e naturais, as equa-

coes [3.69] [3.74] e [3.80] podem ser reescritas como:

{a®} = [A"{a} + [B"Hg} + [QL){eF) (3.81)
[A{a} = [BH{y} + [Qee]{€”} (3.82)
{e} = [A{a} + [BUG} + [Q1{e) (3.83)

onde as matrizes [A] e [B] sdo compostas por coeficientes advindos das matrizes [H]
e [G] e os vetores {y} e {4} sdo constituidos, respectivamente, dos valores prescritos

e incégnitos provenientes de {u} e {f}.
Isolando o vetor {#} na equagao [3.82] encontra-se:

{2} = [N{y} + [Mee]{€”} (3.84)
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onde as seguintes relacoes sao validas:

[N] =[A]'[B]; [Me] = [A]7[Qe] (3.85)

Substituindo agora a equagao [3.84 nas equagoes [3.81] e [3.83] obtém-se:
{a") = [N'[{g} + [ME){er) (3.86)
{e} = [Ny} + [ME]{e (3.87)
onde os termos [N*], [M], [N¢] e [MS,] sdo dados por:
[NY] = [A"][A] (Bl + [B"]; [Mz] = [A"][A] 7 [Qe] + [Qc] (3.88)
[N = [AA]B] + [B]; [M&] = [A[A]7[Qe] + Q] (3.89)

No presente tabalho as taxas podem ser substituidas por incrementos finitos, () =
A(-) = (+)i — (+)i—1, uma vez que sdo considerados apenas modelos constitutivos

independentes do tempo. Desta forma, as equacoes [3.84] [3.86] e [3.87] podem ser

reescritas, para o i-ésimo incremento das cargas prescritas (vetor {y}), da seguinte

forma:
{2} = N[N{y} + [Meo]{e?}’ (3.90)
{a} = NIN"[{y} + [ME]{e?) (3.91)
{e}' = N[Ny} + [ME{e?) (3.92)

onde o termo \?, presente nas equacoes [3.90} 13.91| ¢|3.92], representa o fator de carga.

Deste modo, a partir da equacao pode-se definir um vetor residuo de deforma-
coes ({Q} = {Q(&", \)}) em fungio das deformacoes regulares e do fator de carga,

ou seja:

{QY = NNy} + M) ({e} — [E7H{a(e)}) — {e}' = {0} (3.93)
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onde também foi considerada a equagao constitutiva regularizada (equagao em
sua forma matricial aplicada ao conjunto completo de células internas. Esta equagao
é obtida no capitulo [4] onde apresenta-se o conceito de célula com descontinuidade
embutida. Além disto, na equacao o tensor [E°] representa agora, a matriz
quase-diagonal eldstica linear, referente ao conjunto dos pontos de colocacao inter-

10S.

Neste caso, a equacao |3.93] é resolvida utilizando a estratégia de solucao empregada
por [Peixoto et al.| (2016]) onde o fator de carga é tratado como uma variavel adicional

de {Q'}. Portanto, inicialmente reescreve-se a equagao como:
{QY =X{P}—{F} ={0} (3.94)
onde as seguintes relacoes sao validas:
{P} = [NNHy} (3.95)
{FY ={ey — [Me]({e) — [ H{a (o)) (3.96)

A equacao |3.94| é agora linearizada utilizando a seguinte expressao:

{Q}_1 + [%{{?f } {6} + {%Y 15A;1 ~ {0} (3.97)

Jj—1 J—

sendo j um indice iterativo e 8(-)5 = (-)5 — (-)%_.
Portanto, apds aplicagao da equagao [3.97] & [3.94] chega-se ao seguinte resultado:

(D 1{0e}; = oXN{ P} +{@}j (3.98)

sendo:

g = [ pigliee (1 [ 2] )] (3.99)

j—1
Na equacao o termo [/] representa uma matriz identidade e o termo [%] re-

presenta o operador tangente da equagao constitutiva regularizada.
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Em vista disto, pode-se agora decompor o vetor de correcao iterativa das deformagoes

regulares (vetor {6¢}}), presente na equagao [3.98| da seguinte forma:

{oe}s = oX{ e} + {6e9}] (3.100)

onde as seguintes relacoes sao validas:
[D];_i{e"}; = {P} (3.101)
[Dlj-1 {069}, = {Q})5-, (3.102)

Ou seja, o vetor {e };7 presente na equagcao [3.101} representa a solucao devido a
carga externa {P} enquanto que o vetor {5@Q}§, presente na equacao |3.102, esta

associado ao residuo da condigao de equilibrio global (vetor ({Q}}_,)).

Desta forma, também podem ser escritas expressoes para as correcoes iterativas
dos vetores contendo as incégnitas do contorno (vetor ({dz}%)) e os deslocamentos
internos (vetor ({5@9}2)) Portanto, considerando as equacoes e , tem-se
que:

{02} = {a}; — {2}, = ON[N|{y} + [Meo]{5€7}] (3.103)

{oe}; = {e}; —{e}1 = N[Ny} + [ME {07} (3.104)

Isolando o vetor {56(’0}; na equagao [3.104] e substituindo o resultado no tltimo termo

da equacao [3.103] obtém-se:

{ox}, = SN {a"}, + {629} (3.105)

onde também foram consideradas as equacoes [3.95| [3.100] e [3.101] Além disto, na

equacao [3.105] as seguintes relacoes sao validas:

{z"}; = INH{y} + [Mee][ME]H([1] = (D] 1) {€7) (3.106)
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{529Y, = [M][M5) {569}, (3.107)

E por fim, partindo-se da equagao [3.91], pode-se mostrar que:

{60}, = oXH{a™TY: + {60™9Y) (3.108)

onde:
{a7Y; = NNy} + [ME]ME] (1) — [DY;_){e); (3.109)
{009} = [ML][ME] {969 (3.110)

Esta estratégia de solucao é empregada nas andlises numéricas apresentadas no ca-

pitulo[5] O algoritmo completo desta estratégia de solucao é descrito no apéndice [A]
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Capitulo 4

Células com Campo de
Deslocamentos Nao-Uniformes

Neste capitulo é apresentada a nova classe de células com descontinuidade forte em-
butida desenvolvida neste trabalho. Estas células apresentam saltos nao-uniformes
para o campo de deslocamento em seu interior o que, até o presente momento, nao
havia sido considerado no ambito do MEC. Apesar de serem levados em conta saltos
lineares para o campo de deslocamentos, a metodologia aqui empregada é facilmente
estendida a funcoes de ordem superior na representacao destes saltos contribuindo
também, neste caso, para uma generalizacao do conceito de células com desconti-

nuidade forte embutida.

4.1 Equacao de Equilibrio da Interface Desconti-

nua

As equagoes integrais|3.50], [3.51] e[3.52| nao definem por completo o problema de valor

de contorno em meios com a presenca de descontinuidades, uma vez que a equagao
de continuidade interna das forgas de superficie (equagao [3.44c)) ndo é atendida por
estas equagoes. Deste modo, assim como em Oliver, Huespe, e Samaniego| (2003)),

esta condicao é imposta a parte adotando-se a forma forte da equagao. Neste sentido,
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inicialmente reescreve-se a equacao [3.44c da seguinte forma:

t(X, 1) = 0 ¥ (X, )ny(X) = 05(X, t)ni(X) (4.1)
Aplicando as equacoes e [3.46) & equagao [4.1], chega-se & seguinte expressao:
fi = { B [em — efy([w], Tui 1)) — o5(eij) by = 0 (4.2)
onde ¢;; ¢ obtido através da equacao considerando pontos sobre S, isto é:

R 1
€ = &; — e + o ([wlny + [uy]ni) (4.3)

A equagao [£.2] é intitulada equagao de equilibrio da interface descontinua. No con-
texto do MEC, esta equacgao é resolvida numericamente empregando células com
descontinuidade embutida, cuja solugao fornece as componentes dos saltos nos des-

locamentos. Estas componentes sao necessarias para o calculo do campo de deforma-

()
@5

¢oes iniciais, €, e sao consideradas variando linearmente ao longo de S no interior
das células. Além disto, estas componentes sdo obtidas adotando-se 2 pontos de
colocacao em oposicao a trabalhos anteriores com o MEC onde apenas saltos unifor-
mes foram considerados no interior das células. Neste caso, a consideracao de saltos
uniformes simplificava bastante a formulagao, uma vez que seus gradientes se torna-
vam nulos. No entanto, problemas de travamento de tensoes eram frequentemente
observados (Mendonga et al., 2020). Deste modo, para um dado estado de defor-
macao regular €;; em cada um dos pontos de colocacao, e considerando também a
equacao , tem-se que a equacao 4.2 pode ser escrita como f; = f;([us], [ui;]) = 0.

Portanto, apds a linearizacao desta equacao, sua solucao pode ser obtida através do

método iterativo de Newton.

A partir destas consideracoes pode-se entao definir uma equacgao constitutiva re-

gularizada, que relaciona tensoes com as deformacgoes regulares €;;, utilizando a
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equacao [3.46 isto é:
. NS [ . . o /n
51y() = o) ( e ([ui ), [[ui,j]](em)) = Ba(en— ) (44)

onde os termos [u;](é;;) e [u; ;] (é;;) sdo fornecidos através da solugao da equagaod.2]

4.2 Descricao das Células com Saltos de Desloca-
mento Nao-Uniformes

A partir da definigdo da funcao ¢(X) (equacao [3.41]), percebe-se que os efeitos
dissipativos sao restritos ao sub-dominio €2,. Portanto, apenas esta regiao necessita

ser discretizada por células como ilustrado através da figura [4.Ih.

pontos de
colocagao
................................... »n
pontos de
colocagao
) 5 2
_ 1
) Q, =Q, Ut o) Q. =Q;uQf

Figura 4.1: Discretizacao através do MEC de um sélido com superficie de descontinui-

dade: (a) dominio e contorno discretizados, (b) célula com descontinuidade embutida.

As células adotadas neste trabalho possuem inicialmente, durante o regime conti-
nuo, apenas um ponto de colocacao em seu interior, localizado em seu centréide.
Considerando este tnico ponto, o inicio do regime de descontinuidades no interior
das células é detectado de duas formas. Na primeira o regime de descontinuidades
fortes é imposto diretamente ao fim do regime eldstico com a dire¢ao da linha de

descontinuidade sendo perpendicular a tensao principal maxima. No segundo caso
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é empregado o modelo de banda variavel descrito na se¢ao do capitulo [2, onde
é realizada uma anélise de bifurcacao para detectar o instante de ativagao deste re-
gime, bem como para definir a direcao da linha de descontinuidade. Posteriormente,
apos o inicio de um regime com descontinuidade, o ponto de colocacao localizado no
centroide é excluido do modelo numérico e outros dois pontos sao inseridos ao longo
de S, assim como ilustrado através da figura[4.Tp. Este processo é melhor detalhado

mais adiante, na segao 4.5

Os saltos no campo de deslocamentos no interior das células sao obtidos através da
solu¢do numérica da equacao de equilibro da interface descontinua (equagao .
Deste modo, considera-se que os saltos no campo de deslocamentos possuem uma
variacao linear no interior das células e sao aproximados através da seguinte expres-
sao:

[wil (€) = Ni(§)[w]" + Na(€)[wi]” (4.5)
onde [u;]" e [u;]? representam os saltos no campo de deslocamentos nos pontos de

colocagao P; e P, respectivamente (figura [1.1p).

Portanto, tomando como base a equacgao , tem-se que:

[ui]
{M(‘)} N [zva@ 0 N 0] fwl (46)
[[UZ]](E) 0 Nl(g) 0 Nz(g) [[U1]]2
[l
onde os termos N; e N, sao fungoes de interpolacao dadas por:
Ni=(1-8)/2 No=(1+¢)/2 (4.7)

Além disto, o termo & representa um eixo de coordenada adimensional definido ao
longo da linha de descontinuidade como mostrado através da figura e que pode
ser expresso como:

&(xq1,x9) = axq + bry + ¢ (4.8)
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Ja os parametros a, b e ¢ na equacao 4.8 sao constantes escalares obtidas através

das seguintes condigoes:
(a1, my) = =15 &(af,23) =+1;  £(af,23) = —1 (4.9)

onde (z1,z3) e (2%, 13) representam as coordenadas dos pontos de colocagio P e
P, respectivamente, e (z,2%) representa a coordenada cartesiana de um ponto
ficticio, Py, posicionado ortogonalmente a partir da linha de descontinuidade e a

uma distancia unitaria de P;. Esse esquema ¢é detalhado na figura

fim da linha de g
descontinuidade

Z2

T [

inicio da linha
de descontinuidade

Figura 4.2: Condicdes para definicdo da coordenada adimensional &(z, y).

Além disto, a partir da equacao é considerada uma interpolacao similar para

e/;(X) no interior da célula, isto é:

{7} = Ni(O{e?} + No(){e?} (4.10)

i

onde {e”'} e {€?} representam as trés componentes de €;;, respectivamente, nos

pontos Py e Ps.

Deste modo, a equacao 4.10f é entao considerada durante a avaliacao das ultimas

integrais presentes nas equacoes [3.50] [3.51] e [3.52]
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Por outro lado, a geometria das células é parametrizada por funcoes de forma lineares

convencionais M%(ny,n,) definidas pelas coordenadas naturais 7;, isto é:

Xj(n1,m) ~ MQ(U17U2)X}I (4.11)

onde o indice « refere-se aos pontos de interpolacao da geometria numerados de 1 a

4 na figura |4.1p.

Deste modo, em uma célula com descontinuidade forte embutida, um conjunto de
pontos de colocacao internos e um conjunto de pontos de interpolagao da geome-
tria devem ser distinguidos. Além disto, as funcoes de forma de interpolagao da
geometria também podem ser utilizadas para definir a fungao ¢(X) no interior das
células, uma vez que as condigoes, (X) = 0 em Q7\Q7 e p(X) = 1 em QT\QF,

sao satisfeitas pela escolha:

(X (11, 7m2)) Z M (n1,772) (4.12)

Neste caso, o somatério é realizado considerando as funcoes de interpolacao associ-

adas aos pontos localizados em QF. Por exemplo, os pontos 2 e 3 na figura .

4.3 Calculo dos Saltos no Campo de Deslocamen-
tos

A partir da equacao [3.43] com o objetivo de resolver a equacao [4.2], pode-se escrever

o vetor {€} em um ponto de colocagdo no interior de uma célula da seguinte forma:

€11 ©,1 0 [[ ]] IIul,l]]
U
{€¢} = 652 = 0 ©,2 { } - Mfsp* [[Uz,Q]] (4-13)
v 1,. 1 ] 1 1
€12 5¥s2 3P D) [[UI,Q]] + 2 [[u271]]

onde, levando-se em conta as equagoes e[d.12] tem-se que:

e (Ge) e[z ])
3 — == Ma 414
4 ony, 0X,; O, On, Z (4.14)
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A equacgao [4.13] é avaliada separadamente nos pontos de colocagao P, e P,. Além
disto, expressoes iguais a MZ(X) = 1.0 — p(X) e M%(X) = 0.0 — ¢(X) podem
ser consideradas para o parametro M%. Isto significa, a partir da equacao m,
que ambos pontos de colocagao podem estar localizados tanto em Q;ﬁ como em {2,
adjacentes a S. Uma melhor avaliagao da influéncia deste parametro nos resultados

é considerada nos exemplos numéricos presentes na secao [5.1] do capitulo

O primeiro termo presente no lado direito da equacgao [4.13] apds introducao da

equacao [4.6] é reescrito como:

0 0

e (€) RN ¥ Ni(§) 0 Ny 0 [us
0 ©,2 (&) [uz] B 0 P2 0 ¢

]
|l (4.15)
1 1 ! h Ni(§) 0 No(©)] | [w]?
%52 3¥s1 P2 3¥s1 ]]

Por outro lado, para obter o segundo termo presente no lado direito da equagao [4.13]
deve ser determinada uma expressao genérica para o gradiente dos saltos no campo

de deslocamentos. Deste modo, pode-se escrever:

] = 5 = g (@) <2550 - (2 ax>

(e (e

(4.16)

Com isso, apds a introducdo das equagoes [4.7] e [4.§ na equagao [£.16] as seguintes

expressoes sao obtidas:

fuasd = (= 50 Bl + (G ? (417)
[us] = ( - %b) [us] + (%b) [us]? (4.18)
[ur2] = ( - %b) ] + (%b) [u,]? (4.19)
[uz1] = <— %a) [us]" + (%a) [us]? (4.20)
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As equagoes a podem ser entao agrupadas, gerando a seguinte expressao

matricial para o vetor do gradiente dos saltos no campo de deslocamentos:

( )
1
u
[u,1] —3a 0 a0 E 1%1
u
[us] =0 - 0 L [[u2]]2 (4.21)
1
%[[ULQ]]—F%[[UQJ]] —%lb —Za %b ia 9
&3
Aplicando agora as equagoes e na equacao [4.13} tem-se:
) w1 0 N 0 N 0 H:L“ﬂl —1a 0 la 0 [[:LL]HI
{(y=Xebt =10 o, {1(5) 2(€) [ue2] ~Mz| o Sy oo b [uz]
e? oo Lo 0 M) 0 N2(8) [wi]? 1y 1y 1p 14 feal”
12 2¥52 2%l Huﬂ]? 1 1 2 1 [[uﬂ]g
= [Vl IN{[ul} = ME[TH{[u]}
— (I9°@IN] = MELT ) { 1]}
(4.22)

Além disto, considerando as equagoes [£.3] [4.6] e [4.22] é encontrada a seguinte expres-
sao para a equagao de equilibrio da interface descontinua (equacao , para cada

ponto de colocacao:
[} = NI (B4} — (B [Vl IV] = MELT]|{Tu]}
~ (o)~ [[VlIN] ~ MELT] Tl +  NIINHEIDY) = {0)

(4.23)
onde k = 1,2 (respectivamente, para P e P) e:
nq 0 nq 0
[INT=10 na|; [NT=10 (4.24)
Ng ™ %712 %nl

Deste modo, para um dado estado de deformagao regular em cada ponto de colo-
cacao, {€*}, a equacao pode ser resolvida pelo método de Newton apods sua
linearizacao, isto é:

(i + [%L_l{am}j ~0 (4.25)
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onde j é um indice iterativo, {6[u]}; = {[u]}; — {[u]};-1, e

{g{{[[{fﬂ}}} i =N C}T{ - [E7] <[V$w] [N] - M?é[i]) — [a(;f]jl [ — [V*¢|[N] + ME[]] + %L[N"] [N]} }

(4.26)

S . . ,
onde o termo [%] representa o operador tangente do modelo constituivo continuo,

presente na equacao [2.31] utilizado para representar os efeitos dissipativos sobre a

linha de descontinuidade S.

Desta forma, as equagoes 4.23| [4.25] e [4.26] sao aplicadas simultaneamente aos dois

pontos de colocagao situados sobre a linha de descontinuidade resultando em um

sistema de equagoes 4 X 4, ou seja:

5[[?,61]]1 0
o{f1}
fi oljul} 23 i A L7
f + o{f2} §u ]]2 ~ 0 (4.27)
2) Hul} | 54 !
\(5[[7112]]2 0

) \ ")

Portanto, através da solucao da equacao pelo método iterativo de Newton, sao
obtidas as componentes dos saltos no campo de deslocamentos no interior das células

com descontinuidade embutida.

O algoritmo completo para o calculo dos saltos nos deslocamentos dentro de uma

célula com descontinuidade embutida é apresentado no apéndice [B]

4.4 Modelo Constitutivo Regularizado e seu Ope-
rador Tangente

Baseado na formulacao apresentada anteriormente, a relacao constitutiva regulari-

zada da equacgao assume a seguinte forma para um ponto de colocacao individual
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no interior de uma célula:
{55} =[E (e} — o)) = [B) [ {&} - ([V*@lIN(€")] = MELT] ) {Tud}]
(4.28)

Além disto, a estratégia de solugao nao-linear requer um operador tangente associado

a essa equagao constitutiva regularizada (Peixoto et al., 2018)). Para tal, pode-se

fazer:
2o ) - (- (8] (9] )

O primeiro termo destacado na equacao ¢ dado por:

[38 {{[[ij]]}}

onde a equagao foi considerada.

| = (1wavee - mi) (4.30)

O segundo termo destacado ¢ obtido empregando o conceito de matriz pseudo-

inversa (Ben-Israel e Greville, 2003), uma vez que [ gfﬁﬂﬂ ¢ uma matriz nao-

quadrada. Neste caso, tem-se que:
[ o(f1} 1 _ [ o(1) 1 [ o( 1) } { o(fx) } B 431)
O{[ul} O{[ul} Of[ul} | LO{[u]}
E por fim, o tdltimo termo destacado é obtido a partir da equagao isto é:

[gg’]ﬂ B [NC]TOEO] - [aa{{(;,g}} D (4.32)

4.5 Algoritmo Automatico de Geracao de Células

Nas andlises numéricas sera empregado um algoritmo de geragao de células similar ao
adotado por Peixoto et al[(2018). As mesmas modifica¢bes nas matrizes da formula-

¢ao implicita, quando uma nova célula em regime elastico for gerada, sao realizadas.
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No entanto, no trabalho de [Peixoto et al.| (2018) sao consideradas células com saltos
uniformes e, portanto, com o ponto de colocag¢ao fixo no interior da célula ao longo
de toda a andlise. Deste modo, modificacoes adicionais devem ser consideradas de
modo a possibilitar a exclusao deste ponto, bem como a insercao dos 2 novos pon-
tos de colocacao que se encontrarao agora sobre a linha de descontinuidade. Um

esquema destas modificagoes é apresentado através da figura

célula com [célula com [célula com

ponto de colocagao

lembutida sob regime eldstico

lembutida lembutida

- - S .. S -
“0-q... 0 g. | Qi - - o.. | ae---
St ° St o S
Célula (7 - 1) Célula (i - 1) Célula (i - 1)
Célula 7 Célula ¢ Célula ¢
(a) (b) (c)
1
[cetuta com ol com_ 55 li
lembutida lembutida n Xn Bll . .:'
. S . S: e
“0---.o...| Tl.0----" o co--l.g.. ] Ti.e--1--0® ®
Si—l . Si,1 . ll %/Bll
ottt sy .
. : lembutida . - embutida ZOUI;‘ r‘;g]:]‘:e‘l’;:ﬁz:
Célula (7 - 1) Célula (i - 1)
(d) Célula ¢ (e) Célula ¢ Célula (i + 1)

Figura 4.3: Algoritmo automatico de geragao de células: (a) célula i em regime elastico,
(b) tracado da linha de descontinuidade na célula 7, (c) elimina¢ao do ponto de colocagao
na célula i, (d) inser¢do dos 2 novos pontos de colocagdo na célula i, (e) geragao de uma

nova célula em regime elédstico (célula (i + 1)).

Em frente a dltima célula em regime de descontinuidades (fracas ou fortes) (célula
(¢ — 1) na figura [4.3p) hd sempre uma célula em regime eldstico (célula ¢, também
apresentada na figura[4.3h). Quando o regime de descontinuidades ¢ acionado nesta
ultima célula, uma linha de descontinuidade retilinea é introduzida (figura {4.3b),
garantindo a continuidade desta linha (linhas S;_; e §;). Entao, o ponto de colocagao
localizado no centrdide da célula i é excluido do modelo numérico (figura [£.3k)
e outros dois pontos de colocacao sao inseridos sobre a linha de descontinuidade

(figura [4.3d). Neste caso, os pontos sdo inseridos simetricamente ao longo de S;,
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ou seja, a 1/3 e 2/3 do comprimento da linha de descontinuidade, I;. Finalmente,
com referéncia a figura , uma nova célula (i + 1) é gerada segundo os seguintes

passos:

i. O lado da célula 7 interceptado pela extremidade final da linha de descontinui-

dade é assumido como sendo o lado inicial da nova célula (célula (7 + 1));

ii. Um segmento de reta é desenhado a partir da extremidade final da linha de des-
continuidade da célula anterior (célula i) seguindo a mesma orientacao, porém,

com o seu comprimento multiplicado por um fator de escala, [3;

iii. O lado oposto da nova célula é criado perpendicularmente a linha de desconti-
nuidade e possui o mesmo comprimento que este segmento. Além disto, o ponto

final deste segmento intercepta o ponto médio do lado oposto recém criado;

iv. Os outros dois lados da nova célula sao criados conectando as extremidades do

lado inicial e final da nova célula.

Neste caso, o uso do parametro [ se torna importante em alguns casos de modo a
prevenir instabilidades numéricas e também na reducao do tempo de processamento
numérico (Mendonca et al. [2018). Uma descricao das modificagoes realizadas nas
matrizes da formulagao implicita associadas a exclusao do ponto de colocacao lo-
calizado no centréide e a insercao dos 2 novos pontos localizados sobre a linha de

descontinuidade é apresentada no apéndice [C]

Vale ressaltar ainda que, no caso da introducao direta do regime de descontinuidades
fortes, os 2 novos pontos criados se encontrarao no inicio do regime nao-linear.
Contudo, no caso do emprego do modelo de banda variavel esta condi¢ao nao é
necessariamente verdadeira, sendo possivel que o ponto de colocacao inicial ja se
encontre em regime inelastico continuo quando for detectada bifurcagao no campo de

deformagoes. Deste modo, para este caso, as varidveis constitutivas deste ponto sao
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"herdadas” pelos 2 novos pontos criados de modo que nao haja perda de informacao
constitutiva. Além disto, no algoritmo empregado é garantido que estes pontos se
encontrem sempre no mesmo regime de descontinuidades, isto é, uma vez que um dos
pontos entre em regime de descontinuidade forte o outro ponto é automaticamente

"forcado” a entrar neste mesmo regime.
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Capitulo 5

Resultados Numéricos

Neste capitulo sao apresentados resultados numéricos obtidos empregando a nova
classe de células desenvolvida neste trabalho. Sao analisados numericamente uma
série de problemas envolvendo fratura em meios parcialmente frageis, sendo muitos
deles com resultados experimentais disponiveis na literatura. Também sao apre-
sentados resultados obtidos com células contendo saltos uniformes no campo de

deslocamentos, de modo a comparar as diferentes formulacoes.

Todas as analises foram realizadas considerando o estado plano de tensoes e o modelo
de dano isotrépico, descrito no capitulo [2], foi empregado para representar os efeitos
dissipativos que ocorrem nas linhas de descontinuidades no interior das células com
descontinuidade embutida. Neste caso, foram consideradas leis de amolecimento
exponencial com deformacao equivalente calculada assim como em |Oliver, Huespe,

Blanco, e Linero| (2006)).

A deteccao e a orientacdao da linha de descontinuidade no interior das células foi
determinada de duas formas. Na primeira foram consideradas analises onde o regime
de descontinuidade forte ¢ introduzido diretamente apds o término do regime elastico.
Para este caso, a linha de descontinuidade ¢ orientada perpendicularmente a direcao

da tensao principal maxima. Além disto, uma largura de banda iguala k& = 0.01 mm
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é considerada para a lei de evolucao da varidvel escalar de dano expressa através
da equagao [2.6I] No segundo caso, foram consideradas andlises com o modelo de
banda varidvel descrito na segao[2.3.5 do capitulo2] com uma lei de variagao linear de
banda assim como descrito através da figura2.9) Neste caso, também foi considerado
k- = 0.01 mm e um valor igual a gsp = 0.9¢p foi assumido para a varidvel
interna do tipo tensao no instante em que se inicia o regime de descontinuidade
forte. Uma tolerancia de convergéncia igual a 1 x 10~* foi empregada nos algoritmos
apresentados nos apéndices [A] e [B] Além disto, nos exemplos com propagacao, as

células sao geradas apenas apds a convergéncia do passo da analise nao-linear.

5.1 Tracao e Flexao Simples

5.1.1 Tracao e Flexao Simples com o Emprego de Uma Cé-

lula Interna

Os primeiros exemplos analisados numericamente correspondem a um problema de
tracao simples e a um problema de flexdao simples, com o emprego de apenas uma
célula interna. Neste caso, apenas andlises com descontinuidade forte direta foram
consideradas. Um desenho esquematico destes dois problemas é apresentado através
da figura 5.1 onde geometria, carregamento e propriedades do material sdo apresen-

tadas.
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Figura 5.1: Tracao e flexao simples com uma célula interna: (a) tragao simples, (b) flexao

simples.

O contorno foi dividido em 8 elementos lineares com os pontos de colocagao numera-
dos assim como mostrado na figura 5.1 No exemplo envolvendo tra¢ao simples, um
deslocamento horizontal prescrito de 0.10 mm foi imposto nos pontos de colocagao
4 e 5 e, no exemplo envolvendo flexao simples, deslocamentos horizontais prescritos
de 0.10 mm e 0.08 mm foram impostos nos pontos de colocacao 4 e 5, respectiva-
mente. Analises foram realizadas considerando células com um ponto de colocagao,
isto é, com saltos uniformes para o campo de deslocamentos, assim como nos tra-
balhos de [Peixoto et al. (2017, [2018)), e com a célula desenvolvida neste trabalho
com dois pontos de colocac¢ao, ou seja, com saltos nao-uniformes para o campo de
deslocamentos. Foram adotados 150 passos durante o processo incremental-iterativo
da andlise nao-linear e empregado o método de controle de carregamento (que neste
caso seriam os deslocamentos prescritos). A linha de descontinuidade foi imposta
iniciando no meio do segmento composto pelos nés 2 e 3 e com orientacao ortogonal

a este mesmo segmento.

Inicialmente, para as células nao-uniformes, foram realizadas simulagoes conside-
rando uma expressao igual a M%(X) = 1.0 — ¢(X) para o parametro M%(X)

presente na equacao No problema envolvendo tracao simples, os valores das
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forcas de superficie horizontais obtidas nos pontos de colocacao 4 e 5 foram tracados
em funcao do deslocamento horizontal imposto na aresta formada pelos nés 4 e 5.

Estes resultados sao apresentados através da figura [5.2]

'
'y

"= Células nao-uniformes: ME(X) = 1.0 — p(X)
==== Células uniformes

= Células nao-uniformes: M%(X) = 1.0 — ¢(X)
===x Células uniformes

(=}

Forga de Superficie Horizontal no Ponto 4 (MPa)
(3]

Forga de Superficie Horizontal no Ponto 5 (MPa)
v}
T
Il

(=]

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Deslocamento Horizontal no Ponto 5 (mm) Deslocamento Horizontal no Ponto 5 (mm)

(a) (b)
Figura 5.2: Tragao simples com uma célula: (a) forga de superficie horizontal no ponto

de colocagao 4, (b) forca de superficie horizontal no ponto de colocagao 5.

Ja nos resultados envolvendo flexao simples, os valores das forcas de superficie ho-
rizontais nos pontos de colocacao 4 e 5 foram plotados em funcao do deslocamento

horizontal imposto ao né 5. Estes resultados sao apresentados na figura [5.3
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Figura 5.3: Flexao simples com uma célula: (a) forga de superficie horizontal no ponto

de colocagao 4, (b) forca de superficie horizontal no pontos de colocagao 5.
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Como pode ser observado através da figura|.2] os resultados obtidos com o emprego
de células uniformes e nao-uniformes foram similares para o problema de tragao sim-
ples. Este comportamento ja era esperado uma vez que ambas as células sao capazes
de representar adequadamente o movimento de translacao entre as duas partes da
célula que ocorre durante a abertura. Neste caso, é necessario o emprego de apenas
um ponto de colocagao para capturar de forma adequada este tipo de movimento.
Neste problema as componentes dos saltos [u;] sdo constantes no interior da célula
e as componentes [us] sdo nulas, fazendo com que o vetor dos gradientes dos saltos,
presente na equacao , seja nulo. Além disso, o parametro MZ(X) se torna o
fator de multiplicagdo de um vetor nulo e, portanto, nao possuird influéncia nos

resultados obtidos.

Com relacao ao problema de flexao simples pode-se observar através da figura [5.3
comportamentos bastantes distintos entre os resultados provenientes das analises
com células uniformes e nao-uniformes. Células uniformes nao sao capazes de re-
presentar o movimento rotacional relativo entre suas partes divididas pela linha de
descontinuidade induzindo, deste modo, um elevado travamento de tensao na res-
posta estrutural. Este fenomeno pode ser observado através da acentuada forca
de superficie positiva obtida para o né 4 na parte final da curva de equilibrio (fi-
gura |5.5a) e da acentuada (e irreal) forca de superficie negativa obtida para o né
5 (figura [5.5b). J4 as células ndo-uniformes apresentam um comportamento mais
realistico devido aos valores das forcas de superficie nos nds 4 e 5 se aproximarem
mais de zero (tendendo assintoticamente) nos estdgios finais da andlise. Isto é, estas
células conseguiram acomodar melhor as tensoes provenientes dos diferentes desloca-
mento impostos aos nds 4 e 5, tornando-as mais adequadas nas analise de problemas

que envolvem modos mistos de fratura.

Para avaliar a influéncia do parametro M%(X), também foram realizadas simulagoes
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empregando-se expressoes iguais a ME(X) = 0.0 — ¢(X) e ME(X) = 0.5 — p(X).
Ou seja, assim como discutido na segao [£.3] do capitulo [d], os pontos de colocagao
no interior das células em regime com descontinuidades se encontram sobre a linha
de descontinuidade sendo possivel, portanto, a escolha tanto de M%(X) = 1.0 —
©(X) como de ME(X) = 0.0 — ¢(X) para este parametro. Neste caso, dada esta
indefinigao, a expressao M%(X) = 0.5 — ¢(X) também foi considerada, uma vez que

equivale a média entre as outras duas.

Os resultados obtidos para o problema envolvendo tracao simples sao apresentados
através da figura[5.4] considerando as andlises empregando diferentes expressoes para

o parametro M%(X).
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Figura 5.4: Tracao simples com uma célula considerando diferentes expressdes para
MY%(X): (a) forga de superficie horizontal no ponto de colocacio 4, (b) forga de superficie

horizontal no ponto de colocagao 5.

Ja os resultados envolvendo flexao simples sao apresentados na figura [5.5]
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Figura 5.5: Flex@o simples com uma célula considerando diferentes expressdes para
MZ(X): (a) for¢a de superficie horizontal no ponto de colocacao 4, (b) for¢a de superficie

horizontal no pontos de colocacao 5.

Pode ser observado através da ﬁgura que o parametro M%(X) nao possui influén-
cia nos resultados obtidos para o ensaio de tragao simples, assim como ja mencionado
anteriormente. Contudo, com relagao ao problema de flexao simples, pode-se obser-
var através da figura que o valor considerado para o parametro M%(X) passa
agora a ter influéncia sobre os resultados obtidos. Conforme observado através da
equacao [£.13] verifica-se que a influéncia deste parametro estd associada exclusiva-
mente ao vetor dos gradientes dos saltos. Este vetor, por sua vez, esta relacionado
a magnitude e direcao de abertura que a célula experimenta durante os regimes de
descontinuidades. Deste modo, é de se esperar que o emprego de diferentes valores
para M¥%(X) possa resultar na obtencao de diferentes trajetérias de equilibrio, bem

como influenciar na dire¢ao de propagacao das células.
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5.1.2 Tracao e Flexao Simples com o Emprego de Oito Cé-

lulas Internas

Para se ter uma melhor ideia da influéncia do pardmetro M%(X) em modelos com-
postos por multiplas células, foram analisados novamente os problemas de tracao e
flexao simples apresentados na secao anterior considerando, no entanto, 8 células in-
ternas pré-fixadas. Um desenho esquematico deste novo modelo é mostrado através
da figura[5.6] As anélises foram realizadas considerando descontinuidade forte direta
e a linha de descontinuidade foi fixada ortogonalmente ao segmento composto pelos
nos 3 e 4. Foram considerados 100 passos durante o processo incremental-iterativo
da analise nao-linear e o mesmo deslocamento prescrito de 0.10 mm foi adotado no
problema de tracao simples. Contudo, foram adotados agora 14 elementos lineares
na discretizacao do contorno e, no problema de flexao simples, deslocamentos de
0.30 mm e 0.05 mm foram impostos nos pontos de colocagao 6 e 7, respectivamente,

de modo a representar uma solicitacao de flexao ainda mais acentuada.

875 mm 875 mm | 875 mm 875 mm |
I LA 1 0.10 mm I LI 1 0.05 mm
E =30GPa T Pz Tl § « ’ T Pz Tty & 7
v=0.1 _'_ _'_
ft — 3.0 MPa t tinuidade t
Gy =0.1N/mm £ — = —
& i E i
- D14 + 13 s D14 + 13
S H =] i
« ] N ]
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1 2 3|lifl4 5 6| 010mm 1 2 3|lila 5 6| 030mm
o — —

(a) 200 mm (b) | 200 mm !

Figura 5.6: Tracao e flexdo simples com oito células internas: (a) tragao simples, (b)

flexao simples.

Um desenho esquemaético das malhas empregadas, considerando os dois tipos de

células, é apresentado através da figura [5.7]



136

(a) (b)
Figura 5.7: Malha adotada nos ensaios de tracao e flexdo simples empregando oito células

internas: (a) malha com células uniformes, (b) malha com células nao-uniformes.

Nas analises com células nao-uniformes foram realizadas 3 simulagoes considerando
expressoes distintas para o parametro M%(X). Nas duas primeiras anélises foram
consideradas expressoes iguais a ME(X) = 1.0 — p(X) e ME(X) = 0.0 — p(X)
para todas as células. Na tultima simulacao, este parametro foi intercalado entre
os valores 1.0 — ¢(X) e 0.0 — ¢(X) ao longo da linha de células comegando por
ME(X) = 1.0 — ¢(X) na célula inferior e terminando com MZ(X) = 0.0 — ¢(X)
na célula superior. Os resultados obtidos para o problema de tracao simples sao

apresentados na figura [5.8
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Figura 5.8: Tragao simples com oito células: (a) forga de superficie horizontal no ponto

de colocagao 6, (b) forca de superficie horizontal no ponto de colocagao 7.

Ja os resultados obtidos para o problema de flexao simples sao apresentados na

figura 5.9 Nesta figura, assim como na figura [5.8 também sdo apresentados os

resultados obtidos na analise empregando células
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Figura 5.9: Flexao simples com oito células: (a) forca de superficie horizontal no ponto

de colocagao 6, (b) forca de superficie horizontal no ponto de colocagao 7.

Como observado através da figura [5.8| os resultados obtidos nas analises com cé-

lulas uniformes e nao-uniformes foram coincidentes no problema de tragao simples
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assim como no exemplo da secao anterior empregando apenas uma célula interna.
J& no problema de flexao simples, pode ser observado através da figura que
as analises com células uniformes apresentaram um elevado travamento de tensoes
na resposta estrutural mesmo com o emprego de 8 células internas. Contudo, a
utilizacao de células nao-uniformes mostrou-se novamente eficaz na reducao deste
fenomeno independente da expressao empregada para o parametro M%(X). Neste
caso, as curvas obtidas na figura [5.9p, adotando ME(X) = 0.0 — p(X) e ME(X)
intercalado, apresentaram uma maior concordancia. Ja a curva obtida utilizando
ME(X) = 1.0 — p(X) divergiu ligeiramente destas duas curvas logo apds o pico
sem influenciar, contudo, no alivio esperado para o campo de tensoes que também

é observado nos estdgios finais da analise para este caso.

Observa-se através da figura que a curva obtida considerando valores intercala-
dos de MZ(X) representa um caso intermedidrio entre aquelas obtidas empregando
expressoes iguais a MZ(X) = 1.0 — p(X) e ME(X) = 0.0 — ¢(X). Baseado nestes
resultados, considera-se nas andalises que se seguem valores intercalados para o para-
metro M%(X) ao longo da linha de células. Tal escolha também ¢é justificada, dada
a indefinicao deste parametro sobre pontos situados ao longo da linha de desconti-

nuidade.

5.2 Cisalhamento com Forcas em Quatro Pontos:

Arrea e Ingraffea (1982)

O segundo exemplo a ser analisado é o cisalhamento com for¢a em quatro pontos
em vigas de concreto que foi estudado experimentalmente por |[Arrea e Ingraffea
(1982). Este ensaio é mostrado através da figura onde geometria, carregamento

e propriedades do material sao apresentadas.
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Figura 5.10: Desenho esquemdtico do ensaio de cisalhamento com forgas em quatro

pontos.

O contorno foi discretizado em 642 elementos lineares e uma célula quadrada inicial
de diagonal igual a 1.6 mm foi previamente introduzida na ponta do entalhe para
capturar o inicio da linha de descontinuidade. O inicio desta linha foi considerado
como tendo origem no ponto médio do lado que a célula inicial tem em comum
com a ponta do entalhe. O algoritmo automatico de geracao de células foi adotado
com # = 1.001, porém com o crescimento das células sendo interrompido quando
o segmento de descontinuidade excedia 8.0 mm. Além disto, foram empregados
170 passos durante o processo incremental-iterativo com a progressao da andlise

nao-linear sendo controlada através do deslocamento vertical do ponto A destacado
na figura [5.10]

Resultados para a carga aplicada P versus o deslocamento vertical relativo entre as
duas extremidades iniciais do entalhe (Crack Mouth Sliding Displacement - CMSD)
foram tragados sobre a envoltéria experimental obtida por |Arrea e Ingraffeal (1982),
considerando os dois tipos de células, ou seja, com saltos uniformes e nao-uniformes.
Estes resultados sao apresentados na figura [5.11] considerando descontinuidade forte

direta e através da figura empregando o modelo de banda varidvel.
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Figura 5.11: Resultados para a carga P versus CMSD (Crack Mouth Sliding Displa-

cement) para o ensaio de |Arrea e Ingraffea (1982) considerando descontinuidade forte

direta.
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Figura 5.12: Resultados para a carga P versus CMSD (Crack Mouth Sliding Displace-

ment) para o ensaio de Arrea e Ingraffea (1982) considerando o modelo de banda varidvel.

As malhas finais obtidas para as simulacoes com células nao-uniformes sao apresen-
tadas através das figuras e considerando descontinuidade forte direta e o

modelo de banda variavel, respectivamente.

(a) (b)
Figura 5.13: Malha final para simulagao do ensaio de |Arrea e Ingraffea (1982) com

descontinuidade forte direta: (a) malha completa, (b) detalhe.
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(a) (b)
Figura 5.14: Malha final para simulagdo do ensaio de |Arrea e Ingraffeal (1982) com o

modelo de banda varidvel: (a) malha completa, (b) detalhe.

Pode-se observar através das figuras e que as andlises empregando células
uniformes apresentaram, em algum grau, o fenéomeno de travamento de tensoes im-
pedindo o alivio total das tensoes associado ao colapso final da estrutura. Por outro
lado, o descarregamento total esperado é observado nos resultados empregando a
nova classe de células tanto nas analises com descontinuidade forte direta quanto

nas analises utilizando o modelo de banda variavel.

5.3 Viga Simétrica com Flexao em Trés Pontos:

Petersson| (1981)

Este exemplo trata-se de uma viga simétrica pré-entalhada feita de concreto e sub-
metida a flexdo em trés pontos que foi estudada por [Petersson| (1981)). O desenho
esquematico deste problema é apresentado através da figura onde propriedades,

carregamento e geometria sao apresentadas.
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Figura 5.15: Desenho esquemaético do ensaio de flexdo em trés pontos em uma viga

simétrica.

Na discretizacao do contorno foram adotados 699 elementos lineares e uma célula
quadrada foi introduzida na ponta do entalhe. No algoritmo automatico de geracao
de células foi empregado § = 1.0 sendo o lado da célula inicial igual a largura do
entalhe. J4 no processo incremental-iterativo foram utilizados 170 passos e o des-
locamento vertical do ponto de aplicacao da carga foi controlado durante a anélise
nao-linear. Vale ressaltar que, para este problema, foram observados comportamen-
tos bastantes distintos entre as andlises com descontinuidade forte direta e com o
modelo de banda variavel. Deste modo, estes dois casos sao analisados separada-

mente como mostrado a seguir.

5.3.1 Analises com Descontinuidade Forte Direta

Nas analises com descontinuidade forte direta foram constatadas instabilidades nu-
méricas devido a nao captura adequada da trajetéria da fissura. Fato este foi ob-
servado tanto no emprego das células nao-uniformes quanto no emprego das células

uniformes. As malhas finais obtidas para estes dois casos sao apresentadas, respec-

tivamente, através das figuras e



144

(a) (b)

Figura 5.16: Malha final para simulagao do ensaio de [Petersson| (1981)) com descontinui-

dade forte direta empregando células nao-uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

A A

(a) (b)
Figura 5.17: Malha final para simulacao do ensaio de Petersson| (1981)) com descontinui-

dade forte direta empregando células uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

Deste modo, devido a simetria do problema, a orientacao da linha de descontinuidade
foi pré-definida no interior das células de modo que a trajetoria de trinca obtida fosse
um segmento de reta vertical. As malhas finais obtidas nestas novas analises sao
apresentadas nas figuras e para as células nao-uniformes e células uniformes,

respectivamente.
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v % A

(a) (b)
Figura 5.18: Malha final para simulagao do ensaio de [Petersson| (1981) com descontinui-
dade forte direta e orientacao pré-definida empregando células nao-uniformes: (a) malha

completa, (b) detalhe.

A A

(a) (b)
Figura 5.19: Malha final para simulagdo do ensaio de Petersson| (1981) com desconti-
nuidade forte direta e orientacao pré-definida empregando células uniformes: (a) malha

completa, (b) detalhe.

Os resultados obtidos para o carregamento P versus o deslocamento vertical do ponto
de aplicagao da carga sao apresentados através da figura considerando os dois
tipos de células com a orientacao da linha de descontinuidade pré-definida. Nesta

figura também ¢ plotada a envoltéria experimental obtida por [Petersson (1981)).
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Figura 5.20: Resultados para carga P versus deslocamento vertical relativo do ponto
carregado no ensaio de flexdo em trés pontos de Petersson| (1981): descontinuidade forte

direta com orientagao pré-definida.

Como pode ser observado, novamente as analises empregando células nao-uniformes
apresentaram um comportamento mais fragil que as andlises empregando células
uniformes mesmo em um problema com predominancia do modo-I de fratura. Este
acontecimento pode ser explicado devido a uma maior suavizacao na abertura da
fissura quando empregadas as células nao-uniformes embora a rotacao relativa entre

as duas partes da célula nao influencie neste caso.

5.3.2 Analises com Modelo de Banda Variavel

Nas andlises considerando o modelo de banda varidvel nao foi necessario adotar
uma orientagao pré-definida para uma correta captura da direcao de propagacao.
A malhas finais obtidas nas andlises empregando células nao-uniformes e células

uniformes sao apresentadas nas figuras e [5.22] respectivamente.
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(a) (b)
Figura 5.21: Malha final para simulagao do ensaio de Petersson| (1981]) com o modelo de

banda varidavel empregando células nao-uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

A A

(a) (b)
Figura 5.22: Malha final para simulagdo do ensaio de [Petersson| (1981)) com o modelo de

banda varidvel empregando células uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

Os resultados obtidos para o carregamento P versus deslocamento vertical do ponto

de aplicacao da carga sao apresentados na figura [5.23| considerando os trés casos.



148

]_\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
i | | | | | Petersson| (1981))
- —— (Células nao-uniformes
| A ---- Células uniformes
0.8 - Y " Vi —
—~ [ r L B
Z, | ! - |
R . " ]
A, 0.6[ T .
Q | ] i
= 1
jw} = - -
g [ 'I ‘|___ B
5 04] - g
=Y0] * [ == |
) [
= i Bk
&y I -
O i il
T T T T A A A \7

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Deslocamento (mm)

Figura 5.23: Resultados para carga P versus deslocamento vertical relativo do ponto
carregado no ensaio de flexdo em trés pontos de Petersson (1981): modelo de banda

variavel.

Observa-se através da figura que nas analises empregando o modelo de banda
variavel, ocorreram oscilagoes no tracado da trajetéria de equilibrio para os dois
tipos de células. Este acontecimento foi observado em trabalhos anteriores (Peixoto,
2016)) e esta relacionado possivelmente ao tamanho excessivamente grande das célu-
las. Ou seja, neste caso o processo de geracao de descontinuidades é retardado, visto
que o ponto de afericao das deformacoes encontra-se mais distante da extremidade
momentanea da fissura. Contudo, pode-se observar novamente um descarregamento
mais acentuado nas curvas obtidas com o emprego das células nao-uniformes evi-
denciando sua melhor eficiéncia na descricao do colapso final esperado nos estagios
finais da analise a medida que a fissura se aproxima do contorno superior do modelo

estrutural.
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5.4 Viga Assimétrica com Flexao em Trés Pontos:

Ingraffea e Grigoriu (1990)

O préximo exemplo trata-se de uma viga assimétrica com flexao em trés pontos
estudada por [Ingraffea e Grigoriu (1990). Esta viga é feita de acrilico e um desenho
esquematico deste teste é apresentado na figura [5.24 Nesta figura também sao
apresentadas geometria, carregamento e propriedades do material. As propriedades
empregadas nas simulagoes numéricas foram as mesmas que as adotadas por \Wu e

Neuyen| (2018).

lP

E =3.275GPa espessura = 12.7mm| 4
v =10.35 = 508.0 mm
1 = 17.23 MPa s = 457.2mm
f
Gy =0.315N/mm célula a = 25.4mm h
/ inicial
h = 203.2 mm
a w w = 1.27 mm
v A e =152.4mm v
A, CMOD « = . AN
) |
L 5/2 J‘ 5/2 J
I e o
I‘ l/2 ‘I‘ l/2 I
1

y

R
y
v

Figura 5.24: Desenho esquemético do ensaio de flexdo em trés pontos em uma viga

assimétrica.

Foram utilizados 584 elementos lineares na discretizagao do contorno e uma célula
inicial quadrada foi introduzida na ponta do entalhe. No algoritmo automatico de
geracao de células foi empregado § = 1.0 e, assim como no exemplo da segao [5.3]
foi considerado o lado da célula inicial como sendo igual a largura do entalhe. Um
total de 350 passos foi empregado na processo incremental-iterativo e o deslocamento

horizontal do ponto A (figura [5.24]) foi controlado durante a andlise nao-linear.
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Nas analises numéricas considerando descontinuidade forte direta e células nao-
uniformes, foram constatadas instabilidades numéricas devido a nao correta captura
da trajetdria de propagagao quando o parametro M%(X) é intercalado entre as cé-
lulas geradas. Neste caso, foi necessario considerar o modelo de banda varidvel de
modo a prevenir tais instabilidades e conseguir uma correta captura da trajetéria

da fissura. As malhas finais obtidas para estes dois casos sao apresentadas através

das figuras e [5.26]

(b)
Figura 5.25: Malha final para simulagao do ensaio de |[Ingraffea e Grigoriu (1990) com
descontinuidade forte direta e considerando valores intercalados para o parametro M%(X):

(a) malha completa, (b) detalhe.
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Figura 5.26: Malha final para simulagao do ensaio de [Ingraffea e Grigoriul (1990) com o
modelo de banda varidvel e considerando valores intercalados para o parametro M%(X):

(a) malha completa, (b) detalhe inferior, (¢) detalhe superior.

Anélises também foram realizadas fixando M%(X) = 1.0 — ¢(X) para todas as
células geradas. Neste caso, diferentemente das analises anteriores considerando o
parametro M%(X) intercalado, nao foram constatadas instabilidades numéricas nas
analises com descontinuidade forte direta. As malhas finais obtidas sao apresentadas
nas figuras e considerando andlises com descontinuidade forte direta e com

o modelo de banda variavel, respectivamente.
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Figura 5.27: Malha final para simulagdo do ensaio de [Ingraffea e Grigoriu (1990) com
descontinuidade forte direta e considerando M%(X) = 1.0 — ¢(X): (a) malha completa,

(b) detalhe inferior, (c) detalhe superior.
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(b) (c)
Figura 5.28: Malha final para simulagao do ensaio de [Ingraffea e Grigoriul (1990) com o
modelo de banda varidvel e considerando M%(X) = 1.0 — ¢(X): (a) malha completa, (b)

detalhe inferior, (c) detalhe superior.

Resultados para o carregamento total P em func¢ao do deslocamento vertical do
ponto de aplicacao da carga e em funcao do deslocamento horizontal relativo entre
os pontos localizados nas extremidades iniciais do entalhe (Crack Mouth Opening
Displacement - CMOD) foram considerados. Estes resultados sao apresentados nas
figuras e para as analises com descontinuidade forte direta e nas figu-
ras e considerando o modelo de banda variavel. Nestas figuras também
sao apresentados os resultados experimentais e numéricos obtidos por |[ngraffea e

Grigoriu| (1990).
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Figura 5.29: Resultados para carga P versus deslocamento vertical do ponto carregado

para o ensaio de Ingraffea e Grigoriul (1990) considerando descontinuidade forte direta.
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Figura 5.30: Resultados para carga P versus deslocamento vertical do ponto carregado

para o ensaio de Ingraffea e Grigoriu/ (1990) considerando o modelo de banda varidvel.




155

Células nao-uniformes: M%(X) = 1.0 — (X)
| - Células nao-uniformes: MZ(X) intercalado
= = == Células uniformes

== =ngraffea e Grigoriu (1990): [Ekp.
== |Ingraffea e Grigoriu (1990): [Num.

5.6

4.2

2.8

Carregamento P (KN)

14

.,;,.~=~ ....
0 0.32 0.64 0.96 1.28 1.6
CMOD (mm)

Figura 5.31: Resultados para a carga P versus CMOD (Crack Mouth Opening Displa-

cement) para o ensaio de Ingraffea e Grigoriu| (1990) considerando descontinuidade forte

direta.
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Figura 5.32: Resultados para a carga P versus CMOD (Crack Mouth Opening Displa-
cement) para o ensaio de [Ingraffea e Grigoriul (1990) considerando o modelo de banda

variavel.

Como mencionado anteriormente, a andlise considerando o parametro M%(X) in-
tercalado com descontinuidade forte direta, apresentou instabilidades numéricas nos
estagios iniciais da analise nao-linear logo apds o pico das curvas apresentadas nas
figuras e[5.31] No caso das anédlises com o modelo de banda varidvel, pode-se
notar perfis de curva bastante similares obtidos com células nao-uniformes consi-
derando M%(X) intercalado e M%(X) = 1.0 — ¢(X). Ja para o caso especifico
adotando MZ(X) = 1.0 — ¢(X), verificam-se comportamentos similares para as cur-
vas obtidas nas analises com descontinuidade forte direta e nas analises com o modelo
de banda variavel. Este comportamento pode estar relacionado ao fato do acrilico
ser um material muito fragil nao formando, diferentemente do concreto, a zona de
microfissuracao associada a banda de localizacao de deformagoes. Neste caso, apds o

regime eldstico, a tendéncia é a entrada direta do regime com descontinuidade forte.
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Esta mesma similaridade também é constatada nas anélises com células uniformes.
Em todos os casos, as curvas obtidas para os dois tipos de células foram coinci-
dentes, exceto nos estagios finais das andlises onde uma perda total de capacidade
resistente ao carregamento é capturada apenas pelas células nao-uniformes assim

como o ocorrido no exemplo da secao [5.2]

Através das figuras e pode-se notar que todas as curvas numéricas obti-
das, incluindo a da referéncia original, apresentaram uma inclinagdo mais acentu-
ada quando comparadas a curva experimental. Esta diferenca estd associada a nao
consideracao das nao-linearidades dos suportes e do ponto de aplicacao da carga,
bem como a nao consideracao da deformacao da mesa onde o experimento foi reali-

zado (Ingraffea e Grigoriu, [1990)).

Por fim, pode-se observar através da figura [5.33| uma comparacao entre as trajeto-
rias obtidas experimentalmente (Ingraffea e Grigoriu, 1990) com as obtidas nume-
ricamente empregando células nao-uniformes onde uma boa concordancia entre as

curvas ¢ verificada.
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Figura 5.33: Trajetéria da trinca para o ensaio de Ingraffea e Grigoriu/ (1990) empregando

células nao-uniformes.

5.5 Chapa com Dois Entalhes Tensionada Unixi-

almente: Shi et al. (2000)

O proximo exemplo trata-se de uma chapa com 2 entalhes tensionada uniaxialmente
estudada experimentalmente por |Shi et al. (2000). Um desenho esquemadtico deste
problema ¢ ilustrada na figura[5.34], onde podem ser observadas também informacgoes
acerca da geometria, carregamentos e propriedades. Como condigoes de contorno
esta chapa foi engastada em sua extremidade inferior e um deslocamento vertical
prescrito, 9, foi incrementalmente imposto em sua extemidade superior. As propri-
edades utilizadas nas simulacoes numéricas foram as mesmas adotadas por Nguyen

e Korsunsky| (2008)).
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Figura 5.34: Desenho esquematico do ensaio de tensdo uniaxial em uma chapa com dois

entalhes.

Foram utilizados 176 elementos lineares na discretizagao do contorno e duas célu-
las iniciais quadradas de lados iguais a 1.5 mm foram introduzidas nas pontas dos
entalhes. Células de mesmo tamanho foram geradas (8 = 1.0) e 1000 passos foram
considerados durante a andlise nao-linear. Assim como no exemplo da segao [5.3]
foram constatadas instabilidades numéricas devido a nao captura adequada da tra-
jetoria da fissura nas andlises com descontinuidade forte direta. Deste modo, as
andlises com descontinuidade forte direta e com o modelo de banda variavel sao

consideradas separadamente nas secoes seguintes.

5.5.1 Analises com Descontinuidade Forte Direta

As andlises com descontinuidade forte direta reportaram instabilidades numéri-

cas tanto empregando células nao-uniformes quanto empregando células uniformes.
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As malhas finais obtidas para estes dois casos sao apresentadas através das figu-

ras ©.35 e [5.361

Th A A TR A A A TR A AR

L .a"‘,mnnunnnnnnnum..

-----------------------

(a) (b)
Figura 5.35: Malha final para simulagdo do ensaio de |Shi et al.| (2000]) com descontinui-

dade forte direta empregando células nao-uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.
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(a) (b)
Figura 5.36: Malha final para simulagao do ensaio de |Shi et al.| (2000]) com descontinui-

dade forte direta empregando células uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.
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Como observado nas figuras e[5.36] as malhas finais obtidas para os dois tipos de
células apresentaram trajetérias simétricas e bastante similares. Ja na figura
sao apresentados os resultados para a carga total aplicada versus o deslocamento
vertical da extremidade superior considerando os dois tipos de células. Nesta figura

também é plotada a curva experimental obtida por [Shi et al.| (2000).
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Figura 5.37: Resultados para carga total aplicada versus deslocamento vertical da ex-

tremidade superior no ensaio de [Shi et al| (2000): descontinuidade forte direta.

Como observado na figura [5.37], as curvas obtidas para os dois tipos de células apre-

sentaram perfis bastante préximos até o instante em que ocorreram as intabilidades.

5.5.2 Analises com Modelo de Banda Variavel

As malhas finais obtidas nas andlises com o modelo de banda variavel sao apresen-

tadas nas figuras e 5.39
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Figura 5.38: Malha final para simulagao do ensaio de |Shi et al.| (2000) com o modelo de

banda varidvel empregando células nao-uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.
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Figura 5.39: Malha final para simulagao do ensaio de |Shi et al.| (2000) com o modelo de

banda varidvel empregando células uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

Como observado nas figuras e [5.39 novamente foram observadas simetrias nas
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trajetorias de trincas obtidas nas analises empregando os dois tipos de células.

Na figura [5.40| sao apresentados os resultados para a carga total aplicada versus o

deslocamento vertical da extremidade superior.
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==== Células uniformes

LT

—
T

Carregamento (KN)

I I I I T T

Carregamento (KN)

| T e
0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2
Deslocamento ¢ (mm)

Figura 5.40: Resultados para carga total aplicada versus deslocamento vertical da extre-
midade superior no ensaio de Shi et al. (2000) considerando o modelo de banda varidvel:

(a) curva completa, (b) detalhe dos picos atingidos.

Como observado através da figura [5.40, a curva obtida na andlise com células uni-
formes apresentou travamento de tensoes. Ja na andlise com células nao-uniformes
este fenomeno ¢é eliminado como observado através do descarregamento completo da
resposta estrutural. Além disto, como verificado na figura|[5.40pb, o pico apresentado
pela curva obtida empregando células nao-uniformes se aproximou de forma mais
satisfatéria com o pico da curva experimental. Deste modo, a formulacao proposta
também se mostra eficiente na eliminagao do fenomeno de travamento de tensoes na
analise de problemas envolvendo a propagacao de multiplas linhas de descontinui-

dade.
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5.6 Cisalhamento com forcas em quatro pontos
em uma viga com dois entalhes: Bocca et al.

(1990)

O ultimo exemplo analisado trata-se do ensaio de cisalhamento com forgas em quatro
pontos em uma viga com dois entalhes que foi estudado experimentalmente por
Bocca et al.| (1990)). Um desenho esquemadtico deste ensaio é mostrado na figura

onde propriedades, carregamentos e geometria sao apresentadas.

lO.QP lP
B
E = 27GPa U z espessura = 100 mm ;I 1
! =800 mm
v =0.18 -
\ h =200 mm
fi = 2.0 MPa células h
/mlciais ¢ = 160 mm
Gf :O.lN/mm w a = 40mm
— w = 5mm CE v

c/2

A AN
L

1/2 1/2

A
v

Figura 5.41: Desenho esquemdtico do ensaio de cisalhamento com forgas em quatro

pontos em uma viga com dois entalhes.

Na discretizacao do contorno foram empregados 234 elementos lineares e duas células
quadradas de diagonais iguais a 4 mm foram pré-introduzidas nas pontas dos entalhes
conforme apresentado na figura Um fator de crescimento igual a § = 1.003 foi
adotado para cada uma das frentes de células cujo tamanho maximo foi limitado em
5.0 mm. Foram empregados 500 passos durante o processo incremental iterativo e

o deslocamento horizontal do ponto B foi controlado durante a analise nao-linear.
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Nas andlises empregando células nao-uniformes com o parametro M%(X) interca-
lado foram constatadas instabilidades numéricas quando utilizado o modelo de banda
variavel. As malhas finais obtidas para este caso, bem como para a analise conside-

rando descontinuidade forte direta sao apresentadas através das figuras eb.43|

(a) (b)
Figura 5.42: Malha final para simulagdo do ensaio de Bocca et al.| (1990) com descon-
tinuidade forte direta e considerando valores intercalados para o parametro M%(X): (a)

malha completa, (b) detalhe.

J
I

(a) (b)

Figura 5.43: Malha final para simulagao do ensaio de Bocca et al.| (1990) com o modelo
de banda varidvel e considerando valores intercalados para o parametro M%(X): (a) malha

completa, (b) detalhe.

Anélises numéricas foram realizadas considerando outros valores para o parametro
MZ(X). Neste caso, dentre diversos testes realizados, resultados satisfatérios foram

obtidos adotando M%(X) = 1.0 — ¢(X) para as células provenientes do entalhe
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inferior e M%(X) = 0.0 — ¢(X) para as células provenientes do entalhe superior.
As malhas finais obtidas para este caso sao apresentadas nas figuras [5.44] e
considerando andlises com descontinuidade forte direta e com o modelo de banda

variavel, respectivamente.

(a) (b)

Figura 5.44: Malha final para simulac¢do do ensaio de Bocca et al. (1990) com desconti-

nuidade forte direta: (a) malha completa, (b) detalhe.

(a) (b)
Figura 5.45: Malha final para simulagdo do ensaio de Bocca et al.| (1990) com o modelo

de banda varidvel: (a) malha completa, (b) detalhe.

Resultados para o carregamento total aplicado (1.2P) em fung¢ao do deslocamento
vertical do ponto A (figura|s.41)) foram considerados. Estes resultados sdo apresenta-
dos na figura para as analises com descontinuidade forte direta e na figura

considerando o modelo de banda varidavel. Nestas figuras também sao apresentados
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os resultados experimentais obtidos por Bocca et al. (1990).
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Figura 5.46: Resultados para carga total aplicada versus deslocamento vertical do ponto

A no ensaio de |Bocca et al.| (1990): descontinuidade forte direta.
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Figura 5.47: Resultados para carga total aplicada versus deslocamento vertical do ponto

A no ensaio de |Bocca et al.| (1990): modelo de banda variavel.

Como pode ser observado nas figuras e [5.47] os resultados obtidos empregando
células nao-uniformes apresentaram uma concordancia bastante satisfatéria para
com os resultados experimentais. Fato este s6 nao é averiguado para a analise con-
siderando o parametro M¥(X) intercalado com o modelo de banda varidvel, uma
vez (ue, para este caso, a analise nao progrediu o suficiente devido ao surgimento de
instabilidades numéricas. Ja os resultados obtidos com células uniformes nao con-
seguiram acompanhar os resultados experimentais de forma satisfatoria apds o pico
da curva apresentando, neste caso, um elevado travamento de tensoes na resposta

estrutural.

As trajetorias de trinca obtidas numericamente nas analises empregando células
nao-uniformes sao apresentadas através da figura[5.48] Nesta figura também é apre-

sentada a envoltoria experimental que foi extraida do trabalho de |Cervera et al.
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(2017).
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Figura 5.48: Trajetoria da trinca para o ensaio de Bocca et al.|(1990) empregando células

nao-uniformes.

Uma vez que o problema estrutural apresenta uma simetria polar em torno do centro
geométrico do modelo, é esperado que duas trincas surjam a partir dos dois entalhes
e propaguem simetricamente em direcao as extremidades opostas da viga. E é isto o
que realmente ocorre como observado através da figura nas analises empregando
células nao-uniformes. Além disto, uma boa concordancia para com os resultados
experimentais é obtida tanto nas analises com descontinuidade forte direta quanto

nas analises empregando o modelo de banda variavel.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho foi desenvolvida uma nova classe de células com descontinuidade forte
embutida para analise de propagacao de falhas materiais em meios homogeéneos fra-
geis ou parcialmente frageis. Foi empregada a formulacao implicita do método dos
elementos de contorno juntamente com um algoritmo automatico de geracao de célu-
las que acompanha a propagacao da fissura a medida que o carregamento ¢ imposto
ao solido. Neste caso, foram considerados problemas bidimensionais onde apenas a
regiao fissurada é discretizada por células sendo o restante do dominio considerado
sob regime linear elastico. Neste contexto, apenas células quadrilateriais com saltos
uniformes para o campo de deslocamentos em seu interior haviam sido considera-
das na literatura pregressa. Estas células possuem apenas um ponto de colocagao
localizado em seu centréide que permanece fixo em toda a analise, de forma que
apenas saltos constantes no campo de deslocamentos podem ser representados em
seu interior. Tal limitacao faz com que apenas o movimento de translacao relativo
entre as duas partes da célula possa ser devidamente capturado pela analise numé-
rica. Nesta nova abordagem, aqui apresentada, adota-se uma adequacao da célula
com descontinuidade embutida ao longo da anélise nao-linear, de forma a permitir
a representacao nao somente do movimento de translacao relativa entre as partes

da célula mas, também, a representacao do movimento de rotacao relativo entre
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elas. As etapas que compoem esta adaptacao da célula, podem ser sintetizadas da

seguinte forma:

i. Inicialmente a célula, ainda sem descontinuidade, possui um tnico ponto de

colocacao localizado em seu centréide;

ii. Uma vez estabelecidos os critérios necessarios ao surgimento de superficies de
descontinuidades (fracas ou fortes), este ponto inicial é eliminado (ndo somente
da célula, mas de todo o modelo numérico) e dois novos pontos sao inseridos ao

longo da linha de descontinuidade.

A partir desses dois novos pontos, é possivel obter uma interpolacao nao-uniforme
para o salto no campo de deslocamentos. Tal possibilidade se demonstra favoravel
na analise de problemas que envolvem modos mistos de fratura, pois possibilita a
eliminagao do fendmeno de travamento de tensoes comumente presente em analises
com células uniformes. Analises com estas células induzem uma rigidez irreal na
resposta estrutural devido a sua inabilidade em representar o movimento rotacional
relativo entre suas partes dividas pela linha de descontinuidade. Neste caso, as
células nao-uniformes nao apresentam este inconveniente, o que as tornam mais
adequadas na representacao do movimento de abertura que ocorre durante o processo

de carregamento ao longo da andlise nao-linear.

No modelo numérico é pré-fixada uma célula inicial com descontinuidade forte em-
butida de modo a capturar o surgimento da linha de descontinuidade no interior
do corpo sélido. Deste modo, uma vez detectado o regime de descontinuidade no
interior desta célula, o ponto de colocacao localizado em seu centréide é excluido
e os dois novos pontos de colocacao sao criados ao longo da linha de descontinui-
dade. Além disto, adjacente a esta célula, uma nova é criada, em regime elastico,

tornando possivel a propagacao da linha de descontinuidade no interior do sélido.
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Com esse processo, esquematizado na secao torna-se necessaria a realizagao de

modificagoes nas matrizes da formulacao implicita.

Analises numéricas foram realizadas considerando duas formas distintas de detecgao
do inicio do regime de descontinuidades. Na primeira delas foi considerado a intro-
ducao direta do regime de descontinuidades fortes ao término do regime elastico com
a direcao da linha de descontinuidade no interior da célula sendo perpendicular a
tensao principal maxima. Na segunda forma foi adotado um modelo de banda varia-
vel fazendo-se uso da analise de bifurcagao como critério desencadeador do processo
de localizacao de deformacoes. Para os dois casos, foi averiguado que a nova classe
de células consegue representar de forma mais satisfatoria a resposta estrutural em
problemas envolvendo modos mistos de fratura. Além disto, mesmo em situacoes
restritas ao modo I de fratura, também foi constatado um descarregamento mais
acentuado na resposta estrutural, indicando que uma maior suavizagcao na abertura

da trinca também contribui na reducao do travamento de tensoes.

Algumas caracteristicas adicionais da nova formulacao aqui proposta podem ser
analisadas de forma mais rigorosa em trabalhos posteriores. Por exemplo, como
esbocado na secao , o parametro M£% é mal definido para os pontos de colocagao
situados sobre a linha de descontinuidade, sendo perfeitamente possivel a escolha
da expressao MZ(X) = 1.0 — p(X) ou ME(X) = 0.0 — ¢(X). Dada esta indefi-
ni¢ao, optou-se por adotar valores intercalados, entre as duas opc¢oes, para células
adjacentes ao longo do processo de propagacao. Na maioria dos casos, tal escolha
mostrou-se adequada. Por outro lado, em alguns casos, essa ideia de intercalar os
valores conduziu a instabilidades numéricas, como reportado no ultimo exemplo nu-
mérico na simulagao envolvendo as etapas transitorias desde a dissipacao energética
em meio continuo até o surgimento das descontinuidades fortes. Estudos acerca da

posicao dos pontos de colocagao sobre a linha de descontinuidade poderiam também
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ser considerados, uma vez que no presente trabalho estes pontos foram pré-fixados
e igualmente espacados entre si e entre os extremos da linha de descontinuidade.
Além disto, a formulacao desenvolvida é perfeitamente aplicavel a outros modelos
constitutivos, podendo ser considerados outros tipos de perfis de falhas como, por
exemplo, bandas de cisalhamento em materiais dicteis ou superficies de desliza-
mento na geomecanica. Vale destacar ainda que a metodologia aqui empregada é
facilmente estendida a células com um grau maior de aproximagao para o campo de
deslocamentos, contribuindo também, neste caso, para uma generalizacao do con-

ceito de células com descontinuidade forte embutida.
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Apeéendice A

Algoritmo Completo da Estratégia
de Solucao

ALGORITMO COMPLETO DA ESTRATEGIA DE SOLUCAO:

11.

iii.

1v.

vi.

vil.

Viil.

1X.

Calcula-se o vetor { P} através da equacao e inicializa-se i = 0;
i=i+1,j=0:;
Se 7 > numero maximo de incrementos especificado = FIM;

{Q}; = {0}, {F}; = {0}

L Jg=7+1L

Se j for maior que o nimero maximo de iteragoes especificado, interrompe-se o

processamento;

Monta-se a matriz [D]%_;, da equagao W;

-1

As equagoes [3.101] e [3.102| sao resolvidas para obtencio de {e¢” }; e {(566’2};;

Sdo calculados {2}, {029}, {4} e {60}, utilizando as equagdes [3.106]




xl.

xii.

xiil.

X1v.

XV.
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Calcula-se (5)@, através de um método de controle;

Os vetores {d¢}i, {0z} e {647}, sdo montados a partir das equagdes [3.100]
B.105 e B.108;

Atualizam-se A}, {é}, {«}} e {a”}], fazendo (-)} = (-)5_, +6(-)%;
Monta-se {F }3, empregando-se a equacao m;

Calcula-se {Q}! = X:{P} — {F}! (equacao ;

Teste de convergéncia:

1{Q}; |

Se m < TOL, retorna-se ao passo (ii) para o préximo invremento de
J

carga, caso contrario, retorna-se ao passo (v) para nova iteragao.
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Apeéendice B

Algoritmo Completo para o
Calculo do Salto no Campo de
Deslocamentos

ALGORITMO PARA SOLUCAO DA EQUACAO DE EQUILIBRIO

DA INTERFACE:

1.

ii.

1il.

1v.

vi.

Inicializa-se:

Jj =0e{Ju]}o com o valor acumulado até a dltima avaliacdo das componentes

do salto nos deslocamentos;
j=i+

Se 7 > numero maximo de iteragoes especificado, interrompe-se o processa-

mento;

Calculam-se { f1},_1 e { f2};-1 nos pontos de colocagdo P; e P,, respectivamente,

a partir da equacao

SUAL) [ 2L

— nos pontos de colocagao P, e Ps, res-
o{[ul} 8{[[u]]}L 1 o

pectivamente, a partir da equacao [4.26

Calculam-se [

Resolve-se o sistema de equagoes [1.27}



192

vil. Atualiza-se: {[u]}; = {[u]};—1 + {0]u]};

[ {oful}; |

viii. Se —————— > TOL, onde TOL ¢é uma tolerancia especificada, volta-se ao

I {Tul}; |

passo (ii). Caso contrario:

ix. Retorna-se o resultado {[u]} = {[u]};.
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Apéndice C

Modificacoes nas Matrizes da
Formulacao Implicita Associadas a
Exclusao e Geracao de Novos
Pontos de Colocacao no Interior
das Células

Quando o ponto de colocagao localizado no centréide da célula é excluido do modelo
numérico, os vetores referentes as taxas de deformacgoes e aos campos iniciais asso-

ciados a pontos internos devem ser excluidos das respectivas matrizes. Portanto, as

equacgoes e assumem a seguinte forma:

(8} = (B3} + | Qe [0 ] 0~ (C.1)
¢ A B | Q% &
— = {#} + {v} + (C2)
0 0 0 0o lof] o

onde O refere-se as linhas e colunas excluidas.

Ja quando os dois novos pontos de colocacao sao adicionados a célula, vetores re-
ferentes as taxas de deformagoes e aos campos iniciais associados a pontos internos

sdo amplificados através da introducio dos respectivos sub-vetores: {éx} e {é%}.
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Deste modo, as equacoes e assumem a forma:

24
Al = B+ | Qe |ae | {— (C.3)
N
Aé = A: {2} + B: {v} + qc 6: (C.4)
EN a b qr ‘ch €N

onde os coeficientes das novas sub-matrizes sao obtidos assim como descrito na

tabela [C.1]
Tabela C.1: Construgao das submatrizes.

Submatriz Ponto fonte Regiao de integracao
[Gee | Pontos do contorno Células modificadas
[q&] Pontos internos antigos ~ Células modificadas
[q5] Pontos internos novos Células antigas
[q%c] Pontos internos novos Células modificadas
[a], [bF] Pontos internos novos  Elementos do contorno

Deste modo, as matrizes presentes na equagao [3.89 também sdo expandidas, assim

como detalhado abaixo.

N¢ A€ Be

[m] = [a[A] 7 [Qee] + [g5]

[mine) = [a*][A] " [ges] + [girc)
(C.6)

(m&] = [ANA] [ger] + [g]
] .

Nas implementagoes numeéricas, os coeficientes pré-existentes destas matrizes nao
necessitam ser recalculados. Neste caso, quando novos pontos internos sao gerados,

basta que estas matrizes sejam expandidas com a insercao das submatrizes presentes

nas equagoes e[C.6
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