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À Maria do Carmo de Souza Alves, minha mãe, que sempre incentivou os meus
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Aos colegas do Programa de Pós-graduação em Engenharia de Estruturas, em es-

pecial aos engenheiros Danilo Bento Oliveira, Juliano dos Santos Becho, Leandro

Lopes da Silva e Lucas Figueiredo Grilo pela amizade e convivência agradável.
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RESUMO

Ao longo dos últimos anos tem ocorrido um grande avanço no estudo numérico de

falhas materiais em meios sólidos, incentivado pelo aumento dos recursos computaci-

onais dispońıveis. Deste modo, diversas técnicas vem sendo criadas com o objetivo de

averiguar o comportamento de materiais sujeitos a sobrecarga e, portanto, predizer o

colapso estrutural. Neste sentido, destacam-se a mecânica da fratura elástica linear,

os modelos discretos ou coesivos, os modelos de fissuração distribúıda, os meios cont́ı-

nuos enriquecidos e a aproximação cont́ınua de descontinuidades fortes. Esta última

técnica, por sua vez, tem ganhado um crescente destaque, pois permite que modelos

constitutivos cont́ınuos, equipados com uma lei de amolecimento, sejam compat́ıveis

com a presença de campos de deslocamentos descont́ınuos e, consequentemente, com

o surgimento de deformações ilimitadas. Deste modo, o presente trabalho adota a

formulação impĺıcita do método dos elementos de contorno para análise bidimen-

sional de falhas materiais utilizando a aproximação cont́ınua de descontinuidades

fortes. O objetivo principal é a eliminação do fenômeno de travamento de tensões

comumente presente em análises numéricas empregando células com saltos uniformes

para o campo de deslocamentos. Estas células não são capazes de representar o

movimento rotacional relativo entre suas partes que são divididas pela linha de

descontinuidade, induzindo uma rigidez irreal na resposta estrutural. Deste modo,

uma nova classe de células com saltos não-uniformes para o campo de deslocamentos

é apresentada de modo a capturar adequadamente o movimento de rotação relativo

entre as partes da célula e, por conseguinte, eliminar o travamento de tensões. Além

disto, é utilizado um algoritmo de geração automático de células que acompanha

a linha de descontinuidade à medida que os critérios de falha ou bifurcação vão

sendo atingidos. As implementações serão realizadas no sistema INSANE (INte-

ractive Structural Analysis Environment) que é desenvolvido no Departamento de

Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais, seguindo o

paradigma de programação orientado a objetos segundo a linguagem Java.

Palavras-chave: método dos elementos de contorno; aproximação cont́ınua de des-

continuidades fortes; células não-uniformes com descontinuidade embutida.



ABSTRACT

Over the past few years there has been a major advance in the numerical study of

material failures in solid medium incentived by the increase in available computing

resources. Thus, several techniques were created with the objective of ascertaining

the behavior of materials subject to overload and, therefore, to predict structu-

ral collapse. In this sense, the linear elastic fracture mechanics, the discrete or

cohesive models, the smeared crack models, the enhanced continuous models and

the continuum strong discontinuity approach stand out. The latter technique, in

turn, has been gained increasing prominence because it allows that continuous

constitutive models, equipped with a softening law, to be compatible with the

presence of discontinuous displacement fields and, consequently, with the emergence

of unlimited strains. Thus, the present work adopts the implicit formulation of the

boundary element method for two-dimensional material failure analysis using the

continuum strong discontinuity approach. The main objective is the elimination of

the stress locking phenomenon commonly present in numerical analysis using cells

with uniform displacement jumps. These cells are not able to represent the relative

rotational movement between their parts that are divided by the discontinuity line,

inducing an unreal rigidity in the structural response. In this way, a new class of

cells with non-uniform displacement jumps will be created in order to adequately

capture the relative rotational movement between the parts of the cell and, therefore,

eliminate the stress locking. In addition, an automatic cell generation algorithm that

follows the discontinuity line as the failure or bifurcation criteria are reached is used.

Finally, the implementation is performed in the INSANE (INteractive Structural

ANalysis Environment) system that is developed by the Department of Structural

Engineering of the Federal University of Minas Gerais and that follows the object

oriented programming paradigm according to the Java language.

Keywords: boundary element method; continuum strong discontinuity approach;

non-uniform cells with embedded discontinuity.



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

CMOD Crack Mouth Opening Displacement

CMSD Crack Mouth Sliding Displacement

CSDA Continuum Strong Discontinuity Approach

DEES Departamento de Engenharia de Estruturas

EIC Equação Integral para Deslocamentos no Contorno

EPD Estado Plano de Deformações

EPT Estado Plano de Tensões

INSANE Interactive Structural Analysis Environment

MEC Método dos Elementos de Contorno

MEF Método dos Elementos Finitos

MFEL Mecânica da Fratura Elástica Linear
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Hcrit Módulo de amolecimento cŕıtico para modelos constitutivos cont́ınuos

(condição de bifurcação).

HS Função de Heaviside com salto sobre S.

HΩb
Função de rampa linear em Ωb.

J Integral J .

J (η) Jacobiano da transformação de coordenadas nos elementos de contorno

em problemas bidimensionais.

J (η1, η2) Jacobiano da transformação de coordenadas nas células internas em pro-

blemas bidimensionais.

k Fator escalar (≈ 0) de regularização numérica da função δS no regime de
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λ̇∗ Multiplicador de dano discreto (λ̇∗ = α̇∗).

µS(X) 1, se X ∈ S; 0, se X /∈ S.

µΩb
(X) 1, se X ∈ Ωb; 0, se X /∈ Ωb.

ν Coeficiente de Poisson.

ω Variável de dano discreta.

Ω Domı́nio de um corpo sólido.
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det(·) Determinante de (·).

〈·〉 Operador de Mac Auley (= [| · |+ (·)]/2).

⊗ Operador do produto tensorial (ai ⊗ bj = aibj).∫
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3.2.2 Formulações do Problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

3.2.3 Equações Integrais com Descontinuidades . . . . . . . . . . . . 103
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Caṕıtulo 1

Introdução

Dentre os principais tipos de falhas estruturais pode-se destacar as falhas geométricas

e as falhas materiais. As falhas geométricas estão associadas à perda de estabilidade

espacial devido ao comportamento geometricamente não-linear da estrutura. Já as

falhas materiais em meios frágeis estão relacionadas à formação de bandas de locali-

zação de deformações inelásticas em uma região de espessura muito pequena que se

propagam através do domı́nio sólido dando origem a um progressivo amolecimento

da resposta estrutural até o colapso final. A origem destas bandas se dá através

da concentração de defeitos e/ou vazios micro-estruturais em um ponto material. A

partir dáı, elas progridem, à medida que o carregamento é imposto, até se tornarem

viśıveis ou macroscópicas. Deste modo, dependendo do tipo de material empregado

na análise, diferentes perfis de falhas são obtidos como, por exemplo, bandas de

cisalhamento em materiais dúcteis, superf́ıcies de deslizamento na geomecânica ou

trincas em materiais frágeis ou parcialmente frágeis.

O estudo de falhas materiais em engenharia é de grande importância, uma vez que

possibilita prever o colapso estrutural além de permitir a determinação do com-

portamento pós-cŕıtico de estruturas sujeitas a sobrecarga. Esse campo de estudo

ganhou maior relevância principalmente depois da Segunda Guerra Mundial devido

à grande ocorrência de catástrofes envolvendo estruturas de aviões, locomotivas e
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navios mesmo quando submetidas a ńıveis de tensões inferiores aos prescritos pe-

las normas vigentes. Estes incidentes ocorreram em virtude do conhecimento ainda

limitado dos efeitos da temperatura, dos concentradores de tensões e das tensões

residuais, bem como ao desconhecimento do comportamento metalúrgico dos mate-

riais empregados nas estruturas da época. Neste caso, dentre os diversos incidentes

que ocorreram pode-se destacar o caso dos navios classe Liberty constrúıdos nos

Estados Unidos durante a Segunda Guerra Mundial no peŕıodo compreendido entre

1941 e 1945. As estruturas destes navios eram soldadas para economizar tempo na

montagem em razão da grande demanda de suprimentos que atravessavam o oceano

Atlântico, realizando principalmente a rota entre EUA e Inglaterra, com o objetivo

de abastecer as tropas aliadas. Além disto, os cascos destes navios eram fabricados

de aço com baixa concentração de carbono que, por sua vez, se tornava frágil a

baixas temperaturas. Deste modo, muitos destes navios se acidentavam devido a

ocorrência de fratura frágil em seus cascos provocada pela perda de ductilidade no

material do casco quando em contato com as águas frias do Atlântico Norte. Alguns

destes navios fraturados podem ser observados através das figuras 1.1 à 1.4.

(a) (b)

Figura 1.1: Fratura em navios Liberty: (a) fratura frágil em navio Liberty ainda no

porto (Ferreira, 2020a), (b) navio tanque SS Schenectady fraturado (Ferreira, 2020a).
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Figura 1.2: Navio tanque Charles S. Haight completamente fraturado (vista da ruptura

entre a seção central do navio e a popa) (Ferreira, 2020a).

Figura 1.3: Navio tanque Charles S. Haight (detalhe do rompimento do casco) (Ferreira,

2020a).
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Figura 1.4: Navio tanque Charles S. Haight (vista da popa adernada para bom-

bordo) (Ferreira, 2020a).

No caso da fratura frágil, a energia necessária para propagar a fissura é normalmente

baixa. Desta forma, este tipo de fratura geralmente assume grandes proporções

podendo ser catastrófica como no caso dos navios Liberty. Foram constrúıdos um

total de 4694 destes navios, dos quais 1289 sofreram fratura frágil. Dentre estes, 233

tiveram falhas catastróficas, ocasionando perda completa e, em 19 casos, os navios

partiram-se completamente ao meio, assim como os navios tanques SS Schenectady

e o Charles S. Haight, mostrados nas figuras 1.1 à 1.4.

Outro caso de destaque ocorreu na aviação nos anos de 1950. Tratam-se dos aviões

Comet, de origem inglesa, que foram os primeiros aviões comerciais no mundo a utili-

zarem motores a jato (figura 1.5). Eles começaram a operar em 1952 pela companhia

aérea inglesa BOAC e possúıam quatro reatores nas ráızes de suas asas. Esta classe

de aviões foi, no ińıcio, um grande sucesso, pois voava com o dobro da velocidade

quando comparados aos concorrentes da época, porém com um enorme consumo

de combust́ıvel, fazendo com que suas rotas fossem sempre curtas. Entretanto, um
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ano após o ińıcio de suas operações, uma destas aeronaves que decolou de Calcutá,

na Índia, explodiu sobre o mar. Após breve investigação não foram encontrados

maiores problemas e, deste modo, os voos continuaram normalmente até que oito

meses depois um Comet que decolava de Roma se desintregou sobre o mar, perto da

Ilha de Elba, matando seus trinta e cinco ocupantes. Depois deste incidente todos

os voos foram cancelados, porém, assim que foram retomados, outra aeronave se

despedaçou em pleno ar, matando novamente todos os ocupantes. Após este último

acidente foi realizada uma intensa investigação onde foi descoberto, finalmente, que

os projetistas não tinham preparado a estrutura destes aviões adequadamente para

resistirem aos vários ciclos de pressurização e despressurização que a fuselagem expe-

rimentava durante as oscilações de altitude. Estes aviões possúıam janelas grandes

e quadradas cujos cantos contribúıam para uma elevada concentração de tensões.

Desta forma, depois de um determinado número de voos, começavam a surgir trin-

cas nestes cantos devido à fadiga mecânica, levando ao colapso da estrutura. Este

fato foi comprovado depois que um Comet foi colocado em um tanque com água

para simular a diferença de pressão atmosférica e desgaste de material, onde foi

posśıvel observar o surgimento e propagação de uma trinca no canto de uma das

janelas (figura 1.6). Depois destes incidentes, todos os jatos comerciais já sáıram

projetados com janelas arredondadas, para eliminar concentradores de tensões que

pudessem causar a fadiga e o rompimento brusco da fuselagem.
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Figura 1.5: Aviões Comet: os primeiros aviões comerciais propulsionados por motores a

jato a serem fabricados no mundo (Ferreira, 2020b).

Figura 1.6: Aviões Comet: surgimento e propagação de trinca no canto de uma de suas

janelas (McGinty, 2020).
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Um outro caso na aviação foi o ocorrido com o Boeing 747 da Aloha Airlines que de-

colou do aeroporto da cidade de Hilo, no arquipélago do Haváı, em uma breve viagem

de rotina até Honolulu em 28 de abril de 1988. Durante o voo, quando a aeronave se

encontrava próxima aos 7000 metros de altitude, o teto da primeira classe desapare-

ceu no ar, devido a uma descompressão explosiva, deixando um rombo de 6 metros

na fuselagem acima e ao lado da primeira fileira de assentos (figuras 1.7 e 1.8). Ape-

sar do dano na fuselagem o piloto foi capaz de pousar seguramente no aeroporto de

Kahului, em Maui. Durante as investigações foi constatado que o incidente ocorreu

devido a uma combinação de corrosão e fadiga das partes mecânicas da aeronave,

que tinha 19 anos de uso e mais de 89 mil voos registrados. Esta aeronave possúıa

um grande número de ciclos (pressurização e despressurização) por fazer voos cur-

tos entre as ilhas do Haváı. Fato este combinado com a alta umidade do ar e os

efeitos da maresia, acabaram por fragilizar o metal da fuselagem gerando corrosão

e intensificando os efeitos da fadiga na estrutura.

Figura 1.7: Boeing 737 da Aloha Airlines logo após o acidente (lado esquerdo da aero-

nave) (Ferreira, 2020b).
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Figura 1.8: Boeing 737 da Aloha Airlines logo após o acidente (lado direito da aero-

nave) (Swopes, 2020).

Além destes incidentes, podem-se destacar outros acidentes estruturais ocorridos por

mecanismos de fraturamento em materiais dúcteis:

i. Naufrágio do navio Titanic, em 1912;

ii. Ruptura de um tanque de gás liqüefeito em Cleveland, EUA, em 1944;

iii. Acidentes com mı́sseis Polaris, na década de 50;

iv. Acidentes com aviões F−111 em 1969;

v. Ruptura do petroleiro Kurdistan em dois pedaços enquanto navegava carregado

de petróleo no Atlântico norte em 1979;

vi. Explosão no ar do ônibus espacial Challenger após decolar, em 1986.

No caso de materiais frágeis, como o concreto, pode-se destacar a ocorrência de

acidentes devido à propagação de fissuras em fundações, viadutos, barragens, edifi-

cações prediais, pontes rodoviárias ou ferroviárias, dentre outros tipos de estruturas.

No caso de barragens e edif́ıcios, as consequências podem ainda ser mais graves,

pois vidas podem ser perdidas se os problemas apresentados não forem resolvidos
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em tembo hábil.

Neste sentido, pode-se destacar o incidente ocorrido em 1928 com a barragem

St. Francis, localizada aproximadamente a 60 quilômetros ao norte de Los Ange-

les nos Estados Unidos. Tratava-se de uma barragem de gravidade arqueada, feita

de concreto, possuindo 63.7 metros de altura e que fazia parte do sistema de abas-

tecimento da cidade. Imagens desta barragem em plena operação podem ser vistas

na figura 1.9.

(a) (b)

Figura 1.9: Imagens da barragem St. Francis em operação (Magnus Mundi, 2021a).

A barragem foi inaugurada em 1926 com 185 metros de largura e, já nos meses

seguintes, começaram a surgir pequenas rachaduras na estrutura. Tal fator foi se

agravando até que, dias antes de sua ruptura, trincas maiores se formaram dando

origem a pequenos vazamentos de água. Após inspeções foi constatado que as fissuras

não eram sinais de perigo iminente. Contudo, alguns dias depois, no dia 12 de

março de 1928, a barragem não aguentou a pressão do lago artificial e se rompeu

de forma súbita. Devido ao deslizamento da ombreira esquerda da barragem a

estrutura em arco colapsou, levando ao esvaziamento do reservatório em pouco mais
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de 1 hora. Imagens da barragem St. Francis após sua ruptura podem ser vistas na

figura 1.10. Pelo menos seis cidades foram atingidas gravemente ao longo do vale San

Francisquito com a força de 24×106m3 de água liberada pelo reservatório levando à

morte de pelo menos 450 pessoas. Após investigações conclui-se que durante a fase

de projeto foram ignoradas as caracteŕısticas geológicas do cânion onde a barragem

estava sendo constrúıda. As rochas eram muito porosas e potencialmente instáveis.

Além disto, 2 anos antes da inauguração da barragem, ainda em 1924, o projetista

decidiu aumentar a altura da barragem em 3 metros sem levar em consideração um

reforço estrutural para suportar a capacidade de carga extra devido ao aumento do

volume do lago. E por fim, investigações posteriores apontaram que a centralização

do projeto, construção e monitoramento da represa numa única pessoa foi um motivo

adicional para que a catástrofe ocorresse.

(a) (b)

Figura 1.10: Imagens da barragem St. Francis após a ruptura (Magnus Mundi, 2021a).

Um segundo incidente de destaque foi o ocorrido em 1959 com a barragem de Mal-

passet localizada na França. Situava-se mais especificamente ao norte da cidade de

Frejus, distrito de Cannes, próximo à costa da Riviera francesa. Esta barragem, feita

de concreto, foi constrúıda em forma de abóboda com dupla curvatura. Possuindo

60 metros de altura, sua construção começou em 1952 e foi conclúıda em 1954 com

o intuito de regular o fluxo do rio Reyran e armazenar água para a agricultura e uso
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doméstico. Imagens desta barragem em operação podem ser vistas na figura 1.11.

(a) (b)

Figura 1.11: Imagens da barragem Malpasset em operação (Magnus Mundi, 2021b; Les-

sons Learned From Dam Incidents and Failures, 2021).

Pouco tempo depois da obra conclúıda, o primeiro enchimento do reservatório co-

meçou até que, cinco anos depois, em 1959, quando a água do reservatório ainda

estava sete metros abaixo do topo, começaram a surgir pequenos vazamentos ao

longo da margem direita da barragem. Naquele ano, a região sofreu chuvas superi-

ores à média, fazendo com que a barragem atingisse seu máximo ńıvel de operação.

Com isso, na noite de 2 de dezembro de 1959 a barragem não suportou a pressão da

água no reservatório e sua estrutura ruiu. Imagens da barragem Malpasset após sua

ruptura podem ser vistas na figura 1.12. A onda gerada pela água chegou a quase

40 metros de altura, chegando a matar aproximadamente 423 pessoas e percorrendo

11 quilômetros até o mediterrâneo. A principal conclusão do desastre foi que era im-

portante entender adequadamente a geologia das rochas sobre as quais a barragem

foi constrúıda. Apesar do solo onde a barragem estava implantada ter capacidade

para absorver todas as forças que a barragem transmitia, a falta de mais e melhores

estudos geotécnicos impossibilitou a verificação da heterogeneidade do solo numa

das margens do rio. Com o aumento das forças aplicadas sobre os encontros nas
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margens, devido à subida do ńıvel da água, começou a formar-se uma fenda com

uma espessura entre os 2.5 − 5.0 cm, que levou a uma rotação e um levantamento

da barragem, culminando em sua ruptura.

(a) (b)

Figura 1.12: Imagens da barragem Malpasset: (a) após a ruptura em 1959 (History by

Day, 2021), (b) rúınas da barragem nos dias atuais (Magnus Mundi, 2021b).

Pode-se destacar também o incidente ocorrido com a ponte Schoharie Creek, lo-

calizada no estado de Nova York nos Estados Unidos. O projeto desta ponte foi

aprovado em 1952 e sua construção foi conclúıda em 1954. O comprimento total da

ponte era de cerca de 165 metros e consistia originalmente em 5 vãos simplesmente

apoiados, variando de 30 a 36 metros de comprimento, apoiados em estruturas de

pilares no meio e contrafortes nas extremidades. As estruturas do ṕıer foram cons-

trúıdas com duas colunas ligeiramente cônicas e vigas de amarração. Neste caso, as

colunas foram fixadas em um pedestal levemente reforçado que foi posicionado sobre

uma base rasa. Contudo, na manhã de 5 de abril de 1987, após uma precipitação re-

corde de 150 mm, a ponte desabou repentinamente após a quebra de um dos pilares.

Dois vãos da ponte cáıram no riacho levando junto cinco véıculos e ocasionando um

total de 10 mortes. Imagens desta ponte após o acidente podem ser vistas através

da figura 1.13.
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(a) (b)

Figura 1.13: Imagens da ponte Schoharie Creek após o acidente (The New York Times,

2021; UNC Charlotte, 2021).

O colapso da ponte não aconteceu em um dia. Consistiu em uma série de eventos

que levaram ao incidente. No entanto, a causa raiz do acidente foi a extensa abrasão,

devido à ação da água, sob uma das bases de concreto que sustentava a ponte. Esse

processo continuou até que tanto material foi removido que houve uma perda de

capacidade de suporte levando ao surgimento de uma rachadura instável no pedestal

e o consequente colapso da ponte. Imagens da rachadura no pedestal da ponte podem

ser vistas na figura 1.14.

(a) (b)

Figura 1.14: Imagens da ponte Schoharie Creek após o acidente: detalhes da rachadura

no pedestal (UNC Charlotte, 2021; WJE, 2021).

Um outro incidente de destaque foi o ocorrido com a Ponte dos Remédios localizada
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na cidade de São Paulo no Brasil. A sua construção começou em 1967 e sua abertura

ocorreu em 1969 até que, em 03 de junho de 1997, um funcionário da Prefeitura

de São Paulo notou uma pronunciada abertura entre as juntas de dilatação em

uma das pistas da ponte, que liga os munićıpios de Osasco e São Paulo. Além

disto, também foi observado um repentino crescimento de uma fissura no tabuleiro,

junto a um dos pilares, que chegou a atingir 15 cm de abertura (figura 1.15a).

Acionados os órgãos competentes, a ponte foi interditada, originando o grande drama

que afetou o cotidiano da Cidade de São Paulo. O acidente repercutiu em todo

sistema viário da região Centro/Sul, por se tratar da interligação das principais

rodovias do Brasil. Sem manutenção desde sua construção, a Ponte dos Remédios se

encontrava em péssimo estado de conservação (figura 1.15b), com cabos de protensão

rompidos, diversas fissuras pronunciadas e falhas em juntas de dilatação, com séria

possibilidade de colapso iminente.

(a) (b)

Figura 1.15: Ponte dos Remédios: (a) rachadura no tabuleiro (Cozza, 1997), (b) deteri-

oração da estrutura devido à falta de manutenção (de Assis, 2007).

Os acidentes estruturais apresentados mostram a importância de se considerar a
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ocorrência e propagação de fissuras no projeto de diversos tipos de estruturas. To-

mando como base a teoria da elasticidade e a mecânica da fratura, foram desenvol-

vidas soluções anaĺıticas capazes de estimar o estado de tensões e deformações em

elementos estruturais contendo falhas. Tais soluções são capazes de estabelecer a

concentração de tensões em regiões próximas à ponta da trinca contribuindo para

uma melhor estimativa da vida útil do componente. Contudo, estas soluções são

limitadas a geometrias e carregamentos simples o que tornou necessário o emprego

de métodos numéricos para a obtenção de soluções aproximadas dos parâmetros de

solicitação para casos mais genéricos. Deste modo, com o aumento da tecnologia

computacional dispońıvel ocorreu um crescente avanço na pesquisa e desenvolvi-

mento de técnicas numéricas para a análise de falhas materiais dentre as quais, as

principais são apresentadas a seguir. Este desenvolvimento, por sua vez, está tor-

nando posśıvel a inclusão de considerações cada vez mais próximas da realidade e a

obtenção de resultados cada vez mais satisfatórios na descrição do comportamento

de estruturas com a presença de falhas materiais.

1.1 Algumas Técnicas Numéricas para Simulação

de Falhas Materiais

Nesta seção são apresentadas as principais técnicas numéricas utilizadas na análise

de falhas materiais. Contudo, deve-se notar que a fronteira entre tais técnicas não

é bem definida, uma vez que diversos trabalhos dispońıveis na literatura empregam

conceitos de metodologias distintas.
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1.1.1 Mecânica da Fratura Elástica Linear (MFEL)

Pode-se dizer que a mecânica da fratura foi a metodologia precursora na análise

de falhas materiais. Esta metodologia foi incentivada, inicialmente, pelo trabalho

de Kirsch (1898) que determinou, de forma anaĺıtica, a concentração de tensões em

torno de um furo circular contido em uma placa infinita, de material linear elástico,

solicitada uniaxialmente. Estas mesmas soluções também foram obtidas por Inglis

(1913) considerando, no entanto, um furo eĺıptico. Neste caso, fazendo-se um dos

eixos da elipse muito maior que o outro, Inglis (1913) chegou a uma configuração

geométrica próxima a de uma fina trinca retiĺınea obtendo, desta forma, resulta-

dos aproximados para os campos de tensão na análise de fratura. Posteriormente,

Griffith (1921) utilizou os resultados de Inglis (1913), adotando um critério baseado

na energia de fratura, para determinar a tensão cŕıtica de propagação de trinca.

Os conceitos apresentados por Griffith (1921) serviram de base para a mecânica da

fratura elástica linear onde se considera pequena a zona plástica na ponta da trinca

e cujo estado de tensões é representado pelo fator de intensidade de tensões que, ao

atingir o valor da tenacidade à fratura, desencadeia a propagação da fissura. Com

relação ao efeito de fadiga destaca-se o trabalho de Paris et al. (1961) que desenvol-

veu uma teoria anaĺıtica deste fenômeno demonstrando que propagações subcŕıticas

podem ser desencadeadas por carregamentos ćıclicos, mesmo que a tenacidade não

seja atingida, dada a variabilidade do fator de intensidade de tensão ao longo do pro-

cesso. Já em Rice (1968) o fator de intensidade de tensão é calculado de uma forma

alternativa utilizando a integral J . Neste caso, empregando o conceito de densidade

de energia de deformação foi estabelecida uma integral de linha (integral J), em

torno da ponta da trinca ou entalhe em estudo, que é independente do caminho de

integração. Além disto, na avaliação desta integral, Rice (1968) demonstrou que a

escolha de um caminho extremamente próximo ao do contorno (suave) de um entalhe
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resulta uma relação direta entre a integral J e a concentração de deformações.

No âmbito da MFEL torna-se importante definir os modos de fratura em que um

corpo sólido, na presença de uma trinca, pode ser solicitado. Estes modos podem

ser classificados em três tipos e são apresentados através da figura 1.16. No modo

I (ou modo de abertura) a solicitação ocorre na direção normal ao plano da trinca

com os deslocamentos das pontas das faces da trinca também perpendiculares a este

plano. Já no modo II (ou modo de deslizamento) a solicitação ocorre na direção

paralela ao plano da trinca com os deslocamentos relativos na direção perpendicular

à frente de trinca. E por fim, no modo III (ou modo de rasgamento) a solicitação é

paralela ao plano da trinca, porém normal ao plano da chapa, com os deslocamentos

relativos na direção paralela à frente de trinca. O modo I é o mais estudado devido

à sua grande ocorrência em diversas aplicações práticas nos projetos de engenharia.

Contudo, comumente é empregada a superposição dos três modos na análise dos

chamados modos mistos que são caracterizados pela presença de solicitações mais

complexas.

Figura 1.16: Modos de fratura.

No contexto das simulações numéricas, normalmente é utilizada a integral J para o
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cálculo do fator de intensidade de tensão, tratando as superf́ıcies de descontinuida-

des como fronteiras entre duas regiões elásticas. No entanto, ao serem empregados

métodos numéricos baseados na discretização do domı́nio, como o método dos ele-

mentos finitos (MEF), devem ser considerados recursos adicionais na análise devido

ao desconhecimento prévio da trajetória da trinca. Portanto, para contornar este

problema, são adotados algoritmos de reconstrução de malha. Neste caso, podem-se

destacar os trabalhos de Shephard et al. (1985) e Swenson e Ingraffea (1988) que

empregam este tipo de algoritmo no traçado da trajetória de trincas em proble-

mas de geometria bidimensional e na análise dinâmica de fratura para o traçado de

trajetória de trincas em modo misto, respectivamente.

Também poderia ser citado o emprego do método dos elementos finitos estendidos

(XFEM) no âmbito da MFEL (Belytschko e Black, 1999; Moës et al., 1999). Este

método, que foi desenvolvido a partir do MEF, dispensa algoritmos de reconstru-

ção de malha permitindo que a descontinuidade fique arbitrariamente alinhada no

interior do domı́nio sólido. Deste modo, não há a necessidade de projeção de resul-

tados entre diferentes malhas. Além disto, resultados mais precisos são obtidos com

este método quando comparado ao MEF, mesmo com o emprego de malhas mais

grosseiras, o que contribui ainda mais para um menor custo computacional. Nesta

formulação, funções de enriquecimento são adicionadas localmente aos nós próximos

à ponta da trinca e ao longo de sua trajetória de modo a representar o comporta-

mento assintótico do campo de tensões nestas regiões. Neste caso, são considerados

graus de liberdade extras nos respectivos nós para que seja posśıvel a incorporação

destas funções ao modelo numérico.

Com relação ao método dos elementos de contorno (MEC), destaca-se o trabalho

pioneiro de Hong e Chen (1988) que apresentam equações integrais duais para a

solução geral de problemas lineares elásticos em domı́nios finitos ou infinitos com
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a presença de trincas. Nesta formulação é aplicada a equação integral dos desloca-

mentos em uma das faces da trinca e a equação integral das forças de superf́ıcie na

outra face resolvendo, portanto, o problema de singularidade do sistema de equações

algébricas que ocorre quando o MEC é aplicado diretamente. Posteriormente, Por-

tela et al. (1992) aplicam estas equações duais no âmbito do MEC realizando uma

implementação numérica efetiva para análise de propagação de trincas em problemas

bidimensionais. Neste caso, à medida que ocorre a propagação, o contorno do pro-

blema vai sendo ampliado resultando, portanto, em um aumento das matrizes que

compõem o sistema de equações algébricas. Deste modo, esta metodologia dispensa o

uso de algoritmos de reconstrução de malha como os adotados no MEF, porém, com

a desvantagem da necessidade de solução de integrais com núcleos hipersingulares.

Por fim, poderia ser citado o emprego do método dos elementos de contorno estendi-

dos (XBEM) (Alatawi e Trevelyan, 2015). Neste método, funções de enriquecimento

são incorporadas ao modelo empregando-se graus de liberdade adicionais de modo

análogo ao realizado no XFEM. Neste caso, são empregadas as mesmas equações

integrais do método dos elementos de contorno dual podendo-se obter, contudo, va-

lores mais precisos para os fatores de intensidade de tensão mesmo com o uso de

malhas mais grosseiras. Além disto, pode-se considerar o emprego de um enriqueci-

mento impĺıcito através deste método, isto é, as funções de enriquecimento podem

ser embutidas na formulação do problema permitindo o cálculo direto dos fatores

de intensidade de tensão sem a necessidade do cálculo da integral J em etapas de

pós-processamento (Andrade e Leonel, 2020, 2019; Hattori et al., 2017). Esta forma

impĺıcita de enriquecimento se torna apropriada em problemas de larga escala, uma

vez que permite a obtenção de resultados precisos sem a necessidade do emprego de

um número elevado de graus de liberdades adicionais.



39

1.1.2 Modelos Discretos ou Coesivos

Nos modelos discretos ou coesivos o sólido é analisado separadamente através de duas

relações constitutivas. Na interface descont́ınua, representada pela trinca, utiliza-se

uma relação entre forças de superf́ıcie e o salto no campo de deslocamentos (sepa-

ração da interface) enquanto que no restante do domı́nio é adotada uma relação

constitutiva cont́ınua convencional. Esta formulação foi empregada por Hillerborg

et al. (1976) na análise de fratura em modo I do concreto onde foi introduzido o

conceito de “modelo com trinca fict́ıcia”. Neste caso, a zona fraturada é analisada

considerando sua divisão em duas regiões distintas: uma região caracterizada pela

trinca real que é incapaz de transferir tensões através de suas superf́ıcies e uma re-

gião caracterizada por uma trinca“fict́ıcia”, fisicamente associada à zona de processo

de fratura, em que as tensões ainda podem ser transferidas. Este modelo se mostrou

bastante eficiente na análise de formação e propagação de trincas empregando-se o

MEF onde obteve-se resultados bastantes satisfatórios mesmo empregando malhas

mais grosseiras.

Com relação a uma abordagem numérica mais geral via MEF, observa-se que resul-

tados precisos utilizando malha fixa apenas são posśıveis quando se conhece à priori

a direção de propagação da trinca, com os elementos possuindo a mesma orientação

da fissura. Portanto, em problemas mais complexos, com direção de propagação des-

conhecida, torna-se necessário a utilização de algoritmos de reconstrução de malha

assim como em Ingraffea e Saouma (1985) onde foi realizada uma análise de falha

em estruturas de concreto. Contudo, tal artif́ıcio é dispensável ao serem adotados

elementos com descontinuidade embutida (Klisinski et al., 1991; Sancho et al., 2006;

Zhang et al., 2015). Neste sentido, destaca-se o trabalho de Dvorkin et al. (1990)

onde é desenvolvida uma metodologia para a solução de problemas de localização de
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deformações empregando-se malhas fixas e partindo-se das ideias básicas das formu-

lações baseadas nos modelos discretos e nos modelos de fissuração distribúıda que

serão discutidos adiante. Com relação ao MEC, no trabalho de Saleh e Aliabadi

(1995) é utilizada a formulação dual para análise de propagação de trincas em modo

I e em modo misto. Neste caso, o modelo com trinca fict́ıcia desenvolvido por Hil-

lerborg et al. (1976) é adotado na simulação do comportamento não-linear da zona

de fratura.

1.1.3 Modelos de Fissuração Distribúıda

Nos modelos de fissuração distribúıda, adotados inicialmente por Rashid (1968),

e mais recentemente empregados por Pirooznia e Moradloo (2020), Rimkus et al.

(2020) e Costa et al. (2018), é assumido um conjunto de micro-trincas paralelas,

com aberturas infinitesimais, distribúıdas uniformemente ao longo dos elementos

de discretização do domı́nio. Numericamente falando, as micro-trincas presentes

nestes elementos estão associadas à deterioração das propriedades f́ısicas do material

que, após o ińıcio da fissuração, resultam em perda total de rigidez. Além disto,

nestes tipos de modelos os dois comportamentos do material, cont́ınuo e descont́ınuo,

são tratados da mesma forma considerando, neste caso, uma abordagem cont́ınua

unificada.

Com relação à análise de fratura do concreto os modelos de fissuração distribúıda

podem ser classificados em 2 tipos: modelos com fissuração de direção fixa e modelos

com fissuração de direção variável. No primeiro deles a trinca é formada perpen-

dicularmente à tensão principal máxima com a orientação da fissura invariável ao

longo do processo de carga. Já no segundo tipo, que foi proposto por Cope et al.

(1980), admite-se a rotação das micro-trincas de acordo com a direção das deforma-

ções principais ao longo do processo de carregamento. Contudo, para este último
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caso, constata-se em fases posteriores da análise o surgimento do fenômeno de tra-

vamento de tensões devido à transferência irreal de tensões entre as superf́ıcies das

trincas. Portanto, para contornar este problema, Jirásek e Zimmermann (1998) su-

geriu a consideração de um modelo de dano escalar nas fases em que a abertura das

trincas atingem um valor cŕıtico, uma vez que tais modelos são isentos do fenômeno

de travamento, não trasmitindo, desta forma, tensões espúrias entre as superf́ıcies

das trincas.

Além dos modelos mencionados anteriormente, também foram desenvolvidos os cha-

mados modelos com distribuição em banda com o intuito de superar as instabilidades

causadas pela presença da localização de deformações à qual os modelos de fissura-

ção distribúıda estão sujeitos. Neste caso, pode-se destacar o trabalho de Bažant e

Oh (1983) onde se emprega tal modelo na análise de fratura em modo I do concreto

e o trabalho de Rots et al. (1985) que considera também o modo de fratura misto.

1.1.4 Meios Cont́ınuos Enriquecidos

Assim como descrito por Pijaudier-Cabot e Benallal (1993), a análise de falhas

materiais descritas por modelos constitutivos independentes do tempo é dificultada

devido ao caráter não-associativo das equações que descrevem a evolução do processo

de fratura e também em consequência da perda de positividade do operador tangente.

Esta perda de positividade, em particular, está associada ao surgimento das bandas

de localização de deformações que induzem amolecimento na resposta estrutural

que, por sua vez, contribui para um mal condicionamento do problema de valor de

contorno. No contexto da mecânica do cont́ınuo, pode-se dizer que estas bandas são

delimitadas por duas superf́ıcies paralelas que apresentam descontinuidade no campo

de deformações. O surgimento destas descontinuidades, neste caso, se devem à perda

de elipticidade das equações diferenciais parciais de equiĺıbrio caracterizada pela
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singularidade do tensor acústico. Tal acontecimento acarreta em uma representação

insatisfatória da banda de localização de deformações devido à ausência de um fator

de escala representativo da largura de banda. Deste modo, para regularizar estas

equações, foram propostos os modelos cont́ınuos enriquecidos que são caracterizados

pela introdução de modificações aos meios cont́ınuos clássicos além da inserção de

um fator de escala que define o tamanho da banda de localização de deformações.

Deste modo, vários tipos de enriquecimento foram propostos, dentre os quais, os

principais são esboçados a seguir.

O primeiro tipo de enriquecimento a se destacar seriam os meios cont́ınuos de Cos-

serat (Hageman et al., 2021; Tang, Zhu, Yang, e Papazafeiropoulos, 2021; Tang,

Wei, Song, e Liu, 2021). Neste caso, são considerados graus de liberdade de rotação

que são incorporados localmente aos pontos materiais complementando, desta ma-

neira, os graus de liberdade de translação já existentes nos meios cont́ınuos clássicos.

Neste sentido, destacam-se os trabalhos de Muhlhaus e Vadoulakis (1987) e de Borst

(1991). Em Muhlhaus e Vadoulakis (1987) é desenvolvida uma teoria baseada nos

meios cont́ınuos de Cosserat para a investigação da formação de bandas de cisalha-

mento em materiais granulares solicitados em estado plano de deformação (EPD).

Já em de Borst (1991) é analisado um sólido elastoplástico onde é mostrada a inde-

pendência da solução com relação ao tamanho e orientação da malha de elementos

finitos na simulação de amolecimento de deformações em sólidos.

Outra forma de enriquecimento ou regularização seriam os chamados modelos cons-

titutivos não-locais (Leclerc et al., 2020; Peixoto et al., 2019; Farahani et al., 2017),

nos quais o tensor de tensões em um determinado ponto material depende não ape-

nas do estado de deformações naquele ponto, levando-se também em conta os valores

das deformações em pontos vizinhos, tomados de forma ponderada. Neste sentido,

destaca-se o trabalho de Bažant et al. (1984) onde o fenômeno de amolecimento de
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deformações é tratado através de um novo tipo de cont́ınuo não-local. Neste caso,

nas equações de movimento também é considerada, além da média das deformações,

a média do gradiente das tensões tornando posśıvel a obtenção de matrizes de rigi-

dez simétricas diferentemente do que ocorre na teoria do cont́ınuo não-local clássica.

Contudo, em tal formulação todo o comportamento material é considerado como

não-local, incluindo a parte elástica das deformações e, além do mais, também deve

ser feita uma sobreposição com um cont́ınuo local de forma a suprimir certos modos

periódicos de energia nula. Portanto, para contornar este obstáculo, Pijaudier-Cabot

e Bažant (1987) desenvolveram uma formulação não-local que é aplicada apenas às

variáveis causadoras de amolecimento de deformações sendo que, o comportamento

elástico, é abordado de modo local. Tal formulação foi baseada em um modelo de

dano, uma vez que nestes modelos o amolecimento é controlado por apenas uma

variável.

Por fim, destaca-se o enriquecimento por adição de gradientes das variáveis do mo-

delo constitutivo convencional (Abdallah et al., 2020; Lyu et al., 2016). Neste sen-

tido, deve-se enfatizar o trabalho de de Borst e Muhlhaus (1992) que propõe uma

teoria baseada na plasticidade onde a função de escoamento depende não apenas

da deformação plástica equivalente mas, também, do seu Laplaciano. Como con-

sequência, as equação de campo preservam a sua elipticidade após o surgimento

do amolecimento de deformações eliminando, deste modo, a depêndencia de malha

comumente encontrada em modelos cont́ınuos convencionais.
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1.1.5 Descontinuidades Fracas e Fortes

Em Simo et al. (1993) foi introduzido o conceito de descontinuidade forte onde

demonstrou-se a consistência de soluções apresentando saltos no campo de desloca-

mentos com modelos cont́ınuos equipados com uma lei de amolecimento. Tal con-

sistência foi verificada através da análise de um modelo de plasticidade associado

unidimensional, independente do tempo, e com a presença de amolecimento linear.

Além disto, foi mostrado que modelos constitutivos cont́ınuos são compat́ıveis com

campos de deslocamentos descont́ınuos, mediante regularização do módulo de amo-

lecimento. Portanto, através desta consideração foi levado em conta a condição de

consistência para mostrar que o módulo de amolecimento deve ser interpretado em

um formato distribucional para que a solução possua sentido matemático chegando,

deste modo, a uma equação constitutiva discreta que relaciona a taxa do salto nos

deslocamentos com a taxa das tensões. Neste trabalho também foi proposta uma

formulação numérica, inspirada no MEF, capaz de representar satisfatoriamente as

caracteŕısticas da solução descont́ınua desenvolvida. Nesta formulação a interpola-

ção no campo dos deslocamentos foi capaz de representar adequadamente as posśı-

veis descontinuidades e a discretização representou de forma apropriada o caráter

distribucional da lei de amolecimento de modo que os resultados apresentaram uma

independência da malha adotada. Por fim, a análise foi estendida a modelos de dano

anisotrópicos mostrando que a formulação proposta é facilmente estendida a outros

modelos constitutivos inelásticos dotados de amolecimento.

Dando continuidade a este trabalho, Simo e Oliver (1994) desenvolveram uma nova

forma de derivação das leis de equiĺıbrio locais que se deu através da forma fraca

das equações de equiĺıbrio, obtida através do prinćıpio dos trabalhos virtuais. Além

disto, também foram estabelecidas as condições necessárias para o surgimento de
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descontinuidades fortes em modelos constitutivos de plasticidade associada e mo-

delos constitutivos de dano isotrópico. Deste modo, foi proposta uma formulação

bidimensional através do MEF que possibilitou a ativação dos requisitos necessários

ao surgimento de saltos no campo de deslocamento via um enriquecimento local do

campo de deformações. E por fim, para ilustrar a metodologia desenvolvida, foi

analisado um problema de tração uniaxial considerando um modelo de dano isotró-

pico onde foi mostrado que a direção da linha de descontinuidade é consistente com

os resultados teóricos. Além disso, foi verificada uma independência de tamanho e

orientação da malha empregada nas simulações numéricas.

Na mesma linha dos trabalhos anteriores destaca-se o trabalho de Oliver (1995).

Neste trabalho, foram extráıdas as principais caracteŕısticas qualitativas que fazem

com que o modelo constitutivo em estudo seja consistente com o surgimento de des-

continuidades fortes (descontinuidades no campo de deslocamentos). Além disto, foi

apresentada uma cinemática mais adequada à análise proposta, isto é, o campo de

deslocamentos foi descrito através de uma função composta de duas parcelas: uma

parcela cont́ınua ao longo de todo o corpo e outra parcela descont́ınua. Neste caso,

a parcela descont́ınua é não-nula apenas em um pequeno subdomı́nio que contém a

linha de descontinuidade e seu valor nesta linha é igual ao valor do salto no campo de

deslocamentos. A partir de então, foi realizada a análise de descontinuidade forte em

um modelo constitutivo de dano isotrópico cont́ınuo onde foram impostas as seguin-

tes condições: campo de tensão finito em todo o domı́nio da análise, continuidade

do vetor de forças de superf́ıcie através da interface descont́ınua e determinação da

normal à linha de descontinuidade, em um determinado ponto, a partir do campo

de tensão no momento em que se inicia a descontinuidade. Em seguida, a análise foi

estendida ao MEF considerando apenas problemas bidimensionais e elementos fini-

tos triangulares. E por fim, foram realizadas simulações numéricas que mostraram
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a eficácia da abordagem proposta.

Posteriormente, Oliver (1996a) e Oliver (1996b) utilizaram o conceito de desconti-

nuidade forte para mostrar, de uma forma mais geral, a ligação entre as abordagens

cont́ınuas e discretas utilizadas na análise do fenômeno de localização de deforma-

ções. Deste modo, foi realizado um detalhamento mais rigoroso no que se refere ao

processo de identificação das caracteŕısticas que fazem com que os modelos cons-

titutivos cont́ınuos clássicos sejam compat́ıveis com o regime de descontinuidade

forte. Desta forma, para demonstrar a generalidade da formulação desenvolvida,

foi aplicada a análise de descontinuidade forte, assim como em Oliver (1995), a um

modelo constitutivo de dano isotrópico e a um modelo constitutivo elastoplástico.

Esta análise, por sua vez, implicou no caráter distribucional do módulo de amoleci-

mento, na obtenção de uma relação constitutiva discreta na interface descont́ınua,

na obtenção do salto dos deslocamentos e na obtenção do vetor normal à descon-

tinuidade. Além disto, foi desenvolvida uma formulação numérica para problemas

bidimensionais através do MEF onde campos de deslocamentos descont́ınuos foram

adicionados aos elementos convencionais, além de ser realizada uma reformulação da

cinemática do campo de deslocamentos para que as condições de contorno essenciais

ficassem impostas exclusivamente à parcela cont́ınua do campo de deslocamentos.

Nos trabalhos mencionados anteriormente o regime de descontinuidade forte foi im-

posto diretamente após o fim do regime elástico. Contudo, em diversos tipos de

materiais, a formação da trinca macroscópica é precedida pela geração e agregação

de micro-trincas que evoluem de um estado macroscopicamente cont́ınuo até um

estado descont́ınuo dando origem, portanto, ao conceito de zona de processo de fra-

tura. A zona de processo de fratura, esboçada através da figura 1.17, é composta

por três regiões que podem ser descritas da seguinte forma:

i. Zona de Falha Difusa: região onde tem ińıcio os processos dissipativos sem,
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contudo, a presença de descontinuidades no campo de deslocamentos ou defor-

mações;

ii. Zona de Descontinuidade Fraca: região de localização de deformações delimi-

tada por superf́ıcies de descontinuidade. Os deslocamentos, entretanto, perma-

necem cont́ınuos. Esta região também é designada por banda de localização

de deformações e sua espessura (dimensão ao longo da direção horizontal na

figura 1.17) varia ao longo do processo de carregamento;

iii. Zona de Descontinuidade Forte: região caracterizada pela presença de descon-

tinuidades macroscópicas. Ou seja, neste caso o campo de deslocamentos é

descont́ınuo e as deformações são ilimitadas.

Figura 1.17: Regiões da zona de processo de fratura (u: deslocamento, ε: deformação).

Isto é, para uma melhor representação da zona de processo de fratura deve ser con-

siderada uma fase transitória, anterior ao regime de descontinuidade forte, além de

ser estabelecido um procedimento eficaz que permita predizer a origem e direção

da banda de localização de deformações. Neste sentido, destacam-se os trabalhos

de Manzoli et al. (1998), Oliver et al. (1998) e Oliver et al. (1999) que adotaram a
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singularidade do tensor acústico como condição necessária para a bifurcação descon-

t́ınua dos campos de tensão e deformação. Neste caso, a bifurcação descont́ınua é

caracterizada pela presença de carregamento com amolecimento, dentro da banda de

localização, e a ocorrência de descarregamento elástico (ou carregamento neutro) na

região adjacente. A singularidade do tensor acústico está associada à minimização

de um funcional que envolve o módulo de amolecimento do modelo constitutivo e as

posśıveis orientações da banda de localização. Desta forma, em Manzoli et al. (1998),

Oliver et al. (1998) e Oliver et al. (1999) este problema foi resolvido obtendo-se ex-

pressões anaĺıticas, restritas a modelos constitutivos espećıficos e bidimensionais,

para o módulo de amolecimento cŕıtico, bem como para a direção da banda de loca-

lização. Já com relação à problemas tridimensionais (3D) vale destacar o trabalho

de Oliver e Huespe (2004b) onde tais expressões foram obtidas para modelos consti-

tutivos elastopláticos e de dano isotrópico a partir de uma interpretação geométrica

do problema. Portanto, neste momento podem ser enfatizadas as duas principais

metodologias associadas à determinação da origem da descontinuidade:

i. A origem da descontinuidade é determinada pelo fim do regime elástico através

da consideração de um critério de escoamento ou dano. Neste caso, a direção

da descontinuidade é obtida a partir do estado de tensões ou deformações neste

instante, ou seja, no caso de materiais frágeis adota-se, usualmente, a direção

ortogonal à tensão principal máxima;

ii. A análise de bifurcação descont́ınua é empregada na determinação da origem e

direção da descontinuidade.

Deste modo, ressalta-se neste ponto que a metodologia aqui descrita possui mais

meios de dissipação de energia quando comparada, por exemplo, à MFEL. Isto é,

além de descrever os mecanismos de dissipação na formação da trinca propriamente
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dita (zona de descontinuidade forte) ela também é capaz de representar a forma-

ção da zona de falha difusa e zona de descontinuidade fraca que também dissipam

energia durante o processo de carregamento. No caso da MFEL, o único meio de

dissipação de energia ocorre através da separação das superf́ıcies que dão origem à

trinca. Neste caso, não são consideradas perdas de energia na formação da zona

plástica que surge na ponta da trinca, tornando esta técnica limitada a casos em que

esta zona é pequena. Para casos onde a consideração de análise linear-elástica não

é válida, pode-se empregar o conceito da integral J que permite estender a teoria

da mecânica da fratura. No entanto, uma das limitações do emprego da integral J

é que ela foi desenvolvida considerando a hipótese de material elástico não-linear, o

que a torna válida apenas para carregamentos monotônicos. Para demonstrar essa

hipótese, a figura 1.18 apresenta o comportamento à tração de um material elástico

não-linear, um material parcialmente frágil e um material elastoplástico. Como pode

ser observado, para o caso de carregamento monotônico crescente, os três materiais

seguem a mesma curva tensão-deformação (σ × ε). Porém, caso ocorra descarrega-

manto, o material elástico não-linear irá retornar pela mesma curva enquanto que o

material parcialmente frágil seguirá uma curva de descarregamento linear em dire-

ção à origem do eixo de coordenadas e o material elastoplástico seguirá uma curva

de descarregamento também linear, porém com inclinação igual ao seu módulo de

elasticidade. Neste caso, uma análise que pressuponha comportamento elástico não-

linear permanece válida para carregamentos em meios elastoplásticos e/ou meios

parcialmente frágeis caso não ocorra descarregamento.
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Figura 1.18: Comparação do comportamento (σ× ε) de materiais elásticos não-lineares,

materiais parcialmente frágeis e materiais elastoplásticos.

Nos trabalhos de Manzoli et al. (1998), Oliver et al. (1998) e Oliver et al. (1999)

também foi demonstrado que, em geral, as chamadas condições de descontinuidade

forte não são satisfeitas no momento da bifurcação necessitando, desta maneira, de

uma fase transitória representada pelo regime de descontinuidade fraca. Tais condi-

ções são obtidas através da análise de descontinuidade forte que resulta em equações

de compatibilidade necessárias para o surgimento de saltos no campo de desloca-

mentos. Já o regime de descontinuidade fraca, como especificado anteriormente, é

caracterizado por saltos no campo de deformações, porém, com o campo de deslo-

camentos permanecendo cont́ınuo. Deste modo, para uma melhor representação dos

diversos estágios em que um ponto material é submetido até chegar ao regime de

descontinuidade forte, foi proposto nestes trabalhos um modelo de banda variável

com a banda de localização tratada através de uma cinemática regularizada. Nesta

cinemática a espessura da banda fica determinada por uma fator escalar, h, de modo
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que, quando h→ 0, a cinemática de descontinuidade forte é naturalmente obtida.

Posteriormente, nos trabalhos de Oliver (2000) e Oliver, Huespe, Pulido, e Chaves

(2002) foi aplicada a análise de descontinuidade forte, assim como em trabalhos

anteriores, considerando modelos constitutivos elastoplásticos e de dano isotrópico.

Contudo, através dessa análise foi desenvolvida uma metodologia sistemática capaz

de obter não apenas a equação constitutiva discreta, mas um modelo constitutivo

discreto completo composto por um conjunto de equações que descrevem o compor-

tamento da interface descont́ınua. Deste modo, a metodologia proposta mostrou-se

como um posśıvel meio de unificação das técnicas cont́ınuas, baseadas no fenômeno

de localização de deformações, com as técnicas discretas (ou coesivas) que são base-

adas na mecânica da fratura não-linear.

Diferentemente dos trabalhos anteriores, onde foi considerado o regime de defor-

mações infinitesimais, em Armero e Garikipati (1996) e Oliver, Huespe, Pulido, e

Samaniego (2003) o conceito de descontinuidades fortes foi aplicado a regimes de

grandes deformações. Particularmente no primeiro, foi desenvolvida uma metodo-

logia através do MEF, utilizando modelos constitutivos de plasticidade e conside-

rando a inserção do regime de descontinuidade forte diretamente após a bifurcação

do campo de tensões e deformações. Para demonstrar sua metodologia foi realizada

a análise numérica de um corpo bidimensional (adotando-se estado plano de defor-

mações) sob tração, utilizando o critério de escoamento J2. Os resultados obtidos

apresentaram uma ótima representação das descontinuidades fortes além de apre-

sentarem uma não dependência de orientação e tamanho da malha. Já em Oliver,

Huespe, Pulido, e Samaniego (2003) foi aplicada a análise de descontinuidade forte

em um modelo constitutivo de dano isotrópico cont́ınuo que, por sua vez, é uma

extensão do modelo em regime de pequenas deformações apresentado por Oliver

(2000). Neste caso, a cinemática de descontinuidades foi desenvolvida considerando
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a decomposição multipicativa do gradiente do campo de deformações como proposto

por Armero e Garikipati (1996). Além disto, foi realizada uma análise de bifurcação

e foi adotado um modelo de banda variável para contemplar a transição entre as

descontinuidades fracas e fortes.

O conceito de descontinuidades fortes também foi considerado em outros tipos de

aplicações. Neste sentido, destaca-se o trabalho de Larsson et al. (1996) que em-

prega a cinemática de descontinuidades desenvolvida em trabalhos anteriores para a

determinação das condições necessárias ao surgimento de uma banda de localização

em um solo poroso não-drenado. O solo foi considerado como sendo a mistura de

duas fases: uma fase sólida, de comportamento elastoplástico, e uma segunda fase

que representa os poros do solo preenchidos de fluido. Já com relação às simulações

numéricas, que foram realizadas através do MEF utilizando elementos triangulares,

foi desenvolvida uma formulação variacional mista baseada no enriquecimento do

campo de deformações de modo a captar descontinuidades neste campo, bem como

no campo de pressão exercido pelo fluido.

Uma vez estabelecida a geração e a direção da descontinuidade, deve ser determinado

um critério que estabeleça a trajetória de propagação ao longo do domı́nio sólido.

Neste sentido, destacam-se os trabalhos de Oliver e Huespe (2004a) e Oliver, Huespe,

Samaniego, e Chaves (2002) que classificaram estes critérios em dois grupos:

i. Propagação local;

ii. Propagação global.

Na propagação local uma única linha de descontinuidade (ou superf́ıcie de descon-

tinuidade para o caso tridimensional) é determinada ao longo do domı́nio sólido.

Isto é, considerando o caso bidimensional, a descontinuidade assume a forma de

uma linha reta dentro do elemento e se propaga ao longo da malha à medida que o
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critério de falha vai sendo atingido nos elementos finitos adjacentes. Desta forma,

a trajetória de descontinuidade assume um formato poligonal ao longo da malha.

Além disto, também é considerado o caráter material da linha de descontinuidade,

isto é, uma vez que tal linha é estabelecida sua direção permanece fixa ao longo da

análise. Assim sendo, elementos finitos com descontinuidade embutida necessitam

ser considerados apenas ao longo da trajetória da linha de descontinuidade contri-

buindo, desta forma, para um menor tempo de processamento numérico, uma vez

que tais elementos são dotados de graus de liberdade adicionais para captar o salto

no campo de deslocamentos. No entanto, apesar de ser uma estratégia simples e

intuitiva, a aplicação a problemas com múltiplas linhas de descontinuidades e pro-

blemas tridimensionais se torna complexa e menos apropriada, resultando em perda

de grande parte da robustez numérica (Oliver, Huespe, Blanco, e Linero, 2006).

Na estratégia global são determinadas de uma só vez todas as candidatas a linhas

de descontinuidade (no caso bidimensional) ou superf́ıcies (no caso tridimensional) e

posteriormente, através de um critério de falha, são definidas quais destas linhas ou

superf́ıcies estão ativas. Deste modo, as posśıveis direções das linhas e superf́ıcies de

descontinuidades são determinadas através das iso-linhas de um função potencial es-

calar que é definida ao longo de todo o domı́nio. Além disto, neste tipo de estratégia

o algoritmo não necessita de informações dos elementos vizinhos tornando-o, desta

forma, mais robusto para o tratamento de múltiplas linhas de descontinuidades.

Diferentes formulações podem ser empregadas na obtenção de elementos finitos com

descontinuidade embutida. Neste sentido, uma revisão detelhada foi apresentada por

Jirásek (2000) que, levando em consideração o tipo de enriquecimento empregado

nas equações cinemáticas e a forma de imposição da condição de equiĺıbrio interno

na interface descont́ınua, classificou as formulações em três tipos: formulação simé-

trica estaticamente consistente, formulação simétrica cinematicamente consistente
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e formulação não-simétrica estaticamente e cinematicamente consistente. Na pri-

meira formulação, a relação cinemática é relaxada para garantir simetria da matriz

de rigidez. Neste caso, não se consegue representar adequadamente a cinemática de

uma trinca completamente aberta, porém, a condição de continuidade na interface

descont́ınua é satisfatoriamente reproduzida. Já na segunda formulação, a condição

de equiĺıbrio é relaxada para a obtenção da simetria da matriz de rigidez. Deste

modo, a cinemática é descrita adequadamente, contudo, a condição de continuidade

não é rigorosamente atendida. E por fim, na terceira formulação, a equação de

continuidade das forças de superf́ıcie na interface descont́ınua é introduzida em sua

forma forte nas equações variacionais do problema resultando, portanto, em uma

matriz de rigidez tangente não-simétrica que consegue reunir as vantagens das duas

formulações anteriores além da não necessidade de especificação da largura da banda

de localização de deformações. Contudo, a principal desvantagem desta formulação

seria a perda de simetria da matriz de rigidez tangente.

Neste sentido, pode-se destacar ainda o trabalho de Oliver, Huespe, e Samaniego

(2003) que apresentou um estudo comparativo entre as formulações não-simétrica

estaticamente e cinematicamente consistente e a formulação simétrica estaticamente

consistente. Neste trabalho foi constatado que em análises numéricas utilizando ele-

mentos finitos baseados na formulação simétrica estaticamente consistente ocorre o

fenômeno de travamento de tensões caracterizado pelo surgimento de um ramo de

endurecimento após o pico teórico na curva tensão x deslocamento. Este fenômeno

ocorre devido à ausência do esperado descarregamento elástico nas regiões próximas

à interface descont́ınua após a bifurcação. Os autores associaram este fenômeno

aos polinômios de aproximação das deformações cont́ınuas e descont́ınuas dentro do

elemento que, por apresentarem ordens diferentes, raramente se cancelam gerando,

deste modo, um aumento irreal das tensões. Para contornar este problema foram
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desenvolvidos dois novos elementos baseados na formulação simétrica estaticamente

consistente. No primeiro elemento o termo regular do campo de deformações as-

sumiu a forma de um polinômio de grau zero, ou seja, uma parcela constante. Já

o segundo elemento foi desenvolvido considerando a inclusão de uma componente

adicional ao campo de deformações de modo que a parcela irregular deste campo

assumisse a forma de um polinômio de grau um, ou seja, uma parcela linear. Desta

forma, nas análises numéricas empregando os novos elementos foi constatada uma

significativa redução do travamento de tensões além de uma boa proximidade com

os resultados obtidos com o elemento baseado na formulação não-simétrica estatica-

mente e cinematicamente consistente. Além disto, os resultados para os dois novos

elementos se mostraram bastante próximos indicando que o não cancelamento dos

termos regulares e irregulares do campo de deformações está realmente associado ao

travamento de tensões.

Já em Oliver, Huespe, Blanco, e Linero (2006) foi realizado um estudo quanto à

estabilidade e robustez numérica destas diferentes formulações. Em vista disso, foi

constatado que a falta de robustez nas formulações de elementos finitos na aná-

lise de falhas materiais não é oriunda apenas do mal condicionamento do problema

de valor de contorno e da instabilidade estrutural global. Isto é, mesmo que o pro-

blema seja matematicamente bem posto e apresente solução única, ainda é observada

perda de robustez devido ao surgimento de auto-valores nulos nas matrizes de rigi-

dez tangencial dos elementos finitos com descontinuidade embutida fazendo com que

o condicionamento da matriz global seja afetado à medida que a descontinuidade

se propague no meio. Neste sentido, foram identificadas as posśıveis causas para o

surgimento destes auto-valores nulos, isto é:

i. A falta de simetria na formulação de elementos finitos;

ii. A presença de amolecimento de deformações nos modelos constitutivos.
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Ou seja, mesmo que a formulação de elementos finitos seja simétrica, o amolecimento

de deformações no modelo constitutivo pode ser responsável pelo surgimento de

auto-valores negativos nos operadores constitutivos da interface descont́ınua ou do

meio cont́ınuo. Portanto, essa fonte de instabilidade numérica seria removida se o

caráter positivo-definido dos operadores constitutivos fosse assegurado em qualquer

ponto do domı́nio. Os autores propuseram uma formulação simétrica, combinada

com um procedimento de integração que torna o operador constitutivo tangencial

positivo-definido, removendo assim as fontes responsáveis pela falta de robustez da

aproximação por descontinuidades fortes. Foram realizadas simulações numéricas em

problemas bidimensionais e tridimensionais que mostraram a eficácia da metodologia

proposta, além de uma diminuição do custo computacional mesmo nos problemas

que poderiam ser resolvidos com esquemas de integração padrão impĺıcitos.

Além do MEF também foram considerados outros métodos numéricos na aproxi-

mação cont́ınua de descontinuidades fortes. Destacam-se aqui os trabalhos de Oli-

ver, Huespe, e Sánchez (2006), Mariani e Perego (2003), Belytschko et al. (2001) e

Wells e Sluys (2001) que empregam o XFEM e os trabalhos de Manzoli e Venturini

(2004, 2007) que adotam a formulação impĺıcita do MEC na análise de fratura em

estruturas de concreto. Nestes dois últimos trabalhos foram empregados modelos

constitutivos elastoplásticos associativos, juntamente com uma lei de amolecimento

exponencial, para representar o comportamento não-linear da interface descont́ınua.

Foram tratados problemas bidimensionais cujos domı́nios foram discretizados em

células triangulares com aproximações constantes para o salto no campo de desloca-

mentos. Neste caso, apenas as células interceptadas pela linha de descontinuidade

são acionadas e, por conseguinte, contabilizadas nas equações do problema. Tam-

bém é importante ressaltar que nestes trabalhos o regime de descontinuidade forte
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foi imposto diretamente ao fim do regime elástico com a direção da linha de descon-

tinuidade sendo perpendicular à tensão principal máxima.

Já em Pedrini (2008) foi constatado que em análises numéricas utilizando a formu-

lação impĺıcita do MEC, com malhas de células triangulares pré-definidas, podem

ocorrer problemas de instabilidades na solução da equação não-linear que dá ori-

gem às componentes dos saltos no campo de deslocamentos. Esta formulação foi

adotada nos trabalhos de Manzoli e Venturini (2004, 2007). Deste modo, foi pro-

posta a utilização de um algoritmo automático de geração de células triangulares que

acompanham a propagação da fissura. Neste caso, a célula triangular gerada possui

orientação tal que o vetor normal ao lado não interceptado pela fissura é paralelo ao

vetor normal à linha de descontinuidade resolvendo, portanto, os problemas citados.

O mesmo algoritmo desenvolvido por Pedrini (2008) foi empregado também no tra-

balho de Manzoli et al. (2009) na análise de estruturas de concreto. Contudo, vale

destacar que Pedrini (2008) e Manzoli et al. (2009) utilizaram um modelo constitu-

tivo de dano isotrópico ao invés dos modelos elastoplásticos empregados por Manzoli

e Venturini (2004, 2007). Além disto, da mesma forma que em Manzoli e Venturini

(2004, 2007), nos trabalhos de Pedrini (2008) e Manzoli et al. (2009) foram emprega-

das células com saltos constantes para o campo de deslocamento com a introdução

direta do regime de descontinuidade forte ao fim do regime elástico.

Posteriormente, Peixoto et al. (2018) e Peixoto et al. (2017) analisaram problemas de

fratura bidimensionais em estruturas de concreto utilizando um algoritmo de geração

automática de células, semelhante, porém não idêntico, ao apresentado por Pedrini

(2008) e Manzoli et al. (2009). No entanto, diferentemente dos trabalhos de Manzoli

e Venturini (2004, 2007), Pedrini (2008) e Manzoli et al. (2009), foi considerada a

análise de bifurcação como critério para definir a origem da localização de deforma-

ções além da adoção de uma fase transitória com descontinuidades fracas precedendo
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ao regime de descontinuidades fortes. Neste caso, também foram adotadas células

com saltos de deslocamentos uniformes em seu interior, porém, diferentemente de

Pedrini (2008) e Manzoli et al. (2009), foi considerada uma geometria quadrilateral

para o formato das células.

O MEC apresenta uma série de vantagens na análise de problemas de fratura quando

comparado a métodos de domı́nio. Neste caso, pode-se destacar uma maior precisão

na avaliação dos campos internos, a eliminação dos efeitos de bordas em problemas

cujos domı́nios possam ser aproximados por regiões infinitas ou semi-infinitas e a

necessidade de discretização apenas do contorno do problema caso, por exemplo,

a formulação dual seja empregada. Deste modo, o custo computacional se torna

bastante reduzido contribuindo para um menor tempo de processamento numérico.

No caso de serem empregadas células internas esta última vantagem ainda se torna

válida, uma vez que apenas as regiões que apresentam efeitos dissipativos (região

fissurada) necessitam de ser discretizadas.

Dentre as desvantagens no emprego do MEC pode-se destacar a necessidade do

cálculo de soluções fundamentais para cada caso (2D/3D) e a necessidade de solução

de integrais com núcleos apresentando diversos graus de singularidades. Este último

fato é uma das grandes dificuldades do método, uma vez que integrais com diferentes

graus de singularidade necessitam de diferentes técnicas para sua integração.

1.2 O Programa INSANE

As implementações numéricas desta tese foram realizadas no programa Insane (IN-

teractive Structural ANalysis Environment). Este programa é desenvolvido no De-

partamento de Engenharia de Estruturas (DEES) da Universidade Federal de Minas
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Gerais (UFMG) empregando-se a linguagem Java segundo o paradigma de progra-

mação orientado a objetos (POO). Ele é vinculado ao grupo de pesquisa de Si-

mulacão Numérica e Computacional na Mecânica dos Sólidos e das Estruturas e

é composto de diversos métodos numéricos, dentre os quais se encontra o Método

dos Elementos de Contorno. Este método foi inicialmente implementado segundo

os trabalhos de Anacleto, T. S. A. Ribeiro, G. O. Ribeiro, Pitangueira, e Penna

(2013), Anacleto, Peixoto, Pena, G. O. Ribeiro, Pitangueira, e T. S. A. Ribeiro

(2013), Anacleto et al. (2012) e Anacleto et al. (2011). Posteriormente o método foi

estendido ao estudo de falhas materiais empregando a análise de descontinuidades

fortes (Peixoto et al., 2018, 2017) através do uso de células com descontinuidade

forte embutida. Em vista disso, o presente trabalho tem a intenção de seguir esta

mesma linha de pesquisa aperfeiçoando estas células com o intuito de alcançar uma

representação mais fidedigna da resposta estrutural na simulação de propagação de

fissuras em meios que apresentem comportamentno frágil ou parcialmente frágil.

1.3 Objetivos

Nesta tese será empregado o MEC juntamente com a metodologia conhecida como

Continuum Strong Discontinuity Approach (CSDA) ou, em português, Aproximação

Cont́ınua de Descontinuidades Fortes, na análise de propagação de fissuras em meios

frágeis e/ou parcialmente frágeis. Comparativamente ao emprego da formulação

dual, na utilização do MEC com a CSDA a malha do contorno é fixa não necessitando

ser refeita à medida que a fissura progride no interior do domı́nio sólido. Além

disto, o enriquecimento de células convencionais em programas comerciais pode ser

realizado de forma mais eficaz, uma vez que existe um desacoplamento entre a

discretização do contorno e a do domı́nio, tornando a expansão e reutilização de

códigos pré-existentes mais simples e direta. Porém, no caso de meios heterogêneos
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ainda dificilmente será posśıvel evitar a discretização de todo o domı́nio, visto que

é necessário considerar no modelo as diferentes propriedades do material. Contudo,

pode-se pensar posteriormente em utilizar técnicas de sub-regiões para a modelagem

de meios não-homogêneos de modo a evitar este tipo de discretização.

Deste modo, a presente tese tem como objetivo dar continuidade aos trabalhos de

Peixoto et al. (2018) e Peixoto et al. (2017) cujas implementações numéricas se

encontram no programa Insane descrito previamente (seção 1.2). Assim como nestes

trabalhos, será empregada a formulação impĺıcita do MEC, bem como um algoritmo

automático de geração de células que acompanha a trajetória da fissura ao longo

do domı́nio sólido. Nos trabalhos de Peixoto et al. (2018) e Peixoto et al. (2017)

foram empregadas células com descontinuidade embutida, capazes de representar

apenas saltos uniformes para o campo de deslocamentos em seu interior. Análises

empregando este tipo de célula apresentam o fenômeno de travamento de tensões que

está associado a uma rigidez irreal na resposta estrutural devido à inabilidade das

células uniformes em representar o movimento rotacional relativo entre suas partes

dividas pela linha de descontinuidade. Portanto, a grande contribuição desta tese é

o desenvolvimento de células com descontinuidade embutida, capazes de representar

saltos não-uniformes para o campo de deslocamentos em seu interior. Células não-

uniformes não apresentam o fenômeno de travamento de tensões, o que as tornam

mais adequadas na representação do movimento de abertura da fissura que ocorre

durante o processo de carregamento ao longo da análise não-linear.

Deste modo, a célula desenvolvida neste trabalho tem aplicação em problemas de

fratura bidimensional cujos meios sejam homogêneos, considerando os modos de

abertura I, II e/ou modo misto. Além disto, a presente formulação permite a

análise de problemas com múltiplas linhas de descontinuidade, além de ser facilmente

expanśıvel a outros modelos constitutivos.
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Caṕıtulo 2

Aproximação Cont́ınua de
Descontinuidades Fortes

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo é desenvolvida a fundamentação teórica necessária para a conside-

ração de descontinuidades em modelos constitutivos cont́ınuos, independentes do

tempo e em regime de deformações infinitesimais. Inicialmente é considerado um

problema unidimensional com o intuito de ilustrar a falta de unicidade na solução

de problemas de fratura quando empregados modelos constitutivos cont́ınuos dota-

dos de amolecimento na represetação de bandas de localização de deformações. Em

seguida, para o caso bidimensional são desenvolvidas as cinemáticas de descontinui-

dades fracas e fortes e uma cinemática regularizada capaz de representar os dois

regimes de descontinuidades através de um único conjunto de equações.

Posteriormente, são apresentadas as equações de governo do problema de valor de

contorno além de ser realizada a análise de bifurcação descont́ınua caracterizada pelo

surgimento de uma banda de localização de deformações. Desta forma, também é

realizada a análise de descontinuidade forte onde são determinadas as condições

necessárias para a compatibilidade do modelo constitutivo com as cinemáticas de

descontinuidades desenvolvidas. Por fim, é apresentado o modelo de banda variável



62

onde é estabelecida a transição entre os dois regimes de descontinuidades, além de

ser calculada a energia consumida no regime de descontinuidade forte, ou seja, a

energia consumida no processo de formação da trinca.

2.2 Exemplo Unidimensional Ilustrativo

O emprego de modelos constitutivos cont́ınuos dotados de amolecimento na represe-

tação de bandas de localização de deformações em problemas de fratura, resulta em

falta de objetividade quanto ao refino de malha nas soluções numéricas. Para ilus-

trar este comportamento emprega-se aqui um exemplo unidimensional ilustrativo,

como apresentado por Jirásek (2007).

Considera-se inicialmente uma barra de comprimento L e seção transversal constante

de área A, tal que L seja muito maior que as outras duas dimensões da barra. Esta

barra é tensionada uniaxialmente conforme ilustrado na figura 2.1. O material da

barra é homogêneo e obedece a uma relação constitutiva linear elástica até atingir

a tensão de pico, ft. Após este ponto uma lei de amolecimento linear é considerada.

A deformação da barra ao tingir a tensão de pico é de εo = ft
E

, sendo E o módulo

de elasticidade. Já a deformação atingida pela barra no ponto em que a mesma se

torna incapaz de transferir tensões é denominada por εf .

Figura 2.1: (a) Barra sob tração, (b) distribuição de deformações, cont́ınuas por partes.

Considera-se agora que a barra seja tracionada uniaxialmente através da imposição
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de um deslocamento crescente, u, em sua extremidade direita. O comportamento

da barra permanecerá linear elástico até que o deslocamento uo = Lεo seja atin-

gido. Neste instante a força transmitida pela barra ao seu suporte atinge o valor

máximo de Fo = Aft. A partir deste ponto a resistência da barra começa a decrescer

sendo que, a cada seção transversal, a tensão pode decrescer acompanhada de um

decréscimo na deformação (descarregamento elástico) ou a tensão pode decrescer

acompanhada de um aumento na deformação (amolecimento linear). A imposição

da condição de equiĺıbrio estático implica que a tensão deve permanecer uniforme

ao longo de toda a barra. Contudo, para um determinado estado de tensão σ̄,

entre 0 e ft, existem dois valores posśıveis de deformações que atendem a relação

constitutiva (figura 2.2). Neste caso, a distribuição de deformações não precisa ne-

cessariamente manter-se uniforme, podendo assumir uma configuração arbitrária,

cont́ınua por partes variando entre εe e εi, conforme ilustrado na figura 2.1b.

Figura 2.2: (a) Diagrama tensão-deformação com amolecimento linear, (b) diagrama

força-deslocamento com diferentes comportamentos pós-pico admisśıveis.

À medida que o deslocamento é imposto na barra a tensão decai até 0 fazendo

com que a deformação na região inelástica seja εi = εf e a deformação na região

com descarregamento elástico atinja valor nulo, εe = 0. Denotando-se por Li e
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Le = L − Li os comprimentos relativos às regiões com amolecimento e com des-

carregamento elástico, respectivamente, tem-se que o alongamento total da barra

neste instante será dado por uf = Liεi + Leεe = Liεf . Contudo, o comprimento

Li pode assumir qualquer valor entre 0 e L sendo, portanto, indeterminado. No

caso das soluções numéricas, este comprimento pode ser associado ao tamanho dos

elementos de discretização adotados. Desta forma, o problema apresenta infinitas

soluções posśıveis fazendo com que o comportamento pós-pico da curva carga ×

deslocamento assuma o aspecto apresentado na figura 2.2b. As soluções limı́trofes

são representadas pelo caso de amolecimento total (Li = L, uf = Lεf ) e pelo caso

de descarregamento elástico (Le = L, uf = 0). Este último caso representa a situa-

ção onde o descarregamento ocorre imediatamente antes do surgimento de qualquer

amolecimento de modo que não haja nenhuma dissipação de energia. Neste caso, to-

das as outras soluções apresentam um processo de degradação estrutural onde parte

da barra apresenta dano em algum grau.

2.3 Problema Bidimensional

2.3.1 Cinemática com Descontinuidades

Nesta seção são desenvolvidas as cinemáticas de descontinuidades fracas e fortes

para o caso bidimensional. Deste modo, tendo em vista a figura 2.3, admite-se

inicialmente um sólido bidimensional de domı́nio Ω interceptado por uma linha de

descontinuidade S cuja orientação é definida através do vetor normal unitário ni.

Esta linha divide o sólido nos subdomı́nios Ω+ e Ω−, tal que ni aponta para Ω+.

Além disto, a linha de descontinuidade está contida em uma banda de localização

de deformações Ωb que, por sua vez, é delimitada pelas linhas S+ e S−. Em vista

disto, e para uma melhor compreensão da geometria da banda de localização de
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deformações Ωb e da orientação das linhas S, S+ e S−, também é considerado um

sistema de coordenadas curviĺıneas definido por {χ, ζ}. Este sistema de coordenadas,

de base ortonormal {êχ, êζ}, possui fatores de escala rχ(χ, ζ) e rζ(χ, ζ), de modo

que dsχ = rχdχ e dsζ = rζdζ. Neste caso, os valores de dsχ e dsζ correspondem aos

comprimentos infinitesimais ao longo das coordenadas χ e ζ, respectivamente.

Com base na figura 2.3, e no sistema de coordenadas definido anteriormente, as

linhas S, S+ e S− são definidas, respectivamente, por:

S := {X(χ, ζ) ∈ Ω | ζ = 0} (2.1a)

S+ := {X(χ, ζ) ∈ Ω | ζ = ζ+} (2.1b)

S− := {X(χ, ζ) ∈ Ω | ζ = ζ−} (2.1c)

onde o vetor X, presente nas equações 2.1, representa o conjunto de pontos perten-

centes a Ω.

Já o domı́nio da banda de localização de deformações, Ωb, é definido como:

Ωb := {X(χ, ζ)| ζ ∈ [ζ−, ζ+]} (2.2)

Além disto, adota-se um parâmetro h(χ) que define a largura representativa de Ωb e

que é comumente chamado de largura de banda. Portanto, a magnitude da largura

de banda é dada por:

h(χ) = rχ(χ, 0)(ζ+ − ζ−) (2.3)

Por fim, o domı́nio Ω é definido através da união dos domı́nios Ω+, Ω− e Ωb, ou seja,

Ω = Ω+ ∪ Ω− ∪ Ωb.

2.3.1.1 Descontinuidade Fraca

O regime de descontinuidade fraca, esboçado na figura 2.3, é caracterizado pela

presença de um campo de deslocamentos cont́ınuo e um campo de deformações
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descont́ınuo, porém finito, ao longo do domı́nio Ω. Além disto, os saltos no campo

de deformações ocorrem nas linhas S+ e S− que delimitam a banda de localização

de deformações Ωb.

Figura 2.3: Cinemática de descontinuidade fraca.

Desta forma, admite-se o seguinte campo de deslocamentos ui, em termos de taxa,

ao longo do domı́nio Ω:

u̇i(X, t) = ˙̄ui(X, t) +HΩb(X, t)[[u̇i]](X, t) (2.4)

Na equação 2.4 a variável t representa o tempo, o termo ˙(·) representa a derivada

temporal de (·), as funções ˙̄ui e [[u̇i]](X, t) representam funções cont́ınuas de deslo-

camentos do tipo C0 e, por fim, a função HΩb representa a função rampa, cont́ınua

no domı́nio Ω, e definida como:

HΩb =


0, se X ∈ Ω−\Ωb

1, se X ∈ Ω+\Ωb

ζ − ζ−

ζ+ − ζ−
, se X ∈ Ωb

(2.5)
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onde as seguintes relações são válidas:

Ω−\Ωb = Ω− − (Ω− ∩ Ωb) (2.6a)

Ω+\Ωb = Ω+ − (Ω+ ∩ Ωb) (2.6b)

Além disto, observa-se que a função rampa apresenta um salto unitário entre as

linhas S+ e S−, ou seja, para uma mesma coordenada χ, tem-se que:

[[HΩb ]] = HΩb(ζ
+, t)−HΩb(ζ

−, t) = 1 ∀χ (2.7)

Deste modo, pode-se definir o gradiente da função rampa, em sua forma estendida,

conforme a seguinte expressão:

HΩb,i =
1

rζ

∂HΩb

∂ζ
êζ +

1

rχ

∂HΩb

∂χ
êχ = µΩb

1

hζ
êζ

hζ(χ, ζ) = rζ(χ, ζ)(ζ+ − ζ−)

hζ(χ, 0) = rζ(χ, 0)(ζ+ − ζ−) = h(χ)

(2.8)

Na equação 2.8 o termo µΩb representa uma função de colocação definida sobre o

domı́nio Ωb, tal que as seguintes relações são válidas:

µΩb =

{
1, se X ∈ Ωb

0, se X /∈ Ωb

(2.9)

Considerando o regime de deformações infinitesimais, em conjunto com a equa-

ção 2.8, pode-se definir o campo de deformações levando-se em conta a parte simé-

trica do gradiente do campo de deslocamentos u̇i (equação 2.4), isto é:

ε̇ij(X, t) =
1

2
( ˙̄ui,j + ˙̄uj,i) +

HΩb

2
([[u̇i,j]] + [[u̇j,i]]) +

µΩb

2hζ
([[u̇i]]ê

ζ
j + [[u̇j]]ê

ζ
i ) (2.10)

Na equação 2.10 o termo êζi refere-se às projeções de êζ no sistema de coordenadas

cartesianas. Além disto, esta equação é caracterizada pela presença de uma parcela

cont́ınua e outra descont́ınua, ou seja, a parcela cont́ınua é composta pelos dois pri-

meiros termos à direita do sinal de igualdade e a parcela descont́ınua é composta
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pelo último termo à direita do sinal de igualdade. Neste caso, esta última par-

cela representa descontinuidades de deformações nas linhas S+ e S−. Portanto, as

equações 2.4 e 2.10 (u̇i(X, t) e ε̇ij(X, t)) definem por completo a cinemática de des-

continuidade fraca que é caracterizada por um campo de deformações descont́ınuo e

finito no domı́nio Ω.

2.3.1.2 Descontinuidade Forte

A cinemática de descontinuidade forte é caracterizada como o caso limite da cine-

mática de descontinuidade fraca, ou seja, quando as linhas S+ e S− tendem para a

linha de descontinuidade S. Neste caso, a banda de localização de deformações Ωb

colapsa na linha S e a largura de banda h(χ) tende a zero juntamente com as co-

ordenadas ζ+ e ζ−. Portanto, a cinemática de descontinuidade forte é representada

através da figura 2.4.

Figura 2.4: Cinemática de descontinuidade forte.

Deste modo, a função rampa HΩb assume a forma da função degrau unitário que

também é chamada de função de Heaviside. Esta função é definida conforme a
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seguinte expressão:

HS(X) =

{
0, se X ∈ Ω−

1, se X ∈ Ω+
(2.11)

Portanto, a função que representa o campo de deslocamentos assume o seguinte

formato:

u̇i(X, t) = ˙̄ui(X, t) +HS(X)[[u̇i]](X, t) (2.12)

Ou seja, analisando a equação 2.12, observa-se que agora o campo de deslocamentos

é descont́ınuo ao longo da linha S e a magnitude da descontinuidade é dada por

[[ui]](X, t) que, por sua vez, representa o salto no campo dos deslocamentos. Desta

forma, a partir da equação 2.12, encontra-se o campo de deformações ao longo do

domı́nio Ω, isto é:

ε̇ij(X, t) =
1

2
( ˙̄ui,j + ˙̄uj,i) +

HS
2

([[u̇i,j]] + [[u̇j,i]]) +
δS
2

([[u̇i]]nj + [[u̇j]]ni) (2.13)

Na equação 2.13 o termo δS representa a função delta de Dirac ao longo da linha S.

Além disto, pode ser observado que esta equação é composta pela soma de três ter-

mos, ou seja, a soma dos dois primeiros termos representa uma parcela descont́ınua

e finita enquanto que o último termo representa uma parcela que é infinita ao longo

da linha S.

2.3.1.3 Cinemática Regularizada

A partir de agora, define-se uma cinemática regularizada capaz de representar os

dois regimes de descontinuidades em um único conjunto de equações.
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Figura 2.5: Cinemática regularizada.

Esta cinemática é esboçada através da figura 2.5, sendo definida através do seguinte

conjunto de equações:

u̇i (X, t) = ˙̄ui (X, t) +HS (X) [[u̇i]] (X, t) (2.14)

ε̇ij (X, t) =
1

2
( ˙̄ui,j + ˙̄uj,i) +

HS
2

([[u̇i,j]] + [[u̇j,i]])︸ ︷︷ ︸
˙̄εij (finito)

+
µS

2h (ζ)
([[u̇i]]nj + [[u̇j]]ni)︸ ︷︷ ︸

[[ε̇ij ]] (infinito quando h(ζ)→0)

(2.15)

Na equação 2.15 o termo µS representa uma função de colocação sobre a linha S

onde tem-se que:

µS =

{
1, se X ∈ S
0, se X /∈ S

(2.16)

A partir de uma análise das equações 2.14 e 2.15 é observado que estas expressões

podem representar, a partir de algumas considerações, a cinemática de descontinui-

dade fraca. Ou seja, considerando inicialmente o campo de deslocamentos, nota-se

que, se a largura de banda h(ζ) for suficientemente pequena, a equação 2.14 será

compat́ıvel com a equação 2.4, uma vez que as linhas S+ e S− estarão suficiente

próximas da linha S. Portanto, o salto no campo de deslocamentos ocorrerá ao

longo de uma largura de banda extremamente pequena podendo, desta maneira,
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considerar a equação 2.14 como equivalente à equação 2.4. Com relação ao campo

de deformações, observa-se que a parcela ˙̄εij na equação 2.15 difere da mesma par-

cela na equação 2.10 apenas pelo fato desta primeira apresentar a função degrau e

esta última apresentar a função rampa. Além disto, o termo [[ε̇ij]] na equação 2.15

coincide com o termo respectivo na equação 2.10. Desta forma, para uma largura de

banda suficientemente pequena, a função rampa pode ser aproximada pela função

degrau e, portanto, a equação 2.10 pode ser representada através da equação 2.15.

Pode-se notar ainda que quando a largura de banda tende a zero (h(ζ) → 0) a

cinemática definida pelas equações 2.14 e 2.15 se aproxima da cinemática de descon-

tinuidade forte definida pelas equações 2.12 e 2.13, uma vez que que o termo µS
2h(ζ)

tende à função delta de Dirac
(

µS
2h(ζ)

→ δS
)
. No entanto, deve ser observado que a

equação 2.15 não é compat́ıvel com a equação 2.14, uma vez que ˙̄εij 6= 1
2
(u̇i,j + u̇j,i).

Deste modo, a compatibilidade é alcançada apenas quando a largura de banda tende

a zero (h(ζ)→ 0).

Neste trabalho serão empregadas as equações 2.14 e 2.15 para descrever as cinemá-

ticas de descontinuidade fraca e forte e, além disto, também será considerado um

modelo de banda variável que é caracterizado pela evolução da banda de localização

a partir de uma espessura finita hB, no instante em que ocorre a bifurcação, até

atingir valor nulo no ińıcio do regime de descontinuidade forte.

2.3.2 Equações de Governo

Serão apresentadas as equações de governo do problema de valor de contorno para

meios bidimensionais que apresentam descontinuidades. Inicialmente é considerada

a figura 2.6 onde é mostrado um sólido bidimensional de domı́nio Ω e contorno Γ.

Este contorno possui orientação definida através do vetor normal νi que aponta para

fora do domı́nio.
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Figura 2.6: Problema de valor de contorno bidimensional.

Deste modo, as equações de governo do problema são dadas por:

σij,j + bi = 0 em Ω (2.17a)

ui = ui em Γu (2.17b)

σijνj = ti em Γσ (2.17c)

Na equação 2.17a, o termo bi representa as forças de corpo atuantes no sólido e,

nas equações 2.17b e 2.17c, os termos ui e ti representam, respectivamente, os des-

locamentos e as forças de superf́ıcie prescritos. Já a equação 2.17b representa as

condições de contorno essenciais e a equação 2.17c representa as condições de con-

torno naturais. Além destas equações, devem ser consideradas também as condições

de equiĺıbrio na interface descont́ınua, isto é:

σ+
ijnj = σ−ijnj em S (2.18a)

σSijnj = σ+
ijnj (σSijnj = σ−ijnj) em S (2.18b)

As condições apresentadas pelas equações 2.18 podem ser visualizadas através da

figura 2.6, onde o termo σSij representa a tensão nos pontos pertencentes à linha

de descontinuidade S e os termos σ+
ij e σ−ij representam as tensões em Ω+ e Ω−,

respectivamente.
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Deste modo, levando-se em conta a equação 2.15, é encontrada uma equação cons-

titutiva válida ao longo de todo o domı́nio Ω, ou seja:

σ̇
Ω\S
ij = Et

ijkl
˙̄εij = Et

ijkl

[
( ˙̄ui,j + ˙̄uj,i) +

HS
2

([[u̇i,j]] + [[u̇j,i]])

]
(2.19a)

σ̇Sij = Et
ijkl ( ˙̄εij + [[ε̇ij]]) =

Et
ijkl

[
1

2
( ˙̄ui,j + ˙̄uj,i) +

HS
2

([[u̇i,j]] + [[u̇j,i]]) +
µS

2h (ζ)
([[u̇i]]nj + [[u̇j]]ni)

]
(2.19b)

A equação 2.19a é válida na parte cont́ınua do domı́nio (Ω\S) enquanto que a

equação 2.19b é válida apenas na linha de descontinuidade (S). Além disto, o termo

Et
ijkl representa o tensor constitutivo tangente que, normalmente, é dependente do

campo de tensões e deformações no ponto material considerado.

2.3.3 Análise de Bifurcação Descont́ınua

Serão estabelecidas as condições necessárias para a ocorrência de bifurcação descon-

t́ınua em meios cujo comportamento é independente do tempo considerando o regime

de deformações infinitesimais. Neste caso, a bifurcação descont́ınua é caracterizada

pelo surgimento de uma banda de localização de deformações de largura finita e é

associada à perda de estabilidade do meio material. Desta forma, esta banda é deli-

mitada por duas superf́ıcies que apresentam descontinuidades na taxa do campo de

deformações enquanto que a taxa do campo de deslocamentos permanece cont́ınua

caracterizando, portanto, o ińıcio do regime de descontinuidade fraca. Assim sendo,

ao longo da análise, à medida que a largura da banda de localização se aproxima de

zero, as duas superf́ıcies se colapsam em uma linha de descontinuidade dando ińıcio

ao regime de descontinuidade forte.

As condições para ocorrência de localização de deformações são apresentadas com

o aux́ılio da figura 2.7 onde é mostrado um sólido homogêneo bidimensional de

domı́nio Ω. Deste modo, denotando-se por εij o campo de deformações ao longo
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deste domı́nio, determinam-se as condições necessárias para que a taxa do campo

de deformações (ε̇ij) se torne descont́ınua ao longo de duas superf́ıcies paralelas que

delimitam uma banda Ωb, tal que Ωb ⊂ Ω. Portanto, inicialmente é definida uma

base ortonormal {n,p,q} como mostrado através da figura 2.7.

Figura 2.7: Banda de localização de deformações em um domı́nio sólido.

Sabendo-se que a descontinuidade no campo de deformações ocorre apenas ao longo

da direção do vetor normal unitário n, e sabendo-se ainda que a taxa do campo de

deslocamentos (u̇i) permanece cont́ınua, tem-se que as derivadas direcionais de u̇i,

ao longo de p e q, devem permanecer uniformes, isto é:

(∂qu̇i)
Ωb − (∂qu̇i)

Ω\Ωb = [[∂qu̇i]] = [[u̇i,j]]qj = 0 (2.20a)

(∂pu̇i)
Ωb − (∂pu̇i)

Ω\Ωb = [[∂pu̇i]] = [[u̇i,j]]pj = 0 (2.20b)

Nas equações 2.20, o termo [[·]] representa a diferença entre os valores de (·) dentro

(Ωb) e fora (Ω\Ωb) da banda de localização. Além disto, os termos ∂q(·) e ∂p(·)

representam as derivadas direcionais de (·) ao longo de q e p, respectivamente. Ou

seja, estas equações esboçam a uniformidade da taxa do campo de deformações ao

longo das direções p e q. Portanto, baseado nestas equações, a não-uniformidade

deste campo ao longo da direção de n pode ser caracterizada através da seguinte
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expressão:

[[u̇i,j]]nj = α̇mmd
i 6= 0 ⇒ [[u̇i,j]] = α̇mmd

inj (2.21)

Neste caso, a equação 2.21 define uma restrição cinemática à qual a taxa de de-

formações está sujeita para que o surgimento do salto neste campo seja posśıvel.

Além disto, nesta equação, o termo md
i representa um vetor unitário associado à

direção do salto no campo de deslocamentos e o termo α̇m está associado à mag-

nitude deste salto. Portanto, aplicando a relação entre deslocamento e deformação

à equação 2.21, encontra-se a condição de compatibilidade cinemática dada através

da seguinte expressão:

[[ε̇ij]] =
1

2
([[u̇i,j]] + [[u̇j,i]]) =

1

2
(md

inj +md
jni)α̇

m (2.22)

Além da condição de compatibilidade cinemática (equação 2.22), a condição de equi-

ĺıbrio também deve ser satisfeita na interface descont́ınua. Esta condição está rela-

cionada à continuidade do vetor de forças de superf́ıcie ao longo da descontinuidade,

ou seja:

[[σ̇ijnj]] = [[σ̇ij]]nj = 0 (2.23)

Isto é, as equações 2.22 e 2.23 são condições necessárias para o surgimento de lo-

calização de deformações no meio material. Deste modo, considerando a relação

constitutiva incremental para modelos constitutivos independentes do tempo, tem-

se:

σ̇ij = Et
ijklε̇kl (2.24)

Assume-se que um único tensor constitutivo tangente, representado por Et
ijkl, des-

creve o comportamento do material dentro e fora da banda de localização (bifurcação
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cont́ınua). Ou seja, utilizando a relação constitutiva incremental (equação 2.24), jun-

tamente com a equação de compatibilidade cinemática (equação 2.22), encontra-se:

[[σ̇ij]] = Et
ijkl[[ε̇ij]] =

Et
ijkl

2
(md

inj +md
jni)α̇

m (2.25)

Ou seja, a equação 2.25 representa a diferença da taxa das tensões dentro e fora da

banda de localização.

Deste modo, substituindo agora a equação 2.25 na equação de equiĺıbrio da interface

descont́ınua (equação 2.23), obtém-se:

[[σ̇ij]]nj = (niE
t
ijklnl)m

d
k = Qjkm

d
k = 0 (2.26)

onde o termo Qjk representa o tensor de localização que também é conhecido como

tensor acústico por estar associado à velocidade de propagação de ondas em meios

sólidos.

Portanto, com base na equação 2.26, observa-se que o sistema de equações terá

solução não-trivial (md
k 6= 0) apenas quando o determinante do tensor de localização

for nulo, ou seja:

det(Qjk) = det(niE
t
ijklnl) = 0 (2.27)

Isto é, a equação 2.27 deve ser satisfeita para que haja bifurcação no campo de

tensões e deformações.

Além da condição de bifurcação cont́ınua (equação 2.27) também poderia ser obtida

uma condição para bifurcação descont́ınua onde tensores constitutivos tangentes

distintos descreveriam o comportamento do material dentro e fora da banda de

localização. Contudo, neste trabalho, adota-se apenas a condição de bifurcação

cont́ınua, uma vez que esta corresponde a um caso limite da bifurcação descont́ınua

e, portanto, pode ser entendida como o caso mais desfavorável para a ocorrência

deste tipo de bifurcação (Rice e Rudnicki, 1980).



77

2.3.4 Modelo Constitutivo de Dano Isotrópico

Neste trabalho é adotado o modelo constitutivo de dano isotrópico assim como des-

crito em Peixoto et al. (2018). As equações que descrevem este modelo podem ser

sintetizadas através das seguintes expressões:

Energia livre: ψ(εij, r) = [1−D(r)]ψo(εij), ψo(εij) =
1

2
εijE

o
ijklεkl (2.28a)

Equação constitutiva: σij =
∂ψ(εij, r)

∂εij
= (1−D)Eo

ijklεkl = Eijklεkl (2.28b)

Variável de dano: D ≡ D(r) = 1− q(r)

r
, D ∈ [0, 1] (2.28c)

Lei de evolução da variável interna: ṙ = λ̇,

r ∈ [ro,∞),

ro = r|t=0 = ft√
E

(2.28d)

Critério de dano: F̄ (εij, r) ≡ τε − r =
√
ε+ijE

o
ijklεkl − r (esp. def.) (2.28e)

Condições de carreg.-descarreg.: F̄ 6 0, λ̇ > 0, λ̇F̄ = 0, λ̇ ˙̄F = 0 (2.28f)

Lei de amolecimento: q̇ = H(r)ṙ, (H = q′(r) 6 0),

q ∈ [0, ro],

q|t=0 = ro

(2.28g)

onde r é a variável interna escalar do tipo deformação (r ∈ [ro,∞); ro = r|t=0), D

é a variável de dano escalar (D ∈ [0, 1]), ft é a tensão de resistência à tração do

material, F̄ é a função de dano definida no espaço das deformações e τε é a chamada

deformação equivalente. Neste caso, é adotado o mesmo critério de dano empregado

por Oliver, Huespe, Blanco, e Linero (2006) onde τε é expresso como:

τε =
√
ε+ijE

o
ijklεkl (2.29)

sendo:

ε+ij =

ndim∑
k=1

〈εk〉êk ⊗ êk (2.30)

onde o termo εk representa a k-ésima deformação principal, êk é um vetor unitário

na direção principal correspondente, ou seja, o dano evolui com base apenas em

alongamentos e 〈εk〉 = (|εk|+ εk)/2.
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E por fim, uma relação constitutiva incremental, para condição de carregamento

inelástico (ṙ = τ̇ε), pode ser obtida a partir da equação 2.28b, isto é:

σ̇ij = (1−D)Eo
ijklε̇kl − ḊEo

ijklεkl

= Eijklε̇kl −
(
∂D

∂r

)
ṙEo

ijklεkl

=

[
Eijkl −

(
∂D

∂r

)(
∂τε
∂εkl

)
Eo
ijrsεrs

]
ε̇kl

= Et
ijklε̇kl

(2.31)

onde Et
ijkl, neste caso, é o tensor constitutivo tangente para modelos de dano iso-

trópico.

2.3.4.1 Análise de Bifurcação Descont́ınua

O módulo de amolecimento que resulta na singularidade do tensor acústico foi obtido

por Peixoto et al. (2018) considerando o EPT e EPD. Para tal, pode-se escrever:

Ȟ(θ) =
q

r

[
1− r2

r2 − γεpp(θ)ε+pp(θ)

]
; γ =


E para EPT

E

1− ν2
para EPD

(2.32)

sendo:

εpp = (ε1 − ε2)sen2θ + ε2 (2.33a)

ε+pp = (〈ε1〉 − 〈ε2〉)sen2θ + 〈ε2〉 (2.33b)

onde os termos ε1 e ε2 são as deformações principais no plano com ε1 > ε2 e, como

mencionado anteriormente, 〈εk〉 = (|εk|+ εk)/2.

Portanto, o ângulo cŕıtico pode ser obtido, tanto para o EPT quanto para o EPD,

através das seguintes expressões:

sen2θ = G(ε1, ε2) = −
[
ε2(〈ε1〉 − 〈ε2〉) + 〈ε2〉(ε1 − ε2)

2(ε1 − ε2)(〈ε1〉 − 〈ε2〉)

]
(2.34)
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onde:

sen2θcrit =


G(ε1, ε2) se 0 6 G(ε1, ε2) 6 1

1 se G(ε1, ε2) > 1

0 se G(ε1, ε2) < 0

(2.35)

Ou seja, substitutindo na equação 2.32 o ângulo cŕıtico obtido a partir das equa-

ções 2.34 e 2.35, obtém-se o módulo de amolecimento cŕıtico, isto é, Hcrit = Ȟ(θ).

2.3.4.2 Análise de Descontinuidade Forte

A análise de descontinuidade forte também foi realizada para o modelo constitutivo

de dano isotrópico descrito pelas equações 2.28. Esta análise segue a mesma me-

todologia apresentada por Oliver (2000). Desta forma, as equações obtidas para o

modelo constitutivo discreto podem ser sintetizadas através das seguintes expres-

sões (Peixoto et al., 2018):

Energia livre:

ψ̂(∆[[ui]], ω) = [1− ω(∆α∗)]ψ̂o(∆[[ui]]);

ψ̂o(∆[[ui]]) =
1

2
∆[[ui]]Q

e
ij∆[[uj]]

(2.36a)

Equação constitutiva: ti =
∂ψ̂(∆[[ui]], ω)

∂(∆[[ui]])
= (1− ω)Qe

ij∆[[uj]] (2.36b)

Variável de dano: ω ≡ ω(∆α∗) = 1− q∗(∆α∗)

∆α∗
, ω ∈ (−∞, 1] (2.36c)

Lei de evolução da variável interna:
∂(∆α∗)

∂t
= α̇∗ = λ̇∗, ∆α∗ ∈ [0,∞) (2.36d)

Critério de dano: Ḡ(∆[[ui]],∆α
∗) ≡ τ∆[[u]] −∆α∗ =

√
∆[[ui]]Qe

ij∆[[uj]]−∆α∗

(2.36e)

Condições de carreg.-descarreg.: Ḡ 6 0, λ̇∗ > 0, λ̇∗Ḡ = 0, λ̇∗ ˙̄G = 0 (2.36f)

Lei de amolecimento: q̇∗ = H̄α̇∗, (H̄ =
1

h
H < 0),

q∗ ∈ [0, qSD],

q∗|t=tSD = qSD

(2.36g)

onde α∗, q∗ e H̄ representam a variável interna discreta, a variável interna discreta

do tipo tensão e o módulo de amolecimento discreto, respectivamente. Já os termos

λ∗, ω e Ḡ, neste caso, constituem o multiplicador de dano discreto, a variável discreta
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de dano e a função de escoamento discreta, respectivamente.

A partir das equações 2.15 e 2.28b chega-se à seguinte expressão para o campo de

tensões sobre a linha de descontinuidade S durante o regime de descontinuidade

forte:

σSij =
qS
rS
Eo
ijklε

S
kl = lim

h→0

{
qS

rSD + 1
h
∆α∗

Eo
ijkl

[
ε̄kl +

1

2h
(∆[[uk]]nl + ∆[[ul]]nk)

]}
= lim

h→0

{
qS

hrSD + ∆α∗
Eo
ijkl

[
hε̄kl +

1

2
(∆[[uk]]nl + ∆[[ul]]nk)

]}
=

qS
∆α∗

Eo
ijkl

[
1

2
(∆[[uk]]nl + ∆[[ul]]nk)

] (2.37)

A partir desta equação, pode-se escrever:

1

2
(∆[[ui]]nj + ∆[[uj]]ni) =

∆α∗

qS
Eo,−1
ijkl σ

S
kl =

∆α∗

qS
εS,efij (2.38)

onde εS,efij = Eo,−1
ijkl σ

S
kl é a chamada deformação efetiva em S.

A equação 2.38 é denominada equação de descontinuidade forte e representa um

conjunto de seis equações algébricas, relacionando as componentes de tensão, σSij, às

componentes dos saltos nos deslocamentos, ∆[[ui]]. Esta equação também pode ser

reescrita no formato matricial como:
∆[[un]] 1

2
∆[[up]]

1
2
∆[[uq]]

1
2
∆[[up]] 0 0

1
2
∆[[uq]] 0 0

 =
∆α∗

qS


εS,efnn εS,efnp εS,efnq

εS,efpn εS,efpp εS,efpq

εS,efqn εS,efqp εS,efqq

 (2.39)

Considerando o EPT e EPD a equação 2.39 se resume à seguinte expressão:

εefpp = εpp = 0 (2.40)

sendo εefij = Eo,−1
ijkl σkl = (1−D)εij.

2.3.4.3 Energia Consumida no Regime de Descontinuidade Forte

A potência consumida durante um processo quase-estático de deformação em um

domı́nio sólido Ω pode ser expressa como:

P =

∫
Ω

σij ε̇ijdΩ (2.41)
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Restringindo a análise ao regime de descontinuidade forte, pode-se substituir a equa-

ção 2.13 na equação 2.41, obtendo-se:∫
Ω

σij ε̇ijdΩ =

∫
Ω

σij

[
˙̄εij +

δS
2

([[u̇i]]nj + [[u̇j]]ni)

]
dΩ

=

∫
Ω\S

σ
Ω\S
ij

˙̄εijdΩ +

∫
S
σSij

[
1

2
([[u̇i]]nj + [[u̇j]]ni)

]
dS︸ ︷︷ ︸

PS

(2.42)

onde PS representa a potência consumida no desenvolvimento do salto no campo de

deslocamentos.

Considerando a continuidade das forças de superf́ıcie em S e a simetria do tensor de

tensões, pode-se reescrever:

PS =

∫
S
ti[[u̇i]]dS (2.43)

Deste modo, a energia total consumida durante o regime de descontinuidade forte

até o aĺıvio total da tensões, fica expressa como:

WS =

∫ t∞

tSD

PSdt =

∫ t∞

tSD

∫
S
ti[[u̇i]]dSdt =

∫
S

[ ∫ t∞

tSD

ti[[u̇i]]dt︸ ︷︷ ︸
GSD

]
dS (2.44)

onde GSD é a energia liberada em S, por unidade de área, durante o regime de

descontinuidade forte. No caso de poder ser desprezada a parcela de energia liberada

durante a transição em regime de descontinuidade fraca, pode-se considerar este

termo como a energia de fratura, Gf , que, por sua vez, representa uma propriedade

do material.

A partir do modelo de dano discreto definido através das equações 2.36, pode-se

reescrever a expressão de GSD, definida na equação 2.44, no seguinte formato:

GSD =

∫ t∞

tSD

qSα̇
∗dt =

∫ t∞

tSD

qS
q̇S
H̄
dt =

∫ 0

qSD

q
1

H̄
dq (2.45)

onde a lei de amolecimento esboçada através da equação 2.36g foi empregada. No

caso de poder ser considerado GSD ≈ Gf , tem-se que qSD ≈ qo = ro =
ft√
E

. Deste
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modo, pode-se escrever:

Gf =

∫ 0

ft√
E

q
1

H̄
dq (2.46)

Por fim, a equação 2.46 é resolvida considerando amolecimento linear, H̄ constante,

e amolecimento exponencial, H̄(q) = A∗q, onde A∗ é uma constante. Deste modo,

tem-se que:

i. Amolecimento linear:

Gf =
1

H̄

q2

2

∣∣∣∣0
ft√
E

= − 1

H̄

[
f 2
t

2E

]
⇒ H̄ = − f 2

t

2EGf

(2.47)

ii. Amolecimento exponencial:

Gf =
1

A∗
q

∣∣∣∣0
ft√
E

⇒ A∗ = − ft

Gf

√
E

; ∴ H̄ = − ft

Gf

√
E
q (2.48)

2.3.5 Modelo de Banda Variável

A bifurcação descont́ınua nos modelos constitutivos empregados neste trabalho pode

ocorrer, dependendo do estado de tensões no momento da bifurcação, em regime de

descontinuidade fraca ou forte. Deste modo, no caso em que as condições de desconti-

nuidade forte não são atendidas no instante da bifurcação, deve ser considerada uma

cinemática apropriada que descreva a formação da banda de localização de defor-

mações, cuja largura irá decrescer até atingir uma valor muito pequeno, compat́ıvel

com o regime de descontinuidade forte. Portanto, pode-se dividir o comportamento

do material em três fases distintas durante o processo de carga: fase elástica, fase

inelástica cont́ınua e fase inelástica descont́ınua. Esta última fase, por sua vez, é

subdividida nos regimes de descontinuidade fraca e forte.

Deste modo, para a fase elástica admite-se que σij = Eo
ijklεkl. Já com relação à

fase inelástica cont́ınua, o modelo descrito na seção 2.3.4 é aplicado diretamente

sendo que, a cada novo estado de deformações, a análise de bifurcação descrita na
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seção 2.3.4.1 é realizada, isto é, quando Hcrit > H ocorre a bifurcação. Quanto

ao regime de descontinuidade fraca, caracterizado pela presença de descontinuida-

des no campo de deformações, adota-se a cinemática regularizada descrita na se-

ção 2.3.1.3, com valores finitos de h, que pode ser interpretado como a espessura

da banda de localização. Assim, à medida que a análise progride, essa espessura

diminui continuamente, desde um valor hB no instante de bifurcação, até um va-

lor nulo (numericamente falando, um parâmetro pequeno k), que marca o ińıcio do

regime de descontinuidade forte. A lei que rege a variação desta banda é consi-

derada pré-definida, ou seja, entende-se que ela seja uma propriedade do material.

Uma representação destas ideias é apresentada na figura 2.8. E por fim, no regime

de descontinuidade forte, caracterizado por descontinuidades no campo de desloca-

mentos e, consequentemente, pela presença de deformações ilimitadas, emprega-se a

cinemática regularizada apresentada na seção 2.3.1.3, com h = k ≈ 0.
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Figura 2.8: Modelo de banda de variável: (a) instante da bifurcação, (b) evolução da

banda sob regime de descontinuidade fraca, (c) ińıcio do regime de descontinuidade forte,

(d) variação da espessura da banda de localização em relação ao tempo.

2.3.5.1 Regime Inelástico Cont́ınuo

Com relação ao modelo constitutivo de dano isotrópico utilizam-se tanto leis de

amolecimento linear quanto exponencial. Ou seja, no caso de amolecimento linear,

tem-se (Peixoto et al., 2018):

q(r) =


ro se r 6 ro

ro +H(r − ro) se ro < r < (ro − ro
H

)

0 se r > (ro − ro
H

)

(2.49a)

D(r) = 1− q(r)

r
=


0 se r 6 ro

1− ro
r
−H

[
1− ro

r

]
se ro < r < (ro − ro

H
)

1 se r > (ro − ro
H

)

(2.49b)
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Já para amolecimento exponencial pode-se escrever:

q(r) =

ro se r 6 ro

roe
Acp(1− r

ro
) se r > ro

(2.50a)

D(r) = 1− q(r)

r
=

0 se r 6 ro

1− ro
r
eA

cp(1− r
ro

) se r > ro
(2.50b)

onde Acp é uma constante positiva e, neste caso, é adotada a expressão apresentada

em Oliver et al. (1990) que é dada por:

Acp =

[
Gf

r2l∗
− 1

2

]−1

(2.51)

onde o termo l∗ é um comprimento caracteŕıstico correspondente à média dos com-

primentos dos lados de uma célula interna.

2.3.5.2 Regime com Descontinuidade Fraca

Para o regime de descontinuidade fraca é assumida a seguinte estrutura para o

módulo de amolecimento:

H(q) = H̄(q)h(q) (2.52)

Figura 2.9: Variação da largura de banda.

Deste modo, deve-se estabelecer uma lei de evolução para a largura de banda h que

irá variar do valor hB 6= 0, no instante da bifurcação, até o valor h = k (k → 0)



86

quando tem ińıcio o regime de descontinuidade forte. Portanto, baseando-se na

figura 2.9, define-se a variação de h através de uma função decrescente, em função

da variável interna do tipo tensão q, de modo que h = hB em q = qB até atingir o

valor h = k em q = qSD, ou seja:

h(q) =

(
k − hB
qSD − qB

)
q +

(
hBqSD − kqB
qSD − qB

)
(2.53)

Deste modo, a partir da equação 2.52, pode-se escrever a seguinte expressão para

hB:

hB =

∣∣∣∣H(qB)

H̄(qB)

∣∣∣∣ (2.54)

No caso do modelo de dano isotrópico, também foi considerada uma variação li-

near de h(q) com relação à q assim como mostrado na figura 2.9. Portanto, são

encontradas as seguinte expressões para q(r) e D(r), isto é (Peixoto et al., 2018):

q(r) = qSD −
k

R
+

[
qB − qSD +

k

R

]
e
f2t R

2EGf
(rB−r)

(2.55a)

D(r) = 1− 1

r

[
qSD −

k

R
+

(
qB − qSD +

k

R

)]
e
f2t R

2EGf
(rB−r)

se rB < r < rSD

(2.55b)

rSD = rB −
2EGf

f 2
t R

ln

(
k

hB

)
(2.55c)

e

q(r) = bc
[
− ac +

(
bc + acqB

qB

)
eb
c(rB−r)

]−1

(2.56a)

D(r) = 1− bc

r

[
− ac +

(
bc + acqB

qB

)
eb
c(rB−r)

]−1

se rB < r < rSD (2.56b)

rSD = rB −
1

bc
ln

[
qB
qSD

(
bc + acqSD
bc + acqB

)]
(2.56c)

onde:

R =
hB − k
qB − qSD

; ac = − ftR

Gf

√
E

; bc = − ft

Gf

√
E

(k −RqSD) (2.57)

Neste caso, as equações 2.55 e 2.56 são referentes ao amolecimento linear e ao amo-

lecimento exponencial, respectivamente.
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2.3.5.3 Regime com Descontinuidade Forte

No regime de descontinuidade forte, como destacada através da figura 2.9, tem-se

que:

h = k (2.58)

Com relação ao modelo de dano isotrópico, obtém-se para amolecimento linear (Pei-

xoto et al., 2018):

q(r) = qSD −
f 2
t k

2EGf

(r − rSD) (2.59a)

D(r) = 1 +
f 2
t k

2EGf

− 1

r

[
qSD +

f 2
t k

2EGf

rSD

]
se r > rSD (2.59b)

Já para amolecimento exponencial, encontra-se:

q(r) = qSDe
ftk

Gf
√
E

(rSD−r)
(2.60a)

D(r) = 1− qSD
r
e

ftk

Gf
√
E

(rSD−r)
se r > rSD (2.60b)

Neste último caso, considerando a introdução direta do regime de descontinuidade

forte após o fim do regime elástico, tem-se que rSD ≡ qSD = ro (= ft/
√
E) e,

portanto:

D(r) = 1− ro
r
e
r2ok

Gf
(1− r

ro
)

se r > ro (2.61)
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Caṕıtulo 3

Formulação Impĺıcita do Método
dos Elementos de Contorno para
Problemas com Descontinuidades

Neste caṕıtulo é apresentada a formulação impĺıcita do MEC para problemas fisi-

camente não-lineares na presença de descontinuidades. A formulação impĺıcita para

problemas fisicamente não-lineares foi originalmente desenvolvida por Telles e Carrer

(1991) e foi posteriormente aplicada a problemas de descontinuidade forte por Man-

zoli e Venturini (2004, 2007), Manzoli et al. (2009), Peixoto et al. (2017) e Peixoto

et al. (2018). Portanto, inicialmente são obtidas as equações integrais para sóli-

dos que apresentam comportamento fisicamente não-linear em regime de pequenas

deformações onde leva-se em conta o teorema da reciprocidade de Betti (Aliabadi,

2002). Neste caso, primeiramente é apresentada a formulação integral para meios

cont́ınuos convencionais que, em seguida, é estendida a meios com a presença de des-

continuidades. E por fim, através de um rearranjo matricial das equações obtidas

chega-se a uma única equação não-linear, representada através de um vetor reśıduo

de deformações, t́ıpica da formulação impĺıcita do MEC.
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3.1 Meios Cont́ınuos Convencionais

Inicialmente é considerado um sólido cont́ınuo de domı́nio Ω e de contorno Γ = Γu ∪ Γσ

como apresentado pela figura 3.1. Neste caso, em Γu são prescritos os deslocamentos

e em Γσ as forças de superf́ıcie. Além disto, também é considerado que um conjunto

de forças externas por unidade de volume, bi, agem em Ω.

Figura 3.1: Domı́nio sólido cont́ınuo.

Deste modo, este problema de valor de contorno pode ser descrito, em sua forma

diferencial, através das seguintes equações:

σ̇ij,j + ḃi = 0 em Ω (equiĺıbrio interno) (3.1a)

ε̇ij −
1

2
(u̇i,j + u̇j,i) = 0 em Ω (compatibilidade cinemática) (3.1b)

σ̇ij − ˙̃σij(ε̇ij) = 0 em Ω (compatibilidade constitutiva) (3.1c)

u̇i = u̇i em Γu (c. c. essenciais) (3.1d)

σ̇ijnj = ṫi em Γσ (c. c. naturais) (3.1e)

As equações 3.1 são válidas para o regime quase-estático com deformações infini-

tesimais e, além disto, na equação 3.1c o termo ˙̃σij(ε̇ij) representa qualquer função

constitutiva não-linear.
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Portanto, para problemas inelásticos multi-axiais, o tensor de deformações totais

pode ser expresso como:

εij = εeij + εoij (3.2)

que, em termos de taxas, assume a seguinte forma:

ε̇ij = ε̇eij + ε̇oij (3.3)

As componentes de deformação εeij e εoij, presentes na equação 3.2, podem ser melhor

compreendidas através da figura 3.2.

Figura 3.2: Trajetória de equiĺıbrio uni-axial arbitrária.

Esta figura representa a trajetória de equiĺıbrio não-linear de um problema unidimen-

sional que, neste caso, é completamente definida pela combinação das componentes

εe e εo. Ou seja, a tensão em um determinado ponto pode ser determinada através

da subtração de uma componente de tensão obtida pela relação elástica linear (Eoε)

e um reśıduo (Eoεo). Desta forma, considerando o caso mais geral posśıvel, é encon-

trada a seguinte expressão para a tensão em um ponto da trajetória de equiĺıbrio:

σ̃ij(εij) = Eo
ijkl(εkl − εokl) = Eo

ijklεkl − σoij (3.4)

onde σoij = Eo
ijklε

o
kl representa a parcela referente ao reśıduo.
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Além disto, assim como para as deformações totais, a equação 3.4 pode ser escrita

em termos de taxa, isto é:

˙̃σij(ε̇ij) = Eo
ijkl(ε̇kl − ε̇okl) = Eo

ijklε̇kl − σ̇oij (3.5)

3.1.1 Teorema do Trabalho Rećıproco de Betti

Para a derivação das equações integrais é utilizado o teorema do trabalho rećıproco

de Betti. Este teorema é obtido a partir da consideração de dois estados deformados

e auto-equilibrados designados por (ui, ti, bi) e (u∗i , t
∗
i , b
∗
i ). Neste caso, os termos ui

e u∗i são deslocamentos, ti e t∗i são forças de superf́ıcie e bi e b∗i são forças de corpo.

Portanto, considerando as equações 3.1a e 3.1c pode-se escrever a seguinte expressão

para a equação de equiĺıbrio interno:∫
Ω

( ˙̃σij,j + ḃi)u
∗
i dΩ =

∫
Ω

˙̃σij,ju
∗
i dΩ +

∫
Ω

ḃiu
∗
i dΩ = 0 (3.6)

Integrando-se por partes o primeiro termo do lado direito da equação 3.6, encontra-

se: ∫
Ω

˙̃σij,ju
∗
i dΩ =

∫
Ω

( ˙̃σiju
∗
i ),jdΩ−

∫
Ω

˙̃σiju
∗
i,jdΩ (3.7)

Aplicando agora o teorema da divergência ao primeiro termo do lado direito da

equação 3.7, obtém-se:∫
Ω

( ˙̃σiju
∗
i ),jdΩ =

∫
Γ

˙̃σijnju
∗
i dΓ =

∫
Γ

ṫiu
∗
i dΓ (3.8)

Desta forma, substituindo a equação 3.8 na equação 3.7, encontra-se:∫
Ω

˙̃σij,ju
∗
i dΩ =

∫
Γ

ṫiu
∗
i dΓ−

∫
Ω

˙̃σiju
∗
i,jdΩ (3.9)

Substituindo agora a equação 3.9 na equação 3.6, chega-se à seguinte expressão:∫
Γ

ṫiu
∗
i dΓ +

∫
Ω

ḃiu
∗
i dΩ =

∫
Ω

˙̃σiju
∗
i,jdΩ (3.10)
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Além disto, o último termo presente na equação 3.10 pode ser reescrito através

da consideração das equações 3.1b e 3.5 e das simetrias associadas ao regime de

pequenas deformações em meios isotrópicos, ou seja:∫
Ω

˙̃σiju
∗
i,jdΩ =

∫
Ω

Eo
ijklu̇k,lu

∗
i,jdΩ−

∫
Ω

Eo
ijklε̇

o
klu
∗
i,jdΩ

=

∫
Γ

(Eo
kliju

∗
i,j)nlu̇kdΓ−

∫
Ω

(Eo
kliju

∗
i,j),lu̇kdΩ−

∫
Ω

(Eo
kliju

∗
i,j)ε̇

o
kldΩ

=

∫
Γ

σ∗klnlu̇kdΓ−
∫

Ω

σ∗kl,lu̇kdΩ−
∫

Ω

σ∗klε̇
o
kldΩ

=

∫
Γ

u̇it
∗
i dΓ−

∫
Ω

σ∗ij,ju̇idΩ−
∫

Ω

σ∗ij ε̇
o
ijdΩ

(3.11)

Assim sendo, substitutindo a expressão 3.11 na expressão 3.10, tem-se:∫
Γ

ṫiu
∗
i dΓ +

∫
Ω

ḃiu
∗
i dΩ =

∫
Γ

t∗i u̇idΓ−
∫

Ω

σ∗ij,ju̇idΩ−
∫

Ω

σ∗ij ε̇
o
ijdΩ (3.12)

E por fim, levando-se em conta a condição de equiĺıbrio σ∗ij,j = −b∗i na equação 3.12,

obtém-se:∫
Γ

ṫiu
∗
i dΓ +

∫
Ω

ḃiu
∗
i dΩ =

∫
Γ

t∗i u̇idΓ +

∫
Ω

b∗i u̇idΩ−
∫

Ω

σ∗ij ε̇
o
ijdΩ (3.13)

A equação 3.13 representa o teorema do trabalho rećıproco de Betti para problemas

fisicamente não-lineares. A partir desta expressão são obtidas as equações integrais

que governam o problema de valor de contorno, isto é: equação integral para deslo-

camentos em pontos internos, equação integral para deslocamento no contorno e a

equação integral para deformações em pontos internos.

3.1.2 Equação Integral para Deslocamentos em Pontos In-

ternos: Identidade de Somigliana

Considera-se a partir de agora que os estados deformados e auto-equilibrados de-

signados por (ui, ti, bi) e (u∗i , t
∗
i , b
∗
i ) sejam definidos, respectivamente, no domı́nio
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original e em um domı́nio infinito auxiliar. Deste modo, a equação integral para

deslocamentos em pontos internos é obtida a partir da equação 3.13 considerando o

problema fundamental de Kelvin. Ou seja, admite-se que a força de corpo b∗i seja

uma carga concentrada unitária atuando em um ponto X = ξ de um meio sólido

de domı́nio infinito, sob regime elástico linear, tal que ξ ∈ Ω e ξ /∈ Γ. Portanto,

pode-se escrever:

b∗i = δ(X− ξ)Pi (3.14)

onde Pi = 1 e o termo δ(X − ξ) corresponde à função delta de Dirac que possui

a seguinte propriedade:∫
Ω

f(X)δ(X− ξ)dΩ =

f(ξ) se ξ ∈ Ω

0 se ξ /∈ Ω
(3.15)

Desta forma, substituindo a equação 3.14 na equação 3.13, encontra-se:

u̇i(ξ)Pi =

∫
Γ

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)PidΓ(X)−
∫

Γ

t∗ij(ξ,X)u̇j(X)PidΓ(X)

+

∫
Ω

u∗ij(ξ,X)ḃj(X)PidΩ(X) +

∫
Ω

σ∗ijk(ξ,X)ε̇ojk(X)PidΩ(X)

(3.16)

onde as seguintes relações são válidas:

u∗j(X) = u∗ij(ξ,X)Pi; t∗j(X) = t∗ij(ξ,X)Pi; σ∗jk(X) = σ∗ijk(ξ,X)Pi (3.17)

Os tensores u∗ij(ξ,X), t∗ij(ξ,X) e σ∗ijk(ξ,X), presentes na equação 3.17, são as solu-

ções fundamentais de Kelvin e representam, respectivamente, deslocamentos e forças

de superf́ıcie na direção j e componentes de tensão jk num ponto de campo X devido

à uma carga concentrada no ponto fonte ξ aplicada na direção i.

Finalmente, a equação 3.16 pode ser desmembrada para cada direção do espaço

euclidiano a partir do prinćıpio da superposição resultando em:

u̇i(ξ) =

∫
Γ

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)dΓ(X)−
∫

Γ

t∗ij(ξ,X)u̇j(X)dΓ(X)

+

∫
Ω

u∗ij(ξ,X)ḃj(X)dΩ(X) +

∫
Ω

σ∗ijk(ξ,X)ε̇ojk(X)dΩ(X)

(3.18)
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Isto é, a equação 3.18 representa a equação integral para deslocamentos em pontos

internos que também é conhecida como Identidade de Somigliana.

3.1.3 Equação Integral para Deslocamentos no Contorno

(EIC)

A equação integral para deslocamentos em pontos internos (equação 3.18) é válida

apenas para o caso onde ξ ∈ Ω e ξ /∈ Γ. Deste modo, a fim de que esta equação

seja aplicável a pontos do contorno, deve ser considerado o caso limite onde o ponto

fonte ξ tende para o domı́nio Γ, isto é, ξ → Γ.

Portanto, inicialmente é considerado um aumento do domı́nio do problema através

do acréscimo de uma seção circular conforme mostrado na figura 3.3. O contorno

acrescentado ao problema é centrado no ponto fonte ξ, possui raio ε e é designado

por Γ̄ε. Já o domı́nio aumentado é denominado por Ωε.

Figura 3.3: Ponto fonte no contorno: domı́nio expandido.

Deste modo, no caso limite, quando ε → 0, o domı́nio original é recuperado e

o ponto fonte, neste caso, pertencerá ao contorno. Portanto, levando-se em conta

o domı́nio indicado através da figura 3.3, juntamente com a equação 3.18, pode-se
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escrever a equação integral para deslocamentos no contorno da seguinte forma:

u̇i(ξ) = lim
ε→0

∫
Γ−Γε+Γ̄ε

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)dΓ(X)− lim
ε→0

∫
Γ−Γε+Γ̄ε

t∗ij(ξ,X)u̇j(X)dΓ(X)

+ lim
ε→0

∫
Ωε

u∗ij(ξ,X)ḃj(X)dΩ(X) + lim
ε→0

∫
Ωε

σ∗ijk(ξ,X)ε̇ojk(X)dΩ(X)

(3.19)

Neste caso, a primeira equação integral à direita na equação 3.19 pode ser expandida

resultando em:

lim
ε→0

∫
Γ−Γε+Γ̄ε

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)dΓ(X) = lim
ε→0

∫
Γ−Γε

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)dΓ(X)

+ lim
ε→0

∫
Γ̄ε

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)dΓ(X)

(3.20)

onde a segunda integral à direita na equação 3.20 tende à zero quando ε → 0,

uma vez que a singularidade em seu núcleo é da ordem de O(ln r). Já a primeira

integral à direita pode ser integrada como uma integral imprópria e será a única

parcela contabilizada na equação final. Desta forma, tem-se que:

lim
ε→0

∫
Γ−Γε+Γ̄ε

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)dΓ(X) =

∫
Γ

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)dΓ(X) (3.21)

Com relação à segunda integral à direita na equação 3.19, pode-se escrever:

lim
ε→0

∫
Γ−Γε+Γ̄ε

t∗ij(ξ,X)u̇j(X)dΓ(X) = lim
ε→0

∫
Γ−Γε

t∗ij(ξ,X)u̇j(X)dΓ(X)

+ lim
ε→0

∫
Γ̄ε

t∗ij(ξ,X)u̇j(X)dΓ(X)

(3.22)

onde as duas equações integrais à direita na equação 3.22 apresentam núcleos for-

temente singulares da ordem de O(r−1). Portanto, o limite da primeira integral

existirá apenas no sentido do valor principal de Cauchy onde, neste caso, o campo

u̇(X) deve atender à condição de continuidade de Hölder em ξ. Já a segunda in-

tegral é regularizada considerando uma expansão dos deslocamentos em torno do

ponto fonte através do primeiro termo da série de Taylor, ou seja:

lim
ε→0

∫
Γ̄ε

t∗ij(ξ,X)u̇j(X)dΓ(X) = lim
ε→0

∫
Γ̄ε

t∗ij(ξ,X)[u̇j(X)− u̇j(ξ)]dΓ(X)

+ u̇(ξ)

[
lim
ε→0

∫
Γ̄ε

t∗ij(ξ,X)dΓ(X)

] (3.23)
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Neste caso, o primeiro termo à direita na equação 3.23 resulta em valor nulo devido

à condição de continuidade para a taxa do campo de deslocamentos. Já o segundo

termo é obtido através de uma integração anaĺıtica originando, desta forma, um

tensor de termos livres que é função apenas da geometria do contorno em torno do

ponto fonte ξ e das propriedades constitutivas do material. Portanto, substituindo a

equação 3.23, já com as devidas simplificações, na equação 3.22 é obtida a seguinte

expressão:

lim
ε→0

∫
Γ−Γε+Γ̄ε

t∗ij(ξ,X)u̇j(X)dΓ(X) =

∫
Γ

− t∗ij(ξ,X)u̇j(X)dΓ(X)

+ u̇(ξ)

[
lim
ε→0

∫
Γ̄ε

t∗ij(ξ,X)dΓ(X)

] (3.24)

onde o traço na integral à direita do sinal de igualdade é empregado para designar

que a integral existirá apenas no sentido do valor principal de Cauchy.

E por fim, com relação à última integral à direita na equação 3.19, é constatado

que seu núcleo apresenta apenas singularidade fraca. Deste modo, substituindo as

equações 3.21 e 3.24 na equação 3.19, encontra-se:

u̇i(ξ) =

∫
Γ

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)dΓ(X)−
∫

Γ

− t∗ij(ξ,X)u̇j(X)dΓ(X)

− u̇(ξ)

[
lim
ε→0

∫
Γ̄ε

t∗ij(ξ,X)dΓ(X)

]
+

∫
Ωε

u∗ij(ξ,X)ḃj(X)dΩ(X)

+

∫
Ω

σ∗ijk(ξ,X)ε̇ojk(X)dΩ(X)

(3.25)

Rearranjando as integrais presentes na equação 3.25 e sabendo-se que u̇i(ξ) = δiju̇j(ξ),

obtém-se:

cij(ξ)u̇i(ξ) =

∫
Γ

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)dΓ(X)−
∫

Γ

− t∗ij(ξ,X)u̇j(X)dΓ(X)

+

∫
Ω

u∗ij(ξ,X)ḃj(X)dΩ(X) +

∫
Ω

σ∗ijk(ξ,X)ε̇ojk(X)dΩ(X)

(3.26)

A equação 3.26 representa a equação integral para deslocamentos no contorno onde,

neste caso, o termo cij(ξ) é definido através da seguinte expressão:

cij(ξ) = δij + lim
ε→0

∫
Γ̄ε

t∗ij(ξ,X)dΓ(X) (3.27)
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Para pontos fontes em regiões suaves do contorno a solução da equação 3.27 resulta

em cij = (1/2)δij. Já para o caso de quinas, os termos livres podem ser avaliados

diretamente a partir da equação 3.27, em termos do ângulo formado pela quina, ou

então a partir da consideração de movimento de corpo livre resultando, desta forma,

em uma dependência expĺıcita das constantes elásticas do material.

3.1.4 Equação Integral para Deformações Internas

A equação integral para deformações em pontos internos pode ser obtida a partir

da equação integral para deslocamentos em pontos internos utilizando a seguinte

relação cinemática:

ε̇ij(ξ) =
1

2
[u̇i,j(ξ) + u̇j,i(ξ)] (3.28)

A derivação das três primeiras integrais à direita do sinal de igualdade na equa-

ção 3.18 pode ser realizada diretamente, já que as integrais de contorno não possuem

singularidade e uma vez que a integral de domı́nio apresenta apenas singularidade

fraca. Com isso, surgem dois novos tensores, ou seja:

u∗ijk(ξ,X) =
1

2

[
u∗ik,j(ξ,X)

∣∣
ξ

+ u∗jk,i(ξ,X)
∣∣
ξ

]
(3.29)

t∗ijk(ξ,X) =
1

2

[
t∗ik,j(ξ,X)

∣∣
ξ

+ t∗jk,i(ξ,X)
∣∣
ξ

]
(3.30)

Contudo, a integral de domı́nio que contém o termo inelástico (ε̇oij) deve receber um

tratamento especial em virtude das derivações de σ∗ijk(ξ,X) produzirem tensores de

singularidade forte quando ξ e X coincidem. Em vista disto, é admitida a exclusão

de um ćırculo de raio ε do domı́nio Ω de tal forma que o ćırculo esteja centrado no

ponto fonte ξ (figura 3.4). Assim sendo, o novo domı́nio é designado por Ωε.
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Figura 3.4: Subdomı́nio Ωε ⊂ Ω considerando a exclusão de um ćırculo.

Deste modo, designando por Vi a última integral da equação 3.18, obtém-se a se-

guinte expressão para o gradiente de Vi com relação ao ponto fonte (Brebbia et al.,

1984):

Vi,l
∣∣
ξ

= lim
ε→0

[
∂

∂ξl

∫
Ωε

σ∗ijk(ξ,X)ε̇ojk(X)dΩ(X)

]
(3.31)

onde o domı́nio Ωε, neste caso, é função da posição do ponto fonte, ou seja, Ωε ≡ Ωε(ξ).

Desta forma, para tratar de forma adequada o termo entre colchetes na equação 3.31,

pode-se utilizar a fórmula de Leibnitz:

d

dα

∫ φ2(α)

φ1(α)

f(x, α)dx =

∫ φ2(α)

φ1(α)

df

dα
dx− f(φ1, α)

dφ1

dα
+ f(φ2, α)

dφ2

dα
(3.32)

Assim sendo, levando-se em conta a equação 3.31, tem-se que os termos α, φ1(α) e

φ2(α) correspondem, respectivamente, às coordenandas de ξ, ao contorno Γ̄ε e ao

contorno Γ. Neste caso, uma vez que Γ é fixo, deve-se ainda considerar que dφ2
dα

= 0.

Portanto, aplicando a equação 3.32 à equação 3.31, obtém-se:

Vi,l
∣∣
ξ

= lim
ε→0

{∫
Ωε

[
σ∗ijk,l(ξ,X)

∣∣
ξ

]
ε̇ojk(X)dΩ(X)

−
∫

Γ̄ε

σ∗ijk(ξ,X)ε̇ojk(X)n̄l(X)dΓ(X)

} (3.33)

onde n̄i representa as componentes do vetor unitário ortogonal à Γ̄ε assim como

apresentado através da figura 3.4. Além disto, também foi levado em conta a seguinte
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relação:

r,i =
ri
r

= n̄i para X ∈ Γ̄ε (3.34)

onde ri = Xi − ξi.

A primeira integral da equação 3.33 existe apenas no sentido do valor principal de

Cauchy desde que o termo ε̇ij satisfaça à condição de continuidade de Holder em ξ.

Portanto, pode-se escrever:

lim
ε→0

∫
Ωε

[
σ∗ijk,l(ξ,X)

∣∣
ξ

]
ε̇ojk(X)dΩ(X) =

∫
Ω

−
[
σ∗ijk,l(ξ,X)

∣∣
ξ

]
ε̇ojk(X)dΩ(X) (3.35)

Assim sendo, uma vez que na equação para deformações a parte simétrica do gradi-

ente é requerida, convém definir:

σ∗ijkl(ξ,X) =
1

2

[
σ∗ikl,j(ξ,X)

∣∣
ξ

+ σ∗jkl,i(ξ,X)
∣∣
ξ

]
(3.36)

Desta forma, no tratamento da segunda integral presente na equação 3.33 é consi-

derada uma expansão em série de Taylor da taxa das deformações iniciais em torno

de ξ, ou seja:

ε̇oij(X) = ε̇oij(ξ) + [Xk − ξk]ε̇oij,k(ξ) + · · · (3.37)

Por conseguinte, aplicando a equação 3.37 à última integral da equação 3.33, encontra-

se:

lim
ε→0

∫
Γ̄ε

σ∗ijk(ξ,X)ε̇ojk(X)n̄l(X)dΓ(X) = ε̇ojk(ξ) lim
ε→0

∫
Γ̄ε

σ∗ijk(ξ,X)n̄l(X)dΓ(X)︸ ︷︷ ︸
=−F εijkl

(3.38)

Neste caso, os termos lineares e de ordens superiores presentes na equação 3.37,

quando aplicados à última integral da equação 3.33, resultam em núcleos despreźıveis

quando ε → 0.

A integral em destaque na equação 3.38, designada por F ε
ijkl, representa um termo

livre que é obtido analiticamente. Além disto, uma vez que a parte simétrica do



100

gradiente definido na equação 3.31 é necessária à formulação da equação integral

para deformações, deve-se definir um outro termo livre que é obtido através da

seguinte expressão:

F εε
ijkl =

1

2
[F ε
iklj + F ε

jkli] (3.39)

E por fim, considerando as equações 3.29, 3.30, 3.36 e 3.39, juntamente com as

equações 3.18 e 3.28, obtém-se a equação integral para a taxa de deformações em

pontos internos, ou seja:

ε̇ij(ξ) =

∫
Γ

u∗ijk(ξ,X)ṫk(X)dΓ(X)−
∫

Γ

t∗ijk(ξ,X)u̇k(X)dΓ(X)

+

∫
Ω

u∗ijk(ξ,X)ḃk(X)dΩ(X) +

∫
Ω

− σ∗ijkl(ξ,X)ε̇okl(X)dΩ(X) + F εε
ijklε̇

o
kl(ξ)

(3.40)

3.2 Meios com Presença de Descontinuidades

3.2.1 Reformulação das Equações Cinemáticas

Por questões numéricas, inicialmente é realizada uma reformulação da cinemática

regularizada, apresentada na seção 2.3.1.3, para permitir a distribuição dos efeitos

da superf́ıcie descont́ınua sobre uma região finita e arbitrária do domı́nio (Manzoli e

Venturini, 2004). Portanto, é definido um subdomı́nio Ωϕ, contido em Ω e ao redor

de S, assim como apresentado através da figura 3.5.

Figura 3.5: Subdomı́nio arbitrário Ωϕ em torno da superf́ıcie descont́ınua.
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Também deve ser considerada uma função cont́ınua ϕ(X), e arbitrária em Ωϕ, que

atende às seguintes condições:

ϕ(X) =

0, para X ∈ Ω−\Ω−ϕ

1, para X ∈ Ω+\Ω+
ϕ

(3.41)

Portanto, levando-se em conta a equação 3.41 e a figura 3.5, pode-se escrever a

equação 2.14 da seguinte forma:

u̇i(X, t) = ˙̄ui(X, t) + ϕ(X)[[u̇i]](X, t)︸ ︷︷ ︸
˙̂ui(X,t)

+ [HS(X)− ϕ(X)]︸ ︷︷ ︸
Mϕ

S(X)

[[u̇i]](X, t)

= ˙̂ui(X, t) +Mϕ
S(X)[[u̇i]](X, t)

(3.42)

onde Mϕ
S(X) possui valor não-nulo apenas em Ωϕ e os termos ˙̂ui(X, t) representam

funções cont́ınuas.

Além disto, observa-se na equação 3.42 que a taxa do campo de deslocamentos é

composta pela parcela regular ûi(X, t) e pela parcela Mϕ
S(X)[[ui]](X, t) que contém

as componentes dos saltos e que, neste caso, é restringida ao domı́nio Ωϕ.

Desta forma, a partir da equação 3.42, obtém-se a seguinte expressão para a taxa

do campo de deformações:

ε̇ij(X, t) =
1

2
( ˙̂ui,j + ˙̂uj,i)︸ ︷︷ ︸

˙̂εij

+
Mϕ
S

2
([[u̇i,j]] + [[u̇j,i]])−

1

2
(ϕ,i [[u̇j]] + ϕ,j [[u̇i]])︸ ︷︷ ︸

−ε̇ϕij

+
µS
2h

([[u̇i]]nj + [[u̇j]]ni)

= ˙̂εij − ε̇ϕij +
µS
2h

([[u̇i]]nj + [[u̇j]]ni)

(3.43)

onde εϕij possui valor não-nulo apenas no subdomı́nio Ωϕ, ε̂ij representa a parcela

regular do campo de deformações e o último termo é restrito a pontos sobre a linha de

descontinuidade. Vale ressaltar que neste último termo, o parâmetro µS representa

uma função de colocação sobre S que foi definida através da equação 2.16.
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3.2.2 Formulações do Problema

Para a obtenção das equações integrais em meios com a presença de uma linha de

descontinuidade S deve-se inicialmente, assim como realizado para sólidos cont́ınuos

convencionais, definir as equações que descrevem o problema de valor de contorno.

Estas equações são dadas por:

σ̇ij,j + ḃi = 0 em Ω\S (equiĺıbrio interno) (3.44a)

σ̇+
ijnj − σ̇−ijnj = 0 em S (cont. ext. forças de sup.) (3.44b)

σ̇+
ijnj − σ̇Sijnj = σ̇−ijnj − σ̇Sijnj = 0 em S (cont. int. forças de sup.) (3.44c)

ε̇ij −
1

2
(u̇i,j + u̇j,i) = 0 em Ω (compatibilidade cinemática) (3.44d)

σ̇ij = σ̇Sij(ε̇ij) em S (compatib. constitutiva) (3.44e)

σ̇ij = σ̇
Ω\S
ij (ε̇ij) = Eo

ijklε̇kl em Ω\S (compatib. constitutiva) (3.44f)

˙̂ui = u̇i em Γu (c. c. essenciais) (3.44g)

σ̇ijnj = ṫi em Γσ (c. c. naturais) (3.44h)

Nas equações acima os termos σ+
ij e σ−ij referem-se, respectivamente, às tensões em

Ω+ e Ω−. Já o termo σSij(εij) representa uma relação constitutiva cont́ınua em S

sendo que, para Ω\S, é considerado regime elástico linear. Além disto, as equa-

ções 3.44b e 3.44c estão associadas, respectivamente, à continuidade externa e in-

terna das forças de superf́ıcie na linha de descontinuidade S.

Portanto, as relações constitutivas em S e Ω\S (equações 3.44e e 3.44f) podem ser

reescritas, após aplicação da equação 3.43, da seguinte forma:

σ̇Sij(ε̇ij) = σ̇Sij(
˙̂εij, [[u̇i]], [[u̇i,j]]) (3.45)

σ̇
Ω\S
ij (ε̇ij) = Eo

ijklε̇kl = Eo
ijkl

[
˙̂εkl − ε̇ϕkl([[u̇i]], [[u̇i,j]])

]
(3.46)
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Além disto, levando-se em conta as equações 3.43 e 3.46, pode-se escrever:

σ̇
Ω\S
ij = Eo

ijkl
˙̂uk,l − Eo

ijklε̇
ϕ
kl (3.47)

onde foram consideradas as simetrias associadas ao regime de pequenas deformações

em meios isotrópicos.

Levando em consideração a figura 3.5, uma formulação integral deste problema pode

ser obtida a partir da seguinte equação de reśıduos ponderados:∫
Ω\S

(σ̇
Ω\S
ij,j + ḃi)u

∗
i dΩ +

∫
S
nj(σ̇

+
ij − σ̇−ij)u∗i dΓ

+

∫
Γσ

(ṫi − ṫi)u∗i dΓ +

∫
Γu

(u̇i − u̇i)t
∗
i dΓ = 0

(3.48)

onde, neste caso, os termos u∗i e t∗i representam campos ponderadores.

Assim sendo, tendo em vista as equações 3.47 e 3.48, é obtida a seguinte equação

integral para meios que apresentam descontinuidades (Peixoto, 2016):∫
Γ

ṫiu
∗
i dΓ +

∫
Ω

ḃiu
∗
i dΩ =

∫
Γ

t∗i
˙̂uidΓ +

∫
Ω

b∗i
˙̂uidΩ−

∫
Ω

σ∗ij ε̇
ϕ
ijdΩ (3.49)

3.2.3 Equações Integrais com Descontinuidades

Devido à similaridade entre as equações 3.13 e 3.49, pode-se proceder de maneira

análoga ao realizado na seção 3.1 para a obtenção das equações integrais com des-

continuidades. Neste caso, se as soluções fundamentais de Kelvin foram adotadas

como campos ponderadores, obtém-se:

˙̂ui(ξ) =

∫
Γ

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)dΓ(X)−
∫

Γ

t∗ij(ξ,X) ˙̂uj(X)dΓ(X)

+

∫
Ω

u∗ij(ξ,X)ḃj(X)dΩ(X) +

∫
Ω

σ∗ijk(ξ,X)ε̇ϕjk(X)dΩ(X)

(3.50)

cij(ξ) ˙̂ui(ξ) =

∫
Γ

u∗ij(ξ,X)ṫj(X)dΓ(X)−
∫

Γ

− t∗ij(ξ,X) ˙̂uj(X)dΓ(X)

+

∫
Ω

u∗ij(ξ,X)ḃj(X)dΩ(X) +

∫
Ω

σ∗ijk(ξ,X)ε̇ϕjk(X)dΩ(X)

(3.51)
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˙̂εij(ξ) =

∫
Γ

u∗ijk(ξ,X)ṫk(X)dΓ(X)−
∫

Γ

t∗ijk(ξ,X) ˙̂uk(X)dΓ(X)

+

∫
Ω

u∗ijk(ξ,X)ḃk(X)dΩ(X) +

∫
Ω

− σ∗ijkl(ξ,X)ε̇ϕkl(X)dΩ(X) + F εε
ijklε̇

ϕ
kl(ξ)

(3.52)

Ou seja, as equações 3.50, 3.51 e 3.52 representam, respectivamente, a identidade de

Somigliana, a equação integral para deslocamentos no contorno e a equação integral

para deformações em pontos internos em meios com a presença de descontinuidades.

3.3 Formulação Impĺıcita do MEC

3.4 Equações Discretas

Para a derivação das equações discretas do MEC deve-se primeiramente considerar a

inserção deN pontos fontes no contorno Γ eM ponto fontes no interior do domı́nio Ω.

Em seguida, é assumida uma discretização de modo que o contorno fique subdividido

em Ne elementos de contorno e o domı́nio, onde ocorrem os efeitos dissipativos, fique

subdividido em Nc células. Deste modo, desprezando-se as forças de corpo, pode-se

escrever as equações integrais 3.50, 3.51 e 3.52 no seguinte formato:

˙̂ui(ξ
J) =

Ne∑
e=1

∫
Γe

u∗ij(ξ
J ,X)ṫj(X)dΓ(X)−

Ne∑
e=1

∫
Γe

t∗ij(ξ
J ,X) ˙̂uj(X)dΓ(X)

+
Nc∑
c=1

∫
Ωc

σ∗ijk(ξ
J ,X)ε̇ϕjk(X)dΩ(X)

(3.53)

cij(ξ
I) ˙̂uj(ξ

I) =
Ne∑
e=1

∫
Γe

u∗ij(ξ
I ,X)ṫj(X)dΓ(X)−

Ne∑
e=1

∫
Γe

− t∗ij(ξ
I ,X) ˙̂uj(X)dΓ(X)

+
Nc∑
c=1

∫
Ωc

σ∗ijk(ξ
I ,X)ε̇ϕjk(X)dΩ(X)

(3.54)

˙̂εij(ξ
J) =

Ne∑
e=1

∫
Γe

u∗ijk(ξ
J ,X)ṫk(X)dΓ(X)−

Ne∑
e=1

∫
Γe

t∗ijk(ξ
J ,X) ˙̂uk(X)dΓ(X)

+
Nc∑
c=1

∫
Ωc

− σ∗ijkl(ξ
J ,X)ε̇ϕkl(X)dΩ(X) + F εε

ijklε̇
ϕ
kl(ξ

J)

(3.55)
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onde os domı́nios dos elementos de contorno e das células são designados, respecti-

vamente, por Γe e Ωc. Além disto, tem-se ainda que I = 1, . . . , N e J = 1, . . . ,M .

3.4.1 Elementos de Contorno Isoparamétricos

Na formulação isoparamétrica as mesmas funções de forma utilizadas na aproxi-

mação da geometria são também empregadas na aproximação das incógnitas do

problema. Deste modo, as coordenadas Xj, juntamente com as incógnitas ˙̂uj e ṫj,

podem ser expressas através das seguintes funções:

Xj(η) ≈ Nγ(η)Xγ
j (3.56a)

˙̂uj(X(η)) ≈ Nγ(η) ˙̂uγj (3.56b)

ṫj(X(η)) ≈ Nγ(η)ṫγj (3.56c)

onde Xγ
j , ˙̂uγj e ṫγj são os valores das funções no ponto de colocação γ. Além disto,

Nγ(η) são funções de forma e η é uma coordenada paramétrica adimensional tal que

η ∈ [−1,+1].

Portanto, a partir destas considerações, pode-se reescrever as equações 3.56b e 3.56c

nas seguintes formas matriciais:

{
˙̂u1(X(η))

˙̂u1(X(η))

}
≈

[
N1(η) 0 · · · Nne(η) 0

0 N1(η) · · · 0 Nne(η)

]


˙̂u1
1

˙̂u1
2

...

˙̂une1

˙̂une2


= [N(η)]{ ˙̂ue}

(3.57)
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{
ṫ1(X(η))

ṫ1(X(η))

}
≈

[
N1(η) 0 · · · Nne(η) 0

0 N1(η) · · · 0 Nne(η)

]


ṫ11

ṫ12
...

ṫne1

ṫne2


= [N(η)]{ṫe}

(3.58)

onde ne representa o número de pontos de interpolação do elementos de contorno e.

Neste caso, após a aplicação da formulação isoparamétrica às equações 3.53, 3.54 e 3.55,

o comprimento infinitesimal dΓ fica relacionado com o Jacobiano da transformação

(J(η)) através da seguinte relação:

dΓ(X(η)) =

√(
dNγ(η)

dγ
Xγ

1

)2

+

(
dNγ(η)

dγ
Xγ

2

)2

dη = J (η)dη (3.59)

Além disto, o Jacobiano pode ser reescrito no formato matricial como:

J (η) = ||{J(η)}|| ≡
√
{J(η)}T{J(η)} (3.60)

onde o termo {J(η)} é dado por:

{J(η)} =

{
dN1(η)

dη
· · · dNne(η)

dη

}
X1

1 X1
2

...
...

Xne
1 Xne

2

 (3.61)

3.4.2 Equações Matriciais

As integrais da identidade de Somigliana (equação 3.53) podem ser escritas para cada

célula ou elemento de contorno, após a consideração das equações 3.57, 3.58 e 3.59,

da seguinte forma:∫
Γe

u∗ij(ξ
J ,X)ṫj(X)dΓ(X) ≈

≈
(∫ 1

−1

[u∗(ξJ , η)][N(η)]J (η)dη

)
{ṫe} = [GJ

e ]{ṫe}
(3.62)
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∫
Γe

t∗ij(ξ
J ,X) ˙̂uj(X)dΓ(X) ≈

≈
(∫ 1

−1

[t∗(ξJ , η)][N(η)]J (η)dη

)
{ ˙̂ue} = [HJ

e ]{ ˙̂ue}
(3.63)

∫
Ωc

σ∗ijk(ξ
J ,X)ε̇ϕjk(X)dΩ(X) ≈

≈
(∫ 1

−1

∫ 1

−1

[σ∗(ξJ , η1, η2)]J (η1, η2)dη1dη2

)
{ε̇ϕ} = [QJ

c ]{ε̇ϕ}
(3.64)

sendo o vetor {ε̇ϕ} constitúıdo pelas componentes de deformações iniciais proveni-

entes das células com descontinuidade embutida. Contudo, no caso de células em

regime inelástico cont́ınuo o vetor {ε̇ϕ,c} é substitúıdo por {ε̇o}. Além disto, na

equação 3.64 também foi empregada a seguinte relação:

dΩ(X(η1, η2)) = J (η1, η2)dη1dη2 (3.65)

onde

J (η1, η2) = det[J(η1, η2)] (3.66)

e

[J(η1, η2)] =


∂M1(η1, η2)

∂η1

· · · ∂Mnc(η1, η2)

∂η1

∂M1(η1, η2)

∂η2

· · · ∂Mnc(η1, η2)

∂η2



X1

1 X1
2

...
...

Xnc
1 Xnc

2

 (3.67)

sendo que nc representa o número de pontos de interpolação da geometria da célula

e ηi são coordenadas naturais de modo que ηi ∈ [−1,+1].

Já o termo presente à esquerda na equação 3.53 pode ser escrito como:

˙̂ui(ξ
J) =

{
˙̂u1(ξJ)

˙̂u2(ξJ)

}
= { ˙̂uJ} (3.68)

Portanto, aplicando a equação 3.53 ao conjunto completo de pontos de colocação e

considerando também as equações 3.62, 3.63, 3.64 e 3.68, chega-se à seguinte equação

matricial:

{ ˙̂uΩ} = [Gu]{ṫ} − [Hu]{ ˙̂u}+ [Qu
εϕ ]{ε̇ϕ} (3.69)
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onde adota-se o sobrescrito Ω em { ˙̂uΩ} para indicar que o vetor em questão é formado

por componentes relacionadas a pontos internos.

Com relação à equação integral para deslocamento no contorno são empregadas as

equações determinadas anteriormente (equações 3.62, 3.63 e 3.64), porém substi-

tuindo o ı́ndice J por I, uma vez que, agora, o ponto fonte se encontra sobre o

contorno. Deste modo, pode-se escrever:∫
Γe

u∗ij(ξ
I ,X)ṫj(X)dΓ(X) ≈

≈
(∫ 1

−1

[u∗(ξI , η)][N(η)]J (η)dη

)
{ṫe} = [GI

e]{ṫe}
(3.70)

∫
Γe

t∗ij(ξ
I ,X) ˙̂uj(X)dΓ(X) ≈

≈
(∫ 1

−1

[t∗(ξI , η)][N(η)]J (η)dη

)
{ ˙̂ue} = [HI

e ]{ ˙̂ue}
(3.71)

∫
Ωc

σ∗ijk(ξ
I ,X)ε̇ϕjk(X)dΩ(X) ≈

≈
(∫ 1

−1

∫ 1

−1

[σ∗(ξI , η1, η2)]J (η1, η2)dη1dη2

)
{ε̇ϕ,c} = [QI

c ]{ε̇ϕ,c}
(3.72)

Neste caso, o termo livre à esquerda na equação 3.54 assume o seguinte formato:

cij(ξ
I) =

[
c11(ξI) c12(ξI)

c21(ξI) c22(ξI)

]
= [CI ] (3.73)

Sendo assim, aplicando a equação 3.54 ao conjunto completo de pontos de colocação

no contorno e levando-se em conta, também, as equações 3.70 à 3.73, encontra-se:

[H]{ ˙̂u} = [G]{ṫ}+ [Qεϕ ]{ε̇ϕ} (3.74)

E por fim, introduzindo as equações 3.57, 3.58 e 3.59 na equação 3.55, encontram-se

as seguintes expressões:∫
Γe

u∗ijk(ξ
J ,X)ṫk(X)dΓ(X) ≈

≈
(∫ 1

−1

[∇ξu
∗(ξJ , η)][N(η)]J (η)dη

)
{ṫe} = [ḠJ

e ]{ṫe}
(3.75)
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∫
Γe

t∗ijk(ξ
J ,X) ˙̂uk(X)dΓ(X) ≈

≈
(∫ 1

−1

[∇ξt
∗(ξJ , η)][N(η)]J (η)dη

)
{ ˙̂ue} = [H̄J

e ]{ ˙̂ue}
(3.76)

∫
Ωc

σ∗ijkl(ξ
J ,X)ε̇ϕkl(X)dΩ(X) ≈

≈
(∫ 1

−1

∫ 1

−1

[∇ξσ
∗(ξJ , η1, η2)]J (η1, η2)dη1dη2

)
{ε̇ϕ,c} = [Q̄J

c ]{ε̇ϕ,c}
(3.77)

onde as formas matriciais do vetor à esquerda e do último termo à direita na equa-

ção 3.55 são dadas, respectivamente, por:

˙̂εij(ξ
J) =


˙̂ε11(ξJ)

˙̂ε22(ξJ)

˙̂ε12(ξJ)

 = { ˙̂εJ} (3.78)

e

F εε
ijklε̇

ϕ
kl(ξ

J) =


F εε

1111 F εε
1122 2F εε

1112

F εε
2211 F εε

2222 2F εε
2212

F εε
1211 F εε

1222 2F εε
1212



ε̇ϕ11(ξJ)

ε̇ϕ22(ξJ)

ε̇ϕ12(ξJ)

 = [F εε,J ]{ε̇ϕ,J} (3.79)

Portanto, aplicando a equação 3.55 ao conjunto completo de pontos de colocação in-

ternos e considerando, também, as equações 3.75 à 3.79, chega-se à seguinte equação

matricial:

{ ˙̂ε} = [Gε]{ṫ} − [Hε]{ ˙̂u}+ [Qε
εϕ ]{ε̇ϕ} (3.80)

3.4.2.1 Tratamento Numérico das Integrais

As integrais apresentadas na seção anterior são resolvidas numericamente. Entre-

tanto, em função da estrutura dos tensores provenientes da solução do problema

fundamental de Kelvin, algumas dessas integrais apresentam núcleos de singulari-

dade fraca ou forte, quando o elemento de contorno ou a célula interna contém o

ponto fonte. Na tabela 3.1, são apresentados os graus de singularidade de cada uma

delas.
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Tabela 3.1: Grau de singularidade das integrais.

Integrais Grau de singularidade

Equações 3.62, 3.63, 3.75 e 3.76 Regular

Equações 3.64, 3.70 e 3.72 Fraca

Equações 3.71 e 3.77 Forte

As integrais regulares são resolvidas por quadratura de Gauss convencional. As

integrais fracamente singulares contendo os termos u∗ij (equação 3.70) e σ∗ijk (equa-

ções 3.64 e 3.72) são resolvidas, respectivamente, pelos métodos apresentados por

Huang e Cruse (1993) e Lachat e Watson (1976). As integrais fortemente singulares

do contorno (equação 3.71) e do domı́nio (equação 3.77) são, por sua vez, resolvidas

respectivamente pelas metodologias descritas em Guiggiani e Casalini (1987) e Gao

e Davies (2000).

3.5 Estratégia de Solução

A partir da consideração das condições de contorno essenciais e naturais, as equa-

ções 3.69, 3.74 e 3.80 podem ser reescritas como:

{ ˙̂uΩ} = [Au]{ẋ}+ [Bu]{ẏ}+ [Qu
εϕ ]{ε̇ϕ} (3.81)

[A]{ẋ} = [B]{ẏ}+ [Qεϕ ]{ε̇ϕ} (3.82)

{ ˙̂ε} = [Aε]{ẋ}+ [Bε]{ẏ}+ [Qε
εϕ ]{ε̇ϕ} (3.83)

onde as matrizes [A] e [B] são compostas por coeficientes advindos das matrizes [H]

e [G] e os vetores {ẏ} e {ẋ} são constitúıdos, respectivamente, dos valores prescritos

e incógnitos provenientes de { ˙̂u} e {ṫ}.

Isolando o vetor {ẋ} na equação 3.82, encontra-se:

{ẋ} = [N ]{ẏ}+ [Mεϕ ]{ε̇ϕ} (3.84)
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onde as seguintes relações são válidas:

[N ] = [A]−1[B]; [Mεϕ ] = [A]−1[Qεϕ ] (3.85)

Substituindo agora a equação 3.84 nas equações 3.81 e 3.83, obtém-se:

{ ˙̂uΩ} = [Nu]{ẏ}+ [Mu
εϕ ]{ε̇ϕ} (3.86)

{ ˙̂ε} = [N ε]{ẏ}+ [M ε
εϕ ]{ε̇ϕ} (3.87)

onde os termos [Nu], [Mu
εϕ ], [N ε] e [M ε

εϕ ] são dados por:

[Nu] = [Au][A]−1[B] + [Bu]; [Mu
εϕ ] = [Au][A]−1[Qεϕ ] + [Qu

εϕ ] (3.88)

[N ε] = [Aε][A]−1[B] + [Bε]; [M ε
εϕ ] = [Aε][A]−1[Qεϕ ] + [Qε

εϕ ] (3.89)

No presente tabalho as taxas podem ser substitúıdas por incrementos finitos, ˙(·) =

∆(·) ≡ (·)i − (·)i−1, uma vez que são considerados apenas modelos constitutivos

independentes do tempo. Desta forma, as equações 3.84, 3.86 e 3.87 podem ser

reescritas, para o i-ésimo incremento das cargas prescritas (vetor {y}), da seguinte

forma:

{x}i = λi[N ]{y}+ [Mεϕ ]{εϕ}i (3.90)

{ûΩ}i = λi[Nu]{y}+ [Mu
εϕ ]{εϕ}i (3.91)

{ε̂}i = λi[N ε]{y}+ [M ε
εϕ ]{εϕ}i (3.92)

onde o termo λi, presente nas equações 3.90, 3.91 e 3.92, representa o fator de carga.

Deste modo, a partir da equação 3.92 pode-se definir um vetor reśıduo de deforma-

ções ({Q}i ≡ {Q(ε̂i, λi)}) em função das deformações regulares e do fator de carga,

ou seja:

{Q}i = λi[N ε]{y}+ [M ε
εϕ ]
(
{ε̂}i − [Eo]−1{σ̃(ε̂)}i

)
− {ε̂}i = {0} (3.93)
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onde também foi considerada a equação constitutiva regularizada (equação 4.4) em

sua forma matricial aplicada ao conjunto completo de células internas. Esta equação

é obtida no caṕıtulo 4 onde apresenta-se o conceito de célula com descontinuidade

embutida. Além disto, na equação 3.93 o tensor [Eo] representa agora, a matriz

quase-diagonal elástica linear, referente ao conjunto dos pontos de colocação inter-

nos.

Neste caso, a equação 3.93 é resolvida utilizando a estratégia de solução empregada

por Peixoto et al. (2016) onde o fator de carga é tratado como uma variável adicional

de {Qi}. Portanto, inicialmente reescreve-se a equação 3.93 como:

{Q}i = λi{P} − {F}i = {0} (3.94)

onde as seguintes relações são válidas:

{P} = [N ε]{y} (3.95)

{F}i = {ε̂}i − [M ε
εϕ ]
(
{ε̂}i − [Eo]−1{σ̃(ε̂)}i

)
(3.96)

A equação 3.94 é agora linearizada utilizando a seguinte expressão:

{Q}ij−1 +

[
∂{Q}
∂{ε̂}

]i
j−1

{δε̂}ij +

[
∂{Q}
∂λ

]i
j−1

δλij ≈ {0} (3.97)

sendo j um ı́ndice iterativo e δ(·)ij = (·)ij − (·)ij−1.

Portanto, após aplicação da equação 3.97 à 3.94, chega-se ao seguinte resultado:

[D]ij−1{δε̂}ij = δλij{P}+ {Q}ij−1 (3.98)

sendo:

[D]ij−1 =

[
[I]− [M ε

εϕ ][Eo]−1

(
[Eo]−

[
∂σ̃

∂ε̂

]i
j−1

)]
(3.99)

Na equação 3.99 o termo [I] representa uma matriz identidade e o termo
[
∂σ̃
∂ε̂

]
re-

presenta o operador tangente da equação constitutiva regularizada.
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Em vista disto, pode-se agora decompor o vetor de correção iterativa das deformações

regulares (vetor {δε̂}ij), presente na equação 3.98, da seguinte forma:

{δε̂}ij = δλij{ε̂P}ij + {δε̂Q}ij (3.100)

onde as seguintes relações são válidas:

[D]ij−1{ε̂P}ij = {P} (3.101)

[D]ij−1{δε̂Q}ij = {Q}ij−1 (3.102)

Ou seja, o vetor {ε̂P}ij, presente na equação 3.101, representa a solução devido à

carga externa {P} enquanto que o vetor {δε̂Q}ij, presente na equação 3.102, está

associado ao reśıduo da condição de equiĺıbrio global (vetor ({Q}ij−1)).

Desta forma, também podem ser escritas expressões para as correções iterativas

dos vetores contendo as incógnitas do contorno (vetor ({δx}ij)) e os deslocamentos

internos (vetor ({δûΩ}ij)). Portanto, considerando as equações 3.90 e 3.92, tem-se

que:

{δx}ij = {x}ij − {x}ij−1 = δλij[N ]{y}+ [Mεϕ ]{δεϕ}ij (3.103)

{δε̂}ij = {ε̂}ij − {ε̂}ij−1 = δλij[N
ε]{y}+ [M ε

εϕ ]{δεϕ}ij (3.104)

Isolando o vetor {δεϕ}ij na equação 3.104 e substituindo o resultado no último termo

da equação 3.103, obtém-se:

{δx}ij = δλij{xP}ij + {δxQ}ij (3.105)

onde também foram consideradas as equações 3.95, 3.100 e 3.101. Além disto, na

equação 3.105 as seguintes relações são válidas:

{xP}ij = [N ]{y}+ [Mεϕ ][M ε
εϕ ]−1

(
[I]− [D]ij−1

)
{ε̂P}ij (3.106)
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{δxQ}ij = [Mεϕ ][M ε
εϕ ]−1{δε̂Q}ij (3.107)

E por fim, partindo-se da equação 3.91, pode-se mostrar que:

{δûΩ}ij = δλij{ûΩ,P}ij + {δûΩ,Q}ij (3.108)

onde:

{ûΩ,P}ij = [Nu]{y}+ [Mu
εϕ ][M ε

εϕ ]−1
(
[I]− [D]ij−1

)
{ε̂P}ij (3.109)

{δûΩ,Q}ij = [Mu
εϕ ][M ε

εϕ ]−1{δε̂Q}ij (3.110)

Esta estratégia de solução é empregada nas análises numéricas apresentadas no ca-

ṕıtulo 5. O algoritmo completo desta estratégia de solução é descrito no apêndice A.
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Caṕıtulo 4

Células com Campo de
Deslocamentos Não-Uniformes

Neste caṕıtulo é apresentada a nova classe de células com descontinuidade forte em-

butida desenvolvida neste trabalho. Estas células apresentam saltos não-uniformes

para o campo de deslocamento em seu interior o que, até o presente momento, não

havia sido considerado no âmbito do MEC. Apesar de serem levados em conta saltos

lineares para o campo de deslocamentos, a metodologia aqui empregada é facilmente

estendida a funções de ordem superior na representação destes saltos contribuindo

também, neste caso, para uma generalização do conceito de células com desconti-

nuidade forte embutida.

4.1 Equação de Equiĺıbrio da Interface Descont́ı-

nua

As equações integrais 3.50, 3.51 e 3.52 não definem por completo o problema de valor

de contorno em meios com a presença de descontinuidades, uma vez que a equação

de continuidade interna das forças de superf́ıcie (equação 3.44c) não é atendida por

estas equações. Deste modo, assim como em Oliver, Huespe, e Samaniego (2003),

esta condição é imposta à parte adotando-se a forma forte da equação. Neste sentido,
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inicialmente reescreve-se a equação 3.44c da seguinte forma:

ti(X, t) = σ
Ω\S
ij (X, t)nj(X) = σSij(X, t)nj(X) (4.1)

Aplicando as equações 3.45 e 3.46 à equação 4.1, chega-se à seguinte expressão:

fi =
{
Eo
ijkl

[
ε̂kl − εϕkl([[ui]], [[ui,j]])

]
− σSij(εij)

}
nj = 0 (4.2)

onde εij é obtido através da equação 3.43 considerando pontos sobre S, isto é:

εij = ε̂ij − εϕij +
1

2h
([[ui]]nj + [[uj]]ni) (4.3)

A equação 4.2 é intitulada equação de equiĺıbrio da interface descont́ınua. No con-

texto do MEC, esta equação é resolvida numericamente empregando células com

descontinuidade embutida, cuja solução fornece as componentes dos saltos nos des-

locamentos. Estas componentes são necessárias para o cálculo do campo de deforma-

ções iniciais, εϕij, e são consideradas variando linearmente ao longo de S no interior

das células. Além disto, estas componentes são obtidas adotando-se 2 pontos de

colocação em oposição a trabalhos anteriores com o MEC onde apenas saltos unifor-

mes foram considerados no interior das células. Neste caso, a consideração de saltos

uniformes simplificava bastante a formulação, uma vez que seus gradientes se torna-

vam nulos. No entanto, problemas de travamento de tensões eram frequentemente

observados (Mendonça et al., 2020). Deste modo, para um dado estado de defor-

mação regular ε̂ij em cada um dos pontos de colocação, e considerando também a

equação 4.3, tem-se que a equação 4.2 pode ser escrita como fi ≡ fi([[ui]], [[ui,j]]) = 0.

Portanto, após a linearização desta equação, sua solução pode ser obtida através do

método iterativo de Newton.

A partir destas considerações pode-se então definir uma equação constitutiva re-

gularizada, que relaciona tensões com as deformações regulares ε̂ij, utilizando a
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equação 3.46, isto é:

σ̃ij(ε̂ij) = σ
Ω\S
ij

(
ε̂ij − εϕij

(
[[ui]](ε̂ij), [[ui,j]](ε̂ij)

))
= Eo

ijkl(ε̂kl − ε
ϕ
kl) (4.4)

onde os termos [[ui]](ε̂ij) e [[ui,j]](ε̂ij) são fornecidos através da solução da equação 4.2.

4.2 Descrição das Células com Saltos de Desloca-

mento Não-Uniformes

A partir da definição da função ϕ(X) (equação 3.41), percebe-se que os efeitos

dissipativos são restritos ao sub-domı́nio Ωϕ. Portanto, apenas esta região necessita

ser discretizada por células como ilustrado através da figura 4.1a.

Figura 4.1: Discretização através do MEC de um sólido com superf́ıcie de descontinui-

dade: (a) domı́nio e contorno discretizados, (b) célula com descontinuidade embutida.

As células adotadas neste trabalho possuem inicialmente, durante o regime cont́ı-

nuo, apenas um ponto de colocação em seu interior, localizado em seu centróide.

Considerando este único ponto, o ińıcio do regime de descontinuidades no interior

das células é detectado de duas formas. Na primeira o regime de descontinuidades

fortes é imposto diretamente ao fim do regime elástico com a direção da linha de

descontinuidade sendo perpendicular à tensão principal máxima. No segundo caso
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é empregado o modelo de banda variável descrito na seção 2.3.5 do caṕıtulo 2, onde

é realizada uma análise de bifurcação para detectar o instante de ativação deste re-

gime, bem como para definir a direção da linha de descontinuidade. Posteriormente,

após o ińıcio de um regime com descontinuidade, o ponto de colocação localizado no

centróide é exclúıdo do modelo numérico e outros dois pontos são inseridos ao longo

de S, assim como ilustrado através da figura 4.1b. Este processo é melhor detalhado

mais adiante, na seção 4.5.

Os saltos no campo de deslocamentos no interior das células são obtidos através da

solução numérica da equação de equiĺıbro da interface descont́ınua (equação 4.2).

Deste modo, considera-se que os saltos no campo de deslocamentos possuem uma

variação linear no interior das células e são aproximados através da seguinte expres-

são:

[[ui]](ξ̄) ≈ N1(ξ̄)[[ui]]
1 +N2(ξ̄)[[ui]]

2 (4.5)

onde [[ui]]
1 e [[ui]]

2 representam os saltos no campo de deslocamentos nos pontos de

colocação P1 e P2, respectivamente (figura 4.1b).

Portanto, tomando como base a equação 4.5, tem-se que:

{
[[u1]](ξ̄)

[[u2]](ξ̄)

}
≈

[
N1(ξ̄) 0 N2(ξ̄) 0

0 N1(ξ̄) 0 N2(ξ̄)

]
[[u1]]1

[[u2]]1

[[u1]]2

[[u2]]2


(4.6)

onde os termos N1 e N2 são funções de interpolação dadas por:

N1 = (1− ξ̄)/2; N2 = (1 + ξ̄)/2 (4.7)

Além disto, o termo ξ̄ representa um eixo de coordenada adimensional definido ao

longo da linha de descontinuidade como mostrado através da figura 4.2, e que pode

ser expresso como:

ξ̄(x1, x2) = ax1 + bx2 + c (4.8)
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Já os parâmetros a, b e c na equação 4.8 são constantes escalares obtidas através

das seguintes condições:

ξ̄(x1
1, x

1
2) = −1; ξ̄(x2

1, x
2
2) = +1; ξ̄(xn1 , x

n
2 ) = −1 (4.9)

onde (x1
1, x

1
2) e (x2

1, x
2
2) representam as coordenadas dos pontos de colocação P1 e

P2, respectivamente, e (xn1 , x
n
2 ) representa a coordenada cartesiana de um ponto

fict́ıcio, PN , posicionado ortogonalmente a partir da linha de descontinuidade e a

uma distância unitária de P1. Esse esquema é detalhado na figura 4.2.

Figura 4.2: Condições para definição da coordenada adimensional ξ̄(x, y).

Além disto, a partir da equação 3.43, é considerada uma interpolação similar para

εϕij(X) no interior da célula, isto é:

{εϕ} = N1(ξ̄){εϕ,1}+N2(ξ̄){εϕ,2} (4.10)

onde {εϕ,1} e {εϕ,2} representam as três componentes de εϕij, respectivamente, nos

pontos P1 e P2.

Deste modo, a equação 4.10 é então considerada durante a avaliação das últimas

integrais presentes nas equações 3.50, 3.51 e 3.52.
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Por outro lado, a geometria das células é parametrizada por funções de forma lineares

convencionais Mα(η1, η2) definidas pelas coordenadas naturais ηi, isto é:

Xj(η1, η2) ≈Mα(η1, η2)Xα
j (4.11)

onde o ı́ndice α refere-se aos pontos de interpolação da geometria numerados de 1 a

4 na figura 4.1b.

Deste modo, em uma célula com descontinuidade forte embutida, um conjunto de

pontos de colocação internos e um conjunto de pontos de interpolação da geome-

tria devem ser distinguidos. Além disto, as funções de forma de interpolação da

geometria também podem ser utilizadas para definir a função ϕ(X) no interior das

células, uma vez que as condições, ϕ(X) = 0 em Ω−\Ω−ϕ e ϕ(X) = 1 em Ω+\Ω+
ϕ ,

são satisfeitas pela escolha:

ϕ(X(η1, η2)) =
∑
α+

Mα+

(η1, η2) (4.12)

Neste caso, o somatório é realizado considerando as funções de interpolação associ-

adas aos pontos localizados em Ω+
c . Por exemplo, os pontos 2 e 3 na figura 4.1b.

4.3 Cálculo dos Saltos no Campo de Deslocamen-

tos

A partir da equação 3.43, com o objetivo de resolver a equação 4.2, pode-se escrever

o vetor {εϕ} em um ponto de colocação no interior de uma célula da seguinte forma:

{εϕ} =


εϕ11

εϕ22

εϕ12

 =


ϕ,1 0

0 ϕ,2
1
2
ϕ,2

1
2
ϕ,1


{

[[u1]]

[[u2]]

}
−Mϕ

S


[[u1,1]]

[[u2,2]]

1
2
[[u1,2]] + 1

2
[[u2,1]]

 (4.13)

onde, levando-se em conta as equações 4.11 e 4.12, tem-se que:

ϕ,i =
∂ϕ

∂ηk

∂ηk
∂Xi

=

(
∂Mα

∂ηk
Xα
i

)−1(
∂

∂ηk

[∑
α+

Mα+

])
(4.14)
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A equação 4.13 é avaliada separadamente nos pontos de colocação P1 e P2. Além

disto, expressões iguais a Mϕ
S(X) = 1.0 − ϕ(X) e Mϕ

S(X) = 0.0 − ϕ(X) podem

ser consideradas para o parâmetro Mϕ
S . Isto significa, a partir da equação 3.42,

que ambos pontos de colocação podem estar localizados tanto em Ω+
ϕ como em Ω−ϕ ,

adjacentes a S. Uma melhor avaliação da influência deste parâmetro nos resultados

é considerada nos exemplos numéricos presentes na seção 5.1 do caṕıtulo 5.

O primeiro termo presente no lado direito da equação 4.13, após introdução da

equação 4.6, é reescrito como:


ϕ,1 (ξ̄) 0

0 ϕ,2 (ξ̄)

1
2
ϕ,2

1
2
ϕ,1


{

[[u1]]

[[u2]]

}
=


ϕ,1 0

0 ϕ,2
1
2
ϕ,2

1
2
ϕ,1


[
N1(ξ̄) 0 N2(ξ̄) 0

0 N1(ξ̄) 0 N2(ξ̄)

]
[[u1]]1

[[u2]]1

[[u1]]2

[[u2]]2


(4.15)

Por outro lado, para obter o segundo termo presente no lado direito da equação 4.13,

deve ser determinada uma expressão genérica para o gradiente dos saltos no campo

de deslocamentos. Deste modo, pode-se escrever:

[[ui,j]] =
∂

∂Xj

[[ui]] ≈
∂

∂Xj

(
Nα(ξ̄)[[ui]]

α
)

=
∂Nα(ξ̄)

∂Xj

[[ui]]
α =

(
∂Nα(ξ̄)

∂ξ̄

∂ξ̄

∂Xj

)
[[ui]]

α

=

(
∂N1(ξ̄)

∂ξ̄

∂ξ̄

∂Xj

)
[[ui]]

1 +

(
∂N2(ξ̄)

∂ξ̄

∂ξ̄

∂Xj

)
[[ui]]

2

(4.16)

Com isso, após a introdução das equações 4.7 e 4.8 na equação 4.16, as seguintes

expressões são obtidas:

[[u1,1]] =

(
− 1

2
a

)
[[u1]]1 +

(
1

2
a

)
[[u1]]2 (4.17)

[[u2,2]] =

(
− 1

2
b

)
[[u2]]1 +

(
1

2
b

)
[[u2]]2 (4.18)

[[u1,2]] =

(
− 1

2
b

)
[[u1]]1 +

(
1

2
b

)
[[u1]]2 (4.19)

[[u2,1]] =

(
− 1

2
a

)
[[u2]]1 +

(
1

2
a

)
[[u2]]2 (4.20)
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As equações 4.17 à 4.20 podem ser então agrupadas, gerando a seguinte expressão

matricial para o vetor do gradiente dos saltos no campo de deslocamentos:


[[u1,1]]

[[u2,2]]

1
2
[[u1,2]] + 1

2
[[u2,1]]

 =


−1

2
a 0 1

2
a 0

0 −1
2
b 0 1

2
b

−1
4
b −1

4
a 1

2
b 1

4
a




[[u1]]1

[[u2]]1

[[u1]]2

[[u2]]2


(4.21)

Aplicando agora as equações 4.15 e 4.21 na equação 4.13, tem-se:

{εϕ} =


εϕ11

εϕ22

εϕ12

 =


ϕ,1 0

0 ϕ,2
1
2
ϕ,2

1
2
ϕ,1


[
N1(ξ) 0 N2(ξ) 0

0 N1(ξ) 0 N2(ξ)

]
[[u1]]1

[[u2]]1

[[u1]]2

[[u2]]2


−Mϕ

S


−1

2
a 0 1

2
a 0

0 −1
2
b 0 1

2
b

−1
4
b −1

4
a 1

2
b 1

4
a




[[u1]]1

[[u2]]1

[[u1]]2

[[u2]]2


= [∇sϕ][N ]{[[u]]} −Mϕ

S [J̄ ]{[[u]]}

=
(

[∇sϕ][N ]−Mϕ
S [J̄ ]

)
{[[u]]}

(4.22)

Além disto, considerando as equações 4.3, 4.6 e 4.22, é encontrada a seguinte expres-

são para a equação de equiĺıbrio da interface descont́ınua (equação 4.2), para cada

ponto de colocação:

{fk} = [N̄ c]T
(
[Eo]{ε̂k} − [Eo]

[
[∇sϕ][N ]−Mϕ

S [J̄ ]
]
{[[u]]}

− {σSk ({ε̂k} −
[
[∇sϕ][N ]−Mϕ

S [J̄ ]
]
{[[u]]}+

1

h
[N c][N ]{[[u]]})}

)
= {0}

(4.23)

onde k = 1, 2 (respectivamente, para P1 e P2) e:

[N̄ c] =


n1 0

0 n2

n2 n1

 ; [N c] =


n1 0

0 n2

1
2
n2

1
2
n1

 (4.24)

Deste modo, para um dado estado de deformação regular em cada ponto de colo-

cação, {ε̂k}, a equação 4.23 pode ser resolvida pelo método de Newton após sua

linearização, isto é:

{fk}j−1 +

[
∂{fk}
∂{[[u]]}

]
j−1

{δ[[u]]}j ≈ 0 (4.25)
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onde j é um ı́ndice iterativo, {δ[[u]]}j = {[[u]]}j − {[[u]]}j−1, e:

[
∂{fk}
∂{[[u]]}

]
j−1

=[N̄ c]T
{
− [Eo]

(
[∇sϕ][N ]−Mϕ

S [J̄ ]

)
−
[
∂σS

∂ε

]
j−1

[
− [∇sϕ][N ] +Mϕ

S [J̄ ] +
1

h
[N c][N ]

]}
(4.26)

onde o termo
[
∂σS

∂ε

]
representa o operador tangente do modelo constituivo cont́ınuo,

presente na equação 2.31, utilizado para representar os efeitos dissipativos sobre a

linha de descontinuidade S.

Desta forma, as equações 4.23, 4.25 e 4.26 são aplicadas simultaneamente aos dois

pontos de colocação situados sobre a linha de descontinuidade resultando em um

sistema de equações 4× 4, ou seja:

{
f1

f2

}
j−1

+

[ ∂{f1}∂{[[u]]}

][
∂{f2}
∂{[[u]]}

]
j−1


δ[[u1]]1

δ[[u2]]1

δ[[u1]]2

δ[[u2]]2


j

≈


0

0

0

0


(4.27)

Portanto, através da solução da equação 4.27 pelo método iterativo de Newton, são

obtidas as componentes dos saltos no campo de deslocamentos no interior das células

com descontinuidade embutida.

O algoritmo completo para o cálculo dos saltos nos deslocamentos dentro de uma

célula com descontinuidade embutida é apresentado no apêndice B.

4.4 Modelo Constitutivo Regularizado e seu Ope-

rador Tangente

Baseado na formulação apresentada anteriormente, a relação constitutiva regulari-

zada da equação 4.4 assume a seguinte forma para um ponto de colocação individual
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no interior de uma célula:

{σ̃(ε̂k)} =[Eo]({ε̂k} − {εϕ,k}) = [Eo]
[
{ε̂k} −

(
[∇sϕ][N(ξ̄k)]−Mϕ

S [J̄ ]
)
{[[u]]}

]
(4.28)

Além disto, a estratégia de solução não-linear requer um operador tangente associado

a essa equação constitutiva regularizada (Peixoto et al., 2018). Para tal, pode-se

fazer:[
∂σ̃

∂ε̂k

]
= [Eo]

(
[I]−

[
∂{εϕ}
∂{ε̂k}

])
= [Eo]

(
[I]−

[
∂{εϕ}
∂{[[u]]}

]
︸ ︷︷ ︸

1o termo

[
∂{fk}
∂{[[u]]}

]−1

︸ ︷︷ ︸
2o termo

[
∂{fk}
∂{ε̂k}

]
︸ ︷︷ ︸

3o termo

)
(4.29)

O primeiro termo destacado na equação 4.29 é dado por:[
∂{εϕ}
∂{[[u]]}

]
=
(

[∇sϕ][N(ξ̄k)]−Mϕ
S [J̄ ]

)
(4.30)

onde a equação 4.22 foi considerada.

O segundo termo destacado é obtido empregando o conceito de matriz pseudo-

inversa (Ben-Israel e Greville, 2003), uma vez que
[
∂{fk}
∂{[[u]]}

]
é uma matriz não-

quadrada. Neste caso, tem-se que:[
∂{fk}
∂{[[u]]}

]−1

=

[
∂{fk}
∂{[[u]]}

]T([
∂{fk}
∂{[[u]]}

][
∂{fk}
∂{[[u]]}

]T)−1

(4.31)

E por fim, o último termo destacado é obtido a partir da equação 4.23, isto é:[
∂{fk}
∂{ε̂k}

]
= [N̄ c]T

(
[Eo]−

[
∂{σSk }
∂{ε̂k}

])
(4.32)

4.5 Algoritmo Automático de Geração de Células

Nas análises numéricas será empregado um algoritmo de geração de células similar ao

adotado por Peixoto et al. (2018). As mesmas modificações nas matrizes da formula-

ção impĺıcita, quando uma nova célula em regime elástico for gerada, são realizadas.
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No entanto, no trabalho de Peixoto et al. (2018) são consideradas células com saltos

uniformes e, portanto, com o ponto de colocação fixo no interior da célula ao longo

de toda a análise. Deste modo, modificações adicionais devem ser consideradas de

modo a possibilitar a exclusão deste ponto, bem como a inserção dos 2 novos pon-

tos de colocação que se encontrarão agora sobre a linha de descontinuidade. Um

esquema destas modificações é apresentado através da figura 4.3.

Figura 4.3: Algoritmo automático de geração de células: (a) célula i em regime elástico,

(b) traçado da linha de descontinuidade na célula i, (c) eliminação do ponto de colocação

na célula i, (d) inserção dos 2 novos pontos de colocação na célula i, (e) geração de uma

nova célula em regime elástico (célula (i+ 1)).

Em frente à última célula em regime de descontinuidades (fracas ou fortes) (célula

(i − 1) na figura 4.3a) há sempre uma célula em regime elástico (célula i, também

apresentada na figura 4.3a). Quando o regime de descontinuidades é acionado nesta

última célula, uma linha de descontinuidade retiĺınea é introduzida (figura 4.3b),

garantindo a continuidade desta linha (linhas Si−1 e Si). Então, o ponto de colocação

localizado no centróide da célula i é exclúıdo do modelo numérico (figura 4.3c)

e outros dois pontos de colocação são inseridos sobre a linha de descontinuidade

(figura 4.3d). Neste caso, os pontos são inseridos simetricamente ao longo de Si,
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ou seja, a 1/3 e 2/3 do comprimento da linha de descontinuidade, li. Finalmente,

com referência à figura 4.3e, uma nova célula (i + 1) é gerada segundo os seguintes

passos:

i. O lado da célula i interceptado pela extremidade final da linha de descontinui-

dade é assumido como sendo o lado inicial da nova célula (célula (i+ 1));

ii. Um segmento de reta é desenhado a partir da extremidade final da linha de des-

continuidade da célula anterior (célula i) seguindo a mesma orientação, porém,

com o seu comprimento multiplicado por um fator de escala, β;

iii. O lado oposto da nova célula é criado perpendicularmente à linha de desconti-

nuidade e possui o mesmo comprimento que este segmento. Além disto, o ponto

final deste segmento intercepta o ponto médio do lado oposto recém criado;

iv. Os outros dois lados da nova célula são criados conectando as extremidades do

lado inicial e final da nova célula.

Neste caso, o uso do parâmetro β se torna importante em alguns casos de modo a

prevenir instabilidades numéricas e também na redução do tempo de processamento

numérico (Mendonça et al., 2018). Uma descrição das modificações realizadas nas

matrizes da formulação impĺıcita associadas à exclusão do ponto de colocação lo-

calizado no centróide e à inserção dos 2 novos pontos localizados sobre a linha de

descontinuidade é apresentada no apêndice C.

Vale ressaltar ainda que, no caso da introdução direta do regime de descontinuidades

fortes, os 2 novos pontos criados se encontrarão no ińıcio do regime não-linear.

Contudo, no caso do emprego do modelo de banda variável esta condição não é

necessariamente verdadeira, sendo posśıvel que o ponto de colocação inicial já se

encontre em regime inelástico cont́ınuo quando for detectada bifurcação no campo de

deformações. Deste modo, para este caso, as variáveis constitutivas deste ponto são
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”herdadas” pelos 2 novos pontos criados de modo que não haja perda de informação

constitutiva. Além disto, no algoritmo empregado é garantido que estes pontos se

encontrem sempre no mesmo regime de descontinuidades, isto é, uma vez que um dos

pontos entre em regime de descontinuidade forte o outro ponto é automaticamente

”forçado” a entrar neste mesmo regime.
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Caṕıtulo 5

Resultados Numéricos

Neste caṕıtulo são apresentados resultados numéricos obtidos empregando a nova

classe de células desenvolvida neste trabalho. São analisados numericamente uma

série de problemas envolvendo fratura em meios parcialmente frágeis, sendo muitos

deles com resultados experimentais dispońıveis na literatura. Também são apre-

sentados resultados obtidos com células contendo saltos uniformes no campo de

deslocamentos, de modo a comparar as diferentes formulações.

Todas as análises foram realizadas considerando o estado plano de tensões e o modelo

de dano isotrópico, descrito no caṕıtulo 2, foi empregado para representar os efeitos

dissipativos que ocorrem nas linhas de descontinuidades no interior das células com

descontinuidade embutida. Neste caso, foram consideradas leis de amolecimento

exponencial com deformação equivalente calculada assim como em Oliver, Huespe,

Blanco, e Linero (2006).

A detecção e a orientação da linha de descontinuidade no interior das células foi

determinada de duas formas. Na primeira foram consideradas análises onde o regime

de descontinuidade forte é introduzido diretamente após o término do regime elástico.

Para este caso, a linha de descontinuidade é orientada perpendicularmente à direção

da tensão principal máxima. Além disto, uma largura de banda igual a k = 0.01 mm
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é considerada para a lei de evolução da variável escalar de dano expressa através

da equação 2.61. No segundo caso, foram consideradas análises com o modelo de

banda variável descrito na seção 2.3.5 do caṕıtulo 2, com uma lei de variação linear de

banda assim como descrito através da figura 2.9. Neste caso, também foi considerado

k = 0.01 mm e um valor igual a qSD = 0.9qB foi assumido para a variável

interna do tipo tensão no instante em que se inicia o regime de descontinuidade

forte. Uma tolerância de convergência igual a 1 × 10−4 foi empregada nos algoritmos

apresentados nos apêndices A e B. Além disto, nos exemplos com propagação, as

células são geradas apenas após a convergência do passo da análise não-linear.

5.1 Tração e Flexão Simples

5.1.1 Tração e Flexão Simples com o Emprego de Uma Cé-

lula Interna

Os primeiros exemplos analisados numericamente correspondem a um problema de

tração simples e a um problema de flexão simples, com o emprego de apenas uma

célula interna. Neste caso, apenas análises com descontinuidade forte direta foram

consideradas. Um desenho esquemático destes dois problemas é apresentado através

da figura 5.1 onde geometria, carregamento e propriedades do material são apresen-

tadas.
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Figura 5.1: Tração e flexão simples com uma célula interna: (a) tração simples, (b) flexão

simples.

O contorno foi dividido em 8 elementos lineares com os pontos de colocação numera-

dos assim como mostrado na figura 5.1. No exemplo envolvendo tração simples, um

deslocamento horizontal prescrito de 0.10 mm foi imposto nos pontos de colocação

4 e 5 e, no exemplo envolvendo flexão simples, deslocamentos horizontais prescritos

de 0.10 mm e 0.08 mm foram impostos nos pontos de colocação 4 e 5, respectiva-

mente. Análises foram realizadas considerando células com um ponto de colocação,

isto é, com saltos uniformes para o campo de deslocamentos, assim como nos tra-

balhos de Peixoto et al. (2017, 2018), e com a célula desenvolvida neste trabalho

com dois pontos de colocação, ou seja, com saltos não-uniformes para o campo de

deslocamentos. Foram adotados 150 passos durante o processo incremental-iterativo

da análise não-linear e empregado o método de controle de carregamento (que neste

caso seriam os deslocamentos prescritos). A linha de descontinuidade foi imposta

iniciando no meio do segmento composto pelos nós 2 e 3 e com orientação ortogonal

a este mesmo segmento.

Inicialmente, para as células não-uniformes, foram realizadas simulações conside-

rando uma expressão igual a Mϕ
S(X) = 1.0 − ϕ(X) para o parâmetro Mϕ

S(X)

presente na equação 4.13. No problema envolvendo tração simples, os valores das
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forças de superf́ıcie horizontais obtidas nos pontos de colocação 4 e 5 foram traçados

em função do deslocamento horizontal imposto na aresta formada pelos nós 4 e 5.

Estes resultados são apresentados através da figura 5.2.
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Figura 5.2: Tração simples com uma célula: (a) força de superf́ıcie horizontal no ponto

de colocação 4, (b) força de superf́ıcie horizontal no ponto de colocação 5.

Já nos resultados envolvendo flexão simples, os valores das forças de superf́ıcie ho-

rizontais nos pontos de colocação 4 e 5 foram plotados em função do deslocamento

horizontal imposto ao nó 5. Estes resultados são apresentados na figura 5.3.
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Figura 5.3: Flexão simples com uma célula: (a) força de superf́ıcie horizontal no ponto

de colocação 4, (b) força de superf́ıcie horizontal no pontos de colocação 5.
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Como pode ser observado através da figura 5.2, os resultados obtidos com o emprego

de células uniformes e não-uniformes foram similares para o problema de tração sim-

ples. Este comportamento já era esperado uma vez que ambas as células são capazes

de representar adequadamente o movimento de translação entre as duas partes da

célula que ocorre durante a abertura. Neste caso, é necessário o emprego de apenas

um ponto de colocação para capturar de forma adequada este tipo de movimento.

Neste problema as componentes dos saltos [[u1]] são constantes no interior da célula

e as componentes [[u2]] são nulas, fazendo com que o vetor dos gradientes dos saltos,

presente na equação 4.13, seja nulo. Além disso, o parâmetro Mϕ
S(X) se torna o

fator de multiplicação de um vetor nulo e, portanto, não possuirá influência nos

resultados obtidos.

Com relação ao problema de flexão simples pode-se observar através da figura 5.3

comportamentos bastantes distintos entre os resultados provenientes das análises

com células uniformes e não-uniformes. Células uniformes não são capazes de re-

presentar o movimento rotacional relativo entre suas partes divididas pela linha de

descontinuidade induzindo, deste modo, um elevado travamento de tensão na res-

posta estrutural. Este fenômeno pode ser observado através da acentuada força

de superf́ıcie positiva obtida para o nó 4 na parte final da curva de equiĺıbrio (fi-

gura 5.5a) e da acentuada (e irreal) força de superf́ıcie negativa obtida para o nó

5 (figura 5.5b). Já as células não-uniformes apresentam um comportamento mais

reaĺıstico devido aos valores das forças de superf́ıcie nos nós 4 e 5 se aproximarem

mais de zero (tendendo assintoticamente) nos estágios finais da análise. Isto é, estas

células conseguiram acomodar melhor as tensões provenientes dos diferentes desloca-

mento impostos aos nós 4 e 5, tornando-as mais adequadas nas análise de problemas

que envolvem modos mistos de fratura.

Para avaliar a influência do parâmetroMϕ
S(X), também foram realizadas simulações
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empregando-se expressões iguais a Mϕ
S(X) = 0.0 − ϕ(X) e Mϕ

S(X) = 0.5 − ϕ(X).

Ou seja, assim como discutido na seção 4.3 do caṕıtulo 4, os pontos de colocação

no interior das células em regime com descontinuidades se encontram sobre a linha

de descontinuidade sendo posśıvel, portanto, a escolha tanto de Mϕ
S(X) = 1.0 −

ϕ(X) como de Mϕ
S(X) = 0.0 − ϕ(X) para este parâmetro. Neste caso, dada esta

indefinição, a expressãoMϕ
S(X) = 0.5−ϕ(X) também foi considerada, uma vez que

equivale à média entre as outras duas.

Os resultados obtidos para o problema envolvendo tração simples são apresentados

através da figura 5.4 considerando as análises empregando diferentes expressões para

o parâmetro Mϕ
S(X).
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Figura 5.4: Tração simples com uma célula considerando diferentes expressões para

Mϕ
S(X): (a) força de superf́ıcie horizontal no ponto de colocação 4, (b) força de superf́ıcie

horizontal no ponto de colocação 5.

Já os resultados envolvendo flexão simples são apresentados na figura 5.5.
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Figura 5.5: Flexão simples com uma célula considerando diferentes expressões para

Mϕ
S(X): (a) força de superf́ıcie horizontal no ponto de colocação 4, (b) força de superf́ıcie

horizontal no pontos de colocação 5.

Pode ser observado através da figura 5.4 que o parâmetroMϕ
S(X) não possui influên-

cia nos resultados obtidos para o ensaio de tração simples, assim como já mencionado

anteriormente. Contudo, com relação ao problema de flexão simples, pode-se obser-

var através da figura 5.5 que o valor considerado para o parâmetro Mϕ
S(X) passa

agora a ter influência sobre os resultados obtidos. Conforme observado através da

equação 4.13, verifica-se que a influência deste parâmetro está associada exclusiva-

mente ao vetor dos gradientes dos saltos. Este vetor, por sua vez, está relacionado

à magnitude e direção de abertura que a célula experimenta durante os regimes de

descontinuidades. Deste modo, é de se esperar que o emprego de diferentes valores

paraMϕ
S(X) possa resultar na obtenção de diferentes trajetórias de equiĺıbrio, bem

como influenciar na direção de propagação das células.
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5.1.2 Tração e Flexão Simples com o Emprego de Oito Cé-

lulas Internas

Para se ter uma melhor ideia da influência do parâmetroMϕ
S(X) em modelos com-

postos por múltiplas células, foram analisados novamente os problemas de tração e

flexão simples apresentados na seção anterior considerando, no entanto, 8 células in-

ternas pré-fixadas. Um desenho esquemático deste novo modelo é mostrado através

da figura 5.6. As análises foram realizadas considerando descontinuidade forte direta

e a linha de descontinuidade foi fixada ortogonalmente ao segmento composto pelos

nós 3 e 4. Foram considerados 100 passos durante o processo incremental-iterativo

da análise não-linear e o mesmo deslocamento prescrito de 0.10 mm foi adotado no

problema de tração simples. Contudo, foram adotados agora 14 elementos lineares

na discretização do contorno e, no problema de flexão simples, deslocamentos de

0.30 mm e 0.05 mm foram impostos nos pontos de colocação 6 e 7, respectivamente,

de modo a representar uma solicitação de flexão ainda mais acentuada.

Figura 5.6: Tração e flexão simples com oito células internas: (a) tração simples, (b)

flexão simples.

Um desenho esquemático das malhas empregadas, considerando os dois tipos de

células, é apresentado através da figura 5.7.
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(a) (b)

Figura 5.7: Malha adotada nos ensaios de tração e flexão simples empregando oito células

internas: (a) malha com células uniformes, (b) malha com células não-uniformes.

Nas análises com células não-uniformes foram realizadas 3 simulações considerando

expressões distintas para o parâmetro Mϕ
S(X). Nas duas primeiras análises foram

consideradas expressões iguais a Mϕ
S(X) = 1.0 − ϕ(X) e Mϕ

S(X) = 0.0 − ϕ(X)

para todas as células. Na última simulação, este parâmetro foi intercalado entre

os valores 1.0 − ϕ(X) e 0.0 − ϕ(X) ao longo da linha de células começando por

Mϕ
S(X) = 1.0 − ϕ(X) na célula inferior e terminando com Mϕ

S(X) = 0.0 − ϕ(X)

na célula superior. Os resultados obtidos para o problema de tração simples são

apresentados na figura 5.8.
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Figura 5.8: Tração simples com oito células: (a) força de superf́ıcie horizontal no ponto

de colocação 6, (b) força de superf́ıcie horizontal no ponto de colocação 7.

Já os resultados obtidos para o problema de flexão simples são apresentados na

figura 5.9. Nesta figura, assim como na figura 5.8, também são apresentados os

resultados obtidos na análise empregando células uniformes.
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Figura 5.9: Flexão simples com oito células: (a) força de superf́ıcie horizontal no ponto

de colocação 6, (b) força de superf́ıcie horizontal no ponto de colocação 7.

Como observado através da figura 5.8 os resultados obtidos nas análises com cé-

lulas uniformes e não-uniformes foram coincidentes no problema de tração simples
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assim como no exemplo da seção anterior empregando apenas uma célula interna.

Já no problema de flexão simples, pode ser observado através da figura 5.9 que

as análises com células uniformes apresentaram um elevado travamento de tensões

na resposta estrutural mesmo com o emprego de 8 células internas. Contudo, a

utilização de células não-uniformes mostrou-se novamente eficaz na redução deste

fenômeno independente da expressão empregada para o parâmetro Mϕ
S(X). Neste

caso, as curvas obtidas na figura 5.9b, adotando Mϕ
S(X) = 0.0 − ϕ(X) e Mϕ

S(X)

intercalado, apresentaram uma maior concordância. Já a curva obtida utilizando

Mϕ
S(X) = 1.0 − ϕ(X) divergiu ligeiramente destas duas curvas logo após o pico

sem influenciar, contudo, no aĺıvio esperado para o campo de tensões que também

é observado nos estágios finais da análise para este caso.

Observa-se através da figura 5.9a que a curva obtida considerando valores intercala-

dos deMϕ
S(X) representa um caso intermediário entre aquelas obtidas empregando

expressões iguais a Mϕ
S(X) = 1.0 − ϕ(X) e Mϕ

S(X) = 0.0 − ϕ(X). Baseado nestes

resultados, considera-se nas análises que se seguem valores intercalados para o parâ-

metroMϕ
S(X) ao longo da linha de células. Tal escolha também é justificada, dada

a indefinição deste parâmetro sobre pontos situados ao longo da linha de desconti-

nuidade.

5.2 Cisalhamento com Forças em Quatro Pontos:

Arrea e Ingraffea (1982)

O segundo exemplo a ser analisado é o cisalhamento com força em quatro pontos

em vigas de concreto que foi estudado experimentalmente por Arrea e Ingraffea

(1982). Este ensaio é mostrado através da figura 5.10 onde geometria, carregamento

e propriedades do material são apresentadas.
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Figura 5.10: Desenho esquemático do ensaio de cisalhamento com forças em quatro

pontos.

O contorno foi discretizado em 642 elementos lineares e uma célula quadrada inicial

de diagonal igual a 1.6 mm foi previamente introduzida na ponta do entalhe para

capturar o ińıcio da linha de descontinuidade. O ińıcio desta linha foi considerado

como tendo origem no ponto médio do lado que a célula inicial tem em comum

com a ponta do entalhe. O algoritmo automático de geração de células foi adotado

com β = 1.001, porém com o crescimento das células sendo interrompido quando

o segmento de descontinuidade excedia 8.0 mm. Além disto, foram empregados

170 passos durante o processo incremental-iterativo com a progressão da análise

não-linear sendo controlada através do deslocamento vertical do ponto A destacado

na figura 5.10.

Resultados para a carga aplicada P versus o deslocamento vertical relativo entre as

duas extremidades iniciais do entalhe (Crack Mouth Sliding Displacement - CMSD)

foram traçados sobre a envoltória experimental obtida por Arrea e Ingraffea (1982),

considerando os dois tipos de células, ou seja, com saltos uniformes e não-uniformes.

Estes resultados são apresentados na figura 5.11 considerando descontinuidade forte

direta e através da figura 5.12 empregando o modelo de banda variável.
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Figura 5.11: Resultados para a carga P versus CMSD (Crack Mouth Sliding Displa-

cement) para o ensaio de Arrea e Ingraffea (1982) considerando descontinuidade forte

direta.
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Figura 5.12: Resultados para a carga P versus CMSD (Crack Mouth Sliding Displace-

ment) para o ensaio de Arrea e Ingraffea (1982) considerando o modelo de banda variável.

As malhas finais obtidas para as simulações com células não-uniformes são apresen-

tadas através das figuras 5.13 e 5.14 considerando descontinuidade forte direta e o

modelo de banda variável, respectivamente.

(a) (b)

Figura 5.13: Malha final para simulação do ensaio de Arrea e Ingraffea (1982) com

descontinuidade forte direta: (a) malha completa, (b) detalhe.
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(a) (b)

Figura 5.14: Malha final para simulação do ensaio de Arrea e Ingraffea (1982) com o

modelo de banda variável: (a) malha completa, (b) detalhe.

Pode-se observar através das figuras 5.11 e 5.12 que as análises empregando células

uniformes apresentaram, em algum grau, o fenômeno de travamento de tensões im-

pedindo o aĺıvio total das tensões associado ao colapso final da estrutura. Por outro

lado, o descarregamento total esperado é observado nos resultados empregando a

nova classe de células tanto nas análises com descontinuidade forte direta quanto

nas análises utilizando o modelo de banda variável.

5.3 Viga Simétrica com Flexão em Três Pontos:

Petersson (1981)

Este exemplo trata-se de uma viga simétrica pré-entalhada feita de concreto e sub-

metida à flexão em três pontos que foi estudada por Petersson (1981). O desenho

esquemático deste problema é apresentado através da figura 5.15 onde propriedades,

carregamento e geometria são apresentadas.
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Figura 5.15: Desenho esquemático do ensaio de flexão em três pontos em uma viga

simétrica.

Na discretização do contorno foram adotados 699 elementos lineares e uma célula

quadrada foi introduzida na ponta do entalhe. No algoritmo automático de geração

de células foi empregado β = 1.0 sendo o lado da célula inicial igual à largura do

entalhe. Já no processo incremental-iterativo foram utilizados 170 passos e o des-

locamento vertical do ponto de aplicação da carga foi controlado durante a análise

não-linear. Vale ressaltar que, para este problema, foram observados comportamen-

tos bastantes distintos entre as análises com descontinuidade forte direta e com o

modelo de banda variável. Deste modo, estes dois casos são analisados separada-

mente como mostrado à seguir.

5.3.1 Análises com Descontinuidade Forte Direta

Nas análises com descontinuidade forte direta foram constatadas instabilidades nu-

méricas devido à não captura adequada da trajetória da fissura. Fato este foi ob-

servado tanto no emprego das células não-uniformes quanto no emprego das células

uniformes. As malhas finais obtidas para estes dois casos são apresentadas, respec-

tivamente, através das figuras 5.16 e 5.17.
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(a) (b)

Figura 5.16: Malha final para simulação do ensaio de Petersson (1981) com descontinui-

dade forte direta empregando células não-uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

(a) (b)

Figura 5.17: Malha final para simulação do ensaio de Petersson (1981) com descontinui-

dade forte direta empregando células uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

Deste modo, devido à simetria do problema, a orientação da linha de descontinuidade

foi pré-definida no interior das células de modo que a trajetória de trinca obtida fosse

um segmento de reta vertical. As malhas finais obtidas nestas novas análises são

apresentadas nas figuras 5.18 e 5.19 para as células não-uniformes e células uniformes,

respectivamente.
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(a) (b)

Figura 5.18: Malha final para simulação do ensaio de Petersson (1981) com descontinui-

dade forte direta e orientação pré-definida empregando células não-uniformes: (a) malha

completa, (b) detalhe.

(a) (b)

Figura 5.19: Malha final para simulação do ensaio de Petersson (1981) com desconti-

nuidade forte direta e orientação pré-definida empregando células uniformes: (a) malha

completa, (b) detalhe.

Os resultados obtidos para o carregamento P versus o deslocamento vertical do ponto

de aplicação da carga são apresentados através da figura 5.20 considerando os dois

tipos de células com a orientação da linha de descontinuidade pré-definida. Nesta

figura também é plotada a envoltória experimental obtida por Petersson (1981).
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Figura 5.20: Resultados para carga P versus deslocamento vertical relativo do ponto

carregado no ensaio de flexão em três pontos de Petersson (1981): descontinuidade forte

direta com orientação pré-definida.

Como pode ser observado, novamente as análises empregando células não-uniformes

apresentaram um comportamento mais frágil que as análises empregando células

uniformes mesmo em um problema com predominância do modo-I de fratura. Este

acontecimento pode ser explicado devido a uma maior suavização na abertura da

fissura quando empregadas as células não-uniformes embora a rotação relativa entre

as duas partes da célula não influencie neste caso.

5.3.2 Análises com Modelo de Banda Variável

Nas análises considerando o modelo de banda variável não foi necessário adotar

uma orientação pré-definida para uma correta captura da direção de propagação.

A malhas finais obtidas nas análises empregando células não-uniformes e células

uniformes são apresentadas nas figuras 5.21 e 5.22, respectivamente.
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(a) (b)

Figura 5.21: Malha final para simulação do ensaio de Petersson (1981) com o modelo de

banda variável empregando células não-uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

(a) (b)

Figura 5.22: Malha final para simulação do ensaio de Petersson (1981) com o modelo de

banda variável empregando células uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

Os resultados obtidos para o carregamento P versus deslocamento vertical do ponto

de aplicação da carga são apresentados na figura 5.23 considerando os três casos.
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Figura 5.23: Resultados para carga P versus deslocamento vertical relativo do ponto

carregado no ensaio de flexão em três pontos de Petersson (1981): modelo de banda

variável.

Observa-se através da figura 5.23 que nas análises empregando o modelo de banda

variável, ocorreram oscilações no traçado da trajetória de equiĺıbrio para os dois

tipos de células. Este acontecimento foi observado em trabalhos anteriores (Peixoto,

2016) e está relacionado possivelmente ao tamanho excessivamente grande das célu-

las. Ou seja, neste caso o processo de geração de descontinuidades é retardado, visto

que o ponto de aferição das deformações encontra-se mais distante da extremidade

momentânea da fissura. Contudo, pode-se observar novamente um descarregamento

mais acentuado nas curvas obtidas com o emprego das células não-uniformes evi-

denciando sua melhor eficiência na descrição do colapso final esperado nos estágios

finais da análise à medida que a fissura se aproxima do contorno superior do modelo

estrutural.
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5.4 Viga Assimétrica com Flexão em Três Pontos:

Ingraffea e Grigoriu (1990)

O próximo exemplo trata-se de uma viga assimétrica com flexão em três pontos

estudada por Ingraffea e Grigoriu (1990). Esta viga é feita de acŕılico e um desenho

esquemático deste teste é apresentado na figura 5.24. Nesta figura também são

apresentadas geometria, carregamento e propriedades do material. As propriedades

empregadas nas simulações numéricas foram as mesmas que as adotadas por Wu e

Nguyen (2018).

Figura 5.24: Desenho esquemático do ensaio de flexão em três pontos em uma viga

assimétrica.

Foram utilizados 584 elementos lineares na discretização do contorno e uma célula

inicial quadrada foi introduzida na ponta do entalhe. No algoritmo automático de

geração de células foi empregado β = 1.0 e, assim como no exemplo da seção 5.3,

foi considerado o lado da célula inicial como sendo igual à largura do entalhe. Um

total de 350 passos foi empregado na processo incremental-iterativo e o deslocamento

horizontal do ponto A (figura 5.24) foi controlado durante a análise não-linear.



150

Nas análises numéricas considerando descontinuidade forte direta e células não-

uniformes, foram constatadas instabilidades numéricas devido a não correta captura

da trajetória de propagação quando o parâmetro Mϕ
S(X) é intercalado entre as cé-

lulas geradas. Neste caso, foi necessário considerar o modelo de banda variável de

modo a prevenir tais instabilidades e conseguir uma correta captura da trajetória

da fissura. As malhas finais obtidas para estes dois casos são apresentadas através

das figuras 5.25 e 5.26.

(a)

(b)

Figura 5.25: Malha final para simulação do ensaio de Ingraffea e Grigoriu (1990) com

descontinuidade forte direta e considerando valores intercalados para o parâmetroMϕ
S(X):

(a) malha completa, (b) detalhe.
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(a)

(b) (c)

Figura 5.26: Malha final para simulação do ensaio de Ingraffea e Grigoriu (1990) com o

modelo de banda variável e considerando valores intercalados para o parâmetro Mϕ
S(X):

(a) malha completa, (b) detalhe inferior, (c) detalhe superior.

Análises também foram realizadas fixando Mϕ
S(X) = 1.0 − ϕ(X) para todas as

células geradas. Neste caso, diferentemente das análises anteriores considerando o

parâmetroMϕ
S(X) intercalado, não foram constatadas instabilidades numéricas nas

análises com descontinuidade forte direta. As malhas finais obtidas são apresentadas

nas figuras 5.27 e 5.28 considerando análises com descontinuidade forte direta e com

o modelo de banda variável, respectivamente.
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(a)

(b) (c)

Figura 5.27: Malha final para simulação do ensaio de Ingraffea e Grigoriu (1990) com

descontinuidade forte direta e considerando Mϕ
S(X) = 1.0 − ϕ(X): (a) malha completa,

(b) detalhe inferior, (c) detalhe superior.
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(a)

(b) (c)

Figura 5.28: Malha final para simulação do ensaio de Ingraffea e Grigoriu (1990) com o

modelo de banda variável e considerando Mϕ
S(X) = 1.0− ϕ(X): (a) malha completa, (b)

detalhe inferior, (c) detalhe superior.

Resultados para o carregamento total P em função do deslocamento vertical do

ponto de aplicação da carga e em função do deslocamento horizontal relativo entre

os pontos localizados nas extremidades iniciais do entalhe (Crack Mouth Opening

Displacement - CMOD) foram considerados. Estes resultados são apresentados nas

figuras 5.29 e 5.31 para as análises com descontinuidade forte direta e nas figu-

ras 5.30 e 5.32 considerando o modelo de banda variável. Nestas figuras também

são apresentados os resultados experimentais e numéricos obtidos por Ingraffea e

Grigoriu (1990).
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Figura 5.29: Resultados para carga P versus deslocamento vertical do ponto carregado

para o ensaio de Ingraffea e Grigoriu (1990) considerando descontinuidade forte direta.
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Figura 5.30: Resultados para carga P versus deslocamento vertical do ponto carregado

para o ensaio de Ingraffea e Grigoriu (1990) considerando o modelo de banda variável.
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Figura 5.31: Resultados para a carga P versus CMOD (Crack Mouth Opening Displa-

cement) para o ensaio de Ingraffea e Grigoriu (1990) considerando descontinuidade forte

direta.
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Figura 5.32: Resultados para a carga P versus CMOD (Crack Mouth Opening Displa-

cement) para o ensaio de Ingraffea e Grigoriu (1990) considerando o modelo de banda

variável.

Como mencionado anteriormente, a análise considerando o parâmetro Mϕ
S(X) in-

tercalado com descontinuidade forte direta, apresentou instabilidades numéricas nos

estágios iniciais da análise não-linear logo após o pico das curvas apresentadas nas

figuras 5.29 e 5.31. No caso das análises com o modelo de banda variável, pode-se

notar perfis de curva bastante similares obtidos com células não-uniformes consi-

derando Mϕ
S(X) intercalado e Mϕ

S(X) = 1.0 − ϕ(X). Já para o caso espećıfico

adotandoMϕ
S(X) = 1.0−ϕ(X), verificam-se comportamentos similares para as cur-

vas obtidas nas análises com descontinuidade forte direta e nas análises com o modelo

de banda variável. Este comportamento pode estar relacionado ao fato do acŕılico

ser um material muito frágil não formando, diferentemente do concreto, a zona de

microfissuração associada à banda de localização de deformações. Neste caso, após o

regime elástico, a tendência é a entrada direta do regime com descontinuidade forte.
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Esta mesma similaridade também é constatada nas análises com células uniformes.

Em todos os casos, as curvas obtidas para os dois tipos de células foram coinci-

dentes, exceto nos estágios finais das análises onde uma perda total de capacidade

resistente ao carregamento é capturada apenas pelas células não-uniformes assim

como o ocorrido no exemplo da seção 5.2.

Através das figuras 5.29 e 5.30 pode-se notar que todas as curvas numéricas obti-

das, incluindo a da referência original, apresentaram uma inclinação mais acentu-

ada quando comparadas à curva experimental. Esta diferença está associada à não

consideração das não-linearidades dos suportes e do ponto de aplicação da carga,

bem como a não consideração da deformação da mesa onde o experimento foi reali-

zado (Ingraffea e Grigoriu, 1990).

Por fim, pode-se observar através da figura 5.33 uma comparação entre as trajetó-

rias obtidas experimentalmente (Ingraffea e Grigoriu, 1990) com as obtidas nume-

ricamente empregando células não-uniformes onde uma boa concordância entre as

curvas é verificada.
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Figura 5.33: Trajetória da trinca para o ensaio de Ingraffea e Grigoriu (1990) empregando

células não-uniformes.

5.5 Chapa com Dois Entalhes Tensionada Unixi-

almente: Shi et al. (2000)

O próximo exemplo trata-se de uma chapa com 2 entalhes tensionada uniaxialmente

estudada experimentalmente por Shi et al. (2000). Um desenho esquemático deste

problema é ilustrada na figura 5.34, onde podem ser observadas também informações

acerca da geometria, carregamentos e propriedades. Como condições de contorno

esta chapa foi engastada em sua extremidade inferior e um deslocamento vertical

prescrito, δ, foi incrementalmente imposto em sua extemidade superior. As propri-

edades utilizadas nas simulações numéricas foram as mesmas adotadas por Nguyen

e Korsunsky (2008).
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Figura 5.34: Desenho esquemático do ensaio de tensão uniaxial em uma chapa com dois

entalhes.

Foram utilizados 176 elementos lineares na discretização do contorno e duas célu-

las iniciais quadradas de lados iguais a 1.5 mm foram introduzidas nas pontas dos

entalhes. Células de mesmo tamanho foram geradas (β = 1.0) e 1000 passos foram

considerados durante a análise não-linear. Assim como no exemplo da seção 5.3,

foram constatadas instabilidades numéricas devido à não captura adequada da tra-

jetória da fissura nas análises com descontinuidade forte direta. Deste modo, as

análises com descontinuidade forte direta e com o modelo de banda variável são

consideradas separadamente nas seções seguintes.

5.5.1 Análises com Descontinuidade Forte Direta

As análises com descontinuidade forte direta reportaram instabilidades numéri-

cas tanto empregando células não-uniformes quanto empregando células uniformes.
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As malhas finais obtidas para estes dois casos são apresentadas através das figu-

ras 5.35 e 5.36.

(a) (b)

Figura 5.35: Malha final para simulação do ensaio de Shi et al. (2000) com descontinui-

dade forte direta empregando células não-uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

(a) (b)

Figura 5.36: Malha final para simulação do ensaio de Shi et al. (2000) com descontinui-

dade forte direta empregando células uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.
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Como observado nas figuras 5.35 e 5.36, as malhas finais obtidas para os dois tipos de

células apresentaram trajetórias simétricas e bastante similares. Já na figura 5.37

são apresentados os resultados para a carga total aplicada versus o deslocamento

vertical da extremidade superior considerando os dois tipos de células. Nesta figura

também é plotada a curva experimental obtida por Shi et al. (2000).
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Figura 5.37: Resultados para carga total aplicada versus deslocamento vertical da ex-

tremidade superior no ensaio de Shi et al. (2000): descontinuidade forte direta.

Como observado na figura 5.37, as curvas obtidas para os dois tipos de células apre-

sentaram perfis bastante próximos até o instante em que ocorreram as intabilidades.

5.5.2 Análises com Modelo de Banda Variável

As malhas finais obtidas nas análises com o modelo de banda variável são apresen-

tadas nas figuras 5.38 e 5.39.
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(a) (b)

Figura 5.38: Malha final para simulação do ensaio de Shi et al. (2000) com o modelo de

banda variável empregando células não-uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

(a) (b)

Figura 5.39: Malha final para simulação do ensaio de Shi et al. (2000) com o modelo de

banda variável empregando células uniformes: (a) malha completa, (b) detalhe.

Como observado nas figuras 5.38 e 5.39, novamente foram observadas simetrias nas
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trajetórias de trincas obtidas nas análises empregando os dois tipos de células.

Na figura 5.40 são apresentados os resultados para a carga total aplicada versus o

deslocamento vertical da extremidade superior.
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Figura 5.40: Resultados para carga total aplicada versus deslocamento vertical da extre-

midade superior no ensaio de Shi et al. (2000) considerando o modelo de banda variável:

(a) curva completa, (b) detalhe dos picos atingidos.

Como observado através da figura 5.40, a curva obtida na análise com células uni-

formes apresentou travamento de tensões. Já na análise com células não-uniformes

este fenômeno é eliminado como observado através do descarregamento completo da

resposta estrutural. Além disto, como verificado na figura 5.40b, o pico apresentado

pela curva obtida empregando células não-uniformes se aproximou de forma mais

satisfatória com o pico da curva experimental. Deste modo, a formulação proposta

também se mostra eficiente na eliminação do fenômeno de travamento de tensões na

análise de problemas envolvendo a propagação de múltiplas linhas de descontinui-

dade.
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5.6 Cisalhamento com forças em quatro pontos

em uma viga com dois entalhes: Bocca et al.

(1990)

O último exemplo analisado trata-se do ensaio de cisalhamento com forças em quatro

pontos em uma viga com dois entalhes que foi estudado experimentalmente por

Bocca et al. (1990). Um desenho esquemático deste ensaio é mostrado na figura 5.41

onde propriedades, carregamentos e geometria são apresentadas.

Figura 5.41: Desenho esquemático do ensaio de cisalhamento com forças em quatro

pontos em uma viga com dois entalhes.

Na discretização do contorno foram empregados 234 elementos lineares e duas células

quadradas de diagonais iguais a 4 mm foram pré-introduzidas nas pontas dos entalhes

conforme apresentado na figura 5.41. Um fator de crescimento igual a β = 1.003 foi

adotado para cada uma das frentes de células cujo tamanho máximo foi limitado em

5.0 mm. Foram empregados 500 passos durante o processo incremental iterativo e

o deslocamento horizontal do ponto B foi controlado durante a análise não-linear.
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Nas análises empregando células não-uniformes com o parâmetro Mϕ
S(X) interca-

lado foram constatadas instabilidades numéricas quando utilizado o modelo de banda

variável. As malhas finais obtidas para este caso, bem como para a análise conside-

rando descontinuidade forte direta são apresentadas através das figuras 5.42 e 5.43.

(a) (b)

Figura 5.42: Malha final para simulação do ensaio de Bocca et al. (1990) com descon-

tinuidade forte direta e considerando valores intercalados para o parâmetro Mϕ
S(X): (a)

malha completa, (b) detalhe.

(a) (b)

Figura 5.43: Malha final para simulação do ensaio de Bocca et al. (1990) com o modelo

de banda variável e considerando valores intercalados para o parâmetroMϕ
S(X): (a) malha

completa, (b) detalhe.

Análises numéricas foram realizadas considerando outros valores para o parâmetro

Mϕ
S(X). Neste caso, dentre diversos testes realizados, resultados satisfatórios foram

obtidos adotando Mϕ
S(X) = 1.0 − ϕ(X) para as células provenientes do entalhe
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inferior e Mϕ
S(X) = 0.0 − ϕ(X) para as células provenientes do entalhe superior.

As malhas finais obtidas para este caso são apresentadas nas figuras 5.44 e 5.45

considerando análises com descontinuidade forte direta e com o modelo de banda

variável, respectivamente.

(a) (b)

Figura 5.44: Malha final para simulação do ensaio de Bocca et al. (1990) com desconti-

nuidade forte direta: (a) malha completa, (b) detalhe.

(a) (b)

Figura 5.45: Malha final para simulação do ensaio de Bocca et al. (1990) com o modelo

de banda variável: (a) malha completa, (b) detalhe.

Resultados para o carregamento total aplicado (1.2P ) em função do deslocamento

vertical do ponto A (figura 5.41) foram considerados. Estes resultados são apresenta-

dos na figura 5.46 para as análises com descontinuidade forte direta e na figura 5.47

considerando o modelo de banda variável. Nestas figuras também são apresentados
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os resultados experimentais obtidos por Bocca et al. (1990).
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Figura 5.46: Resultados para carga total aplicada versus deslocamento vertical do ponto

A no ensaio de Bocca et al. (1990): descontinuidade forte direta.
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Figura 5.47: Resultados para carga total aplicada versus deslocamento vertical do ponto

A no ensaio de Bocca et al. (1990): modelo de banda variável.

Como pode ser observado nas figuras 5.46 e 5.47, os resultados obtidos empregando

células não-uniformes apresentaram uma concordância bastante satisfatória para

com os resultados experimentais. Fato este só não é averiguado para a análise con-

siderando o parâmetro Mϕ
S(X) intercalado com o modelo de banda variável, uma

vez que, para este caso, a análise não progrediu o suficiente devido ao surgimento de

instabilidades numéricas. Já os resultados obtidos com células uniformes não con-

seguiram acompanhar os resultados experimentais de forma satisfatória após o pico

da curva apresentando, neste caso, um elevado travamento de tensões na resposta

estrutural.

As trajetórias de trinca obtidas numericamente nas análises empregando células

não-uniformes são apresentadas através da figura 5.48. Nesta figura também é apre-

sentada a envoltória experimental que foi extráıda do trabalho de Cervera et al.
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(2017).
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Figura 5.48: Trajetória da trinca para o ensaio de Bocca et al. (1990) empregando células

não-uniformes.

Uma vez que o problema estrutural apresenta uma simetria polar em torno do centro

geométrico do modelo, é esperado que duas trincas surjam a partir dos dois entalhes

e propaguem simetricamente em direção às extremidades opostas da viga. E é isto o

que realmente ocorre como observado através da figura 5.48 nas análises empregando

células não-uniformes. Além disto, uma boa concordância para com os resultados

experimentais é obtida tanto nas análises com descontinuidade forte direta quanto

nas análises empregando o modelo de banda variável.
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Caṕıtulo 6

Considerações Finais

Neste trabalho foi desenvolvida uma nova classe de células com descontinuidade forte

embutida para análise de propagação de falhas materiais em meios homogêneos frá-

geis ou parcialmente frágeis. Foi empregada a formulação impĺıcita do método dos

elementos de contorno juntamente com um algoritmo automático de geração de célu-

las que acompanha a propagação da fissura à medida que o carregamento é imposto

ao sólido. Neste caso, foram considerados problemas bidimensionais onde apenas a

região fissurada é discretizada por células sendo o restante do domı́nio considerado

sob regime linear elástico. Neste contexto, apenas células quadrilateriais com saltos

uniformes para o campo de deslocamentos em seu interior haviam sido considera-

das na literatura pregressa. Estas células possuem apenas um ponto de colocação

localizado em seu centróide que permanece fixo em toda a análise, de forma que

apenas saltos constantes no campo de deslocamentos podem ser representados em

seu interior. Tal limitação faz com que apenas o movimento de translação relativo

entre as duas partes da célula possa ser devidamente capturado pela análise numé-

rica. Nesta nova abordagem, aqui apresentada, adota-se uma adequação da célula

com descontinuidade embutida ao longo da análise não-linear, de forma a permitir

a representação não somente do movimento de translação relativa entre as partes

da célula mas, também, a representação do movimento de rotação relativo entre
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elas. As etapas que compõem esta adaptação da célula, podem ser sintetizadas da

seguinte forma:

i. Inicialmente a célula, ainda sem descontinuidade, possui um único ponto de

colocação localizado em seu centróide;

ii. Uma vez estabelecidos os critérios necessários ao surgimento de superf́ıcies de

descontinuidades (fracas ou fortes), este ponto inicial é eliminado (não somente

da célula, mas de todo o modelo numérico) e dois novos pontos são inseridos ao

longo da linha de descontinuidade.

A partir desses dois novos pontos, é posśıvel obter uma interpolação não-uniforme

para o salto no campo de deslocamentos. Tal possibilidade se demonstra favorável

na análise de problemas que envolvem modos mistos de fratura, pois possibilita a

eliminação do fenômeno de travamento de tensões comumente presente em análises

com células uniformes. Análises com estas células induzem uma rigidez irreal na

resposta estrutural devido à sua inabilidade em representar o movimento rotacional

relativo entre suas partes dividas pela linha de descontinuidade. Neste caso, as

células não-uniformes não apresentam este inconveniente, o que as tornam mais

adequadas na representação do movimento de abertura que ocorre durante o processo

de carregamento ao longo da análise não-linear.

No modelo numérico é pré-fixada uma célula inicial com descontinuidade forte em-

butida de modo a capturar o surgimento da linha de descontinuidade no interior

do corpo sólido. Deste modo, uma vez detectado o regime de descontinuidade no

interior desta célula, o ponto de colocação localizado em seu centróide é exclúıdo

e os dois novos pontos de colocação são criados ao longo da linha de descontinui-

dade. Além disto, adjacente a esta célula, uma nova é criada, em regime elástico,

tornando posśıvel a propagação da linha de descontinuidade no interior do sólido.
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Com esse processo, esquematizado na seção 4.5, torna-se necessária a realização de

modificações nas matrizes da formulação impĺıcita.

Análises numéricas foram realizadas considerando duas formas distintas de detecção

do ińıcio do regime de descontinuidades. Na primeira delas foi considerado a intro-

dução direta do regime de descontinuidades fortes ao término do regime elástico com

a direção da linha de descontinuidade no interior da célula sendo perpendicular à

tensão principal máxima. Na segunda forma foi adotado um modelo de banda variá-

vel fazendo-se uso da análise de bifurcação como critério desencadeador do processo

de localização de deformações. Para os dois casos, foi averiguado que a nova classe

de células consegue representar de forma mais satisfatória a resposta estrutural em

problemas envolvendo modos mistos de fratura. Além disto, mesmo em situações

restritas ao modo I de fratura, também foi constatado um descarregamento mais

acentuado na resposta estrutural, indicando que uma maior suavização na abertura

da trinca também contribui na redução do travamento de tensões.

Algumas caracteŕısticas adicionais da nova formulação aqui proposta podem ser

analisadas de forma mais rigorosa em trabalhos posteriores. Por exemplo, como

esboçado na seção 4.3, o parâmetroMϕ
S é mal definido para os pontos de colocação

situados sobre a linha de descontinuidade, sendo perfeitamente posśıvel a escolha

da expressão Mϕ
S(X) = 1.0 − ϕ(X) ou Mϕ

S(X) = 0.0 − ϕ(X). Dada esta indefi-

nição, optou-se por adotar valores intercalados, entre as duas opções, para células

adjacentes ao longo do processo de propagação. Na maioria dos casos, tal escolha

mostrou-se adequada. Por outro lado, em alguns casos, essa ideia de intercalar os

valores conduziu à instabilidades numéricas, como reportado no último exemplo nu-

mérico na simulação envolvendo as etapas transitórias desde a dissipação energética

em meio cont́ınuo até o surgimento das descontinuidades fortes. Estudos acerca da

posição dos pontos de colocação sobre a linha de descontinuidade poderiam também
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ser considerados, uma vez que no presente trabalho estes pontos foram pré-fixados

e igualmente espaçados entre si e entre os extremos da linha de descontinuidade.

Além disto, a formulação desenvolvida é perfeitamente aplicável a outros modelos

constitutivos, podendo ser considerados outros tipos de perfis de falhas como, por

exemplo, bandas de cisalhamento em materiais dúcteis ou superf́ıcies de desliza-

mento na geomecânica. Vale destacar ainda que a metodologia aqui empregada é

facilmente estendida a células com um grau maior de aproximação para o campo de

deslocamentos, contribuindo também, neste caso, para uma generalização do con-

ceito de células com descontinuidade forte embutida.
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Apêndice A

Algoritmo Completo da Estratégia
de Solução

ALGORITMO COMPLETO DA ESTRATÉGIA DE SOLUÇÃO:

i. Calcula-se o vetor {P} através da equação 3.95 e inicializa-se i = 0;

ii. i = i+ 1, j = 0;

iii. Se i > número máximo de incrementos especificado ⇒ FIM;

iv. {Q}ij = {0}, {F}ij = {0};

v. j = j + 1;

vi. Se j for maior que o número máximo de iterações especificado, interrompe-se o

processamento;

vii. Monta-se a matriz [D]ij−1, da equação 3.99;

viii. As equações 3.101 e 3.102 são resolvidas para obtenção de {ε̂P}ij e {δε̂Q}ij;

ix. São calculados {xP}ij, {δxQ}ij, {ûΩ,P}ij e {δûΩ,Q}ij, utilizando as equações 3.106,

3.107, 3.109 e 3.110;
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x. Calcula-se δλij, através de um método de controle;

xi. Os vetores {δε̂}ij, {δx}ij e {δûΩ}ij, são montados a partir das equações 3.100,

3.105 e 3.108;

xii. Atualizam-se λij, {ε̂}ij, {x}ij e {ûΩ}ij, fazendo (·)ij = (·)ij−1 + δ(·)ij;

xiii. Monta-se {F}ij, empregando-se a equação 3.96;

xiv. Calcula-se {Q}ij = λij{P} − {F}ij (equação 3.94);

xv. Teste de convergência:

Se
‖ {Q}ij ‖
‖ λij{P} ‖

< TOL, retorna-se ao passo (ii) para o próximo invremento de

carga, caso contrário, retorna-se ao passo (v) para nova iteração.
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Apêndice B

Algoritmo Completo para o
Cálculo do Salto no Campo de
Deslocamentos

ALGORITMO PARA SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE EQUILÍBRIO

DA INTERFACE:

i. Inicializa-se:

j = 0 e {[[u]]}0 com o valor acumulado até a última avaliação das componentes

do salto nos deslocamentos;

ii. j = j + 1;

iii. Se j > número máximo de iterações especificado, interrompe-se o processa-

mento;

iv. Calculam-se {f1}j−1 e {f2}j−1 nos pontos de colocação P1 e P2, respectivamente,

a partir da equação 4.23;

v. Calculam-se

[
∂{f1}
∂{[[u]]}

]
j−1

e

[
∂{f2}
∂{[[u]]}

]
j−1

nos pontos de colocação P1 e P2, res-

pectivamente, a partir da equação 4.26;

vi. Resolve-se o sistema de equações 4.27;
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vii. Atualiza-se: {[[u]]}j = {[[u]]}j−1 + {δ[[u]]}j;

viii. Se
‖ {δ[[u]]}j ‖
‖ {[[u]]}j ‖

> TOL, onde TOL é uma tolerância especificada, volta-se ao

passo (ii). Caso contrário:

ix. Retorna-se o resultado {[[u]]} = {[[u]]}j.
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Apêndice C

Modificações nas Matrizes da
Formulação Impĺıcita Associadas à
Exclusão e Geração de Novos
Pontos de Colocação no Interior
das Células

Quando o ponto de colocação localizado no centróide da célula é exclúıdo do modelo

numérico, os vetores referentes às taxas de deformações e aos campos iniciais asso-

ciados a pontos internos devem ser exclúıdos das respectivas matrizes. Portanto, as

equações 3.82 e 3.83 assumem a seguinte forma:

{ẋ} = [B]{ẏ}+
[
Qεϕ 0

] ε̇ϕ

0

 (C.1)

 ˙̂ε

0

 =

 Aε

0

 {ẋ}+

 Bε

0

 {ẏ}+

 Qε
εϕ 0

0 0

 ε̇ϕ

0

 (C.2)

onde 0 refere-se às linhas e colunas exclúıdas.

Já quando os dois novos pontos de colocação são adicionados à célula, vetores re-

ferentes às taxas de deformações e aos campos iniciais associados a pontos internos

são amplificados através da introdução dos respectivos sub-vetores: { ˙̂εN} e {ε̇ϕN}.
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Deste modo, as equações 3.82 e 3.83 assumem a forma:

[A]{ẋ} = [B]{ẏ}+
[
Qεϕ qεϕ

] ε̇ϕ

ε̇ϕN

 (C.3)

 ˙̂ε

˙̂εN

 =

 Aε

aε

 {ẋ}+

 Bε

bε

 {ẏ}+

 Qε
εϕ qεC

qεR qεRC

 ε̇ϕ

ε̇ϕN

 (C.4)

onde os coeficientes das novas sub-matrizes são obtidos assim como descrito na

tabela C.1.

Tabela C.1: Construção das submatrizes.

Submatriz Ponto fonte Região de integração

[qεϕ ] Pontos do contorno Células modificadas

[qεC ] Pontos internos antigos Células modificadas

[qεR] Pontos internos novos Células antigas

[qεRC ] Pontos internos novos Células modificadas

[aε], [bε] Pontos internos novos Elementos do contorno

Deste modo, as matrizes presentes na equação 3.89 também são expandidas, assim

como detalhado abaixo. N ε

nε

 =

 Aε

aε

 [A]−1[B] +

 Bε

bε

 ⇒ [nε] = [aε][A]−1[B] + [bε] (C.5)

 M ε
εϕ mε

C

mε
R mε

RC

 =

 Aε

aε

 [A]−1
[
Qεϕ qεϕ

]
+

 Qε
εϕ qεC

qεR qεRC

 ⇒


[mε

C ] = [Aε][A]−1[qεϕ ] + [qεC ]

[mε
R] = [aε][A]−1[Qεϕ ] + [qεR]

[mε
RC ] = [aε][A]−1[qεϕ ] + [qεRC ]

(C.6)

Nas implementações numéricas, os coeficientes pré-existentes destas matrizes não

necessitam ser recalculados. Neste caso, quando novos pontos internos são gerados,

basta que estas matrizes sejam expandidas com a inserção das submatrizes presentes

nas equações C.5 e C.6.
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