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Resumo

Neste trabalho, estamos interessados em classificar as superficies de Weingarten algébricas
especiais em R3. A classificacao das superficies de Weingarten no cendrio geral permanece,
na maioria, em aberto até hoje. Apds trabalhos iniciais nas décadas de cinquenta, liderados
por Chern, Hopf, Voss, Hartman, Winter, entre outros, houve progresso recente nesta teoria,
especialmente quando a relacdo de Weingarten assume a forma H = f(H? — K), onde f é
uma funcao C! definida em [0, +00). A atencdo é direcionada para funcdes que satisfazem a
condicao 4¢(f'(t))* < 1 no intervalo t € [0, 4+00), que, por sua vez, é chamada de condicao
de elipticidade.

Manfredo do Carmo e Jodo Lucas Barbosa, mostraram em [3] que as Unicas superficies
regulares algébricas de curvatura média constante sdo:

1
o Esferas, (z —x0)> + (y —y0)* + (2 — 20)° = 12, H=-;
”
o 2 2 2 1 .
e Cilindros, (x —zo)" + (y — yo0)” =17, H= o
r
e Planos, ax + by 4+ cz +d =0, H=0.

A descoberta de que existem apenas trés tipos de superficies algébricas regulares de
curvatura média constante — planos, esferas e cilindros retos — é um resultado surpreendente
e significativo. Como a familia de superficies de Weingarten engloba a familia de superficies
de curvatura média constante, uma pergunta natural que surge é “se ao analisarmos as
Weingarten existem outras algébricas requlares além destas trés?”

Neste contexto, apresentamos os sequintes resultados autorats.

Teorema Seja X uma superficie algébrica regular em R3. Suponha que ¥ seja uma Wein-
garten especial e satisfaca aH +bK =1, a > 0,b > 0. Entdo ¥ é uma esfera ou um
cilindro.

Teorema. A Unica superficie Weigarten especial do tipo minimo algébrica regular é o plano

Esses resultados sdao essenciais para a compreensao da geometria e classificacdo das su-
perficies de Weingarten em R? contribuindo significativamente para o avanco do conhecimento
sobre as propriedades geométricas dessas superficies especiais.

Palavras-chave: superficies de Weingarten; superficies de curvatura média contante; super-
ficies algébricas regulares.



Abstract

In this dissertation we will be interested on the classification of special algebraic Weingarten
surfaces in R3. The classification of Weingarten surfaces in the general setting remains
mostly open to this day. After initial work in the 1950s, led by Chern, Hopf, Voss, Hartman,
Winter, among others, there has been recent progress in this theory, especially when the
Weingarten relation takes the form H = f(H? — K) , where f is a function C! defined on
[0, +00). Attention is directed to functions that satisfy the condition 4¢(f’(¢))? < 1 on the
interval t € [0, +00) called the elliptic condition.

Manfredo do Carmo and Jodo Lucas Barbosa, showed in [3] that the only regular algebraic
surfaces with constant mean curvature are:

1
e Spheres, (x — x0)° + (y —y0)’ + (2 — 20)* = 12, H= .
. 2 2 2 1 .
e Cylinders, (z — x0)" + (y — yo)” = 17, =5
e Planes, ax +by+cz+d=0, H=0.

The first two cases being when the mean curvature H differs from zero and the last when
it is identically zero.

The discovery that there are only three types of reqular algebraic surfaces of constant
mean curvature—planes, spheres, and right cylinders—is a surprising and significant result.
As the family of Weingarten surfaces encompasses the family of surfaces with constant mean
curvature, it is natural to ask whether when analyzing the Weingarten there are other reqular
algebraic besides these three.

In this context, we present the following original results.

Theorem. Let X be a reqular algebraic surface in R3. Suppose that ¥ is a special Weingarten
surface satisfying the relation alH +bK =1, with @ > 0 and b > 0. Then X is either a sphere
or a cylinder.

Theorem. The only reqular algebraic special Weingarten surface of minimal type is the plane.

These results are fundamental for understanding the geometry and classification of Wein-
garten surfaces in R?, significantly contributing to the advancement of knowledge regarding
the geometric properties of these special surfaces.

Keywords: Weingarten surfaces; surfaces of constant medium curvature; regular algebraic
surfaces.
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Capitulo 1

Introducao

A investigacao das superficies de Weingarten deu-se inicio no século XIX, quando foram
apresentadas por Weingarten em [19] e [18]. Weingarten estava interessado em encontrar
todas as superficies isométricas para uma dada superficie de revolucdo, o que atraiu a atencao
de diversos gedmetras ao longo da histéria.

A classificagao geral das superficies de Weingarten permanece praticamente em aberto.
Apos avangos nas décadas de 50, especialmente para relacoes de Weingarten do tipo H =
f(H?* — K) com f sendo uma funcdo que satisfaz a condicao 4¢(f’(¢))? < 1 no intervalo t €
[0, 4+00), a teoria progrediu, permitindo um melhor entendimento da forma dessas superficies.
A condicdo 4t(f'(t))> < 1 é chamada de condicdo de elipticidade, quando uma superficie
satisfaz uma relacdo de Weingarten e a condigao de elipticidade ela é chamada de superficie
especial.

Esta dissertacdo se dedica a classificacdo de superficies de Weingarten algébricas que
satisfazem a condicdo de elipticidade, chamadas de superficies especiais, em R®. Embora
a classificacdo geral das superficies de Weingarten permaneca na maioria em aberto, ha
um interesse crescente na compreensdo dessas superficies com caracteristicas particulares.
Especificamente, este trabalho visa estender o Teorema que caracteriza superficies algébricas
requlares em R3 com curvatura média constante. Esse Teorema, inicialmente proposto por do
Carmo e Barbosa em [3] estabelece que, para H # 0, tais superficies sdo esferas ou cilindros,
enquanto, para H = 0, a Unica possibilidade é um plano.

Um conjunto algébrico em R? é essencialmente um conjunto de pontos representados
pelas solucdes de uma equacdo polinomial. Mais especificamente, é o conjunto ¥ definido
da sequinte forma:

Y= (z,9,2) €R® f(z,y,2) =0

Onde f(z,y,z) é uma funcdo polinomial, com trés varidveis reais (z,y, z) como entradas
que retorna um numero real. O conjunto ¥ consiste em todos os pontos (x,y,z) onde o
polindmio f é avaliado como zero.

Um conjunto algébrico é considerado regular se o vetor gradiente V f = (f,, f,, f-) nunca
se anula no conjunto . Nesse contexto a condicao de reqularidade desempenha um papel fun-
damental, pois com ela podemos parametrizar ¥ localmente por fungdes x(u, v), y(u, v), z(u, v).

Escolhemos um ponto p € f~!(a), onde a é um valor reqular. Como a é um valor
regular, podemos, se necessdrio, trocar os eixos a fim de tornar f, # 0. Defina a aplicacéo
F:R>—R3

Fl,y,2z) = (x,y, [(2,9,2)).
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Como p é um ponto arbitrdrio, conseqguimos cobrir todos os pontos como este por uma
vizinhanca e aplicando o Teorema da Funcdo Inversa, mostramos que X é uma superficie
reqgular, mais ainda aplicando o Teorema da Funcdo Inversa temos que, se uma superficie X
é algébrica, ela serd mergulhada.

Temos que X é um conjunto fechado em R?, ou seja, tomando uma sequéncia de pontos
(Tn, Yn, 2n) €m X que converge para algum ponto (x,¥, z) no espaco, entdo (x,y, z) também
deve satisfazer a equacdo polinomial f(z,y,z) = 0.

Esta propriedade decorre do fato de que X é definido como o conjunto de zeros do
polindmio f(z,vy, 2), e por definicdo, qualquer ponto em ¥ satisfaz a equacdo. Portanto, ¥ é
fechada, pois contém todos os seus pontos limites, e qualquer sequéncia de pontos dentro de
>} que converge terd seu limite dentro de .

Como as superficies de Weingarten englobam as superficies de curvatura média constante,
uma pergunta natural a se fazer é: Quais sdo as superficies de Weingarten algébricas
requlares no R3? Como classificar tais superficies ainda é um trabalho 4rduo, vamos nos
limitar a responder a pergunta quando as superficies sao especiais. Se a superficie for do
tipo CMC e satisfazer a equacdo aH + K = b, com a > 0,b > 0, entdo ela deve ser uma
esfera ou um cilindro e para o caso especial minimo a Unica possibilidade é o plano. Note
que se b =0 entdo a equacao se torna aH =1, e, portanto, a superficie é do tipo CMC e o
resultado seque.

Portanto, esta dissertacao visa contribuir para o avanco do conhecimento em geometria
diferencial, explorando a riqueza das superficies algébricas requlares e suas curvaturas, com
implicacoes profundas para a compreensdo da geometria do espaco tridimensional.
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Capitulo 2

Conceitos Iniciais

Para o entendimento desta dissertacdo, o leitor deve estar familiarizado com os conceitos do
calculo diferencial e integral além de ter nocoes de algebra linear e conhecimento de equacées
diferenciais ordindrias. Nesse primeiro capitulo serd introduzido os conceitos bdsicos de
superficies, um leitor experiente pode pular esse capitulo sem prejuizo para a compreensao
dos demais

Curvas

Definicao 2.0.1 (Curva parametrizada diferencidvel). Uma curva parametrizada diferencidvel
de R é uma aplicacdo diferencidvel o, de classe C*, de um intervalo aberto I C R em
R3. A varidvel t € I é o pardmetro da curva, e o subconjunto de R? formado pelos pontos
a(t),t € I, é o trago da curva. O

Os exemplos mais simples de curvas sdao as retas e as circunferéncias, a caracterizada
pela aplicacao:
a(t) = (xo+at,yo+ btz +ct),t €R

com a,b e ¢ todos ndo nulos simultaneamente, com isso temos uma curva parametrizada
diferencidvel cujo traco é a reta que passa pelo ponto xg, 3o, zo € € paralela ao vetor (a, b, ¢).

Algumas outras definicdes sdo importantes para o estudo e serdo introduzidas sem muitos
comentarios.

Definigao 2.0.2 (Vetor tangente). Seja a(t) = (x(t),y(t), 2(t)),t € I C R, uma curva para-
metrizada diferencidvel. O vetor o/(t) = (2/(t),y'(t), 2/(t)) é dito vetor tangente de « em t.
U

Definigao 2.0.3 (Curva reqular). A curva « é dita reqular se Vt € I,d/(t) # 0. U

Superficies

Para trabalhar utilizando as ferramentas de cdlculo, precisamos que as superficies sejam
suficientemente suaves, ndo queremos arestas, além disso, queremos que ela ndo apresente
pontas ou auto interseccdes. Desse modo, todo ponto tem um Unico plano tangente.



15

Superficies requlares

Sem grande rigor, podemos definir intuitivamente que uma superficie reqular em R? é uma
deformacao de pedacos do plano, sendo colados sem que resulte em pontas, arestas ou auto
intersecoes. Nao se percebe de imediato, mas de fato a definicdo que segue é uma boa
definicdo para superficies requlares.

Definicao 2.0.4 (Superficie reqular). Um subconjunto S C R?® é uma superficie reqular se,
para cada p € S, existe uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicagdo x: U — V' N S de um
aberto U de R? sobre VNS C R? tal que:

1. x é diferencidvel. Isto significa que se escrevermos,
X(u,0) = (2w, 0), y(w,v), 2(u,0)),  (w,v) € U
as funcoes coordenadas tém derivadas parciais continuas de todas as ordens.

2. x é um homeomorfismo. Como x é continua pela condicdo 1, isto significa que x tem
inversa x 1 : VNS — U que é continua.

3. Para todo g € U, a diferencial dx, : R* — R? é injetiva.
]

A primeira condigao é habitual jd que queremos trabalhar com ferramentas de cdlculo na
superficie. O fato da segunda definicao fornecer uma injetividade elimina os casos de auto
interseccoes além de que como sua inversa é continua os casos de arestas e pontas também
arestas. Mais adiante ficard claro que a terceira condicdo garante a existéncia do plano
tangente em todos os pontos da superficie.

Figura 2.1: Superficie reqular

(@(u,v), y(u, v), 2(u, v))

Criada pelo autor.

Reestruturacao da condicao 3

A condicdo 3 da definicdo de superficies reqgulares, inicialmente, é estranha. De modo a
expressar ela de forma mais habitual, calcularemos a matriz da aplicagao linear dx, nas
bases canbnicas de R? Assim, e; = (1,0),eo = (0,1) com coordenadas (u,v) e f; =
(1,0,0), fo = (0,1,0), f3 = (0,0,1) € R3 com coordenadas (z,y,z). Seja ¢ = (ug,vp). O



Capltulo 2. Conceitos Iniciais 16

vetor e; é tangente a curva u : (u, vg), construida variando o pardmetro u e fazendo constante
Vo, cuja imagem por x é a curva:

u— ($ (u7 UO) Y (U, UO) ) % (u7 UO))
Estd curva estd contida em S e tem em x(q) o vetor tangente:

ou ou ou)  ou’

onde as derivadas sdo calculadas em (ug, vo) e um vetor é indicado pelas suas componentes
na base {fi, f2, f3}. Pela definicao de diferencial,

o (0 00 02 _
VN o ou ou) T ou’

Usando o mesmo raciocinio, a curva v : (ug, v) tem vetor tangente ey, a imagem em S é dada
por,

u — (l’ (u()av) Y <u07 U) ) 2 <u07 U)) )

e a diferencial é dada por,

(o (20 00 92\ _ 0%
2\ oo ow ) o’

Portanto, a matriz da aplicagdo linear dx, nas bases canonicas é:

00 0s
dx, = % %
gu 9y
ou v

A condicao 3 pode entao ser expressa exigindo que os vetores colunas desta matriz sejam
linearmente independentes, ou que o produto vetorial Ox/0u A 0x/0v # 0, ou ainda de outra
forma, exigindo que um dos determinantes Jacobianos,

Wy |7 o | dwa) 9

x,y G Y, 2 T,z

O(u,v) - % % T O(u,v) A(u,v)
ou Ov

seja nao nulo em g¢.
Exemplo 2.0.5. Intuitivamente temos que o plano é uma superficie regular, pois ele ndo

possui arestas, pontas e nem auto intersecdes. O plano zy pode ser facilmente verificado
como superficie reqular com a aplicagao:

X = (QT,Q,O), ($ay) € RQ'
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Exemplo 2.0.6. Com um pouco mais de esforco é possivel mostrar que a esfera unitdria,
8% = {(z,y,2) € R%2* + y* + 2% = 1}, é uma superficie reqular. Essa superficie pode ser
coberta por 6 aplicacdes:

= xay>+ 1—($2+y2),2
)

) :
): xay7_\/]—_(l‘2+y27z )
x,z) = (x,+/1 — (22 + 22),2 ),
(21)
)=z, —/1— (22 +2%),2),
): + 1_(92‘1'22),%2 )
): - 1_(y2+22)7y72
Assim como as curvas, uma superficie pode ter vdrias parametrizacées. Uma parametriza-

cdo para a esfera muito utilizada é chamada de parametrizacdao polar dada por x — V' com
V={00,p);0<0<m0<¢<2n}

x(0, @) = (sinf cos ¢, sin 0 sin ¢, cos ).

Figura 2.2: Esfera parametrizacao polar

Criada pelo autor.

Proposigao 2.0.7 ( Superficie como grafico de f). Se f : U — R é uma fungao diferencidvel
em um conjunto aberto U de R?, entdo o gréfico de f, ou seja, o subconjunto de R? dado por
(x,y, f(z,y)) para (z,y) € U, é uma superficie reqular.

Demonstracdo: Basta mostrar que a aplicacao x: U — R?® dado por:
X(u,v) = (u,v, f(u,v)),

que é uma parametrizagao do grafico cuja vizinhanca coordenada, cobre todos os pontos do
grafico satisfaz todas as condigoes de superficie reqular sequndo a definicao 2.0.4. A condicao
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1 é claramente satisfeita, j& que exigimos f diferencidvel e a reestruturada condicdo 3 também
é cumprida, visto que d(z,y)/0(u,v) = 1.

Por fim, a condicao 2 é satisfeita, pois, cada ponto (z,y, z) do gréfico é a imagem sob x
do ponto Unico (u,v) = (z,y) € U. x é, portanto, um-para-um, e como x ! é a restricdo ao
grafico de f da projecao (continua) de R? no plano zy, x~* ¢ continua. |

Definicao 2.0.8. Dada uma aplicacdo diferencidvel F' : U C R™ — R™ definida em um
conjunto aberto U de R™ dizemos que p € U é um ponto critico de F' se o diferencial
dF, : R* — R™ néo é uma aplicacdo sobrejetiva. A imagem F'(p) € R™ de um ponto critico
é chamada de valor critico de F. Um ponto de R™ que ndo é um valor critico é chamado de
valor reqular de F. 0

Proposicao 2.0.9. Se f : U C R?* — R é uma funcao diferencidvel e a € f(U) é um valor
reqular de f, entdo f~'(a) é uma superficie reqular.

Demonstracdo: Seja p = (z,y, z) ponto de f~(a). Do fato de a ser um valor regular de f
podemos intercambiar os eixos, possivelmente trocando seus nomes, de modo que f, # 0 em
p. Definimos entdo uma aplicacdo F : U C R* — R? dada por:

F(.T, y? Z) = <x7 y7 f(x7 y7 Z))?

indiquemos por (u,v,t) as coordenadas de R? onde F' toma seus valores. A diferencial de F’
no ponto p é dada por:

1 0 0
aF,=(0 1 0 |,
o Jy T

de onde concluimos que
det (dF,) = f, # 0.

Utilizando o teorema da funcdo inversa, temos a garantia da existéncia de vizinhancas V' de
pe W de F(p) tais que F : V. — W é invertivel e a inversa F~1: W — V ¢ diferencidvel.
Assim, as funcoes coordenadas de F'~1,

r=u, y=v, z=g(u,vt), (u,uvt)eW,

sdo diferencidveis. Em particular, z = g(u,v,a) = h(z,y) é uma funcao diferencidvel definida
na projecao de V sobre o plano zy. Como,

F(fYa)NV)=Wn{(u,v,t);t=a},
entdo o gréfico de h é f~'(a) N V. Pela proposicao 2.0.7
fHa)nV,
é uma vizinhanca coordenada do ponto p. Deste mesmo modo, todo ponto p € f~!(a) pode

ser coberto por uma vizinhanca coordenada e assim concluimos que f~!(a) & uma superficie
reqular. |
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Plano tangente

Nesta secao discutiremos como a condicdo 3 da definicdo de superficie reqular 2.0.4 garante
a existéncia de um plano tangente para todo p € §. Mais que isso, serd mostrado que o
conjunto de vetores tangentes as curvas parametrizadas que passam pelo ponto p formam um
plano nesse ponto.

Ou seja, para toda curva a : (—¢,€) — S com «(0) = p existe um plano que contém todos
os vetores o/(0).

Antes precisaremos da definicdo de funcao diferencial em uma superficie regular.

Definicao 2.0.10. Seja f : V € S — R uma funcao definida em um subconjunto aberto
V' de uma superficie reqular S. Entdo f é dito diferencidvel em p € V se, para alguma
parametrizacdo x : U C R? — S com p € x(U) C V, a composicdo fox: U C R? - R
é diferencidvel em x*(p). A funcdo f é diferencidvel em V' se ¢ diferencidvel em todos os
pontos de V.

O

Proposicao 2.0.11. Seja x : U C R? — S uma parametrizacdo de uma superficie regular S
e seja ¢ um ponto do aberto U. O subespaco vetorial de dimensao 2.

dx, (R?) Cc R
coincide com o conjunto de vetores tangentes a S em x(q).

Podemos concluir que o plano dx, (R?) onde x(¢) = p é independente da parametrizagdo
da superficie. Sempre que o instrumento analisado depender somente da superficie, diremos
que esse objeto de estudo € intrinseco a superficie.

Definigdo 2.0.12 (Plano tangente). O plano dx, (R?) passando por x(¢) = p é chamado
plano tangente a S passando por p é denotado por T,(95). O

Figura 2.3: Plano tangente

Criada pelo autor.

Embora mudando as parametrizacdes continuemos com o mesmo plano, duas parametriza-
coes diferentes determinam duas bases diferentes para 7,,S. A base do plano tangente dada
por {(0x/0u)(q), (0x/0v)(q)} é chamada de base associada a x que diversas vezes serd
escrita da seguinte forma 0x/0u = x,, e 0x/0v = X,,.
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Em uma superficie reqular S, dado um ponto p existem dois vetores normais ao plano
T,S, se fixarmos uma base temos que x, e X, pertencem ao plano tangente, podemos entao
definir um vetor normal unitario em cada ponto ¢ € x(U), onde p = x(q) da seguinte forma,

Xy N\ Xy

N(p) ().

a Xy A Xy

Exemplo 2.0.13 (Plano tangente e vetor normal na esfera). Como os vetores x,, e x,, sdo veto-
res linearmente independentes, o plano 7,5? € R? é gerado por x,, e x, Uma parametrizacao
da esfera é dada por:

x(u,v) = (u,v,v* +v?), (u,v) € R?,

portanto, o plano tangente a S? em (u,v) é definido por:

x, = (1,0,2u) x, = (0,1,20).

Usando a expressao encontrada anteriormente para o vetor normal, obtemos:

(—2u, —2v,1)

Nu,v) = 4u? 402 +1

Figura 2.4: Vetor normal da esfera

Criada pelo autor.

Primeira forma fundamental

Queremos cada vez mais ferramentas que estejam ligadas diretamente a superficie e ndo ao
espaco do R?. Talvez a estrutura mais importante associada a uma superficie seja a primeira
forma fundamental. A superficie S C R3 herda o produto interno natural de R?, dado que se
wy,wy € T,S C R3, o produto interno induzido em cada plano tangente 7,5, (indicado por
(', )p) é igual ao produto interno (wy,ws) como vetores de R?.

Esse produto interno é uma aplicacao bilinear e simétrica ja que (wy, wq), = (w2, w1),
e (wy,ws), é linear em w; e wq podemos entdo associar uma Unica forma quadrética I, :
T,S — R dada por:
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Definicao 2.0.14 (Primeira forma fundamental). A forma quadratica I, em 7,,S definida acima
é chamada, a primeira forma fundamental da superficie reqular S C R*> em p € S. OJ

Como uma parametrizacdo x(u,v) define uma base {x,,x,} para o plano tangente em
um ponto p, podemos expressar a primeira forma fundamental em tal base. Seja w um vetor
tangente a .S no ponto p, pela Prop. 2.0.7 existe uma curva a(t) = z(u(t),v(t)),t € (—¢,€)
com p = a(0) = x(up,vo) que w é vetor tangente. Tomando a primeira forma fundamental
de w obtemos:

I, (/(0)) = (/(0),/(0)),

= (x,u + x,v, x,u' + x,v >p
= (Xu, Xu),, (v )’ + 2 (xu, Xy), U0+ (X, Xy), (')
= E (W)’ + 2Fu'v + G (V')

com as funcdes calculadas em t =0, e

E(UO,’UO) = <XU7Xu>p7
F (UO,UO) - <XU7X'U>p7
G (UO, UO) - <X’U7 X’U>p .

Aplicacao de Gauss

Definigao 2.0.15. Uma superficie reqular S é dita orientdvel se for possivel cobri-la com
uma familia de vizinhancas coordenadas de tal forma que se um ponto p € S pertence a
duas vizinhancas coordenadas desta familia, entdo a mudanca de coordenadas tem Jacobiano
positivo em p. A escolha de tal familia é chamada de orientacao de S, e S, neste caso,
é chamada de orientada. Se tal escolha nao for possivel, a superficie é chamada de nao
orientdvel. U

Deste momento em diante, S denotard uma superficie regular orientavel, em outras pa-
lavras temos que S admite um campo diferencidvel de vetores normais unitdrios em toda a
extensao de S, a escolha de um tal campo IV é dita orientacao de S.

Definicdo 2.0.16 (Aplicacdo de Gauss). Seja S C R3 uma superficie com uma orientacao N.
A aplicacdo N : S — R? assume seus valores na esfera unitdria,

S*={(z,y,2) e Rz’ +¢y* + 2> =1}.
A aplicacdo N : S — S?, assim definida, é chamada de aplicacdo de Gauss de S. U

A aplicacdo de Gauss é usada para calcular a variacao do vetor normal restrito a uma
curva. Temos que a aplicacdo de Gauss é diferencidvel e que a diferencial dN, de N em
p € S é uma aplicacdo linear de T,S em Ty, S?. Visto que T,S e T S? sdo os mesmo
espacos vetoriais, d/V,, pode ser vista como uma aplicagdo linear em 7,,S.

A aplicagao dN,, : T,,(S) — T,(S) opera da sequinte forma, para cada curva parametrizada
a(t) em S, com «(0) = p, restringimos o vetor N a curva «(t) tomando em consideracao a
curva parametrizada N o a(t) = N(t) na esfera S?. Dessa forma, o vetor tangente N’(0) =
dN,(/(0)) é um vetor de T,,S, que mede a taxa de variagdo do vetor normal N restrito a curva
a(t), em t = 0. Deste modo, dN, mede o quanto N se afasta de N(p) em uma vizinhanca
de p.
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Definigao 2.0.17 (Curvatura normal). Seja C' uma curva reqular em S passando por p € S,
k a curvatura de C' em p, e cos@ = (n, N), onde n é o vetor normal para C' e N é o vetor
normal para S em p. O nlmero k,, = kcosf é entao chamado de curvatura normal de C' C S
em p. 0

Definicao 2.0.18. A curvatura normal méxima k; e a curvatura normal minima ky sdo cha-
madas de curvaturas principais em p. As direcdes correspondentes, isto é, as direcdes dadas
pelos autovetores e, e, sdo chamadas direcoes principais em p. 0

Curvatura Gaussiana e curvatura média

Definicdo 2.0.19. Seja p € S e seja dN,, : T,(S) — T,(S) seja o diferencial do mapa de
Gauss. O determinante de dN,, é a curvatura gaussiana K de S em p. O negativo da metade
do trago de dN, é chamado de curvatura média H de S em p. Em termos das curvaturas
principais podemos escrever:

ki + ko

K=tk H==17.

Exemplo 2.0.20 (Curvatura gaussiana e média - cilindro).

kit k 140 1
22

K=kky=1-0=0, H

Exemplo 2.0.21 (Curvatura gaussiana e média - esfera).

kiR 141

K:klkzzl'lzl, H = 1
2 2

A aplicacao de Gauss em coordenadas locais

Esta secdo tem como finalidade obter expressoes para o calculo da sequnda forma fundamental
e da diferencial da aplicacdo de gauss com o uso de coordenadas locais. Deste modo teremos
um método sistemdtico para o calculo de exemplos mais complexos que dificilmente seriam
resolvidos com o uso direto da definicao.

Seja o = x(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, de modo que «(0) = p. Para
simplificar a notacdo, todas as funcdes abaixo serdo calculadas no ponto p, mas esse ficara
oculto.

Dado p, o vetor tangente a «(t) em p é o/x,u’ + x,0" assim:

dN (/) = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + N
Xu € Xy sdo base de T,S, como N, e N, pertencem a 7,5, podemos escrever:
Ny = anx, + a2nXy,

22)
N, = a19x,, + a22X,.

dessa forma,
dN (Oé/) = (allu' + algv/) Xu + (Clzlul + QQQU,) Xu,
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portanto,
U,I aip Qa2 Ul
dN( , ) _ ( .
v 21 Q22 v

Com isso, temos que na base {x,,x,}, dN é dada pela matriz a;;,7,j = 1, 2.
Observagdo: A matriz a;; s6 é simétrica se {x,,X,} for uma base ortonormal.
Ja a segunda forma fundamental na base {x,,x,} é dada por:

I1,(a/) = —(dN ('), @) = — (N + N’ , x0 + x,0") = e (') + 2fu'v' + g (V).

Como temos (N, x,) = (N, x,) =0,

e=—(Ny,xy) = (N, Xpu) ,
f = - <Nvaxu> = <N7 Xuv) = <Na Xvu> = = <Nu7Xv>a
g=—(Ny,Xy) = (N, Xp) -

Os termos e, f e g sao chamados de coeficientes da sequnda forma fundamental.
A partir da equacao 2.2 obtemos,

—f = <Nu,XU) = CL11F -+ a21G,

—f = (Ny,Xy) = a12E + axF, (23)
—€ = <Nu,Xu) = CLHE + aglF, ’
—g = (Ny, Xy) = a12F + agG.

onde E,F e G sédo coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,x,}. As
relacdes 2.3 podem ser expressas como matrizes por:

IINEEI
f g ) \lan axp F G )’

donde,
ain an \ _ (e f E F\'
aiz ax ) f g F G '
_[a b a1 d —b _
Sabemos que se A = ( e d ) entdo, A7" = R ( e a > desde que ad —be # 0
entao:

(or )= D mom (5 %)
aip azm ) f 9 ) EG-—F2\ -F FE '

Obtemos dal os valores de a;; em termos dos coeficientes da primeira e segunda forma
fundamental

fF —eG
ey
0, = I 1C
EG — F?’
el — fE
= EG -
JEF —gE

a2 = pa
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Pela definicao 2.0.19 e da Eq.2.2, temos imediatamente o valor da curvatura gaussiana,

K= det(aij)

~u(-(5 ) sem (5 %))

G F

_ e f GE —F2  GE — F?
GE - F?2 GE — F?

1
_ _r2

—9— I pa_p
_ eg— f?

T EG-F?

Decorre do fato que —ky, —ky sdo autovalores de dN que k; e ko satisfazem,
dN(v) = —kv = —klv  para algum v € T,(S),v # 0.

Onde I é a matriz identidade. Sendo assim, temos que a aplicacdo linear dN + kI é néo
invertivel; sendo assim, possui determinante igual a zero,

a1l + k 12
det -
© ( 921 922 + k ) O’

ou,
E* 4 k (a1 + ag) + ayiags — azas = 0.

Sabemos que k; e ky sdo as ralzes da equacdo acima e concluimos que:

1 1 1eG —2fF + gE
HZE(k1+k2):—§(a11+agg):§ EG—F2 s

donde,
k> —2Hk+ K =0.

Dessa forma,

k=H+VvVH?-K.

Algumas classes de superficies

As superficies requlares se dividem em classes, alguns casos sdo: superficies de revolucao,
superficies regradas, superficies focais, superficies minimas, entre outras. Nesse capitulo
teremos como foco as superficies de curvatura média constante, entre elas as minimas. Sera
apresentado alguns exemplos. Em verdade, é facil mostrar se uma certa superficie é de fato
min{ma ou ndo, entretanto encontrar tais superficies é uma tarefa drdua e por isso classifica-
las é de extrema importancia.

Superficies de revolugao

Dada uma curva C' rotacionando ela em torno de um eixo que ndo encontra a curva podemos

obter superficies, vamos tomar a curva no plano zy e o eixo de rotacdo como sendo o eixo z.
Tome
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ngp(v)v Z:w(v)> a<v<b, SD(U)>O

como sendo uma parametrizacao para a curva C' e 0 < u < 27 como sendo o angulo de
rotacdo, assim obtemos a aplicacao

X(u,v) = (p(v) cos(u), p(v) sen(u), 1 (v))

de um aberto U = {(u,v) € R*}0 < u < 2m,a < v < b em S. Tais superficies sao
chamadas de superficies de revolucao.

Os coeficientes da primeira forma fundamental sdo dados por:

Se supormos que C' estd parametrizada pelo comprimento de arco teremos G =1,

assim os coeficientes da segunda forma fundamental sao:

e=—pY, f=0, g=v'¢" —¢"¢

Conseguimos calcular as curvaturas gaussiana e média, além disso, utilizando o fato que
o' = —1'yp" podemos simplificar a curvatura gaussiana.

o YWY -9 ¢ CH= —p + (" — ")

1
@ @ 2 ®

Exemplo 2.0.22 (Pseudoesfera). A pseudoesfera é uma superficie que se destaca por sua
curvatura constante negativa. Esta notdvel superficie fot introduzida por Eugenio Beltrami no
século XIX como uma solucdo para as equacoes diferenciais que descrevem superficies com
curvatura gaussiana constante e igual a -1.

Obtida pela rotacdo da tractriz, dada por a(t) = (sen(t),cos(t) + log tan %)

A rotagao da tractriz em torno do eixo z, é dada por:
X(u,v) = <sen(u) cos(v), sen(u) sen(v), log tang + cos(u)) , O<p< g, 0<wv<2m

A superficie gerada pela rotacdao da tractriz é reqular, pois é uma rotacdo de uma curva
regular que ndo intersecta o eixo.
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Figura 2.5: Tractriz Figura 2.6: Pseudoesfera

Superficies de curvatura média constante (CMC)

Uma superficie com curvatura média constante é uma superficie tridimensional cuja curvatura

7

média (H) é constante em todos os pontos. A curvatura média é uma medida da curvatura
total de uma superficie em um ponto especifico e é calculada como a média das curvaturas
principais naquele ponto. Uma superficie com curvatura média constante pode aparecer de
varias maneiras, dependendo do valor da constante de curvatura média. Alguns exemplos
notdveis incluem:

Exemplo 2.0.23 (Cilindro). O cilindro vertical centrado no eixo z,
x? 4 y2 — 17
admite parametrizagao:

X(u,v) = (cosu,sinu,v), 0<u<2m, —00<v<O00

Para encontrarmos a primeira forma fundamental, precisamos encontrar:
X, = (=sinu,cosu,0); X, =(0,0,1);
Xuuw = (—cosu, —sinu,0); X, = X, = (0,0,0).
e dat:

E=(X,X,)=sinu+cosu=1, F=(X,X,)=0, G=(X,,X,)=1.

i ik
Xy AX,=]| —sinu cosu 0 | = (cosu,sinu,0)
0 0 1
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E a norma desse vetor é ||(cosu,sinu,0)|| = 1. Portanto, o vetor normal IN é:
cos u, sinu, 0)
1

Vamos calcular os coeficientes da segunda forma fundamental:
Os coeficientes da segunda forma fundamental do cilindro X(u,v) = (cosu, sinu, v) sdo:

N

= (cosu,sinu,0)

e = (N, Xy,) = {(cosu,sinu, 0), (— cosu, —sinu, 0)) = —cos® u — sin®u = —1
f=(N,xu) = ((cosu,sinu,0),(0,0,0)) =0
g = (N, Xy,) = ((cosu,sinu,0),(0,0,0)) =0

—1-0-0?2 1-1-1-20-0+0-1_ -1

K=——7—=0 H=
1-1-02 2 1-1-02 2

Figura 2.7: Cilindro

Criada pelo autor.

Exemplo 2.0.24 (Esfera). Como os vetores x,, e x,, sao vetores linearmente independentes, o
plano T,,S% € R? é gerado por x, e x, Uma parametrizacao da esfera é dada por:

x(u,v) = (u,v,u* +v%), (u,v) € R?,

portanto, o plano tangente a S? em (u,v) é definido por:

x, = (1,0,2u) x, = (0,1,2v).
Usando a expressdo encontrada anteriormente para o vetor normal, obtemos:
—2u, —2v, 1)

N(u,v) = (
’ du2 + 42 +1

Figura 2.8: Esfera

Criada pelo autor.
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Utilizando a simetria da esfera, notamos que dado um ponto e uma direcao temos sempre

um grande circulo e como se sabe uma circunferéncia tem curvatura igual a —, dessa forma:
r

11
111 Ckitk T r 1
ror N

r2’ 2 2 r

Superficies minimas

O Problema de Plateau, assim denominado em homenagem ao fisico belga Joseph Plateau,
é um desafio matemdtico fundamental que consiste em encontrar a superficie de menor area
que limita uma curva predefinida. Plateau conduziu experimentos pioneiros com peliculas
de sabdo para estudar essas superficies minimas. Em tais experimentos, ao mergulhar um
contorno de arame em uma solucao de dqua e sabdo, a pelicula de sabdo resultante forma a
superficte m{inima que delimita o contorno.

Matematicamente, uma superficite minima é definida como um ponto critico do funcional
de drea. Isso implica que, se a superficie for alterada infinitesimalmente, a drea da superficie
aumentara ou permanecerd constante. Além dessa definicdo, outras abordagens, como uma
definicdo geométrica baseada em curvatura média nula, ou uma relacionada a menor area
entre todas as superficies que limitam a mesma curva, sdo igualmente vdlidas.

Exemplos notdveis de superficies minimas incluem a catenoide, obtido pela rotacdo de
uma catendria em torno de seu eixo, e o helicoide, formado pela rotacdo de uma hélice. Estas
superficies ilustram a diversidade e complexidade das solugdes para o Problema de Plateau.

Definicao 2.0.25 (Superficies Minimas). Uma parametrizacao é dita minima se a curvatura
média é identicamente nula. Uma superficie é dita minima se cada uma de suas parametri-
zacoes é m{nima. U

Atualmente temos conhecimento de diversas superficies minimas, o exemplo mais simples
é o plano. Meusnieer descobriu em 1776 que a catenoide e o helicoide faziam parte dessa
categoria. As proximas superficies foram descobertas por Sherck. Alfred Enneper também
descobriu uma superficie minima que leva seu nome. Outras superficies minimas foram des-
cobertas por H. A. Schwarz e B. Riemann, sequidos de K. Weierstrass, e mais recente em
1982, Celso José da Costa descobriu a superficie que também leva seu nome [5].

Exemplo 2.0.26 (Plano). O plano pode ser parametrizado por,

X(u,v) = (u,v,0)
Dessa forma, temos,

X, =(1,0,0); X, =1(0,1,0); X, =Xu =X, =(0,0,0).
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Figura 2.9: Plano

Criada pelo autor.

O vetor normal pode ser facilmente calculado em cada ponto ¢ € X(U), onde p = X(q)

da seguinte forma,

Xy A Xy

N(p) = m(cﬁ-

Como resultado obtemos o mesmo vetor normal para todo ponto, logo N = (0,0, 1)

Como,
e = <N, qu> E = <Xuaxu>>
f= <N7 Xuv> F = <XU7XU>7
g=(N,xp) G=(Xp,;Xp).
Obtemos:

Podemos agora calcular as curvaturas gaussiana e média.

16G—2fF—|—gE_O
2 EG-F?2

eg — f?
K=—"J1 __0o H=
EG—F2

Exemplo 2.0.27 (Catenoide). A catenoide é gerado pela rotacdo de uma catendria em torno
de um eixo, evidenciando sua natureza minimal através da equacao paramétrica:

X(u,v) = (acosh(v) cosu, acosh(v)sen(v),av) 0<u<2m, —00<v <00
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Figura 2.10: Catenoide

Criada pelo autor.

Exemplo 2.0.28 (Helicoide). O helicoide é dado pela parametrizacao:

X(u,v) = (asenh(v) cosu, asenh(v)sen(v),av) 0<u<2m, —00<v <00

Um fato curioso é que o helicoide é a Unica superficie regrada, exceto o plano que é
minima.

Figura 2.11: Helicoide

Criada pelo autor.

Exemplo 2.0.29 (Superficie de Enneper).
3 3
X(u,v) = (u— % +uv? v — % + vu?, u? —v2>

X, = (1 —u? + % 2uw, 2u) , X, = (2uv, 1 — 0% +u?, —21)) ,
Xuw = (1 =2u,2u,2), X, = (2u,—2v,-2), X, = (1+ 2v,2u,0),
E:(1+u2+v2)2, F:O,2 G:<1+u2+1}2)2.

Podemos calcular o vetor normal:

=T (2201 ()
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Os coeficientes da sequnda forma fundamental sao,
e=2, f=0, g=-2
Assim temos
eg—f* 4

K = - _
EG — F? (14 u?+v2)*

g LeG—2fF+gB 1 2(14u2+0v2)? —2(1+u? +v?)°
2 EG-F2 2 (1+u? + v2)*

—

]

Figura 2.12: Superficie de Enneper

T
/
/

[

/Crlada pelo auto\rr.ﬁﬁ
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Capitulo 3
Superficies especiais

As superficies de Weingarten foram inicialmente propostas por Julius Weingarten por volta
de 1861, conforme referenciado em [19] e [18]. Desde entdo, essas superficies tém sido objeto
de estudo por diversos pesquisadores como Rosenberg e Sa Earp, em [15]. Esse capitulo
planeja apresentar essas superficies além dos resultados obtidos por Rosenberg e Sa Earp,
buscando uma compreensdo geométrica de tais superficies.

Definigao 3.0.1 (Superficie de Weingarten). Dizemos que uma superficie é de Weingarten
se sua curvatura média H estd conectada com sua curvatura gaussiana K por uma relagao
funcional:

F(H, K) = 0.

Figura 3.1: Pseudoesfera Figura 3.2: Trefoil knot Figura 3.3: Helicoide

Figura 3.4: Esfera Figura 3.5: Cilindro

Localmente, existem cinco classes principais de superficies Weingarten.
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Superficies de rotacdo;

Tubos em torno de uma curva onde uma das curvaturas principais é constante;

Superficies helicoidats;

e Superficies de curvatura gaussiana K constante;

Superficies de curvatura média H constante.

Claro, esta lista estd incompleta. Superficies Weingarten requlares e fechadas nao séo
dificeis de obter colando pedacos de superficies listados acima [17].

A vasta gama de possibilidades na criagao de superficies de Weingarten motiva a analise
de casos particulares. Com base nos estudos de Harold Rosenberg e Ricardo Sa Earp [15]
que estudaram as chamadas superficies especiais, temos uma restricao especifica no amplo
espectro de configuracdes possiveis. Notavelmente, ao se debrugarem sobre esses casos
especiais, Rosenberg e Sa Earp demonstraram que os fundamentos da teoria de Meeks [13]
e Korevaar, Kusner e Solomon [10]continuam aplicaveis.

Os resultados de Korevarr, Kusner e Solomon podem ser combinados com o trabalho de
Meeks da seguinte forma:

Teorema 3.0.2 (Resultado Meeks, Korevarr, Kusner e Solomon [13] [10]). Seja M uma su-
perficie completa, ndo compacta e propriamente mergulhada em R® com curvatura média
constante ndo nula. Suponha que M seja finitamente conexa. Entdo, as extremidades de
M séo limitadas cilindricamente. Além disso, para cada extremidade E de M, existe uma
superficie de Delaunay X C R? tal que E e X podem ser expressas como graficos cil{ndricos
pe e px de modo que, tendendo ao infinito, |pr — ps| < Ce ™% onde C' > 0 e A > 0 sdo
constantes.

Em particular, ao analisarmos as superficies especiais, concluiremos que essas apresentam
fins limitados por um cilindro. Esta caracteristica distintiva limita as possibilidades, o que
nos permitird utilizar as técnicas utilizadas pelo Manfredo e Barbosa 3],

Definicdo 3.0.3 (Superficie especial). Consideraremos superficies ¥ mergulhadas em R3,
orientadas e cuja curvatura média H e a curvatura gaussiana K, satisfazem uma relacao
de Weingarten da forma H = f(H? — K) onde f é uma funcdo C" definida no intervalo
[0, +00].

Consideraremos em especial as fungoes que satisfazem a seguinte relagao

4t (f'(1)° < 1,

para t € [0,+00). Dizemos que f é eliptica. Definimos ¥ como sendo especial se H e K
satisfazem a relacdo de Weingarten para f eliptica. O

Podemos dividir tais superficies em duas classes:

e Se existe um plano na classe de f, ou seja, f(0) = 0, entdo a teoria é do “tipo minimo"

e Se houver uma esfera na classe de f, ou seja, f(0) # 0, entdo a teoria é do "tipo CMC"
com curvatura média ndo nula.
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Definicao 3.0.4 (Superficie Weingarten especial do tipo minimo). Dizemos que uma superficie
orientada imersa conexa ¥ é uma superficie de Weingarten especial em R? se a curvatura
média H e a curvatura Gaussiana K satisfazem uma relacao de Weingarten da forma H =
f(H? — K), onde f € C°([0,4+00)) N C((0, +00)) satisfazendo':

f(0=0) e 4t(f'(t))* < 1 para todo t € (0, +00),
f é ndo negativa,
f é Lipschitz em t = 0,
lim inf,_,o+ 4¢ (f/(2))* < 1,
limsup,_, . 4t (f'(t))* < 1
O

Nas duas teorias temos que a elipticidade da funcao f garante que X satisfaca um
principio de maximo.

Suponha que X seja uma hipersuperficie compacta e imersa em R™%!, com sua fronteira
0% ndo vazia e contida em um hiperplano geodésico P. Se S,;; for uma constante positiva
ndo nula em 3, entdo podemos determinar que a distancia maxima de um ponto de ¥ até P é
2/[—[:4(17"“) em R™! Agora, exploraremos um resultado semelhante para algumas superficies
elipticas em R3,

Teorema 3.0.5 ([15] Teorema 2.1). Seja ¥ uma superficie mergulhada em R ¥ compacta,
0% # () e 9% contidos no plano P = {x3 = 0}. Suponha que ¥ satisfaca H = f (H? — K)
com f eliptico. Se A é uma constante positiva tal que f > Aem X, ese f/ (1 —2ff) > 0em
¥, entdo |z3] < 2/X em X. Em particular, se f/ > 0e F(F + X) > 0, entdo |z3] < 2/(f(0))
em X, onde F'=1/(2f") — f.

Estimativas de altura para uma superficie envolvem determinar a distancia vertical mdxima
ou elevacao da superficie a partir de um plano de referéncia, considerando certas restricoes
geométricas.

A investigacdo das estimativas de altura para superficies de curvatura média constante
tniciou-se com Serrin. Onde em [16] Serrin notou que uma superficie compacta de curvatura
média constante em R3, com curvatura H > 0 e fronteira planar, apresenta altura maxima de
= em relagdo ao plano. Utilizando a técnica de reflexao de Alexandrov, também se conclut
que uma superficie compacta de curvatura média constante com fronteira planar ndo pode
se estender além de % Vale ressaltar que essa estimativa é d6tima, pois é alcancada pelo
hemisfério de raio %

Isso permite utilizar as técnicas usadas no Teorema de Alexandrov B. O Teorema pode
ser estendido da sequinte forma,

Teorema 3.0.6. Seja F uma familia que satisfaz o principio de méximo e 3 € F uma superficie
compacta mergulhada em R3. Entdo X é uma esfera.

Usando a elipticidade obtemos algumas afirmagdes para ambos os tipos de superficies
especiats:

e Tipo minimo f(0) =0

A curvatura gaussiana K de X ndo é positiva;

"As condicbes sobre f ser Lipschitz e os liminf elimsup serdo necessdrias para a prova do Teorema do
tipo R. Schoen 4.0.11.
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Os zeros de K sao isolados;

Se ¥ for completo com K =0, entdo ¥ é um plano.
e Tipo CMC f(0) #0
O Teorema de Alexandrov é valido;

O Teorema de Hopf: Se X é fechada, imersa e de género zero entdao X é uma
esfera;

Se Y for completo com curvatura gaussiana zero entdo X é um cilindro reto;
Diversas vezes a condicdao aH +bK =1 é escrita da forma aH 4+ K = b, ambas maneiras
sdo equivalentes se b # 0. A representagao dependerd do caso a fim de simplificar a notacao.

Veremos que superficies ¥(a,b) mergulhadas que satisfazem aH + K = b sao de fato
superficies especiais quando a > 0,b > 0.

Proposicao 3.0.7. As superficies satisfazendo aH + K = b,a > 0,b > 0 sdo superficies
especiats.

Lema 3.0.8. H? — K é sempre ndo negativo

Demonstracdo:[Demonstracao do Lemal Seja k1 e ks as curvaturas principais de uma super-
ficie em um ponto. A curvatura média H é dada por:

_k’l—l-k'g
2

H

E a curvatura gaussiana K ¢ dada pelo produto das curvaturas principais:
K =Fk ko

Vamos agora mostrar que H* > K

2 4
k? + 2k ko + k3

o (k1 +k2)2 K+ 2k + K3

/{Z% — 2/{31]{32 + k% . (kl - k2)2

H? - K = — k1ky =
4 1 4 4
Da dltima igualdade temos H? — K > 0. [ ]
Demonstragao:

Suponha que X seja uma superficie imersa que satisfaca aH + K = b. Comecamos com
a equacao dada, aH + K =b.
b— K

a

Podemos rearranja-la para encontrar uma expressao para H =

Substituindo H na expressao a*(H? — K) temos,

2
a? ((b_K> _K> = (b—K)?—a’K =0 — 20K + K? — ’K = K* — (2b+ a®) K + 1
a

Dessa forma temos,

@’ (H* — K) = K* — (2b+a®) K +
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em .
Podemos encontrar as raizes do polindmio K? — (2b+ a?) K + b*. O polindmio é uma
equacdo quadrdtica na forma geral az®+ bz + ¢, onde a = 1,0 = — (2b+ a?), e ¢ = V*.

Assim, suas ralzes sao:

2b + a?® + Va* + 4ba?

P12 = 5 P < P2

Podemos concluir que 0 < p; e como K > H? seque que K > py ou K < p;

Agora suponha que haja algum ponto p € ¥ onde K (p) > po. Entdo 3 é compacto, como
aH =b— K <b—py; <0. Sendo ¥ compacta, entdo existe um ponto de > onde H > 0,
portanto a = 0 e i = b e consequentemente ¥ é uma esfera.

Portanto, podemos assumir K < p; em X.

Entdo aH = b— K > b—p; = (\/a4—|—4ba2—a2)/2 >0, e H > Xem X onde
A= (—a+ Va2 +4b) /2> 0.

Seja f(t) = (—a+ /a2 +4(b+1))/2, te]0,00). Entdo ¥ satisfaz H = f (H? — K),
e f é eliptico com f(0) > 0. Portanto, 3 é uma superficie especial.

De fato,

—a++/a®+4(b+ H? — K)
2
—a++/a*+4(aH + K + H? — K)
2
—a++/a? +4(aH + H?)
2
—a++/a®+4aH + AH?)
2
—a++/(2H + a)?
2
—a+2H +a
2

- ) -

_2H
)
- H

Derivando a funcao obtemos,

(a+a>+4(b+t) 1
2 = f) = a+4(b+1)

ft) =

Assim,
4t

M2 =
PO = armra <

Proposicao 3.0.9. As superficies satisfazendo aH? + bH + cK = 1,a > 0,b > 0,¢ > 0 sdo
superficies especiais.

—b+ /0 +4(a+c)(ct +1)
2(a+c¢)

Demonstragdo: Seja f(t) =
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—b+ /0 +4(a+c)(c(H?— K)+ 1)

f(HQ_K): 2(a+c)
b4/ +4(a+c)(c(H? — K) 4+ aH? 4+ bH + cK)
B 2(a+c¢)
_ —b++/(2(a+)H +b)?
B 2(a+c¢)
_ 2(a+c)H
 2(a+ec)
=H
F'(t) -

T /P rdatolta)

Assim,

4tc?

pr— 1
Pt aat )l ta)

At(f'(1))”

Mostraremos que os fins de superficies do tipo CMC sdao limitadas cilindricamente, de
agora em diante A denotard um fim anelar.

Definigao 3.0.10. Um fim anular de ¥ é uma coroa circular mergulhada A em X que é
homeomorfa a S* x [0, 1), onde S* é um circulo. O

Teorema 3.0.11 (Fins especiais limitados cilindricamente [15] Teorema 3.1). Suponha que A
satisfaca H = f (H? — K), com f eliptica e f(0) > 0. Se A satisfaz as estimativas de altura,
entdo A é cilindricamente limitado.

Precisamos do sequinte lema:

Lema 3.0.12 (Lema de separacdo de planos [15] Lema 3.2). Seja A um anel mergulhado que
satisfaca H = f (H? — K), com f eliptica e f(0) > 0. Sejam Py, P, planos paralelos com
d (P, P2) > 2/f(0). Seja Q1 o meio espaco de R® — P que é disjunto de P, e defina Qo
semelhantemente. Entdo todos os componentes conexos de Q1N A ou Q2N A sdo compactos.

Demonstragdo:[Demonstracao do lema] Suponha, por contradicdo, que o lema seja falso. Isso
implica a existéncia de arcos ndo compactos préprios, denotados como oy C AN Q; e
as C AN Qs originados dos pontos x7 e xo respectivamente. Considere um arco o em A
conectando x; a x5 e defina 5 como a unido dos arcos «, a1 e ao.
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Figura 3.6: Lema de separacao de planos

Criada pelo autor.

A sequir, escolha um circulo C' em um plano P entre P, e P, a escolha de tal C' depende
de . Seja T' uma vizinhanca tubular de C' com raio 1/(f(0)). Certifique-se de que T" seja
disjunto de 3 e observe que o raio de C deve ser escolhido suficientemente grande para que
T seja merqulhado.

Agora, 3 estd em um dominio simplesmente conexo A em A. Por razdes topoldgicas,
A NT contém um disco embutido D com 9D C 9T, onde 0D representa um gerador de
7T1(8T)

Figura 3.7: Vizinhanga tubular

Criada pelo autor.

Considere o espaco de cobertura Riemanniano T de T, onde T = D? x R, e levante

D para um disco D C T. Certifique-se de que dD C dT e &D atue como um gerador de

m(dT). Em T, é possivel aproximar D do infinito em cada lado e tocé-lo com uma esfera

de raio 1/(f(0)). No entanto, isto contradiz o Principio do Méaximo, estabelecendo uma
contradicdo e provando assim o resultado.

|

Demonstragdo:[Demonstracao 3.0.11] Seja z,, € A escolhido de modo que |z,| — oo e

Zn/ |Tn| — a, como n — oo (@ é um vetor de eixo). Seja B uma bola de raio maior que
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2/(f(0)) tal que 0A C B.

Seja P um plano disjunto de B e paralelo ao eixo a. Sejam P(e) planos inclinados
com BN P(e) =0, e P(¢) — P quando ¢ — 0. Como os pontos z,, € A tém a propriedade
que dist (x,, P(¢)) — oo quando n — 00, o lema da separacdo de planos e a estimativas de
altura implicam que todas as componentes conexas de A que estdo acima de P(g) (ou seja, no
lado de P(e) disjunto de B ) sdo compactos. Novamente, pelas estimativas de altura, esses
componentes compactos (acima de P(g) ) estdo a uma distancia limitada de P(e). Deixando
e — 0, concluimos que os componentes também estdo a uma distancia uniformemente limitada
de P. Portanto, movendo P para cima nesta altura fixa, conclulimos que A estd inteiramente
abaixo do P transladado. |

Rosenberg e Earp em [15] também estudaram as superficies de revolucdo com a seguinte
propriedade X(a,b) = {X]2aH + K = b em X}.
Note que se b # 0 entdo 2aH + K = b é equivalente a condicdo aH + bK =1

Definicao 3.0.13 (Superficie paralela). Denotamos por ¥ = X+ AN uma superficie paralela
a X, onde N é o campo vetorial normal unitario. U

Teorema 3.0.14 ([15] Secdo IV). As superficies ¥(a, b) sao superficies paralelas as superficies
de curvatura media constante mergulhadas (minima quando b = 0).

Como as superficies ¥(a,b) sao paralelas as superficies imersas com curvatura média
constante (sendo minima quando b = 0), podemos analisar as superficies que sdo paralelas
as superficies de Delaunay, chamaremos essas superficies de superficies do tipo Delaunauy.

Precisamente, se H é constante e se a curvatura Gaussiana de X é limitada infertormente,
entdo X estd mergulhado para A suficientemente pequeno, para detalhes consulte [0]

Figura 3.8: Superficie paralela — Cilindro

Como esperado, as paralelas a geratriz do cilindro sdao retas e, portanto, a superficie
paralela é um cilindro.
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Figura 3.9: Superficie paralela — Onduloide 1

/‘W—\
W
/W-—\_

_/\/\/\

No onduloide temos que para A suficlentemente pequenos a curva paralela tem uma
estrutura parecida, entretanto quando A aumenta notamos auto-intersecdo, e, portanto, a
superficie deixa de ser mergulhada.

Figura 3.10: Superficie paralela — Onduloide 2
_— T s e
— T e T
— T~ T~ T

Figura 3.11: Superficie paralela — Onduloide 3
——_

Note que quanto maior a excentricidade da elipse que gera o onduloide menor o A que
faz a curva paralela ter auto-intersecao. Consulte A para mais informacoes sobre o onduloide.

Mostremos que uma superficie ¥(a,b) arbitraria é especial para a > 0,b > 0. Basta
tomar f(t) = —a + va®> + b+ t. Observe que H nunca é zero em X(a,b).
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f(H—K)=-a+Va®+b+H>— K
=—a+Va?+20H+ K+ H? - K
= —a+ Va2 + 2aH + H?

=—a++/(H+a)
=—a+H+a
=H

Verifiquemos que f é eliptica.

fO) = —a+Va>+b+t= f(t) = m

/ 2 1 t
) _4t4(a2+b+t) T@rbt
Portanto concluimos que X(a, b) é especial.

Se Y(a,b) é uma superficie paralela a uma superficie ¥(a,b) ( A pequeno o suficiente)
coma > 0eb >0, entdo ¥ preserva o tipo minimo se b = 0 e o tipo de curvatura média
constante (diferente de zero) se b # 0.

Se fizermos

Assim,
1.

2a 1
a/_i’ﬁ_g

podemos assumir que X satisfaz aH + K = 1. Tomando A = (—a +Va? —|—4b) /2 e seja
¥(—t) a superficie paralela a ¥ obtida indo —¢ ao longo dos normats.
Entdo X tem curvatura média constante

1
Va2 +48

Como 1—2HA+A\?K # 0 para (—a +va?+ 4b) /2 < A < 0. Todas as superficies paralelas
Y no intervalo mencionado estdo imersas e delimitam imersées de um dominio em R? que
constitui uma das componentes de R3 — 3. Assim, a reflexdo de Alexandrov se aplica a cada
Y entdo utilizando a teoria de Korevaar, Kusner e Solomon [10] cada um de seus fins anelares
converge exponencialmente para um fim paralelo de uma superficie de Delaunay.

> =
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Capitulo 4

Resultado principal

E fundamental estabelecer o Teorema que originou a ideia desse trabalho. Esse resultado foi
provado por Jodo Lucas Barbosa e Manfredo Perdigdo do Carmo [3], onde estabelecem que:

Teorema 4.0.1 ([3] Teorema 1.1 & Proposicao 4.1). Seja ¥ uma superficie algébrica reqular
em R3. Suponha que tenha curvatura média constante H # 0. Entdo X é uma esfera ou um
cilindro. Para o caso H = 0 a unica possibilidade é o plano.

Figura 4.1: Diagrama Teorema 4.0.1

Delimitado
cilindricamente e

com aproximagao pr—>

exponencial

v

Completa, ndo
compacta, mergulhada
e com H > 0 constante

Compacta N&o compacta

Superficie algebrica regular
em R3 com H=constante

Curvatura total
finita

Criada pelo autor.

As superficies de Weigarten do tipo linear sdo uma extensao natural das superficies de
curvatura constante.

Teorema 4.0.2. Seja ¥ uma superficie algébrica reqular em R3. Suponha que X seja uma
Weingarten especial e satisfaca aH + K = b, a > 0,b > 0. Entdo X é uma esfera ou um
cilindro.

Antes de provarmos o Teorema precisamos de mais algumas ferramentas para entendermos
a estrutura das superficies.

Teorema 4.0.3 (Rigidez da esfera [5] Capitulo 5). Seja ¥ uma superficie reqular, conexa e
compacta com curvatura Gaussiana constante K. Entao S é uma esfera.
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Teorema 4.0.4 (Bezout [8] Secdo 5.3). Sejam C} e D; sao curvas de grau m e n sem com-
ponentes em comum entao:
Z Ip(C, D) =m-n.
PeCND
Onde Y pconp Ip(C, D) representa a quantidade de vezes que a curva C e C; se intersec-
tam.

Proposicao 4.0.5 (4] Proposicao 1). Considere ¥ uma superficie algébrica regular em R3.
Suponha que ¥ seja completa e ndo compacta. Nesse caso, a curvatura total de X é finita.
De maneira mais precisa,

/ |K]dS. < 4rC(d),
b))

onde K é a curvatura gaussiana de X e C(d) é uma constante que depende exclusivamente
do grau d do polinémio que define .

Demonstracdo: Seja g : ¥ — S?(1) o mapa de Gauss de X. A curvatura de Gauss é
conhecida como K = det(dg), onde dg representa o diferencial do mapa g.

Os casos em que X é um plano ou é um cilindro sdo imediatos, em ambos o0s casos temos
que a curvatura gaussiana é identicamente nula, logo é claro que a curvatura total de X é
finita.

Defina X* como o conjunto de pontos em £ onde K # (. Estamos focando na regido da
superficie onde a curvatura é significativa e, portanto, ird contribuir com o valor da integral.

Assim, restrito a ¥*, g é um difeomorfismo local. Isso significa que para cada ponto m
em Y*, existe uma vizinhanca em ¥* e uma vizinhanca correspondente em S%(1) tal que g
estabelece uma correspondéncia um a um de maneira suave e bijectiva entre essas vizinhancas.

Isso significa que, dados q € g(X*) e m, € {g7'(¢)},« pertencente a um conjunto de
(ndices A, existem vizinhancas U de ¢ e V, de m, tais que, para cada «, g mapeia V,
difeomorficamente em U. De fato, g restrito a ¥* é uma cobertura de N (3*) sem pontos de
ramificacao.

Isso é fundamental para garantir a continuidade e suavidade das operacdes realizadas
na prova da proposicdo, contribuindo para estabelecer uma estrutura local bem definida na

regido de X*.
/|K|dE:/ |K|dX%
b DR

Uma vez que
o Teorema fica provado se mostrarmos que a cobertura mencionada possui apenas um nimero
finito de folhas.

Agora, considere um plano P que passa pela origem de R3, e sobre P, estabeleca uma
base ortonormal {ej,es}. Entdo, existe um ponto m pertencente a 3 tal que, a menos de
translacées temos, P = T,,(X) se e somente se

Vp

——(m) L P,
!Vpl( )

0 que é equivalente ao sistema de equacdes:

é_;(m)ael :07
|g—i'(m),eg =0
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<—”( ), e > = (. Esta equacdo implica que o vetor gradiente normalizado de p em

ortogonal ao vetor unitario e; na base do plano P.

. <‘§—;(m),eg> = 0. Esta equacdo significa que o vetor gradiente normalizado de p em

é também ortogonal ao vetor unitdrio ey da base do plano P.

Assim, quando ambos esses produtos internos sao nulos, o vetor gradiente normalizado
aponta em uma direcao perpendicular ao plano P, indicando que P é um plano paralelo ao
tangente da superficie no ponto m.

Defina e; = > a;U; e es = > b;U;, onde Uy = (1,0,0), Uy = (0,1,0), e U3 = (0,0,1)
compdem a base canbnica de R3. Com a garantia de que |Vp| # 0, o sistema assume a forma

Pza1 + pyas + p.az =0
pmbl +pyb2 + pzb3 =0

onde a;, b;,i = 1,2,3 sdo niimeros reais.

Cada equacao neste sistema descreve uma superficie algébrica no espaco tridimensional.
Definimos essas superficies como X; e X, associando-as aos coeficientes a; e b;, respecti-
vamente. A forma geral de uma equacdo algébrica determina uma superficie, e as equacoes
acima estdo relacionadas aos coeficientes da base do plano P.

Suponha que o polinomio original p seja dado por:

d d—i

p(z,y, 2 Zz%azyzdlj

=0 7=0

onde os c¢_{ij} sdo coeficientes constantes, e d é o grau do polindémio p.

Na demonstracao, estamos interessados nas seguintes expressoes:

Quando falamos sobre o “grau maximo” que podemos atingir nessas combinagoes lineares,
estamos considerando a méxima poténcia de x, y, ou z que aparece em cada termo da
combinacdo. A expressao geral para cada termo da combinacdo ¢ da forma x'y?247"=J, logo
a maior poténcia é d e, portanto, os graus destas superficies sao < (d — 1), onde d é o grau
de p.

As superficies ¥; e X9, juntamente com a superficie original X, determinam pontos m € %
da seguinte maneira: X; intersecta X em uma curva Cj, para j = 1,2. Se a intersegdo
C1NCy contiver um ponto m € 3*, uma vez que K(m) # 0, tal intersecao serd (nica em uma
vizinhanca de m. Pelo Teorema de Bezout, o niimero total de intersecdes é limitado acima
por (d — 1)?, conforme desejado. Para cada intersecao temos uma cota de 47 pois é a drea
total de S%(1), a constante C(d) pode ser definida contando quantas intersecées teremos,
com isso fica provado o resultado. |

Dessa forma concluimos que toda superficie algébrica possut curvatura total finita. Apli-
cando o Teorema de Huber encontrado em [9], toda superficie de curvatura total finita possut
uma quantidade finita de fins. Podemos resumir no sequinte diagrama.

Algébrica = Curvatura total finita = Numero finito de fins.

Teorema 4.0.6 (Huber [9] Teorema 13). Se ¥ tem curvatura total finita, entdo ¥ é topologi-
camente finita, mais ainda, X2 é conformemente equivalente a X\ {p1,-- , px}, onde 3 é uma
superficie de Riemann compacta.
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O cilindro é uma superficie algébrica, que possui curvatura total finita e que é topologi-
camente uma esfera menos dois pontos. Observe que ndo conseguimos informagdes sobre a
caracter(stica de Euler da superficie.

Com isso estamos prontos para demonstrar o Teorema 4.0.2.
Demonstragdo:[Demonstracao do Teorema 4.0.2]

Podemos assumir que @ > 0, pois caso a = 0 terlamos que a equacao aH + K = b se
tornaria K = b e uma vez que a superficie é completa, pelo Teorema da Rigidez da Esfera
4.0.3, o Unico caso possivel é uma esfera.

Caso X seja compacta, temos pelo Teorema de Alexandrov B que ¥ é uma esfera, sendo
assim podemos considerar que X é ndo compacta.

Utilizando o Teorema de Huber 4.0.6, concluimos que ¥ possui topologia finita, ou seja,
3} é ndo compacta com um numero finito de fins.

Como as superficies do tipo aH{ + bK = 1 satisfazem uma estimativa de altura 3.0.5,
utilizando o Teorema 3.0.11, cada uma desses fins é limitado cilindricamente, portanto, deve
convergir para uma das trés superficies do tipo Delaunay. As paralelas ao onduloide, as
paralelas ao nodoide ou as paralelas do cilindro (que sao outros cilindros) A.

Figura 4.2: Onduloide Figura 4.3: Nodoide Figura 4.4: Cilindro

Como o nodoide possui auto-intersecdo o descartamos, pois sua superficie paralela nao
é uma superficie merqgulhada.

Sendo assim, temos duas opcdes para os fins, descartaremos o caso onde o fim é do tipo
onduloide:

Suponha que o fim E se aproxime do onduloide. Com um movimento rigido, podemos
considerar que o eixo de X é paralelo ao eixo y e intersecta o eixo z.

Figura 4.5: Infinitas intersecoes

Criada pelo autor.

Entdo, existe um 2 de z tal que a reta y — (0,y, z0) intersecta ¥ infinitas vezes. Como
E se aproxima de ¥ no infinito, a equacao algébrica p (0,y, z0) = 0 tem infinitas solugoes.
Isto é impossivel, j& que o Teorema de Bezout nos diz que temos no maximo o grau de p como
ralzes.

Sendo assim o fim X é assimptdtico um cilindro X..
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Afirmamos agora que E contém um conjunto aberto do cilindro ..

Por meio de um movimento rigido fazemos com que uma das retas do cilindro >, esteja
no eixo y. Assim, uma das curvas de interseccao de E com o plano z = 0 é uma curva 3 que
converge para o eixo y.

Se y for grande o suficiente, 5 é dado, por:

B(y) = (0,y, 2(v)),

onde z(y) é uma funcdo que satisfaz

lim z(y) =0

Y—0o0

Figura 4.6: Superficie convergindo para o cilindro

Criada pelo autor.

Como a curva 3 pertence ao fim F, temos:
p(0,y,2(y)) =0
Observe que o polindmio p pode ser escrito como
p(z,y,2) = anz" + an_12" . Farz +ag

onde ay = ag(x,y) é um polindmio em = e y de grau < n.
Como a aproximacdo é exponencial [15]

lim z(y) = ylgr;o Ce™ =0, A>0.

Y—00

Devido a um resultado estabelecido em cdlculo, podemos afirmar que, para qualquer
numero inteiro k, a seguinte expressao converge para zero a medida que y se aproxima do
infinito

lim y*e ™ =0
Y—00

Esse resultado é vélido para todos os inteiros k. Dessa forma, ao calcular o limite na
equacao p(0,y,2(y)) = 0 quando y tende ao infinito ao longo da curva 5, concluimos que
ap ¢ independente de y e assume o valor de zero. Isso implica que, para qualquer valor de
y, a equacao p(0,y,z) = 0 possui z = 0 como raiz, indicando que a reta y — (0,y,0) estd
contida em E.

Esse raciocinio é aplicdvel a qualquer reta de .. Consequentemente, um conjunto aberto
em E é, de fato, um cilindro.

Portanto, existe um conjunto aberto U em ¥ com a caracter{stica de que a curvatura
gaussiana K é identicamente nula em Y. Dado que X é analitico, K é nula em toda
superficie . Isso implica que ¥ é um cilindro. |
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Proposicao 4.0.7 ([15]). Se ¥ satisfaz H(z) = —aK(x),a > 0, entdo a superficie paralela
Y(—a) é minima.

Demonstragao:
De fato, como
_ H - )\K
H= A
1—2)\H + N2K
entao
—aK +aK B
1+2aH + a?K

Para ver que estd imerso, é necessdrio mostrar A = 1+ 2H (x)a + K (z)a* # 0.
Sabemos que H(x)? > K(z), substituindo temos, a®* K (x)?* > K(z). Portanto, se K (z) >
0 em um ponto de ¥, entdo K(y) > 1/a em ¥ e 3 é uma esfera, pois é compacta e eliptica.
Entdo suponha que K(z) <0 em X.
Dessa forma
2H(z)a = —2a°K (), A = 1 — a*K(7)

WV

1

e terminamos. |
Dessa forma podemos aplicar o sequinte Teorema:

Teorema 4.0.8 (Resultado do tipo Klotz-Osserman [1] Teorema 7). Seja ¥ uma superficie
especial de Weingarten do tipo eliptico em R3 satisfazendo H = f (H? — K). Suponhamos
que a sua curvatura K ndo mude de sinal.

1. Se X for completa e K > 0 em todos os pontos, entdo > é uma esfera totalmente
umbilica, um plano ou um cilindro circular reto.

2. Se ¥ for mergulhada e K < 0 em todos os pontos, entdo > é um cilindro circular reto
ou uma superficie de tipo minimo (ou seja, f(0) =0).

Queremos uma aproximacgao para as superficies do tipo mi{nimo, Schoen mostrou que as
superficles m{nimas possuem um comportamento assintético para cada fim a uma fungao da
forma:
airy | A2%2

+
r2 r2

Vi(z) = Blogr + ag + +0(r ),

Ele também relacionou o crescimento logaritmico de cada fim com a curvatura total finita.
Para o caso de superficies especiais do tipo minimo, precisaremos da seguinte definicdo:

Definicao 4.0.9 (Sequnda forma fundamental total finita). Dizemos que a segunda forma
fundamental total é finita, se a norma, |/I|, de uma superficie mergulhada ¥ em R?, é L? na
superficie, ou seja,

/ [IT°dA < oo.
P
O

Ter segunda forma fundamental total finita é mais forte que ter curvatura total finita White
provou em [20] que a primeira implica na sequnda e também que o mapa de Gauss se estende
continuamente até o infinito.

Em verdade, quando se tem a condicdo de elipticidade, ter curvatura total finita implica
em ter sequnda forma total finita.
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Proposicao 4.0.10 ([7] Lema 2). Seja 3 C R?® uma superficie de Weingarten do tipo m{nimo
completa que satisfaz a condicdo eliptica e com curvatura total finita; entdo tem sequnda
forma fundamental total finita.

Demonstracao:

Como a funcdo f é Lipschitziana em ¢ = 0 para c suficientemente pequeno. Isso implica
a existéncia de 6 > 0 e C' > 0 de modo que f(t) — f(0) < C(t — 0) para todo t € [0, ].
Tomando € < min {§/2,C~2/2}, podemos escolher 0 < c(e) < 1 tal que f(t) < c1v/t para
todos t € [0, €], e ¢(€) tende a 0 conforme € se aproxima de 0.

Dado que 4t (f'(t))* < 1 para todos t € R*elimsup,_,, . 4t (f'(t))* < 1, existe uma
constante c() < 1 tal que f(t) < f(e) — c(t)/e + c(f)V/t para todos t € [, +oc]. Por fim,
podemos escolher max{c(e),c(f)} < & < 1 de modo que f(t) < &/t para todo t € R{.

Seja E C ¥ um fim. Pelo Teorema de Huber 4.0.6 é conformemente equivalente a um
disco perfurado D* := D\{0}.

Entao,
H2A = /an(H2—<K)dA < 52/"(H2-<K)dA,
D+ H=f2(H2-K) Jp« ft)<evt Dx
assim,
(1 — 52) H?dA < —¢& KdA < +00;
D* Dx curvatura total finita

o que implica que

/UNMA<+m
>

[

Nessa proposicao a definicao dada por José M. Espinar e Héber Mesa em [/] se torna

crucial, a condicao da fungdo ser Lipschitz, nos permite limitar a sequnda forma total finita,
e por consequéncia conseqguimos entender o comportamento dos ends.

Teorema 4.0.11 (Resultado do tipo R. Schoen [14] Teorema 3.21). Seja ¥ C R3 uma superficie
de Weingarten especial completa de tipo minimo de sequnda forma fundamental total finita
e fins mergulhados. Entdo cada fim E; é o grafico de uma funcao 1; sobre o exterior de uma
regido limitada em algum plano II;. Além disso, se x1, x5 sdo as coordenadas em II;, entdo
a funcao 1); tem o sequinte comportamento assintético para r = \/x? + 23 suficientemente

grande
a;ry | Q222

Wi (x1,x0) = Blogr + ag + + 0 (7“_2) + o(log ),

r2 r2
onde f3,ag, a;, as sao constantes reais dependendo de i.

Teorema 4.0.12 (Resultado do tipo “half space’[6] Capitulo I). Seja ¥ uma superficie de tipo
minimo especial completa, conexa e imersa. Se X estiver contido em um meio espaco de R3,
entdo X é plano.

Teorema 4.0.13. A Unica superficie Weigarten especial do tipo minimo algébrica reqgular é o
plano

Demonstracdo: Seja ¥ uma superficie em R? que satisfaca as hipéteses. Como vimos, tal
superficie é finitamente conexa, ou seja, é uma superficie ndo compacta com um ntmero finito
de fins. Também sabemos que X estd mergulhada.
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Seja E um de seus fins. Parametricamente F pode ser descrito por um mapa z : D —
{O} = R3, onde D é um disco aberto de R? centrado na origem e O é a origem.

Podemos assumir, apds uma rotacao se necessario, que o mapa de Gauss, que se estende
até O, assume o valor (0,0,1) em O.

22

a1x
x3 (z1,70) = Blogr + ag + % + pen + 0 (r™?) + o(logr),

Quando 8 nao é igual a zero, a configuracdo assume uma estrutura semelhante a cate-
noide. Por outro lado, quando (8 é igual a zero, a configuracdo assume uma forma planar.
Especificamente, se 3 nao for igual a zero, a funcdo x3 aproxima-se assintoticamente do
grafico de logr; quando a é igual a zero, tende para o grafico de uma funcao constante,
denotada como ag.

Suponhamos que a configuracdo que E assuma é a estrutura catenoide. Considere a
curva « formada pela interseccao de E' com o plano x5 = 0 na regido onde z; > 0. Dado
que X é descrito pela equacdo p (1,9, x3) = 0, a curva « é algébrica e pode ser expressa
como p (z1,0,23) = 0. Esta curva deve ser assintética ao gréfico da funcao z3 = flogz;. No
entanto, este cendrio é considerado impossivel, pois a funcao log ndo pode ser aproximada
por polindmios. Consequentemente, > ndo pode possuir um fim semelhante a uma catenoide.

Como resultado, todos os fins de ¥ assumem o tipo planar e seu nimero é finito. Dado
que 3 é mergulhado, os planos assintéticos a 3 devem ser paralelos. Isto implica a existéncia
de dois planos paralelos tais que X esta incluldo na regiao que eles limitam. Ao empregar

o Teorema Half Space pode-se concluir que ¥ deve ser um plano.
[
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Capitulo 5

Conclusoes

Nesta dissertacao, nosso objetivo foi entender como se comporta a geometria das superficies
de Weingarten especiais. Utilizando a teoria de Meeks concluimos que os ends devem
ser cilindricamente limitados, com os estudos de Korevaar, Kusner e Solomon eles devem
se aproximar de superficies de Delaunay e por fim com o trabalho de Rosemberg e Earp
juntamente com Mesa e nos inspirando no trabalho de Barbosa e do Carmo chegamos aos
resultados:

Teorema: Seja X uma superficie algébrica reqular em R3. Suponha que ¥ seja uma
Weingarten especial e satisfaca aH + K =0, a > 0,0 > 0. Entdo X é uma esfera ou um
cilindro.

Teorema: A Unica superficie Weigarten especial do tipo minimo algébrica reqular é o
plano

Com os resultados provados e alguns exemplos, construimos o seguinte diagrama.

Figura 5.1: Diagrama de resultados

Namero finito de Delimitado Aprommars'e de
ends cilindricamente uma superficie
de Delaunay

Superficie algebrica regular
Weingarten especial em R3
satisfazendo:
aH+K=b

Compacta Néo compacta

Superficie algebrica regular
Weingarten especial do tipo
minimo

Fonte: Elaborada pelo autor.

O presente trabalho possibilitou o desenvolvimento e aprofundamento nos tépicos de
geometria diferencial, em especial em superficies de Weingarten. Finalmente, espero que
esta pesquisa ajude a inspirar outros estudiosos em suas pesquisas e que de alguma forma
eu contribua em seus conhecimentos.
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Apéndice A
Delaunay

Um roulette de Delaunay é o lugar geométrico de um dos focos de uma cdnica que rola sem
escorregar em uma reta. Ela pode ser classificado em trés casos: eliptica, parabdlica ou
hiperbélica, dependendo se a cnica é uma elipse, uma pardabola ou uma hipérbole.

Estaremos interessados naquelas que sao el{pticas j& que as parabdlicas sao catenoides
e as hiperbélicas sdo nodoides.

Teorema A.0.1 ([12] capitulo I). Uma curva plana descrita por um dos focos da elipse rolando
em uma reta sem escorregar, cria uma superficie de revolucao com curvatura média constante.

Além disso, qualquer superficie completa de revolucdo com curvatura média constante
pode ser obtida dessa forma.

Definicao A.0.2. A curva descrita pelo foco da elipse ao rolar na reta é chamada de curva
de Delaunay. A superficie de revolucdo gerada por essa curva é chamada de superficie de
Delaunay O

Figura A.1: Curva de Delaunay

Criada pelo autor.

A demonstracdo do teorema pode ser encontrada em [12], a ideia da demonstracao consiste
em primeiro mostrar que a curva de Delaunay gera uma superficie de revolugdo com curvatura
média constante, para isso é usado o lema:

Lema A.0.3 (HSIANG [12] capitulo Il). Se y = y(z), com y(z) > OVx € R, satisfaz a EDO.

dy
dx’

2
yr+1= ( —i—yd 2> , com ¢ e d constantes, sendo 3 =
¢ Y

entdo o grdfico de y = y(z) gera, por revolucdo em torno do eixo z, uma superficie com
curvatura média constante igual a d.
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Uma prova alternativa para o teorema de Delaunay pode ser encontrada em [21].

Como as curvas de Delaunay satisfazem os critérios da EDO, temos que as superficies
possuem curvatura média constante.

E por fim, com mais equacoes diferenciais se prova que toda superficie completa de
revolucdo com curvatura média constante é gerada por uma curva de Delaunay.

Alguns casos merecem atencao especial

e Circulo: Quando a elipse tem excentricidade 0, a curva de Delaunay é uma reta e a
superficie gerada é um cilindro.

Figura A2: Curva de Delaunay — Reta

Criada pelo autor.

e Reta: Quando a elipse tem excentricidade 1, a curva de Delaunay é um semictrculo e,
portanto, a superficie é uma esfera

Figura A.3: Curva de Delaunay — Aproximando de um semicirculo

Criada pelo autor.
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Apéndice B
Alexandrov

Teorema B.0.1 (Principio da tangéncia [12] capitulo lll). Considere S; e Sy como superficies
em R® com curvatura média constante H, e seja p € S; N Sy um ponto de tangéncia.

Se S; e Sy possuirem a mesma orientacdo em p, e Sy estiver acima de S; em uma
vizinhanca conexa V' de p, entdo Sy e Sy coincidirdo em V.

O principio da tangéncia para superficies com curvatura média constante também é vdlido
quando o ponto de tangéncia p estd no bordo.

Teorema B.0.2 (Alexandrov [12] capitulo Ill). Seja S uma superficie do R* mergulhada, conexa
e compacta com curvatura média H constante, entdo S é uma esfera.

Demonstragdo:[Demonstracao:]

Dado um plano, dizemos que a direcdo do plano é a direcao dada pelo vetor normal a
ele. Se mostrarmos que S satisfazendo as condicdes acima possut um plano de simetria em
cada direcao, ou seja, em qualquer direcdo existe um plano que S é invariante por reflexao,
teremos que S é uma esfera.

Tome P um plano em que toda a superficie se encontre em um dos subespacos e que seja
tangente a superficie em um ponto p. Mostremos que para a direcdo de P, a superficie S
tem um plano de simetria nessa direcdo, devemos mostrar que a superficie possut um plano
de simetria paralelo a P.

Agora, tomemos planos P, paralelos a P que interseccionam S, de tal maneira que a
reflexdo o refletido da parte que esteja entre os planos Py e P ainda caia dentro de S.

Dentre os Py escolhemos o plano F; como sendo o plano mais afastado de P, defina \5;
a parte da superficie entre P, e P e S; a reflexdo por P,

Dois casos podem acontecer:
e [Existe ponto de intersecao de S; com S, excluindo os do eixo de rotagao.

e Ndo existem tais pontos.
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Figura B.1: Caso 1

Adaptada de [12]

Figura B.2: Caso 2

Adaptada de [12]

Em qualquer um dos casos pode se aplicar o principio de tangéncia para se provar que
S; = S localmente. Com isso podemos mostrar que P; é um plano de simetria para S

De fato,

Denotemos por )*( a componente conexa de S; que contém o ponto p, e por X a parte de

S; da qual )*( é refletida.
Consideremos .
A={q €X | X=S em uma vizinhanca de ¢}

e observemos que A é ndo vazio (p € A), aberto e fechado em )*(

Como A é conexo, e A é ndo vazio, aberto e fechado em S, inferimos que A :)*(. E uma
vez que A C S, temos )*(C S.

Visto que XU )*( é uma superficie conexa e compacta (pois cada uma j& é conexa e

compacta), e como S é conexa e compacta, concluimos que XU )*(: S.

Assim, P, é um plano de simetria na direcao de P.

Finalmente, a escolha da direcdo inicial do plano P é arbitrdria. Assim mostramos que a
superficie S possui um plano de simetria em todas as direcoes, sendo o plano P mencionado
acima. Entdo S é uma esfera.

[
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