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RESUMO

Estudamos alguns invariantes relacionados a Conjectura de Green para o caso
onde a curva é singular, a saber: Indice de Clifford, dimensdo de Clifford, gonali-
dade, dimensdo de Scroll de um pencil, Cohomologia de Koszul e syzygies do mod-
elo candnico. Apresentamos alguns resultados que sdo generalizagdes de: (a) a carac-
terizacdo de curvas com dimensao de Clifford 2; (b) o Teorema de Enriques Babagge;

(c) a descricdo do ideal de uma curva canonica.

Palavras-chave: indice de Clifford; gonalidade; conjectura de Green.



ABSTRACT

We study some invariants related to Green’s Conjecture for the case the curve
is singular, namely: Clifford index, Clifford dimension, gonality, scrollar dimension
of a pencil, Koszul cohomoly and syzygies of the canonical model. We get results
generalizing: (a) the characterization of curves with Clifford dimension 2; (b) the

Enriques Babagge-Theorem; (c) the description of the ideal of a canonical curve.

Keywords: Clifford index; gonality; Green’s conjecture.
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Capitulo 1

Introducao

Seja C uma curva integral e completa sobre um corpo algebricamente fechado
de caracteristica arbitrdria. Primeiro, suponha que C é suave. No final do século XIX,
Max Noether provou em [36] um resultado celebrado estabelecendo que toda curva
candnica é projetivamente normal. De um ponto de vista intrinseco, a afirmacdo
pode ser posta nos seguintes termos: seja w o feixe dualizante de C e suponha que

esta é ndo-hiperelitica, entdo os morfismos naturais
Sym"H°(C,w) — H°(C,w") (1.1)

sdo sobrejetivos para todo n > 1. Consequentemente, pode-se computar a dimensao
do espago de qudadricas contendo a curva candnica como sendo (g —2)(g —3)/2
onde g é o seu género, que é uma das maneiras de como o resultado é conhecido.

O resultado de Noether serviu de base para trabalhos progressivos e subse-
quentes de Enriques [19] (veja também [20, V.III, pp.97-108]), Babbage [6] e Petri
[38]. O resultado principal de tais artigos, ao qual foi dado um tratamento mais mod-
erno por Saint-Donat [42, Thm. p. 157; (4.11), p. 174], pode ser enunciado da seguinte
forma: se C é uma curva canOnica entao vale uma e, apenas uma, das trés afirmacoes

abaixo:

(i) C éintersecdo de quadricas; ou
(ii) C éisomorfa a uma quintica plana; ou
(iii) C é trigonal

conhecido posteriormente como Teorema de Enriques-Babbage.



Em 1984, Green propds em [24, Conj. (5.1)] uma conjectura que generaliza am-
bos os resultados acima. Ele a nomeou Conjectura de Noether-Enriques-Petri, atual-
mente conhecida como Conjectura de Green que serd descrita a seguir. Para isso, in-
troduziremos o indice de Clifford de C, definido como:

Cliff(C) = min { deg(F) — 2(H(F) —1) F é um feixe livre de tor¢do de posto 1 }

W(F)>2ehl(F)>2
Por outro lado, dado um feixe coerente .# em C, considere o complexo

pt+l 1P
/\ HO({%‘) ®H0(fqul) % /\H ( )®HO ‘PM /\ HO ®H0(f/\q+1).

O quociente
Kpy(C.7) := ker(¢§,q) /im(cp]lglq)
é a (p,q)-ésima cohomologia de Koszul de .%. Isto posto temos o seguinte.

Conjectura de Green. Se C é uma curva suave, entdo:
K,2(Cw) =0 <= p < Cliff(C)

para todo p > 0.

Pode-se encontrar um estudo aprofundado de todo este problema, por exem-
plo, em [3]. A conjectura foi provada para uma curva geral suave por C. Voisin em
[46,47].

A conexdo com o que dissemos acima é clara. Se p = 0, entdo a conjectura
equivale ao Teorema de Max Noether. De fato, note que Ky, (C,w) = 0 equivale a
dizer que o morfismo (1.1) é sobrejetor para n = 2, o que é suficiente para obter as
sobrejecdes de ordem superior. Por outro lado, Cliff(C) > 0 equivale a dizer que C é

ndo-hiperelitica e, portanto, é isomorfa a uma curva canonica.

Se p = 1, entdo a conjectura equivale ao Teorema de Enriques-Babbage. De
fato, suponha que C é ndo-hiperelitica. Entdo, K;(C,w) = 0 se, e somente se, C,
vista como curva candnica, é a interse¢do de qudadricas. Por outro lado, Cliff(C) = 1

se, e somente se, C é trigonal ou isomorfa a uma quintica plana.

O que fazemos neste trabalho é estudar os problemas levantados acima no caso
em que C é singular. A conjectura em si ndo é nossa principal preocupagdo, mas

sim os invariantes relacionados a ela (e as relacoes entre eles), sendo eles: indice
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de Clifford, dimensao de Clifford, gonalidade, cohomologia de Koszul, Syzygies do
modelo candnico e a dimenséo de scroll de um pencil, um conceito que introduzimos
em (3.1.6).

No Capitulo (3) estudamos o indice de Clifford como foi introduzido acima.
Seja .# um feixe livre de tor¢do de posto 1 em C. Dizemos que ele computa o indice
de Clifford se Cliff(.#) = Cliff(C). Entao, a dimensdio de Clifford de C é definida como

Cld(C) := min{K°(.#) — 1|.Z computa Cliff(C)}.

Primeiro, assuma que C é suave. Sabe-se que Cld(C) = 1 se, e somente se, Cliff(C) =
gon(C) — 2 e, portanto, indice de Clifford e gonalidade sdo conceitos essencialmente
indistintos, se tal. Ao invés disso, se r := CIld(C) > 2, entdo C existe uma imerséo
fechada C — IP". O caso r = 2 é classico: as curvas de dimensdo de Clifford igual a

2 sdo exatamente as curvas planas suaves de grau d > 5 [18, p. 174; Lem. (1.1)].
Nosso primeiro resultado estende justamente isto. Provamos o seguinte.

Teorema 1. Seja C uma curva completa e integral sobre um corpo algebricamente fechado.

Assuma que r := Cld(C) > 2. Temos o seguinte:

(I) Se Cliff(C) é computado por um feixe inverstvel, entio:
(i) existe uma imersdo fechada C — IP"; em particular, se r = 2, entdo C é (isomorfa
a) uma curva plana;
(ii) se C é uma curva plana de grau d > 5, entdo:
(a) Cliff(C) <d —4;
(b) gon(C) < d — 1. Nesse caso, vale a igualdade se a gonalidade é computada
por um pencil livre de pontos de base;

(II) Se C é uma curva plana, monomial e unicuspidal de grau d > 5, entdo:

(a) Cld(C) =2;
(b) Cliff(C) = d — 4 e é computado por um feixe invertivel;

(c) gon(C) = d — 1 e é computada por um pencil que é livre de pontos de base e,

também, por um pencil com um ponto de base nio-removivel.

O resultado acima é provado nos Teoremas (3.1.5) e (4.1.1). Para isso, desen-
volvemos no Lema (4.1.1) um método combinatorial para computar o indice de Clif-

ford para um feixe .# sobre uma curva monomial. Previamente, no Lema (3.2.2),
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no6s construimos uma forma de calcular 1! (.%) neste caso. Em particular, mostrando
se o feixe é elegivel ou ndo para calcular o indice de Clifford. Por conseguinte, os
Lemas (3.2.2) e (4.1.1) proporciona um algoritmo para o cdlculo do indice de Clifford
de uma curva monomial, que fomos capazes de implementar usando Python (veja o

Apéndice).

No entanto, o resultado esperado de que curvas planas (de grau d > 5) sdo
precisamente aquelas que tétm dimenséao de Clifford igual a 2, como no caso suave,
ndo vale em geral. De fato, no Teorema (4.1.1) nés exibimos uma familia de curvas
de dimensdo de Clifford 2 que ndo sdo (isomorfas a) curvas planas. Além disso,
calculamos os seus indices de Clifford e, como previsto pelo Teorema 1.(I), eles ndo

sdo computados por um feixe inversivel.

Na sequéncia, no Capitulo (5), nés abordamos a Conjectura de Green no nivel
p = 1 para curvas singulares, ou seja, nés procuramos o que seria uma versao do Teo-
rema de Enriques-Babbage em tal caso. Trata-se de uma continuac¢do natural do caso
p = 0, isto é, o Teorema de Max Noether para curvas singulares, que foi estudado su-
cessivamente em [11,23,31]. Nosso ingrediente-chave para conseguirmos resultados
em concordancia com os resultados cldssicos é por meio da troca de C (vista como
uma curva canodnica) por seu modelo candnico C' (veja a Segdo (2.3)). Comecamos
introduzindo alguns resultados sobre a cohomologia de Koszul e, em seguida, nos
restringimos ao caso em que C é nearly Gorenstein (veja a Definigdo (2.3.2)). Pos-
teriormente, na Sec¢do (6.3), nds retornamos a tal problema para o caso em que C é

monomial. N6s sintetizamos abaixo os resultados que obtivemos:

Teorema 2. Seja C uma curva integral e completa sobre um corpo algebricamente fechado.
Assuma que o modelo canénico C' é linearmente normal. Entdo:

(I) Se C é ndo-Gorenstein, entio:
(i) Kllz(C,w) = 0 se, e somente se, C' é intersecdo de quddricas;
(i) C' é intersegdo de quddricas e ciibicas;
(iii) se C ndo é Kunz, entido C' é intersecdo de quddricas.
(II) Se C é unicuspidal e monomial, entdo uma e, apenas uma, das sequintes afirmacoes é
vdlida:
(i) C’ é intersecio de quddricas; ou

(ii) C é isomorfa a uma quintica plana; ou
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(iii) C é trigonal e Gorenstein; ou

(iv) C é Kunz,

Além disso, se C é nio-Gorenstein e trigonal, entdo se o g é livre de pontos de base,

entdo C satisfaz (iv); caso contrdrio, a curva deverd ser incluida nos casos (i) ou (iv).

O resultado acima é provado na Proposigdo (5.2.2) e no Teorema (6.3.2). Nos
discutimos na Observagdo (6.3.3), uma afirmagdo geral para (II) devido ao fato de
conjecturamos que (II) vale em geral. Isso se deve a (a) teoria cldssica de curvas
suaves; (b) ao que foi feito no caso Gorenstein singular nessa diregdo (veja, por ex-
emplo, [12,37,43,45]); e (c) o item (I) acima. Note também que, se excluirmos (iv),
o resultado em (II) vale para qualquer curva suave, incluindo curvas hipereliticas,
portanto estendendo o resultado classico. Isso vale porque se C é hiperelitica, entdo
C’ é uma curva racional normal de grau ¢ — 1 em IP§~! por [27, Thm. 3.4], entéo vale
().

Por fim, no Capitulo (6), computamos o ideal do modelo canénico de cur-
vas monomiais unicuspidais nearly Gorenstein. Para tal, introduzimos algumas no-
tagdes. Sejam C uma tal curvae G = {{; = 1,62,...,€g,1,€g = 79} o conjunto das
lacunas do semigrupo de valores de sua singularidade. Para cada 2 < s < v, con-

sidere todas as parti¢des de s como soma de duas lacunas, digamos
s=as+bs, para i=0,...,vs

com as; < bs; e asy < as, ... < as,.. Defina a5 := as; e bs := bs;. Neste caso, dizemos
que as + bs = s é uma particio minimal (de s). Com isto em mente, temos o seguinte

resultado:

Teorema 3. Seja C uma curva monomial unicuspidal e nearly Gorenstein. Entdo podemos
escrever PS™1 = {(Xp, :...: Xy,)} de tal forma que valem as afirmagdes:

(1) Se C niio é Kunz, entdo o ideal de C" é dado por
I(C/) = <Xasts - Xasl. szl.>

paras € {2,...,v}eie {1,...,vs}.

(II) Se C é Kunz, mas nio trigonal com g} livre de pontos de base, entiio o ideal de C' é dado
por
I(C") = (X, Xp, — Xy, Xoy , X5 /2 — X1 XaXp, X5, /5 — X Xpy X)
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ondea+b=y/2—1ea +V = /2 sdo partigbes minimais.

(1) Se C é trigonal com g3 livre de pontos de base, entio o ideal de C' é dado por

I(C") =(Xa, Xp, = Xy, Xo, , X5 /2 — X1 XaXp, X /5 — X Xpy Xy,
XoX2 )y — Xi Xy, Xaker X2 5 — X1 X Xy, Xapr X2 1y — Xor X X )

paral <k <m-—-1,0<r<3,v=2B8m+r)eondec+d=3k+r+y—1e
¢’ +d' = 3k + r sio particbes minimais.

O resultado acima é provado no Teorema (6.2.2). As técnicas que utilizamos
sdo inspiradas pelas desenvolvidas por Stohr em [45] ao lidar com monomios ex-
cepcionais. Entretanto, nossa abordagem apresenta algumas diferencas, que nés
ressaltamos na Observacdo (6.2.3). Nos finalizamos este trabalho listando alguns
problemas que buscamos investigar em um futuro préximo. Esse é o contetido do
Capitulo (7).
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Definig¢oes e resultados basicos

Neste capitulo, hd uma breve introdugdo aos principais conceitos e resultados

béasicos que serdo utilizados nos capitulos posteriores.

Definicdo 2.1.1. Se X é um esquema, denotaremos por Oy seu feixe estrutural.

(i) Um feixe .# é dito livre de torgio se para todo x € X e todas as se¢des Ox , \ {0},

o automorfismo de multiplicagdo é injetivo;

(ii) é localmente livre se existe uma cobertura {U;} de X tal que 7|y é um Ox|y-

modulo livre;

(iii) Além disso, dizemos que .# é inversivel se é localmente livre de posto 1.

Seja C uma curva integral e projetiva de género aritmético g definida sobre um
corpo algebricamente fechado k com feixe estrutural O¢ ou, simplesmente, O. Seja
w o feixe dualizante de C. Relembre que um ponto P € C é Gorenstein, se o talo
wp é um Op-mddulo livre. Uma curva C é dita Gorenstein se todos seus pontos sdo
Gorenstein, ou, equivalemente, se w é inversivel. Nesse contexto, vale enunciarmos

o seguinte resultado cléssico:

Teorema 2.1.2 (Riemann-Roch para curvas). [4, Cap. 1, p. 7] Seja .# um feixe livre de
torgido de posto 1 sobre uma curva C suave de género g. Entdo,

W(C,.7) —h(C,F) = deg(F) +1—g. 2.1)
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Ainda nesta subsec¢do, enunciamos um importante resultado de anulamento
que seré utilizado na demonstracao da Proposicio 5.2.2. E comumente chamado na
literatura de Regularidade de Castelnuovo-Mumford. Considere .# um feixe coerente

em P".
Definigado 2.1.3. Dizemos que .# é m-regular se H (IP",.% (m —i)) = 0 para todo i > 0.

Proposi¢ao 2.1.4 (Castelnuovo). [35, Lecture 14, p. 99] Seja .% um feixe coerente m-

reqular em IP". Entdo:
(i) HO(IP", Z (k)) é gerado por
H(P", Z(k—1)) @ H(IP", O(1))
sek > m;
(i) H'(P",.Z (k)) = 0 quandoi > 0,k +i > m.

Dessa forma, F (k) é gerado como Op-mddulo por suas segdes globais se k > m.

2.2 Sistemas Lineares

De acordo com [2], um sistema linear de grau d e dimensdo r em C, denotado como

um g7; € um conjunto de sequéncias exatas, identificado por um par
(FV)={0—>T 2 w— Q) = 0}rev,

onde .# é um feixe livre de tor¢do de posto 1 em C com deg.% := x(.7) — x(O) =4
e, V é um subespago nio vazio de H’(.#) de dimensédo r + 1. Além disso, Z :=
Hom(.Z ,w) ety := Hom(A,w). Note que se O C .%, entdo

deg.# = ) _ dim(Fp/Op). (2.2)
pPeC

Defini¢do 2.2.1. A gonalidade de C é 0 menor d para o qual C admite um g\, ou, equivale-
mente, para o qual existe um feixe livre de torcio F de posto 1 em C com grau d e h°(F) > 2.
Dizemos que .7 contribui para gon(C) se h°(F) > 2. Se, além disso, deg(.7 ) = gon(C),
dizemos que .7 computa gon(C).
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Além disso, dizemos que um ponto P € C é um ponto de base de (.#,V) se para
todo A € V, o mapa injetivo A : Op — .#p ndo é um isomorfismo. Um ponto de
base é dito removivel se ndo ha um ponto de base de (Oc(V),V), onde Oc(V) é o
O-submédulo de .# gerado por V. O sistema linear (.#,V) é dito livre de ponto de

base se ndo possui pontos de base.

2.3 Modelo Canonico

Dado um feixe 4 em C, se ¢ : X — C é um morfismo de um esquema X" para
C, definimos
Ox9 = ¢*9 /Torsion("*¥)

e, para cada feixe coerente .# em C, definimos

F" = Sym".Z /Torsion(Sym".%).

Dado um espaco vetorial V C k(C), utilizaremos a notacao

Vn = {ifi/l...fl’,n

fij€V,me N*} ) (2.3)

Defini¢do 2.3.1. Considere o mapa de normalizagio 7t : C — C. Em [41, p.188top],
Rosenlicht mostrou que existe um sistema linear (Ogw,H®(w)) que ¢ livre de pontos de
base. Entiio, ele considerou o morfismo induzido ¥ : C — P8~1 e chamou sua imagem de
C" := ¢(C) 0o modelo canonico de C.

Rosenlicht também provou que [41, Thm.17] se C é ndo-hiperelitica, entdo o
mapa 7 : C — C se fatora por meio de um mapa 77’ : C' — C. Seja O’ := 7, (O¢)
nesse caso. Seja C:= Proj(& ") oblowup de Caolongodewe 77 : C — C omorfismo
natural. Seja O = 7?*((96) e Ow = ﬁ*(O@aJ). Em [27, Din. 4.9], é possivel encontrar
outra caracterizagdo do modelo candnico, denotado por C’, que é definido como a
imagem do morfismo ¢ : C — P8~ definido pelo sistema linear (Ozw,H(w)). Pelo
Teorema de Roselicht, uma vez que w é gerado por se¢des globais, é possivel deduzir
que ¢ : C — C’ é um isomorfismo se C é nao-hiperelitica [27, Thm. 6.4].

O feixe Ow := 11,(Ozw) pode ser gerado por segdes globais de w [41, p. 188
top]. Uma vez que hd apenas um ntimero finito de pontos singulares em C e o corpo
base é infinito, existe uma diferencial { € H(w) tal que (Ow)p = { - Op para cada
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ponto singular P € C, onde O := 71,(Og). Dessa forma, consideremos o quociente
W =W;:=w/(,

que é um mergulho apropriado de w no feixe constante K de fun¢des racionais tal
que O C #. Agora, seja ¢ := Hom(O,0) o condutor de O em O. Entio, existe uma
cadeia de inclusdes

%pCOPCWpC@pZO%CGP

para cada ponto singular P € C, onde a igualdade faz sentido se, e somente se, C é
ndo-hiperelitica.

Definicado 2.3.2. Seja P € C um ponto. Tome
np == dim(#p/Op) up := dim(Op/ #p)

e, também,

ni= Y 1p po=Y up

pPeC peC
De acordo com [9, pp. 418, 433, Prps. 21, 28], dizemos que P é Kunz se yp = 1 e,
em conformidade, dizemos que C é Kunz se todos os seus pontos nido-Gorenstein sio Kunz.
Segqundo [27, Dfn. 5.7], dizemos que C é nearly Gorenstein se y = 1. Finalmente, seguindo
[27, Dfn. 2.15] dizemos que C é nearly normal se i°(0 /%) = 1.

Nesse contexto, ainda é possivel citar as seguintes defini¢des.
Definigdo 2.3.3. Dizemos que o modelo canénico C' C P81 é linearmente normal se o
sistema linear de se¢des hiperplanas é completo. Equivalentemente, se 1°(Oc,(1)) =
g.

Além disso, dizemos que C’ é projetivamente normal se o sistema linear de se¢des
de hipersuperficie de grau n é completo para todo n > 1. Em outras palavras, se os

mapas naturais
Sym"H®(w) — H°(O¢,(n))

sdo sobrejetivos para todo n > 1.

A importancia dos conceitos acima estd destacada a seguir:

Observacio 2.3 .4.

(i) C é nearly Gorenstein se, e somente se, é ndo-Gorenstein e C' é projetivamente normal
[27, Thm. 6.5];
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(ii) C é nearly normal se, e somente se, C' é aritmeticamente normal [27, Thm. 5.10];

(iii) P é Gorenstein se, e somente se, yp = up = 0 e, P é ndo-Gorenstein se, e somente se,
np,up > 09, p. 438 top]. Além disso, se yp = 1, entdo up = 1[9, Prp. 21]. Em
particular, uma curva Kunz com apenas um ponto nio-Gorenstein é a mais préxima

possivel de ser Gorenstein.

2.4 Semigrupo de Valores

Agora, iremos fixar algumas notagdes sobre valorizagdes. Dado um ponto unir-

ramificado P € C e uma fungdo x € k(C)*, denotamos
v(x) =vp(x) :=vp(x) € Z
onde P € C é mapeado em P. O semigrupo de valores de P é
S = Sp := vp(Op).
O conjunto de lacunas de S é

G:=N\S={f,... 0}

Temos que 7y := {; é o niimero de Frobenius de S. Além disso, destacamos dois
elementos especiais de S, a multiplicidade de S, definida por

a :=min(S\ {0}) (2.4)

e o condutor de S, definido por:
B:=v+1

Temos que

v(¢p) = {s € S|s > B}.

Similarmente, o invariante
J:=#(G)
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coincide com o grau de singularidade de P € C, isto €,

5 = dim(Op/Op). (2.5)

Definimos o conjunto
K:={aeZ|y—a¢gS} (2.6)
cuja importancia ficara clara mais adiante. Finalmente, dados I,] C Z, seja
I-J:={acZ|a+]CI} (2.7)

Agora, veremos algumas classes especiais de semigrupos numéricos.

Defini¢do 2.4.1. Sejam S um semigrupo numérico e £ uma lacuna. Entao:

(i) Dizemos que S é simétricosedada/ € G,y —/( € S;

(ii) Dizemos que S é pseudo-simétrico se dada ¢ € G,ouy — ¢ € Soul = /2.

Tais defini¢des, assim como o0s principais resultados relacionados podem ser
encontrados em [9]. Tais tipos de semigrupos devem ser destacados por estarem in-
timamente ligados a classes de curvas monomiais unicuspidais, que serdo o principal

ambiente de estudo dos capitulos posteriores.

2.5 Scrolls

Um scroll racional normal S := Sy, m; C PN com my < ... < my, é uma var-
iedade projetiva de dimensao d que, apés uma mudanga apropriada de coordenadas,
é o conjunto dos pontos (xp : ... : xy) C PN tal que o posto de

( X0 X1 oo Xmypo1 | Xpg41 oo Xpgamp | oo | o-eo XN ) 2.8)

X1 X2 oo Xmy | Xpga2 oo Xmggmpdl | oo | oo XN

€ menor que 2. Em particular,
N=e+d-1 (2.9)

ondee := mj + ...+ my. Note que S é unido disjunta de (d — 1)-planos determinados

por uma escolha (parametrizada) de pontos em cada uma das d curvas racionais
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normais de grau m; contidas em espagos complementares em IPV. Iremos nos referir
a cada um destes (d — 1)-planos como uma fibra. Entdo, S é suave se m; > 0. Por
meio desta descricdo geométrica podemos ver que:

deg(S) =e. (2.10)

O scroll S pode ser visto também naturalmente como a imagem de um fibrado pro-
jetivo. De fato, tomando £ = Opi(my) & ... D Op1(my), que tem um morfismo
birracional

P(E) — Sc PN

definido por Opg)(1). O morfismo é tal que qualquer fibra de P(€) — P! ¢ levada
a uma fibra de S. O morfismo é um isomorfismo se S é suave. Para mais detalhes,
[16,39].
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Capitulo 3

indice de Clifford

Nesse capitulo, estudaremos o indice de Clifford de uma curva. Se C é suave,
tal definicdo é enunciada em termos de fibrados de posto 1. Mas hd uma grande

relacdo de tal definicdo com a gonalidade, o que nos faz ajustéd-la para a seguinte:

Definicdo 3.0.1. Seja .% um feixe livre de torcdo de posto 1 em C. Definimos o indice de
Clifford associado a % como

Cliff (F) =: deg(.F) — 2(h°(F) — 1).
O indice de Clifford de C, por sua vez, é dado por
Cliff (C) =: min {cnff (Z)|h°(Z) > 2 and 1 (F) > 2} .

Dizemos que . contribui para Cliff (C) se h°(.#) > 2 e h'(F) > 2. Se, além disso,
Cliff (.#) = Cliff(C), dizemos que .# computa Cliff (C). A dimenséo de Clifford de C é
dada por

Cld(C) := min{h°(F) — 1| .F computa Cliff(C)}.

3.1 Resultados Gerais

Para um estudo do indice de Clifford para curvas integrais, devemos comegar
enunciando a versdo singular da desigualdade de Clifford provada em [17, App.] por
Eisenbud, Harris, Koh e Stillman. Veja também [27, Lem. 3.1]. N6s a enunciaremos

em termos da Observacao (2.3.4).(ii).
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Teorema 3.1.1 (Teorema de Clifford). Seja .% um feixe livre de torcdo de posto 1 em C tal
que h°(F) > 1eh'(F) > 1. Entdo,

(i) Vale a sequinte desiqualdade
W(F)+h(F)<g+1 (3.1)

ou, equivalentemente,
Cliff(ﬁ ) >0 (3.2)

(i) A igualdade vale em (3.1) e (3.2) se, e somente se,

(@) h(F)=1eF =0, 0uhl(F)=1e F =w,ou
(b) hO(F) > 2, WM (F) > 2e, vale exatamente uma das sequintes:

(b.1) C é hiperelitica e F ¢é miltiplo de um feixe que computa gonalidade, ou

(b.2) C é racional nearly normal e F = O(1,t,.. ) parad < g—1.

Deste resultado, pode-se concluir que:

Proposigdo 3.1.2. Cliff(C) = 0 se, e somente se, gon(C) = 2.

Demonstragio. Pelo Teorema (3.1.1).(ii), Cliff(C) = 0 se, e somente se, C é ou hiperelitica,
ou racional nearly normal que vale se, e somente se, gon(C) = 2 por [28, Prps. 3.6 e
3.7]. U

Dessa forma, o indice de Clifford faz sentido para curvas com género pelo
menos 3, por (3.1). Mas o seguinte resultado mostra que mesmo o caso ¢ = 3 pode
ser desconsiderado. Para isso, utilizaremos, por [28, Lem. 3.1], que se g > 2, entdo

gon(C) < g.

Proposicao 3.1.3. Assuma g = 3. Entio, existe um feixe em C que contribui para o indice
de Clifford se, e somente se, gon(C) = 2.

Demonstragio. A suficiéncia é consequéncia de (3.1.2). Para a necessidade, seja . um

feixe em C que contribui para o indice de Clifford. Entao,

Cliff(C) = g+ 1 — (h°(.Z) + h (%))
=4 (°(Z)+h(ZF)) <0



23

Assim, Cliff(C) = 0. Logo, gon(C) = 2 por (3.1.2). O

O problema é que, por [28, Lem. 5.13], para qualquer familia de curvas de um
género fixado, sempre existe um conjunto aberto onde a gonalidade é maximal. En-
tdo, as curvas trigonais sdo a “maioria" dentre as de género 3. Mas, o resultado acima
mostra que para tais curvas, ndo é possivel definir o indice de Clifford. Portanto, de
agora em diante, ao considerarmos Cliff(C), implicitamente iremos nos restringir ao

caso g > 4.
Proposicao 3.1.4. Valem as seguintes afirmagcoes:
(i) se gon(C) < g, entdo Cliff(C) < gon(C) —2;
(ii) se gon(C) = g, entio Cld(C) > 2;
(iii) se gon(C) =3 e g > 4, entdo Cliff(C) = 1;
(iv) se Cld(C) = 1, entio gon(C) = Cliff(C) + 2;

(v) assuma gon(C) < g; se gon(C) = Cliff(C) + 2, entdo Cld(C) = 1.

Demonstragio. Assuma que . computa Cliff(C) e 4 computa gon(C). Uma vez que
W (F) > 2, entdo: (b.1) .F contribui para gon(C). Por outro lado, h°(¥4) = 2 por
[28, Lem. 3.1]. Portanto,

W) = (%) + (g — deg(¥)) — 1= 1+ (g — gon(C)) (33)

e também: (b.2) ¢ contribui para Cliff(C) (i.e., h!(¥) > 2) se, e somente se, gon(C) <
g

Entdo, para provar (i), por (b.2), temos

Cliff(C) < deg(¥¢) —2 = gon(C) — 2.

Para provarmos (ii), por (b.1), deg(.#) > gon(C) = . Dessa forma,
W(F) = (deg(F) —g) +1+h'(F) >3

e assim, vale Cld(C) > 2.

Item (iii) segue diretamente de (3.1.2) e (i).
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Para provarmos (iv), se h’(#) = 2, entdo deg(.#) = Cliff(C) + 2. Agora,
deg(.#) > deg(G) por (b.1). Além disso, gon(C) < g por (ii). Portanto, (b.2) im-
plica que deg(G) —2 > deg(.#) — 2. Entédo, deg(.#) = deg(G) = gon(C). Assim,
gon(C) = Cliff(C) + 2.

Para (v), temos que Cliff(C) = gon(C) — 2 = Cliff(G). Entdo, Cld(C) = 1 por
(b.2). 0

Teorema 3.1.5. Assuma Cld(C) = r > 2 e, que o indice de Clifford e a gonalidade sio

computados por feixes inversiveis. Entdo:

(i) existe uma imersio fechada C — P’;
(ii) se Cld(C) = 2, entio C é (isomorfa a) uma curva plana;
(iii) se C é uma curva plana de grau d > 5, entio:

(a) gon(C) =d—1;
(b) Cliff(C) < d — 4.

Demonstragio. Para provarmos (i), assuma que . computa o indice de Clifford. En-
tdo, tal feixe é gerado por secdes globais. De fato, caso contrario % := Oc(H(.7)) é
tal que deg(% ) < deg(.%), h°(% ) = h°(F) e, portanto, h' (%) > h'(F) > 2. Logo,
Cliff(C) < Cliff(z) < Cliff(#) = Cliff(C), o que é uma contradi¢do. Assim, |7 |

induz um morfismo ¢ : C — IP".
Assuma que .# ndo é muito amplo, ou, equivalentemente, ¢ ndo é uma imersao.

Entdo: (1) ¢ ndo separa pontos, ou (2) ¢ ndo separa retas tangentes. Iremos mostrar

que ambas as afirmag¢des levam a contradicdes.

Para isso, seja R € C e considere o feixe .#/, definida pela sequéncia exata

O—)//{R} —)OHOR/YHRHO.

Se (1) vale, existem pontos P,Q € C, P # Q, com H° (%{Q}%{P}ﬁ) =
HO(///{Q}ﬁ). Entdo, considere o feixe Gy := .#(q,.#py.7. Por outro lado, se vale
(2), entdo o mapa natural v : HO(%{p}ﬁ) — HO(%{p}ﬁ/%fp}
Entdo, tome um subespaco vetorial V de H(.# pyF /A, {Zp}ﬁ ) tal que V contém a

Z ) nao é sobrejetivo.

imagem de H%(.#, (p1-#) e V é de codimensédo 1. Entdo, tome um subfeixe H de
MipyF | M {zp}ﬁ tal que H°(H) = V e considere o feixe G, para ser a pré-imagem
de H em .#p, 7.
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Agora, (a prova de) [27, Lem. 4.10] implica que
W(G) =h’(F) —1eh(G) =n'(F)+1

para i = 1,2. Mas, note que, uma vez que .# é inversivel, ambos G; e G, sdo
feixes livres de torg¢do de posto 1. Além disso, h!'(G;) > 3 e h°(G;) = r > 2.
Em contrapartida, temos que Cliff(G;) = Cliff(.#) = Cliff(C), o que implica que
Cld(C) < r —1, uma contradi¢do. Portanto, .# é muito amplo e ¢ é uma imersado
fechada.

Para provarmos (ii), apenas note que é uma consequéncia imediata de (i).

Para provarmos (iii).(a), tome um ponto simples P € C e considere o pencil de
retas que passam por ele, que é um gl. Ao removermos P, obtemos um g} , livre de
pontos de base. Entdo, gon(C) < d — 1.

Agora, afirmamos que w = O¢(d — 3). Entdo, é suficiente mostrar que seu grau

é 2¢ — 2 e que possui pelo menos g se¢des globais independentes. Para curvas planas,

lembre-se que vale a igualdade ¢ = (d —1)(d —2)/2. Entdo, deg(Oc(d —3)) =

d(d—3) =2((d—1)(d—2)/2) —2 = 2¢ — 2. Por outro lado, considere a sequéncia
exata

0— Zc(d—3) = Op2(d —3) = Oc(d—3) — 0. (3.4)

Temos que H'(Op2(d —3)) = 0 e H>(Op2(d — 3)) = H°(Op2(—d)) = 0. En-
tdo, a sequéncia exata longa na cohomologia de (3.4) implica que H'(O¢(d — 3)) =
H?(Zc(d — 3)). Como C é um divisor em P?, Zc = Op2(—d); entdo H?*(Zc(d —
3)) = H?(Op2(—3)) = H°(Op2) = k. Dessa forma, h!(O¢(d — 3)) = 1. Portanto,
W (Oc(d—3)) =2¢—2+1—g+ 1= gevale a afirmacdo.

Portanto, identificamos P2 = {(X:Y:Z)} e tomamos x = X/Z,y = Y/Z.
Dessa forma, o modelo canénico de C é dado por

C=:x:x?: . cxf3ay: ooy hy oy cPSTE (3.5)

para (1 : x : y) € C. Agora, assuma que hd um feixe inversivel .# em C tal que
deg(F) =m < d—2eh®(F) > 2. Considere o subespaco vetorial V C H°(.%) tal
que dim V = 2. Entdo, por [28, Prp. 4.6.(1)], temos que (.#,V) implica em uma in-
clusdo C' C S, onde S é um (m — 1)-fold scroll. Além disso, as fibras de S sdo planos
de dimensdo (m — 2) contendo m pontos de C’, que sdo genericamente distintos. De-
note tais pontos por Py, ...,P, correspondentes aos vetores (1 : x; : y;) € C C P2
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Para uma fibra genérica, tais pontos sdo tais que x; # 0 # y; para todo i. En-
tao, (xf_S,xf_4yi, .. .,y‘ii_?’) sdo vetores distintos que formam uma matriz de Van-
dermonde m x (d — 2). Assim, concluimos que os pontos P; sdo linearmente inde-

pendentes, o que é uma contradigdo.

Para provarmos (iii).(b) considere a sequéncia exata
0— Zc(1) = Op2(1) = Oc(1) — 0. (3.6)

Note que H*(Z¢(1)) = HY(Op2(—d +1)) = 0e H(Zc(1)) = H (Ope(—d + 1)) =
0. Portanto, pela sequéncia exata longa em cohomologia correspondente a (3.6),
concluimos que H°(Op2(1)) = H°(Oc(1)). Logo, h°(Oc(1)) = 3. Além disso,
deg(Oc(1)) = d. Portanto, Cliff(O¢c(1)) =d —2(3 — 1) = d — 4. Assim, basta verifi-
carmos se tal feixe contribui para o indice de Clifford. Portanto, por Riemann-Roch,

temos
1 (0c(1)) = h'(Oc(1)) — deg(Oc(1)) —1+¢
=3-d—1+ (d_1)2<d_2)
_ (d—2)2(d—3) -
se, e somente se, d > 5. Com efeito, Cliff(C) < Cliff(O¢(1)) = d — 4. O

Definigdo 3.1.6. Seja .# um feixe livre de torsdo de posto 1 em C tal que h°(.7) > 2.
Seja V C H°(.#) um subespaco tal que dim(V) = 2. Por [28, Lem. 4.5], o pencil
(.#,V) induz uma inclusdo C' C S( 7y C P81, onde C’ é o modelo canénico e
S(z,v) € um scroll racional normal. Além disso, dim(S(z,yy) = deg(F) — W(F)+1
se h'(Z) > 0, e g caso contrario. Em particular, o scroll S (#,v) depende de V, mas
sua dimensdo ndo. Assim, definimos a dimensdo de scroll de %, denotada por scd (%),
como sendo dim(S(# ), onde V varia dentre os subespagos vetoriais de dimensao
2 de HY(.#). Assim, se h'(.#) > 0, entdo

scd(F) = deg(F) — h'(F) + 1. (3.7)
Proposicdo 3.1.7. Temos a sequinte relagio,

Cliff(.%) = scd(F) — H°(F) + 1. (3.8)

Agora, introduziremos exemplos relacionados a defini¢do e a proposi¢do acima.
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Para isso, mencionaremos um conceito que serd amplamente explorado ao longo

deste texto.

3.2 Resultados para Curvas Monomiais

Inicialmente estabelecemos os objetos que iremos estudar nesta segdo. Uma
curva é dita unicuspidal, se possui apenas uma singularidade que, por sua vez, é uma

cuspide simples.
Definicao 3.2.1. Uma curva C é dita monomial, se é imagem de um mapa da forma

Pl — P™
(s:t) —— (s"m:ghm=Mmpm ..o g™ Mn1flm-1 ; fhm)

que, por simplicidade, pode ser denotada localmente como
C= (1. fmd fiim),

Note que C é unicuspidal se, e somente se, n,, = n,_1 + 1. Nesse caso, a singularidade

éP = (1:0:...:0) e definimos o semigrupo de C como o de P. Para o restante,
também definimos Q := (0 : ... : 1) como o ponto de C no infinito em relagio a carta afim
(1:x1:...:xy) CIP™, que se restringe ao aberto afim U := C \ P. Denotamos por S

o0 semigrupo de P e usamos uma notagdo similar para o conjunto de lacunas e o niimero de
Frobenius. Por [30, Thm. 4.1], se C é unicuspidal, o feixe dualizante w admite um mergulho

no feixe constante de fungoes racionais %, tal que
H(w) = {t'|i € v — G}. (3.9)
Assim, o modelo candnico de C é dado por
C'=(1:t2:... ;) (3.10)

onde {0,by, ... bs} =v—G.

Lema 3.2.2. Seja C uma curva monomial unicuspidal com semigrupo de valores S. Considere
o feixe F = O(1,t11,...,t"™) e defina o conjunto

G:={leG|l>anel ¢ vp(Fp)}.
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Entdo,
HYZ) = (t'|icy—-G). (3.11)

Demonstragdo. Tome .# := Hom(.#,w). Entdo, H'(F) = H’(.#). Note que ¥ =
(wr : #Rr) paratodo R € C. Se R # P,Q, entdo #g = (Or : Or) = Og. Para
Q, temos que I = (1" 10q : t'Oq) = 7717 O. Para P, tome F := v5(Fp) e
relembre (2.6) e (2.7). Por [44, Thm 2.11], v5(wp) = K. Portanto,

Ip = Op(t |i e K—F).
Como HY(.#) = Nrec#R, segue que
HY(#) = (t]ie (K-F)N[0,y —1—a,]). (3.12)
Entdo, temos que provar que
(K=F)Nn[0y—1—ay) =v— ((G\F)N[a,+1,9]).

Primeiramente, note que [0,y — 1 —a,| = v — [a, + 1,7]. Agora, G\ F = IN \ F, pois
S C F. Entdo, basta provar que K—F = ¢ — (N \ F). Para provarmos “C", tome
v —a € K—F. Temos que mostrar que a ¢ F. Como v —a € K —F, temos que

y—(y—a)—f¢S VfeE

Se, caso contrério, a € F,entdo0 =a —a ¢ S, o que é uma contradigdo.

Para provarmos “D", suponha que a ¢ F. Temos que mostrar que y —a € K—F.
Caso contrdrio, existe f € Ftalque y —a+ f ¢ K. Entdo, v — (y —a+ f) € S, 0 que
implicaa — f € Se, portanto, a € f +S C F, uma contradigao. O]

Exemplo 3.2.3. Considere a curva
C=(1:£: 40410 1. 412415, 416417 418) — p9,

Trata-se de uma curva racional monomial unicuspidal. O semigrupo de valores de C é dado
por
S ={05,6,10,11,12,15,16,17,18,20, — }.

Entdo, seu género é g = 6p = 10. Note que S = K, entdo C é Gorenstein. Por (3.9),
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Agora, considere o feixe F = Oc(1,t*,15,t°). Iremos descrever dois scrolls diferentes in-
duzidos por (F,V) para dois diferentes subespacos V. C H°(.F). Por (3.12),

HYZ) = H(.7) = (t°11t12).
Primeiramente, tome V := (1,£°) C H°(.F) e, considere o mapa de multiplicagio

¢: Vo H(¥) — H%w)
H et —

O scroll definido por (F,V) é dado por dety(Ay), onde Ay é a matriz 2 x h'(.F) definida

por ¢. Agora, escreva
P’ =P(H(w)) ={(1:£:...: )} ={(x0:...:x9)}.

Portanto, S := Sz v € 0 scroll em P? cortado pelos menores 2 x 2 de
X2 X4 X
Ay = ( 2 X4 X5 )
X4 X7 Xg
Portanto, por (2.8), S = S210,0000 € dim S = 7. Agora, considere V = (t4,t%). Entdo,
X3 Xe X
Ay = ( 3 Xe X7 ),
X4 X8 X9

scd(F) = deg(F) —h(F)+1=10—-4+1=7.
Agora, considere a curva
C=(1:83:40: 410 412413 1) c p7
O semigrupo de valores de C é

S ={0,3,69,10,12,13,14 —}.
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Entdo, seu género é g = dp = 7. Note que S # K, entdo C é nio-Gorenstein. Por (3.9),
H(w) = (1,83,64,65,¢7,2,110).

Agora, considere o feixe F = Oc(1,3,t4,t°). Iremos descrever dois scrolls diferentes in-
duzidos por (F,V) para dois subespacos diferentes V. C H°(.F). Por (3.12),

HY(7) = H'(.7) = (1,1%).

Primeiramente, tome V := (1,t*) C HY(F). O scroll definido por (F,V) é dado por
dety(Ay), onde Ay é a matriz 2 x h' (F) definida por ¢. Agora escreva

P =P(H(w)) ={(1:3:...: 1} ={(xp:...:x6)}.

Portanto, S := Sz v € 0 scroll em IP? cortado pelos menores 2 x 2 de

X0 X1
A =
v ( X2 X4 )
Portanto, por (2.8), S = 511,000 e dim S = 5.

Agora, considere V = (3,t%). Entio,

X1 X3
Ay = ,
y ( X3 X5 >
S = 520,000 € dim S = 5. De fato, por (3.7), temos que

scd(F) = deg(F) —h(F)+1=8—-4+1=5.

Agora, estudaremos o indice de Clifford de curvas monomiais unicuspidais.
Iniciaremos pelo seguinte resultado que busca caracterizar quais feixes podem com-

putar tal invariante.

Lema 3.2.4. Seja C uma curva monomial unicuspidal com Cld(C) = r. Entdo:

(i) o indice de Clifford de C é computado por um feixe da forma Oc(1,t™, ..., t°) para
algum a; € IN*;

(ii) a gonalidade de C é computada por um feixe da forma Oc(1,t*) para a € IN*.
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Demonstragido. Suponha que .%# computa a dimensdo de Clifford de C. Em particular,
# computa o indice de Clifford de C. Isso implica que tal feixe é gerado por se¢bes
globais. De fato, tome V = HY(.%). Suponha que a inclusdo Oc(V) C .# é prépria.
Entdo, temos que deg(Oc(V)) < deg(.#). Mas h°(Oc(V)) = h(F) > 2 e, além
disso, h!'(Oc(V)) > h'(F) > 2. Portanto, Oc(V) contribui para o indice de Clifford,
o que é uma contradigao.

Assim, assumimos que .# possui r + 1 se¢des globais independentes. No en-
tanto, todo feixe livre de torsdo de posto 1 pode ser mergulhado no feixe constante
de fungdes racionais K. Dessa forma, temos que

OcCc¥cCk. (3.13)

Da inclusdo acima, podemos escrever .# = O¢(1,zq,...,z,) com z; = t*f;/h; e
fi,hi € k[t] sem fatores em comum, nem zero como raiz. Prlmelramente, suponhamos
que a; > 0 para todo i € {1,...,r}, i.e, as funcdes z; ndo possuem um polo em P.
De fato, caso contrédrio, suponha que vp5(zs) < vp(z;). Uma vez que deg(x.#) =
deg(.#) para todo x € k(C), podemos substituir .# por z; 1.%. Além disso, podemos
supor que a; > O paratodoi € {1,...,r}, apenas por meio da substitui¢do de z; por
z; — z;(0), se necessério. Entdo, a dimenséo de Clifford de C pode ser computada por
um feixe da forma .# = Oc(1L,t" f1/hy, ...t f,/h,), com f;, h; € k[t], mdc(f;,h;) =1,
£i(0) # 0 # h;(0) ea; > 0. Tome G := Oc(1,t",...,t"). Iremos provar que deg(G) <
deg(.#). Seja P a singularidade, Q o ponto no infinito e U = C \ {P}. Temos que

deg, () = degu\{Q}( 7) + degg(F)

= Zdeg ) + max {O a; + deg(f;) — deg(h;)}.

Se o segundo termo do lado direito da 1gualdade se anula, entdo deg(h;) > a;
para todo 1 < i < r. Portanto, deg;(.#) = Y/_;deg(h;) > max;{a;} = deg, (7).
Caso contrério, suponha que as + deg(fs) — deg(hs) > a; + deg(f;) — deg(h;) para
todo j. Portanto, as + deg(fs) + deg(h;) > a; + deg(f;) + deg(hs). Fixe j. Entdo,
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temos que

deg (F Z deg(h;) + as + deg(fs) — deg(hs)
= Zdeg )+ as + deg(fs)
i#s
= ) deg(h;) + as + deg(fs) + deg(h;)
i#s,j
> Y deg(h;) + a; + deg(f;) + deg(hs) > aj.
i#s,]

Dessa forma, deg;(.#) > max;{a;} = deg;;(G). Entretanto,

degp(7) = #(0p(Fp) \ S)

r
> #({J(5+0)\S) = #(0p(Gp) \ S) = degy(9)
i=1
onde o fato de C ser monomial foi usado na segunda desigualdade acima. Logo,
por construcdo, h°(G) > r +1 = h°(F). Por outro lado, provamos que deg(G) <
deg(.#); isso implica que h'(G) > h!(F)) > 2. Portanto, G contribui para o indice
de Clifford. Mas Cliff(G) = deg(G) — 2(h°(G) — 1)) < Cliff(.#). Entéo, assim como
#, G também computa o indice de Clifford. Entdo, vale (i). Para provarmos (ii),
basta repetir o processo acima com r = 1. O

Exemplo 3.2.5. Considere a curva nio-monomial C = (1 —t : t* : t* : %) C IP3 com uma
iinica singularidade P = (1 : 0 : 0 : 0) que é uma cuspide, entdo C é unicuspidal. O anel

local de P é dado por
12 4

Op = k@kl_t@klt_t@ﬁ@p
e seu semigrupo é S = {0,2,4, —}. Defina F = Oc(1,z) onde z = t*/(1 —t). Temos
que degp(F) = 0 jd que z € Op; enquanto, seguindo a demonstragdo do lema acima,
deg,(#) =14+ (2—-1) =2, logo deg(.F#) = 2.

Agora defina G := O(1,t?). Note que podemos escrever z = > + 3 + ... utilizando
sua série de poténcias. Agora, tanto t? quanto z estdo em Gp. Assim, comot?> —z =3+ ..,
temos que vp(G) \ S = {3}, entdo deg,(G) = 1. Por outro lado, deg;(G) = 2 e, portanto,
deg(G) = 3. Assim, deg.# < degg e isso constitui um contraexemplo para a prova
de (3.2.4). Vamos provar que também é um contraexemplo para a afirmagdo de (3.2.4). De
fato, por [28, Prop. 3.2.(1)] temos que gon(C) = 1 se, e somente se, g = 0. Mas aqui

¢ = 2, entdo gon(C) > 2. Agora, deg(.#) = 2, entdo gon(C) = 2. Assim, basta



33

mostrar que deg(H,) > 3, onde H, = O(1,t"), para todo r € IN. Se r = 1, temos que
degp(H1) = #(vp(H1) \S) = 2 enquanto degy(H1) = 1, entdo deg(H1) > 3. Ser = 2,
deg(H,) = 3, como visto acima. E, se r > 3, note que deg(H,) > degQ(Hr) =r>3.

Lema 3.2.6. Seja C uma curva monomial unicuspidal com semigrupo S. Entdo:
(i) Considere o feixe # = O(1,t11,...,t) e tome F = vp(.Fp). Entdo:

Cliff(.Z) = #((G\ F) N [La,]) — #(SN [L,a,]) + #((F\S) N [ax + 1,7]). (3.14)

(ii) Se .F ¢é inversivel, entio
Cliff(%) = #(GN [La,]) —#(SN [1,a,]). (3.15)

Demonstragdo. Para provarmos (i), seja G’ como em (3.2.2). Note que G’ = (G\ F) N
[a,11,7). Também, por (3.11), temos que #(G') = h!(.F). Portanto,

Cliff(.%) = deg(.#) —2(h°(#) — 1)
= (g —h'(F)) - (W(F) - 1)
= #(G\ G) —#(FN [1,a4)).

Agora,

G\G = (((G\F) U(F\S)) N [1,an]) U <(F\S) N [ay +1,'y]).
Logo,
#(G\G') = #((G\F) N [Lan]) +#((F\S) N [Lau]) +#((F\S) N [y +1,7]).

Por outro lado,
FN[La,) = ((F\S)US) N [Lay,],

#(F N [Lag]) = #((F\S) N [Lan]) +#(S N [Lan))

e vale (i). Para provarmos (ii), primeiramente note que Op C Fp C Op. Logo,
S C F C IN. Mas, como .# é inversivel, entdo F é uma translacao de S. Porém, isso
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nao pode ocorrer, a ndo ser que F = S. Dessa forma, (3.14) pode ser reescrita como
Cliff(.#) =#(GN[La,]) —#(SN [La,])

e vale (ii). O

Exemplo 3.2.7. Considere a curva com S = (6,8,9) e o feixe .# = O¢(1,t).

0 1 7 © 6
@l ® O 05 0 oo

(i) Os elementos de S estao circulados;

(ii) Em azul, as células que contribuem para ((G\ F) N [1,a,]);
(iii) Em verde, as células que contribuem para (SN [1,a,]);
(iv) Em roxo, as células que contribuem para h'(.%);

(v) Em cinza, as células que contribuem para ((F\ S) N [a, + 1,7])

Temos que Cliff(#) = ' e h!(#) = 5. E possivel mostrar que tal feixe computa
gon(C).

Exemplo 3.2.8. Considere a curva com S = (6,8,9) e o feixe # = O¢(1,1°,15,%).
Neste caso, Cliff(#) =6 -3 =3 e h!(F) =4

©)
(18) 17) (¢) (15 (4) {8 (12

E possivel mostrar que tal feixe computa o indice de Clifford de C. Portanto, a
igualdade Cliff(C) = gon(C) — 2 ndo é satisfeita.
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Capitulo 4

Dimensao de Clifford de Curvas

Monomiais

Em [18], sdo apresentados alguns resultados referentes a dimensao de Clifford
de curvas suaves. Curvas cuja dimensao de Clifford é diferente de 1 sdo chamadas
de curvas excepcionais por [29]. No mesmo trabalho, é provado que ndo ha curvas

de dimens&o de Clifford maior ou igual que trés em uma superficie de Enriques.

Os proximos resultados mostram que hé resultados anédlogos para curvas de
dimensao de Clifford até 3. Entretanto, ndo hd curva monomial satisfazendo todas

as hipoteses da conjectura principal [18, Conj. p.175].

4.1 Curvas Monomiais de Dimensao de Clifford 2

De acordo com [18], as curvas de dimensdo de Clifford r = 2 sdo justamente
as curvas suaves planas de grau pelo menos 5. O préximo resultado mostra uma

direcdo para o caso de curvas monomiais.

Teorema 4.1.1. Seja C uma curva monomial unicuspidal tal que o seu ponto singular possui
multiplicidade o > 4. Entdo, Cl1d(C) = 2 e Cliff(C) é computado por feixes inversiveis se,
e somente se, C é uma curva plana. Nesse caso, Cliff(C) = a — 3.

Demonstracdo. Para provarmos (i), se C é plana e monomial, entdo C = (1: t* : t’) C
P2, onde & é a multiplicidade de P = (1 : 0 : 0). Mas, como C é unicuspidal, isto
é, P é seu tnico ponto singular, temos que b = a + 1. Assim, o semigrupo de C é

S = (a,x 4+ 1). Vamos descrever a estrutura de S. Para isso, de forma abreviada, para
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quaisquer inteiros a,b, definimos [4,b] := [a,b] N IN. Podemos entdo escrever
1,9] =G1US1 UGy U...USy—2 UGy_1 4.1)

comS; = [in,in+i] CSeG; =[(i—1)a+1i,(i—1)a+ (a—1)] C G. Note, em
particular, que #(S;) =i+ 1 e #(G;) = a —i.

Seja .F = Oc(1,t",...,t") um feixe que contribui para o indice de Clifford.
Tome F = v5(.#). Suponha que o maior inteiro fora de F é um elemento de G; e,
denote #(G; \ F) = e. Entao, note que #(G;_; \ F) > i + epara0 < i < j— 1. De fato,
isto é consequéncia do seguinte fato: se £ € G; \ F entdo, claramente, { —a, { —a —
1e€G;1\F

Note também que, se # FNG;1) = k, entdao G,_; C Fparal < i < k. Caso
contrério, suponha que exista um ¢ € Gy_y, \ F para algum 1 < m < k. Entéo,
ajustando o que foi dito acima, temos que #(G,_)—; \F) > i+1para0 <i<a—
m — 1. Em particular, tomandoi = a« —m — 1, temos que #(G; \F) >a—m—-1+1=
a—m>a—k Mas#(FNGy) = (a—1) —#(G \F) < (a—1)—(a—k)=k—1,0
que é uma contradi¢do. Suponha primeiro que a4, € S; para algum [. Assim, (3.14)
implica que

Cliff(.#) = #((G\ F) N [1L,a,]) — #(SN [La,]) +#(F\'S) N [a, +1,9])
= i(#(Gi\F) —#5) + (la +1—ay) + i #FNG;) + Df (0 — 1)
i=1 i=1+1 i=j+1
=((a—k—1)—2)+ i(#(Gi\F) —#S) + (la+1—ay)

i=2
j a—1
+ Y #FNG)+ Y (a—i)
i=I1+1 i=j+1

l
>(w—=3—k)+Y ((—i+e)—(i+1)+ (a+1—ay)

i=2
j a—k—1 a—1
+ ) #FNG)+ Y (a—i)+ )Y (a—i)
i=14+1 i=j+1 i=a—k

:(oc—3—k)+Zl:(j+e—1—2i)+(loc—|—l—an)
i=2
] a—k—1 a—1
+ Y #FNG)+ Y (a—i)+ Y (a—i)

i=I+1 i=j+1 i—a—k
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=(a=3-k)+((I-1)(G+e—1)—(I-1)(1+2) + (la+1—ay)
J a—k—1 a—1

+ Y #FNG)+ Y (a—i)+ Y (a—i)

i=I+1 i=j+1 i=a—k

= (a—3)+ ((l—l)((j+e—1)—(l+2))> + (la+1—ay)

+ i:ﬂFﬂGJ+¢§S%a—ﬁ%—<<S§(a—ﬁ)—k)

i=I+1 i=j+1
> — 3.

De fato, os termos do segundo ao sexto na penultima linha acima sdo todos nao-
negativos. Para o segundo termo, note que, por (3.2.2), h! () = #(G') e k! (F) > 2
ja que .# contribui para o indice de Clifford; isso implicaquej > 1+ 1e,sej =141,
entdo e > 2, de modo que a afirmacdo segue. Os demais termos sdo claramente

nao-negativos.

Agora, suponha que a igualdade seja atingida. Assim, 25:1 L #ENG;) =0,
entdo k = 0. Além disso, Zf‘;jll(oc — i) ndo pode aparecer. Portanto, j = o — 1, de
modo que .# é inversivel. Ademais, 4, = I« + [. Finalmente, ou! = 1 ou ((j +e —
1) — (1+2)) =0,istoé, | =a+e—4=a — 3.

Assim, dentre tais feixes, o menor indice de Clifford é « — 3 computado por
T = Oc(Lt*t) e F = O (1,463 @+)) Mas, note que h%(.7;) = 3 e h°(.F,) =
((a —1)(a —4)/2) + (« — 1) > 3, entdo, por defini¢do, a dimens&o de Clifford é < 2.

Agora, suponha que a, € G; para algum [ e tome k, j como acima. Entao, (3.14)
implica que
-1
Cliff(#) = ) _(#(G; \ F) —#S;) + #((G;\ F) N [(I = )& + Lay))
i=1

+#(FNG)Na,+1,(I-Da+a—1]) + i #FNG;) + azl (o — 1)
i=l+1 i=j+1

> (-2)+ (<1—2><<j+e—1> - <1+1>>) (G \E) N[~ D+ Lay))

+#(FNG)N[ap+1,(1 —Da+a—1]) + i #FNG;)

i=l+1
a—k—1 a—1
+ Z(a—o+(< m—a>—g
i=j+1 i=a—k
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204—2/

onde na pentltima expressdo, os termos do segundo ao quarto se anulam se / =1,
enquanto o quinto termo se anula se j = . Para explicarmos a tltima desigualdade,
mais uma vez afirmamos que do segundo ao sétimo termo na pentltima linha sdo
nao-negativos. Para o segundo termo, note que j > [ + 1. Os termos restantes sdo

claramente ndo-negativos.

Agora, suponha que a igualdade seja vélida. Se [ = 1, entdo Z?: 1 FENG) =
0, o que implica que k = 0. Logo, a, ndo pode estar em G, uma contradi¢do. Caso
contrério, o terceiro e o quarto termos se anulam, o que significa que a, também nao
pode estar em G;, novamente uma contradi¢do. Conclui-se que a tltima desigual-

dade é estrita e, o resultado esta provado.

O
Exemplo 4.1.2. Seja C a curva monomial unicuspidal associada ao semigrupo gerado
por (4,7,10,13). E facil verificar que Cliff(C) = 1, CId(C) = 2 e que tais invariantes

sdo computados pelo feixe Oc(1, 13, t*). No entanto, note que tal curva no é plana e

que tal feixe ndo é localmente livre.

4.2 Curvas monomiais de dimensao de Clifford 3

Esta secdo é dedicada a verificagdo da existéncia de curvas monomiais que sat-
isfazem as condi¢des da Conjectura clédssica estabelecida e parcialmente provada em

[18]. Antes de tudo, enunciaremos tal resultado:

Teorema 4.2.1. ([18], p. 175) Seja C uma curva de dimensdo de Clifford v > 3. uma curva
suave nio degenerada linearmente normal de género ¢ = 4r —2 e grau g — 1 em P". As
sequintes condigdes sdo equivalentes:

(i) C possui género g = 4r — 2, Indice de Clifford 2r — 3 e, portanto, grau g — 1;
(ii) C possui um tinico fibrado de linhas # que computa o indice de Clifford;

(iii) F? é o fibrado canénico de C e .F induz um mergulho de C em " como uma curva

aritmeticamente Cohen-Macaulay;

(iv) gon(C) = 2r e existe uma familia de pencils de dimensio 1 e de grau 2r, todos da
forma |7 (—D)| onde D é o divisor de 2r — 3 pontos de C.
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Agora, mostraremos a existéncia de uma curva monomial de dimensao de Clif-
ford 3.

Exemplo 4.2.2. Considere a curva C = (1: % : 8 : #°). Iremos mostrar que Cld(C) =
3. O semigrupo numérico associado a C é dado por (6,8,9). E facil ver que seu género
¢ 10. Usando 3.2.4, concluimos que gon(C) = 6 e que pode ser computada (ndo de
forma tnica) pelo feixe Oc(1,t%). Agora, mostraremos que seu indice de Clifford
pode ser computado por um feixe localmente livre. Considerando 3.2.2, podemos
supor que o indice de Clifford é computado por um feixe # = O¢(1,t",..., ™),

coml <a; <...<ay Claramente, a, < 12.

Se h%(#) = 2, entdo Cliff# = 4 no melhor cendrio. Por outro lado, para
G = Oc(1,t°,8,1%), temos que Cliff(G) = 9 —2(3) = 3. Assim, para determi-
nar Cliff(C) e Cld(C), a partir de agora consideraremos apenas feixes .# tais que
h°(#) > 3. Considerando apenas os feixes cujas secdes globais sdo poténcias 5,
com s € S, o minimo para o indice de Clifford é atingido pelo mesmo feixe. Entao,
basta considerar feixes monomiais que tenham pelo menos uma segio global #' tal
que ¢ € G(C). E imediato que a; < 6.

Set € #, temos que {1,7,10,13,19} C vp(#), o que forca a, < 4, pois
hl(ﬁz ) > 2 deve ser satisfeito. Se a, = 4, entdo 2 ou 3 ndo podem pertencer a
Z. Assim, o unico caso possivel é O¢(1,t, t4> e o indice de Clifford, nesse caso, é 6.
Por outro lado, os feixes Oc(1,t,12), Oc(1,t,t3) e Oc(1,t,t?,t3) contribuem para o
indice de Clifford com valores 5,6 e 5, respectivamente.

Agora, suponha que a7 = 2. Nesse caso, {2,10,11,19} C v5(#), o que implica
que a, < 6. Além disso, t* ou > ndo podem ser secdes globais de .7, pois a condigdo
h'(F) > 2 deve ser satisfeita. Neste caso, os feixes Oc(1,1%,t%) e Oc (1,12, 13, %)
contribuem para o indice de Clifford e os valores sdo 6 e 5, respectivamente. Note
que a, # 5. Caso contrdrio, isso implicaria que 13 € v5(.#), o que faria com que
h'(.Z) = 1. Por outro lado, os feixes Oc(1,t?,t*) e Oc(1,1?,13,t*) contribuem para o
indice de Clifford com valores 6 e 5, respectivamente. Para a, = 3, o feixe O¢(1, £2, t3)
contribui para o indice de Clifford com valor 4.

Agora suponha que a; = 3. Nesse caso, 4, < 9. Para aigualdade, apenas o feixe
Oc(1, 3,10 18 t9> contribui para o indice de Clifford com valor 4. Pela defini¢do do
indice de Clifford, é facil ver que podemos ignorar o caso a, = 8. Os casos restantes
sdo Oc(1,13,t%), Oc(1,3,£2), Oc(1,13,t2,1°), Oc(1,13,t*), cujos indices de Clifford
sdo, respectivamente, 5, 6, 5 e 6.

O tinico caso possivel ainda ndo analisado para a; = 4é Oc(1, t*,°), cujo indice
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de Clifford é 6. Para a; = 5 temos o feixe O¢(1, £, t6>, cujo indice de Clifford é 6.

Para o caso a; = 6, temos os seguintes feixes que computam o indice de Clif-
ford, lembrando que ndo precisamos analisar o caso em que a, = 18 (1, t°, t7>,
(1,t5,¢7,18,1%) e (1,5, 8,%,119), cujos indices de Clifford sdo, respectivamente, 6, 4
e4.

Acabamos de analisar todos os possiveis feixes que podem computar o indice
de Clifford dessa curva. Assim, podemos concluir que Cliff(C) = 3.

Observagio 4.2.3. No caso do exemplo anterior, verificamos a existéncia de uma curva
de dimensao de Clifford 3. Note que tal invariante é computado por um feixe local-
mente livre. Entretanto, ao analisarmos o ntiimero finito de (semigrupos associados
a) curvas que poderiam satisfazer tal Conjectura para r = 4, vemos que isto ndo
ocorre, uma vez que os indices de Clifford de tais curvas serdo computados pelo
mesmos feixes que computam suas gonalidades, o que implica que Cld(C) = 1. Isso
nos leva a crer que possivelmente ela é valida em um contexto maior, desde que ape-
nas feixes localmente livres sejam considerados. Assim, a busca por outras curvas
monomiais unicuspidais com dimensao de Clifford maior ou igual que 3 permanece

um problema interessante.
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Capitulo 5

Cohomologia de Koszul e Conjectura

de Green

5.1 Cohomologia de Koszul

Nesta secdo, estudamos a cohomologia de Koszul de um feixe que esta intima-
mente relacionada aos conceitos introduzidos na se¢do anterior por meio da Conjec-

tura de Green, que abordaremos posteriormente.
Comegamos seguindo [24, p. 126]. Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita
sobre k. Seja também S(V') a algebra simétrica e, B = @,cz B; um S(V)-médulo

graduado. Considere o complexo de Koszul

p+1 PR J p—1
o= ANV@Bi 25 ANV@B; 5 A V@Bgyg — .. (5.1)
Os grupos de cohomologia de Koszul sdo definidos por
ker(dyq)
Kpq(BV) = - P (5.2)

lm(dp+1,q—1) '

Para uma resolucdo minimal livre

o= P M1, @S(V)(—q) = @ Mog@S(V)(—q) = B—0, (5.3)
qzm 4=40
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temos o Teorema das Syzygies [24, Thm. (1.b.4)]
Kpq(BV) >~ Mp,piq(B,V). (5.4)

Os inteiros f; ; := dim M; ; sdo chamados de niimeros de Betti da resolugdo [15, p. 8].

No nosso caso, tomaremos V = H(w) e B = @,>¢ H(w") e, definimos
Ky (Cw) 1= Ky g (B,V). (5.5)

Em outras palavras, considerando o complexo

p+1
(/\ Ho(w)> ® H(w 1) (/\ H(w ) ® HO(w?) (/\ H(w ) ) | @ HY(w™)
(5.6)
temos entao
Kpq(Cow) := ker(¢ ) /im(¢y, ,)-

Se C é uma curva Gorenstein ndo-hiperelitica, entdo a igualdade acima possui

um importante contetido geométrico. Definindo P$~! = IP(H%(w)) e notando que
= Oc(n), entdo (5.3) fornece a resolugio de C vista como uma curva candnica.
Além disso, mesmo que C nao seja Gorenstein, essa abordagem extrinseca pode ser
preservada em alguns contextos. De fato, se C é nearly Gorenstein, entdo a demon-
stracdo de [31, Thm. 2.7] e [31, Rem. 2.8] resulta em C’' = Proj,,> HO(w™). Assim,
(5.3) fornece a resolucio de C’. Para uma curva arbitraria nao-Gorenstein, (5.6) ainda
faz sentido do ponto de vista algébrico e foi estudada em [11,23]. Por exemplo, foi
demonstrado em [23, Thm. 1.10] que se C é ndo-hiperelitica, entdo Ky,(C,w) = 0,
ou seja, o Teorema de Max Noether vale para qualquer curva integral. Isso com-
pletou [11, Thm. 1], onde o mesmo resultado foi provado para curvas cujos pontos

ndo-Gorenstein possuem, no méximo, dois ramos.

Em [24, Conj. (5.1)], foi enunciada a Conjectura de Noether-Enriques-Petri, atual-

mente conhecida como Conjectura de Green: se C é suave, entdo
Ky1(Cw) #0 <= Ctemumgycomd < ¢—1,r>1,d-2r<g—-2—-p. (57)
Usando a dualidade [24, Thm. (4.c.1)], podemos escrever (5.7) como

Ky2(Cw) =0<= Cndotemgycomd <g—1,r>1,d—-2r<p
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o que pode ser reformulado como
Ky2(Cw) = 0 <= Cliff(C) > p (5.8)

como é provavelmente a forma mais conhecida da Conjectura e, extensivamente ex-
plorada por Aprodu e Farkas em [3] e provado para curvas genéricas regulares por
C. Voisin em [46,47]. A Conjectura recupera dois resultados celebrados e classicos
do estudo inicial de curvas algébricas, sendo eles: o Teorema de Max Noether, que
foi mencionado acima, é equivalente a (5.8) para p = 0; enquanto o Teorema de

Enriques-Babbage, que iremos revisitar a seguir, que é equivalente a (5.8) para p = 1.

5.2 Teorema de Enriques-Babbage

Nesta se¢do, buscamos estender um resultado bem conhecido que iremos descr-
ever a seguir. Ele foi obtido ap6s trabalhos sucessivos de M. Noether [36], Enriques
[19] (veja também [20, V.III, pp.97-108]), Babbage [6], Petri [38] e, posteriormente
recebeu um tratamento moderno por Saint-Donat [42, Thm. p.157; (4.11), p.174] e
pode ser enunciado da seguinte forma: seja C uma curva suave candnica, entdo ou C
é intersecdo de quéadricas, ou C é uma quintica plana, ou C é trigonal e estd contida
em um scroll racional normal de dimenséo 2.

Tal resultado corresponde a Conjectura de Green ao nivel 1 devido ao seguinte:
por um lado, K;,(C,w) = 0 se, e somente se, C é intersecdo de quddricas. Por
outro lado, Cliff(C) > 1 a menos que C ndo seja trigonal, nem isomorfa a uma
quintica plana. O resultado foi estendido para curvas Gorenstein com semigrupo
de Weierstrass simétrico por Stohr [45, Thm. 2.6]. Aqui, apresentamos um estudo
deste problema quando C é uma curva nearly Gorenstein, isto é, uma curva com
um Unico ponto ndo-Gorenstein, cujo anel local é quase-Gorenstein, ou, equivalen-
temente, uma curva cujo modelo cadnico C’ é projetivamente normal (veja (2.3.2),
(2.3.4)). Esta propriedade nos permite investigar sob um ponto de vista extrinsico
um problema que, no caso ndo Gorenstein, é essencialmente intrinseco.

Lema 5.2.1. [11, Thm. 3, p. 115] Se C é nearly Gorenstein, entio deg(C") = 2¢’ + 1.
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Demonstragio. Temos o seguinte

deg(C') =28 —2—n=2(¢"+u+n)—2-y
=2(g'+1+n)-2-n=2¢"+7

o que implica na afirmagéo. [

Proposigao 5.2.2. Seja C uma curva nearly Gorenstein. Entdo:

(1) K1o2(C,w) = 0 se, e somente se, C' é intersecio de quddricas;
1,2 ¢
(ii) C' é intersecdo de quddricas e ciibicas;

(iii) se C ndo é Kunz, entdo C' é intersegio de quddricas.

Demonstragdo. Para provarmos (i), tome a identificagigo P¢~! = P(H%(w)). Uma
vez que C é nearly Gorenstein, entdo a prova de [31, Thm. 2.7] e [31, Rem. 2.8] im-
plica que H%(w") = H%(Oc(n)) e também implica que C' = Proj@,>¢ H(w").
Entdo, primeiramente, K, ;(C,w) = K,,(C",0c(1)) e, também, (5.3) nos dd uma
resolugdo de C’. Portanto, Kj»(C,w) = 0 se, e somente se, K1,(C',0c (1)) = 0.
Contudo, por definigdo, K1,(C’,Oc/(1)) = Ky2(B,V), onde B = H(Oc(1)) e V =
@,>0 H(Oc/(n)). Agora, Ki5(B,V) = M;3(B,V), por (5.4). Mas M;3(B,V) = 0
implica que ndo sdo necessdrias ctibicas para cortar C’. Entdo, se provarmos (ii), vale

(i) como consequéncia.

Para provarmos (ii), seja Z o feixe ideal de C’ em IP&~1. Mostraremos que a
regularidade de Castelnuovo-Mumford [35, Prop. p. 99] de Z é no maximo 3, isto
é, H1(Z(3 —gq)) = 0 para g > 1. Seguimos o argumento presente na prova de [27,
Thm. 6.5]. Considere a sequéncia exata

0 =7 — Opg-1— Ocr — 0. (5.9)

Para g = 1, tome a seguinte sequéncia exata longa em cohomologia induzida por
(5.9),
HO(Ope-1(1)) = HY(Ow (1) — HY(Z(1)) 55 H(Opea (1)).

Uma vez que C é nearly Gorenstein, C’ é projetivamente normal (2.3.4)(i). Portanto,
a é um morfismo sobrejetivo, o que implica que  é injetivo. Mas ¢ > 3, assim
H'(Opg-1(1)) = 0. Portanto, H'(Z(1)) = 0. Para q > 2, considere a sequéncia exata
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longa em cohomologia induzida por (5.9),
HT™H(Oc(3—4q)) = HI(Z(3—9q)) = H(Opg-1(3—19)).

Para g = 2, temos que H!(O¢/(1)) = 0, pois deg(Oc (1)) = 2¢' +1 > 2¢' — 2, onde
a dltima igualdade vale por (5.2.1). Para g > 3, temos que HT ' (Oc/(3 —q)) = 0,
uma vez que C’ é uma curva. Por outro lado, se 4 # g, entdo facilmente é pos-
sivel concluir que H1~1(Op;-1(3 — g)) = 0. Caso contrério, H1~}(Ops-1(3 — q)) =
H°(Opg-1(—3)) = 0. Portanto, H1(Z(3 — q)) = 0 para g > 2 também, o que prova
(ii).

Para provarmos (iii), se C ndo é Kunz, entdo 1 > 2. Portanto, deg(C’) > 2¢' + 2
por (5.2.1) e (iii) segue por [22, Cor. 1.14]. O

5.3 Contas Dimensionais para o Ideal do Modelo Canénico

Para comegar, fixamos um parametro que serd ttil para o restante. Para qual-

quer P € C, definimos

{dim(Wp” /#p) se P énao-Gorenstein,
On,p =

0 caso contrario
e seja 0y 1= ) pec 0y, p- Definimos também

I,(C") := {hipersuperficies de grau n em P~ que contém C’}.

Com isso em mente, provamos o seguinte resultado:
Teorema 5.3.1. Se C é ndo-hiperelitica e n > 2, entdo

g+n—1
n

dim(I,(C")) = ( ) -n(2¢g—2)+n—-1)p—0,—1+g.
Demonstragio. Observe que C’ é definido da seguinte forma: o sistema linear (Ozw, H(w))
fornece um morfismo ¢ : C — P8~ = P(H(w)) e C' := ¢(C). Agora, considere os
morfismos naturais

@n : Sym"H®(w) — HO(w")

para n > 1. Como C é ndo-hiperelitica, entdo C’ é birracionalmente equivalente a C.
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Assim, a prépria defini¢do de C’ implica que I,,(C’) = ker(¢,) paran > 1.

Agora, pela versdo singular do Teorema de Noether, provada em [23], temos

que ¢, é sobrejetivo para todo n > 1. Portanto, para todo n > 2,

dim(I,,(C")) = dim(Sym"H®(w)) — h°(w™)
— dim(Sym"H(w)) — (deg(@") + 1 g)
— dim(Sym"H(w)) — (n(2g —2— 1) + 1+ 0+ 1—g)
— (g+Z_1> —n(2¢—2)+(n—-1)p—0,—1+¢

onde a segunda igualdade é consequéncia de Riemann-Roch e pelo fato de 1! (w") =
0 para n > 2, uma vez que deg(w”) > 2¢ — 2 = deg(w). Para a terceira igualdade,
seja U o maior conjunto aberto onde w é um fibrado, isto é, onde os pontos de C
sdo Gorenstein. Entdo, note que degc, ;(w) = 7 ¢, portanto, deg; (w) = 2¢ —2 — 1.
Assim, ¢ imediato que degq\;(w") = 7 + 0y, enquanto degy (w") = n(2g —2 -
7). O
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Capitulo 6

O Ideal do Modelo Canonico de

Curvas Monomiais

6.1 Triplas Excepcionais

Defini¢do 6.1.1. Seja A C IN*. Dizemos que (b4, ...,b,) C A" é minimal com respeito
a A se for a menor particdo na ordem lexicogréfica de by + - - - + by, por elementos de
A. Agora, sejam S um semigrupo e G o seu conjunto de lacunas. Se n > 3, dizemos
que uma n-upla ordenada de forma crescente (by,...,b,) C G" é excepcional se, para
todoi #j € {1,...,n}, temos que (b;, b;) é minimal com respeitoa G e b; # 1, 7.

Lema 6.1.2. SejuS = {so =0 < sy =a <sp < ... <5sy < ...} umsemigrupo. Sejam
também T o maior inteiro tal que s = Ta e m o maior inteiro tal que Sy, = [y — ma +
1,y —1— (m—1)a] CS. Além disso, considere r o menor inteiro tal que v — ma — r é uma

lacuna. Entdo, as triplas excepcionais sio:
(i) (a0 —1,a3) comay; > 2, [a+1a+a;—2]CS,
a3+ 1,a3+a—2] CSelas+1,a3+a;—1] CS;
(it) (2ka—1,y—(m+1)a+1)comm>1, ke [2,m+1];
[y—(m+1a+2,y—(m+1)a+a—-1] CS;
(iii) (aq,a2,a3) coma; <, ap > T, ag =y —ay € G,

ay é a menor lacuna tal que v — a; € Ge,

[lli—i-l,lli—l—ﬂll—l] CS,i=23
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(iv) (ka+7,v/2,7/2) comm > 2k € [1,m—1],

S é pseudo-simétricoe y /2 = ma + 1.

(v) (v/2,7/2,7/2) eS é pseudo-simétrico.
Demonstragdo. Seja (b1,by) € G? um par. Note que
(b1,by) é minimal <= (b —i€G<= b +i¢ G, V1<i<b —1). (6.1)

Além disso, assuma que (a1,a3,a3) é excepcional.
casol: 2 < a1 <ap <a—1.

Uma vez que (a1,ay) é minimal, entdo (6.1) implica que a; = o« — 1 e [o, & + a1 —
2] € S. Além disso, (a1,a3) e (& — 1,a3) também sdo minimais. Entdo, segue que
a3+ 1,a3+a; —1] C Selas+1,a3+a —2] CS, respectivamente, por (6.1). Assim,

vale (i).
caso2:2 < g <aewn < ay < TA.

Uma vez que (a1,4z) é minimal, (6.1) implica que a; = 2 e ap = ka — 1 para algum
k < t. Agora, note que, se um bloco B de a« — 1 inteiros estd em S, entdo B + na
também estd, para todo n > 1. Assim, como (ka — 1,a3) é minimal, devemos ter
a3 = v— (m+1)a + 1. Além disso, necessariamente k < m+ 1,k € 2,m+ 1] e
[y—(m+1)a+2,v—(m+1)a+a—1] CS. Isso implica em (ii).

cas03:2<a; <aeap > 1.

Note que se (a3,a3) é minimal, ndo hd outra possibilidade andoserm = teaz = v —
ay. Paratodon € {1,...,a3 — T}, temos que a3 +i € S se, e somente se, a; —i € G.
Em particular, a, é a menor lacuna tal que v — a4, € G. Note também que (a1,4;) e
(a1,a3) também sdo minimais. Logo, [a; +1,4;+a; — 1] C Sparai = 2,3. Isso implica
(iii).

caso 4d: o < a1 < i

Suponha que a; < ta. Como (a1,4;) é minimal, (6.1) implica em uma das seguintes
opgdes: (a) a1 = ka +1 e ap = T — 2 ou, alternativamente, (b) a; = Ta — 1. Suponha
(a). Entdo, como (a1, a3) € minimal, obtemos a3 + 1 € G. Por outro lado, como (ay, a3)
é minimal, obtemos a3 41 € S. Portanto, (a) é descartada. Agora, suponha (b). Nesse
caso, como (ap, a3) é minimal, obtemosaz =y — (m+1)a+1le[y—(m+1)a+2,v—
ma — 1] C S. Além disso, como (a1, a3) é minimal, segue que a7 = ka — 1. Ademais,

como (a1, ap) é minimal, ndo resta outra possibilidade a ndo ser az = a, = 7/2¢,Sé
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pseudo-simétrico.

Caso contrério, assuma que a; > ta. Uma vez que (ﬂz,ﬁlg,) é minimal, o caso
3 implica que m = T e a3 = 7y — ap. Além disso, para todo n € {1,...,a3 — ta}
temos que a3 +i € S se, e somente se, a; —i € G. Agora, escreva a; = ka + r, com
0 < r < a. Como (a1,a3) é minimal, entdo a3 = v — ma — r. Como (ay,42) é minimal,
mais uma vez temos que ndo resta outra possibilidade ando ser a3 = a, = y/2eSé

pseudo-simétrico. Isso implica (iv).
caso 5: a1 > T

Ao substituirmos (a,a3) por (a1,a;) no caso 3, obtemos m = 7,4, = v —aj e, a; é
a menor lacuna tal que v —a; € G. Mas, como ap + a3 < v, isso implica a1 = ay =

az = 7v/2 e, S é pseudo-simétrico. Isso implica em (v).

]

6.2 Oideal do Modelo Candnico de Curvas Nearly Goren-

stein

Agora, iremos caracterizar curvas monomiais unicuspidais por meio de seus

semigrupos de valores.

Lema 6.2.1. Seja C uma curva monomial unicuspidal com semigrupo S. Seja K como em
(2.6) e niimero de Frobenius «y. Entdo, C é nearly Gorenstein se, e somente se, (K) = KU
{~}, onde (K) é o semigrupo gerado por K.

Demonstragio. Suponha que C é nearly Gorenstein. Observe que, por (2.3.2), isso
é equivalente a dizer que ¥ = 1. No nosso caso, isso corresponde a igualdade
dim(Op/wp) = 1, ou seja, #(v5(Op) \ vp(wp)) = 1. Agora, vp(wp) = K; por outro
lado, pela prépria definicéo, C= BY{,C. Portanto, @p é 0 menor subanel de Op que
contém wp. Como C é monomial, Uﬁ(@p) = (K). Mas, v € (K). Logo, C é nearly
Gorenstein se, e somente se, (K) = KU {v}. O

Teorema 6.2.2. Seja C uma curva monomial unicuspidal nearly Gorenstein. Entdo:

(i) Se C ndo é Kunz, entdo o ideal de C' é dado por

I(C/) = <Xasts — Xasiszi>



50

paras € {2,...,v}ei € {1,...,vs};

(ii) Se C é Kunz e ndo trigonal, cuja gonalidade é computada por um pencil livre de pontos
de base, entdo o ideal de C' é dado por

I(C") = (Xa,Xp, = Xay, Xp, , X5 2 = X1 XaXp, X5 1 = Xur Xpy X),

onde (a,b) é a decomposicdo minimal de 3y /2 — 1 e (a',b") é a decomposicdo minimal
de v/2;

(iii) Se C é trigonal com gonalidade computada por um pencil livre de pontos de base, entdo
0 ideal de C" é dado por

I(C") =(Xa, Xp, = X, Xo, , X5 /2 = X1 XaXp, X5 /5 = X Xpr Xy,
XZX’ZY/Z o X%X'Y’ X3k+7’Xr2y/2 - X1XCX17I/ X3k+rX'2Y/2 — Xc’Xd’X’7>/

coml<k<m—1,0<r<3,9=23m+r)e, (cd) éadecomposicio minimal de
Bk+r+v—1e(c,d") éadecomposicio minimal de 3k + r.

Demonstragdo. Tome I'y = {a1 + ...+ a,|a; € v — G} e suponha que C é néo-

Gorenstein. Afirmamos que, paran > 2
HY(w") =V, := <ti |i € T,N [0y — 1]> U <t" i € [v,n(y—1)] mN>. (6.2)

A hipétese de que C é ndo-Gorenstein é usada pelo fato de que 7 € H%(w") para
todo n 2 2/ ]é que existem gi e g] com éi —+ 6] = 1. Nesse caso, 17 = t’)’—f,' % t’)/*fj %

1"~2, 0 que veremos imediatamente que estd em H°(w").

Para provarmos a afirmagdo, note que H e Ho(w”) se, e somente se, t' € Wi
para todo R € C. Agora, wé = ¢t (1) entdo V, C wp, uma vez que todos os
elementos em V, possuem ordem no maximo n(y — 1). Se R # P,Q, entdo w} = Ok.
Logo, V;; C wp também vale. Além disso, V;; C w} é consequéncia da seguinte
igualdade

wh = H(w)" + 6p

que pode ser facilmente deduzida da prova de [27, Lem. 6.1]. Também, relembremos
a notagdo dada por (2.3) para o primeiro somando do lado direito da igualdade.
Logo, V; C H%(w™). Reciprocamente, por (5.3.1), h%(w") = n(2g —2) — (n — 1)y +
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0n +1 — g. Dessa forma,

dim V, = #{I'» N [0,y — 1]} +#([y,n(y = 1)]NIN)
=@g+om—1)+((n-1)y—n+1)
=@+on—1)+((n-1)2g—n)+n—-1)—n+1)
=n2¢g—-2)—(n—-1)p+o,+1—g

como esperado. Entdao, H’(w") = V,,. Agora, considere os morfismos Sym” H (w) —
HO(w™). Em particular, também vale que

{7,...,2(y—=1)} CIy (6.3)

paran > 3. Além disso,

{(n=D(y-1)+1,....0yv=1)}={y,....2y =1} + (n=2)(y—-1) CT, (64)

porque claramente y —1 € v — G.

Pela inclusdo (6.3), para todo i € {7,...,2(y — 1)} temos que i = (y — ;) +
(v — 4) para alguns 1 < jk < g. Equivalentemente, para cada 2 < s < 7 podemos

escrever s = a+ b, onde a,b € G.

Agora consideramos todas as parti¢cdes de s como uma soma de dois elementos
de G, ou seja,

s=as+bs, para i=0,...,vs

com as; < b, e asy < as; < ... < as,. Defina a5 := as, e bs := bs;. Note que (as, bs) é
minimal para todo 2 < s < . Defina também

An = Ty \Tp_1)N[0,7 —1].

Agora, para cada £ € G, tome x;, := t7~¢ € k(C). Temos que (6.2), (6.3) e (6.4)
implica que podemos escrever uma base de H’(w") como
n—1

ngx,y

Xiy

paral <j<yg,

xh— k

Xy Xl para2 <k <mn, ky — 2] 11j € Ag, com (i1,...,i;) minimal,

xlxasxbx” 271 para0<i<n—-2,2<s<¢v

onde a primeira linha nos d4 uma base para H(w). A terceira linha corresponde
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a segunda componente da unido em (6.2) e a segunda linha sdo os componentes

restantes da primeira componente da unido em (6.2).

Seja Ay C k[Xy,,..., ng]n 0 espago vetorial gerado por

ngXfY_l paral <j<g,
Xi, - .. X,-kX,’;_k para2 <k <m, ky — 2;‘21 ij € Ay, com (i1, ...,ix) minimal,
XX Xp XI7271 para0<i<n—2,2<s<7.
(6.5)
Afirmamos que
k[ Xey, oo Xogln = In @ Ay (6.6)

onde I, := I,(C’). De fato, note que Sym"H"(w) = k[X,,, .. ., X |n. Além disso, os
morfismos Sym”H®(w) — H%(w"), se restritos a A, fornecem por construgio iso-
morfismos lineares A, ~ H°(w"). Como os @, sdo sobrejetivos e I,,(C’) = ker(¢,),

a afirmacao segue.

Agora, assumiremos que C é nearly Gorenstein. Isso significa, no nosso caso,

que dim(Op/wp) = 1. Mas temos que

~

OpCwpCwhC...CwhcC...COp (6.7)

e, também, que 7 € Op \ wp. Portanto, w} = (7,7 — G) para todo n > 2. Em
particular, A, = @ para todo n > 2 e, a segunda linha em (6.5) nao existe.

Para provarmos nosso resultado, por (5.2.2), é suficiente mostrar que I3 esta
contido no ideal, que por simplicidade denotaremos por I, descrito em (i) e (ii).

Sejam (i,jk),(i',j’,k') € G® duas decomposi¢cdes de um mesmo nimero em I'3.
Para simplificar, usamos (i,j,k) ~ (i’,j’,k') quando isso ocorre. Se as triplas possuem
uma coordenada comum, digamos k = k', entdo XiX; Xy = Xy Xy Xy mod I. De fato,

escreva s = i + j. Entdo,

XiXiXg — XXy Xe = Xa, Xp, Xp — X Xy Xp — (X, Xp, Xg — Xi X Xg)
= (Xa, Xp, — X Xp) Xp — (Xa, X, — XiX;) X

que é um elemento de I.

Entdo, dados F = X;X;X; € k[ Xy, - .,ng]g, é suficiente mostrar que (i,j,k) é
equivalente a ou (1,45,bs) ou (as,bs,7) para algum s € {2,...,v}, por (6.5) e (6.6). Se
i =1 (resp. k = 7), entdo (i,j,k) ~ (1,as,bs) onde s = j + k (resp. (i,j,k) ~ (as,bs, )
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onde s = i+ j) e, terminamos. Caso contrdrio, suponha primeiramente que (i,j,k)
ndo é excepcional no sentido de (6.1.1). Entdo, um dos pares (i,j), (i,k) ou (j,k) ndo
¢ minimal. Suponha, sem perda de generalidade, que é o ultimo e escreva j + k =
s. Entdo, (i,j,k) ~ (i,asbs) paras = j+ k. Se (i,as,bs) ndo é excepcional, repita o
procedimento. Ap6s um ntimero finito de passos obtemos que (i,j,k) ~ (i,j/ k'),
onde oui’ =1, ouk’ = v, ou (i,j/,k") é excepcional. Agora, as triplas excepcionais

sdo descritas no Lema (6.1.2). Vamos abordar seus cinco casos.
Passo 1: (a1,& — 1,a3) como no caso (i).
Tome a3 = v — sa + p para algums > 1e p € {0,1}. Tome também n,1 = T + 7.

Set >2our # 1, temos que a; = 2. Se p = 1, entdo
(2a—1a3)=2a—-1,7v—sa+1)~GBa—1,7v—sa) ~(La+1,v7—sa)
ou, no outro caso, se p = 0, entdo s < 7. Se, além disso, s > 2, entdo

(20 —Laz) ~ (2a =1+ a3 = (v = nri1), Y — Nry1)
=Qa—-1+y—sa—y+Ta+7ry—ng)
=2(t+1=s)a+r—1,9v—nr4q)
~(L(T+1=s)atry—ne)

e vale oresultado, umavez que 1 < 7+1—s < Timplica que a segunda componente
é uma lacuna.

Ser=1=1,entdoas =y —baparab=10ou2.Seb =2, entdo [a +2,2a — 1] C
G. Logo, concluimos que a; = 2 ou 3. Além disso, também vale [y —2a — 2,y —2a] C
G. Portanto,

(a0 — 1,y —20) ~ (4o —1,7v—20—(4—a1)) ~ (La+2,y — 20 — (4 —a7)).
Se a3 = 7 — w, seja e o maior inteiro tal que [a,a +¢] C S. Entdo, trivialmente,
[y —a—e,y—a] € Ge, também a; < e + 2 pois (a1,&4 — 1) é minimal. Suponha que

e < a—3. Entdo, e+ 3 € G. Se a; > 3, entdo

(ae—1y—a)~(e+3a—1,vy—a—(e+3—m))
~(lLa+e+1l,y—a—(e+3—ay)).

Entdo, basta analisarmos o caso (a1,&4 — 1,7 — «) onde ou a; = 2 ou, no outro
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caso, T=1lee > a — 3.

Assuma a7 = 2. Como C é ndo-Gorenstein, entdo S ndo é simétrico. Assim,
podemos escolher (a,b) € G? tal que a + b = y. Assuma também que (a,b) é minimal.
Note que a > «. De fato, a minimalidade de (« — 1,y — «) implica que [y —a+ 1,7 —
2] C S. Portanto, se a < «, entdo a = 1. Porém, como C é nearly Gorenstein, S é

quase simétrico. Assim, 2 € K e, se for o caso, vy — 2 € G, uma contradigdo.

Agora, seja ¢ € IN* tal que b — ¢ é a maior lacuna menor que b. Claramente,
¢ < &, caso contrdrio [a,a +« — 1] C G, o que ndo pode ocorrer pois ndo ha « inteiros
consecutivos em G. Assim, primeiramente, suponha ¢ < a — 1. Se for o caso,

a—1y—a)~2a—-14+(@a—a+c)y—a—(a—a+c)) (6.8)
=2a+c—1b—c)~(1+4cab—c)~ (Lab).

Notequea+c—1€ Gpoisy—(a+c—1)=b—c+1€S. Alémdisso,1+c € G
poisc < a — 1.

Agora, suponha que ¢ = « — 1. Entdo, claramente,a = ma+1eb = v —ma — 1.

Assim,

2a—1y—a)~2a—1+m—1Da,y—a—(m—1)a) = (2,ma — 1,7y — ma)
~ (3ma—1,y —ma—1) ~ (Lma+ 1,y —ma—1).

See > a —3 e T = 1, suponha primeiro que « > 5. Entdo, ou y = 2a — 1 ou
y=20—-2.Sey=2a—1,entdo G\ ([La —1JU{y}) C {y—1}.Sey—1 € G, entdo
S ndo é quase simétrico e, se Y —1 ¢ G, entdo S é simétrico ambos excluidos por
nossa hipétese de C ser nearly Gorenstein. Por outro lado, se v = 2a — 2, entdo C é
Kunz para o qual o modelo canénico C’ ndo é intersegdo de quadricas, como veremos
em seguida.

Passo 2: (2,ka — 1,7 — (m+1)a + 1) como no caso (ii).

Primeiramente, note que o caso 3 € S é equivalente a dizer que C é trigonal, cuja go-
nalidade é computada por um pencil livre de pontos de base, por (6.3.1). Além disso,

C é Kunz nesse caso pelo mesmo resultado. Entdo, iremos analisar tal possibilidade
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ao fim desta demonstra¢do. Assim, por enquanto, assumimos 3 € G. Entéo,

(2ka—1,y—(m+1)a+1)~ Bka—2,y— (m+1)a+1)
~ (3,a —(m+la+1+(k—1)a—1)
= (3, —(m+2—ka)
(1zx+1'y (m+2—ka).

Passo 3: (a1,42, 7 — a3) com a; < &, ay > Ta como no caso (iii).

Sea; =a—1,entdoay = ka —leaz =y —ka +1parak > 2, pois ap > ta. Além
disso, [y —sa —a + 1,7 —sa — 1] C Sparas <k, pois (« — 1,a3) é minimal. Assim,

(o —Lka —1,y —ka+1) ~ (a + 1 ka — 3,y —ka +1)
~(a+1a—2y—a)~ (1,a—27).

Se az < &« — 1, suponha T > 2, entdo
(ay,ap,y —ap) ~ (a1 +1ap — 1,y —ap) ~ (a1 +1a—1,y—a) ~ (Lag +a — 1,7y — a).
Caso contrario, lembre-se da defini¢do de e. Suponhae <« —4ea; < e+ 1. Entdo

(a1,a2,y —ap) ~ (a1 + 1,4 — 1,y —ap) ~ (a1 + L,a — 1,y — «)
~e+3u—1,y—a—(e+2—ay))
~(la+te+1l,y—a—(e+2—ay)).

Agora, o caso e > « — 3 j4 foi abordado. Além disso, se a; > e + 2, entdo

(ar,a0,y —az) ~ (m+Lay—1,y—az) ~ (a1 +1La—1,7 —a)
~(amp—(e+1)at+e+1ly—a)~ (a1 —(e+1)e+1).

Agora, note que nos dois ultimos casos de (6.1.2), C é Kunz. Como j4 foi
provado, caso contrario, o ideal de C’ é dado por

I(C/) = <Xasts - XasiXbSi>

paras € {2,...,v}eie {1,...,vs}.
Passo 4: (ka +1,v/2,7/2) como no caso (iv).
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Mais uma vez, aqui iremos supor que 3 € G. Caso contrario, como foi dito anterior-

mente, iremos discutir no fim.

Suponha que 1 < r < a — 1. Entao,
(ke +7,v/2,7/2) ~ (ka +r+1,9/2=1,4/2) ~ (1,v/2 = 1,v/2 + ka +1).
Suponha que r = 1. Entdo,

(ke +1,7v/2,v/2) ~ (ka +3,7/2—2,v/2) ~ (ka +3,7v/2 —a —3,v/2+a+1)
~((k—=1a+37/2—a—37).

Suponha agora que r = a — 1. Entéo,

(ke +a—1,v/2,v/2) = ((k+1)a—1,(m+1)a—1,(m+1)a —1)
(k+1)a+1,(m+1)a—3,(m+1)a—1)
~ ((k+1Da+1ma—2,(m~+2)a —2)
(1

,ma —2,(m+k+3)a—2).

~Y

2

Passo 5: (7/2,7/2,7/2) e S é pseudo-simétrico como no caso (V).

Para o restante, dizemos que uma tripla excepcional é irredutivel se ndo é equivalente
a (1,a5.bs), ou (as,bs,v), ou outra tripla excepcional. E facil ver que (v/2,v/2,7/2) é
irredutivel. Portanto, se 3 € G, pelo o que foi dito acima (6.6) implica que

I = (Xa,Xp, — Xag, Xp,, X5 15 — X1 XaXp, X5 )3 — Xor Xpr X ),
onde (a,b) é a decomposi¢do minimal de 3y /2 —1e (a’,b’) é a decomposi¢do minimal

de /2. Segue que C' é cortada por quadricas e cubicas.

Agora abordamos o caso 3 € S. Note que, se for o caso, (2,7/2,7/2) e (3k +
r,v/2,v/2)com1 <k<m-—1,0<r <3evy=2(3m+r)sdo irredutiveis. Assim,
(6.6) nos da

I(C") =(Xa, Xp, = X, Xo, , X5 2 — X1 XaXp, X5 /5 — X Xpy Xy,
X2X’2Y/2 o X%X'Y’ X3k+7’Xr2y/2 - X1X6Xd/ X3k+rX'2Y/2 — Xc’Xd’X’Y>/

onde (c,d) é a decomposicdo minimal de 3k +r+ vy — 1 e (¢/,d’) é a decomposigdo
minimal de 3k + 7. O



57

Observagio 6.2.3. Como foi mencionado na introdugdo, a prova acima foi fortemente

inspirada por Stohr, [45]. Ha algumas diferengas que iremos descrever a seguir:

(a) Aqui, consideramos o semigrupo da singularidade, ao invés do semigrupo de
Weierstrass de um ponto simples; de fato, se C é monomial, entdo aquele pode
ser recuperado deste, onde o ponto simples é o ponto no infinito;

(b) Optamos por colocar a teoria dos mondmios excepcionais de uma forma pura-
mente combinatorial e reduzir ao caso das triplas, que é o que realmente conta

para a prova;

(c) A Equagdo (6.6) é crucial para todo o argumento. Em [45], ele é consequén-
cia da projetividade normal da curva canoénica , enquanto aqui é consequéncia
da versdo intrinseca do Teorema de Max Noether, provado em [23] e algumas
contas dimensionais desenvolvidas em (5.3.1); dessa forma, C’' ndo precisa ser
projetivamente normal para que a prova seja vélida; por exemplo, notamos que
C é nearly Gorenstein apenas ap6s a prova de (6.6); a razdo por tras disso é que
é mais facil lidar com triplas excepcionais nesse caso, mas almejamos trabalhar

em dire¢do ao problema geral em um trabalho posterior;

(d) [45] vai mais além na descricdo de Syzygies, como pode ser visto no apareci-
mento dos coeficientes cg;, [45, pg. 193] cujas rela¢des posteriormente descrevem
o moduli de curvas Gorenstein com um ponto de Weierstrass fixado; no en-
tanto, tais coeficientes ndo aparecem aqui, uma vez que assumimos que as cur-
vas sdo monomiais; caso eles tivessem sido considerados, entdo estariamos de-
screvendo o moduli de curvas racionais (ndo necessariamente monomiais) com
um semigrupo preescrito em uma dada caspide, o que também parece ser um

problema interessante para ser investigado em um trabalho futuro;

(e) Nossos semigrupos pseudo-simétricos, (baseados em Barucci-Froberg [9, pg. 420,
top], que caracterizam curvas Kunz correspondem aos semigrupos quasi-symmetric
de Oliveira e Stohr, abordados por eles em [37]; mas, nesse caso, a correspondén-
cia é falsa; de fato, em [37] as curvas sdo Gorenstein, porém com um semi-
grupo de Weierstrass ndo-simétrico, enquanto aqui as curvas sdo sempre nao-

Gorenstein.
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6.3 Teorema de Enriques-Babbage para Curvas Mono-
miais
Agora, iremos caracterizar as curvas trigonais monomiais unicuspidais e veri-
ficaremos quando elas sdo nearly Gorenstein.
Teorema 6.3.1. Seja C uma curva monomial unicuspidal com semigrupo S. Entdo, C é

trigonal se, e somente se, ou

(i) S={0,0,0a+1,--- ,a+ka+k+{ —}paran >3,k >0,el > 2. Nesse caso,
C é nearly Gorenstein se, e somente se, C' 2P,

(i) S = {0,q, 0 +2,--- ,0a +2k, =} paraa > 3, ek > 1. Nesse caso, C é nearly
Gorenstein;

(iii) &« =3 e # B. Nesse caso, C é nearly Gorenstein se, e somente se, C é Kunz.

Demonstragio. Por (3.2.4), a gonalidade de C pode ser computada por um feixe .# :=
Oc(1,t") com r > 0. Para todo R € C, temos que

Se R € C\ {P,Q}, entdo F#r = O e, portanto, deg, (.-#) = 0. Por outro lado, Z#g =
'Oq. Logo, degy(.#) = r. Além disso, degp(F) = #D, onde D := vp(Fp) \ S.
Entao,

deg(.#) = r +#D. (6.9)

Agora, uma vez que C é monomial, v5(#p) =S+ 7r,entdo D = (S+7) \ S.

Note que se « = 1, entdo gon(C) = 1; se &« = 2, entdo gon(C) = 2 computada
por Oc(1,t?) e,se « = B, entdo gon(C) = 2 computada por Oc(1,t). Assim, podemos
assumir ainda que « > 3; « # B e, por (6.9), r < 3 se .# computa a gonalidade.

caso (i): r = 1.

Suponha que .% = O¢(1,t) computa a trigonalidade. Note que

deg(F) =3 <= #D =2
—S={0,0,a+1, - ,a+ka+k+¢ —}

parak > 0e /¢ > 2. Assim, S estd de acordo com (i) na afirmacgdo do teorema. Por

outro lado, vamos mostrar que uma curva com tal S ndo pode ter gonalidade menor.
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Primeiro, note que deg(O¢(1,t")) > 3 para r > 3. Assim, s6 precisamos testar r = 2.
Mas deg(Oc(1,t?)) = 2 se, e somente se, S = {0,2,4, —}, o que é excluido, pois
x> 3.

Agora, note que K = {0,..., vy —(a +k+ 1)} U{y—a+1,...,y =1} U{y+
1,—}. Entéo, por (6.2.1), é facilmente visto que C é nearly Gorenstein se, e somente
se, ¥ — (o +k+1) = 0. De fato, caso contrario 1 € K e, portanto, v — (« + k) € (K).
Mas vy — (a +k) ¢ KU{v}. Agora, v — (x +k+1) = O0se,esomentese, v +k =y —1
se, e somente se, v — 1 € Sse, e somente se, 1 Z K se, e somente se, C' 2 PL.

caso (ii): r = 2.

Suponha que .# = O¢(1,#?) computa a trigonalidade. Note que

deg(.#) =3«=#D =1
—S={0,0,0+2, -+ ,a+2k —}

parak > 1. Logo, S estd de acordo com (ii). Para mostrar que C, com S de tal forma, é

trigonal, devemos testar apenas o caso ¥ = 1. Mas é facil ver que é deg(O¢(1,t)) > 3.

Agora, note que K = {0,246,...,y —a—1}U{y—a+1,...,y—1}U{y+
1,—}. Entdo, claramente (K) = KU {7} e, portanto, C é nearly Gorenstein por
6.2.1).
caso (iii): r = 3.

Suponha que .# = O¢(1,#3) computa a trigonalidade. Note que
deg(.F) =3«=#D =0 <= a = 3.

Assim, S coincide com (iii). Para obter a reciproca, basta notar que é facil verificar
que deg(O¢(1,t")) > 3ser > 1,2 para qualquer C com tal S.

Se C é nearly Gorenstein, ndo é Gorenstein, entdo existem a < b € G tais que
a+b = 1. Digaque vy =imod3ea = jmod 3. Claramente, i,j € {1,2}, j4 que 7y
e a ndo estdo em S. Além disso, i # j, pois v —a ¢ S. Portanto, 22 = v mod 3 e,
consequentemente, y — 2a € S, o que implica que 2a ¢ K. Por (6.2.1), temos 2a = 7,
ouseja, a = b = /2. Como a e b sdo arbitrarios, conclui-se que C é Kunz. A

reciproca é um fato geral. O

Por fim, nossos resultados podem ser agrupados da seguinte forma:

Teorema 6.3.2. Seja C uma curva monomial unicuspidal com género g > 3 cujo modelo
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candnico C' é linearmente normal. Entdo uma e, apenas uma, das sequintes afirmagdes é
vdlida

(i) C'é cortada por quddricas; ou
(ii) C é trigonal e Gorenstein; ou
(iii) C é isomorfa a uma quintica plana; ou

(iv) C é Kunz.

Além disso, suponha que C é trigonal e nio-Gorenstein. Se o g3 que computa a gonalidade é
livre de pontos de base, entdo C satisfaz o caso (iv). Caso contrdrio, pode ser incluida ou no

caso (1) ou (iv).

P2

Demonstragio. Primeiramente, assuma que C é hiperelitica. Entdo, C’ é uma curva
racional normal de grau ¢ — 1 em P8 -1 por [27, Prp. 2.6]. Entdo, C’ é intersegdo de
quddricas e vale (i). Mas se C ¢é hiperelitica, entdo gon(C) = 2, entdo gon(C) < 3,4.

Logo, ndo valem (ii) e (iii). Além disso, C é Gorenstein, entdo ndo vale (iv).

Assuma que C é nao hiperelitica e Gorenstein. Suponha também que o semi-
grupo associado ao ponto singular é diferente de (2,2¢ + 1), (3,¢+ 1), {0,9.9 +
1,...2¢—22g, —} e (4,5). Entdo, [12, Lem. 2.2] implica que o mergulho candnico
de C, que é isomorfo a C’ é intersegdo de quédricas, entdo vale (i). Ademais, note que,
por (6.3.1), C é trigonal e Gorenstein se, e somente se, S = {0,g,¢+1,...,2¢g — 2,29, —
}ouS = (3,¢+1). De fato, estes casos correspondem respectivamente ao primeiro
e ao terceiro item de (6.3.1)) se nos restringirmos ao caso em que S é simétrico). Uma
vez que o segundo item de (6.3.1) contém apenas semigrupos nao-simétricos. En-
tdo, ndo vale (ii). Como S # (4,5), logo (iii) ndo vale também. Uma vez que C é

Gorenstein, o caso (iv) nao é considerado.

Se (2,2¢ + 1), entdo C ¢é hiperelitica e repetimos o primeiro pardgrafo desta

demonstracao.

SeS={0,¢¢+1,...2¢—22¢, -} ouS = (3,¢g+ 1), como dito acima, entdo
C é Gorenstein e trigonal. Entdo, vale (ii), mas (iii) e (iv) claramente ndo. Entdo,
basta provarmos que C' nao é intersecdo de quddricas. Para isso, recorremos a [40,
Prop. 3.3]: se C é uma curva trigonal ndo-Gorenstein, entdo a intersecdo de todas as

qudadricas que a contém é um scroll racional normal de dimens&o 2, entdo ndo vale

(i).
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Se S = (4,5), entdo vale (iii). Além disso, (i) claramente nédo vale; (i) ndo vale
uma vez que gon(C) = 4 > 3 e o caso (iv) é excluido, uma vez que C é plana e,
portanto, Gorenstein.

Finalmente, se C é ndo Gorenstein, entdo C’ é linearmente normal se, e somente

se, C é nearly Gorenstein, por [27, Thm. 6.5]. Logo, podemos utilizar (6.2.2).

Agora, assuma que C é trigonal e ndo-Gorenstein, cuja gonalidade é computada
por um pencil livre de pontos de base. Portanto, a prova de (6.3.1)(iii) implica que
3 €SeogséOc(lt). Como consequéncia, vale (iv), uma vez que C é nearly
Gorenstein. Se a gonalidade é computada por um pencil com um ponto de base

ndo-removivel, entdo a prova de (6.3.1) claramente implica que vale (i) ou (iv). O

Observagio 6.3.3. Conforme foi mencionado na Introdugdo, nés conjecturamos que
este resultado deve valer em geral. De fato, o argumento acima para uma curva
hiperelitica é geral. Se a curva é Gorenstein e ndo-hiperelitica com um ponto de
Weierstrass com semigrupo simétrico, entdo é possivel aplicar [12,37,40,45]. Para a
remocao de tal hipdtese, seria necessario considerar a abordagem de Schreyer refer-
ente a andlise de Petri em [43], como foi mencionado em [37, p. 56, bot]. Além disso,
se C é uma curva ndo-Gorenstein, entdo (5.2.2) chega perto: curvas ndo-Kunz nearly
Gorenstein sdo intersecdo de quadricas, entdo basta mostrar que curvas Kunz nédo

sao.



62

Capitulo 7

Considerac¢oes Finais

Finalizamos este trabalho ressaltando algumas questdes que podem ser inves-

tigadas em um futuro préximo. Note que iniciamos enunciando resultados da forma

mais gerais que eles poderiam ser, entdo nos restringimos a curvas monomiais como

se elas fossem um teste inicial. Entdo, ha uma similaridade com [30], onde foi provado

para curvas monomiais que se C é d-gonal, entdo C’ estd contido em um scroll de di-

mensdo (d — 1), mas ndo menor. Este resultado foi comprovado posteriormente em

[28]. As questdes naturais que surgiram do que foi provado aqui:

ey

(2)

)

Suponha que C é uma curva plana e o indice de Clifford é computado por um
feixe invertivel. Entdo, é verdade que Cld(C) = 2?;

Ha um resultado bastante conhecido que relaciona o indice de Clifford e a go-
nalidade, a saber, gon(C) — 3 < Cliff(C) < gon(C) — 2. Tal resultado vale
para qualquer curva integral? Com a hipétese de que o indice de Clifford é
computado por um feixe invertivel, acreditamos que a teoria desenvolvida em
[18] é valida, especialmente por meio do estudo do invariante de Castelnuovo
C(d,g,r) que conta o numero de (r — 2)-planos (2r — 2)-secantes no mergulho
de Clifford C C IP" de uma curva de género g e grau d. Tal estudo claramente

implicaria na desigualdade desejada;

Suponha que Cliff(C) é computado por um feixe ndo-invertivel e que Cld(C) =
r. Entdo, aplique um pullback para C e use o pencil para obter uma curva,
sendo ela, Ccr. Assim, teriamos, de certa forma, um Modelo de Clifford de C,
cuja construgdo remete aquela feita para o modelo candnico; Que informagéo a
respeito de C pode ser obtida por meio de C?;
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()

(6)
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O Teorema 2.(II) vale em geral como foi explicado na Observacao (6.3.3)?;

E possivel descrever o moduli de curvas racionais nearly Gorenstein com um

semigrupo preescrito de uma singularidade como foi explicado em (6.2.3)?

Para curvas canonicas suaves, o Teorema de Enriques-Babbage pode ser enun-
ciado como na Conjectura de Green, i.e., K1,(C,w) = 0 iff Cliff(C) > 2. O
Teorema 2.(II) mostra que isso é falso para curvas ndo-Gorenstein. Facilmente,
é possivel construir curvas Kunz com indices de Clifford arbitrariamente al-
tos. De qualquer forma, seria interessante a caracterizar Cliff(C) = 1, isto §,
a menos de curvas trigonais, possivelmente ndo-Gorenstein e quinticas planas,

quais curvas satisfazem tal propriedade?
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Anexo A

Cé6digo para o cilculo do Indice de
Clitford

Neste apéndice, apresentamos um cédigo em Python que pode ser utilizado
para calcular o indice de Clifford de um feixe monomial sobre uma curva monomial
unicuspidal. Como entradas, temos os geradores de um semigrupo e as poténcias
das secdes globais que definem o feixe. Note que, com poucos ajustes, tal c6digo
pode computar outros invariantes simples de um semigrupo, tal como o condutor e

0 género.

from math import gcd
from itertools import product

def calculate_genus(generators):
Calcula o género de um semigrupo numérico dado um conjunto de
-~ geradores.

Args:
generators (list): Lista de geradores do semigrupo.

Returns:
int: 0 género do semigrupo (numero de inteiros néo
~ alcancaveis).
None: Se o MDC dos geradores nao for 1.



def

# Verifica se o MDC dos geradores é 1
if gcd(xgenerators) != 1:
return None # Sem género bem definido

# Determinar o limite superior para checar valores nao
~ alcancaveis

limit = max(generators) * max(generators)

reachables = set()

# Gera todas as combinacbes lineares nao negativas
for coef in product(range(limit // min(generators) + 1),
-~ repeat=len(generators)):
reachable = sum(c * g for ¢, g in zip(coef, generators))
if reachable <= limit:
reachables.add(reachable)

calculate_custom_output(generators, sheaf):

Calcula a soma da cardinalidade dos novos elementos gerados

por somas de F com S e o maior elemento de F.

Args:
generators (list): Lista de geradores do semigrupo S.
sheaf (list): Subconjunto dos numeros inteiros F.

Returns:
int: Resultado calculado pela férmula descrita

ou None se o semigrupo nao for bem definido.

# Verifica se o semigrupo esta bem definido
if gcd(*generators) != 1:
return None # Semigrupo ndo esta bem definido

# Determinar o limite superior para o cdlculo
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limit = max(generators) * max(generators)
reachables = set()

# Gera todos os elementos do semigrupo S

for coef in product(range(limit // min(generators) + 1),

-~ repeat=len(generators)):
reachable = sum(c * g for ¢, g in zip(coef, generators))
reachables.add(reachable)

# Calcula novos elementos ao somar F com S, excluindo os que ja

~ estdo em S

new_elements = set()

for f in sheaf:

for s in reachables:
candidate = f + s
if candidate not in reachables and candidate <= limit:
~ # Apenas elementos novos
new_elements.add(candidate)

# Conjunto de valores nao alcancaveis (gaps)
not_in_semigroup = set(range(limit)) - reachables

# Determina h1l(f)

b = range(1l, max(sheaf))

set()
for x in not_in_semigroup:

Q
Il

if x not in b:
if x not in new_elements:
a.add(x)

# Soma da cardinalidade dos novos elementos e o maior elemento
—~ de F
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result = [len(new_elements) + max(sheaf) - 2 *x len(sheaf),
- len(a)]

return result

# Exemplo de uso
generators = [6, 8, 9] # Geradores do semigrupo S
sheaf = [6, 8] # Subconjunto F

result = calculate_custom_output(generators, sheaf)

if result is None:
print("0 semigrupo nao estd bem definido, pois o MDC dos
~ geradores ndo é 1.")

else:
print(f"ClLiff(F) para S = {generators} e F = {sheaf} é
—~ {result[0]} e h”1(f) é {result[1]}.")
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