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Resumo

As perturbagoes no campo escalar do inflaton no universo primordial sao analisadas
para o modelo de Starobinsky em um universo fechado com um plano de fundo
descrito pela cosmologia quantica de lagos (LQC), incluindo um regime inflacionério
consistente com restrigoes impostas pelas observagoes da radiagao coésmica de fundo
(CMB). A dindmica do plano de fundo, representada por uma hamiltoniana efetiva
da LQC, elimina a singularidade inicial do Big Bang ao induzir um bounce. Analises
numéricas demonstram que diferentes escolhas de condigoes iniciais e do valor de
curvatura afetam a duracao do regime inflacionario e podem produzir diferentes tipos
de solu¢oes, denominadas de solugoes do tipo I, II, ITI. Solugoes do tipo III sao aquelas
de maior interesse, ja que representam um plano de fundo em que a curvatura espacial e
efeitos da gravitagdo quantica sao relevantes, enquanto solugoes do tipo I caracterizam
aproximacoes planas do plano de fundo e solugoes do tipo II retratam um bounce
classico. As condigoes iniciais sdo determinadas através dos parametros cosmoldgicos
inflacionarios A e ng, estimados a partir das observagoes da missao PLANCK (2018).
A evolugao das perturbacoes lineares é descrita no formalismo ADM, através da
determinacao da expansao da hamiltoniana até a ordem quadratica nas perturbacoes
no calibre espacialmente esférico, com coeficientes de evolugao bem comportados no
bounce. E adotado um vécuo adiabético de quarta ordem como estado inicial, fixado
em um instante anterior ao bounce. As perturbacoes sao evoluidas numericamente até
o fim da inflagao para diferentes modos k, onde sao relacionadas com o escalar de
curvatura comével R(k) para se obter o espectro de poténcia Pr(k), em que diferentes
valores de curvatura g sao utilizados. Efeitos de gravitagdo quantica e de curvatura
espacial afetam as maiores escalas dos espectros. As correc¢oes incluem oscilagoes e uma
amplificacao da poténcia. Os resultados sao comparados com as previsoes inflacionarias
usuais em um universo plano. Para valores do parametro de curvatura |Qg| > 1078, a
média das oscilagoes do espectro se desvia da previsao inflacionaria, sendo incompativel
com as observagoes. Os valores de curvatura que produzem corre¢des no espectro

consistentes com as observagoes se restringem ao intervalo [Qx| < 1075,

Palavras-chave: cosmologia; perturbacoes escalares; universo fechado; cosmologia
quantica de lagos; dados observacionais; radiacao césmica de fundo; inflagao césmica;

regime pré-inflacionério; formalismo ADM.



Abstract

The perturbations in the inflaton scalar field within the primordial universe are an-
alyzed for the Starobinsky model, considering a closed universe with a background
described by loop quantum cosmology (LQC), including an inflationary regime consis-
tent with constraints imposed by cosmic microwave background (CMB) observations.
The background dynamics, governed by an effective Hamiltonian in LQC, resolve
the initial Big Bang singularity by inducing a bounce. Numerical analyses reveal
that different choices of initial conditions and curvature values affect the duration
of the inflationary regime, leading to different classes of solutions, referred to as
type I, II, and III. Type III solutions are of greatest interest, as they represent a
background where spatial curvature and quantum gravity effects play a significant
role, whereas type I solutions characterize flat approximations of the background, and
type II solutions depict a classical bounce. The initial conditions are set based on
the inflationary cosmological parameters A, and ng, inferred from PLANCK mission
observations (2018). The evolution of linear perturbations is described within the
ADM formalism by determining the expansion of the Hamiltonian up to quadratic
order in the perturbations in the spatially spherical gauge, ensuring well-behaved
evolution coefficients at the bounce. The initial state is chosen as a fourth-order
adiabatic vacuum, fixed at a moment prior to the bounce. Perturbations are then
numerically evolved through the inflationary period for different modes k, which are
subsequently related to the comoving curvature perturbation R (k) to obtain the power
spectrum Pr(k), with different values of curvature i considered. Quantum gravity
and spatial curvature effects influence the largest scales of the spectra, introducing cor-
rections such as oscillations and power amplification. The results are compared against
standard inflationary predictions in a flat universe. For curvature parameter values
Qx| > 1078, the average of the spectral oscillations deviates from the inflationary
prediction, becoming incompatible with observations. The curvature values that yield

spectrum corrections consistent with observations are constrained to |Qg| < 1075.

Keywords: cosmology; scalar perturbations; closed universe; loop quantum cosmology;
observational data; cosmic microwave background; cosmic inflation; preinflationary

regime; ADM formalism.
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1 Introducao

A cosmologia é a ciéncia responsavel por estudar o Universo como um todo,
preocupando-se com a sua origem, sua evolucado e com os processos que levaram
a formacao das estruturas observadas hoje. O ponto de partida para o estudo da
cosmologia moderna é a teoria da relatividade geral, formulada por Albert Einstein
em 1916 [1], que relaciona espago, tempo e gravitagao. De tal forma, a gravidade é

uma manifestacdo da curvatura da malha espago-temporal.

Dados observacionais forneceram informagcoes importantes para o entendimento
do comportamento do Universo, como por exemplo, as observacoes de Slipher. Em
um trabalho publicado em 1917 [2], ele demonstrou que, em sua maioria, as galaxias
entao observadas estavam se afastando da Terra, sugerindo um universo em expansao.
Também em 1917, o holandés Willem De Sitter demonstrou que a adi¢cdo de uma
constante cosmoldgica nas equacoes de Einstein poderia gerar uma forga repulsiva,
mesmo sem a presenca de matéria, causando a expansao do espaco [3]. A relagao entre
a distancia das galaxias e a velocidade com que elas se afastam foi estabelecida por

Hubble, em 1929, através de novas observagoes |4].

Outra observacao importante foi feita de forma acidental pelos astronomos
Arno Allan Penzias e Robert Woodrow Wilson em 1964, quando detectaram a radiagao
cosmica de fundo através de uma antena [5]. A radiacdo césmica de fundo ou CMB
(cosmic microwave background) representa o limite do universo observavel através de
radiacao eletromagnética. Essa observacao revelou um universo jovem, extremamente

quente e homogéneo.

A CMB apresentou um novo desafio para a cosmologia, uma vez que o Universo
era grande demais para estar em equilibrio térmico, seguindo as teorias de expansao
da época. Isto é, no momento em que a CMB foi emitida, duas regides distintas
nao poderiam ter tido contato causal mesmo com a informacao sendo transmitida a
velocidade da luz, o que tornaria a termalizacao impossivel. Esse problema viria a ser
chamado de “problema do horizonte”. A solugao surgiu quando Alan Guth formulou a
teoria da inflagdo, em 1981 [6], propondo que o Universo teria passado por um periodo

de expansao acelerada no seu surgimento, logo apés o Big Bang.

Devido a expansao do espaco, o comprimento de onda da CMB ¢é alongado,

fazendo com que ela perca energia. Atualmente, sua temperatura é de aproximada-
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mente 2,7 K. Apés a detecgao realizada por Penzias e Wilson, novas missoes foram
implementadas com o intuito de realizar observagoes mais precisas da CMB, onde
foram detectadas anisotropias em sua temperatura da ordem de 107° K. Os dados
mais recentes captados pela sonda espacial PLANCK, lancada em 2009 pela Agéncia
Espacial Europeia (ESA), foram divulgados em 2018 (PLANCK 2018) e publicados em
uma sequéncia de artigos em 2020 [7-10]. Essas pequenas variagoes da temperatura sao,
possivelmente, a origem dos processos que levaram a formacao das estruturas atuais,
como estrelas, galaxias, aglomerados de galaxias, etc. Além disso, sd@o a principal fonte

de informagao do universo primordial |11].

Diversas observagoes e contribuicoes tedricas motivaram a formulagao do
modelo padrao da cosmologia, que é amparado pelo modelo ACDM, onde A representa
a constante cosmoldgica e CDM ¢é a sigla para cold dark matter, ou matéria escura
fria. Em suma, ele considera a existéncia de energia escura e matéria escura, além dos
componentes usuais da matéria e radiagdo. A proporcao de cada um desses constituintes
fornece pardmetros cosmoldgicos essenciais para a descrigio do modelo [11]. No contexto
inflacionario, dois parametros adicionais sdo necessarios para caracterizar o modelo
ACDM: A, e n,. Esses parametros estao associados, respectivamente, a amplitude e

ao espectro das perturbagdes geradas durante a inflagao [11].

A histéria do Universo contada pelo modelo padrao da cosmologia tem inicio na
singularidade inicial do Big Bang, que logo em seguida passa pelo periodo de inflagdo
cosmica |12]. As primeiras perturbagdes na homogeneidade do Universo surgiram de
flutuacoes quanticas, que sdo amplificadas pela inflacdo, provocando as anisotropias na
temperatura observadas na CMB [13]. Com o fim da inflagao, inicia-se o reaquecimento,
marcado pelo aumento da temperatura do Universo e por uma sequéncia de eventos
descritos pelo modelo padrao de particulas, em que ocorre a formagao dos primeiros
nucleos atomicos por meio do processo de nucleossintese cosmoldgica, conhecido como
BBN (Big Bang nucleosynthesis). Nesse periodo, o Universo era dominado por radiagao,
mas permanecia opaco, pois a alta temperatura impedia que os fétons se propagassem
livremente, interagindo constantemente com elétrons e nicleos atémicos |14]. Com
a continua expansao e consequente resfriamento do Universo, a radiacdo perdeu
predominancia e a matéria passou a dominar. Nesse estagio, aproximadamente 380 mil
anos apos o Big Bang, os fétons se desacoplaram dos dtomos, originando a CMB [15].
Em uma fase posterior, com a diluicao progressiva da matéria, a energia escura tornou-
se o componente dominante da dinamica césmica, como ocorre até os dias atuais.

Estima-se que a idade do Universo seja de aproximadamente 13,8 bilhdes de anos [7].
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Apesar do grande sucesso do modelo ACDM em se adequar as observagoes,
existem discrepancias na determinacgao de alguns parametros. Como ocorre com a
definicao do valor da constante de Hubble (Hy), a qual indica a taxa de expansao
do Universo atualmente. Em geral, as determinacoes de H, baseadas em dados
relacionados & CMB, como as missoes WMAP ( Wilkinson Microwave Anisotropy Probe)
[16] e PLANCK [9], entram em tensao com medidas locais, como as realizadas pelo
projeto SHOES (Supernovae and Hy for the Equation of State of dark energy) [17,/18].
Essa discrepéancia é conhecida como tensao de Hubble. Sua causa é indeterminada,
podendo ser uma evidéncia para uma nova fisica [19]. Os dados mais recentes do
PLANCK (2018) confirmaram algumas outras tensoes no modelo, além da tensao
de Hubble, como a preferéncia por uma amplitude de lenteamento gravitacional
aumentada, comparada ao valor previsto pelo modelo ACDM [20]. H&4 também uma
tensao no conjunto de dados do PLANCK em relagdo aos valores dos pardmetros

cosmolégicos obtidos em diferentes escalas angulares [20].

O parametro de curvatura {2x ¢ utilizado para determinar a curvatura espacial
do Universo, de forma que Qi = 0 representa um espaco plano e Qx < 0 indica
um espaco fechado. O modelo ACDM considera um universo espacialmente plano.
Os dados do PLANCK 2018, no entanto, indicam uma preferéncia por um universo
fechado, com Qx < 0 em um nivel de confianga de 99% [20,21]. A presenca de
curvatura espacial também alivia algumas das tensoes internas do PLANCK 2018,
além de explicar a anomalia no efeito de lentes gravitacionais [20]. No entanto, a

tensdo em Hy é aumentada [20].

Além das tensoes detectadas pelo PLANCK, um outro problema do modelo
ACDM sao as anomalias de larga escala no espectro de poténcia da CMB [22]. Isto é,
quando as anisotropias da temperatura da CMB sao analisadas em angulos grandes,
a previsao do modelo nao se adequa as observagoes. Diversos autores demonstraram
que a presenca de curvatura espacial pode produzir corre¢ées nas maiores escalas do

espectro observavel [23-29].

Nos primeiros instantes do Universo apés o Big Bang, as escalas de comprimento
eram bem menores do que sao hoje e atingiam niveis quanticos. Esse periodo ¢ conhecido
como a Era de Planck [30]. Técnicas provenientes da gravitacdo quéntica de lagos
aplicadas ao modelo cosmoldgico inauguraram uma area conhecida como cosmologia
quéntica de lagos ou LQC (loop quantum cosmology) |31]. A aplicagdo dessas técnicas
elimina a singularidade inicial do Big Bang e produz um ricochete do universo, no qual

o0 espago passa por um periodo de contracao anterior a expansao. O instante em que o
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ricochete ocorre é conhecido como Big Bounce ou simplesmente bounce [31]. Com uma
escolha adequada de condigoes iniciais, em um periodo pré-bounce, as perturbagoes
primordiais atravessam o bounce, que imprime efeitos de gravitacdo quantica nos
maiores modos observaveis. Esses efeitos podem afetar as largas escalas do espectro
de poténcia da CMB e, possivelmente, produzir corre¢oes nas regides anémalas, como
discutido em [32H42]. Em todos os casos, os trabalhos que estudam as implicagoes do
modelo de LQC no espectro de poténcia da CMB consideram um universo plano. Logo,
este trabalho se propoe a entender como os efeitos de LQC e de curvatura combinados

afetam as perturbagoes primordiais.

O principio cosmologico define o universo como homogéneo e isotropico em
larga escala [11]. A métrica FLRW ¢ utilizada para descrever a geometria do espago,
que evolui através da variagao do fator de escala a(t) ao longo do tempo. Com curvatura
positiva (o que implica em um parametro de curvatura i negativo), a métrica FLRW
reproduz a geometria de uma 3-esfera [23], que representa a generalizagao de uma casca
esférica em quatro dimensoes. A descricdo da dindmica inflacionaria e pré-inflacionéria
se completa ao associar um campo escalar ¢ ao conteddo de matéria do universo.
Portanto, as variaveis que descrevem a dindmica se resumem ao fator de escala a(t) e
ao campo escalar ¢(t). Em uma andlise perturbativa, o campo escalar é representado
como a soma de uma parcela homogénea ¢ e uma parcela relacionada as perturbacoes
§¢, de forma que ¢ = ¢ + d¢. Analogamente, a métrica g € representada como
Guv = Guv + 09, onde ¢ realizada uma decomposicao escalar, vetorial e tensorial da
parcela relacionada as perturbagoes [43]. A parte homogénea do universo é chamada

de plano de fundo.

Em modelos classicos, a evolugao do fator de escala é determinada pela equagao
de Friedmann e pela equacao da aceleragdo (Raychaudhuri) [11]. Na representacao
quantica do plano de fundo, os trabalhos de [44}45] apresentam uma descrigao efetiva
de um universo fechado em LQC, originalmente desenvolvida em [46]. Através da
analise de valores médios da geometria para estados coerentes adequados, é produzida
a hamiltoniana efetiva, que, através das equagoes de movimento, resulta em versoes
alternativas da equacao de Friedmann e da equacao da aceleragdo, que incluem

contribui¢oes quanticas.

O campo escalar, denominado inflaton, evolui de acordo com a equacao de
Klein-Gordon. Ele ¢ vinculado a um potencial V(¢) de natureza repulsiva [14]. Para
que a inflacdo ocorra, é necessario que o potencial sustente um regime de rolamento

lento, no qual sua variacao ao longo da evolucdo do campo ¢ seja suficientemente
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amena para induzir uma expansao acelerada do espago. Diversos modelos para o
potencial inflacionario sdo amplamente discutidos na literatura. No entanto, muitos
foram desfavorecidos pelos dados do PLANCK 2018 [7]. Entre os modelos propostos,
o potencial de Starobinsky [47-49], um dos pioneiros na formulagao do regime inflacio-
nario, se mantém consistente diante das observacoes realizadas pelo PLANCK 2018.
Diante desse cenario, este trabalho adota o modelo de Starobinsky para descrever a

inflacao.

Em LQC, as perturbacoes sao descritas através do formalismo ADM, que
consiste em uma descricao hamiltoniana da relatividade geral. Seguindo os passos
de [35], a hamiltoniana é descrita em termos das varidveis ¢ e a, de seus momentos
conjugados, 7y € T,, respectivamente, e das varidveis de ADM. As perturbagdes sao
expandidas em séries de poténcias. Em ordem zero, as equagoes do plano de fundo sao
recuperadas. Em [35] ¢ construida uma hamiltoniana com os termos de até a terceira
ordem em universo plano, para se analisar as nao-gaussianidades. Em um universo
fechado, incorpora-se a geometria de uma 3-esfera as perturbacoes ao decompo-las em
harmonicos hiperesféricos [23143,50,51]. O calibre espacialmente esférico é utilizado
como uma generalizacao do calibre espacialmente plano, para que as perturbagoes
escalares sejam avaliadas somente em termos de d¢. Os termos de segunda ordem nas

perturbagoes sao utilizados para determinar a hamiltoniana quadréatica do sistema.

E possivel obter uma equacao de Klein-Gordon para as perturbacoes do campo
escalar ao deduzir as equagoes de movimento a partir da hamiltoniana quadratica.
Os coeficientes dessa equagao dependem apenas de grandezas relacionadas ao plano
de fundo. As condigoes iniciais sao definidas em um regime adiabatico, anterior ao
bounce, utilizando as defini¢oes de vacuo adiabatico de quarta ordem. Dessa forma,
as perturbacoes sao afetadas pelo regime de gravitacdo quantica e podem carregar
seus efeitos até o fim da inflacdo. O espectro de poténcia primordial é determinado
ao relacionar as perturbagoes escalares d¢ com o escalar de curvatura comovel R, ja
que este é independente da escolha de calibre e se torna constante durante e apds a

inflacao.

As condigoes iniciais do plano de fundo sao deduzidas a partir dos parametros
cosmologicos A e ng retirados do PLANCK [9] e dependem da escolha de um modo
de referéncia k,. A andlise numérica demonstra que a variagao das condicoes iniciais e
dos valores de curvatura afetam a dinamica do plano de fundo. Diferentes valores de
k. e Qg permitem estabelecer trés tipos de solucdo, que sao chamadas de solugoes

do tipo I, II e III. As solugoes do tipo I representam aproximacgoes planas, onde a
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variacao de Qx nao afeta significativamente a dindmica. Solugoes do tipo II geram um
plano de fundo em que os efeitos quanticos sao despreziveis e o bounce é provocado
pela energia de curvatura, produzindo os chamados bounce classicos. As solugoes do

tipo III sdo aquelas em que efeitos quanticos e de curvatura sao importantes.

O espectro de poténcia do escalar de curvatura comével Pr (k) é calculado a
partir da funcao de dois pontos das perturbagoes, as quais sao evoluidas numericamente
para diferentes modos k e relacionadas a R. Os valores selecionados para compor
o espectro sao determinados no fim da inflacao, periodo em que R é constante. O
espectro de poténcia é gerado para diferentes valores de curvatura utilizando solugoes
para o plano de fundo do tipo III, para que se possa avaliar os efeitos da curvatura
e do bounce em Pg (k) para os modos observaveis na CMB. Os principais resultados

alcancados neste trabalho motivaram a seguinte publicacdo em revista cientifica: [52].

Nos capitulos seguintes, sao expostos os detalhes da formulagao tedrica e a
analise dos resultados obtidos. No Capitulo 2] é realizada uma revisao da teoria em
temas relacionados a relatividade geral e & teoria quantica de campos. O capitulo [3]
apresenta o modelo cosmolégico utilizado neste trabalho, tragando uma linha do tempo
reversa, que vai dos dias de hoje, expondo como as observagoes recentes retratam o
Universo e debatendo alguns dos principais problemas atuais da cosmologia, até o
universo primordial, modelado pela cosmologia quantica de lagos. Além disso, descreve-
se 0 modelo ACDM e a inflagdo. No capitulo [4, sdo discutidas técnicas analiticas e
numéricas utilizadas para a implementacao do modelo e para a obtencao dos resultados.
O Capitulo 5| exibe os resultados numéricos obtidos relacionados ao plano de fundo
(Secao e as perturbagoes (Segao . O Capitulo |§| apresenta a discussao dos

principais resultados e o Capitulo[7] contém as conclusoes e perspectivas deste trabalho.
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2 Relatividade geral e teoria quantica de

campos

Neste capitulo sdo abordados os conceitos fundamentais relacionados ao traba-
lho. Na Secao [2.1| discute-se a Teoria da Relatividade, a partir de uma breve introducao
de relatividade restrita que, em seguida, introduz conceitos da relatividade geral, ado-
tando como principais fontes as referéncias [53,[54]. A Segao aborda as principais
ideias da teoria quantica de campos, tendo em vista a formulagao de um modelo
cosmoldgico, comegando com uma abordagem da teoria classica de campos (Sec. ,
que utiliza as referéncias [55,56]. Em seguida, é realizada a quantizagdo candnica
do campo escalar (Sec. , baseando-se em [56,[57]. Por fim, a teoria quantica de
campos ¢ levada a um nivel mais geral, em que utiliza espagos-tempos curvos como
plano de fundo (Sec. [2.2.3), empregando como principal referéncia o livro-texto [13] e

como bibliografia auxiliar, [58,|59).

2.1 Principios da relatividade

A relatividade restrita é uma formulacao da mecénica invariante sob trans-
formacoes de Lorentz. As transformacgoes de Lorentz agem de maneira andloga a
rotagoes [56]. Dessa forma, em trés dimensoes, elas preservam a norma de um ve-

2 = 22 + y? + 2%2. No entanto, a relatividade é descrita em quatro dimensoes,

tor, r
sendo o tempo a quarta dimensdo. Entao, a norma do vetor posi¢do, z# = (ct,x,y, z),
converte-se em s2 = —c?t? + 22 + y? + 22. O sinal — ¢é utilizado na dimensio temporal
e ¢ ¢ a constante que representa a velocidade da luz no vacuo. Por convencao, ao longo

deste trabalho, sao adotadas unidades nas quais ¢ = 1.

Para formalizar as convengoes utilizadas nesse trabalho, inicia-se pela repre-
sentacdo de um vetor: V.= (VO V1 V2 V3) onde o indice 0 representa a componente
temporal e os indices de 1 a 3 sdo as componentes espaciais. Sao utilizados indices
gregos nas coordenadas para representar as quatro componentes de um vetor, en-
quanto indices romanos significam que s6 as trés dimensoes usuais do espaco estao
incluidas, de tal forma que V* = (V9 V*). Também ¢é utilizada a convengao da soma
de Einstein, em que dois indices contraidos indicam uma soma das componentes:

V.VE=VoVO+ ViV 4 VLV2 + V3V3.
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Transformagoes de Lorentz sdo matrizes A que satisfazem:
-1

AT =n = , (2.1)

onde os espagos vazios sao 0 e o simbolo 7, representa a métrica de Minkowski [56].

Portanto, as transformagoes de Lorentz preservam o produto interno:
atr, = nuats’ = -t + 2t + g7 + 22 (2.2)

De forma geral, um vetor se transforma como V* — A, *V" [53].

A teoria da relatividade restrita descreve a dindmica de corpos na auséncia de
campo gravitacional. A geometria do espaco-tempo é representada pela métrica de

Minkowski, 7, que caracteriza um espago-tempo sem curvatura [53].

Para descrever a teoria da relatividade geral, é necessario explicar a influéncia
da gravidade na forma do espaco-tempo. A ideia é de que o campo gravitacional seja a
prépria manifestagdo da curvatura do espago [54]. Dessa forma, descarta-se o conceito

de forga gravitacional, existente na mecénica newtoniana [54.

Em relatividade geral torna-se necessario diferenciar vetores com indice em
cima V* (vetores contravariantes) e vetores com indice embaixo w,, (vetores covariantes
ou 1-formas). Vetores contravariantes pertencem ao espago vetorial V, tangente ao
espago-tempo fisico. Por sua vez, uma 1-forma é um funcional linear no espaco dual
V*. Portanto, uma 1-forma atua mapeando vetores tangentes, pertencentes a V, em

numeros reais [54], de tal forma que:
w(aV+0W) =aw (V) + bw (W) | (2.3)

onde w é uma 1-forma, a, b sdo escalares e V, W sdo vetores. Esses conceitos sao
generalizados com a definigdo de tensores. Um tensor do tipo (k,l) é um mapa
multilinear que atua sobre uma colecao de [ vetores e k 1-formas, descrito por uma

lista de componentes T, [54].

A métrica é caracterizada por um tensor (2,0) simétrico de determinante nao
nulo. O sfimbolo que representa sua forma mais geral ¢ g,,,. Logo, é possivel determinar

sua inversa
9" Goo = g™ = 4. (2.4)
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Ela também ¢é utilizada para se obter o elemento de linha, que representa um intervalo

infinitesimal entre dois pontos, definido como

ds* = g, datdz” . (2.5)

As regras de transformagao de um vetor sob uma mudanca de coordenadas
utilizam a matriz jacobiana dx* /0z* [53]. Na relatividade restrita, elas se resumem a

transformacoes de Lorentz e descrevem mudancas de referencial inercial.

Na relatividade geral nao se trabalha com um referencial inercial. Portanto,
essas regras tornam-se mais gerais e podem incluir transformagoes que realizam
mudangas arbitrarias de coordenadas [54]. A transformacao das componentes de um
vetor é descrita por:

;o Oz
VH = —V*#. 2.6
o (2.6)

Enquanto a transformacgao das componentes de uma 1-forma é dada por:

oz
Wy = ——Ww 2.7
12 axul ] ( )
e das componentes de um tensor, por:
! /
;o oxM  QJxte Qx¥* Oz
TM1--~M/¢V1.“VI, = /Tmmukul,..ul , (2.8)

Oz Qxrr 1 O
representando a forma mais geral das transformagoes.

Uma outra manipulagdo possivel a se fazer com tensores (estendendo-se para

1-formas e vetores) é a utilizagdo da métrica para subir e descer indices:

TMV = gupguanU . (29)

Em espagos curvos, as derivadas também necessitam de defini¢oes especiais.
Nesse contexto, em vez de derivadas parciais, utilizam-se derivadas covariantes, re-
presentadas pelo operador V. E possivel representar essas derivadas como a soma de
uma derivada parcial e uma corregdo, que a torna covariante [54],
v o v v A
V.V =90,V" +T\V". (2.10)
O termo I';, é conhecido como simbolo de Christoffel [54]. Para uma conexao
compativel com a métrica, ele é dado por:

1
790’0 (augup + 8l/gp,u - apg;w) . (211)

I, =5
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Em 1-formas, a derivada covariante age de forma semelhante, porém, com um

sinal de menos acompanhando o simbolo de Christoffel [54]:

Vuwy = 0w, — Tw, . (2.12)

Também é possivel definir uma derivada ao longo de uma curva. Em outras
palavras, seria como estudar a variacao de um vetor ao longo de um caminho. Para
uma curva z*(\) parametrizada por um pardmetro A, a variagdo de um tensor sobre

essa curva € descrita como uma derivada covariante direcional, definida como

D dzt

Diz-se que um vetor é transportado paralelamente ao longo de uma curva quando sua

derivada covariante direcional ao longo da curva se anula.

O transporte paralelo ¢é utilizado para obter a equagao das geodésicas, que
descreve curvas de menor distancia entre dois pontos dados [54]. Para isso, basta
aplicar a Equacgao em um vetor tangente a uma curva z*(\). A condigao para o

transporte paralelo é, entao,
D dz#

——=0. 2.14
d\ d\ ( )
Portanto, a equacao das geodésicas torna-se:
Pat ., daf da”

—_— =0. 2.1
o ey =Y (2.15)
A curvatura é quantificada pelo tensor de Riemann, definido em termos dos

simbolos de Christoffel e suas derivadas [53]:

Rl =10, , =10+ D0, —T0,T) (2.16)

Vo, posv po

onde as virgulas indicam derivadas em relagao as componentes que as seguem. O
tensor de Ricci é definido como uma contracao de dois indices especificos do tensor de
Riemann [54],

Ruu = R)\,u)\zx, (217)
e o trago do tensor de Ricci é o escalar de Ricci, ou escalar de curvatura [53]:
R = R’uu = gMVRw, . (218)

O tensor de Ricci e o escalar de Ricci possuem toda a informagao dos tragos do
tensor de Riemann. Ambos sao utilizados para encontrar uma equacao que descreva a

geometria do espaco.
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A partir desse momento, torna-se necessario determinar a fonte do campo gravi-
tacional e entender como ela influencia a forma do espago-tempo. Para isso, considera-se
o analogo Newtoniano, que consiste em representar o potencial gravitacional ® em

termos da densidade de matéria p, descrito pela equagao de Poisson [53]:
V20 = 47Gp, (2.19)

em que GG é a constante gravitacional. A solucao para um corpo pontual de massa M

e

A generalizacao relativistica para p é o tensor energia-momento, representado
por T* tal que a componente T% ¢ a densidade de energia [54]. Assim sendo, a

generalizacao da equagao de Poisson é dada pela equacao de Einstein [53]:
1
RM — 59’“’]% + Ag" = 8nGTH, (2.20)

onde o termo A representa a constante cosmologica. Essa constante pode ser interpre-
tada como a representacao da energia escura responsavel por causar a aceleragao da
expansao do espago [60,/61]. Na Equagao é possivel observar que o lado direito
refere-se a distribuicao de matéria e energia, enquanto o lado esquerdo é funcao apenas

da métrica e suas derivadas, definindo, portanto, a geometria do espaco.

Formalmente, é possivel deduzir a equacao de Einstein através do principio
da agdo minima, que envolve uma formulagao lagrangiana da relatividade geral [54].
Utiliza-se uma acao do tipo S = ﬁS w + Sy, onde Sy é a acao de Eintein-Hilbert e
Shr € a agdo para a matéria. A agdo de Eintein-Hilbert tem a forma Sy = [d"z\/—gR,
onde g é o determinante da métrica. A variagdo da agdo §.S produz o mesmo resultado
descrito pela Equagao [2.20]

2.2 Teoria quantica de campos

A teoria quantica de campos emerge da uniao de mecanica quantica e relati-
vidade. Para tragar um caminho até a construgao dos aspectos relevantes para este
trabalho, discute-se em primeiro lugar a formulagao classica de campos, na Secao [2.2.1]
Em seguida, na Secao [2.2.2] sdo discutidos os conceitos basicos da teoria, utilizando
um espaco-tempo plano como plano de fundo. Por fim, a Secao discute aspectos
especificos da teoria quantica de campos em espacos-tempos curvos relevantes para o
trabalho, como a defini¢cdo do vacuo e o cdlculo do espectro de poténcia dos campos

quanticos.
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2.2.1 Teoria classica de campos

A teoria classica de campos descreve a dindmica de sistemas continuos, que
possuem infinitos graus de liberdade. A construcao da teoria desfruta da possibilidade

de formuld-la em termos da lagrangiana e da hamiltoniana [55,56].

Em sistemas discretos, as fungoes lagrangiana, L, e hamiltoniana, H, envolvem
somas sobre todos os graus de liberdade. Em sistemas continuos, essas somas tornam-
se integrais, em todo o espaco, de densidades lagrangiana, £, e hamiltoniana, H,

respectivamente [55]:

L= [dwc, H=[duH, (2.21)

A agdo ¢ a integral da Lagrangiana no tempo [55]:
S = / dtL = / d*zL. (2.22)
Para uma lagrangiana £(¢, d,¢) que seja um funcional apenas do campo ¢ e

de suas primeiras derivadas, uma variacao do tipo ¢ — ¢ + d¢ provoca uma variacao

na acdo. A notacao d, indica derivada em relagao a x*,

0
8# == @ - (3t, 81, 3y, 8Z) . (223)
Desse modo, o principio da a¢do minima (% = 0) resulta em:
oL oL
— =0 | =—=—=1]=0. 2.24
2 “(W@@J (224

Essas sao as equagoes de Euler-Lagrange, que sao utilizadas para se obter as equagoes

de movimento do sistema [56].

Por exemplo, dada a lagrangiana:
L= 5(0,6)(0,0) - ym6*. (2.25)
a aplicagao das equagdes de movimento resulta em:
(OD-m*)¢=0, (2.26)
onde [ é o operador d’Alembertiano, definido como:

0=08.=—-0;+0;+ 0, + (2.27)

A Equagao é a equagao de Klein-Gordon. Ela descreve a dindmica de um

campo escalar livre [56].
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No formalismo hamiltoniano, a dindmica é descrita no espaco de fase. Para

isso, é preciso definir o momento conjugado ao campo escalar [55]:

OL(¢, 0u9)
op

onde ¢ = 8,¢. A hamiltoniana é um funcional do campo e seu momento conjugado,

(2.28)

H[p, 7). Ela pode ser obtida através da transformada de Legendre da lagrangiana [56]:

H(¢7 7T) = 7T§Z.5(§Z5, 7T) - »C(Qb, 8M¢) . (229>

A transformacao inversa é
L(9,¢) = 7(6,0)0 — H(e,7(9,9)). (2:30)

As equagdes de movimento na forma hamiltoniana sao [55]

OHlo.ml . OH[¢ 7]

¢:77 TQ&

o (2.31)

Campos que obedegam as equagdes de movimento e que estejam associados a
alguma simetria, produzem uma quantidade conservada, de acordo com o teorema de
Noether [55]. Um caso especial desse teorema leva a uma simetria da agdo, que induz
a um importante resultado, em que a corrente de Noether é o tensor energia-momento,

T [56).

O teorema de Noether pode ser aplicado a transformagoes nas coordenadas [56].
Esse tipo de transformacao pode ser uma translacao, que relaciona dois pontos por
um simples deslocamento, da forma y* = x¥ — £¥, onde £” é um quadrivetor constante.

Portanto, o campo escalar se transforma como:

o(z) = plx +§). (2.32)

Considerando £ infinitesimal, pode-se dizer que:

¢(x) = oz + &) = o) + £70,p(x) + - -+, (2.33)

onde termos de ordem superiores foram desprezados. Em outras palavras, pode-se
dizer que o campo transformado sofre pequenas variagoes e pode ser descrito como:
o — ¢+ 0¢. Isto é,

o
S = 0. (2.34)
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Essa relagdo também se aplica a lagrangiana [56]:

oL

s = 0L (2.35)

A simetria, neste caso, é em relagao a agao [56]. Por isso, ao variar a agao,
08 = [d*xdL, e utilizar a Equacdo [2.35] é obtido:

9 / d'z0,L = 0. (2.36)

Tendo as equacoes de movimento obedecidas e utilizando as Equacoes e

obtém-se

oL
0L =0, (%: 8@“(%)&,@1) ) (2.37)
Isto é,
oL
a v¥n v == 0, 2.38
(S g oen ) (2:3%)
onde o or 0
/7 ; 8(au¢n) ngn gNV .

sao as correntes de Noether.

As quatro correntes de Noether produzidas pelo teorema compdem o tensor

energia-momento [56]:

n u TL
A carga de Noether é uma quantidade conservada do sistema e é definida
como [506]:
0= /d3xJ0. (2.41)
Logo,
0Q =0. (2.42)

Portanto, as cargas associadas ao tensor energia-momento sao:
Q" = / BT (2.43)

A carga relativa as translagoes temporais representa a energia total do sistema e as

cargas relativas as translagoes espaciais representam o momento [57].
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2.2.2 Quantizacao canonica do campo escalar

Em mecanica quantica, um oscilador harménico pode ser representado por um
par de operadores a e af, que sdo identificados como os operadores aniquilacio e criacio,
respectivamente. A relacio de comutacdo entre eles é [a,a’] = 1 e a hamiltoniana do

sistema pode ser representada em termos desses operadores,
i 1
H=w aa+§ , (2.44)
onde w ¢é a frequéncia de oscilacao.

Na teoria quantica de campos, o processo de criacao e aniquilagao de particulas
é caracterizado por um campo quantico, descrito por um numero infinito de osciladores
harménicos [56]. Dessa forma, é necessaria a utilizacdo da formulagao classica de
campos para se abranger os infinitos graus de liberdade, para entdo promover as

varidveis dindmicas ¢ e m a operadores quanticos [56].

A equacao de movimento, invariante sob transformacoes de Lorentz, mais

simples que um campo pode satisfazer é [56|
O¢ = 0. (2.45)

A solucao geral pode ser representada por uma decomposi¢ao do campo em modos de
Fourier [56],
oz, t) = / A |as(t)e™ + aj(t)e 77| (2.46)
’ (2m)3 LP P ’
em que p'sdo momentos tridimensionais e as fungoes a;(t) e a(t) satisfazem a equagao

(02 +p- p)az(t) = 0 [56]. Essa é a solugao exata de um oscilador harménico [56].

Em analogia com o oscilador harménico quantico, é possivel promover o campo
¢ a um operador, que depende dos seus préprios operadores criacao e aniquilacao, a;

e ag, respectivamente [57]:

= dp 1 —ipd i
6(7) = / (%)3\/2@(@,;@ +aleT) (2.47)

onde w, = |p]. A seguinte relagdo de comutacao ¢ vélida:
g, al] = (2m)*6@ (k- p) , (2.48)
onde §® é o delta de Dirac [56].

A hamiltoniana do sistema torna-se [56]

-

(;l;;gwp <a;aﬁ+ ;(2@35(3) (0)) . (2.49)
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A integral do termo proporcional a 6©(0) diverge. Porém, a quantidade de interesse
a ser calculada é a diferenca de energia para o estado fundamental e ndo a energia
absoluta do sistema [57]. Para isso, existem os métodos de renormalizagdo, que sdo
técnicas capazes de tornar essa energia finita. Contudo, por hora, é possivel prosseguir

apenas desconsiderando este termo [56].

O momento conjugado ao campo é dado por [56]:

m(T,t) = 0y (7)]=0 = —’i/ (5;2;3\/? (apwef'f — a;e’iﬁ'f) . (2.50)

As relagoes de comutacao do sistema tornam-se [56]:

Com essas relagoes estabelecidas, é possivel definir o estado fundamental ou

estado de vacuo [57]:

az0) =0, Vp. (2.53)

Nesse caso, a energia é igual a zero, desde que o termo infinito em [2.49] seja desconsi-
derado [57]. Todos os outros autoestados da energia podem ser construidos ao agir os
operadores criagdo em |0) [57]. Isto é, o estado a;agw -+ |0) tem momento P+ g+ --- e

energia w, +wy + - -.

A amplitude de propagacao de um campo ¢ de um ponto x a um ponto y é

calculada através de [57]

dp 1 _.
Diz ~y) = (016@)ow) 0) = [ G S -e e, (2.54)
e o propagador de Feynman é definido por:
Dp(z —y) = (0|T¢(z)o(y)] 0) (2.55)

onde o simbolo T representa o operador de ordenacao temporal, utilizado para se
preservar a nocao de causalidade [57]. O célculo da amplitude de propagacao do campo

também é conhecido pelo nome de fun¢ao de dois pontos.

2.2.3 Teoria quantica de campos em espaco-tempo curvo

A descri¢ao da dinamica classica de campos realizada na Segao e a

quantizagao do campo escalar realizada na Secao [2.2.2| utilizam a métrica de Minkowski
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como plano de fundo. Para espacos-tempos genéricos, os efeitos da curvatura devem
aparecer nas solugoes. A primeira alteracao a ser realizada é trocar as derivadas parciais
por sua versao covariante, d, — V,. Entdo, uma versdo mais geral da densidade
lagrangiana, representada pela Equacao [2.25 torna-se [59]

L= [0 VubVu6 — m6? — RG] (2.56)

onde £ é a constante de acoplamento e R é o escalar de Ricci (Eq. [2.18). A Equagao de
Klein-Gordon obtida ao aplicar as equagoes de movimento (em analogia a Eq. é,

O¢ + (m* + ER)p =0, (2.57)

em que o simbolo [, agora, denota a versao covariante do operador d’Alembertiano [59)
(Eq. 227 1
D¢ = g‘uyv,u,vugZS = ﬁap, [guy\/gay¢] . (258)

Importantes resultados podem ser obtidos ao considerar os efeitos de curvatura
em campos quanticos. Em espacgos-tempos cosmoldgicos, por exemplo, é possivel
observar o fenémeno da criagdo de particulas. Em modelos cosmoldgicos que satisfazem
o principio cosmologico, utiliza-se a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker,
ou simplesmente métrica FLRW, que tem a forma ds? = —dt* + a(t)Q(z), onde a(t) ¢
o fator de escala e () representa a parte espacial [11]. Com isso, é demonstrado que
uma expansao rapida do fator de escala pode criar particulas. Este efeito nao sera
abordado neste trabalho, mas pode ser estudado em [13/|58,59]. A Equagao em

que se utiliza a métrica FLRW, torna-se:

0o+ 3HOp —a(t) > 0ip+ M*¢ =0, (2.59)

onde M? = m? + 126 H?.

A teoria quantica de campos em espacos-tempos curvos é extremamente ampla.
O foco nesta secao sera em um aspecto: a definicdo do vacuo, que pode ser ambigua.
Em espagos-tempos curvos, nao ha um estado fisico de vacuo tnico [13], como ha em

espagos-tempos de Minkowski, definido em [2.53]

E utilizado um método de regularizacao que considera as solugoes dos campos
dentro de uma caixa ctibica de comprimento L. Dessa forma, sao estabelecidas condic¢oes

de contorno espacialmente periddicas, do tipo:

6 (74 NL,t) =0 (&,1), (2.60)
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onde N = (ny,n2,n3), em que cada n; representa um nimero inteiro. Com isso, os
momentos 7 sio substituidos por modos discretos k (utilizando a notacao de [13]).
Apés o célculo, pode ser tomado o limite L. — oo, tornando a inser¢ao das solugoes em
uma caixa ctibica um artificio matematico |13]. Portanto, pode-se expandir o campo

¢, que € solucao de [2.59, no espago de Fourier e representa-lo em termos de seus

operadores aniquilagao e criacao (Aj e A%), assim como foi feito em [2.47}

¢= Z{ il ""ATfk( )} (2.61)

A funcao fi(x), acompanhando o operador aniquilacdo Ay, ¢ denominada solucao de
frequéncia positiva, enquanto seu complexo conjugado, f*, que acompanha o operador
criacao ATE, é a solucao de frequéncia negativa. A amplitude relacionada a solucao de

frequéncia positiva pode ser determinada como [13]:

—-1/2 7.

fio=(2va* () e Thy(t) (2.62)

onde V = L3 representa o volume da caixa ctibica de comprimento L. O termo eif T ¢
funcao do espaco e o termo hy(t) representa uma fungao do tempo.

A solucao dada pela Equacao pode ser substituida na Equacao [2.59] se

reduzindo a:

hi + Q2hy, =0, (2.63)
onde 5 ; 2
a
Q2 = (—4H2— 2++M2> (2.64)

O universo inflacionério, com a(t) = exp(Ht), possui as simetrias de um
espago de de Sitter |13]. Nesse caso, o fator de Hubble H = a/a é aproximadamente
constante. Dessa forma, em um espa¢o minimamente acoplado (£ = 0) e com o valor
de massa desprezivel em comparacao as escalas de k, é possivel realizar a seguinte
aproximacao |13]:

hi ~ (Hv) ™2 e (2.65)

onde v = kH e ', A Equacao , se valendo da aproximacao realizada em m
representa o vacuo de Bunch-Davies [62]. Esse vacuo é determinado ao especificar
frequéncias altas dos modos k e requerendo invariancias do grupo de de Sitter [13].
Algumas das aproximagoes realizadas ficardo mais claras na Segao [3.3] onde serd

abordada a inflagdo césmica. Para solucoes mais gerais do vacuo de Bunch-Davies, ver
em [63].
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Um outro método para encontrar solucoes de f; ¢ através de uma aproximagao
adiabatica, utilizada em regimes em que nao héa criacdo de particulas ou em que a taxa
de produgao de particulas seja baixa. Isso ocorre quando o fator de escala a(t) varia
lentamente e os modos k?/a? sdo grandes em relacdo a (a/a)’ e d/a [13]. Tomando
esse limite, a Equacao possui uma solucao do tipo WKB:

e ~ (we(£))"2 exp [—i / t wk(t’)dt’] | (2.66)

onde wy(t) = k/a(t), para um campo sem massa. Neste método, a ordem adiabatica é
contada a partir das derivadas temporais. Logo, o termo Q2 = w? + ¢ possui termos
de ordem zero: w?; e de segunda ordem adiabatica: o = —(3/4)(a/a)? — (3/2)(i/a).
Portanto, a Equacao [2.66 representa uma solugdo para a ordem adiabéatica mais baixa.

A solugao geral para ordens mais altas é:

t
he = Wy~ 2exp <i / Wgndt’) 10T, (2.67)
com
Won = Qe(1 4 €)Y2(1 4+ €)V2 - (1 4 €2,) V2, (2.68)
onde se estabelece a relacao de recorréncia:
_ 1 d 1 d
€25 = — (1+ €52) V(W 5) " p [(W%Z) ' pritiy 623‘2)1/4] , (2.69)
em que
—3p A L1y

Os indices n e j sao inteiros. A solugao, portanto, é para a ordem adiabatica 2n. O
termo O(T~2"~2) representa os termos de ordem 2n +2 ou maior. Com isso, a Equagao
define o estado de vicuo adiabdtico para ordem 2n. A dedugdo completa das

férmulas se encontra em [13].

A funcao de dois pontos do campo, definida em e se relaciona com o
seu espectro Py(k,t), quando = =y [13]. Isto é

(0]¢()?0) = /P¢(k,t)k‘1dk. (2.71)
Considerando a solucao do campo [2.62] a expressao acima torna-se
(0|o(@)?] 0) = (4n%a(t)®) / kR (D) (2.72)
0

Dessa forma, é possivel obter o espectro [13]:
Polk,t) = (4x%a()®) " K Ihu() - (2.73)

Essa equacao necessita de algum método de regularizacao e renormalizagao para que

nao haja divergéncia para k grande [13].
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3 Construcao de um modelo cosmolégico

A construcao de um modelo cosmoldgico busca o entendimento da evolucao do
Universo como um todo, desde sua origem até a formagao das estruturas observadas
atualmente. A base para este estudo é a relatividade geral, que relaciona espaco,
tempo e gravitagao [53.,[54]. Outro pilar da cosmologia moderna é a concepgao de que
o Universo nao é estatico, mas estd em expansao desde seu nascimento [64]. Estudos
tedricos, como os trabalhos de De Sitter 3] e Friedmann [65], mostraram que a equagao
de Einstein pode descrever um universo em expansao. Tal previsao foi confirmada por
observacoes de astronomos, como as de Slipher, de 1917 [2], e de Hubble, de 1929 [4].
As observagoes mostraram que galaxias se afastam de nds com velocidade proporcional

a distancia, como demonstra a lei de Hubble:
v = H()’f’, (31)

onde v é a velocidade de afastamento, r é a distancia e Hy é a constante de Hubble. A

Equagao ¢é valida apenas para galaxias proximas.

A medicao das velocidades de afastamento é realizada considerando o quanto a
luz emitida pelas estrelas e galaxias se desvia para o vermelho, efeito conhecido como

efeito Doppler da luz [14]. O desvio para o vermelho z é definido como

>\obs - /\emit (3 2)

L=,
>\emit

onde Agps € Aemir S0 0s comprimentos de onda observados e emitidos, respectivamente.

Ele satisfaz, para as galaxias mais préximas, a relacao:

z2=—T. (3.3)

O valor de Hj, foi inicialmente determinado pelo proprio Hubble com um grande
erro, Hy = 500 km s™*Mpc™! [4]. Técnicas mais refinadas forneceram valores mais
precisos. Medigoes realizadas pela sonda espacial PLANCK [9] ficaram em torno de
Hy =67,440,5 km s~ '!Mpc~!. No entanto, existem outras expedicdes que realizaram
a determinacao de Hj através de técnicas e fontes variadas, como, por exemplo, o
projeto SHOES (Supernovae and Hy for the Equation of State of dark energy) [17,18].
Eles utilizam medicoes das distancias progressivas de Cefeidas e supernovas Ia para
determinar o valor da constante de Hubble em Hy, = 73,04 £ 1,04 km s~ 'Mpc~!. Essa
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discrepancia entre os valores de Hy é conhecida como a tensao de Hubble e o motivo

para que ela ocorra ainda é desconhecido.

Os dados do PLANCK sao baseados na observacao de anisotropias da radiagao
cosmica de fundo ou CMB (Cosmic Microwave Background) [7]. J& a sonda SDSS-III
(Sloan Digital Sky Survey - III) observa a distribuigdo de matéria em estruturas
de larga escala para, entre outras coisas, detectar oscilagoes acusticas no plasma
primordial [66,/67]. Essas oscilagoes também sao chamadas de BAO (baryon acoustic
oscillations). Todas essas observagoes e andlises utilizam diferentes técnicas que podem
se complementar, a depender de sua compatibilidade, para se chegar a resultados mais

aprimorados de parametros cosmologicos.

O modelo ACDM ¢ adotado como o modelo padrao da cosmologia [11]. Ele
se baseia na existéncia de matéria escura fria (CDM, sigla para cold dark matter) e
energia escura (A, para representar a constante cosmolégica). Além disso, ele considera
que o Universo teve inicio no Big Bang e, em seguida, passou por uma era de expansao
acelerada, denominada de inflagao césmica. Ao todo, seis parametros sao utilizados
para descrever esse modelo. Sao eles: a constante cosmoldgica, parametrizada por
Qy; fracdo de matéria barionica, €2,; fracdo de matéria escura fria €.; desvio para o
vermelho até a época da reionizacao, z;.,; amplitude de flutuacoes escalares, Ag; e indice
espectral escalar, ng [11]. Uma extensao do modelo, denominada de KACDM, considera
a existéncia de curvatura espacial e adiciona um parametro extra, o parametro de

curvatura espacial Qg [9].

Na sequéncia deste capitulo, sdo abordados os seguintes temas: Na Secao
discutem-se observagoes recentes que sao confrontadas com modelos tedricos,
com o objetivo de identificar concordancias e divergéncias relevantes. Além disso, as
questoes que emergem dessa andlise sao debatidas, acompanhadas de uma revisao
critica da literatura relacionada. Na Se¢do [3.2] descreve-se o modelo ACDM, em que
o universo ¢ considerado homogéneo e isotrépico, determinando a evolugao do que
é chamado de plano de fundo. Em seguida, na Secao [3.2.1] realiza-se uma analise
perturbativa da métrica. Na Segdo [3.3], o mesmo é feito para se explicar a inflagao:
descreve-se, inicialmente, o plano de fundo e, em seguida, as perturbagoes na Se¢ao
[3.3.1] Ao final dessa segdo, as perturbagoes sdo associadas a uma variavel invariante
sob transformacoes infinitesimais de calibre e que torna-se constante apds a inflagao
(Sec . Por fim, na Secao o regime pré-inflacionario é remodelado através da
cosmologia quantica de lacos, em que as singularidades do Big Bang sao substituidas

por um bounce, isto €, o universo passa por uma fase de contracao anterior a expansao.
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3.1 O Universo hoje

A sonda espacial PLANCK forneceu o mapa de temperatura da radiacao
cosmica de fundo (CMB) do Universo [7], que pode ser observado no painel da
esquerda da Figura[l] A temperatura da CMB é extremamente homogénea, valendo
aproximadamente 2, 725 K, com pequenas variacoes da ordem de 1075, As anisotropias
presentes na CMB tém origem no Universo primordial e sao causadas pelas perturbagoes
cosmolégicas. No periodo pré-inflacionario, assim como na inflagdo, essas perturbacoes
sao associadas a um campo escalar ¢, que se relaciona com a variavel perturbacao de
curvatura comével R. Através da varidvel R é possivel associar o espectro de poténcia

da CMB ao espectro de poténcia das perturbagoes primordiais Pr [11].
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Figura 1 — Painel da esquerda: Mapa de temperatura da CMB obtido pela coleta de
dados realizada pela sonda PLANCK, finalizada em 2018. Imagem retirada
do site www.cosmos.esa.int. Painel da direita: Espectro de poténcia da
temperatura da CMB. Figura retirada de [10].

O espectro de poténcia, representado pelo painel da direita da Figura[I} capta
as anisotropias da temperatura da CMB, onde os pontos em vermelho representam
os dados observacionais com suas respectivas barras de erro em roxo e a curva azul
representa a previsao tedrica [8,(10]. Este grafico destaca o sucesso do modelo padrao da
cosmologia em se adequar as observagoes, mas também exibe um problema histérico:
as chamadas anomalias de larga escala [22]. Elas surgem da incapacidade do modelo
tedrico em prever o comportamento das observagoes quando o valor de multipolo ¢ é

menor do que 30.

Diversos autores utilizam diferentes mecanismos para propor uma solugao para
esse problema. Muitos deles sugerem corregoes ao modelo padrao, como, por exemplo,
a existéncia de curvatura espacial [23-29]. Em [23], as perturbagoes do campo escalar
sdo analisadas em um universo fechado (2x < 0) para demonstrar a influéncia da

curvatura espacial no espectro de temperatura. O resultado é comparado ao caso
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plano, como é demonstrado na Figura[2l A curvatura espacial também pode provocar
oscilagoes no espectro de poténcia primordial, como é demonstrado na Figura (3, a
esquerda, que, consequentemente, afetam o espectro de temperatura, a direita, para

diferentes valores de Q.

7000

{1y =-0.003, cond, -
1}y =—0.005, cond,

6000 4100 |

5000 r

4000 r 600 |

3000 + 1

te+1c2a

2000 r

1000 ¢ }[-

0 1 1 1 1

1 10 ¢ 30 500 1500 2500

Figura 2 — Espectro de poténcia para casos de universos fechados (Qx < 0) comparados
ao modelo plano (2 = 0). Figura retirada de .

A presenca de curvatura espacial é abordada nos resultados do PLANCK ﬂgﬂ
ao estender o modelo base-ACDM para o KACDM []g[] O valor do parametro de

. . 0,044
curvatura encontrado, em seu melhor ajuste, foi de Qx = —0, 056f0,050. No entanto,
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Figura 3 — Esquerda: Espectro de poténcia primordial Px, onde cada curva representa
um diferente valor de 2. Direita: Espectro de poténcia da CMB, para
os mesmos valores de curvatura espacial do painel da esquerda. Figura

retirada de .
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Figura 4 — Esquerda: Distribuicao a posteriori por (g, exibindo a preferéncia do
PLANCK para um universo fechado. Em azul, a simulagdo do PLANCK
2018 utilizando o modelo ACDM. Em preto e vermelho, resultados calcula-
dos a partir de dados do PLANCK 2018 utilizando a base Plik e CamSpec,
respectivamente. Em verde, dados da missao PLANCK coletados até 2015
(PLANCK 2015). Direita: Medidas da escala de distdncia actstica pela
distancia principal. A faixa em verde escuro e verde claro representam
valores do PLANCK evoluidos no modelo KACDM, com 68% e 95% de
confiancga, respectivamente. Os pontos representam dados de BAO de di-
ferentes experimentos. A figura evidencia a tensao entre os conjuntos de
dados . Figuras retiradas de |20].

quando os dados do PLANCK sao combinados com os dados de BAO, o novo valor
torna-se Qg = —0, 0007f8:88§$, dando preferéncia a um universo espacialmente plano.
Contudo, autores como [20,21] argumentam que os dois conjuntos de dados nao
sdo compativeis e ndo deveriam ser combinados. Além disso, os dados do PLANCK
sozinhos tém preferéncia por um universo fechado. A Figura ] no painel da esquerda,
retrata como os dados do PLANCK corroboram uma preferéncia por Qx < 0. A linha
azul refere-se a uma simulacao utilizando o modelo ACDM plano. As linhas preta e
vermelha retratam os dados reais do PLANCK 2018, com uma variagdo no método de
coleta. A linha verde utiliza dados da missao PLANCK coletados até 2015 (PLANCK
2015) a fim de comparagao. No painel da direita, demonstra-se a tensdo entre os dados
do PLANCK e dados de BAO obtidos de observagoes variadas. O grafico representa
medidas de distancias de escalas acusticas por z. A faixa verde refere-se aos dados do
PLANCK evoluidos no modelo KACDM, onde a banda verde escuro apresenta 68%
de confianca e a banda verde claro com 95%. Os dados de BAO sao os pontos, cada

um com o nome do seu respectivo experimento.

De acordo com [20], os dados do PLANCK sugerem um universo fechado com
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—0,007 > Qi > —0,095 a um nivel de 99% de confianca. Além disso, a curvatura
remove algumas tensoes internas dos dados e pode explicar naturalmente anomalias
no efeito de lentes gravitacionais. Porém, algumas tensoes sao amplificadas, como a

tensdao em Hy, por exemplo [20].

O principal argumento para as tensoes entre o PLANCK e as BAO é que os
dados de BAO sao evoluidos a partir do modelo base-ACDM intrinsecamente. Por isso,
os trabalhos de [68-70] combinam os dados do PLANCK com conjuntos de dados sem
nenhum modelo preestabelecido. Eles concluem que os dados combinados possuem
uma preferéncia por um universo plano a um nivel de O(1071), em [68,70], ¢ a um
nivel de O(1072), em [69)].

Outro mecanismo que pode afetar as largas escalas do espectro de poténcia da
CMB sao efeitos da gravitacao quantica nos periodos inflacionario e pré-inflacionario
[3237]. Nos primérdios do universo, quando o espago era muito menor, efeitos quanticos
nao podem ser desprezados. A gravitacao quantica de lagos fornece técnicas que, quando
aplicadas a cosmologia, inauguram uma area conhecida como cosmologia quantica
de lagos ou LQC (loop quantum cosmology). Um importante resultado dessa drea é a
eliminagao das singularidades do Big Bang e a produgao do bounce (mais detalhes na
Secao . Logo, quando as perturbacoes primordiais passam pelo bounce, elas sao
afetadas e produzem oscila¢des no espectro de poténcia primordial, como pode ser
observado na Figura [f retirada de [36]. Na imagem, uma linha vertical delimita a
janela de modos k observaveis, onde ¢é visto que apenas os modos de maiores escalas
sao afetados pelas oscilagoes. Na Figura [f] (retirada de [33]), no painel da esquerda,
o espectro de poténcia primordial das perturbagoes geradas em um modelo de LQC
¢é representado pela linha azul, em comparacao com a previsao inflacionaria padrao,
representada pela linha pontilhada. O painel da direita retrata o espectro de poténcia

da temperatura contrastando os dois modelos.

Implicacoes fenomenoldgicas dos modelos de LQC no espectro da CMB foram
estudadas em [38-42]. Em todos esses casos, um universo plano foi considerado.
Portanto, um dos objetivos deste trabalho é entender como os efeitos de curvatura
e LQC combinados sao impressos nas escalas dos maiores modos observaveis das
perturbacdes primordiais. A dinamica efetiva do plano de fundo é descrita por uma
equacao de Friedmann modificada por contribui¢oes quanticas para universo fechado,
baseada em [44,[45] (Secdo [3.4). As equagdes das perturbagoes sio determinadas com
corregoes de segunda ordem para espagos curvos na Segao [£.4] As condigoes iniciais

sao determinadas em um estado de vicuo em uma era pré-bounce. Entao, a evolucao
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Figura 5 — Espectro de poténcia primordial em um modelo de LQC. Os pontos cinza
representam o espectro calculado para um conjunto de modos discretos e a
curva preta é a média de oscilacdo dos pontos. A escala caracteristicas da
LQC, krgc, ¢ denotada por uma linha vertical. Isto é, para k < krgc, 0s
modos sao excitados por efeitos de LQC durante a era de Planck. Uma outra
linha vertical delimita a janela de modos observaveis e a linha com indice
kr representa o modo mais infravermelho que pode existir no horizonte
durante a fase inflaciondria do universo. Figura retirada de [36].

numérica das perturbagoes é realizada até o fim da inflagdo para que seja determinado

o espectro de poténcia das perturbacoes de curvatura comoével Pr no fim da inflagdo
(Sec. F2).

Um terceiro mecanismo estudado na literatura, que atua para corrigir as
anomalias de larga escala, sio modelos que alteram a duragao da inflagdo [71-76]. No
entanto, a curvatura espacial pode ser utilizada como um parametro que controla
a duracao da inflacdo, como é exibido neste trabalho, na Sec¢ao [5.1.2] e também foi

demonstrado por [2§].

A inflagdo cosmolégica explica como as perturbacées em um campo escalar
sao amplificadas em uma magnitude suficiente para gerar as flutuagoes observadas
na CMB. Contudo, existem diversos modelos de potenciais que produzem um regime
inflaciondrio 7]. A Figura [7|relaciona a razdo entre perturbagoes escalares e tensoriais
pelo indice espectral ng. A regidao marcada em cinza representa os valores compativeis
com as observagoes realizadas pelo PLANCK 2018 e as areas em vermelho e azul
caracterizam combinagoes entre dados do PLANCK e outros conjuntos de dados.
As areas em roxo, verde e amarelo sao representacoes tedricas. O parametro NN, é

o numero de e-folds, que é utilizado como um pardmetro para medir a duragao da
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Figura 6 — Esquerda: Espectro de poténcia primordial. Os pontos vermelhos repre-
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sentam o calculo numérico para alguns modos em LQC e a linha azul é a
média de oscilagoes. A linha pontilhada representa a previsao do modelo
padrao, baseada no vacuo de Bunch-Davies (BD) como condigao inicial.
Direita: Espectro de poténcia da temperatura. Em comparacao, observa-se
o espectro gerado em LQC (Linha azul) e a previsdo do modelo padrao
(linha pontilhada vermelha). Os pontos azuis sdo dados do PLANCK. Fi-
gura retirada de [33].
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Figura 7 — Razao entre perturbagoes escalares e tensoriais pelo indice espectral. As

areas coloridas representam possiveis valores para medicoes e modelos
teoricos. Os circulos ligados pelas barras representam diferentes modelos
inflacionarios com duragoes entre 50 (circulo menor) e 60 (circulo maior)
e-folds. Figura retirada de [7].

inflacdo. De acordo com as observagoes do PLANCK, que utiliza como escala pivo

o modo k, = 0,05 Mpc™!, estima-se que o niimero de e-folds esteja entre N, ~ 50 e
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N, ~ 60. Dessa forma, os diversos modelos de potenciais estao representados pelos
circulos coloridos, onde o circulo menor indica a menor duragao (50 e-folds) e o circulo
maior, a maior duragao (60 e-folds). As barras ligando os circulos sdo os valores

intermediarios.

Muitos dos modelos inflacionarios nao se encaixam nas regioes delimitadas pelas
observagoes. No entanto, o potencial de Starobinsky [47-49] se mantém consistente com
os dados do PLANCK. Na Figura [7] ele ¢ representado pela barra verde (R? inflation).
Por isso, neste trabalho, é utilizado o potencial de Starobinsky, que é descrito com
mais detalhe na Segao [3.3]

3.2 Modelo ACDM

O modelo ACDM determina a evolug¢ao do Universo a partir do fim da era
inflaciondria até os dias atuais. Ele leva em consideracao a existéncia de energia
escura (A) e matéria escura fria (CDM) [11]. O fato de ser fria implica que ela se
refere & matéria nao relativistica, ou seja, possui uma velocidade baixa no contexto
da relatividade geral. O modelo também inclui matéria relativistica, que remete
a neutrinos e outras particulas de velocidades altas [14]. A matéria comum nao
relativistica, relacionada as particulas que formam os atomos, é chamada de matéria

barionica [12]. O restante do Universo é composto por radiagao.

A expansao do espago é descrita pelo fator de escala, a(t), que é uma fungao
do tempo |11]. Por convencao, é adotado ag = a(ty) = 1, onde o indice 0 representa o
tempo presente. O modelo ACDM utiliza a métrica FLRW que, para um caso geral,

tem a forma [64]:

dr?
2 g2 2 2 (102 29 7 2
ds® = —dt* + a*(t) = K2R +r (d9 + sen“Odyp )] , (3.4)
onde K = —1,0,1 é um parametro que indica a manifestacdo da curvatura espacial.
No caso em que K = —1, obtém-se um espago hiperbélico, que pode ser representado

por um hiperboléide embutido em um espaco Lorentziano de quatro dimensoes,
onde Ry? > 0 é uma constante que determina a curvatura do hiperboléide. A outra
possibilidade é quando K = 1, representando um espaco esférico e sua geometria pode
ser descrita por uma trés-esfera, onde Ry é o raio da esfera. A tltima possibilidade é o
caso mais simples, em que K = 0, representando um universo espacialmente plano [64].
),
),

Apesar deste trabalho considerar a existéncia de curvatura espacial (K

=1
em muitos momentos ¢ possivel utilizar uma aproximagao para espago plano (K =0
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ja que a inflagdo planifica o espago devido a expansao acelerada que ocorre neste
periodo. Nesse caso, a curvatura se manifesta apenas na dimensao temporal e a métrica

em coordenadas cartesianas torna-se:

G = (3.5)

Para determinar como o fator de escala evolui no tempo, é necesséario utilizar
a Equacao de Einstein (Eq. [2.20]) com as componentes p = v = 0:

1
R()() — 5900R + gooA = 87TGT00 . (36)

As componentes do Tensor de Ricci sao calculadas utilizando a métrica FLRW em sua
forma mais geral (Eq. , considerando a existéncia de curvatura espacial. Portanto,
utilizando as Equacoes 2.11], [2.16] e 2.17], ¢ possivel obter:

i
Rop = —3— 3.7
00 p ) ( )
Rig = Ro; = 0, (3.8)
1 5 K
onde '
a
H= - 3.10
. (3.10)

¢é o Parametro de Hubble, que representa a taxa de expansao do Universo que varia
com o tempo. Utilizando as Equagoes 3.7, .8 .9 e a Equacéo [2.18] o Escalar de

Ricci torna-se: 6

i K
R= a+H2+aQ}. (3.11)

Logo, ao substituir os termos calculados na Equacao [3.6] e valendo-se de que Toy = p

(a componente temporal do tensor energia momento é a densidade de energia p, como
demonstrado na Secao [2.2.1)), obtém-se:

(G A K
H*= "—p+—-—=—. 12
5 P33 (3.12)

Essa é conhecida como a Equacao de Friedmann. Ela descreve a evolugao do fator de
escala em funcao do tempo. Reproduzindo o mesmo processo para as componentes
uw =1, v=7j da equacao de Einstein, é possivel obter uma equagao para a aceleracao
de a(t):

a e

A
T P)+ — 1
(3P + 3 (3.13)



Capitulo 3. Construciao de um modelo cosmoldgico 39

onde P é a pressao.

A equacgdo de Friedmann pode ser escrita de maneira equivalente substituindo-se

o tempo fisico t pelo tempo conforme 7, definido como:

n = /acz) (3.14)

o que leva a dt = a(n)dn [77]. Logo, a Equagao pode ser reescrita como:

2
a 8rG ,  Aa?
) L 3.15
() =" A -k, (3.15)

onde a notagao ' é utilizada para derivadas em relagao a 7. Analogamente, a Equacao

0. 19| torna-se Y i 5 %
a T
—=—(p—-3P)+=A—

5= 3 A (3.16)

O modelo ACDM baseia-se no principio cosmolégico de que o Universo é
homogéneo e isotrépico em larga escala [14]. A partir dessa informacao, é possivel

escrever o tensor energia-momento de forma simplificada:

—p
P
T, = . , (3.17)

P

A forma relativistica correspondente a conservacao da energia é obtida ao igualar a

derivada covariante desse tensor a zero, V,T*, = 0 [11], o que significa dizer que:

oT*,
oz

+nre,,r, -1, 1", =0. (3.18)
Esta equacao representa um conjunto de quatro equacgoes independentes, simbolizadas
pelo indice v = 0,1, 2, 3.

Para v = 0, a Equagao [3.18 torna-se:

oT*,
oxH

+ FMQMTQO - FO{OMTHQ - O . (319)

Neste caso, apenas as componentes da diagonal principal do tensor energia-momento
nao sdo nulas ( 7% = —p, T%; = 3P). Portanto, utilizando as Equagoes [2.11] [3.5[ e

3.19, obtém-se:
ap a
— 4+ —-[3p+3P]=0. 3.20
2+ 2o+ 3) (3.20)
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A densidade de matéria nao relativistica é representada por p,, e pode-se
considerar que possui pressao nula, P,, = 0, devido a baixa velocidade das particulas
[11]. Logo, reorganizando os termos da Equagao para p,,, obtém-se:

0 (pmag)
ot

Com isso, observa-se uma relacao de p,, com o fator de escala, p,, oc a™

—0. (3.21)

3

Utilizando as estatisticas de Fermi—Dirac e Bose—Einstein para sistemas em
equilibrio, encontra-se que, para espécies relativisticas, P = p/3 [11]. Entao, utilizando
a Equagao [3.20] verifica-se que a relagao de densidade de radiagdo com o fator de
escala é p, oc a=*. Assim sendo, convém definir a equacao de estado, que para uma

espécie genérica s, tem a forma:

Py
ws = — . (3.22)
Ps

Dessa forma, a matéria possui w,, = 0 e a radiacdo, w, = 1/3. O pardmetro wy da
equacgao de estado para a constante cosmolégica é wy = —1, pois esta exerce uma
pressao negativa sobre o espago [11]. Contudo, para entender a relagdo da densidade

com o fator de escala, integra-se a Equacao [3.20] e, utilizando a Equacao [3.22] obtém-se:

ps(a) oce:z;p{ 3/ 1—|—w5 )]} (3.23)
Se w; for considerado constante, fica estabelecida a relagao:

ps(a) oc a30Hws) (3.24)

Para determinar a proporcao de cada espécie, sao introduzidos os parametros

de densidade,

Q, = , (3.25)

onde p,. é a densidade critica, que refere-se a densidade total do Universo na auséncia
de curvatura espacial [64]. Os constituintes do Universo podem ser: matéria escura fria
(c), béarions (b), fétons (), neutrinos (v), e a constante cosmoldgica (A) ou energia
escura [11]. Também usa-se um indice r para todos os constituintes da radiagao (f6tons
e neutrinos ultra-relativisticos), e m para a matéria nao relativistica total: m = b+ c.

Entao, a densidade de cada espécie em funcao do fator de escala ganha a forma:

ps(a) = Qua=30Fws) (3.26)

Quando o termo de curvatura espacial é considerado zero na Equacao [3.12
define-se a densidade critica como:
_ 3H§
Pec = 81’

(3.27)
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onde Hj é o valor do parametro de Hubble quando p = p.. Dessa maneira, é possivel

reescrever a Equacao de Friedmann em um novo formato, que torna evidente os

pardmetros de densidade (Eq. [3.25),

Q Q Q
H? = g2 | =" m E 10 3.28
ol T @ Tam T (3.28)

onde Qi = K/p. representa a fracao de energia relacionada a curvatura espacial e
Qp = A/3p. é a fragdo que representa a energia escura. Portanto, é valida a relacao
Q4+ Qo+ Qi + Q) = 1.

A Equacao demonstra a evolugao das diferentes espécies e como elas
afetam a geometria em larga escala. Uma época importante para ser avaliada é quando
houve uma equidade entre a densidade de matéria e a densidade de radiacao [11]. Esse
periodo marca o momento em que as perturbacoes observadas na CMB passaram
a evoluir com diferentes taxas. Outro fator a ser observado é que o decaimento das
energias, que sdo inversamente proporcionais a uma poténcia de a(t), leva o universo
para um dominio de energia escura, que ¢ o momento em que estamos atualmente [11].
Além disso, é possivel relacionar o desvio para o vermelho, introduzido na Equacao

3.2 com o fator de escala através de:

_afty) 1
14+2= a(temit) = a(temit) , (3.29)

onde t.,;; ¢ 0 momento em que a radiagao foi emitida.

O modelo ACDM pode ser inteiramente descrito através de seis parametros,
enquanto a extensao do modelo que considera a curvatura espacial, o KACDM, é
descrito por um total de sete parametros, ja que ele inclui o parametro de curvatura
Q. Os demais parametros comumente utilizados sao: Qx, Qp, Qc, Zion, As € ng. Os
dois ultimos sao relativos a época da inflacao e serdao apresentados na Sec¢do |3.3.1, onde
sao descritas as perturbacoes escalares neste periodo. Em geral, outros parametros

que regulam a evolugao do universo podem ser derivados a partir desses descritos.

3.2.1 Perturbacoes da métrica

A primeira parte dessa Secao considerou um universo perfeitamente homogéneo.
A partir de agora, sera realizado um estudo do comportamento das perturbacoes na

métrica.

A métrica FLRW pode ser escrita na forma:

d52 = —dt2 + CL2(t)Qij, (330)
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onde €);; é a componente espacial. Considerando a métrica como a soma de uma

parcela relacionada ao plano de fundo e uma parcela relacionada as perturbagoes,

Guv — Guv + 5g;w 5 (331)

onde |0g,,| < |guw| [77], define-se um tensor h,, (t,x) para representar as perturbacoes

que é funcao do tempo e das coordenadas espaciais,
goo(t,x) = =1+ hoo(t, %),

g()i(t7 X) = a(t)hol(t X) = a(t)hzo(t, X) s
gij<t7 X) a2(t) [QU —+ hij(t, X)] . (332)

De forma geral, é possivel realizar uma decomposicao escalar, vetorial e tensorial das

perturbagoes [11],

hoo = —24,
hOi = _DlB - B’L'>
hij = 2DQy; — 2D;D;E + D;Vi + D;V; + hi;" (3.33)

onde deve-se satisfazer as seguintes condigoes:

D;B' =0, D,Vi=0, (3.34)
D'ht =0,  QUnT=0.

O operador D; é a derivada covariante relacionada & métrica espacial 2. Dessa forma,
pode ser denominado de derivada comével. Os termos A, B, D e E sao escalares,
enquanto B; e V; sao vetores e hij ¢ a parte tensorial das perturbacgoes. Portanto, a
componente hgg é apenas reescrita em termos de um novo escalar. A componente hy;

¢ um vetor tridimensional e h;; ¢ um campo tensorial tridimensional.

A forma explicita de uma perturbacao depende da escolha de um sistema
de coordenadas. Uma transformacgao de calibre é definida como uma mudanca de

referencial infinitesimal,
tst=t+((x,t), (3.35)
i 2 =2+ 0 (x,t) + ot (x,1) (3.36)
onde € (x,t) e £(x,t) sdo fungoes escalares e ' é um vetor.

Utilizando essas mudancgas de coordenadas, é possivel calcular a transformacao

da métrica,
R 0z Oz
Guv g,uz/<X) = W@gaﬁ(x) ) (337)
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em que cada componente torna-se:

!/

Joo = goo + 2,
a
90i = goi — a(Di&' + of) + DiC,
gij =3Gij — (I2DZ‘(DJ'§ + Oéj) - CLQDJ' (le + Ozi) + 2HCL2CQZ'j . (338)

Comparando as equagoes em [3.38| com [3.32] e [3.33], encontra-se que

@002—1—2<A—C>,
a

Joi = —aD; (B +& - C) —a(B; + a),
a

gij = a® [(1+2D — 2HC)Qy; — 2D:D;(E + &) + Di(V; — o) + Dy(Vi — o) + M| .
(3.39)

Portanto, as componentes escalares, vetoriais e tensoriais das perturbagoes se transfor-

mal1l como

/

A=A—> B:B+§-Q D=D-H¢, E=E+¢, (3.40)
a a

+TTr _ 3 TT

I = BIT (3.42)

Perturbagoes escalares (Eq. [3.40)) e vetoriais (Eq. [3.41)) se transformam sob
mudangas de coordenadas. Apenas as perturbagoes tensoriais (Eq. [3.42]) sdo invariantes.
Combinagoes das variaveis que descrevem as perturbacoes podem gerar medidas que

sao invariantes. As varidveis de Bardeen descrevem quantidades invariantes [78|:

10,
@A—A+a%[a(E—B)],
by =—-D+aH(B—E'). (3.43)

O calibre Newtoniano é um tipo especial de calibre que inclui apenas as

perturbagoes escalares. Ou seja, B; = V; = 0 e as fungdes € e ( tornam-se:
E=-F, (=a(B+¢). (3.44)

Portanto, tém-se B = F = 0. Renomeando as variaveis restantes, ¥ = Ae ® = D, a

métrica torna-se
ds® = —(1420)dt* + a*(1 + 2®)Q;;dx"da’ . (3.45)
As varidveis de Bardeen se resumem a

P =V, Dy=-0. (3.46)
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3.3 Inflacao

O horizonte causal ou horizonte comével 7, determina a distancia méaxima com
que duas particulas poderiam ter tido contato a medida que o universo se expande [11].
Em outras palavras, é a distancia que a luz poderia ter viajado ao longo da expansao.
Portanto, convém reescrever a Equagao [3.14] como uma integral sobre o fator de escala,

mudando a variavel ¢ para In(a), resultando em

Ina 1
= dlnd )
77(@) —00 na adH

(3.47)

O raio comédvel de Hubble é definido como D = 1/aH. Ele descreve uma nogao
local de horizonte causal, correspondendo aproximadamente ao raio da regiao espacial
em que pode ter havido interacao entre particulas enquanto o universo se expande
por um fator de e [64]. E possivel considerar que, em algum momento da histéria do
Universo, o horizonte de Hubble era muito maior do que o observado na época da
CMB, de forma a justificar sua homogeneidade. Uma expansao acelerada no inicio da
expansao explicaria esse fato. Ou seja, conforme 1/aH diminui, aH = @ aumenta, o
que significa que @ > 0. Esse periodo de expansao acelerada é chamado de inflacao
cosmica [6]. Quando a inflagdo cessa, a taxa com que o universo se expande diminui.

Entao, o raio de Hubble volta a aumentar, conforme demonstrado na Figura
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Figura 8 — Raio comdével de Hubble em funcao do fator de escala. O valor de a,
determina o fim da inflagdo e a faixa cinza representa a a escala de modos
que podem ser observados através da CMB. Figura retirada de [11].

Considera-se, entao, que o periodo inflacionario apresenta uma expansao expo-

nencial do fator de escala:
a(t) oc eNe® (3.48)
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onde N.(t) o (t —tf) é o nimero de e-folds e é fungao do tempo t. O parametro
t; marca o fim da inflacao. O ntimero de e-folds ¢ um parametro adimensional que

determina a duracao da inflagao.

O campo escalar ¢, utilizado para descrever a infla¢ao, é chamado de inflaton [6].
A decomposicdo em modos de Fourier desse campo fornece os nimeros de onda k,
que podem ser relacionados as perturbagoes geradas durante a inflacdo [13]. Portanto,
quando o comprimento de onda dos modos, k~!, é relacionado com o raio do horizonte
comével de Hubble, (aH)™!, sao obtidas algumas das condi¢oes de contorno do
problema. Isto é, no inicio da inflacdo, pode-se dizer que (aH)™' >> k~! para todos
os valores de k. A medida que a inflagdo avanca, o horizonte comével diminui e a
partir do momento em que aH ~ k, é dito que os modos k£ saem do horizonte. Apds
a inflacdo, quando (aH)~! volta a aumentar, em algum momento os modos entram
novamente no horizonte comovel. Esses sao os modos que podem ser observados por
um observador no presente. A faixa de modos observaveis esta representada pela faixa
cinza na Figura (8| [11].

A lagrangiana associada ao campo ¢ na presenga de um potencial V(¢) [11] é
dada por:

1 ., 09 0¢

Lo=—50" 5o = V(9). (3.49)

O tensor energia-momento pode ser obtido a partir da lagrangiana (como demonstrado
na Equacao [2.40)):

Tag:g

0o 0o 1 0o 0
av e 5a6 79;1,1/7
oxv 0xP 27 Oxt Oxv

+ V(¢)] . (3.50)

Considerando um campo homogéneo, as derivadas parciais relativas as componentes
espaciais podem ser consideradas nulas, 0;¢ = 0. Logo, restam somente as derivadas

em relagao ao tempo,
. 1.
T = F — 8% |~ 36+ V(9)] (351)

Utilizando a componente tempo-tempo da Equacao |3.51| é possivel encontrar
uma equacao para a densidade de energia, ja que T = —p. Da relacdo T, = T?, =

T3; = P, encontra-se a equacao para a pressao:

p=5F+V(), (3.52)
P = ;q's? —V(¢). (3.53)
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Utilizando a Equagcao [3.20] e substituindo as Equagoes [3.52] ¢ [3.53] ¢ possivel

encontrar uma Equacao de Klein-Gordon para ¢:
¢+3Hdp+V,=0, (3.54)

onde Vy = dV/d¢.

O termo ¢?/2 refere-se & energia cinética associada ao campo, enquanto V()

¢ o potencial repulsivo que causa a expansao [11]. Dessa forma, o pardmetro de estado

w (Eq.3.22) pode ser reescrito utilizando as Equagoes e

P _ 3=V (3.55)
P 302+ V(e) '

Durante a inflacao, ha um dominio do potencial sobre a energia cinética, o que significa
dizer que em um limite em que ¢?/2 < V(¢), o pardmetro de estado tem o valor
w = —1. Essa ¢ a primeira condi¢ao para o cendrio de rolamento lento [64]. Esse cendrio
considera que no periodo inflaciondrio o potencial é praticamente constante [79], fazendo
com que o campo role lentamente até encontrar seu valor base, como demonstrado na

Figura [0} O potencial de Starobinsky [47-/49] pode ser escrito na forma:

V(o) = 3;\2455 (1 —eV 16”/3¢)2 , (3.56)

onde Mp; = /h/87G é a massa de Planck reduzida [12].

P

Vi)

-
-

]

Figura 9 — Um campo escalar ¢ rolando lentamente por um potencial V' (¢). Figura
retirada de [11].

Uma consequéncia do rolamento lento é que o parametro de Hubble H também

varia lentamente. Com isso, é possivel estabelecer uma relagdo entre o tempo conforme
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n e a taxa de expansdo. Utilizando a Equagéo [3.47] e mudando novamente a varidvel

de integracao, dlna = da/a, obtém-se:
e da 1 reda 1
= —_—— [ =~ 3.57
n(a) a Ha?  H Ja. a? aH’ (3.57)
onde a, indica o valor do fator de escala no fim da inflagao, de forma que a. > a,

sendo @ um valor intermediario. Outros dois parametros utilizados para descrever o

_d (1> _ _cf{H,? (3.58)

rolamento lento sio:

_ 1 ¢ o 1 / i
=54 = "allg [aH¢ — ¢"] . (3.59)

Eles indicam o quao rapido a taxa de expansao varia. No periodo em que H é

praticamente constante, € e § sdo proximos de zero. Esses pardmetros também podem

ser utilizados para descrever as perturbagoes primordiais, que serao abordadas na

Segao [3.3.2

3.3.1 Perturbacdes no campo escalar

O campo ¢ pode ser descrito como a soma de uma parcela homogénea ¢ e
uma parcela representando as perturbacoes lineares d¢, assim como é descrito pela

Equacao [2.33l Dessa forma, o campo total é representado por:

=0¢+60. (3.60)

De maneira analoga, é possivel fazer o mesmo para o tensor energia-momento: T+, =

T v+ 8T*, |64]. Logo, respeitando a equagao de conservacao da energia, obtém-se:
v, T, =V, T", +V,6T", =0. (3.61)

A parte homogénea dessa equacao é igual a zero, conforme se pressupoe na Secao [3.3

Portanto, conclui-se que V,0T*, = 0.

A métrica [3.5] é considerada, indicando uma aproximagao de um universo
espacialmente plano. As perturbagoes do campo escalar sao representadas no espago
de Fourier, como realizado na Equagao [2.61] Portanto, as derivadas espaciais sao
0;0¢ = 1k;0¢, de acordo com a Equacao [2.62] Dessa forma, considerando a componente
v = 0 da equacao de conservacao da energia (Eq. para o termo relativo as
perturbagoes do tensor energia-momento [11], é obtido:

aataT% + ik;0T"y + 3HSTy — HST'; = 0. (3.62)
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Substituindo a Equacdo [3.60| na Equagao [3.50] é possivel calcular as compo-
nentes de 67*,. Considera-se que as derivadas parciais da parte homogénea do campo

sao zero, 0;¢ = 0. Dessa forma, obtém-se

5T = —ddd — V00, (3.63)
5Ty = ik’;@w : (3.64)
5T, = 6, (é(s(b - v¢,5¢) . (3.65)

Utilizando esses resultados na Equagao |3.62 chega-se a uma equagao de Klein-Gordon

para as perturbacoes do campo escalar:

. . 2
5+ 3HSG + ];M =0, (3.66)

onde k = HE H Esta equacdo é semelhante a encontrada em [2.59 com M? = 0.

Para facilitar a interpretacao da fisica do sistema e seguindo os passos de [11],
ocorrerd a mudanca da varidvel de tempo ¢ para a varidvel de tempo conforme 7 (Eq.
[3.47)). Entao, as derivadas em relacdo ao tempo d/dt sdo substituidas por (1/a)d/dn.
No entanto, o resultado final dos calculos pode ser facilmente retornado ao referencial

de tempo proprio t. Dessa forma, a Equacao torna-se:

§¢" +2aHOQ + k*6¢p = 0. (3.67)

Seguindo os passos da Secao [2.2.3], realiza-se uma mudanga de variavel, tal que
h = ad¢. Substituindo d¢ por h, a Equacao torna-se

"
W'+ h <k2 - Z) ~0. (3.68)

Esta equacao representa um oscilador harmonico e por isso, determina o estado de
vacuo. Dessa forma, é possivel promover h a um operador quantico e descrevé-lo em
termos dos operadores aniquilacéo Gy, e criacio al, tal que h = v(k, n)ay, + v*(k,n)al,
onde as fungoes v(k,n) sdo os modos normais do campo. Entao, a Equagao passa

a ser representada em termos de v(k,n):

2
v + v <k2 - 772> =0, (3.69)

em que foi utilizada a aproximagao descrita na Equacao|3.57| para que se possa escrever:

= (3.70)
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A funcgao de dois pontos do operador h tem a forma:

2
<hTh> g GG (52’ )l 2m)° 6 (k — k), (3.71)
one o2, )
U )
Pay = 1 (3.72)

representa o espectro de poténcia.

Em algum momento em que os modos k ainda estejam profundamente dentro
do horizonte de Hubble, ou seja, k|n| > 1, o termo k* domina na Equacio m

reduzindo-a a um oscilador harménico simples, que produz uma solucao do tipo:
efikn

)
V2k

que ¢ interpretada como a condic¢ao inicial do problema.

Vg = (373)

A Equacao [3.69] é uma equacao de Bessel esférica. Portanto, aplicando a

condicao inicial, é possivel determinar uma solucao para v:

- 6\;;_]: (1 _ k;) | (3.74)

Com o inicio da inflagao, os modos k saem rapidamente do horizonte e logo

ap6s alguns e-folds, k |n| torna-se pequeno. Analisando esse limite:

| e—ik’n i

im v = - . 3.75
kln|—0 V2k ( kn) ( )
Portanto, para determinar o espectro de poténcia durante a inflagdo, basta calcular
lv(k,n)||* = 1/2k*n* = H?a?/2k?, de forma que:

H2

7)6(1):%

(3.76)

Essa expressao é valida durante o regime de rolamento lento, em que H é constante. O

momento em que k || = 1 indica o cruzamento do horizonte de Hubble pelo modo k.

3.3.2  Perturbacio da curvatura comével (R)

A Equagao [3.76] é valida apenas até o término da inflagdo. Apds esse periodo, é
necessario introduzir a variavel R(k,n), que permanece constante apds o cruzamento do

horizonte de Hubble. Além disso, R(k,7) ¢ invariante sob transformagdes infinitesimais
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de calibre. Dessa forma, define-se o escalar R, conhecido como perturbagao de curvatura

comével [80], da seguinte maneira:

sz(STZO(l;, 77)@2[’[ _
k*[p+ P]

R(k,n) (k,n). (3.77)

O calibre Newtoniano, descrito na Secao [3.2.1 demonstra que as perturbagoes
escalares estao acopladas ao potencial W. Ja o calibre espacialmente plano, desacopla

as perturbacoes [11].

Uma variavel de Bardeen V 78] (que é invariante sob transformagoes de calibre)

pode ser definida como:

- - Zkl&(STzo(];, 77)
V(k,t) = B(k,t) + ——————, 3.78
(R.t) = BUR.2) + S5 2 (3.78)
que em um calibre espacialmente plano torna-se:
¢'6¢
=B- —' . 3.79
(p+ P)a? (3:79)

Entéo, o escalar R pode ser reescrito em termos das variaveis de Bardeen, R(k,n) =
—®y +aHV [11]. Utilizando o calibre Newtoniano conforme, em que &5 = Ve B =0,
a variavel R torna-se: _

aH@ ¢

R:—@—G:?%? (3.80)

Com alguns passos, é possivel mostrar que R se conserva apds o periodo em
que o modo k cruza o horizonte. Primeiro, aplica-se uma derivada temporal (d/dt) nos
dois lados da equacao. O termo ¥ pode ser calculado através da equacao de Einstein
(Eq. , utilizando a métrica descrita pela Equacao m Também considera-se que

no calibre Newtoniano conforme, ® = —W e que as componentes da perturbac¢ao do
tensor energia-momento sao 67°% = —dp e 6T = dP, obtendo:

p OR

P

Pode-se utilizar a regra da cadeia para mostrar que (P/p)dp = 6P, zerando o lado

esquerdo da equacao. Entao, conclui-se que

OR

O calibre Newtoniano ¢ utilizado no regime em que os modos estao fora do

horizonte de Hubble, k|n| < 1. Isto significa que o termo R se conserva apds o
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cruzamento do horizonte, k|n| ~ 1. A Figura [10] demonstra o comportamento de
R [11]. A divis@o entre os painéis da esquerda e da direita representa o cruzamento
do horizonte pelo modo de referéncia k = 10~ H,,¢, parametrizado pelo valor do
pardametro de Hubble durante a inflagdo Hi,s. No primeiro painel, o primeiro termo da
Equacao é dominante, causando uma oscilacao de R no periodo pré-inflacionério,
enquanto o potencial gravitacional ¥ nao é importante nesse periodo. O segundo
painel demonstra o congelamento de R apds o cruzamento do horizonte. A faixa cinza

representa a transicao entre a inflacdo e o modelo ACDM.

1L0f —R ———
ik 0T H

PRI T N T TN N T S N N M A N R EA
e

perturbation [arbitrary units|

— 130000 —=100000 —=50000 =500 0 500
Hiyrm Higem

Figura 10 — Comportamento da perturbacao de curvatura R antes do cruzamento do
horizonte de Hubble pelo modo k = 10~*H;,,; (painel esquerdo) e apds o
cruzamento (painel direito). A faixa cinza indica o periodo de transi¢ao
entre a inflagdo e o modelo ACDM, conhecido como reaquecimento. Figura
retirada de |11].

A Equagao[3.79 demonstra a rela¢ao entre R e as perturbagoes do campo escalar
0¢. Conforme demonstrado na Figura o termo ¥ pode ser descartado durante
a inflagdo. Entao, utilizando as Equagoes e [3.53] a perturbacdo de curvatura

comoével pode ser descrita como:
R=——00. (3.83)

Dessa forma, o espectro de poténcia de R se relaciona diretamente com o espectro de
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0¢:
2
aH
Path) = (%) Pt (384
E possivel calcular o comportamento de Pz a partir do momento de cruzamento
do horizonte, utilizando a Equacéao [3.76| e uma identidade do parametro de rolamento

lento ¢ (definido na Equacdo [3.58), onde € = 47G¢? /aH?. Logo,

27 G H?
k) = . )
Pr(k) ( 3 )aH:k (3.85)
Uma forma alternativa da Equacao [3.85| é:
k’ ng—1
Pr(k) = 212 Ak <k> : (3.86)

onde k, representa uma escala pivo fixada em algum valor de k& que represente um
modo observavel. Os artigos do PLANCK consideram, em geral, k, = 0,05 Mpc™!,
mas durante a era inflacionéria utilizam k, = 0,002 Mpc™! [7]. Os termos A, e n,
sdo parametros cosmolégicos, onde A, é a amplitude de flutuagoes escalares e ng é
o indice espectral |11]. O parametro A, pode ser obtido utilizando a Equagao
quando k = k,: ,

A = GH” | 2,1 x1077. (3.87)

e

O indice espectral ng também pode ser expresso em termos dos parametros de rolamento

lento (Egs. e[3.59) [64], da forma:
ng=1—4e—20. (3.88)

3.4 A dinamica quantica do periodo pré-inflacionério

A evolucao cléassica do plano de fundo do universo é baseada na relatividade
geral. A métrica FLRW gera solugoes das equagoes de Einstein que sao incompletas
quando levadas ao passado, onde a densidade de curvatura do espago-tempo e de
matéria sdo da escala de Planck [30]. Em outras palavras, a singularidade do Big Bang
leva a divergéncias dessas quantidades. A cosmologia quantica de lagos (LQC) surge da
aplicacao de técnicas da gravitacao quantica de lagos em modelos cosmolédgicos e corrige
essas divergéncias, substituindo o Big Bang por um Big Bounce, ou simplesmente

bounce [31].

O bounce é um ricochete do espago, que é a transicao entre um periodo de

contragao para uma fase de expansao. Diferentes abordagens sao estudadas pela
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cosmologia quantica de lagos para fornecer uma descricao do universo primordial
que inclua efeitos quanticos na dindmica do campo gravitacional [31]. Os trabalhos
de [44,45] apresentam uma descri¢ao efetiva de um universo fechado, baseada em uma

forma modificada da equagao de Friedmann, originalmente desenvolvida em [46].

A conexao de Ashtekar-Barbero, sob condi¢oes de isotropia e homogeneidade
do universo, se reduz a variavel canonica ¢ = ypa + K enquanto sua triade conjugada
se reduz a |p| = (272)?/3a?, onde vy, é o parametro de Barbero-Immirzi [45,46]. Em

um universo fechado (K = 1), o volume fisico de uma esfera unitaria é dado por:
v=|p|** = 272" . (3.89)
A varidvel conjugada é definida como:

C
b=clp| = ——, 3.90
p| V7, (3.90)

onde V, = 272

A dindmica efetiva do plano de fundo é descrita em termos das varidveis
geométricas v e b e das varidveis de campo ¢ e 75, onde 7; é 0 momento conjugado

ao campo ¢. Os colchetes de Poisson sio:

{b,v} = 471Gy, {gz;, 7T¢‘)} =1, (3.91)

e a hamiltoniana efetiva é dada por:

3v

_ 2 2 2\ 2
Heff - _W {Sen ()\b — D) — sen (D) + (1 + A )D } + Hm, (392)
onde 13
2 2
D=2\ (Z) : (3.93)

e A = VA = 2y/v317y é um parametro relacionado ao menor autovalor de drea em

gravitagdo quantica de lagos. A hamiltoniana relacionada a matéria é descrita por
w2 _
Ho = ﬁ +oV (). (3.94)

A hamiltoniana pode ser descrita em termos do fator de escala a e seu

momento conjugado 7., que obedecem a relacao:

{a,m.} =1. (3.95)



Capitulo 3. Construciao de um modelo cosmoldgico 54

Logo, as variaveis geométricas tornam-se

dnGroma 1
Ty 2 (3.96)

= Vya? b= e
v 0% 3Vo a®2  a

e a hamiltoniana efetiva é representada pelas novas variaveis:

3 5 o [(ATGyA T, o (A o A

Entao, as equagoes de movimento podem ser calculadas:

a 8TGYA 7,
1= — — 3.98
a 270)\8811( 3V a2> , ( )
- 7T(;_5
= . 3.99
6= (3.99)
A hamiltoniana de matéria pode ser reescrita como
H = a*Vip, (3.100)
onde p é descrito pela Equacgao |3.52,
A densidade critica é definida como [46]
3
= ————— . 3.101
P 8TGEN2 ( )
Dessa forma, a hamiltoniana efetiva torna-se
ATtGyoA T
Her = a®Vp | —pesen? L , 3.102
f=a o[psen< 3V a2> Pl—i‘P] (3.102)
onde p; = —xp., tal que
_ sen2 (1+ 2)Aj (3.103)
X = a P)/O a2 . .

Impondo o vinculo hamiltoniano H.g = 0 e utilizando as Equagoes e(3.102]

¢é possivel obter uma equacao de Friedmann:

e 1

=5 | -] (3104)

onde py = p. + pi1.

Para fins numéricos, convém calcular a equagao para a aceleracao do fator de
escala. Para isso, é necessario estabelecer a equagdo de movimento relacionada ao

campo escalar:

g =—a’VoVy, (3.105)
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que combinada com [3.99] fornece a equagao de Klein-Gordon usual para o plano de
fundo (Eq.[3.54). O que implica na relagao descrita pela Equagao|3.20} Logo, derivando
os dois lados da Equacao é possivel reorganizar os termos para se obter a equagao

para a aceleracao do fator de escala:

N L P L
a ! CKp_F}ﬁ_FW%A2<<4_pC)]l c(p2 pﬂ

817G 1

+3<p—m>[c@m—m], (3.106)

¢ = sen® (2) — :\sen (2) cos (2) . (3.107)

As Equagoes e [3.106| sao utilizadas para determinar a evolucao do plano

de fundo e produzem o bounce, como pode ser observado na Figura representado

onde

pela linha vermelha. As equacoes classicas, isto é, utilizando a Equacao m (com
A = 0) no lugar de (a equacao de Klein-Gordon é a mesma para ambos os casos),
produzem a evolucao padrao do modelo cosmolégico, que se inicia no Big Bang e
estd representada pela linha preta na Figura[I1} O valor de curvatura foi escolhido
arbitrariamente em |Qx| = 0.001. O tempo ¢ estd em escala de Planck e o fator de
escala ¢ fixado em a = 1 no instante em que o modo de referéncia k, = 0,002 Mpc™*

cruza o horizonte de Hubble.

0.00010 -

0.00008

r — Classico
a(t) :l.O:lCUG_

— LQC

0.00004

0.00002 b— . L .
-4.25634x10%  -4.25634x108 -4.25634x10% —4.25634x10°

t

Figura 11 — Fator de escala evoluido no tempo, capturando os instantes iniciais de
expansao do universo em um modelo fechado. A linha preta representa
a evolugao cléassica, que leva o universo a singularidade do Big Bang,
enquanto a linha vermelha representa a evolugao em LQC, exibindo o
bounce. O tempo t esta em escala de Planck e o fator de escala é fixado
em a(ty) = 1 no instante em que o modo de referéncia k., = 0,002 Mpc!
cruza o horizonte de Hubble, parametrizado em ¢y = 0.
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Apenas alguns e-folds apds o bounce, o universo sai da era de Planck e as
escalas tornam-se grandes o suficiente para que os efeitos quanticos nao influenciem
na evolucao. Entao, o modelo em LQC evolui de forma idéntica ao modelo classico. O
limite classico da evolucao ¢ obtido quando as escalas quanticas se tornam pequenas:
A, v — 0. Logo, a hamiltoniana efetiva se reduz a:

2
2rG Vit %

1y 3
off = — - ——a
ft 3aVy ¢ 871G 0 2a3V}

+a*VoV (9). (3.108)
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4 Técnicas utilizadas para descrever o plano

de fundo e as perturbacoes

Neste capitulo, abordam-se os métodos utilizados para a descrigao da evolugao
do plano de fundo e das perturbagoes cosmologicas inflacionarias e pré-inflacionarias
em universos fechados. A Secao [.1] contém explicagdes sobre como as observagoes do
PLANCK sao utilizadas para descrever o plano de fundo. Na Segao [4.2] descreve-se a
decomposi¢ao de uma fungao escalar em harmonicos hiperesféricos, a fim de entender
como as perturbacoes se propagam em uma 3-esfera. Na Secao [4.3], é estudado o
formalismo ADM (sigla para Arnowitt-Deser-Misner), que é uma descri¢ao hamiltoni-
ana da relatividade geral. Em ordem zero, as equagoes classicas do plano de fundo
sao recuperadas. Na Secao [4.4], o formalismo ADM ¢ utilizado para determinar as
equagoes de evolucao das perturbagoes, a partir de uma aproximacao quadratica
da Hamiltoniana do sistema para um universo fechado. Na Se¢do [4.5] descreve-se o
método numérico empregado para integrar as equacoes de evolucao do plano de fundo

e das perturbacgoes.

4.1 Descricao do plano de fundo a partir das observacoes da
missao PLANCK

Para descrever o plano de fundo, é necesséario entender como a parte homogénea
do universo evolui. Classicamente, a equagao de Friedmann (Eq. [3.12) e a equagio
de Klein-Gordon para o campo homogéneo (E(t) (Eq. D servem a esse proposito,

formando um sistema de equagoes diferenciais acopladas:

S(t) +3 (48) (t) + Vi(g(t) = 0
(4.1)

= (35) =25 (5 + v ow) - -

Para limpar a notagao, a barra em cima do campo é descartada nesta se¢do. A densidade
de energia p é a soma da energia cinética, ¢2(t)/2, e da energia potencial, V(e(t)). O
termo —1/a?(t) é relativo a curvatura espacial. Neste modelo, ndao é considerada a

energia escura (A = 0). O periodo de rolamento lento durante a inflacao é descrito
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pelo potencial de Starobinsky:

3m?

V(o) =

1 —exp (— 16§G¢)

3 — ™ — ™
Vi(¢) = m? o (1 _o\/16 G’/3¢> e~ V/167G/30 (4.3)

e sua derivada é:

onde m é a massa do inflaton.

Para fins numéricos, sobretudo para a descricado dos periodos de contragao
do universo e do bounce (tanto para o caso classico quanto para o caso quantico), é
utilizada a Equagao da aceleragao do fator de escala (Eq. para o classico e Eq.
para o modelo de LQC). Além disso, as contribui¢bes quanticas da equagao de
Friedmann modificada pelo modelo de LQC sao relevantes apenas durante poucos
e-folds ap6s (e anteriormente) o bounce, quando o universo estd na era de Planck. De
forma que, durante o periodo de rolamento lento, a equacao de Friedmann classica é

suficiente.

Para resolver o conjunto de Equagdes [4.1] é preciso determinar as condigoes
iniciais do problema, que sao estabelecidas no instante em que o modo de referéncia

k. cruza o horizonte de Hubble. Este periodo satisfaz as condi¢oes de rolamento lento:

€or K 1, 0gr < 1, (4.4)

Wer >~ —1. (4.5)

O parametro de estado indica o dominio da energia potencial sobre a energia cinética.
Além do mais, a curvatura passa a ser desprezivel apds o inicio da inflagdo, ja que esta
tem o efeito de planificar o universo. Dadas essas condigoes, as equagdes de movimento

seguem as seguintes aproximacoes:

3H) ~ —Vy(o) (4.6)
12 0 o Ty ) (4.7)
H ~ —47Gg? (4.8)

As Equacoes e podem ser incorporadas a definicao do parametro de
rolamento lento ¢ = —H JH? (Eq. [3.58)), para que se obtenha a seguinte relacio:
3¢°

- (4.9
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Também é possivel descrever o pardmetro € em termos somente do potencial V(¢) e
sua derivada V,(¢) ao utilizar a Equacao e o lado direito da Equagao 4.7

1 V(,,Q 4{ o~V 167G/3¢ r

‘T 16rGV2 3

- 1 — ¢—\/167G/3¢ (4.10)

A inflacao acontece enquanto as condicoes e sao satisfeitas. O inicio
e o fim da inflagao sdo os instantes em que ¢; = 1 (via Eq. 4.9)). Logo, igualando a

Equagao a ey é possivel obter o valor do campo nesses instantes:

2 3
¢r =1In <1+¢§> Vieg = 0 187M,. (4.11)

O ndmero de e-folds entre um tempo inicial ¢; e um tempo final ¢; é calculado

N(t) = In (“(tf ) ) | (4.12)

a(t;)
Aplicando o operador diferencial dos dois lados é obtido dN, = dIna = Hdt. Logo, o

através de:

numero de e-folds é representado pela integral:

Nt = | ;f H(t')dr. (4.13)

Utilizando a Equagao[4.6], é possivel mudar a varidvel de integragao e representar

N, em fun¢ao do campo:

N, = —srG [P V0 4 (4.14)

o Vs(9)
Substituindo as Equacoes e resolvendo a integral, o resultado é:
3 Yooy [Temci/3
N = V3G (¢f — ¢i) — 2 [e_ 167G/3¢5 _ o=/ 167G/3¢: | (4.15)
Portanto, é possivel estabelecer uma equagao para o niimero de e-folds entre o momento
em que o modo k, cruza o horizonte até o final da inflacao ao utilizar o valor do campo
determinado em tornando ¢ = ¢r e ¢; = ¢., onde ¢, é o valor do campo no

instante do cruzamento:

3
N, ~ —1,04 + Ze\/“”’fG/“""ﬁ* —V31Go, . (4.16)

A partir das observagoes da sonda Planck [9,|10], estima-se que o niimero de
e-folds N, esta entre:
49 < N, < 59, (4.17)
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para o modo k, = 0,002 Mpc~!, em nivel de confianca de 95%, utilizando o modelo
de Starobinsky.

Em geral, os artigos do PLANCK utilizam k, = 0,05 Mpc™!, exceto durante a
inflacdo, em que é utilizado k, = 0,002 Mpc—t. Os pardmetros cosmolégicos do modelo
ACDM provenientes da era inflacionaria, A, e n,, de acordo com as observagoes do

PLANCK e utilizando o modo k' = 0,05 Mpc™! como referéncia, ficam restritos a:

A;=(2,1040,03) x 1077,
ns = 0,9649 4 0,0042..

Se um outro modo de referéncia k, é adotado, a amplitude de flutuagoes escalares

pode ser redefinida como:

]C ns—1
Ag = <kp> As, (4.18)

sendo k' = 0,05 Mpc™! a referéncia padrao do PLANCK. O indice espectral n, ndo

sofre uma alteragao consideravel ao variar o valor do modo k.

E possivel determinar o valor de ¢, ao escolher um valor de N, utilizando a

Equacao As definicoes dos pardmetros A, e ng, dadas pelas Equacoes e[3.88,
fornecem relagoes entre os parametros e quantidades do plano de fundo:

2
A, = G (4.19)

e
ng=1—4e— 20, (4.20)

onde H, é o valor do parametro de Hubble no instante do cruzamento. Com isso,
utilizando as equagoes do plano de fundo (Eq. e Eq. e as defini¢oes do
parametro de rolamento lento (Eq. e do pardmetro cosmolégico (Eq. , é
possivel determinar o valor das grandezas no momento do cruzamento do horizonte:
My, gb* e a,. Essas grandezas formam as condig¢oes iniciais para a evolucao do sistema

de equagoes diferenciais descrito pela Equagao [4.1]

Em um universo fechado, o fator de escala é interpretado como sendo o raio

do universo. Para torna-lo adimensional, é introduzida uma nova variavel:

Qx
~* - — 9 421
i = (421)

onde ry = a(ty) é o raio do universo no presente. O fator de escala adimensional é
fixado pela condicao:
a.H, = k.. (4.22)
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Nesse caso, o parametro de curvatura pode seguir a seguinte definicao:

C2

QO = NN (4.23)

As observagoes do PLANCK fornecem um valor de Q2 dentro da faixa |9
Qg = 0,001 £0.002. (4.24)

Portanto, o valor do termo de curvatura na Equacao de Friedmann, no instante do

cruzamento do horizonte, pode ser definido em termos do parametro de curvatura,
utilizando as Equagoes [4.21] e [£.23}

2

=L i

« = =——.
a? c2a?

(4.25)

O ntmero de e-folds N, representa a duragao do regime de rolamento lento a
partir do instante do cruzamento do horizonte ¢, pelo modo k, até o fim da inflagao,
em tp. Neste trabalho, ¢ fixado o valor N, = 54 para o modo k, = 0,002 Mpc~!. No
entanto, o inicio da inflagdo ocorre alguns e-folds antes do cruzamento, em t;. Ao
evoluir numericamente o plano de fundo, é possivel calcular o niimero de e-folds entre

tr e t, através da Equacao 4.12,

A estimativa do valor de N, realizada pelo PLANCK [10] baseia-se no modelo
ACDM, sem curvatura espacial. No caso plano, a duracao da inflagdo pode ser arbitraria,
de forma que o tempo decorrido entre ¢; e t, pode assumir diferentes valores a depender
da escolha de k,. Portanto, é possivel selecionar um modo k., < k, a fim de redefinir
as condigoes iniciais e produzir uma inflacao longa o suficiente para que os efeitos do
bounce e do regime pré-inflacionario sejam imperceptiveis nas observacoes. Logo, de

acordo com a Equagao |4.22] a redefini¢ao de k, para k. implica em:

12
w‘*@\z

%~

(4.26)

& &

Essa condigao ¢ véalida no regime de rolamento lento, em que H ¢ aproximadamente
constante. Entao, para k., < k., hd um nimero adicional de e-folds para a duragao da
inflacao:

AN, = In (:) . (4.27)

A amplitude escalar A, também deve ser redefinida para a nova escala, assim como as
demais condicdes iniciais: a, — a. = a(t), ¢» — ¢, = &(t.), » — ¢, = H(t.), além

do valor da massa m, — m..
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Quando a equagao da aceleragao é utilizada no lugar da equacao de Friedmann
para resolver o plano de fundo, uma condigao inicial extra é envolvida na solugao:
torna-se necessario determinar o valor de a(¢) no momento de cruzamento do horizonte.
A determinacao dessa condicao é simples, bastando substituir as demais condigoes
iniciais, ja determinadas anteriormente, na equacgao de Friedmann, obtendo o valor
de a, = a(t.). Esse processo é valido tanto para o caso classico quanto para o caso

quantico.

4.2 Harmonicos hiperesféricos

A métrica FLRW (Eq. com K =1 reproduz a geometria de uma 3-esfera.

O elemento de linha da parte espacial da métrica pode ser descrito como:
d¥? = dx® + sen® x (d62 + sen? 9d<p2) , (4.28)

onde foi considerado Ry = 1. A componente radial r é representada em termos de
uma nova variavel y, que segue a relacdo r = seny, onde x, 6 € [0, 7] e ¢ € [0,27]. O

determinante da métrica é dado por €2 = sen* ysen? 0.

A propagacao de modos normais em uma 3-esfera unitdria, S®, pode ser obtida

ao estudar solugoes da equagao de Helmholtz [51]:
(D*+ k) Q(x,0,¢) =0, (4.29)
onde D? = DD, é a versdo covariante do laplaciano, compativel com a métrica m
Considerando um espaco plano (K = 0), a Equagao se reduz a:
(A+#) Q) =0, (4.30)

onde A representa o laplaciano tradicional, em um espaco euclidiano. As solugoes, em

coordenadas esféricas, sdo descritas como [51]:

Q(f) = jl(k‘lr)yim(ev 30) ) (431>

onde j;(kr) sdo as fungdes de Bessel esféricas e Y, (0, ¢) sao os harmonicos esféricos

em S?, normalizados como:
/d’wYZmY/m/ = 6ll’5mm’ s (432)

onde dw = sen fdfdy é o diferencial de angulo sélido. Os harmonicos esféricos sao

expressos explicitamente como:

20+ 1) (I — m)!
dr (I+m)!

Yzm(e? 90) = (_1)m \l ( le(COS 9>6im¢ ) (4'33)
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onde P/"(cosf) sao os polindmios de Legendre, o que leva a seguinte relagao:

AYy,, = =1l +1)Y;, . (4.34)

Os harmonicos hiperesféricos, por sua vez, sao uma generalizacao dos harmoni-
cos esféricos e sdo deduzidos ao solucionar a Equagao [£.29] Dessa maneira, eles sao

representados como [51]:

onde ®,,;(x) sdo os harménicos de Fock, definidos como [51]:

My 1721

I
Dp(x) = SenXP_1/2+n(COS 0)e"™? M, =1] (n2 - 32> : (4.36)
s=0

Harménicos hiperesféricos em uma 3-esfera sao estudados em [43,50451].

Os harmonicos hiperesféricos formam uma base ortonormal completa em S® [50]:
/dQinan’l’m’ = 6nn’5ll’6mm’ y (437)

onde dQ = VQdz?. As fungdes Quum sio autoestados do operador Laplaciano na

3-esfera, com autovalores dados por:
DQinm = — (712 — 1) inm . (438)

Uma funcdo escalar f em S® pode ser expandida em uma combinacao linear

de infinitos termos [50]:

oo n—1 1

f(X7 97 90) - Z Z Z fnlanlm(Xa 67 90) : (439)

n=1 =0 m=—I

Utilizando as Equagoes e é possivel determinar os coeficientes de expansao

ao se estabelecer a seguinte identidade:
Fuim = [ 49Qun(7) /(7). (4.40)

Quando os modos possuem comprimento de onda pequeno e se propagam em
distdncias pequenas, recupera-se o limite plano das solugdes dos harmonicos [51]. Isto
¢, quando n > 1 e y < 7, a Equacao |4.35| se reduz a Equagao 4.31| multiplicada por
um fator de y/2n?/m, que aparece por convengao. Em outras palavras:

lim () =\ 2 (k) 4.41)
n>>(%,r)r<l<<7r ni\X) = e JURT) - ( ’
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Através desse limite e seguindo os passos de [51], é possivel observar que, em uma
3-esfera de raio Ry, a relacao entre os modos k, de uma onda se propagando em um
espaco plano e os modos n, se propagando em S3, é dada por:

R3 7’

com n=3,45.. e n>Il. (4.42)

4.3 Formalismo ADM: plano de fundo

O formalismo hamiltoniano produz equagoes de movimento para a posicao e
o momento conjugado. A formulacao hamiltoniana da relatividade geral, conhecida
como ADM, introduz um novo conjunto de variaveis para a representacao da métrica
guv- Neste formalismo, o espago-tempo ¢é foliado em uma familia de hipersuperficies
tipo espaco ;. A métrica g,, pode ser decomposta em uma fungao de lapso N, um
campo vetorial de deslocamento [V; e uma métrica espacial tridimensional v;;. Essas
varidveis permitem empregar as equagoes de campo de Einstein na forma das equagoes

de Hamilton. A teoria ADM pode ser estudada com mais detalhe em [81].

A acao para uma métrica g, interagindo com um campo escalar ¢ ¢ dada por:
4 1 1
S:/d v/ —g 273_,

K

39 0,00,6 ~ V(6)] (1.4

A métrica pode ser descrita em termos das variaveis de ADM e da métrica
espacial 7;;:
ds® = —(N? — N'N;)dt* + 2N;dtdz" + v;;dx'da? . (4.44)

Sua representacao matricial e a inversa sdo, respectivamente:

—N?+ N'N; N; , — N,
G = ’ 9" = N]jz ij N2NiNi > (4.45)
N; Vij e At
e o determinante da métrica é g = —N?y.

A curvatura extrinseca das hipersuperficies espaciais é definida como [82]:

1 _ —

onde D; é a derivada covariante compativel com a métrica espacial, D;v; = 0. A
curvatura extrinseca fornece informacoes sobre a curvatura da hipersuperficie em

relagdo a variedade na qual esta inserida [82].

E possivel escrever o escalar de Ricci R, relacionado a métrica g,,, em termos

do trago da curvatura extrinseca K = y7K;; e do escalar de Ricci ®)R, relacionado a
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meétrica espacial ~;;:
R=YR4+ KK, — K. (4.47)

As Equagoes e permitem que a acao [4.43| seja escrita em termos
das variaveis de ADM. Portanto, sejam ;; e ¢ as variaveis de configuracao, N e N;
atuam como multiplicadores de Lagrange [82]. Dessa forma, os momentos conjugados

a métrica espacial e ao campo escalar sao, respectivamente:

. oS . .
7 = = \;Z(icw — K%Y, (4.48)
55
fp=—=—/—g¢= \/_(¢ N'0;¢) . (4.49)

Os colchetes de Poisson nao nulos dessas varidveis sdo:

{75(8), 75 (§)} = 06050(F = 9. 4.50
{0(2),76(9)} = 0(Z =), (4.51)
onde dF, (5]) = ((55(55- + 6%6;). Os termos d;; sao deltas de Kronecker e os deltas sem

indices §(z — z’) sdo deltas de Dirac.

Aplicando uma transformacao de Legendre, é obtida a hamiltoniana de ADM
em termos do vinculo escalar (ou hamiltoniano) H ~ 0 e do vinculo de difeomorfismo
H; =~ 0:

H= /d%(i\m + NH,). (4.52)

Os vinculos sao dados por:

_ (ﬁijﬁij - 7T2> - \2/; 'R+ % \/_ +VV + \/_( 0:9)('¢),  (4.53)

2
/H@' == —2Dj (ﬁ'jk"}/]m') + 77'458 (25 = —28 (71'] Vi ) -+ 7T 8{ij + 7T¢al¢ (4.54)
onde 7% = 77 ;.
As perturbagoes sao adicionadas, de forma que as variaveis e os momentos

conjugados possam ser descritos como a soma de uma parcela homogénea e uma

parcela que represente as perturbacoes:

Vi =Fig + 0y, 7 =77 4+ 67,
G=0+00, T =Tyt 0Ty, (4.55)

onde o circulo acima das varidveis indica a parte nao perturbada, referente ao plano

de fundo. Para quantidades escalares, é usada uma barra.
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A derivada covariante compativel com a métrica ¥ é descrita como D;, de

forma que:

D =0. (4.56)

A funcao de lapso e o vetor de deslocamento também sao representados em

termos do plano de fundo e das perturbacoes:

N =N +4N,
N'=§6N". (4.57)
A parte nao perturbada do vetor de deslocamento é nula devido a isotropia.

A métrica do plano de fundo para uma geometria FLRW fechada é (vide Eq.

3):
43* = —N(1)df? + a(1)? S (x)da'da (458)

Os escalares de curvatura e a curvatura extrinseca do plano de fundo sao:

.6 .6 a? . 1a
CR=_— - [1—- =— = A
R - Cl2 ) R - @2 (1 N2> ) KZ] - CLN’%]’ (459)

e os momentos conjugados de ordem zero podem ser descritos como:

o . 1a ..

i _ gt % qi 4.60
m KN (4.60)
s 3 0]

7T¢ = Vviia ﬁ . (461)

Dadas as Equacoes [4.59] 4.60| e 4.61, o plano de fundo pode ser completamente

descrito por duas varidveis dindmicas, o fator de escala a(t) e campo escalar homogéneo

o(t), e um multiplicador de Lagrange nao perturbado N(t). A acdo homogénea pode

ser escrita em termos dessas quantidades:

5= [avN (e’ 3@y 1 V(4) (4.62)
B 0 e N2 2 N2 '
- / dt L. (4.63)
Portanto, os momentos conjugados das varidveis dinamicas passam a ser:
oL Vo
o= = —6—2aa, 4.64
M= B4 N (4.64)
OL  Vp 4=
Ty == = —d’p. (4.65)
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Os momentos do plano de fundo estao relacionados com os momentos de ordem
zero dados nas Equagoes e através de:

VQ Qi

=, 4.66

™= e (4.66)

. Q

Ty = \‘//_7%. (4.67)
0

Inserindo as Equagoes e para 0s momentos na expressao geral
do vinculo escalar, obtemos a hamiltoniana do plano de fundo em termos de a, ¢ e

seus momentos conjugados:

HO — /dgx NHO

K [T, 1

— NV |- <>2+(W‘3’)2+ 3y 30 (4.68)
O 120\ 2a3 \Vj “ K| )

O vinculo do difeomorfismo é nulo para a ordem zero. Existe liberdade de
escolha da funcao de lapso N(t). Escolhendo N(t) = 1, a coordenada de tempo ¢
corresponde ao tempo préprio de observadores coméveis. E importante notar que a

hamiltoniana de ordem zero [£.68] é exatamente a hamiltoniana efetiva do plano de
fundo, calculada na Segao no limite classico (Eq. [3.108)).

Expressando os momentos em termos de derivadas temporais (Egs. e [4.65)),

é possivel verificar que o vinculo escalar de ordem zero H(® ~ 0 se reduz & equacio

1 a\2 K 1
a(5) =55 (4.69)

de Friedmann,

As equacgoes de movimento para o fator de escala e seu momento conjugado

sao, respectivamente:

a = {a, } 7 6, (4.70)
N 2
1 a k|11 [ ¢ 1 1 a\?2
v, = {m,, HO = —=—— |l - V4+ — 4+ — <_> et
T {7, } a N2 212\ N * Kka? * ka? \N ( )

A Equacao pode ser simplificada utilizando o vinculo escalar da Equagao

[4.69] resultando na equagdo para a aceleragdo:

-— (p+3P). (4.72)
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As equagbes de movimento para o campo escalar sao:

= — — Tz

0 ={o.HV} =Nz, (473)
. ; ¢ Loy
iy =A{m5 HY} = —NVoa®V' = T T3HS V=0 (4.74)

A Equacao [£.74] corresponde a Equagdo de Klein-Gordon para o campo escalar

homogéneo ¢.

O formalismo ADM ¢é utilizado com o intuito de produzir as equagdes de
movimento das perturbagoes quantizadas. Na Secao [£.4], é apresentado o cdlculo da

expansao quadratica da Hamiltoniana para as perturbagoes escalares.

4.4 Formalismo ADM: perturbacoes

Para determinar a Hamiltoniana quadratica que rege a dindmica das perturba-
goes lineares, sdo seguidos os passos de [35], que realiza uma andlise para o caso de

um universo plano, agora adaptada para um universo fechado.

O vinculo escalar (Eq. 4.53) e o vinculo de difeomorfismo (Eq. [4.54)) sdo fungoes
da métrica, do campo escalar e de seus momentos conjugados. Expandindo as variaveis

em séries de poténcias no espaco de fase, é possivel introduzir as expansoes:

H=HO+HD 47O ... (4.75)
in — H@(l) + ’HZ@) 4+ (4.76)

onde o indice ™ indica que o termo é da n-ésima ordem nas perturbacdes. Os termos
de ordem © sdo relacionados ao plano de fundo. Como pode ser visto na Se¢io , a
ordem zero para o vinculo de difeomorfismo é nula, ja que estd sendo considerado um

plano de fundo homogéneo e isotrépico.

A Equagdo [£.52] representa a hamiltoniana da teoria ADM. Utilizando a
expansao da fungao de lapso, do vetor de deslocamento (Eq. 4.57)) e dos vinculos (Egs.
e [4.76)), é possivel construir uma hamiltoniana apenas com os termos de segunda

ordem:

HE = [ e (NH® + oNH©O + 6N 1) | (4.77)

Vinculos da teoria estabelecidos para ordem zero também sao validos para as ordens
superiores, por isso, termos que envolvem H(® sio nulos. Com os vinculos escalar e de
difeomorfismo sendo nulos para a ordem zero, as varidveis N e N° s6 aparecem até a

primeira ordem na hamiltoniana quadratica.
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Para perturbagoes lineares genéricas da forma [4.55] a contribuigao de primeira

ordem para o vinculo escalar assume a forma:

q -yl o2 4 ;WZ + ajv(@ 3§y,
72V02a © 2k AV@a®R 0 2 Y

1
" 3 27ra%](57r + Voa 37r¢(57r¢+\/_a —¢5¢
vV Q) o . o . o e
— Tag(DZDJ — 39Dy D*)oi5 (4.78)
K

onde D' = 4% D;. Os momentos de ordem zero sao expressos em termos das quantidades
do plano de fundo usando as Equagoes e[4.67 Da mesma forma, a contribuigao

de primeira ordem para o vinculo do difeomorfismo torna-se:

HY = F(Didyj — 2D;0vi) — 23 D07 + 74, D;i0¢
_Vak . e VO
=V 6a " Ta(Didyje — 2D;0%ik) — 234 D070 + 70W¢;Di6¢, (4.79)

e os termos quadraticos no vinculo escalar sao dados por:

2ka®

VQ

H(2) —

g 1 g 7.)2
(Qirﬂjséﬁ”éﬁm - QijQrséfr”éfr”) 1 197)
2 2a3v/Q

N W(W " “jﬁw‘j@ij (4.80)

Uma funcao escalar pode ser expandida em termos de harmonicos hiperes-
féricos escalares ),;,,. Logo, o campo escalar e seu momento conjugado podem ser

representados como:

nlm
57T¢ = \/ﬁ Z 7ijmclmc‘?nlm ) (482)
nlm

com os coeficientes de expansao dados por:

Frtm (£) / A9 Qi (D)5, ) | (4.83)
ot (¢ / &1 Qi (2)07 (1, T) . (4.84)

Analogamente, as varidveis N e N* sdo expandidas na forma:

N = NO + Z Zgnlanlm ) (485)
n#l lm
N'=6N" =" kpmD'Quim, - (4.86)

nlm
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Como visto na Secao e discutido com mais detalhe em [43], as perturbagoes
da métrica podem ser decompostas em porc¢oes escalares, vetoriais e tensoriais e
analisadas de forma independente. As perturbacgoes escalares da métrica e de seu

momento conjugado podem ser expandidas em modos harmonicos em S® da seguinte

maneira;:
5’%] Z Z |:7nlm Qz]@nlm:| + Z Z |:7nlm ( 1 D D + QZ]> Q :| y (487)
n=2 Im 3 n=3 Im -1 3
DTDS QTS
n=2 lm n=3 lm

(4.88)
onde v}, V2., T e w2, sdo os coeficientes de expansao.

Segue que o vinculo escalar pode ser decomposto em um conjunto de modos

normais:
V=30 i (4.89)
n#l Im
dados por:
o _vglo_f o1 v L o2 _5)| 4
Foim Vo l 72Via? Ma 4Vi¢ad i 6TV (O)+ 6/m< " )|
1 _
+ \/_{ (n* —4)y* — Voﬂ'aﬂ' + W?Tgbﬂ'f +a3V¢(¢)f] : (4.90)
A linearizacao do vinculo do difeomorfismo tem uma expansao em modos normais da
forma:
Z ZHZ nlm (491)
n#l Im
com

HY :\/ﬁ[ 2a°(r! — %) +

2 _
g 1 n“—4 , 5 .| =
—4 + —f| DiQuim, (4.92

i,nlm 18V,a <’7 n2_1’7> %f‘| Q l ( )
onde os indices nlm foram suprimidos dos coeficientes das expansoes harmonicas.

As perturbacgoes d¢ e 07;; sao dependentes de calibre, assim como seus coefici-
entes f, v* e v2. Por isso, é introduzida uma nova varidvel, ¢, proposta por [83] e [84]
e discutida em [23], que é independente de calibre e se relaciona com as perturbacoes

escalares da seguinte forma:

nim = fnlm - \/> gb (PYnlm + PYnlm) ’ (493)

onde

nlm
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E possivel realizar a escolha de um calibre especial que torne as equagoes mais
simples. O calibre espacialmente esférico, ou fatiamento esférico, anula as perturbacoes
da métrica 7., = 72,, = 0 e condiciona as perturbagoes escalares a serem, integral-
mente, perturbagoes do campo escalar. Ou seja, ¢uim = frum. Esta condicao é andloga
ao calibre espacialmente plano. Impondo os vinculos linearizados H® e Hgl), pode-se
fixar as perturbacoes do momento da métrica, 67, em termos das perturbacoes das

variaveis relacionadas ao campo, d¢ e 7.

Para que a condigao de calibre d7;; = 0 seja preservada pela evolucao temporal,

deve-se impor a condi¢ao de consisténcia:
[H®, 57,5} = 0. (4.95)

Isso fixa as perturbacoes da funcao de lapso dN e do vetor de deslocamento JN? em
termos das outras perturbacoes. Como as perturbacdes do momento 67% ja foram
eliminadas pelos vinculos linearizados, a hamiltoniana quadratica pode entao ser
expressa, exclusivamente, em termos das perturbacoes de campo d¢ e d74. Calculando

entao os colchetes de Poisson

d‘”’ (56, HOY, (4.96)
d57r
SR — (570, HPY, (4.97)

sao obtidas as equagoes de movimento para as perturbagoes do campo.

No calibre espacialmente esférico, a contribuicao de primeira ordem para os

modos normais do vinculo escalar se reduz a:

n _ g 1 3
H) =VQ voﬂa V 37r¢7r +a*V' (@) f] . (4.98)

Impondo o vinculo escalar Hnlm = 0, pode-se fixar a perturbacao do momento 7! em

termos das outras perturbagoes lineares,

71-1: 1 7T¢ f_i_%asvl(qg)f. (499)

ka3 T, KTg

Da mesma forma, o vinculo do difeomorfismo no calibre espacialmente esférico torna-se:

HY  —VQ [—2a2(7r1 — ) + yf} D;Qutm - (4.100)
0

i,nlm

Os termos entre colchetes podem ser usados para fixar o momento 72 em termos das

outras perturbacoes lineares. Utilizando a Equagao para 7!, obtém-se:

nl= 19 af (VO@SVW) _ 13 )f. (4.101)

kadm, KT, 2Vha?
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Os termos quadraticos no vinculo escalar, inserindo a expansao das perturbagoes
em termos de harmonicos hiperesféricos, no calibre espacialmente esférico e integrando

na 3-esfera, sao dados por:

/d3.7c7-[( 22[3/@@( 2—22:31(#2)2)

n#l lm
3‘///(@5)

1
L h? 4
+ o)+

—— (n —1)f* . (4.102)

A hamiltoniana quadratica também se decompoe em uma soma de modos

normais desacoplados,

H®O =SS HE (4.103)

n#l lm
Substituindo as férmulas deduzidas para os vinculos linearizados e para o vinculo
escalar quadrético na hamiltoniana quadratica (Eq. [4.77)), ela é expressa em termos

das amplitudes das perturbag¢oes como:

nlm

H? =N [—3&@ ((7‘(1)2 — -1 (7r2)2>

7T 311
+g{—vow g +a V(¢)f]

4 (n? —1)k[ 202 (! —w2)+7‘r/‘§f} . (4.104)

Impondo os requisitos de consisténcia para que a condicdo de calibre seja

preservada pela evolugao temporal:

(v, H®Y = {y*,H?} =0, (4.105)

as amplitudes g e k das perturbagoes da funcao de lapso e do vetor de deslocamento

sao determinadas como:

35N

k= _mw2, (4.106)
—a(, nt-1,

g= —6NVO7T— L G (4.107)

Também pode ser verificado que {y', HY} = {42, HVD} = 0.

Substituindo as Equacoes [4.99] [£.101], [£.106] e [£.107] que expressam as pertur-
bacoes 7!, 72, k, g em termos das amplitudes das perturbacdes do campo na Equacao
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[4.104] é obtida uma expressao da forma

HY) = af?+Bfrf +(x!)?, (4.108)

onde os coeficientes «, e v dependem apenas das quantidades do plano de fundo.
Essa hamiltoniana pode ser trazida para uma forma diagonal pela aplicagdo da

transformacao candnica:

—f  Ir=1r. (4.109)

Apos essa transformagao, a hamiltoniana quadratica é expressa em termos das novas

variaveis canonicas, que para simplificar a notacao, sao renomeadas como W% —7le

fr — f. A hamiltoniana torna-se:

c c
HY), = S @+ (4.110)
com
V|2 8w 4.111
a=NET (n? — 4)kadm2 |’ (4111)
- _ 6d"V(@)V? n?—1 [(a*V'(¢)V; s \
=N 2 1 3vll o 0 6 . 1)
o {a(n )+ a’ V() 7}{7% + ka1 o a2V
3ms 0 — 1 18aV2V'(9)] | V2 18z | 4112)
a‘man? —4  kr2(n? —4) a37r(% (n? — 4)kaPr? ’
As equacoes de movimento tornam-se simplesmente:
F={f,HD} =it | (4.113)
il ={xl HD V= —cf | (4.114)

que podem ser combinadas em uma equacao de segunda ordem para a amplitude f:
. Oy
f— ;f+0102f =0. (4115)
1
Esse resultado ¢ utilizado para calculos numéricos da evolugao das perturbagoes do
campo escalar durante a era da inflagdo e no periodo pré-inflacionario.

4.5 Meétodo numérico

A linguagem Wolfram Mathematica é utilizada para implementar numerica-

mente as equagoes inferidas ao longo deste trabalho. De maneira geral, o codigo pode
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ser dividido em trés partes: a primeira, resolve equacoes do plano de fundo durante
o regime de rolamento lento, utilizando os dados do PLANCK como parametros de
entrada para se definir as condicoes iniciais da evolucao do plano de fundo. A segunda
parte utiliza essas condigoes iniciais para realizar a integracao do sistema de equagoes
diferenciais que descrevem o plano de fundo (eq. da aceleracao e eq. de Klein-Gordon),
produzindo soluc¢oes dependentes do tempo. A terceira parte resolve a equacao das
perturbacoes, de maneira que os coeficientes dessa equacao sao relacionados ao plano

de fundo. As versdes completas dos cédigos encontram-se nos Anexos [A.1 e[A.2]

Utiliza-se unidades em que G = 1. Para as grandezas de tempo e comprimento,
sao utilizadas as unidades de Planck, de forma que 1t, = 5,39106 - 10~*s e 1pl =
1,617318 - 107*° m.

Os parametros de entrada sdo os parametros cosmolégicos A, (kL) e ng, retirados
do PLANCK 9], em sua melhor estimativa:

A (kP =2,100-1077,
ns = 0,9649 , (4.116)

onde k7 = 0,05 Mpc~.

O parametro A, é, inicialmente, redefinido para o modo k, = 10~ Mpc~!,

utilizando a Equagao m Em seguida, ele é traduzido para o modo k! = 0,002
Mpc~t. Com isso, sdo adicionados aproximadamente 7,6 e-folds ao regime inflacionério,
calculados através da Equagao .27} As condigoes iniciais, portanto, sdo calculadas no
instante em que o modo k! = 0,002 Mpc~! cruza o horizonte. O niimero de e-folds
N,, a partir de k! até o fim da inflacdo, ¢é fixado em N, = 54. Dessa forma, baseado

nas Equacoes [4.6] [4.7] [£.9] [4.16] [£.19] e [4.20] resolve-se numericamente as seguintes

equagoes para se obter as condigOes iniciais do plano de fundo:

H, = \/mAs(ky)es,
ng — 1 = —4e, + 20, ,
N, =—1,04+ ievlﬁﬂ/“* —\V3rd,,

3H,b, + Vy(h.) =0,

= (G vie).

(e, —3) + 26,V (5,) = 0. (4.117)

E utilizado o potencial de Starobinsky, definido em .
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O Parametro de curvatura Qg é um parametro livre do cédigo. Para a deter-
minacao do valor do termo de curvatura espacial da equagao de Friedmann ou da
aceleracao no instante do cruzamento, é necessario atribuir um valor para a constante
de Hubble Hy, de acordo com a Equagao [£.25] Portanto, é utilizado Hy = 67,36 km
s 'Mpc~!, de acordo com estimativas do PLANCK para o modelo ACDM [9]. Sao
considerados valores do pardmetro de curvatura restritos a |Qx| < 0,001, de modo a

respeitar restrigoes observacionais ji conhecidas [69).

Em resumo, a primeira parte do cdédigo recebe como entrada os valores de k,,
N,, A, ng, Hy e Qk. Entao, as equagoes definidas em [4.117] s@o resolvidas e fornecem
os valores de m., ¢., O, €, 0, Hy, prs, que sdo utilizados como condigbes iniciais

para a evolucao do plano de fundo.

Na segunda parte do codigo, é utilizada a fungao NDSolve para integrar o
sistema de equagoes diferenciais Klein-Gordon-aceleragdo em relagao a variavel de
tempo t. As Equacoes e sao utilizadas para o modelo quantico, e as Equagoes
3.54] e B.13] para o modelo classico. O fator de escala adimensional ¢ fixado como
a. = a(t,) = 1. O valor inicial de a, é obtido através da equagao de Friedmann, de
forma que a, = H, para o caso classico e:

Qs _sm l¢2 + V(¢s) + 5 (mﬁ(A@) —(1+ 7§)A2pK*)1 X (4.118)

312 822
8maN? [ §2

para o caso quantico. O valor do parametro de Barbero-Immirzi é fixado em vy =

[1 —sen®*(A\/prx) + (1 +75) N\ pres —

0,2375, como realizado em [44]. Este valor é obtido do célculo da entropia de buracos

negros na gravitacao quantica de lagos.

A terceira parte do c6digo resolve a equagao de Klein-Gordon das perturbagoes
escalares (Eq. 4.115). Os coeficientes dessa equagdo, definidos em [4.111] e |4.112]

dependem de grandezas relacionadas ao plano de fundo. Contudo, esses coeficientes

estao expressos em termos dos momentos conjugados as variaveis dindmicas do sistema
7, € mg. Portanto, a solu¢ao do plano de fundo é transferida para o espago de
fases, realizando a integracao das equagoes em termos dos momentos. Para isso, sao
utilizadas a hamiltoniana efetiva do plano de fundo, [3.102] e as defini¢des das equagdes
de movimento em termos dos momentos [£.70] [A.71], [£.73] e [£.74] calculadas a partir da

hamiltoniana que inclui contribui¢oes quanticas.

A Equacao ¢é integrada utilizando a fungao NDSolve e suas condigoes

iniciais sdo determinadas alguns e-folds antes do bounce, utilizando as defini¢oes de
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vacuo adiabético de quarta ordem, estudadas na Secao [2.2.3] O espectro de poténcia
Pr é calculado utilizando a defini¢ao |3.84| e fixado em um tempo tg,, durante a inflagao
e ap6s o cruzamento do horizonte pelo modo de referéncia k.. O niimero harmonico
n ¢é variado dentro de uma faixa de valores, entre Ny = 3 € Nmax ~ 10%, para a
composicao do espectro. O valor de np., pode variar a depender do valor de

utilizado. Para cada espectro, sao calculados aproximadamente mil pontos.
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5 Analises numéricas e determinacao do

espectro de poténcia

Este capitulo contempla as andlises e resultados numéricos alcangados ao longo
deste trabalho, que estdo organizados em duas segoes: a Sec¢ao contém as analises

relacionadas ao plano de fundo e a Secao [5.2] é referente as perturbagoes.

5.1 A dindmica inflacionaria e pré-inflacionaria do plano de fundo

A evolugao do plano de fundo é realizada ao integrar numericamente a equagao
da aceleracao com modificagoes quanticas e a equacao de Klein-Gordon |3.54}
Nas Secoes e[p.1.2] as condicOes iniciais sao fixadas no tempo ¢, e determinadas a
partir da escolha de um modo de referéncia k., utilizando os parametros cosmologicos
As e ng do PLANCK [9]. Na primeira se¢ao, avalia-se a dindmica efetiva do plano de
fundo e os efeitos que a variagdo das condigoes iniciais podem gerar. Na segunda, sao
estudados os efeitos da variagdo da curvatura espacial. Em ambos os casos, utiliza-se
N, = 54. Na Secao [5.1.3] as condicoes iniciais sao fixadas no bounce e os dados do
PLANCK nao sao relevantes. Dessa forma, as condigoes iniciais tornam-se parametros
livres, sendo fixadas pela escolha do valor do fator de escala e do campo escalar no
instante do bounce, a, e ¢y, respectivamente. Com isso, é tracada a relacdo entre
as condigoOes iniciais e os regimes energéticos no bounce, onde é possivel observar

diferentes tipos de evolugao.

5.1.1 Evolucao do plano de fundo com diferentes condicdes iniciais

A integracdo numérica do plano de fundo é realizada a partir do cruzamento
do horizonte de Hubble por um modo de referéncia k., instante em que é determinado
t, = 0. O periodo entre t, e o fim da inflacdo dura exatamente N = 54 e-folds. No
entanto, a inflacao tem seu inicio alguns e-folds antes de t.. O bounce ocorre no
periodo pré-inflacionario, com alguns e-folds de diferenca para o inicio da inflagao.
Para exemplificar a evolucio, é considerado o modo k, = 0,002 Mpc~' com valor de
curvatura |Qx| = 0,001. O periodo pré-inflaciondrio é dominado pela energia cinética

Pein = iz /2 e, em seguida, o universo é dominado pelo potencial py = V(¢), dando
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inicio a inflagdo. A transicao entre os dois regimes pode ser avaliada pela equacao de
estado, em que seu valor passa de w = 1 (dominio de energia cinética) para w = —1

(dominio de potencial), como demonstra-se na Figura

10F

-2.0 -1.5 -1.0

loga

Figura 12 — Equacao de estado w por loga, exibindo a transicdo entre o periodo
pré-inflacionério, dominado por energia cinética, e o periodo inflacionario,
dominado por potencial. As condig¢bes iniciais foram determinadas no
cruzamento do horizonte pelo modo k, = 0,002Mpc™! e o valor de
curvatura utilizado foi |Qx| = 0,001.

Ao observar a equagao de Friedmann com modificagoes quanticas (Eq. ,
nota-se que ela possui duas raizes em p, isto é, dois valores tornam H = 0. O primeiro
deles é quando p = p1, indicando solugdes assintéticas no tempo, tanto para o passado
quanto para o futuro, quando ¢ — +o00. O segundo valor representa o instante do
bounce, em que a = 0, com p = py, como é demonstrado na Figura[I3] A linha vertical
no grafico corresponde a densidade de energia no instante do bounce, que também é o

instante em que o valor de p encontra ps.

w

—p
p 02 1 o1

Figura 13 — Evolugdo da densidade de energia p em torno do bounce. O valor de p
encontra ps no instante do bounce, delimitado pela linha vertical. As
condigoes iniciais foram determinadas no cruzamento do horizonte pelo
modo k, = 0,002 Mpc ™" e o valor de curvatura utilizado foi [Qx| = 0, 001.

A Figura (14| representa a evolugdo do horizonte de Hubble 1/aH em fungao do
numero de e-folds N, contados a partir do cruzamento do horizonte. Na parte inicial,

enquanto o valor de 1/aH aumenta, estd representado o periodo pré-inflacionario,
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quando a maioria dos modos k se encontra dentro do horizonte. A inflacdo tem
inicio quando 1/aH comega a diminuir e os modos observaveis passam a cruzar o
horizonte de Hubble. Ao fim da inflagdo e inicio do periodo de reaquecimento, o
horizonte volta a aumentar. Na Figura[14] as linhas pontilhadas representam diferentes
valores para os modos. A linha pontilhada vermelha, & = 0,1 Mpc™!, indica o menor
comprimento de onda observavel na CMB. A linha pontilhada azul, representando o
modo k = 0,002 Mpc ™!, tem o mesmo valor usado como referéncia para k,. Por fim,

! indica um dos maiores comprimentos de

a linha pontilhada preta, k = 10~* Mpc~
onda observaveis que cruzam o horizonte, para esta escolha de condigoes iniciais e

parametro de curvatura.

k=0,1Mpc™"!
k=0.002Mpc~"

k=10"*Mpc™! ]

0 10 20 30 40 50 60

Figura 14 — Horizonte de Hubble em funcao do ntimero de e-folds N, para k, =
0,002 Mpc™' e |Qx| = 0,001, entre o periodo pré-inflacionario e o fim
da inflacdo. As linhas pontilhadas representam os valores dos modos:
em preto, k = 10~*Mpc™!; em azul £ = 0,002Mpc™! e em vermelho,
k= 0,01 Mpc™?, sendo este tltimo, a maior escala de modos observaveis
na CMB.

A escolha de diferentes condigoes iniciais pode afetar a duracao do regime
inflacionario. A Figura[15|exibe o horizonte de Hubble ao redor do inicio da inflagao. As
diferentes cores das curvas representam diferentes escolhas de k, para a determinacao
das condigoes iniciais. As curvas em azul, vermelho, preto, verde e roxo representam,
respectivamente, os valores k, = 0,002 Mpc™, k, = 0,0005 Mpc™, k, = 0, 0003 Mpc ™!,
k. = 0,0002Mpc! e k, = 0,0001 Mpc~!. As condicoes iniciais foram determinadas no

! cruza o horizonte. Com isso, o pardmetro

instante em que o modo k£ = 0,002 Mpc™
Ay é redefinido através da relagao [4.18] No painel da esquerda, é utilizado um modelo
plano (|Qx| = 0). Nesse caso, a escolha de modos k., menores faz com que o inicio
da inflagao ocorra alguns e-folds no passado, prolongando a duracao da inflacado. No

painel da direita, é utilizado um modelo fechado, com valor de curvatura |Qx| = 0,001.
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Neste modelo, é possivel identificar trés diferentes tipos de evolucao, representadas
pelas linhas sélidas, tracejadas e ponto-tracejadas, chamadas de evolugoes do tipo I,
IT e III, respectivamente. Além disso, a curvatura estabelece um limite para o quanto
a inflacdo pode ser prolongada pela escolha de condigoes iniciais.

95 T T T T 95 T
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Figura 15 — Horizonte de Hubble pelo fator de escala, representando o entorno do inicio
da inflacao. As diferentes cores indicam diferentes escolhas de k, para
a determinacao de condigoes iniciais, onde as curvas em azul, vermelho,
preto, verde e roxo representam, respectivamente, k, = 0,002 Mpc™?,
k. = 0,0005Mpc~', k, = 0,0003Mpc™", k. = 0,0002Mpc" e k, =
0,0001 Mpc~'. Em todos os casos, as condicoes iniciais foram obtidas no
instante em que o modo k = 0,002 Mpc™' cruza o horizonte. O painel
da esquerda representa um modelo plano, enquanto o painel da direita
configura um modelo fechado com || = 0,001. As curvas sélidas indicam
evolucoes do tipo I, a linha tracejada representa uma evolucao do tipo II
e as linhas ponto-tracejadas representam evolugoes do tipo III.

A evolucao do tipo I, representada pelas linhas solidas na Figura é caracteri-
zada por um bounce simétrico. A escolha de condic¢Oes iniciais afeta consideravelmente
a duracao da inflagao, como nos modelos planos. A curvatura nao desempenha um
papel significativo. Neste modelo, a energia cinética é dominante no bounce e decai
com o tempo. A inflagdo tem inicio quando o potencial passa a ser mais relevante do
que a energia cinética. Os regimes energéticos para uma evolucao do tipo I podem ser
observados na Figura A curva azul representa a energia cinética. A curva laranja, o
potencial. A curva verde é referente a energia de curvatura, que para o caso quantico,

tem a forma:

2 A o A
Prq = pe |sen”— — (1+79)— (5.1)
a a
Essa equacio recupera o limite classico, px = —1/a?, & medida que o plano de fundo

se afasta do regime quantico. O painel da esquerda representa o bounce, onde a linha
horizontal indica o instante exato em que o bounce ocorre. No painel da direita, a
evolugao continua até alguns e-folds apos o inicio da inflagdo. A linha vertical tracejada

indica o inicio da inflagao.
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Figura 16 — Regimes energéticos no bounce (painéis da esquerda) e durante a inflagao
(painéis da direita), para evolugoes do tipo I (painéis superiores), do tipo
IT (painéis intermedidrios) e do tipo III (painéis inferiores). A curva azul
representa a energia cinética, p.,, a curva laranja descreve a energia
potencial, py, e a curva verde retrata o modulo da energia de curvatura,
|prq|- A linha sélida vertical indica o instante do bounce (t,) e a linha
tracejada vertical denota o inicio da inflacao. O valor de curvatura utilizado
é de |Qk| =0,001.

A evolugao do tipo II produz um bounce mais suave, dominado pela energia
de curvatura. Nesse caso, a energia cinética é pequena no instante do bounce, como
pode ser observado no painel da esquerda da Figura [I6] O potencial passa a dominar
rapidamente e a expansao acelerada do fator de escala tem inicio logo apds o bounce.
O painel da direita da Figura [16] demonstra a evolucao das densidades de energia peiy,
pv € |pk,| apos o inicio da inflacdo. A evolugao do tipo II produz o que se chama
de um bounce classico, ja que a energia de curvatura é a responsavel por provocar
o ricochete do espaco. Além disso, os efeitos quanticos sao despreziveis. Nesse caso,
mesmo a equacao da aceleragao classica |3.13|é capaz de produzir o modelo de bounce

ao invés do Big Banyg.

A evolucao do tipo III produz um bounce quantico e assimétrico. Nesse tipo de
evolucao, tanto a energia cinética quanto a energia de curvatura sao relevantes, apesar

de o bounce ainda ser dominado por pg,. A inflacdo tem inicio apés o dominio do
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potencial. Os painéis inferiores da Figura [16] representam a evolugao das densidades de
energia no entorno do bounce (painel da esquerda) e no entorno do inicio da inflagao
(painel da direita) para uma evolucao tipo III. Uma caracteristica desse tipo de solugao
é que a duracao da inflagdo nao é afetada pela escolha de k,, como pode ser observado

na Figura [15] Nesse caso, a curvatura espacial controla a dindmica do plano de fundo.

5.1.2 Influéncia da curvatura espacial na evolucdo do plano de fundo

Na Sec¢ao [5.1.1] é demonstrado como a escolha de condigoes iniciais afeta a
evolugao do plano de fundo e, consequentemente, a duragao do regime inflacionario.
Outro fator que pode influenciar a evolugao ¢ a escolha do valor do parametro de
curvatura (g . Para demonstrar os efeitos da curvatura, é utilizado o modo k, =
105 Mpc™! como referéncia e as condicdes iniciais sdo traduzidas para o instante em
que o modo k! = 0,002 Mpc ™! cruza o horizonte de Hubble. O modo k, = 10~% Mpc™*

¢é utilizado posteriormente para a descrigao efetiva do plano de fundo.

Ao variar o valor de g, é possivel observar um efeito semelhante ao que se
observa com a variacao de k., descrito pela Figura [15] Diferentes valores de Qy sao
capazes de produzir solugoes do tipo I, II e III, como é demonstrado na Figura[I7 Para
o modo k, = 10~° Mpc™!, o valor de curvatura Qx| = 3 x 1078 produz uma solugdo do
tipo II. Valores de curvatura maiores produzem solugdes do tipo III e valores menores
geram solugoes do tipo I. Na Figura [I7] as curvas sdlidas representam solugdes do
tipo I, a curva tracejada é uma solucao do tipo II e as curvas ponto-tracejadas sao

solugoes do tipo III.

As solugoes do tipo III sao sensiveis a variacao de g, de forma que valores
maiores de curvatura geram um regime inflacionario mais curto. Além disso, sao
solugoes que produzem um bounce assimétrico, como é demonstrado pela curva em
vermelho do painel direito da Figura [18] onde foi utilizado || = 4 x 1078. O perfodo
de contracao neste tipo de bounce ocorre bem mais rapido do que a expansao. A curva
em preto representa um bounce simétrico, produzido por uma solugao do tipo I, em
que foi utilizado || = 1078, Para a curva azul, foi utilizado |Qx| = 3 x 107%. Ela
representa uma solucao do tipo II e produz o chamado bounce classico. Este tipo
de bounce é bem mais suave que os outros tipos e pode ser contemplado no painel

esquerdo da Figura [18|

As solugoes do tipo I fazem parte de uma aproximagcao plana do plano de fundo,
ja que a curvatura nao afeta significativamente os seus comportamentos. Os painéis

superiores da Figura [19] demonstram que valores pequenos de curvatura nao afetam a
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Figura 17 — Horizonte de Hubble pelo fator de escala, representando o inicio da
inflacdo, com diferentes valores de curvatura Q. As curvas sélidas indicam
evolugoes do tipo I, a linha tracejada representa uma evolucao do tipo
IT e as linhas ponto-tracejadas representam evolucoes do tipo I1I. Esta
evolucdo utiliza o modo k, = 107> Mpc™' como referéncia e as condicoes
iniciais sdo obtidas no instante em que o modo k! = 0,002 Mpc™" cruza o
horizonte de Hubble.
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Figura 18 — Tipos de bounce. O painel da esquerda contém um bounce classico, produ-
zido por uma solugao do tipo II, com |[Qx| = 3 x 1078. O painel da direita
contém os trés tipos: a curva vermelha representa um bounce assimétrico,
com |Qx| =4 x 1078, a curva preta simboliza um bounce simétrico, com
|Qx| = 107% e a curva azul é um bounce classico (com as mesmas condigoes
da curva representada no painel da esquerda). Em todos os casos, foi
utilizado o modo k, = 107° Mpc_1 como referéncia.

duracgao dos regimes inflacionério e pré-inflacionario, nem o niimero de e-folds desses
periodos. O painel da esquerda exibe o tempo entre o bounce (t,) e o instante em que
o modo k! cruza o horizonte (t, = 0) e o painel da direita contém o nimero de e-folds
N, desse mesmo periodo. O modo de referéncia utilizado nesse caso é k, = 1076 Mpc ™!,
traduzido para k! = 0,002 Mpc™'. Essa escolha de referencial produz um regime com
N, >~ 15,9 para a aproximacao plana, que é longo o suficiente para que as impressoes
do bounce nos modos observaveis da CMB sejam despreziveis no caso de um universo
plano [39/40]. Portanto, esta é a escolha de referéncia para a andlise das perturbagoes

escalares, ja que as corregoes as previsoes usuais da inflagao devem ser atribuidas a
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curvatura, e nao a uma escolha arbitraria de condigoes iniciais.

T T T T T
14107 ] 18] ]
1.2x107 [ ! ] 6 & e @ --/'\ 1
1.0x107 | ] y .

e o s ew N “r . ]

[£] - ~ o
8.0x10%F . b .

. 12} - 4
8 . .
6.0x108 | N ]
- -
. <, 10} . 1
40x10% b ~
1 1 L L 1 1 1 L L 1 1 1 1 1
-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 16 14 —12 ~10 -8 -6 a4 -2
log Q| log | Q|
T T T T
. . . .
af ] 10 ]
- . . - ot l.’ - - . - - . -
sl ]
osf i
2k 1
3 15 oo
by H oy
0
-05} i
1L 1
sagm s e . . o o *oem 1ok . * . o i
oL 1
L 1 1 1 1 L L L L L L L L
-16 14 —12 -10 -8 -8 -4 -2 ~16 —14 -12 -10 -8 -6 -4 -2
log (x| log |£2k|
T T T T
-
0.00008 | o
.
0.00006 | *
.
000004 F 1

0.00002 B

000000te , @ , & | oormmbequmm & % L L 1
—14 —12 -10 -8 -6 -4

log ||

Figura 19 — Valores de algumas grandezas no bounce para diferentes valores de cur-
vatura |Qg|. Painel superior da esquerda: tempo t;, entre o instante do
bounce e o instante do cruzamento do horizonte pelo modo k. Painel
superior da direita: nimero de e-folds N, entre o bounce e o cruzamento
do horizonte pelo modo k.. Painel intermediario da esquerda: valor do
campo escalar ¢, = ¢(;) no instante do bounce . Painel intermediario da
direita: valor da derivada do campo Q.ﬁb = q%(tb) no instante do bounce .
Painel inferior: valor do fator de escala a, = a(t,) no instante do bounce .

O valor de algumas grandezas no instante do bounce sao exibidos para diferentes
valores de curvatura na Figura Para k, = 107% Mpc ™! o valor de curvatura que
produz solugdes do tipo IT é da ordem de |Q2x| ~ 107!, caracterizado pelas pontas
nos painéis superiores e pelos valores intermedidrios de ¢, = @(t) e ¢, = (1) nos

painéis intermedidrios. As solugdes do tipo I sdo produzidas por [Qx| < 1071, de
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forma que a variagao da curvatura nao afeta o valor das grandezas. As solugoes do
tipo III geram comportamentos que sao afetados tanto por efeitos quanticos quanto
de curvatura e sao validas para |Qg| > 107!, Os valores de t, e N, diminuem para
curvaturas maiores e os valores de ¢, e ¢ mudam de sinal quando comparados com
solugoes do tipo 1. O valor do fator de escala no instante do bounce a, = a(t,) também
passa a aumentar com o aumento da curvatura para solucoes do tipo III, como pode

ser observado no painel inferior da Figura [19]

5.1.3 Investigacao de parametros e condicdes iniciais no bounce

Nesta Secao, a evolugao do plano de fundo é avaliada a partir de dois parametros
livres: o valor do fator de escala a; e o valor do campo escalar ggb no instante do bounce.
A partir desses parametros, sao estabelecidas as condi¢oes iniciais para as equacoes
que descrevem o plano de fundo. A evoluc¢ao numérica utiliza a versao de LQC da
equagao da aceleragao (Eq. e a Equagao de Klein-Gordon para o campo escalar

homogéneo [3.54]

Para determinar os instantes em que o fator de escala atinge extremos, considera-
se a equagao de Friedmann modificada, Eq. [3.104] Ao analisé-la, verifica-se que essa
equagao possui duas raizes. Em particular, quando p = p; ou p = po, obtém-se H = 0.

Utilizando K = 1, as densidades p; e py tornam-se:

P1 = —XPe (5.2)
p2 = pe(l—x), (5.3)

A variavel y é funcao do fator de escala,

2)\2

A
x = sen’ — (1+) (5.4)

? .
A Figura [20| demonstra o comportamento de x em funcao de a. A funcao é sempre
negativa, independente do valor de a. Dessa forma, é possivel analisar as raizes p; e
p2 em relacao ao fator de escala. Comecando por p = p;, da Equacao |3.52] obtém-se a
relagao:

(2
5 +V(e) = —xpe, (5.5)

onde o indice 1 representa o valor das variaveis ¢ e ¢ sob a condicao de que p = p;.

Reorganizando os termos da Equagao [5.5] pode-se representa-la da forma:

b1 =22 (—xp. — V(). (5.6)
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Figura 20 — Comportamento de y em funcao de a.

Com isso, o termo dentro da raiz deve respeitar a desigualdade: 2 (—xp. — V(¢1)) > 0.
Utilizando a férmula do potencial (Eq. e analisando a desigualdade, é possivel

estabelecer as seguintes condi¢oes para ¢q:

3 | =321 X e

3 [~327xp. |
¢1 Z - 16771' In |1 + 43m2 . (58>

Para a analise numérica, é utilizado o valor da massa determinado a partir das
observagoes do Planck, como discutido nas se¢oes anteriores, em que foram adotados
os pardmetros k, = 0,002Mpc~' e N, = 54. Essa escolha de m garante que, para
condigoes iniciais que levam a existéncia de um regime inflacionario, a evolucao ocorra

em uma escala compativel com as observagoes.

A anadlise de x e dos valores permitidos para ¢, sugere que a solugao p = py
represente um futuro ou um passado assintético em que a = 0, ja que o valor de ||
¢é grande no bounce, criando uma faixa estreita de valores permitidos para ¢, nesse
periodo. Além disso, com valores pequenos de a, obtém-se p; > p.. Adotando p. como
uma escala na qual efeitos quanticos se tornam relevantes, p = p; nao ocorre na escala
de Planck e, portanto, nao descreve o bounce. O comportamento de p; ao redor do

bounce é evidenciado na Figura

Ocorre um outro instante em que @ = 0, consistindo em um bounce, caracteri-
zado pelo ricochete do fator de escala. E fundamental considerar os efeitos da Equagao

[3.104] especialmente nesse periodo, quando as contribuigdes quanticas desempenham
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um papel relevante. Portanto, analisa-se o caso em que p = po:

é?
% V(o) = (1 X)pe. (5.9
Novamente, reorganizando os termos, obtém-se:
do = £/2((1 = X) po — V(62). (5.10)

Utilizando o mesmo procedimento da andlise anterior, pode-se escrever:

¢22—\/1Z7Tln 1+\/_?’2m<1—x)] . (5.11)

3m?
A Equacao [5.11] representa uma condicao de existéncia para ¢, que é o valor

do campo no instante do bounce. Por isso, ¢o é renomeado para ¢,. Da mesma maneira,
a, representa o valor do fator de escala no bounce. A Figura 21| demonstra os possiveis
valores de ¢y, que estdo acima da linha azul. A area azulada, abaixo, indica os valores
que ¢, nao pode assumir para um dado valor de a;,. Para valores maiores de a;, o
valor limite de ¢, converge para ~ —3.47. Este resultado concorda com [85], onde o
mesmo valor é encontrado a partir de uma equacao de Friedmann com modificagoes

quanticas, porém, para um universo plano.

Prim 37 i

Figura 21 — Gréfico de a;, por ¢,. A linha azul indica o limite em que ¢, é permitido.
A area azulada abaixo da linha representa a regiao de valores proibidos

para (ay, ).

A Equagao [5.10, portanto, pode ser reescrita como uma condicao inicial para

oy, se avaliada em a e ¢p:

Bp = £/2[(1 — x(@)) pe — V(en)]. (5.12)
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A evolugao numérica do plano de fundo é realizada fixando as condigoes iniciais
no bounce, em que é adotado ¢, = 0. Diferentes escolhas de (ay, ¢,) produzem diferentes
tipos de universos. A escolha de sinal da Equacao também influencia a evolugao.
Alguns exemplos de modelos de universos produzidos podem ser vistos na Figura
Nesses casos, utilizou-se ¢y positivo e fixou-se o fator de escala adimensional em
ap = 1, que foi utilizado como condigao inicial para a integracao das equagoes do plano
de fundo. O fator de escala fisico é dado por a;, = rap, onde 1, € o raio do universo no
bounce. Em cada gréafico da Figura [22] variou-se o valor de a; e ¢, de forma que o
fator de escala fisico tem efeito somente sobre a energia de curvatura. O painel no
canto superior esquerdo representa um universo oscilatério, preso na era de Planck,
que apenas muda a frequéncia de oscilagdo e a amplitude em um instante préximo
a tp. As condicoes iniciais adotadas para essa solucao foram a, = 1 e ¢, = —2,5.
J& no canto superior direito, o universo passa por oscilacoes. No entanto, apés iy,
a expansao ocorre. Para esse caso, as condic¢oes iniciais adotadas foram a, = 1,2 e
&y = Prim(ap = 1,2), onde ¢ym(ap) é definido como:

3 —327p,
im(ap) = —4/—In |1 +4/——— (1 — x(a , 5.13
(o) =~ o | 1472 () (513)
representando o menor valor de ¢, permitido para um determinado a;. O painel inferior
da esquerda representa um universo em que a inflagdo nao ocorre, com o fator de
escala se expandindo a uma taxa aproximadamente constante. O painel da direita
descreve um bounce altamente assimétrico. As condigoes iniciais utilizadas nesses casos

foram a, = 1,5, ¢, = —3,5 e a, = 10, ¢, = 0, 3, respectivamente.

Apesar das solugoes exéticas observadas na Figura [22] é possivel produzir
um universo usual, em que o bounce e a inflacdo ocorram normalmente. Para captar
os valores de a; e ¢, de um modelo ja conhecido e verificar a consisténcia desse
processo, fixaram-se as condigoes iniciais no momento de cruzamento do horizonte de
Hubble (1/aH) pelo modo k, = 0,002 Mpc ™! e, utilizando os dados do PLANCK, com
|| = 0,001, evoluiu-se o universo até o instante do bounce. Dessa forma, os valores
de ay e ¢y, encontrados foram a, ~ 31627, 3 e ¢, ~ 3, 6. Esses valores foram utilizados
para realizar a evolucdo com as condigoes fixadas no bounce. O tipo de evolugao
observada estd representada na Figura 23] No painel da esquerda, pode-se observar
um bounce simétrico. No painel da direita, representa-se o horizonte de Hubble em
funcao do fator de escala. A inflagdo comega quando o horizonte de Hubble comeca a

diminuir e termina quando ele volta a aumentar, dando inicio ao reaquecimento.

Um processo semelhante foi realizado, porém, utilizando k, = 107> Mpc™?,
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Figura 22 — Evolucao do fator de escala ao longo do tempo, em torno de t;, exibindo
diferentes tipos de universos produzidos por diferentes escolhas de a; e ¢y.
O painel superior da esquerda, representa um universo oscilatério na era
de Planck, com condic¢oes iniciais a, = 1, ¢, = —2,5. No painel superior
da direita, o universo passa por oscilagoes anteriores a t,, mas apdos o
bounce a expansao ocorre. Suas condicoes sao a, = 1,2, ¢, = drm(1,2). No
painel inferior da esquerda, pode ser observado um universo em que nao
ocorre inflacao, com a, = 1,5, ¢, = —3,5. No painel inferior da direita
inferior, esta representado um bounce assimétrico, produzido por a; = 10,
¢p = 0,3. Em todos os casos, foi utilizado (ﬁb positivo e a, = 1.

traduzido para o modo k = 0,002 Mpc™' e com diferentes valores de Qx. A Figura
apresenta os modelos encontrados em torno do bounce. Esses resultados se conectam
com os discutidos na Secgao [5.1.2] e abordados na Figura onde relaciona-se o
valor da curvatura com os trés tipos de bounce: tipo I, II e III. No primeiro painel
(esquerda), em amarelo, o valor de curvatura utilizado foi de |Qf| = 1078 e os valores
das condigdes iniciais encontrados foram a, = 132,7, ¢, = 3,6 e ¢, com sinal negativo.
Essas condi¢oes produzem um bounce simétrico. No painel da direita, em vermelho, o
valor de curvatura utilizado foi de |[Q2x| = 1077, encontrando as condigoes a, = 200, 5,
op=—1,4¢ gz'ﬁb positivo, para produzir um bounce assimétrico. No painel do centro,
em azul, o valor da curvatura utilizado foi de |Qx| = 3-107® e os valores de condiges
iniciais sdo de a, = 1716,1 e ¢, = 0.9. Nesse caso, o valor de ¢, nio foi calculado
através da Equacao [5.12] e sim, determinado através da evolucao que parte de t,, da

mesma forma que a; e ¢;. Portanto, impde-se o valor ¢, = 3,1-10~7 como condi¢io
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Figura 23 — Painel da esquerda: fator de escala evoluido ao longo do tempo. Painel da

direita: horizonte de Hubble pelo fator de escala. As condic¢oes utilizadas
para ambos os casos foram a, = 31627,3 e ¢, = 3, 6. Esses valores foram
obtidos através de uma evolucao reversa, colocando as condigoes iniciais
no instante de cruzamento do horizonte pelo modo k, = 0,002 Mpc™*
e utilizando dados do PLANCK. O valor de curvatura foi fixado em
|Qx| =0,001.

inicial. Esse processo foi realizado, ja que esse valor de curvatura representa o bounce

classico, onde os efeitos quanticos sao despreziveis. A Equacao [5.12] encontra um

valor de ¢, muito superior ao caso classico, tornando a energia cinética muito alta no

instante do bounce para que as contribui¢oes quanticas sejam desprezadas. Impondo

essas condicoes, o que é observado é exatamente um bounce mais suave, nos moldes

de um bounce classico.
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Figura 24 — Fator de escala em funcao do tempo, em torno de ¢, = 0. As condigoes

inciais foram calculadas a partir de k, = 107° Mpc ™!, traduzido para o
modo k = 0,002 Mpc~'. No painel da esquerda, em amarelo, observa-se
um bounce simétrico. Utilizando como mddulo da curvatura |Qx| = 1078,
as condicoes iniciais encontradas foram a, = 132, 7, ¢, = 3, 6 e ¢, negativo.
No centro, em azul, a curvatura utilizada foi de |Q| = 3-107%, encontrando
a, = 1716,1, ¢, = 0.9 e impondo éb =3,1-1077, para se produzir um
bounce cléssico. No painel da direita, em vermelho, utiliza-se |Qx| = 1077,
encontrando a, = 200,5, ¢, = —1,4 e ¢, positivo, produzindo um bounce
assimétrico. Em todos os casos, o valor de m, é alterado, de acordo com
o k, utilizado.

As escolhas de condigoes iniciais que geram os diferentes tipos de universos
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precisam ser melhor compreendidas, mas, ao que se observa, possuem relagdo com os
regimes energéticos no instante do bounce. A energia cinética em t, pode ser calculada
através de ¢g /2, através da Equagao m, que ¢é funcao de a; e ¢p. A energia potencial
é fungao apenas do campo escalar V(¢) e a energia de curvatura é fungao de ay:

)\2

A
pre(ay) = pe |sen’— — (1+77) =] , (5.14)

onde pg, € o termo relacionado a energia de curvatura. A Figura [25|demonstra como a
escolha de condigoes iniciais influencia os dominios energéticos no instante do bounce.
O painel da esquerda representa a equacao de estado calculada através das grandezas
no bounce: wy, = (¢7/2—V () /(93 /2+ V(). Foi fixado o valor de a, = 10 para que
w se torne fungdo de apenas um parametro. Portanto, varia-se ¢, para se analisar os
dominios energéticos. A energia cinética é dominante para a maioria dos casos, exceto
quando o valor do campo ¢, é préximo a ¢y,. Este comportamento é andlogo quando
outros valores de a; sao escolhidos. O painel da direita contém uma curva em preto
para representar o médulo da energia de curvatura |pg,(ap)| e duas linhas tracejadas
representando valores da energia cinética em funcao de a,. A linha tracejada vermelha
é a energia cinética fixando ¢, = —3,47. Com valores do campo préximos a ¢y, a
energia cinética possui valores proximos a energia de curvatura, sobretudo, ao analisar
valores pequenos de a,. No entanto, para valores maiores de ¢y, a energia cinética

passa a dominar, como pode ser observado pela linha tracejada amarela, onde foi
fixado ¢, = 1.

W ! 1 plag) 08¢ ]

045 -

[ ay

Figura 25 — Painel da esquerda: valor da equacgao de estado em t;, para diferentes valores
de ¢p. Foi fixado a, = 10. Painel da direita: a curva preta representa a
energia de curvatura em funcao de a;. A linha tracejada em vermelho
representa a energia cinética, onde foi fixado ¢, = —3,47 e a linha
tracejada em amarelo é a energia cinética com ¢, = 1.

Os tipos de universos oscilatorios, observados nos painéis superiores da Figura

22 sdo comumente encontrados quando sdo selecionados valores pequenos de a
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(préximos a a, = 1) e valores de ¢, proximos a ¢jy,. De fato, sdo regives onde pode
ocorrer maior influéncia da energia de curvatura e do potencial. Nos demais modelos,
com valores maiores de a; e ¢y, ainda assim, os valores da energia cinética e da energia

de curvatura em t, sao determinantes para definir o restante da evolucao.

5.2 Analise das perturbacdes

Esta secao é dedicada ao estudo das perturbacoes escalares. Na Secao [5.2.1|sdo
discutidos aspectos da equagdao das perturbagoes escalares (Eq. , como a analise
de seus coeficientes e a determinacao de suas condigoes iniciais, utilizando a defini¢ao
do vacuo adiabatico de quarta ordem. A Secao apresenta resultados relativos
a integragao numérica da equagao das perturbagoes, assim como a determinacao do

espectro de poténcia primordial Pxr para diferentes valores de curvatura.

Para as andlises numéricas, sao utilizadas solugoes do plano de fundo do tipo
ITI. Como visto na Segao [5.1.2] a curvatura controla a duragao da inflacdo em universos

com essa classificacao. O nimero de e-folds entre t, e o fim da inflagao é fixado em
N, = 54.

5.2.1 Analise dos coeficientes da equacao das perturbacoes escalares e a
determinacao das condicdes iniciais

Os coeficientes ¢; e ¢z da equagao de evolugao das perturbagoes (Eq. 4.115)),

descritos pelas Equacoes [4.111| e [4.112] dependem apenas das grandezas relacionadas

ao plano de fundo. Além disso, eles possuem uma dependéncia do niimero harmonico

n. Dessa forma, os coeficientes sao renomeados da seguinte forma:

¢1(n)
a o) B c1(n)ea(n) ( )
Logo, a Equacao [4.115| torna-se:

Os indices Im nao entram na equagao, portanto, a evolucao de f,, depende apenas do

indice n.

Para determinar as condigoes iniciais da Equagao [5.16] utiliza-se um vacuo
adiabatico como estado inicial das perturbacoes. Para isso, é crucial entender quais

sa0 as premissas necessarias para se produzir esse estado. Dessa forma, analisam-se os
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coeficientes «, e §,. A Figura [26| demonstra o comportamento desses coeficientes em
funcgao do tempo, para diferentes valores de n, ao redor de t,. O painel da esquerda
apresenta a evolucao do coeficiente «,, através das linhas tracejadas em tons de azul,
que se aproximam de —3H, em preto, & medida que o valor de n aumenta. O painel
da direita demonstra a evolucao de 3, em tons de vermelho. No bounce, 5, é bem
comportado para qualquer valor de n. O valor de curvatura utilizado para a evolugao

do plano de fundo foi |Qf| = 1075 e as condigdes iniciais foram determinadas a partir
de k, = 10~ Mpc ™' e kI = 0,002 Mpc .
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Figura 26 — Painel da esquerda: as curvas tracejadas em tons de azul representam a
evolugao de «,, ao longo do tempo, em torno de t;, para diferentes valores
de n. A medida que n aumenta, «, se aproxima de —3H, representado
pela curva solida preta. Painel da direita: evolucao de 3, ao longo do
tempo, para diferentes valores de n, representada por curvas em tons de
vermelho. Em ambos os casos, foram utilizados os seguintes pardmetros
para a evolucdao do plano de fundo: |Qx| = 107%, k, = 1075 Mpc ' e
kI = 0,002 Mpc .

Através da transformacgao:

fo=0a"%h,, (5.17)
a Equacao torna-se
b 4 (0 — 3H) by, + Q2h,, = 0, (5.18)
onde 3a 15 3
02 = —§5+ZH2+§%H+,@”. (5.19)

Seguindo as Equacoes e é possivel observar que «,, — —3H para n
grande. Também ¢é o que se observa no painel da esquerda da Figura onde «,, com
n = 3 se desvia levemente do valor de —3H. Com n = 10, o coeficiente «, ja se torna
uma boa aproximagiao de —3H. Dessa forma, a Equagao [5.18] para qualquer valor de

n, pode ser reduzida a equagao de um oscilador harmonico:

B 4+ 20, = 0. (5.20)
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As condigOes iniciais sdo determinadas em um regime adiabético, seguindo
as defini¢coes do vacuo adiabatico de quarta ordem, discutidas na Secao As
Equacoes 2.67], 2.68] 2.69 e 2.70] fornecem a solucao para h,, que até a quarta ordem

adiabatica tem a forma:

1
h, ~ [—'/W ¢ dt’} , 5.21
\/Q_MGXP t 4( ) ( )

com
Wy = Qn\/l + eg(n)\/l + €e4(n) (5.22)

(6
3 /d\ 1 2Q.
@) = o1 ( dt ) T 208 ar (5.23)
3 A1\’ 1 dQ, dQuq 1 2.,

= ] Ly ’ 5.24
() 49;;@3( dt ) 22, @t at B, ap 0 2

onde €, = /1 + €2(n).

As condigdes iniciais sao estabelecidas em um instante t; anterior ao bounce, em
um regime aproximadamente adiabéatico, no qual a criacao de particulas é desprezivel.
Nesse intervalo, os modos observaveis possuem uma variagao na frequéncia §2,, despre-
zivel. Essa conclusao ¢é sustentada ao comparar a magnitude da evolu¢ao do modo
normal que caracteriza o vacuo adiabatico inicial f,,(t;) = a(t;)~2hy,(t;) com a dos mo-
dos normais que definem o vacuo adiabatico em ordem zero f,go) (t;) =1/ (a(ti)\/ﬁ),
especialmente para modos observaveis. A relagao entre n e k é dada pela Equacao |4.42
Para cada valor de curvatura Qy utilizado, é realizada uma nova analise do tempo t;

em que as condic¢oes iniciais sao fixadas.

5.2.2 Evolucdao numérica das perturbacoes escalares e o espectro de po-
téncia primordial

Os coeficientes ay,, e 3, da equacao de movimento das perturbacoes escalares
(Eq. foram obtidos das varidveis dinamicas do plano de fundo a e ¢ e de
seus momentos conjugados m, e 7y, respectivamente. Para a determinacao desses
coeficientes, é realizada a integracao do plano de fundo no espaco de fase, utilizando
as equagoes de movimento calculadas a partir da hamiltoniana efetiva [3.102] Os
parametros utilizados para a determinagao das condigoes iniciais relacionadas ao plano
de fundo sao k, = 1075 Mpc™" e kI = 0,002 Mpc ™. Os valores de curvatura utilizados

sdo aqueles que produzem solugoes do tipo III, com Qx| = 1071 como pode ser
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observado na Figura [19] Isto é, evolugdes em que as contribuigdes quanticas e da

curvatura sao relevantes.

Apoés o bounce, oscilagbes na amplitude de f,, sdo produzidas que, por sua vez,
cessam apdés o inicio da inflagdo. A partir desse ponto, f, cresce suavemente, como
demonstrado no painel da esquerda da Figura Para exemplificar a evolugao, foram
utilizados os modos n = 3,5 e 10. O painel da direita demonstra o escalar de curvatura
R=—(H/ ¢) fn, descrito pela Equacao m, para os mesmos modos n. Como esperado,
apés o inicio da inflacao, o valor de R congela. O valor de curvatura utilizado para o

plano de fundo, nesse caso, foi de |Qx| = 107°.

6.x1077 ‘ 0.00008
5.x1077
= 0.00006
4.x107 1Al = |R(n=3)|

[ful 35107 — Kl R| o0 — [R(n=5)|

2.x1077

N ol Joacc-z\ |R(n = 10}|
1107 L

0 0.00000
-50x10%5 0 50x10% 1.0x107 1.5%107 2.0x107 2.5x107 3.0x107 -50%x10% 0 50x10° 1.0x107 1.5x107 2.0%x107 2.5x107 3.0x107
t t

Figura 27 — Evolugao do valor absoluto das pertubagoes, |f,| (painel da esquerda),
e do valor absoluto do escalar de curvatura, |R| = —(H/®)|f,| (painel
da direita). Em ambos os casos, foram utilizados os modos n = 3 em
azul, n = 5 em vermelho e n = 10 em verde. Os graficos representam o
periodo que se estende desde pouco antes do inicio da era inflacionéria
até instantes anteriores ao término da inflacao. Para o plano de fundo, foi
utilizado o valor de curvatura |[Qx| = 1075.

A evolucao de f, é realizada para diferentes valores de curvatura. As condigoes
iniciais sao fixadas em regime de vacuo adiabatico, no tempo t;, conforme discutido na
Segao [5.2.1} Conforme o vécuo adiabdtico inicial evolui no tempo, ele se transforma
gradualmente em um novo estado adiabatico, até alcangar a regiao préxima ao bounce.
Nesse ponto, ocorrem as primeiras excitacoes significativas. Essas excitagoes, surgidas
na vizinhanca do bounce, tém um impacto direto nas previsoes do modelo, alterando o
espectro de poténcia primordial ao final da inflagdo. Assim, essas modificagoes refletem

as contribui¢oes da gravidade quantica na evolugao das previsoes inflacionarias.

Seguindo os passos da Equacao [2.71], o espectro de poténcia das perturbagoes
escalares d¢ é determinado pela funcao de dois pontos das perturbagoes f, no fim da
inflacao:

Pss = | fultam)]?, (5.25)

onde tg, = 2,95 - 107t,. Dessa maneira, o espectro para o escalar de curvatura R,
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definido pela Equacao [3.84] é dado por:

Htim) (tﬁm)r . (5.26)

Patn) = fultan)? [ 10

Para que se torne adimensional, o espectro de poténcia é normalizado e o limite
plano é recuperado: ,
Pr(n) = 2’;27573(7@). (5.27)
Utilizando a relacao [4.42], é valido, para n grande:
H(tin) ]’
O (tim) ] '

Esse formato permite a comparacao desse resultado com o espectro de poténcia de um

Pat) = s flton) | (5.2

universo plano. De fato, os modos observaveis na CMB estao em uma escala de n > 1.
A previsao inflaciondria do espectro Pr(k), baseada nos pardmetros cosmolégicos
fornecidos pelo PLANCK, A e ng, é dada pela Equacao [3.86]

O espectro de poténcia é, entao, calculado para quatro diferentes valores de
curvatura variando-se os modos n, que sao transcritos para k através da relacao [4.42
A figura contém os espectros para |Qx| = 107° no painel superior da esquerda,
Qx| = 1077 no painel superior da direita, |2x| = 107® no painel inferior da esquerda
e |Qx| = 107 no painel inferior da direita. Os pontos cinzas representam os resultados
do calculo numérico da Equacao A curva preta representa a média das oscilagoes
descritas pelos pontos. A linha tracejada vermelha é a previsao inflacionaria do espectro
(Eq. e as linhas tracejadas verticais determinam a janela de modos observaveis
na CMB. Os modos sdo normalizados por kI = 0,002 Mpc™ e os modos observaveis
se estendem entre 107! < (k/kD)ps < 50.

O espectro inflacionario é recuperado para os maiores valores de k, no entanto,
modificagoes significativas podem ser observadas para os menores modos. O aumento da
curvatura faz com que as oscilagdes do espectro avancem progressivamente nos modos
observaveis. De fato, curvaturas mais altas produzem um regime inflacionario mais
curto para um plano de fundo do tipo III, como discutido na Se¢do [5.1.2] Além disso,
o numero de e-folds entre o bounce e cruzamento do horizonte pelo modo k, também
¢é afetado. Para um universo plano, a duracgao entre t, e t, é de aproximadamente 15,9
e-folds e as oscilagoes do espectro produzidas pelo bounce nao alcangam os modos
observaveis, como discutido em [35]. Contudo, o intervalo de comprimentos de onda

afetados é alterado pelo aumento da curvatura Q.
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Figura 28 — Espectro de poténcia primordial Px em termos dos modos k/kL. Fo-
ram considerados quatro valores distintos de curvatura: o painel superior
esquerdo exibe o caso |Q2x| = 1075 o superior direito corresponde a
Qx| = 1077, o inferior esquerdo representa Qx| = 1078 e o inferior
direito ilustra |Qx| = 107%. Os pontos cinzas descrevem os resultados
numeéricos e a curva soélida preta corresponde a média local dos pontos.
A linha tracejada vermelha corresponde a previsao inflacionaria do es-
pectro, baseada nos pardmetros A, e ng, fornecidos pelo PLANCK. As
linhas verticais tracejadas delimitam a janela correspondente aos modos
observaveis na CMB, com os maiores comprimentos de onda localizados
na escala de k/kI ~ 1071,

Os painéis superiores da Figura [28| descrevem os maiores valores de curvatura
utilizados, com Q| = 107% e |Qg| = 1077. As oscilagdes produzidas nesses espectros
superam as escalas anomalas, que vao dos menores modos observdveis até k/kL ~ 1.
Consequentemente, esses valores de (i sao incompativeis com as observacoes, pois
influenciariam a regiao do modelo que esta de acordo com os dados observacionais. A
média das oscilagoes pode ser comparada com reconstrugoes do espectro primordial

baseadas em observagoes da CMB, realizadas em [10486].

Nos painéis inferiores da Figura 28] as escalas onde as oscilagoes sao geradas
correspondem as escalas andmalas, potencialmente introduzindo corregoes no espectro

primordial. No caso de |Qx| = 1079, entretanto, a média das oscilagdes nio é suficiente
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para alterar significativamente o espectro visivel. J& para |Qx| = 1078, a média de
Pr(k) alcanga as escalas necessarias para gerar as corregoes, mas a amplificacdo
da poténcia excede os limites permitidos pelas incertezas do espectro de poténcia
primordial reconstruido, colocando o modelo em conflito com as observagoes nessas

escalas.
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6 Discussao

Neste trabalho, foram estudados os efeitos da curvatura espacial, parametrizada
pelo parametro Qg, e da dindmica quantica do plano de fundo, proveniente da
cosmologia quantica de lagos (LQC), nas perturbagoes escalares primordiais. Dados da
missdo PLANCK foram utilizados para descrever o plano de fundo [9]. Em particular, os
parametros A, e ng, relativos a era inflacionaria do modelo ACDM, sao utilizados para
realizar a dedugao das condigoes iniciais para a integracao das equacgoes diferenciais

que descrevem o plano de fundo.

As condigoes iniciais sao fixadas no tempo t,, relativo ao instante em que o
modo de referéncia k, cruza o horizonte de Hubble (1/aH ). Nesse momento, é possivel
utilizar uma aproximagao plana do universo, ja que t, ocorre alguns e-folds apos
o inicio da inflacao, que tem o efeito de planificar o espaco devido a sua expansao

acelerada.

As observagoes da radiagao césmica de fundo (CMB) realizadas pelo PLANCK
manifestam uma preferéncia por um universo fechado [20,21]. Além disso, a presenca
de curvatura espacial produz oscilagées no espectro de poténcia primordial para os
menores modos k e afeta as maiores escalas do espectro de temperatura da CMB,

podendo aliviar as tensoes entre o modelo e as observacoes [23,[25,28}29].

O PLANCK, em sua melhor estimativa, fornece um valor de curvatura de
Qx = —0, 056f8j8§3 [9]. Quando esses dados sdo combinados com os dados provenientes
de BAO, a estimativa incide em Q; = —0,001 £ 0, 002, indicando uma preferéncia por
um universo plano [9]. No entanto, diversas discrepancias entre os dois conjuntos de
dados foram identificadas, e trabalhos como [20}21] argumentam que esses dados nao
sao compativeis. Para mitigar essas tensoes, o trabalho de [69] incorporou dados de
crondmetros césmicos (CC) as observagoes do PLANCK, uma vez que os dados de CC
nao entram em conflito com os do PLANCK. A partir dessa abordagem, os autores
conclufram que as observagoes favorecem um universo plano até O(1072). Com base

nesses resultados, neste trabalho, a curvatura é restringida a |Qx| < 0,001.

Um fator adicional que influencia as escalas mais altas do espectro de poténcia
¢é a substituicao do Big Bang, descrito pelo modelo padrao, por um bounce quantico,
conforme previsto pela LQC [30,/32-35,37-42]. A hamiltoniana efetiva do plano de fundo
é descrita pela Equacao e ¢é discutida nas referéncias [44,/45]. A investigacao
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fenomenolégica dos efeitos combinados da LQC e da curvatura espacial sobre as
perturbacoes escalares primordiais constitui uma contribuicao inédita na literatura

cientifica.

A descricao do plano de fundo baseia-se na suposicao de que o universo é
homogéneo e isotropico em larga escala e que a densidade de energia é dada pela
soma das contribui¢oes cinética e potencial: p = ¢?/2 + V(¢). Dentre os diversos
modelos inflacionérios, o potencial de Starobinsky tem sido favorecido por observagoes
recentes [7], motivo pelo qual é adotado neste estudo. Para a métrica FLRW (Eq. [3.4),
assume-se curvatura positiva (K = 1), implicando um parametro de curvatura negativo
(Qx < 0). A dindmica do sistema é caracterizada pelo campo escalar homogéneo gg(t),
que obedece a equagao de Klein-Gordon (Eq. , e pelo fator de escala a(t), cuja
evolugao é determinada pela equagao da aceleragdo modificada (Eq. .

A quantidade de e-folds entre t, e o fim da inflagao (¢g, ), onde ¢, é o instante em
que o modo k! = 0,002 Mpc ™! cruza o horizonte de Hubble, estd entre 49 < N, < 59,
de acordo com dados do PLANCK [10]. Dessa forma, um valor intermedidrio do niimero
de e-folds, N, = 54, é fixado nas solugoes do plano de fundo. Modelos que estudam
a variacdo na duracao da inflacdo também podem ser utilizados para descrever as
anomalias de larga escala no espectro de poténcia da CMB [71H76]. Duas estratégias
sao utilizadas para alterar a duracao da inflacdo ao invés de simplesmente variar o
valor de N,.

A primeira estratégia consiste em utilizar diferentes condigoes iniciais. Isto é,
ao escolher um modo de referéncia k, < kI, alguns e-folds sdo adicionados a duracdo
da inflagao. Isso ocorre devido ao modo k,, que possui um comprimento de onda maior
do que kI, cruzar o horizonte de Hubble alguns e-folds antes de kI. Como o niimero
de e-folds entre t, e o fim da inflacao ¢é fixado em N, = 54, os e-folds extras entre
os tempos em que k, e kI cruzam o horizonte sio adicionados a duracdo total da
inflacdo. A segunda maneira de alterar a duracao da inflacdo baseia-se em variar o
valor do pardmetro de curvatura Q. Em geral, o aumento da curvatura produz um
regime inflacionario mais curto. Logo, os parametros livres utilizados como entradas na
evolucao numérica ficam a cargo do modo de referéncia k, e do valor de curvatura Qg
que sdo empregados para o calculo das condigoes iniciais do plano de fundo, conforme
discutido na Secao [4.1]

A variacao do valor de k, resulta em diferentes valores para as condigoes
iniciais. O procedimento efetuado consiste em redefinir o pardmetro A, para o modo

de referéncia k, através da relagio e as condigoes iniciais sao calculadas para k..
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Entao, o plano de fundo é evoluido numericamente até o instante em que o modo
kI = 0,002 Mpc™! cruza o horizonte de Hubble e as condicoes iniciais sdo redefinidas

nesse instante.

Diferentes valores de k, sao utilizados para a evolucao do plano de fundo em um
modelo plano e em um modelo fechado. No modelo plano, ao selecionar modos menores,
é sempre possivel obter regimes inflacionarios mais longos, o que nao é observado no
modelo fechado. A partir de um determinado valor de k,, a curvatura impoe um limite
para o quanto a duracao da inflacdo pode ser alterada. Na Figura [15] as solugoes do

1

horizonte de Hubble que utilizam modos maiores que k, = 0,0003 Mpc™ " evoluem

identicamente nos modelos plano e fechado. Para k, < 0,0003 Mpc™*

, & curvatura
passa a controlar a dindmica. J& para o modo k, = 0,0003 Mpc™ !, a evolucdo no
modelo fechado se diferencia substancialmente da evolucao plana. Ao todo, trés tipos
de evolugoes podem ser identificadas, denominadas de solugoes do tipo I, II e III. As
solugoes do tipo I refletem regimes em que a curvatura nao afeta o plano de fundo.

Nas solugoes do tipo II e do tipo III, a curvatura torna-se relevante.

De maneira analoga ao apresentado na Figura [15] verifica-se que a duracao do
regime inflacionario pode ser modificada ao manter as condi¢des iniciais fixas e variar a
curvatura espacial. A Figurailustra essa relacdo para o intervalo 1079 < Qx| < 1073,
Para valores mais elevados de curvatura (|Q2x| > 3 x 1078), a inflagdo é influenciada
pela variacao de Qg, de modo que um aumento na curvatura reduz a duracao da
inflagio. Em contrapartida, valores menores de curvatura (|Qx| < 3 x 107®) nao
impactam significativamente a evolugdo do plano de fundo. No caso especifico de

Q| = 3 x 1078, emerge uma solugao do tipo II.

Os trés tipos de solu¢ao apresentam padroes caracteristicos na evolucao dos
regimes energéticos. Ao todo, as evolucoes de trés contribuigoes para a energia sao
analisadas: a energia cinética (p.n), a energia potencial (py) e a energia de curvatura
(prq)- A Figura contém os regimes energéticos dos trés tipos de evolugoes. As
solugoes do tipo I e do tipo III figuram um bounce quantico, dominado por energia
cinética. Durante o periodo pré-inflacionario, a energia cinética decai, até que o
potencial comece a dominar, dando inicio & inflagdo. A transicdo entre os periodos
pode ser observada na Figura [I2] onde esté representada a equacao de estado w em
funcao de loga. Quando w = 1, manifesta-se o dominio da energia cinética e w = —1

sinaliza o dominio do potencial.

O inicio e o fim da inflacao também podem ser contemplados pela evolu¢ao do

horizonte de Hubble 1/aH, como demonstrado na Figura O periodo inflacionario é
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referente a regiao em que o horizonte de Hubble decresce. Nesta figura também estao
descritos os modos observaveis na CMB, além do modo de referéncia kf. Os modos

observéveis se encontram dentro de uma faixa entre & ~ 1074 Mpc™* e k ~ 10~ Mpc .

As solugoes do tipo I refletem aproximagoes de um universo plano, ja que
a curvatura nao tem um papel significativo na evolugao. As fases de contracao e
expansao do fator de escala sao simétricas, o que é chamado de um bounce simétrico.

A Figura [1§| contém os trés tipos de bounce descritos pelas solugoes do tipo I, IT e III.

Solucoes do tipo II sao dominadas por energia de curvatura no bounce. Os
niveis de energia cinética sao bem mais baixos do que nos outros tipos. Dessa forma, as
contribui¢oes quanticas nao sao relevantes e é a energia de curvatura a responsavel por
provocar o bounce. O periodo pré-inflacionario é extremamente curto, de forma que a
inflagdo comeca logo apds a ocorréncia do bounce. Esse tipo de bounce é chamado de
bounce classico. Seu comportamento é mais suave que os demais. Ele ja foi abordado
na literatura por autores como [26,27] e pode ser causado mesmo com as equagoes

classicas do plano de fundo, dada uma escolha adequada de condi¢oes iniciais.

Solucoes do tipo III sao aquelas de maior interesse neste trabalho, ja que
agregam efeitos quanticos e de curvatura. Elas evoluem de forma assimétrica, conforme
pode ser observado pela evolugao do fator de escala ao redor do bounce. A energia
potencial também evolui de forma assimétrica ao redor do bounce. A energia de
curvatura, mesmo nao sendo dominante em nenhum momento, atinge niveis que a
tornam relevante durante a evolucdo. A medida que o universo se expande, assim

como nos outros casos, a energia de curvatura decai.

Os valores de algumas grandezas sao lidos no instante do bounce para diferentes
valores de curvatura, como se demonstra na Figura Dessa forma, também é
possivel identificar comportamentos relativos aos trés tipos de evolugoes. Os valores de
curvatura variam entre 10715 < |Qx| < 1072, O valor de Qg que produz uma solugao
do tipo II nessas condi¢oes fica em torno de ~ —107!. O tempo entre o bounce e o
cruzamento do horizonte, simbolizado por |t,|, € 0o nimero de e-folds N, entre o bounce
e t, ndo se alteram quando sdo analisados para curvaturas pequenas (|Qx| < 1071).
Nessa regiao, sao detectadas solugoes do tipo I, ja que a variacao da curvatura nao
afeta a evolugdo. As pontas em torno de |Qx| ~ 107 indicam evolugoes que se
aproximam de solugoes do tipo II. Nesse caso, a expansao gasta um tempo maior para
se chegar a t,, mas o universo se expande a uma taxa menor do que as evolugdes com
valores de Q em sua vizinhanga. Para os maiores valores de curvatura, Qx| > 10711,

sao produzidas solugoes do tipo III. Diante disso, o aumento no valor de curvatura
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reduz o tempo t, e também diminui o nimero de e-folds N,,.

O valor do campo escalar homogéneo ¢, no bounce e o valor de sua derivada
¢ 10 bounce também so descritos na Figura[19 As solugdes do tipo T (|Qg| < 107'1)
possuem valores de ¢, positivos (¢, ~ 3,7) enquanto ¢, é negativo (¢, ~ —0,9).
Nas solugoes do tipo III, o quadro se inverte: os valores de ¢, sao negativos, com
¢p ~ —1,5 e os valores de (;'Sb sao positivos, com gz'Sb ~ 0,9. Nas solugoes do tipo II, sdo
observados valores intermedidrios de ¢, e valores de ¢, préximos de zero (indicando a
baixa influéncia da energia cinética). O valor do fator de escala a, no bounce também
¢ analisado. Os valores mais baixos de curvatura nao afetam a sua magnitude, mas
quando alcancam as escalas que tornam a curvatura relevante (|Qx| > 1071!), o valor

de a, cresce com o aumento de |Qg|.

A evolucao do plano de fundo também pode ser avaliada a partir de condigoes
iniciais fixadas no instante do bounce. As condigoes iniciais das equag¢oes de movimento
que descrevem o plano de fundo (Eq. e Eq. sao ap = a(ty), ap = a(ty),
by = B(ty) € ¢y = ¢(ty). Como o bounce representa um ponto de minimo da curva que
descreve a evolucao do fator de escala, atribui-se a, = 0. As raizes p; e ps da equagao
de Friedmann modificada também sao analisadas. A Figura [L3| representa a
evolucao da densidade de energia p em funcao do tempo. A densidade de energia p
encontra o valor de py no bounce, que é uma condicao que zera a equacao de Friedmann
(como é esperado, ja que a = 0). O valor de p; representa um limite assintotico para

p, em que t — +o0.

A partir da condigao p = ps no bounce, define-se uma relagdo entre b, x(ap) e
o potencial V' (¢,), descrita pela Equacao Utilizando o potencial de Starobinsky;,
a Equacao depende de a;, ¢, e uma escolha de sinal (+ ou —). Portanto, a; e
¢y sao deixados como parametros livres para se investigar a influéncia das condigoes

iniciais no restante da evolucao.

O termo dentro da raiz na Equacao [5.12| condiciona a escolha de a; e ¢y, para
que ndo se atribua um valor complexo para ¢p. Ao isolar o termo ¢y, é determinada
uma condigao de existéncia do sistema, dada pela Equagao [5.11] O valor limite para
¢, € dado pela Equacao [5.13| que é caracterizado pelo simbolo ¢y, e representa
o menor valor possivel de ¢, para cada escolha de a,. A Figura demonstra o
comportamento de ¢y, em funcao de a,. Ha liberdade de escolha para valores de
(ap, ¥p) que sejam consistentes com a condi¢ao de existéncia. Em uma aproximagao
plana do espaco, a, — 00, o valor de ¢y, converge para -3,47. Esse resultado concorda

com os apresentados por [85], que realizam uma andlise semelhante, utilizando LQC
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para um universo plano.

Diferentes escolhas de a; e ¢, produzem diferentes tipos de evolugoes. Algumas
delas se encontram na Figura [22] em que sdo abarcados exemplos de solugdes exéticas.
Para reproduzir um modelo conhecido, foi realizada a evolu¢ao do plano de fundo
com as condigdes iniciais em ¢, (como realizado anteriormente, utilizando dados do
PLANCK). Os valores de a;, e ¢, e o sinal de gi)b foram lidos no instante do bounce.
Esses valores sao, entao, utilizados para uma nova evolugao, com as condigoes iniciais
fixadas em t;,. O resultado esta disposto na Figura [23] em que a evolucao do fator de
escala centrada em t, descreve um bounce simétrico. De fato, as condi¢oes utilizadas
em t, produzem uma solucao do tipo I. Na evolucao do horizonte de Hubble em
funcao do fator de escala, é possivel observar todos os estagios do modelo inflacionario:

periodo pré-inflacionario, inflacao e inicio do reaquecimento.

O mesmo procedimento foi realizado com o intuito de reproduzir solugoes do
tipo I, IT e III. Para isso, a evolucao numérica foi realizada partindo de t, e os valores
de curvatura foram variados. Entdo, novamente, o sinal de ¢, e os valores de a; e
¢y foram lidos no bounce. A Figura contém os resultados das evolugdes com as
condicoes iniciais em . Os graficos exibem a evolucao do fator de escala em torno do
bounce, onde é possivel identificar um bounce simétrico, um bounce assimétrico e um
bounce classico. No tltimo caso, o valor de ¢, calculado a partir da Equacio é
muito alto para se produzir uma solugao do tipo II, ja que esse corresponde ao caso
classico e a energia cinética, proveniente de contribuigdes quanticas, nao deve superar
a energia de curvatura. Portanto, o valor de &y foi lido, da mesma maneira que a; e
¢y, € imposto como condi¢ao inicial da evolugdo em ¢;. Esses resultados se conectam

com os dispostos na Figura [18|

Os diferentes tipos de universo produzidos tém relagao com os valores das
energias no instante do bounce. A energia cinética ¢>§ /2 é calculada através da Equagao
(.12 portanto, em ¢, ela é avaliada a partir dos pardmetros a, e ¢,. Da mesma
forma, o potencial V(¢,) é funcdo do valor do campo escalar no bounce, ¢, € a
energia de curvatura pg,(a,) (Eq. depende do valor de a;,. Para se avaliar
a influéncia de ¢, nos regimes energéticos, foi utilizada a equagao de estado w, =
(2/2—V (d3))/(d2/24+V (). Esse resultado se encontra na Figura[25] onde se observa
que, para valores de ¢, proximos a ¢y, a energia potencial tem grande relevancia no
instante do bounce. Porém, a medida que ¢, cresce, rapidamente a energia cinética
domina sobre o potencial. Esse comportamento é analogo para qualquer valor de a,. A

comparacao entre a energia cinética e a energia de curvatura em ¢, também ¢é analisada
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na Figura . O comportamento da energia cinética se aproxima de |pg,| quando
avaliada para valores mais baixos do campo, proximos a ¢y,. Valores mais altos de
¢y sao condizentes com solugbes em que a energia cinética domina no bounce. De
maneira geral, os modelos exdticos de universo sao comumente encontrados utilizando
valores pequenos de a; e ¢p, que correspondem a regioes em que a energia potencial e

a energia de curvatura possuem maior relevancia.

As perturbagoes escalares sao descritas por uma equacao diferencial de segunda
ordem deduzida a partir do formalismo ADM. Os calculos sao frutos de uma generali-
zagdo do trabalho de [35], que realiza suas andlises em um espago plano. Para realizar
a descri¢ado do sistema, as variaveis e os momentos conjugados sao expandidos em
uma série de poténcias, em que os vinculos hamiltoniano, H = 0, e de difeomorfismo,
H; = 0, sao respeitados. Em ordem zero, as equagoes relativas ao plano de fundo
sao recuperadas. As perturbacoes sao expandidas em harmonicos hiperesféricos para
assimilar a geometria de uma 3-esfera. O calibre espacialmente esférico é utilizado
como uma generalizacao do calibre espacialmente plano. Esse calibre nao inclui pertur-
bacoes da métrica espacial e promove as perturbacoes escalares totais, unicamente, a
perturbagoes no campo escalar d¢. Dessa forma, é possivel construir uma hamiltoniana
apenas com os termos quadraticos relacionados a amplitude das perturbacoes escalares
frim € de seu momento conjugado 7/ descrita pela Equacao

nlm>

As equacoes de movimento produzem a equacgao de Klein-Gordon para o campo
escalar fr, (Eq. 4.115), que possui «,, = —¢1/c1 e B, = ¢1c como coeficientes de
evolucao. Os coeficientes ¢; e ¢, definidos pelas Equacoes e[4.112] dependem
exclusivamente de quantidades associadas ao plano de fundo. Assim, compreender a
evolucao das perturbacoes requer, primeiramente, o entendimento da dindmica do

plano de fundo.

A expansao quadratica da hamiltoniana de ADM no calibre espacialmente
esférico constitui uma contribuigao original deste trabalho. Nesse calibre, os coeficientes
presentes nas equagcoes de evolugao dos modos normais das perturbagoes se mantém
bem comportados desde antes do bounce até o fim da inflacdo. A Figura [26| descreve o
comportamento dos coeficientes v, e 3, em torno de t,, para diferentes valores de n.

A medida que o valor de n aumenta, o comportamento de «,, se aproxima de —3H.

As condigoes iniciais da equagao de Klein-Gordon das perturbagoes (Eq. [5.16)
sao fixadas em uma era pré-bounce, caracterizada por um regime adiabatico, com a
finalidade de que as perturbagoes evoluam no tempo e passem pelo bounce, onde sao

impressos efeitos da gravidade quantica na dinamica das perturbacoes. Para isso, sao
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utilizadas as nogoes de vicuo adiabético de quarta ordem, discutidas na Se¢ao[2.2.3] O
estado de vacuo é determinado ao realizar uma aproximagao em que «,, — —3H para n
grande. De fato, mesmo para os menores valores de n, essa aproximacao ¢é satisfatoria,
como se demonstra na Figura [20] em que o coeficiente a3 se desvia levemente de —3H.
As condigoes iniciais sdo fixadas em um tempo t¢;, no qual é avaliada a varia¢do da
frequéncia Q,, (Eq. , para que se constate que o estado de vacuo seja mantido e a
condicao adiabatica satisfeita. Esse teste é realizado, especialmente, para os menores
modos observaveis na CMB. Para os modos grandes, a condicao adiabatica é satisfeita

mais facilmente.

As perturbacoes f,, (os coeficientes | e m sdao omitidos ja que a evolugao
nao exibe uma dependéncia dos mesmos) sao evoluidas em um plano de fundo do
tipo III, para que se possa observar efeitos da curvatura e do bounce quantico. As
condigoes iniciais do plano de fundo sao escolhidas para que a duragao entre t; e t,,
em uma aproximacao plana, seja de aproximadamente 15,9 e-folds. Com essa duracao,
o bounce fica distante o suficiente para que nao se observe efeitos quanticos nos modos

observaveis (como discutido em [35]).

O escalar de curvatura comével R é associado as perturbagoes escalares, ja
que este se torna constante apés t, e é independente de calibre. Dessa forma, torna-se
possivel analisar o espectro das perturbagoes e compara-lo ao espectro previsto pelo
modelo ACDM. As evolugoes de f,, e de R(n) estao dispostas na Figura [27| para alguns

valores de n.

O espectro de poténcia primordial Pr é produzido ao realizar o calculo numérico
do valor de R no fim da inflacao, para diferentes modos n e utilizando diferentes
valores de curvatura, como se observa na Figura [28) Os modos n sao relacionados aos
modos observaveis k através da relacao para que se possa comparar os resultados

obtidos neste trabalho com a previsao do modelo plano.

Reconstrugoes nao paramétricas do espectro de poténcia primordial que utilizam
dados observacionais da CMB podem ser contempladas em [10,86], onde sdao observadas
oscilagoes na faixa dos menores modos observaveis, mas com grandes incertezas. Os
resultados alcangados nesse trabalho podem ser comparados a esses espectros, para
que se tenha uma medida das escalas e das amplitudes das oscilagoes que produzem
uma melhora no modelo. As escalas anémalas da CMB vao desde os menores modos

observéveis até (k/kl) ~ 1.
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7 Conclusoes

As perturbacoes escalares inflacionérias e pré-inflacionarias foram analisadas
em um universo fechado descrito pela cosmologia quantica de lagos. Na abordagem
utilizada neste trabalho, o plano de fundo é caracterizado pela geometria FLRW e
as perturbacoes lineares sao quantizadas de maneira analoga a quantizacao usual
realizada em um plano de fundo cléssico, com a diferenca de que a geometria do plano
de fundo também é quantizada. Além disso, dados da sonda espacial PLANCK foram

utilizados para a descricao de um regime inflacionario compativel com as observacoes.

A equacao de evolucao das perturbagoes escalares foi deduzida a partir do
formalismo ADM, utilizando o calibre espacialmente esférico. Os coeficientes presentes
nas equagoes de evolugao dos modos normais das perturbagoes sao bem comportados no
bounce. O trabalho de [23] descreve a evolugao das perturbagdes escalares, em universo
fechado, restrita ao regime inflacionario em termos de outras variaveis. As novas
equacgoes de evolugao permitem estender esses resultados com a andlise da influéncia
do regime pré-inflacionario na forma do espectro de poténcia das perturbacoes escalares

ao fim da inflacao.

A duracao da inflagao pode ser alterada ao variar as condigdes iniciais e o valor
do parametro de curvatura (), de forma que o aumento da curvatura torna a inflacao
mais curta. Analises numéricas da evolucao do plano de fundo permitiram identificar
trés tipos de solugoes, denominadas de solugoes do tipo I, IT e III. As solugdes do tipo
I representam aproximacgoes planas, enquanto nas solucoes do tipo II e III a curvatura

espacial é relevante.

Solugoes do tipo II produzem um bounce classico e sdo encontradas a partir de
um ajuste fino dos valores de condi¢oes iniciais e curvatura. As solugoes do tipo 111
sao aquelas em que efeitos quanticos e de curvatura espacial sao significativos. Logo,
as perturbagoes sao evoluidas numericamente em planos de fundo do tipo III para que
se possa avaliar ambos os efeitos combinados. O espectro das perturbagdes mostrou-se

sensivel a variacao da curvatura.

Efeitos quanticos e de curvatura produzem oscilagoes no espectro de poténcia
primordial Pg, como pode ser observado na Figura [28 Os modos n sio transcritos
para k através da Equacao [4.42] O aumento da curvatura resulta no avango gradual

das oscilagoes nos modos observaveis. Esse comportamento decorre da redugao na
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duracao da inflagdo & medida que [Qg| cresce. Consequentemente, os modos de maior
comprimento de onda preservam tracos do periodo pré-inflaciondrio. A média das
oscilagoes apresenta desvios em relagao a previsao do modelo ACDM, especialmente
nos menores modos observaveis. Para os maiores valores de k, a média de Pr segue

uma evolucao consistente com a previsao inflacionaria.

Os espectros com os maiores valores de curvatura, [Qx| =107% e |Qx| = 1077,
apresentam oscilagoes que vao além das escalas anomalas. Em ambos os casos, elas
cessam préximo a k/kL = 10, sendo que em |Qx| = 107 elas se estendem um pouco
mais adiante do que em |Qx| = 107", Esses resultados sdo inconsistentes com as
observagoes da CMB, ja que afetam uma regiao do modelo que originalmente estava
em concordancia com os dados observacionais. O mesmo é valido para curvaturas

maiores.

Para o caso em que |Qg| = 107%, observa-se um desvio na média das oscilagoes
para k/kI <1, regido do espectro influenciada por anomalias. Embora os modelos
reconstruidos prevejam modificagbes no espectro nessas escalas, eles compreendem
uma supressao da poténcia para os maiores comprimentos de onda observaveis [10,186].
Portanto, esse valor de curvatura nao pode justificar as anomalias. Além disso, a
amplificacdo de poténcia ultrapassa os limites impostos pelas incertezas no espectro
de poténcia primordial reconstruido. No caso em que |Qx| = 1079, as oscilagdes no
espectro nao sao suficientes para explicar as anomalias na parte observavel, ja que

nao alcangam as escalas necessarias para se produzirem correcoes significativas.

O aspecto dos espectros de poténcia dispostos na Figura [28] é o mesmo encon-
trado em modelos planos de LQC, conforme discutido em [35,36]. A principal diferenga
¢ que, em modelos planos, as oscilacoes nao atingem as escalas observaveis, enquanto
em modelos fechados a curvatura espacial desempenha o papel de regular o avango
dessas oscilagoes. Neste estudo, foi adotado um plano de fundo com aproximadamente
15,9 e-folds para a aproximagao plana. Dessa forma, os valores de curvatura que pro-
duzem correcoes no espectro primordial compativeis com as observagoes se restringem
a Qi < 1078, Por outro lado, valores de curvatura baseados em observagoes, como
os reportados pelo PLANCK para o modelo KACDM, no seu melhor ajuste, sao da
ordem de Qx ~ —1072 |9], significativamente maiores do que os encontrados neste

modelo de universo.

Neste trabalho, nao foi identificada a supressao de poténcia esperada nos
comprimentos de onda mais longos [10,[86]. Em estudos de LQC, diferentes condigdes

iniciais para as perturbagoes sao exploradas, incluindo alternativas ao vacuo adiabatico.
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Em particular, as condigoes iniciais consideradas por 34,87 demonstram ser capazes

de gerar supressao na poténcia em modelos de universo plano.

Ha alguns possiveis caminhos a se seguir para dar sequéncia a este estudo. Um
exemplo seria a analise da producgao de nao-gaussianidade, que requer o incremento
de uma ordem mais alta na teoria de perturbagoes, incluindo termos de terceira
ordem na hamiltoniana de ADM, como realizado por [35] em universos planos. Este
procedimento pode ser analisado em universos fechados, com pequenos valores de
curvatura, |Qx| ~ 1072, consistentes com as observagoes. Explorar novas condigoes
iniciais do plano de fundo também pode aprimorar o entendimento da dinamica
inflacionaria e pré-inflacionaria e a analise da variagdo de outros parametros pode ser
avaliada, como realizado em [88], que varia o valor do pardmetro de Barbero-Immirzi.
Na Segéo [5.1.3] com as condigoes iniciais fixadas no bounce, constatou-se a influéncia
dos valores das energias em %, no restante da evolugao. No entanto, andlises mais
detalhadas devem ser realizadas para o entendimento mais aprofundado de como a
escolha de condigoes iniciais afeta a dindmica. A aplica¢do de teorias f(R) no universo
primordial pode gerar acoes efetivas para a descricdo do plano de fundo, que podem ser
combinadas com LQC [89H92]. Além disso, a descrigdo do plano de fundo apresentada
neste trabalho pode igualmente ser aplicada a analise de perturbagoes tensoriais, tendo
em vista as missoes futuras que coletarao dados relacionados a polarizacao da CMB
nos préximos anos, trazendo novas perspectivas ao estudo das ondas gravitacionais

primordiais.
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ANEXO A - Codigos

A.1 Determinacao de condicoes iniciais e parametros a partir

dos dados do PLANCK

In[*]:

In[*]:

In[*]:

In[*]:

Resultados retirados dos artigos do PLANCK publicados em 2020, que
trata dos dados divulgados em 2018.

Entradas observacionias (TT+EE+TE+lowE+lensing. Planck 2018 results-
VI, pag. 15, Tabela 2):

A5=2.099 10°(-9); (xAmplitude das flutuacoes escalares, As*)
ns = 0.9649; (xIndice espectral, nsx*)

A2=A5 (.002/.05) (ns-1); (*Redefinindo As para k*=0.002 Mpc~-1. A
duracao da inflacao a partir do cruzamento de k*=0.002 Mpc~-1 deve
ter entre 49 e 59 e-folds. Ref:Planck 2018 results-X,pag. 15.%)

Nef=54; (*Numero de e-folds da inflacaox)
Determinacao de constantes e parametros:

cSI=299792458; (*Velocidade da luz (c) em metros(m) por segundo(s)*)
spl=Rationalize [56.39106 107-44,0]; (*Tempo de Planck(tp) em segundosx*)
mpl=spl cSI; (*Comprimento de Planck(pl) em metrosx*)

mpc=Rationalize [3.0856776 10716 1076,0]; (xMegaparsec (Mpc) em metrosx*)
HO=Rationalize [67.36,0]; (*Constante de Hubble (HO) em km s~ -1Mpc~-1%)
HOmpc=HO /(cSI 107-3); (*HO/c em Mpc~-1%)

HOpl= HO 10°3/mpc spl; (*HO em tp~-1%)

Omk=0.005; (*Modulo do parametro de curvaturax*)
RO=1/(Sqrt [0Omk] HOmpc); (*Raio do universo em Mpc*)
ROpl=RO mpc/ mpl; (¥Raio do universo em plx)

Potencial de Starobinsky e sua derivada:

VIphi_J]1=((3 m~2) (1-Exp[-Sqrt[((16 \[Pil)/3)] phil)~2)/(32 \[Pil);
dV[phi_J]=D[((3 m~2) (1-Exp[-Sqrt[((16 \[Pil)/3)] phil)~2)/
(32 \[Pil]), phil;

Parametros de rolamento lento e as equacoes de movimento na

aproximacao de rolamento lento:

H[A_,epsilon_]=Sqrt[\[Pi] A epsilon]; (¥Parametro de Hubble em funcao
de As e do parametro de rolamento lento epsilon*)
el:=ns-1==-4 epsilon2 + 2 delta2;(*Relacao entre ns e os parametros

de rolamento lento epsilon e deltax*)
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In[*]:
Out [*]

In[*]:

In[*]:
Out [*]=

In[*]:

In[*]:
Out [*]
In[*]:

In[*]:
Out [*]

In[*]:

e2:=Nef==-1.04 +3/4 Exp[Sqrt[16\[Pi]/3]phi2]-Sqrt[3\[Pil]lphi2; (*
Relacao entre o numero de e-folds e o valor do campo escalar phix)
e3:=3 H[A2,epsilon2] dphi2 + dV[phi2]==0; (*Equacao de Klein-Gordon
na aproximacao de rolamento lentox*)
e4:=H[A2,epsilon2]~2==(8\[Pi])/3 (dphi2~2/2+V[phi2]); (*Equacao de
Friedmann classica em aproximacao plana*)

e5:=dphi2~2 (epsilon2-3)+2epsilon2 V[phi2]==0; (xRelacao entre a

derivada do campo dphi, o potencial V e o paramentro epsilonx*)
A segunda equacao determina o valor de phi2:

Solve[e2,phi2]
{{phi2->-17.9285},{phi2->1.06353}}

Escolhendo a solucao positiva:
phi2=1.0635338568930546 ¢ ;
As tres ultimas equacoes determinam m, dphi2, epsilon2:

Solve [{e3,e4,e5},{dphi2 ,m,epsilon2}]
{{dphi2->0.,m->0.,epsilon2->0.},{dphi2->-5.48705*10" -9,
m->-2.61918*%10"-6,epsilon2->0.000226375} ,{dphi2->5.48705%10" -9,
m->-2.61918%10"-6,epsilon2->0.000226375} ,{dphi2->-5.48705*x10" -9,
m->2.61918*10"-6,epsilon2->0.000226375} ,{dphi2->5.48705%10"-9,
m->2.61918%x10"-6,epsilon2->0.000226375},{dphi2->0.963659,

m->0. -3.9958 I, epsilon2->39757.},{dphi2->0.963659 ,m->0. +3.9958 I,
epsilon2->39757.}}

A solucao com dphi2 negativo, massa positiva e epsilon2 positivo:

dphi2=-5.487054239780966 ‘*~-9;
m=2.6191835967397635 ‘*x~-6;
epsilon2=0.0002263753748485547 ¢ ;

A primeira equacao determina delta2:
Solve[el,delta2]

{{delta2->-0.0170972}}
delta2=-0.017097249250302902 ¢;

H2 e determinado por A2 e epsilon2:

H2=H[A2,epsilon2]
1.29279%10" -6

Raio e curvatura.

Considerando alpha o fator de escala adimensional normalizado como 1
no tempo atual (t0), determina-se seu valor no no instante do
cruzamento do horizonte (t*):

alpha2=.002 cSI 1/H2 spl/mpc;
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In[*]:

In[*]:
Out [*]

In[*]:
OQut [*]=

R2=ROpl alpha2; (*Raio do universo em t*, em unidades de Planckx*)
A densidade de energia de curvatura e calculada por:

rhok2=1/R272
1.05471%10"-16

Sumario:
{m,phi2,dphi2 ,R2,epsilon2,delta2,alpha2,H2,rhok2}

{2.61918%10°-6,1.06353,-5.48705%107-9,9.7372%x10°7,0.000226375,
-0.0170972,8.10298%10"-55,1.29279%10"-6,1.05471%10"-16}

A.2

Evolucao do plano de fundo e das perturbacoes

In[1]:

In[*]:

In[*]:=

Condicoes iniciais calculadas para k*=10"-6 Mpc~-1 e traduzidas para

o instante em que o modo k=0.002 Mpc~-1 cruza o horizonte:

{m,phi2,dphi2,R2,alpha2}={2.63613082347228 ‘*"~ -6,
1.0636911970106835 ¢, -5.4876090156123065 ‘*~-9,9.674532295516044 ‘*"7,
8.05083038283319 ‘*~-55};

Determinacao de constantes e parametros:

c8I=299792458; (xVelocidade da luz (c) em metros(m) por segundo(s)*)
spl=Rationalize [5.39106 107-44,0]; (xTempo de Planck(tp) em segundos*)
mpl=spl cSI; (*Comprimento de Planck (pl) em metrosx)

mpc=Rationalize [3.0856776 10716 1076,0]; (*Megaparsec (Mpc) em metros*)
HO=Rationalize [67.36,0]; (*Constante de Hubble (HO) em km s~ -1Mpc~-1%)
HOmpc=HO /(cSI 107°-3); (*HO/c em Mpc~-1x%)

HOpl= HO 1073/mpc spl; (xHO em tp~-1%)

RO[omk_]:=1/(Sqrt[omk] HOmpc); (*Raio do universo em Mpc*)
ROpl[omk_]:=RO[omk] mpc/ mpl; (*Raio do universo em plx*)
omk=10"(-6); (*Modulo do parametro de curvaturax*)
rhok2=1/(ROpl [omk] alpha2)~2; (*xDensidade de energia de curvaturax)

gamma=Rationalize [0.2375,0]; (xparametro de Barbero-Immirzi*)
rhocr=Rationalize [Sqrt[3]/(32 \[Pi]~2 gamma~3) ,107(-50)]; (xDensidade
criticax)

VO=Rationalize [2\[Pi]~2,10"(-50)]; (*Volume de uma esfera unitariax)

Definicoes:

lambda=Rationalize [Sqrt [4Sqrt [3]\[Pi] gamma],10~(-50)1];
delta=Rationalize[4 Sqrt[3]\[Pi] gamma ,10°(-50)1;
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kappa=8\[Pi];
bO=Rationalize [Sqrt [rhok2] ,10°(-50)1];
m=Rationalize[m,0];

rhok=Rationalize [rhok2,0];

Potencial de Starobinsky e suas derivadas:
In[*]:= V[phi_1=((3 m~2) (1-Exp[-Sqrt[((16 \[Pi])/3)] phil)~2)/(32 \[Pil);

dV[phi_J]=D[((3 m~2) (1-Exp[-Sqrt[((16 \[Pil)/3)] phil)~2)/
(32 \[Pi]) ,phil; (¥*Primeira derivada em relacao a phix*)

ddV[phi_1:=D[((3 m~2) (1-Exp[-Sqrt[((16 \[Pi])/3)] phil)~2)/
(32 \[Pi]) ,{phi,2}]; (*Segunda derivada em relacao a phix)

Equacoes que descrevem o plano de fundo em termos dos momentos:

In[*]:= eql=a’[t]l==-(alt]/(2 gamma lambda))Sin[(8 \[Pi] gamma lambda )/
(3 V0) (palt] p0~2)/alt]~2]; (*derivada temporal do fator de escala
a(t)*)

eq2=phi’ [t]==(pphi[t] b0~3)/(alt]"3 VO); (xderivada temporal do campo
escalar phi(t)*)

eq3=pphi’ [t]==-(al[t]"3/b0"3) VO dV[phi[t]]; (xderivada temporal do
momento conjugado ao campo escalar*)

eq4=pa’[t] ==-(1/(16 \[Pi] gamma~2 lambda~2))(-6 lambda~2 VO (1+
gamma~2)+(-3 alt]l/b0 VO (3 al[t]l/b0 Cos[(2 lambda b0)/alt]l]-3 alt]l/boO
Cos[(8 \[Pi] gamma lambda palt] b0~2)/(3 al[t]l]"2 VO0)]+2 lambda

Sin[(2 lambda b0)/alt]])+16 \[Pi] gamma lambda palt]

Sin[(8 \[Pi] gamma lambda palt] b0~2)/(3 alt]l~2 V0)]1))-3 alt]l~2/b0"2
VO V[Iphi[t]]+(3 pphilt]~2 b0~4)/(2 al[t]l"4 VO); (xderivada temporal do
momento conjugado ao fator de escalax)

Condicoes iniciais para a evolucao do plano de fundo:

In[*]:= phii=Rationalize[phi2,0];
dphii=Rationalize [dphi2,0];

da=Rationalize [\[Sqrt](8 \[Pi]/3 (dphii~2/2+V[phiil+rhocr (Sin[
(lambda b0)/1]°2-(1+gamma~2) (lambda~2 rhok)/1)) (1-(Sin[

(lambda b0)/1]1°2-(1+gamma~2) (lambda”2 rhok)/1)-1/rhocr (dphii~2/2+
VIphiil)) ) ,107(-50)1];

\[Pilphii=Rationalize [VO dphii/b0°3,0];
\[Pilai=Rationalize [(3 VO0)/(8 \[Pi] gamma lambda) 1/b0"2 ArcSin[-2
gamma lambda dal],0];

Integracao das equacoes no espaco de fase:

In[*]:= solPF=NDSolve[{eql,eq2,eq3,eq4,al[0]==1,phi[0]==phii,pal[0]==\[Pi]ai,
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In[*]:=

In[*]:=

pphi [0]==\[Pi]lphii},{a,phi,pa,pphi},{t,-8 1076,3 10°7},MaxSteps->
Infinity,WorkingPrecision->40,AccuracyGoal->18,InterpolationOrder ->
A11];

Definicao dos coeficientes da equacao das perturbacoes em funcao do

tempo e do numero harmonico n:

ci[t_,n_1:=b0"3/alt]"3+(18b0"5 pphi[t]~2)/((n"2 - 4)kappa alt]l~5
palt]~2); (xCoeficiente cl%)

c2[t_,n_J:= alt]/b0 (n~2-1)+al[t]~3/b0~3 ddV[phil[t]] - (6alt]"7
dV[phi[t]]172V0~2)/(b0"7 kappa palt]~2)+6kappa alt]l/b0 (n"2 - 1)/
(n~2-4) ((alt]~3 dv[phi[t]]V0)/(b0~3 kappa palt]) - (b0~2 pphilt])/
(2a[t]172 V0))~2 -(-((3b0"4 pphil[tl)/(alt]l"4 paltl)) (n~2-1)/(n"2-4)+
(18a[t]lVv0o~2 dVIphi[t]])/ (b0 kappa palt]l™2 (n"2 - 4)))"2/((b0"3
V0~2)/(alt]1~3 pphil[t]~2)+(18b0~5 V0~2)/((n~2-4)kappa alt]"5
palt]l~2)); (¥Coeficiente c2%*)

clc2[t_,n_]:=(b0"2(n"2-1))/alt] 2+ddVIphil[t]]-6 (V0O~2 al[t]"4
dV[phi[t]]1~2)/(kappa palt]~2b0~4)+6 (kappa b0~2)/al[t]"2 (n~2 - 1)/
(n~2-4) ((vO al[t]l~3dVv[phi[t]])/(b0~3 kappa palt])- (b0~"2 pphilt])/
(2v0 altl~2))"2 +(n~2-1)/(n"2-4) (18b0~4pphil[t]~2)/(kappa alt]l"4
palt]l~2)+18 (pphil[t]~2ddVI[phi[t]]Ib0~2)/(kappa(n~2-4)alt]l~2 palt]~2)-
108 (V0~2 al[t]l~2 pphilt]~2 dVIphilt]]~2)/(kappa~2(n~2-4)"2palt]~4
b0~2)+108 (n~2-1)/(n"2-4)"2 (b0~ 4pphil[t]~2)/(alt]l~4palt]~2) ((VO~2
alt]l~3 dVIphi[t]])/(kappa palt] b0~3)-(pphil[t] b0~2)/(2V0 al[t]l~2))"2
-pphi[t]~2/V0"2 (-((n"2-1)/(n"2-4)) (3pphil[tlb0~4)/(alt]”"4 paltl)+
(18V0~2 al[t]dVIphilt]l])/(kappa(n~2-4)palt]l~2 b0))"2; (¥cl x c2%*)

dci[t_,n_Jl:= -3 (b0"3 a’[t])/alt]l"4 + 18/((n"2-4)kappa) ((2b0"5
pphi[t] pphi’[t] )/(altl"5 palt]l~2)- (5b0°5 pphilt]l~2 a’[t]l)/
(altl”6 paltl”™2 )-(2b0"5 pphil[t]l~2 pa’[t])/(alt]l”6 palt]l~3)); (x
Derivada do coeficiente ci1x*)

alphal[t_,n_J]:=(dci[t,nl/cl[t,n])/.solPF; (*xCoeficiente alphax)
betal[t_,n_J:=clc2[t,n]/.s0lPF; (xCoeficiente betax*)

Determinacao das condicoes iniciais utilizando as definicoes do

vacuo adiabatico de quarta ordem:

Omegalt_,n_]1:=(-(3/2) a’’[t]l/alt]l+15/4 (a’[t]l/alt])"2+3/2 (dcil[t,nl/
clilt,n]) a’[t]l/alt]l+clc2[t,n]) " (1/2); (*xFrequencia de oscilacao
Omega*)

dOmega[t_,n_]=D[Omegalt,n],{t,1}]; (¥Derivada de Omega em relacao ao
tempo *)

d20mega[t_,n_Jl=D[Omegalt,n],{t,2}]; (¥xSegunda derivada de Omega

em relacao ao tempox*)

epsilon2[t_,n_]:=3/4 dOmegalt,n]~2/0Omegalt,n]”4-1/2 d20megalt,nl/

Omega[t,n] 3; (*Termos de segunda ordem adiabaticax)
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In[*]:

In[*]:

Omegal [t_,n_J]l:=(1l+epsilon2[t,n]) (1/2); (*xCorrecoes de segunda ordem
na frequenciax*)

dOmegal [t_,n_J]=D[Omegal[t,n],{t,1}]; (xDerivada de Omegal em relacao
ao tempox)

d20megal [t_,n_J]=D[Omegal[t,n],{t,2}]; (*Segunda derivada de Omegal em

relacao ao tempox*)

epsilon4[t_,n_]:=3/4 dOmegal[t,n]"2/(0Omegal[t,n] 40megalt,n]”~2)-
1/2 d20megal[t,n]/(Omegal[t,n] " 30megalt,n]~2)+1/2 (dOmegal[t,n]
dOmegal[t,n])/(Omegal[t,n] " 30megalt,n] 3); (*Termos de quarta ordem
adiabaticax)

Omega2[t_,n_J]l:=(1l+epsilon4[t,n]) " (1/2); (*Correcoes de quarta ordem
na frequanciax)

wa[t_,n_]:=0Omegal[t,n]Omegal [t,n]Omega2[t,n];
dw4[t_,n_l=D[w4[t,n],{t,1}];

hi{t_,n_J:= 1/(2 wal[t,n]) (1/2) ;(*Solucao da equacao do oscilador
harmonico em termos da variavel h(t)x*)

fO[t_,n_J:= (b0/alt])~(3/2) h[t,n]; (*Solucao da equacao de Klein-
Gordon para a variavel f(t) sob condicoes adiabaticasx*)

dfo[t_,n_J:=(-(3/2)b0"(3/2)alt]l~(-(5/2))a’[t]lhlt,n]-
(alt]l/b0)~(-(3/2))(2w4a[t,n])"(-(3/2)) dwa[t,n]-I (alt]/b0)~(-(3/2))
(wa[t,nl/2)"(1/2)); (¥Derivada de f(t) em relacao ao tempo*)

fOPF[t_,n_]:=f0[t,n]/.solPF; (xAtribui-se a solucao do plano de
fundo a fOx*)

dfOPF[t_,n_J]:=df0[t,n]/.solPF; (xAtribui-se a solucao do plano de
fundo a df0x*)

Definicoes:

HPF[t_J]:=(a’[t]/alt])/.solPF; (*xParametro de Hubble evoluido no
plano de fundox*)

dphiPF[t_J]:=phi’[t]/.solPF; (*xCampo escalar homogeneo evoluido no
plano de fundox*)

nmin=3; (xMenor valor para nx)

tot=1000; (xtotal de iteracoes*)

dn=1; (*Valor inicial do passo*)

tend=2.95 1077; (xInstante em que e determinado o espectro de
potenciax)

t0=-6.5 1076; (xInstante em que as condicoes iniciais das
perturbacoes sao determinadas*)

Array[PPend,tot]; (*Vetor PPend que compoe-se dos valores do espectro
de potencia das perturbacoes f(t) para diferentes modos nx*)

Array [PPord,tot]; (*Vetor utilizado para ordenar PPend*)

Array [PR,tot]; (xVetor PR que compoe-se dos valores do espectro de
potencia do escalar de curvatura comovel R para diferentes modos nx)
Array [PRord,tot]; (xVetor utilizado para ordenar PR*)
Array[vecMode ,tot]; (¥Vetor para ordenar os modos nx*)

mode=nmin-1; (xValor inicial para a variavel mode*)
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In[*]:=

Processo de iteracao em que a equacao das perturbacoes escalares e
integrada para diferentes modos n. Apos a integracao, determina-se

o espectro de potencia.

Do [

mode=mode+dn; (*seleciona o modo*)

alphamode [t_]:=alpha[t,mode] [[1]]; (xDeterminacao do coeficiente
alpha para o modo n selecionado*)
betamode[t_]:=betal[t,mode] [[1]]; (*¥Determinacao do coeficiente beta
para o modo n selecionado*)

eqp=f’’[t] - alphamode[t]f’[t]+betamode[t]lf[t]l==0 ; (*xEquacao
das perturbacoes*)

fit0=fOPF[t0,mode]; (*Condicao inicial para f(t)*)

dfit0=dfOPF [t0,mode]; (*xCondicao inicial para f’(t)*)
fi=Rationalize[fit0,0][[1]];

dfi=Rationalize[dfit0,0][[1]];

solPert=NDSolve [{eqp,f[t0]==fi,f’[t0]==dfi},f,{t,t0,2.96 1077},
AccuracyGoal -> 22,PrecisionGoal -> 17,WorkingPrecision -> 50,
MaxSteps->Infinity ,Method->{"TimeIntegration"->"StiffnessSwitching",
"EquationSimplification"->"Solve"}]; (¥Integracao da equacao das
perturbacoes*)

PPend [mode]=Flatten[Abs[f[tend]]~2 /. solPert]; (*Espectro de
potencia das perturbacoes escalares f(t)*)

PR[mode]=(-(HPF [tend]/dphiPF [tend])) "2 PPend[mode] mode~3; (xEspectro
de potencia do escalar de curvatura comovel Rx*)
PPord[i]=PPend[mode]; (xOrdenacao do vetor PPendx)

PRord[i] = PR[mode]; (x0Ordenacao do vetor PRx*)

vecMode [i]=mode; (¥*0Ordenacao dos modos nx*)

dn=If [mode>100,

Floor [10"(Log[10,mode]-2)],

1] ; (*Funcao para aumentar o tamanho do passo progressivamente*)
{i,tot}

]
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