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Resumo

Como uma instância do Método da Partição da Unidade (MPU), o Método dos Elementos

Finitos Generalizados (MEFG) é uma técnica numérica que utiliza funções de enriqueci-

mento que, quando multiplicadas pelas funções da Partição da Unidade (PU), expandem

o espaço de solução do problema analisado. Essas funções de enriquecimento são seleci-

onadas com base nas características específicas do problema em estudo, podendo também

ser numericamente derivadas de análises realizadas localmente em subregiões, resultando

no que é conhecido como MEFG com a estratégia Global-Local. Tradicionalmente, a

aplicação do MEFG está restrita a modelos em que tanto o problema global quanto o lo-

cal utilizam o mesmo tipo de elementos na discretização da malha de elementos finitos.

Entretanto, em diversos cenários, a combinação de elementos finitos de diferentes dimen-

sões torna-se uma abordagem computacionalmente eficiente para representar a complexi-

dade associada à análise de certas partes da estrutura. A garantia da compatibilidade de

deslocamentos e do equilíbrio de forças nesses modelos multidimensionais depende de

uma escolha adequada de métodos de acoplamento nas interfaces entre diferentes tipos

de elementos. Este trabalho propõe uma estratégia de acoplamento eficiente para aná-

lise multidimensional, integrando modelos com elementos de diferentes formulações. A

abordagem utiliza um processo iterativo para calcular a matriz de coeficientes do método

MPC (Multipoint Constraint) deformável, implementado no contexto da análise Global-

Local do MEFG. Essa configuração possibilita a realização do acoplamento uma única

vez, mesmo em aplicações voltadas à mecânica da fratura. Com isso, a propagação da

trinca é restrita ao modelo local, onde a malha é adaptada exclusivamente na região de

interesse, preservando a estrutura do modelo global e eliminando a necessidade de no-

vos acoplamentos. Dois modelos e diferentes simulações são apresentadas para validar a

estratégia proposta, visando a simulação acurada da presença de defeitos com comporta-

mento bi e tridimensional em estruturas unidimensionais.

Palavras-Chave: Método dos Elementos Finitos Generalizados; enriquecimento global-

local; equações de restrição; acoplamento multidimensional; simulação em escalas múl-

tiplas.



Abstract

As an instance of the Partition of Unity Method (PUM), the Generalized Finite Element

Method (GFEM) is a numerical technique that employs enrichment functions which,

when multiplied by the Partition of Unity (PU) functions, expand the solution space of

the analyzed problem. These enrichment functions are selected based on the specific cha-

racteristics of the problem under study and can also be numerically derived from local

analyses, resulting in what is known as the GFEM with Global-Local strategy. Usually,

the application of the GFEM is restricted to models where both the global and local pro-

blems use the same type of elements in the finite element mesh discretization. However,

in various scenarios, combining finite elements of different dimensions becomes a com-

putationally efficient approach to represent the complexity associated with the analysis of

certain parts of the structure. Ensuring displacement compatibility and force equilibrium

in these multidimensional models depends on an adequate choice of coupling methods at

the interfaces between different types of elements. This work proposes an efficient cou-

pling strategy for multidimensional analysis, integrating models with elements of different

formulations at the interface. The approach employs an iterative process to compute the

coefficient matrix of the deformable MPC (Multipoint Constraint) method, implemented

within the Global-Local analysis framework of the GFEM. This configuration enables

the coupling to be performed only once, even in fracture mechanics applications. Con-

sequently, crack propagation is confined to the local model, where the mesh is adapted

exclusively in the region of interest, preserving the global model structure and eliminating

the need for additional couplings. Two models and different simulations are presented to

validate the proposed strategy, aiming for accurate simulation of defects with two and

three-dimensional behavior in one-dimensional structures.

Palavras-Chave: Generalized Finite Element Method; global-local enrichment; cons-

traint equations; mixed-dimensional coupling; multi-scale modeling.
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ũ(x) Função de aproximação do deslocamento com enriquecimento do MEFG

bji Parâmetros nodais associados ao MEFG

L̃ji Função enriquecedora do MEFGE

Iωj
(Lji) Função interpoladora (ou interpolante) do MEFGE

ϕ̃ji Função de forma do MEFGE

ΩG Domínio do problema global

ΩG Interior do problema

∂ΩG Contorno do problema

∂Ωσ
G Contorno de Neumman

∂Ωσ
G Contorno de Dirichlet

C Tensor constitutivo

σ Tensor de tensões

ϵ Tensor de deformações

t̄ Vetor de tensões prescritas

H 1(ΩG)Espaço de Hilbert de ordem 1 definido em ΩG



χ̃0
G(ΩG) Discretização de H 1(ΩG)

v0
G Função teste

ũ0
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W (1,2) Energia de deformação de interação

ū Vetor dos graus de liberdade que participa das restrições

ā Vetor que contém os coeficientes para cada deslocamento em ū

g Constante.

A Matriz de restrição

û Vetor de deslocamentos modificado, sem o grau de liberdade dependente

T Matriz de trasformação do modelo

K Matriz de rigidez
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WP Trabalho realizado pelas forças nodais na interface da chapa
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τxy Componente de cisalhamento na chapa

P Força axial atuante na viga

Q Força cortante atuante na viga

M Momento fletor atuante na viga

C Matriz de coeficientes da equação de restrição de deslocamentos

uB Vetor com os deslocamentos dos nós da viga

uP Vetor de deslocamento dos nós da chapa

δWP Trabalho virtual realizado pelas forças nodais na interface da chapa

δWB Trabalho virtual realizado pelas forças nodais na interface da viga

δuP Vetor de deslocamentos virtuais da chapa

δuB Vetor de deslocamentos virtuais para a viga

FP Vetor de forças nodais na interface da chapa

FB Vetor de forças nodais na interface da chapa da viga

uSE Vetor de deslocamentos nodais associado à subestrutura do MFN

KSE Matriz de rigidez associada à subestrutura do MFN

fSE Vetor de forças da chapa na interface, se aplicada uma forÃ§a unitária na viga
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MI Modelo com redução dimensional, ou inferior

MS Modelo com elevada dimensionalidade, ou superior

FMS
Matriz de forças nodais associada ao modelo com redução dimensional

FMI
Matriz de forças nodais associada ao modelo com elevada dimensionalidade

∆a Incremento de trinca
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X Vetor de variáveis de estado do problema

Ẋ Vetor da primeira derivada temporal das variáveis de estado

Ẍ Vetor da segunda derivada temporal das variáveis de estado

Cuu Parcela da matriz de rigidez que multiplica os deslocamentos incógnitos nas equa-

ções associadas às forças prescritas



Cup Parcela da matriz de rigidez que multiplica os deslocamentos prescritos nas equações

associadas às forças prescritas

Cpu Parcela da matriz de rigidez que multiplica os deslocamentos incógnitos nas equa-

ções associadas às forças incógnitas

Cpp Parcela da matriz de rigidez que multiplica os deslocamentos prescritos nas equações

associadas às forças incógnitas

Xu Vetor de deslocamentos incógnitos

Xp Vetor de deslocamentos prescritos

Fu Vetor de forças nodais incógnitos

Fp Vetor de forças nodais prescritos

Ru Vetor de forças aplicadas diretamente nos nós incógnitos

Rp Vetor de forças aplicadas diretamente nos nós prescritos
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Capítulo 1

Introdução

Um dos maiores desafios em análises de estruturas complexas é encontrar um método

numérico eficaz que represente com precisão o contínuo, minimizando o erro de apro-

ximação e equilibrando os custos computacionais. Aumentar o número de parâmetros

na discretização é uma técnica comum para reduzir erros; entretanto, isso também eleva

significativamente o custo computacional para o processamento. Atualmente, o Método

dos Elementos Finitos (MEF) é o método numérico mais utilizado em análise estrutural,

e um modelo de elementos finitos preciso é normalmente uma ferramenta essencial para

avaliar o desempenho e detectar possíveis danos estruturais.

Embora o MEF capture efetivamente o comportamento global de estruturas grandes, ele

pode não ser computacionalmente eficiente para representar, em uma mesma simulação,

os fenômenos locais, como concentrações de tensões, iniciação e propagação de fissuras.

Esses fenômenos são críticos para a integridade estrutural e segurança, especialmente

em indústrias como a aeronáutica, automotiva, e civil. A simulação em elementos finitos

multiescala surgiu como uma estratégia promissora para representar adequadamente essas

características inserindo-as no comportamento global da estrutura. (Li et al., 2007; Mata

et al., 2008; Li et al., 2009; Chan et al., 2009; Wang et al., 2014).

Existe uma generalização na literatura quando se fala do termo multiescala, abrangendo

diferentes conceitos, mas sempre se referindo à resolução de problemas em que se têm



22

níveis de detalhamento distintos em uma mesma análise. Ela pode estar relacionada à he-

terogeneidade do material (tratando de meios contínuos) onde são avaliados os comporta-

mentos macroscópicos e análises microscópica de um meio (Zaoui, 2002; Lloberas-Valls

et al., 2008; Nguyen et al., 2009; Lloberas-Valls et al., 2010). Uma segunda estratégia

da literatura que também pode ser enquadrada como abordagem multiescala consiste nos

problemas em que a formulação dos elementos envolvidos na discretização é diferente

(Li et al., 2007; Yu et al., 2012; Wang et al., 2014, 2016). Um outro conceito de análise

multiescala refere-se à análise Global-Local em duas escalas. Inicialmente proposta por

Noor (1986), ela é capaz de resolver o problema sem a necessidade de um grande número

de elementos menores. Esta abordagem utiliza uma malha grosseira para capturar o com-

portamento global, enquanto análises detalhadas são realizadas em regiões específicas de

interesse, conhecidas como domínios locais (Sellitto et al., 2012).

A análise multiescala que abrange o estudo do comportamento do material não está in-

cluída no escopo deste trabalho; para um aprofundamento sobre o tema, recomenda-se a

consulta ao estudo de Monteiro (2021). A segunda estratégia mencionada anteriormente,

também classificada como uma abordagem multiescala, envolve a utilização de diferentes

tipos de elementos em sub-regiões da estrutura, com ou sem sobreposição, acoplados em

um único modelo. Por exemplo, em uma estrutura de pórtico de aço com perfil I (ver Fig.

1.1), a maior parte da estrutura pode ser discretizada com elementos de viga, enquanto

nas regiões de complexidade geométrica são utilizados elementos de casca ou mesmo

tridimensionais. Esta estratégia não apenas reduz o custo computacional, mas também

proporciona uma modelagem detalhada onde se faz mais necessário.

Para integrar eficientemente a um mesmo modelo, elementos de diferentes formulações,

é necessário um método de acoplamento baseado na compatibilidade de deslocamentos

e no balanço das tensões na interface entre diferentes tipos de elementos, considerando

que diferentes formulações possuem distintos graus de liberdade (McCune et al., 2000).

Conforme descrito por Guidault e Belytschko (2007), existem dois principais métodos de

acoplamento: acoplamento de volume e acoplamento de superfície. O acoplamento de
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(a) Estrutura de pórtico (b) Modelo multiescala

Figura 1.1: Modelagem em multiescala de uma estrutura de pórtico (Wang et al., 2014)

volume, normalmente implementado através do método Arlequin (Dhia e Rateau, 2005),

envolve a coexistência de diferentes modelos dentro de uma região específica. Este mé-

todo é particularmente adequado para acoplar diferentes modelos físicos (Bauman et al.,

2008; Wellmann e Wriggers, 2012; Wang et al., 2014), no qual são interligados para for-

mar uma estrutura sobreposta, alcançada através de multiplicadores de Lagrange. Em

contraste, o acoplamento de superfície não envolve sobreposição de modelos, pois são se-

parados por uma interface, e é mais comumente empregado em análises estruturais. Exis-

tem algumas abordagens que combinam os diferentes tipos de elementos nessa técnica de

acoplamento, incluindo o método dos elementos de transição e o método de restrição em

pontos múltiplos (MPC - multipoint constraint).

O método dos elementos de transição (Surana, 1979), conforme mencionado em Yu et al.

(2012), é uma forma eficaz de acoplar diferentes modelos estruturais, no qual o campo de

deslocamentos é expresso por uma combinação de deslocamentos nodais dos elementos

estruturais (Yamamoto et al., 2019). No entanto, esta técnica é limitada ao acoplamento

de elementos um a um, e diferentes tipos de elementos de transição requerem formulações

distintas (Wang et al., 2014).

O método MPC, conforme descrito em Felippa (2004), é um método de acoplamento

usado para definir equações de restrições que relacionam os graus de liberdade na in-

terface entre os modelos com formulações diferentes. Duas abordagens são usualmente
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consideradas, o MPC rígido e o deformável. O MPC rígido impõe a mesma resposta no-

dal na interface (por exemplo, o deslocamento), criando uma perturbação significativa no

gradiente de solução. Já no MPC deformável, um critério de ponderação, representado

por coeficientes de restrição, distribui os esforços entre os nós dos elementos associados

à interface. A eliminação por dependência, os multiplicadores de Lagrange e a penali-

dade são diferentes métodos que podem ser usados no MPC deformável de maneira a

estabelecer a continuidade da resposta ao longo da interface.

McCune et al. (2000) propôs um método MPC deformável que acopla a solução apro-

ximada na interface entre os modelos com formulações diferentes com base no balanço

de energia, garantindo a compatibilidade de deslocamentos entre diferentes modelos es-

truturais. Este acoplamento é alcançado igualando o trabalho realizado pelas tensões

associadas com cada um dos dois modelos estruturais distintos ao longo da interface. As

teorias de elasticidade e de flexão transversal de placas de Reissner são usadas para se

definir analiticamente as expressões que na interface produzem os pesos no MPC para os

problemas de acoplamento placa-viga e placa-sólido. Este método tem a desvantagem de

depender das equações de restrição específicas para cada tipo de modelo, discretização e

interface. Alternativamente, o método de acoplamento numérico proposto por Wang et al.

(2014) utiliza o princípio dos trabalhos virtuais para obter, iterativamente, as equações de

restrição de força e deslocamento na interface, atingindo resultados equivalentes aos de

McCune et al. (2000), sem perda de generalidade.

Conforme mencionado anteriormente, há diversos conceitos que descrevem uma aborda-

gem multiescala, e a última abordagem discutida aqui é a Global-Local, que se apresenta

como um método eficaz para integrar diferentes regimes de escala, fornecendo uma solu-

ção robusta para tratar descontinuidades e singularidades em problemas estruturais. Entre

os métodos que empregam essa abordagem, destacam-se as técnicas baseadas em super-

posição, como os métodos Schwarz (Lozinski e Pironneau, 2011; Kamga e O., 2007), o

Método Quimera (Brezzi et al., 2003), o método de decomposição de domínio hp (Rank,

1992), o método multiescala variacional (Hughes et al., 1998), e o método de parcelas de
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Elementos Finitos (Glowinski et al., 2005). Nessas estratégias, o problema a ser solucio-

nado é construído pela combinação da malha global, discretizada de forma mais grosseira,

e da malha local refinada, sobreposta à primeira. Interfaces integrais são responsáveis por

acoplar essas duas discretizações e as técnicas citadas são utilizadas para compatibilizar

os deslocamentos dos nós do problema local com o problema global, resultando em uma

formulação complexa que é intrusiva em relação aos códigos de MEF tradicionais.

Nesse contexto de análise em duas escalas, surgem os modelos não intrusivos, como o mé-

todo Global-Local definido por Noor (1986), no qual a solução do modelo global grosseiro

é aplicada como condições de contorno do modelo local refinado, onde os fenômenos lo-

calizados de interesse são analisados. Com base nessa premissa, Whitcomb (1991) propôs

uma estratégia Global-Local Iterativa (IGL - iterative global-local) que foi formalizada

por Gendre et al. (2009) ao aplicá-la para simular o comportamento de problemas estru-

turais com plasticidade local. Estudos subsequentes, como os de Passieux et al. (2013) e

Duval et al. (2016), expandiram o uso do IGL, desenvolvendo um algoritmo baseado em

um solucionador multigrid de três escalas para a simulação da propagação de trincas e um

método de decomposição de domínio para análises em larga escala, respectivamente.

Além das simulações multiescala com MEF, outros métodos numéricos são empregados

para análises específicas de problemas envolvendo concentrações de tensões ou com ge-

ometrias muito complexas. Os métodos sem malha foram desenvolvidos para reduzir a

dependência da malha (Duarte e Oden, 1995; Belytschko et al., 1996; Li e Liu, 2002;

Nguyen et al., 2008; Daxini e Prajapati, 2014). Nesses métodos, os pontos nodais po-

dem ser distribuídos de maneira bastante flexível sem prejudicar a qualidade da aproxi-

mação. Pode-se assim, concentrá-los na região de interesse, sem impactar o restante da

discretização. Enfrentam, contudo, dificuldades associadas à complexidade da integra-

ção numérica e à representação adequada das condições de contorno essenciais pela sua

característica muitas vezes não interpoladora. O Método da Partição da Unidade (MPU)

(Melenk e Babuška, 1996) e o Método das Nuvens-hp introduzem uma estratégia de enri-

quecimento para melhorar a aproximação baseada em funções PU. Esta técnica combina
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as PUs com funções especialmente escolhidas para o problema, proporcionando uma fle-

xibilidade maior na modelagem de problemas complexos e descontínuos. As funções de

mínimos quadrados de Lancaster e Salkauskas (1981) usadas no MGLE (Método de Ga-

lerkin Livre de Elementos) (Belytschko et al., 1994)), foram reconhecidas no Método das

Nuvens-hp como funções PU, permitindo uma modelagem mais precisa quando multipli-

cadas por funções escolhidas especificamente para o problema analisado.

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), proposto por Strouboulis et al.

(2000) e Duarte et al. (2000), emergiu como uma extensão do Método dos Elementos

Finitos (MEF). Essencialmente, o MEFG combina a robustez do MEF clássico com a

flexibilidade do Método da Partição da Unidade. Esta combinação permite que o MEFG

aborde fenômenos locais complexos com precisão e eficiência. De modo semelhante

Belytschko e Black (1999); Moës et al. (1999) propuseram o Método dos Elementos

Finitos Estendidos (MEFE), mas de acordo com Belytschko et al. (2009), ele pode ser

considerado equivalente ao MEFG, pois ambos adotam funções de interpolação do MEF

para construir uma Partição da Unidade que é então enriquecida, seguindo os princípios

da família de métodos MPU. As funções de enriquecimento desempenham um papel cru-

cial, permitindo que a aproximação resultante seja capaz de capturar o comportamento

de fenômenos locais, como é o caso de descontinuidades ou concentrações de tensões.

Estas funções podem ser polinomiais em casos de soluções suaves ou podem assumir

formas mais complexas, específicas para o comportamento do problema a ser analisado.

Essas funções previamente definidas nem sempre estão disponíveis e principalmente para

casos tridimensionais. Para mitigar essa limitação, Duarte et al. (2007) e Duarte e Kim

(2008) propuseram a utilização de funções numericamente construídas, especialmente no

contexto do MEFG com enriquecimento global-local (MEFGgl).

A abordagem global-local no MEFGgl divide a análise em três etapas principais:

1. Discretização Global Grosseira: Inicialmente, o problema é discretizado em todo o

domínio utilizando uma malha mais grosseira. Esta etapa visa obter uma simulação
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adequada do comportamento global da estrutura, sendo menos onerosa em termos

de recursos computacionais.

2. Análise Local Detalhada: Em seguida, o problema é analisado localmente, focando

em regiões de concentrações de tensões ou áreas de interesse específico. Nesta

fase, tais regiões são refinadas com malhas mais densas para melhorar a precisão

da simulação numérica. As condições de contorno associadas a essas regiões locais

são derivadas dos resultados obtidos na etapa global.

3. Enriquecimento Global: Finalmente, os resultados numéricos da análise local são

utilizados para enriquecer o domínio global. As funções de enriquecimento deriva-

das da análise local são inseridas no modelo global, permitindo uma análise final

que incorpora características detalhadas das áreas críticas dentro do contexto da

estrutura completa.

O desenvolvimento de métodos multiescala, tanto para análises convencionais de aco-

plamento quanto para simulações globais-locais utilizando o MEF, não é uma novidade.

Estes métodos têm sido amplamente estudados e aplicados em uma variedade de contex-

tos estruturais complexos. Por exemplo, Li et al. (2021, 2022) apresentaram uma estrutura

computacional multiescala inovadora para o acoplamento de problemas de casca-sólido.

Nesta abordagem, um problema global discretizado com elementos de casca e resolvido

por um dos solvers, no caso o Abaqus (ABAQUS, 2014), é acoplado a um modelo em

menor escala representado por elementos sólidos que permite a simulação de cada mo-

delo (casca e sólido) empregando diferentes solucionadores (solvers). A conexão entre

essas duas escalas é feita através de um problema intermediário em 3D, denominado de

mesoescala, que é associado ao modelo de escala global por um algoritmo global-local

iterativo não intrusivo, originalmente proposto por Whitcomb (1991). O Método dos

Elementos Finitos Generalizados, MEFG, proporciona a associação entre os modelos de

mesoescala e de escala local pela estratégia de enriquecimento global-local e é acionado

para a solução do modelo meso-local por um programa próprio.
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Inspirada neste procedimento e na proposta de acoplamento de Wang et al. (2014), esta

tese propõe uma abordagem multidimensional de acoplamento no contexto do Método

dos Elementos Finitos Generalizados com enriquecimento global-local (MEFGgl) para

simular a propagação de fissuras. A metodologia proposta integra dois modelos numéri-

cos distintos: um modelo com redução dimensional e um modelo com elevada dimensi-

onalidade resolvidos em uma única plataforma computacional. O modelo com redução

dimensional é responsável por simular o comportamento global da estrutura, permitindo

uma análise eficiente do comportamento global da estrutura sendo denominado modelo

global inferior, ou de dimensão reduzida, em alusão à redução de sua dimensionalidade.

Em contraste, o modelo com elevada dimensionalidade foca em descrever fenômenos lo-

calizados de interesse, como concentrações de tensões e propagação de fissuras, em uma

escala mais refinada e detalhada, exigindo uma formulação de elementos finitos dimensi-

onalmente superior àquelas utilizadas para a representação da resposta global da estrutura.

Tal modelo será referido como modelo local superior ou de elevada dimensionalidade.

No trabalho de Wang et al. (2014), esses dois modelos são acoplados por meio de um

processo iterativo que garante a transição suave e precisa entre as escalas de modelagem,

conectando diretamente diferentes tipos de graus de liberdade na interface entre os mode-

los. Embora eficiente, a abordagem de Wang et al. (2014) requer um novo acoplamento

sempre que a discretização é alterada. A abordagem apresentada neste trabalho supera

essa limitação ao introduzir, via MEFGgl, uma escala intermediária no modelo global,

denominada mesoescala, onde ocorre o acoplamento. A mesoescala oferece uma maior

flexibilidade na definição do modelo local superior, permitindo mudanças no refinamento

conforme a trinca propaga, sem a necessidade de redefinir o acoplamento. Este meso-

modelo é definido na mesma região do modelo local e compartilha a mesma formulação

de elementos finitos. O mesomodelo tem o papel crucial de fornecer uma ponte entre o

modelo de dimensão reduzida e um modelo de elevada dimensionalidade (escalas globais

e locais). Ele é enriquecido pelas soluções numéricas derivadas do problema local de

elevada dimensionalidade, permitindo uma representação detalhada das áreas de interesse
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dentro do contexto global no modelo de dimensão reduzida ao qual é acoplado. Para

o acoplamento entre o modelo global de dimensão reduzida e o mesomodelo, adota-se o

procedimento iterativo proposto por Wang et al. (2014). Este processo relaciona eficiente-

mente os diferentes tipos de graus de liberdade na interface entre os modelos, assegurando

uma transição suave e precisa entre as diferentes escalas de modelagem.

A título de diferenciação com a estratégia proposta, cabe salientar que a metodologia pro-

posta em Li et al. (2022) realiza a ligação direta dos graus de liberdade entre o modelo

local e o modelo global utilizando um acoplamento que difere do procedimento de Mc-

Cune et al. (2000), pois é focado na cinemática em vez da energia. Em Li et al. (2022)

também é criado um modelo intermediário, denominado mesomodelo, e uma compatibi-

lização cinemática entre estes modelos é proposta por meio de expressões analíticas que

relacionam os deslocamentos e forças.

Nesta tese, a metodologia proposta integra os princípios de Wang et al. (2014), mas ex-

pande o conceito ao introduzir, a exemplo dos trabalhos de Li et al. (2021, 2022), a meso-

escala como um intermediário na análise global-local. Esse mesomodelo atua como uma

ponte que conecta a análise global de dimensão inferior com a análise local com elevada

dimensionalidade, utilizando o MEFGgl para o detalhamento. Ao contrário do trabalho

de Li et al. (2022), em que a transferência de informações entre os modelos envolve com-

patibilizações específicas e iterativas devido à separação dos solvers, a abordagem aqui

proposta resolve ambos os modelos de forma simultânea, dispensando o processo iterativo

de compatibilização entre os modelos global e o conjunto meso-local.

A utilização de um modelo intermediário combinado com a estratégia MEFGgl oferece

várias vantagens. Primeiramente, torna a discretização do modelo local superior mais

flexível, garantindo uma interface única e eficiente entre os elementos do modelo glo-

bal. Uma malha grosseira pode ser empregada para representar o mesomodelo, reduzindo

o esforço computacional. O cálculo das equações de restrição relacionadas à interface
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entre o modelo global inferior e o mesomodelo é realizado apenas uma vez, independen-

temente das etapas necessárias para a simulação do fenômeno de natureza local, tornando

o processo mais eficiente. Se o fenômeno de interesse é a propagação de uma fissura, a

abordagem permite que o modelo local superior, com uma malha refinada, seja constan-

temente atualizado conforme a fissura avança. Como resultado, o modelo global inferior

combinado com o mesomodelo são continuamente enriquecidos pelas soluções numéricas

de uma sequência de modelos locais superiores refinados, garantindo uma representação

precisa do comportamento global da estrutura ao longo da propagação da fissura, sem a

necessidade de recalcular as equações de restrição a cada mudança da malha.

A implementação computacional desta estratégia multidimensional MEFGgl foi realizada

no sistema INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment). O INSANE é um

programa de código aberto desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas

da Escola de Engenharia (DEES) da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG),

disponível em https://www.insane.dees.ufmg.br. O software é implemen-

tado em linguagem Java e utiliza a Programação Orientada a Objetos, permitindo uma

estrutura modular e extensível. Inicialmente desenvolvido para análises pelo Método dos

Elementos Finitos (MEF) (Fonseca e Pitangueira, 2007), o INSANE foi posteriormente

expandido para incluir o MEFG pelo trabalho de Alves et al. (2013) e para o MEFGgl

pelos esforços de Malekan e Barros (2016); Malekan et al. (2017); Santos (2018). A au-

tomação do procedimento de propagação de fissuras usada neste trabalho foi proposta por

Fonseca et al. (2020).

1.1 Justificativa

As estruturas de grande porte, como aviões, pontes e torres, frequentemente apresentam

geometrias complexas e estão sujeitas a concentrações de tensões em pontos específi-

cos. Esses pontos de tensão podem resultar em danos locais que, se não identificados e

tratados adequadamente, podem se propagar, comprometendo a integridade estrutural e

eventualmente causando o colapso da estrutura.
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Conforme discutido anteriormente, a abordagem Global-Local em análises estruturais

oferece uma solução eficiente para lidar com os fenômenos locais sem a necessidade

de refinar toda a malha da estrutura. Este método permite o refinamento da malha de

elementos finitos apenas nas regiões onde ocorrem fenômenos locais críticos, mantendo

a malha do problema global mais grosseira. Esta estratégia é amplamente adotada para

estudar estruturas complexas, pois possibilita a redução do número de graus de liberdade

do modelo sem comprometer a qualidade da solução. Além disso, agiliza o processo

de montagem da malha e reduz o tempo de processamento das análises, tornando-a uma

técnica robusta e eficaz.

A utilização de diferentes formulações de elementos, em função da escala da simulação,

em um mesmo modelo de análise é possível graças aos métodos de acoplamento dispo-

níveis para os modelos multidimensionais. Estes métodos demonstram que fenômenos

localizados não precisam, necessariamente, ser descritos com o mesmo tipo de elemento

utilizado no modelo global, desde que as características relevantes do problema sejam

devidamente capturadas. Essa flexibilidade é essencial na análise estrutural, permitindo

uma modelagem mais detalhada e precisa das áreas críticas da estrutura sem sobrecarregar

computacionalmente o modelo global.

Embora as análises multidimensionais sejam comuns em softwares comerciais de elemen-

tos finitos, a integração desta abordagem com a análise global-local utilizando o Método

dos Elementos Finitos Generalizados com enriquecimento global-local (MEFGgl) é uma

inovação. Esta tese propõe desenvolver uma estratégia para simular a propagação de da-

nos estruturais, utilizando o MEFGgl. A proposta visa resolver de forma eficaz o acopla-

mento entre a formulação de elementos com redução dimensional, utilizada na descrição

do problema global, e a formulação de elementos de alta dimensionalidade, adotada para

descrever a propagação do dano no problema local.

A abordagem aqui proposta inspira-se nas propostas de Li et al. (2021) e Wang et al.
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(2014), combinando o uso de mesomodelos e métodos iterativos para garantir uma repre-

sentação robusta e precisa dos fenômenos estruturais em múltiplas escalas. A introdução

do mesomodelo como uma ponte entre os modelos global e local proporciona uma inter-

face única e eficiente, permitindo a adaptação contínua da malha conforme a fissura ou

dano se propaga.

A pesquisa proposta tem o potencial de oferecer contribuições significativas para a análise

estrutural:

1. Integração do MEFGgl com a análise global-local proporcionando uma nova ferra-

menta para a simulação de propagação de fissuras e danos em estruturas complexas.

2. Eficiência computacional: A estratégia proposta visa otimizar o uso dos recursos

computacionais, tornando possível a análise de estruturas complexas de maneira

mais eficiente.

3. Precisão e detalhamento: A abordagem de acoplamento multidimensional permi-

tirá uma descrição mais precisa dos fenômenos locais, assegurando que as análises

globais e locais sejam integradas de forma coesa e eficiente.

4. Aplicabilidade em diversas indústrias: A metodologia desenvolvida possui aplica-

ções potenciais em várias indústrias, incluindo a aeronáutica, automotiva, civil e

outras áreas onde a integridade estrutural é crítica.

Portanto, esta tese justifica-se pela necessidade de uma metodologia simplificada e precisa

para a análise da propagação de danos em estruturas complexas. A proposta de utilizar o

MEFGgl integrado com técnicas de acoplamento global-local representa um avanço sig-

nificativo na capacidade de modelar e simular estruturas com alta fidelidade, contribuindo

para o projeto e a manutenção dessas estruturas.

1.2 Objetivos
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1.2.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver uma nova metodologia que permita a so-

lução de problemas com geometrias complexas e fenômenos relevantes para o problema

confinado localmente. Nesta nova estratégia, é formulado um procedimento numérico que

combina o Método dos Elementos Finitos Generalizados com enriquecimento Global-

Local (MEFGgl) com técnicas de acoplamento multidimensional, possibilitando o estudo

detalhado da propagação de defeitos em estruturas. A metodologia visa desenvolver uma

técnica robusta para simular em modelos unifilares de vigas comportamentos típicos da

Teoria da Elasticidade bi e tridimensional, integrando eficientemente diferentes modelos

de discretização.

1.2.2 Objetivos específicos

Como objetivo específico, tem-se:

1. Implementação da Análise Multidimensional no Sistema INSANE:

• Desenvolver e implementar no sistema INSANE (INteractive Structural ANaly-

sis Environment) uma ferramenta para análise multidimensional, atualmente

inexistente no sistema, permitindo a integração e solução de modelos de aco-

plamento.

• Garantir que a nova implementação seja modular e extensível, facilitando fu-

turas expansões e adaptações em respostas a novos requisitos de pesquisa.

2. Combinação com o MEFGgl:

• Integrar a análise multidimensional implementada com o MEFGgl, desenvol-

vendo uma estratégia de solução que utilize elementos de diferentes dimen-

sões nas duas escalas de solução.

3. Resolução de Problemas com Comportamentos Diferenciados:

• Utilizar o novo método desenvolvido para resolver problemas envolvendo a
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combinação de diferentes modelos de discretização, tais como:

– Modelos de viga combinados com modelos de chapa, permitindo a aná-

lise do comportamento global de estruturas unifilares com a propagação

bidimensional de defeitos.

– Modelos de viga combinados com modelos tridimensionais, permitindo a

análise do comportamento global de estruturas unifilares com a presença

tridimensional de defeitos.

4. Análise de propagação de trincas:

• Implementar e automatizar procedimentos específicos para a simulação da

propagação de fissuras, garantindo que o mesomodelo e os modelos locais

sejam eficientemente acoplados e enriquecidos.

1.3 Organização do texto

Seguindo este capítulo introdutório, esta tese se constitui de mais seis capítulos. O ca-

pítulo 2 apresenta uma revisão da literatura sobre o tema proposto, aprofundando as dis-

cussões iniciadas no capítulo 1 e descrevendo o estado da arte das diferentes abordagens

investigadas. Na sequência, o capítulo 3 discute alguns detalhes das formulações empre-

gadas na fundamentação teórica da tese com uma uma revisão dos aspectos essenciais

do MEFGgl e uma explicação sobre acoplamentos multidimensionais e principalmente do

método iterativo de acoplamento multidimensional de elementos finitos de Wang et al.

(2014). A nova abordagem proposta por este trabalho é apresentada no capítulo 4, e no

capítulo 5 é discutida a plataforma sobre a qual este trabalho foi desenvolvido e as modi-

ficações realizadas. O capítulo 6 apresenta dois exemplos numéricos. Nestes exemplos,

a trinca é descrita exclusivamente no problema local de elevada dimensionalidade, mode-

lado por elementos 2D e 3D e resolvidos pelo MEFGgl. No primeiro exemplo (Seção 6.1)

o comportamento global da estrutura é representado por uma viga, e no segundo (Seção

6.2), por um pórtico, ambos utilizando a formulação de Timoshenko para o modelo de



35

dimensão reduzida. Finalmente, o capítulo 7 apresenta a conclusão e recomendações para

trabalhos futuros.
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Capítulo 2

Revisão da Literatura

Este capítulo tem por finalidade descrever o contexto dos temas propostos para a rea-

lização desta tese. Na seção 2.1 é apresentada uma breve revisão bibliográfica sobre o

Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) e na seção 2.1.2 como a aborda-

gem Global-Local é inserida dentro do contexto das análises via MEFG. Sabendo que o

objetivo deste trabalho é a aplicação da metodologia de análises multidimensional dentro

do contexto das análises MEFGgl, a seção 2.2 apresenta os aspectos relevantes sobre as

análises em multiescala e sobre os métodos de acoplamento, que terão uma explicação

mais aprofundada no capítulo 3.

2.1 Método dos Elementos Finitos Generalizados

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) é uma extensão do Método dos

Elementos Finitos (MEF) convencional, que incorpora funções especiais para melhorar a

aproximação da solução. Em sua essência, o MEFG combina a robustez do MEF com a

flexibilidade adicional das funções de enriquecimento, permitindo a representação efici-

ente de problemas com características complexas como a presença de fenômenos confi-

nados localmente.

Segundo Barros (2002), a designação MEFG apareceu pela primeira vez em Melenk

(1995). Entretanto, o método também foi desenvolvido de forma independente por di-

ferentes pesquisadores, incluindo:
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- Babuska e colegas: Inicialmente sob a designação de Método dos Elementos Finitos

Especiais, posteriormente como Método da Partição da Unidade (PUM) (Babuška

et al., 1994; Melenk e Babuška, 1996; Babuška e Melenk, 1997), e finalmente como

MEFG em Strouboulis et al. (2000) e Strouboulis et al. (2001);

- Duarte e colaboradores: Desenvolveram o método das Nuvens (Duarte e Oden,

1995; Duarte, 1996; Duarte e Oden, 1996a,b) evoluindo para o MEFG em Oden

et al. (1998) e Duarte et al. (2000).

Por ser uma variação do MEF, o MEFG possui características herdadas dos métodos sem

malha. Uma importante revisão bibliográfica dos métodos sem malha pode ser encontrada

em Li e Liu (2002). Nesses métodos, a solução aproximada do problema é construída

sem a necessidade de uma malha de elementos, baseando-se na distribuição dos pontos

nodais. Segundo Barros (2002), esse enfoque é particularmente útil para evitar problemas

associados à distorção de malha.

Entre as variações dos métodos sem malha, destacam-se aqueles baseados na definição

da Partição da Unidade (PU). Um exemplo é o Método das Nuvens-hp (Duarte e Oden,

1995), no qual conjuntos de pontos, chamados de nuvens de pontos, formam a discreti-

zação do domínio do problema. Este método tem origem no Método de Galerkin Livre

de Elementos (Belytschko e Black, 1999). Nestes dois métodos, a inexistência de ele-

mentos que conectem os nós faz com que a aproximação seja construída em cada posição

do domínio, a partir de uma procura dos nós cujo domínio de influência (parâmetro pré-

estabelecido) contenha aquela posição. A flexibilidade advinda desta estratégia conduz,

por outro lado, a problemas relacionados à imposição direta das condições de contorno e

à integração numérica.

No Método de Galerkin Livre de Elementos, a aproximação é melhorada com a inclusão

de novos pontos no domínio ou com a introdução de novas funções à base utilizada para

se construir a aproximação. Já no método das Nuvens-hp, procura-se o caminho mais
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simples, utilizando, para isto, uma estratégia de enriquecimento em que a função de apro-

ximação original é multiplicada por funções quaisquer, escolhidas especialmente para o

problema.

Na formulação do Método de Elementos Finitos (MEF) as interpolações locais em cada

elemento definem a sua aproximação, e a conectividade entre os nós dos elementos ga-

rante a continuidade da aproximação. No MEFG, as aproximações são inicialmente cons-

truídas como no MEF, ou seja, utilizando funções identificadas com uma malha de ele-

mentos. Contudo, estas funções são reinterpretadas como associadas aos nós e seus domí-

nios de influência. O MEFG herda do Método das Nuvens-hp a estratégia de enriqueci-

mento. Como resultado, problemas que ocorrem no Método das Nuvens-hp, relacionados

à integração numérica e à imposição das condições de contorno, são superados, a apro-

ximação ganha uma certa flexibilidade, oriunda do Método das Nuvens-hp, e torna-se

menos propensa a sofrer os efeitos deletérios da distorção da malha. Como destacado por

Alves (2012), o MEFG pode ser entendido como uma ponte entre os dois métodos, no

qual, sobre um malha de elementos finitos faz-se uso de funções da Partição da Unidade,

e que tem a mesma estratégia de enriquecimento proposta pelo Método das Nuvens-hp.

Paralelamente ao desenvolvimento do MEFG, o Método dos Elementos Finitos Esten-

didos (MEFE) foi introduzido por Belytschko e Black (1999) e Moës et al. (1999) para

resolver problemas na Mecânica da Fratura Linear Elástica. Enquanto o MEFG adotava

originalmente uma estratégia de enriquecimento global, o MEFE focava no enriqueci-

mento apenas em partes do domínio, multiplicando as funções de Partição da Unidade

por funções que capturam comportamentos singulares próximos à ponta da trinca e as

descontinuidades no campo de deslocamento. Segundo Belytschko et al. (2009) e Fries

e Belytschko (2010), a distinção entre MEFG e MEFE tornou-se bastante tênue, a ponto

de ambos os métodos serem considerados equivalentes. Ambos baseiam-se na filosofia

de enriquecimento das funções de aproximação para tratar fenômenos locais complexos

com uma acurácia superior quando comparada ao MEF tradicional.
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O MEFG, com suas raízes no MEF e nos métodos sem malha, representa uma evolução

significativa na capacidade de modelagem e análise de estruturas. Sua flexibilidade e acu-

rácia, especialmente quando integrado com estratégias de enriquecimento global-local,

tornam-no uma ferramenta poderosa para a análise de estruturas complexas e submetidas

à propagação de defeitos.

2.1.1 Método dos Elementos Finitos Generalizados Estável

O Método dos Elementos Finitos Generalizados Estável (MEFGE) foi desenvolvido para

superar algumas das limitações críticas associadas ao Método dos Elementos Finitos Ge-

neralizados (MEFG). Problemas conhecidos do MEFG incluem o mau condicionamento

do sistema de equações e dificuldades com elementos de mistura (blending elements), que

resultam em erro significativo e comprometem as taxas de convergência. O mau condici-

onamento pode acumular erros de arredondamento e afetar a convergência das soluções,

especialmente em casos tridimensionais (Gupta et al., 2015). Já os elementos de mistura

surgem quando as funções de enriquecimento são aplicadas apenas em partes do domí-

nio, o que impede a plena reprodução dessas funções e introduz termos parasitas (Fries

e Belytschko, 2010). Essas questões são particularmente relevantes em problemas de

Mecânica da Fratura, em que funções descontínuas ou trigonométricas são necessárias

apenas em regiões localizadas do domínio, gerando elementos parcialmente enriquecidos

e, assim, erros adicionais (Dolbow et al., 2000; Wu e Li, 2015).

O MEFGE, inicialmente proposto por Babuška e Banerjee (2012), e expandido para pro-

blemas bi e tridimensionais por Gupta et al. (2013, 2015), aborda essas limitações por

meio de uma modificação relativamente simples: a subtração da função interpolante do

MEF das funções de enriquecimento. Essa modificação torna o espaço das funções de

enriquecimento ortogonal ao espaço das funções lagrangianas do MEF em problemas

unidimensionais, e quase ortogonal em dimensões superiores (Babuška e Banerjee, 2012;

Gupta et al., 2013). Essa abordagem não apenas melhora o condicionamento das matri-

zes associadas, tornando-o comparável ao MEF tradicional, mas também lida de maneira
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mais natural com os problemas causados pelos elementos de mistura (Gupta et al., 2015).

Assim, o MEFGE é capaz de garantir taxas de convergência ótimas, estabilidade no nú-

mero de condicionamento e robustez contra deterioração do condicionamento conforme

a descontinuidade se aproxima de nós ou arestas dos elementos (Zhang et al., 2016; Cui

et al., 2022).

Desde sua proposição, o MEFGE tem demonstrado sua eficácia em uma variedade de apli-

cações, incluindo problemas de Mecânica da Fratura, escoamento de fluidos, interfaces

em bi-materiais, além de problemas dinâmicos (Sauerland e Fries, 2013; Wu e Li, 2015;

Zhang et al., 2018; Silva et al., 2022). Diversos estudos confirmaram que essa técnica não

só suplantou as limitações anteriores do MEFG, como também abriu novas possibilida-

des para a modelagem precisa e estável de fenômenos complexos (Sanchez-Rivadeneira

e Duarte, 2019; Paiva, 2023).

2.1.2 Método dos Elementos Finitos Generalizados com enriqueci-
mento Global-Local

Como discutido anteriormente, a principal característica do Método dos Elementos Fini-

tos Generalizados (MEFG) é a capacidade de enriquecer localmente as funções de forma

do MEF com funções especiais, denominadas funções de enriquecimento (Evangelista

et al., 2013). Essas funções podem ser polinomiais previamente estabelecidas ou fun-

ções especiais escolhidas com base em um conhecimento a priori do comportamento do

problema a ser analisado.

Entretanto, em modelos que envolvem fraturas complexas tridimensionais, multiescala,

o conhecimento prévio da solução é muitas vezes limitado (Gupta et al., 2012). Para

resolver esse problema, Duarte e Kim (2008) propuseram o Método dos Elementos Finitos

Generalizados com Enriquecimento Global-Local (MEFGgl), que combina o Método dos

Elementos Finitos Global-Local clássico, introduzido por Noor (1986), com a estratégia

de enriquecimento do MEFG.

Noor (1986) introduziu a estratégia global-local nas análises de elementos finitos para



41

reduzir o custo e tempo computacional ao representar adequadamente fenômenos locais

em problemas não lineares. A estratégia consiste em duas etapas principais:

1. Etapa Global: O domínio completo, definindo o problema global, é discretizado de

maneira grosseira, permitindo uma representação eficiente e rápida do comporta-

mento global da estrutura.

2. Etapa Local: Regiões específicas do problema global, onde fenômenos de interesse

ocorrem confinados localmente, são discretizadas de forma mais refinada. As con-

dições de contorno associadas a essas regiões, denominadas problemas locais, são

derivadas da solução do problema global.

A estratégia proposta por Noor (1986) é expandida ao ser concebida sob o enfoque do

MEFG, fornecendo uma estrutura para enriquecer o espaço de solução do problema glo-

bal com funções numericamente construídas a partir da solução do, ou dos, problemas

locais (Gupta et al., 2012). Com isso, a solução do problema no MEFGgl (Métodos dos

Elementos Finitos Generalizados com Enriquecimento Global-Local) é dividida em três

etapas, em vez de duas:

1. Primeira Etapa - Problema Global Inicial: Uma discretização grosseira de todo

o domínio é definida para obter a solução do problema global, sem descrever os

fenômenos localizados.

2. Segunda Etapa - Problema Local: Regiões onde ocorrem fenômenos localizados

são detalhadamente discretizadas. As condições de contorno para esses problemas

locais são derivadas da solução do problema global inicial. A malha é refinada para

representar adequadamente os fenômenos locais.

3. Terceira Etapa - Enriquecimento do Problema Global: A solução obtida no pro-

blema local é utilizada para construir as funções de enriquecimento, que são então

aplicadas na nova solução do problema global enriquecido.

A Figura 2.1 representa esquematicamente como ocorre o enriquecimento global-local
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em um problema bidimensional.

Figura 2.1: Estratégia Global-Local (Fonseca, 2019). Em amarelo são representados os
nós em que a solução Local é utilizada para enriquecer a Partição da Unidade da malha

Global na terceira etapa da solução do problema. No problema global a trinca está
apresentada apenas a título de ilustração e já no problema local e no global enriquecido

ela está sendo representada por meio de aproximação.

A diferença fundamental entre a estratégia global-local no MEF e no MEFG, segundo

Duarte e Kim (2008), é que no MEFGgl as interações entre os comportamentos local

e global são consideradas ao resolver o problema global com funções de enriquecimento

obtidas do problema local. Portanto, características locais, como trincas, não precisam ser

representadas na malha da escala global, pois são modeladas pela solução do problema

local. Além disso, fraturas, danos e trincas menores que o elemento da malha global

podem ser discretizados eficientemente usando este método (Kim et al., 2010).

O MEFGgl vem sendo extensivamente utilizado, tendo suas aplicações avançado signifi-

cativamente. Alguns exemplos incluem:

• Problemas de Trincas em Placas Sob Tração Uniaxial: Kim et al. (2008) aplicou o

MEFGgl em problemas de trincas em placas submetidas a tração uniaxial.
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• Combinação com o MEFG-hp: Kim et al. (2010) combinaram o MEFGgl com o

MEFG-hp (Pereira, Duarte, Guoy, e Jiao, 2009; Pereira, Duarte, Jiao, e Guoy, 2009)

para resolver um problema tridimensional com três trincas discretizadas em três

problemas locais distintos.

• Paralelismo Natural: Kim et al. (2011) estudaram o paralelismo natural do MEFGgl

distribuindo diferentes problemas locais entre processadores do sistema.

• Simulação de Placas de Concreto: Evangelista et al. (2013) utilizaram condições

de contorno realistas para simular placas de concreto de aeroportos sob fundação

elástica utilizando o MEFGgl em problemas de trincas em múltiplas regiões.

• Interação e Aderência de Múltiplas Trincas: O’Hara, Duarte, e Eason (2016) anali-

saram a interação e aderência de trincas por meio do MEFGgl.

• Modelagem da Termoplasticidade Localizada: Plews e Duarte (2016) aplicaram o

MEFGgl para modelar a termoplasticidade localizada.

• Propagação de Trincas por Fadiga: O’Hara, Hollkamp, Duarte, e Eason (2016)

utilizaram o MEFGgl na modelagem tridimensional da propagação de trincas por

fadiga.

• Simulação Paralela de Soldas em Estruturas de Grande Porte: Li e Duarte (2018)

conduziram simulações paralelas de soldas em estruturas de grande porte.

• Modelagem do MEFGgl usando materiais compósitos: Mazurowski et al. (2024)

usam o MEFGgl para incorporar o comportamento heterogêneo e não linear de ma-

teriais em modelos de escala grosseira de forma dinâmica de forma a capturar con-

centrações de tensões.

O MEFGgl combina o melhor das estratégias global-local com o enriquecimento flexí-

vel oferecido pelo MEFG, proporcionando uma ferramenta para a análise de estruturas

complexas onde fenômenos locais precisam ser devidamente capturados sem comprome-

ter a eficiência computacional. A seguir, serão discutidos aspectos relevantes das análises
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multiescala e os métodos de acoplamento, que são fundamentais para a aplicação da abor-

dagem proposta nesta tese.

2.2 Acoplamento multidimensional

A modelagem e análise de estruturas muitas vezes requerem o uso de elementos fini-

tos denominado aqui, conforme (Shim et al., 2002), dimensionalmente reduzidos, como

vigas, cascas e placas, para manter a eficiência computacional. No entanto, esses mode-

los simplificados podem não capturar adequadamente regiões com grande complexidade

geométrica, de carregamento ou características de material, onde uma análise tridimen-

sional detalhada seria necessária. Para abordar esse desafio, a análise multidimensional

se mostra vantajosa, ao permitir a utilização de elementos de diferentes dimensões e com

diferentes formulações matemáticas dentro de um mesmo modelo.

A modelagem multidimensional requer métodos de acoplamento que combinem elemen-

tos finitos de dimensões variadas, como vigas-placas, placas-sólidos e vigas-cascas, em

um único modelo estrutural (Wang et al., 2014). A escolha do método de acoplamento

adequado é crucial para garantir a compatibilidade dos deslocamentos e o equilíbrio das

tensões na interface entre os diferentes elementos.

Existem duas abordagens principais nas estratégias de acoplamentos: o acoplamento de

volume e o acoplamento de superfície. O acoplamento de volume é realizado usando o

método de Arlequin (Dhia e Rateau, 2005), que envolve a superposição de dois modelos

na região de interesse, utilizando multiplicadores de Lagrange para garantir a compatibi-

lidade e o equilíbrio. Este método é adequado para acoplamentos de diferentes modelos

físicos (Bauman et al., 2008; Wellmann e Wriggers, 2012; Wang et al., 2014), mas pode

ser excessivamente complexo para acoplamentos estruturais de elementos finitos de dife-

rentes dimensões.

O acoplamento de superfície conecta diretamente elementos de diferentes dimensões atra-

vés de suas interfaces. Algumas abordagens destacadas incluem:
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• Método Multiplicador de Lagrange: Introduz variáveis adicionais no problema, o

que pode complicar a solução.

• Método da Penalidade: Requer a escolha de um parâmetro de penalidade adequado,

o que pode ser desafiador, introduzindo um aspecto numericamente empírico na

análise.

• Método de Elementos de Transição: Considerado eficaz para acoplamentos diver-

sos (casca-sólido, viga-sólido, viga-casca) (Yu et al., 2012). No entanto, aplica-se

apenas a acoplamentos um para um dos nós e exige formulações específicas para

cada caso.

• Método de Restrição em Múltiplos Pontos (MPC): Define restrições de desloca-

mento entre nós dos elementos na interface, oferecendo flexibilidade e acurácia.

O método MPC, conforme descrito por Felippa (2004), apresenta duas variações: rígido

e deformável. O primeiro impõe o mesmo deslocamento entre os nós dos elementos de

dimensões diferentes. O acoplamento entre os nós dos elementos pode ser interpretado

como uma conexão por uma barra com elevada rigidez, de valor superior à rigidez dos

elementos do modelo. A desvantagem existente é a significativa perturbação criada no

campo de tensões na região da interface devido à imposição direta de deslocamentos,

criando, com isso, uma interface rígida entre os modelos. Já no método de restrições de-

formáveis, o MPC deformável, são definidas constantes de ponderação para distribuir os

esforços entre os nós dos elementos da interface. Essa ponderação é realizada através dos

coeficientes de restrição. Segundo Wang et al. (2014), a imprecisão da escolha dos coe-

ficientes de restrições, devido a suposições incorretas sobre a distribuição de tensões na

interface, pode levar a perturbações no comportamento da solução ao longo da interface.

Diversas metodologias foram sugeridas para determinar os coeficientes de restrição uti-

lizando o MPC deformável no contexto das análises multidimensionais. Com base na

hipótese de distribuição de tensões na interface, autores como McCune (1998); Arms-

trong, Bridgett, Donaghy, McCune, McKeag, e Robinson (1998); Armstrong, McCune, e
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Robinson (1998); McCune et al. (2000) conseguiram determinar coeficientes de pondera-

ção ao igualar o trabalho realizado pelas forças em ambos os lados ao longo da interface

dos diferentes elementos. Esses coeficientes são essenciais para garantir a compatibili-

dade dos deslocamentos e o equilíbrio das forças na seção analisada. Utilizando os re-

sultados da teoria da flexão de placas de Reissner (Reissner, 1947), McCune et al. (2000)

demonstraram a viabilidade de obter conexões adequadas entre elementos de placas e vi-

gas, além de placas e sólidos, por meio de equações de restrição em múltiplos pontos.

A solução é baseada na introdução de uma variação de tensões, proporcionada pela es-

colha apropriada da teoria de viga, placa ou casca na seção transversal da interface (Yu

et al., 2012). Embora teoricamente considerado um método exato para a solução de dife-

rentes tipos de interfaces, ele é limitado, pois as equações são específicas para cada tipo

de problema, dependendo do modelo de elementos e da própria malha utilizada na inter-

face, demandando uma análise individualizada para cada acoplamento. Aproveitando o

método desenvolvido por McCune et al. (2000), Shim et al. (2002) automatizou o mé-

todo no software comercial ABAQUS para gerar análises menos dispendiosas, avaliando

acoplamentos entre viga-sólido, viga-casca e casca-sólido. No entanto, a abordagem da

automação utilizada é restrita em seu escopo e deve ser modificada para cada situação de

acoplamento analisado. Além disso, Yu et al. (2012), usando também o método de Mc-

Cune et al. (2000), desenvolveram uma técnica inovadora de acoplamento entre modelos

de chapa e viga, utilizando como exemplo uma estrutura de treliça de paredes finas.

Em contraste com a abordagem de McCune et al. (2000), Wang et al. (2014) propuseram

um novo método de acoplamento utilizando o princípio dos trabalhos virtuais. Nesta nova

metodologia, Wang et al. (2014) atingem os mesmos coeficientes identificados anterior-

mente, porém de maneira iterativa, genérica e mais fácil de reproduzir numericamente. O

princípio dos trabalhos virtuais é aproveitado para obter, na interface, tanto as equações de

restrição das forças quanto as de deslocamento. O cálculo dessas equações, que garantem

a compatibilidade dos deslocamentos e o equilíbrio das tensões na interface do modelo

multidimensional, é realizado por um método iterativo, compatível com diversos códigos
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comerciais de elementos finitos. Este método foi aplicado para analisar três problemas

estruturais distintos, utilizando o acoplamento entre modelos de viga-chapa, viga-casca e

viga-sólido, incluindo análises não lineares. Um detalhamento a respeito será apresentado

no capítulo 3

Outras estratégias de acoplamento também podem ser destacadas. Ruess et al. (2014) e

Yamamoto et al. (2019) aplicaram o método de Nitsche (Nitsche, 1971) para acoplar cas-

cas a elementos sólidos e cascas finas isogeométricas a outras estruturas de cascas. Por

fim, Yang et al. (2021) conduziram uma análise multidimensional de sólido-casca utili-

zando uma técnica de acoplamento isogeométrica FE-BE (Finite Element - Boundary Ele-

ment). Neste caso, as equações MPC foram determinadas igualando o trabalho realizado

pelas tensões no contorno dos elementos isogeométricos de casca de Reissner-Mindlin ao

trabalho realizado pelas tensões no contorno de acordo com o IGABEM (Isogeometric

Boundary Element Method) (Simpson et al., 2012) baseado em estratégia de colocação.
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Capítulo 3

Fundamentação Teórica

Este capítulo tem por objetivo apresentar os aspectos teóricos relevantes para a realização

deste trabalho. Na seção 3.1, o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG)

é discutido apresentando-se sua formulação. Já na seção 3.1.2 é destacado o equaci-

onamento do MEFG para a construção da função de enriquecimento sob a abordagem

Globa-Local e na seção 3.2 as funções de enriquecimento descontínuas e singulares são

apresentadas. A seção 3.3 aborda a Mecânica da Fratura Linear Elástica e o procedimento

para o cálculo dos fatores de intensidade de tensão no contexto deste trabalho. Por fim,

a seção 3.4 disserta sobre a construção das equações de restrição para as análises com

acoplamento multidimensional.

3.1 Método dos Elementos Finitos Generalizados

A característica principal do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) é o

uso da Partição da Unidade (PU) associada a um conjunto de elementos finitos.

A partição da unidade pode ser definida como um conjunto de funções cujos valores

somam a unidade em cada posição x no domínio, e o problema a ser analisado é que

definirá o tipo de função PU a ser utilizada.

O emprego das funções convencionais de MEF (como as funções Lagrangianas) facilita

a aplicação do método, verificando diretamente as condições de contorno, ao contrário
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do que normalmente ocorre no Método das Nuvens-hp (Barros, 2002) do qual o MEFG

deriva a estratégia de enriquecimento da aproximação. Assim, aplicando-se as funções de

forma convencionais, para qualquer ponto do domínio do problema, e n pontos nodais,

tem-se:

n∑
j=1

Nj(x) = 1 (3.1)

Uma das características herdadas do Método das Nuvens-hp pelo MEFG é o conceito de

nuvens ou parcelas de elementos, que são definidas como uniões de elementos finitos que

partilham um mesmo nó no domínio.

Para uma compreensão melhor dessas nuvens de elementos, as funções de Lagrange po-

dem ser representadas como indicado na Fig. 3.1.

Figura 3.1: Estratégia de enriquecimento da nuvem ωj via MEFG (Barros, 2002).

Dado um ponto nodal do domínio, representado por xj na Fig. 3.1.a, a nuvem associada

a este nó é representada pelo conjunto de elementos que contêm este mesmo ponto (in-

dicada por ωj na Fig. 3.1.a), fazendo com que a nuvem seja a união dos elementos que

formam o suporte da PU vinculada ao respectivo nó (Fig. 3.1.b).
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Assim, para a formulação do Método dos Elementos Finitos Generalizados, as funções de

enriquecimento, conhecidas como funções de aproximação local, Fig. 3.1.c, e oriundas

das estratégias do Método das Nuvens-hp, multiplicam as funções de Partição da Unidade

(PU), formando, então, a função de aproximação, como indicado pela Fig. 3.1.d.

Desta forma, pode-se definir, a partir da Fig. 3.1, a nuvem de elementos ωj , associada

ao ponto nodal xj, as funções de Lagrange obtidas pelo Método dos Elementos Finitos,

Nj(x), associadas à região ωj , as funções de aproximação local Lji(x) e o resultado da

multiplicação entre as duas funções.

Estas funções de aproximação local, escolhidas a partir de um conhecimento prévio da

natureza do problema, devem construir um conjunto de qj funções linearmente indepen-

dentes e são definidas para cada ponto nodal xj como:

Ij
def
= {Lj1(x), Lj2(x), ..., Ljq(x)} = {Lji(x)}

qj
i=1 (3.2)

com Lj1(x) = 1

Estas funções, multiplicadas pelas funções de PU, ampliam o espaço de aproximação

original de elementos finitos, que passa a ter como base um conjunto das funções de

aproximação ϕji(x), associado a cada nó xj:

{ϕji}
qj
i=1 = Nj(x)× {Lji(x)}

qj
i=1 (3.3)

sem somatório em j.

Segundo Alves (2012), as funções de forma do MEFG herdam o suporte compacto da

Partição da Unidade garantindo a continuidade da aproximação e as características da

função de enriquecimento local. Com isso, uma função genérica para a aproximação do

problema (no caso um campo de deslocamentos u) é obtida pela combinação linear das

funções de forma de MEF e MEFG:
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ũ(x) =
n∑

j=1

Nj(x)

{
uj +

qj∑
i=2

Lji(x)bji

}
(3.4)

onde n é o número de nós e uj é o parâmetro associado aos graus de liberdade do MEF e

bji são os novos graus de liberdade, criados pelos enriquecimentos associados ao MEFG.

3.1.1 Método dos Elementos Finitos Generalizados Estável

O MEFGE é desenvolvido a partir de uma modificação local do enriquecimento caracte-

rístico do MEFG. A essência dessa modificação está na remoção de termos redundantes

que aparecem na Partição da Unidade (PU), eliminando as projeções das funções de enri-

quecimento no espaço funcional da PU. Em seguida, assim como no MEFG, essas funções

de enriquecimento modificadas são multiplicadas pelas funções de forma da PU, gerando

as novas funções de forma do método (ver Figura 3.2).

Figura 3.2: Construção de funções de forma do MEFGE. À esquerda, tem-se o
enriquecimento empregado no MEFG. No centro, a modificação do enriquecimento é

exibida. À direita, apresenta-se a construção da função de forma associada ao MEFGE
(Gupta et al., 2013).

Esta abordagem, conforme descrito por Gupta et al. (2013), matematicamente ajusta o

enriquecimento para uma implementação mais eficiente e estável.
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L̃ji = Lji − Iωj
(Lji) (3.5)

onde Iωj
(Lji) é a função interpoladora (ou interpolante) definida por:

Iωj
(Lji) (x) =

n∑
k=1

Nk (x)Lji (xk) (3.6)

na qual xk é o vetor de coordenadas do nó k do elemento que contém a posição de cálculo

x; n é o número de pontos nodais do elemento que contém a posição de cálculo x; e

Lji (xk) é a função enriquecedora original do MEFG, definida na equação 3.2.

A construção das funções de forma do MEFGE é análoga ao MEFG e definida pela Equa-

ção:

{ϕ̃ji}
qj
i=1 = Nj(x)× L̃ji(x)

qj
i=1 (3.7)

sem somatório em j.

A aplicação da estratégia estável no enriquecimento numericamente obtido no MEFGgl

foi proposta e avaliada em termos de condicionamento, taxas de convergência e precisão

na cálculo de fatores de intensidade de tensão em Gupta (2014) e denominada Método dos

Elementos Finitos Generalizados Estável com Enriquecimento Global-Local (MEFGEgl).

3.1.2 MEFG com Enriquecimento Global-Local

Como dito anteriormente, o MEFG utiliza de funções devidamente escolhidas para ex-

pandir a base de aproximação de elementos finitos já existentes. Essas funções de en-

riquecimento podem ser quaisquer, tais como uma função polinomial, uma função que

represente uma singularidade, como as funções de trinca a serem detalhadas na Seção

3.2, ou mesmo uma função resultante de um outro processo de solução, como acontece na

técnica Global-Local associada ao MEFG, técnica muito utilizada quando há fenômenos

geradores de concentração de tensão, que estão localmente confinados.



53

A técnica Global-Local no MEFG apresenta três etapas de análise distintas, o problema

Global inicial, o problema Local e, por fim, o problema Global Enriquecido. Apesar de

semelhantes, cada uma dessas análises apresentam especificidades que são apresentadas a

seguir, segundo Kim et al. (2008), e adaptadas de acordo com a implementação presente

no sistema INSANE.

3.1.2.1 Formulação do Problema Global Inicial

Considere um problema de elasticidade bidimensional, com domínio, identificado como

Global, representado por ΩG = ΩG ∪ ∂ΩG, e cujo contorno é decomposto em ∂ΩG =

∂Ωu
G∪∂Ωσ

G com ∂Ωu
G∩∂Ωσ

G = ⊘, sendo u e σ referentes às regiões em que as condições

de contorno de Dirichlet e Neumann são respectivamente aplicadas, segundo as Eqs. (3.8)

e (3.9).

u = 0 em ∂Ωu
G (homogênea por simplificação mas sem perda de generalidade)

(3.8)

σ · n = t̄ em ∂Ωσ
G (3.9)

sendo n o vetor unitário normal em ∂Ωσ
G, t̄ o vetor das tensões de superfície prescritas, u

o vetor de deslocamentos e σ o tensor de tensões.

A relação constitutiva é dada pela Lei de Hooke Generalizada, σ = C : ϵ, onde C é

o tensor constitutivo de rigidez elástica e ϵ é o tensor de deformações, considerando o

material elástico-linear. A equação de equilíbrio da Teoria da Elasticidade, considerando,

por simplificação, forças de corpo ausentes, é dada por:

∇ · σ = 0 em ΩG (3.10)

Definidas as Eqs. (3.8), (3.9) e (3.10), a solução aproximada do problema Global inicial
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é dada por ũ0
G através da seguinte equação, construída a partir de sua forma fraca, obtida

pelo princípio dos trabalhos virtuais:

Encontre ũ0
G ∈ χ̃0

G(ΩG) ⊂H 1(ΩG) ∀ v0
G ∈ χ̃0

G(ΩG)

∫
ΩG

σ(ũ0
G) : ϵ(v

0
G)dx =

∫
∂Ωσ

G

t̄ · v0
GdS (3.11)

A esquerda da igualdade da Equação (3.11) está representando o trabalho das forças inter-

nas, enquanto que à direita o das forças externas. χ̃0
G(ΩG) é a discretização de H 1(ΩG),

um espaço de Hilbert de ordem 1 definido em ΩG, construído com as funções de forma

do método discreto utilizado (MEF ou MEFG) e cujas funções verificam a eq. (3.8). Os

símbolos ϵ e σ correspondem aos tensores que representam o campo de deformações e o

campo de tensões, respectivamente. v0
G refere-se à função tentativa.

3.1.2.2 Formulação do Problema Local

Considere o subdomínio Local ΩL = ΩL ∪ ∂ΩL contido no domínio Global ΩG. Após a

solução da primeira etapa global inicial, e o resultado obtido, ũ0
G, busca-se a solução do

problema local ũL, tal que:

Encontre ũL ∈ χ̃L(ΩL) ⊂H 1(ΩL) ∀ vL ∈ χ̃L(ΩL)

∫
ΩL

σ(ũL) : ϵ(vL)dx+ η

∫
∂ΩL\(∂ΩL∩∂ΩG)

ũL · vLdS =∫
∂ΩL∩∂Ωσ

G

t̄ · vLdS +

∫
∂ΩL\(∂ΩL∩∂ΩG)

(t(ũ0
G) + κũ0

G) · vLdS
(3.12)

Tem-se que χ̃L(ΩL) é a discretização de H 1(ΩL), um espaço de Hilbert de ordem 1

definido no domínio local, ΩL, construído usando as funções de forma do método discreto

utilizado (MEF ou MEFG). L refere-se aos parâmetros locais e G aos parâmetros globais

e η é o parâmetro de penalidade.
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Na construção do problema Local, de acordo com Kim et al. (2010), existem três estra-

tégias de transmissão das condições de contorno a partir da solução do problema Global

para o Problema Local, são elas:

• Condições de contorno de Neumann: utiliza-se η = 0 e são transmitidas infor-

mações de tensões das arestas do elemento global para as arestas do elemento lo-

cal coincidentes com o contorno local que não coincide com o contorno global

(∂ΩL \ ∂ΩL ∩ ∂ΩG).

• Condições de contorno de Dirichlet: adota-se um η ≫ 1, tornando irrelevante a

aplicação de tensões (t(ũ0
G)), desta maneira apenas informações de deslocamentos

são efetivamente transmitidas das arestas do elemento global para as arestas do

elemento local coincidentes com o contorno local que não coincide com o contorno

global (∂ΩL \ ∂ΩL ∩ ∂ΩG).

• Condições de contorno de Cauchy: equivale à combinação dos dois tipos anteriores.

Nesse caso utiliza-se um valor de η intermediário, transmitindo, do domínio global,

deslocamentos e tensões para o contorno do domínio local. Segundo Kim et al.

(2010), uma boa aproximação para η é:

η =
E

d
√
V0J

(3.13)

onde E é o módulo de elasticidade do material, d é a dimensão do problema anali-

sado, V0 é o volume do elemento no sistema paramétrico e J o Jacobiano da trans-

formação do elemento global cuja aresta origina o elemento local da malha.

3.1.2.3 Formulação do Problema Global Enriquecido

Ao fim do problema Local, a solução ũL encontrada é utilizada para uma nova análise do

problema Global. Essa solução será usada como enriquecimento da Partição da Unidade

do problema Global de forma a obter a sua solução ũE
G.
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A função de aproximação local Lji(x) será a função definida por ũL, e a Eq. (3.3) pode

ser reescrita como:

{ϕl
ji} = {Nj(x)× ũl

L} (3.14)

onde l refere-se a cada componente segundo os eixos cartesianos para um problema de

dimensão d.

Para se obter a solução do problema Global Enriquecido, ũE
G, tem-se que:

Encontre ũE
G ∈ 0χ̃E

G(ΩG) ⊂H 1(ΩG) ∀ vE
G ∈ χ̃E

G(ΩG)

∫
ΩG

σ(ũE
G) : ϵ(v

E
G)dx =

∫
∂Ωσ

G

t̄ · vE
GdS (3.15)

0χ̃E
G(ΩG) é a discretização de H 1(ΩG), um espaço de Hilbert de ordem 1 definido em

ΩG, construído pelas funções de aproximação originais do problema global e pelo seu

produto pelas funções de enriquecimento oriundas da solução do problema local e que

verificam a equação (3.8).

A precisão do MEFGgl é fortemente influenciada pela qualidade da solução numérica do

problema local, que, por sua vez, é condicionada às condições de contorno derivadas do

problema global inicial. O’Hara et al. (2009) apontam que, em problemas com gradientes

localizados, podem haver erros excessivos no problema global inicial, levando a condi-

ções de contorno inadequadas no problema local. Nesses casos, o erro local não pode

ser corrigido apenas por refinamentos de malha ou enriquecimentos nodais. Para superar

essa limitação, os autores propõem ciclos global-local adicionais, onde a solução do pro-

blema global enriquecido é usada para atualizar as condições de contorno no problema

local, que então retroalimenta o problema global. Esse processo pode ser repetido até a

convergência.
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3.2 Funções de enriquecimento para representação de trin-
cas

No Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), as funções Lagrangianas tipi-

camente empregadas no MEF clássico, Nj(x), definem a Partição da Unidade (PU) usada

para construir o espaço de enriquecimento. Este espaço é abrangido por um conjunto de

funções de forma ϕji(x) obtida pelo produto de cada PU e das funções de enriquecimento

{Lji}
qj
i=1, como indicado na Equação (3.3).

Nem toda Nj(x), associada com um nó xj é multiplicada por uma função de enrique-

cimento. Como mencionado na Seção 3.1, vários tipos de funções de enriquecimento

também podem ser usadas, polinomiais ou não polinomiais, dependendo da característica

da solução a ser representada. Neste trabalho, uma trinca no modelo local de dimensão

superior é representada por uma combinação de funções de enriquecimento descontínuas

e singulares, detalhadas a seguir.

3.2.1 Funções de Heaviside

A função de Heaviside, denotada por H(x), é uma função matemática descontinua am-

plamente utilizada em várias áreas da engenharia e da física para representar transições

bruscas ou descontinuidades. Proposta para o MEFE por Moës et al. (1999), é definida da

seguinte forma:

H(x) =

{
1 ∀ ξ > 0

0, ∀ ξ < 0
(3.16)

onde ξ representa a posição em relação à descontinuidade assumida em ξ = 0 (Figura

3.3).

Essa característica de "salto"na sua definição torna a função de Heaviside uma ferramenta
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ξ

η

x

y

P
θ

r

Figura 3.3: Eixos em duas dimensões associados com a ponta da trinca.

valiosa na modelagem de fenômenos onde ocorrem mudanças instantâneas, como a aber-

tura ou fechamento de trincas em materiais sólidos.

Em problemas da Mecânica da Fratura, a função de Heaviside é frequentemente utilizada

para enriquecer o espaço de soluções em métodos numéricos, permitindo uma representa-

ção mais precisa das descontinuidades no campo de deslocamento ao redor da trinca. No

Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), a função de Heaviside pode ser

empregada para capturar a mudança abrupta no deslocamento de um lado da trinca para o

outro, proporcionando uma modelagem mais fiel dos efeitos da fratura no material.

3.2.2 Funções de Enriquecimento com Derivadas Singulares

As funções de enriquecimento com derivadas singulares são uma ferramenta essencial

no contexto do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). Estas funções

melhoram a precisão na solução dos campos de tensões e deslocamentos em regiões com

alta concentração de tensões e deformações, típicas do entorno de pontas de trincas, onde

o comportamento não é suave e o enriquecimento polinomial se mostra insuficiente.

Como forma de reproduzir a singularidade no campo de tensões produzidas pela ponta

da trinca, neste trabalho foram utilizadas as funções conhecidas como OD que derivam

da teoria da elasticiade (Szabó e Babuška, 1988). Essas funções foram utilizadas para

problemas bidimensionais em Oden e Duarte (1997) e para problemas tridimensionais

em Duarte et al. (2000).
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Para entendimento das funções OD, considera-se um modelo espacial 3D cuja a borda está

representada na Figura 3.4. Nela a abertura entre as duas superfícies é dada pelo ângulo

(2π − α) e associada à borda tem-se o sistema local de coordenadas cartesiano (ξ, η, ζ) e

o sistema de coordenadas cilíndrico (r, θ, ζ ′), ambos com a mesma origem (Ox, Oy, Oz)

(Duarte et al., 2000). No caso de trinca tem-se α = 2π e as duas superfícies se encontram.

Figura 3.4: Sistemas de coordenadas associado com um borda espacial em 3D (Duarte
et al., 2000).

Na vizinhança da borda, o campo de deslocamentos u (r, θ, ζ ′) pode ser descrito como:

u(r, θ, ζ ′) =


uξ(r, θ)

uη(r, θ)

uζ(r, θ)

 =
∞∑
j=1

A(1)
j


u
(1)
ξj (r, θ)

u
(1)
ηj (r, θ)

0

+ A
(2)
j


u
(2)
ξj (r, θ)

u
(2)
ηj (r, θ)

0

+ A
(3)
j


0

0

u
(3)
ζj (r, θ)




(3.17)

no qual (r, θ, ζ ′) são as coordenadas cilíndricas relativas ao sistema mostrado na Figura

(3.4), uξ(r, θ), uη(r, θ) e uζ(r, θ) são as componentes do vetor u nas direções ξ-, η- e ζ-,

respectivamente, os índices (1), (2) e (3) referem-se às contribuições associadas aos mo-

dos I, II e III de abertura de trinca, e j está associado a cada termo da série representativa.

Assumindo que o modelo está livre de tensões na face em que ocorre a trinca e desconsi-

derando as forças de corpo, as funções, para cada termo j, u(1)
ξj , u(1)

ηj , u(2)
ξj e u(2)

ηj são dadas,

segundo Duarte et al. (2000), por:
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u
(1)
ξj (r, θ) =

rλ
(1)
j

2G

{[
κ−Q

(1)
j (λ

(1)
j + 1)

]
cosλ

(1)
j θ − λ

(1)
j cos(λ

(1)
j − 2)θ

}
(3.18)

u
(2)
ξj (r, θ) =

rλ
(2)
j

2G

{[
κ−Q

(2)
j (λ

(2)
j + 1)

]
senλ

(2)
j θ − λ

(2)
j sen(λ

(2)
j − 2)θ

}
(3.19)

u
(1)
ηj (r, θ) =

rλ
(1)
j

2G

{[
κ+Q

(1)
j (λ

(1)
j + 1)

]
senλ

(1)
j θ + λ

(1)
j sen(λ

(1)
j − 2)θ

}
(3.20)

u
(2)
ηj (r, θ) = −

rλ
(2)
j

2G

{[
κ+Q

(2)
j (λ

(2)
j + 1)

]
cosλ

(2)
j θ + λ

(2)
j cos(λ

(2)
j − 2)θ

}
(3.21)

Para o caso de trincas, onde α = 2π, tem-se que λ
(1)
j = λ

(2)
j = λj:

λ1 =
1

2
, λj =

j + 1

2
j ≥ 2 (3.22)

Para este trabalho para que a solução satisfaça o equilíbrio e as condições de contorno

do problema, para o caso da singularidade introduzida por fissura fechada, é considerado

apenas o primeiro termo da série, j = 1, o que implica em λ(1) = λ(2) = 0, 5 e Q(1) =

Q(2) = −1, 0.

As constantes do material κ e G são:

κ =

(3− 4ν) Estado Plano de Deformação (também adotado no caso 3D)

(3−ν)
1+ν

Estado Plano de Tensão
(3.23)
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G =
E

2(1 + ν)
(3.24)

onde ν é o coeficiente de Poisson, E é o módulo de elasticidade longitudinal do material

e G é o módulo de elasticidade transversal.

A partir da expansão do modelo 2D para 3D, define-se a parcela do vetor de deslocamento

u na direção ζ-. Considerando novamente que a face da trinca está livre de tensão, apenas

o primeiro termo da série (j = 1) e desconsiderando forças de corpo, tem-se que u
(3)
ζ1 , da

Equação (3.17), pode ser definido por:

u
(3)
ζ1 =


rλ

(3)
1

2G
senλ

(3)
1 θ

rλ
(3)
1

2G
cosλ

(3)
1 θ

(3.25)

onde λ
(3)
1 :

λ
(3)
1 =

π

α
(3.26)

Finalmente, é necessária a transformação das coordenadas locais para o Sistema Global

(x, y, z). Primeiramente, as coordenadas cilíndricas (r, θ, ζ ′) do vetor u são transforma-

das para coordenadas cartesianas locais (ξ, η, ζ) e posteriormente, para as coordenadas

cartesianas globais (x, y, z):


u
(1)
x u

(2)
x

u
(1)
y u

(2)
y

u
(3)
z u

(3)
z

 = R2


ũ
(1)
ξ1 ũ

(2)
ξ1

ũ
(1)
η1 ũ

(2)
η1

ũ
(3)
ζ1 ũ

(3)
ζ2

 (3.27)

Sendo que:

R2 = (R−1
2 )

T (3.28)
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no qual R−1
2 é a matriz de transformação de coordenadas, cujas linhas são os vetores de

base do sistema de coordenadas local (ξ, η, ζ), Duarte et al. (2000). Assim, a matriz resul-

tante da Equação (3.27) representa as funções de aproximação locais a serem utilizadas

no MEFG.

É importante destacar que a formulação apresentada para funções de enriquecimento com

derivadas singulares está generalizada para modelos tridimensionais, mas é adaptável a

modelos bidimensionais. Para isso, basta eliminar as contribuições das funções nas coor-

denadas −z global e −ζ local.

A partir da Equação (3.4), a aproximação do campo de deslocamentos, com os enriqueci-

mentos de função de trinca, fica da seguinte forma:

ũ(x) =
n∑

j=1

Nj(x)uj +
∑
j∈Id

Nj(x)H(x)aj +
∑
j∈IS

Nj(x)UOD(x)Dj (3.29)

no qual Id e Is seriam os conjuntos de índices dos nós enriquecidos com as funções

descontínuas (Heaviside) ou de trinca (singulares), respectivamente. UOD(x) e Dj , são

dados por:

UOD =


u
(1)
x 0 0 u

(2)
x 0 0

0 u
(1)
y 0 0 u

(2)
y 0

0 0 u
(1)
z 0 0 u

(2)
z

 Dj =



jd
(1)
x

jd
(1)
y

jd
(1)
z

jd
(2)
x

jd
(2)
y

jd
(2)
z


(3.30)

3.3 Mecânica da Fratura Linear Elástica

A análise do comportamento das trincas neste estudo será realizada no contexto da Me-

cânica da Fratura Linear Elástica (MFLE). Esse campo considera que a zona plástica ao
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redor da ponta da trinca é desprezível em relação ao comprimento total da trinca, per-

mitindo que os princípios da elasticidade linear sejam aplicáveis. Dentro da MFLE, o

principal parâmetro para a análise é o Fator de Intensidade de Tensão, K, que quantifica

a intensidade do campo de tensões próximo à ponta da trinca e é essencial para prever o

crescimento e a propagação da trinca em materiais sólidos.

Existem três modos principais de abertura de trinca, dependendo do tipo de carregamento

aplicado (Figura 3.5). O Modo I, também conhecido como modo de abertura ou tração,

refere-se a uma trinca que se abre perpendicularmente à sua configuração da trinca de-

vido a uma solicitação de tração, sendo caracterizado pelo parâmetro KI . O Modo II,

ou modo de deslizamento, está associado a uma solicitação de cisalhamento, resultando

em um deslocamento paralelo à configuração da trinca, e é descrito pelo parâmetro KII .

Além desses, há o Modo III, conhecido como modo de rasgamento, que resulta em um

deslocamento transversal descrito pelo parâmetro KIII .

Figura 3.5: Modos básicos de deslocamento das superfícies da trinca (Dowling, 2007).

A determinação dos campos de deslocamento e de tensões nas proximidades da ponta

da trinca estende os conhecimentos obtidos da teoria da elasticidade aplicada a proble-

mas bidimensionais. A combinação dos modos I, II e III produz a solução geral para o

campo de tensões e deformações próximo à ponta da trinca. Esta abordagem permite a

análise precisa do comportamento da trinca e a previsão de sua propagação sob diferentes

condições de carregamento, fornecendo uma base sólida para a avaliação da integridade

estrutural e a prevenção de falhas em materiais e componentes estruturais.



64

3.3.1 Procedimento para o cálculo de Fatores de Intensidade de Ten-
são segundo o método da Integral de Interação

O cálculo dos fatores de intensidade de tensão utilizado neste trabalho baseia-se no mé-

todo energético da Integral de Interação, proposto por Yau et al. (1980). Trata-se de um

método formulado a partir das leis de conservação da Teoria da Elasticidade e de relações

fundamentais da Mecânica da Fratura.

Para problemas planos em modo misto de abertura, a Integral J pode ser expressa em

termos dos fatores de intensidade de tensão da seguinte forma:

J =
K2

I

E∗ +
K2

II

E∗ (3.31)

onde E∗ é definido em termos do módulo de elasticidade, E, e do coeficiente de Poisson,

ν, como:

E∗ =

{
E, para Estado Plano de Tensão
E

1−ν2
, para Estado Plano de Deformação

(3.32)

Considerando os estados de tensão e de deformação, a integral J é definida para um

contorno Γ como:

J =

∫
Γ

(
1

2
σijϵijδ1j − σij

∂ui

∂x1

)
njdΓ (3.33)

Dois estados independentes de equilíbrio são considerados. O estado 1, representado pelo

índice 1, corresponde ao estado corrente do modelo, obtido após o seu processamento,

e o estado 2, indicado pelo índice 2, é definido como um estado de equilíbrio auxiliar,

escolhido a partir das soluções assintóticas para os Modos I e II de abertura. A integral J ,

da Equação (3.33), para a superposição de dois estados de equilíbrio é dada por:
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J (1+2) =

∫
Γ

1

2

(
σ
(1)
ij + σ

(2)
ij

)(
ϵ
(1)
ij + ϵ

(2)
ij

)
δ1j −

(
σ
(1)
ij + σ

(2)
ij

) ∂
(
u
(1)
i + u

(2)
i

)
∂x1

njdΓ

(3.34)

onde x1 e x2 correspondem aos eixos das abscissas e das ordenadas do sistema cartesi-

ano de coordenadas adotado e nj corresponde ao vetor unitário normal ao contorno Γ,

conforme Figura 3.6. σ(1)
ij , ϵ(1)ij e u

(1)
i indicam os campos de tensões, deformações e des-

locamentos do estado 1, resultantes da análise com a presença da trinca. σ(2)
ij , ϵ(2)ij e u

(2)
i

representam os campos de tensões, deformações e deslocamentos do estado 2.

Figura 3.6: Sistema de coordenadas adotado para o cálculo da Integral de Interação,
considerando uma trinca representada em vermelho (Fonseca, 2019).

Após reordenamento dos termos da Equação (3.34), obtém-se:

J (1+2) = J (1) + J (2) + I(1,2) (3.35)

no qual o símbolo I(1,2) é definido como a Integral de Interação para os estados 1 e 2, e é

dado por:

I(1,2) =

∫
Γ

[
W (1,2)δ1j − σ

(1)
ij

∂u
(2)
i

∂x1

− σ
(2)
ij

∂u
(1)
i

∂x1

]
njdΓ (3.36)

W (1,2) refere-se à energia de deformação de interação:

W (1,2) = σ
(1)
ij ε

(2)
ij = σ

(2)
ij ε

(1)
ij (3.37)
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Reescrevendo Equação (3.31) para a combinação dos dois estados de equilíbrio:

J (1+2) = J (1) + J (2) +
2

E∗

(
K

(1)
I K

(2)
I +K

(1)
II K

(2)
II

)
(3.38)

Igualando a Equação (3.38) à Equação (3.35) obtem-se a sequinte relação entre a Integral

de Interação e os fatores de intensidade de tensão:

I(1,2) =
2

E∗

(
K

(1)
I K

(2)
I +K

(1)
II K

(2)
II

)
(3.39)

A partir de uma escolha adequada para o estado auxiliar 2 pode-se obter expressões finais

para KI e KII . O estado auxiliar 2 definido como Modo I puro, com K
(2)
I = 1 e K(2)

II = 0,

gera o modo I do fator de intensidade de tensão para o estado 1 em termos da Integral de

Interação:

K
(1)
I =

2

E∗ I
(1,ModoI) (3.40)

De forma similar, a partir da definição do estado 2 como o de Modo II pura, com K
(2)
II = 1

e K
(2)
I = 0, obtém-se uma expressão para KII :

K
(1)
II =

2

E∗ I
(1,ModoII) (3.41)

A integral de linha definida pela Equação (3.36) não se apresenta como a mais adequada

para uma análise utilizando elementos finitos planos. Portanto, é realizada uma transfor-

mação da integral de linha em uma integral de área equivalente, a partir da multiplicação

do integrando por uma função q(x) suficientemente suave e unitária no interior de Γ. Re-

duzindo este contorno, no limite, à ponta da trinca e aplicando o teorema da divergência,

obtém-se a Integral de Interação como uma integral de área:
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I(1,2) =

∫
A

[
σ
(1)
ij

∂u
(2)
i

∂x1

+ σ
(2)
ij

∂u
(1)
i

∂x1

−W (1,2)δ1j

]
∂q

∂xj

dA (3.42)

O domínio A é definido como um conjunto de elementos finitos situados ao redor da ponta

da trinca. Segundo Moës et al. (1999) este conjunto deve ser formado pelos elementos que

contêm, pelo menos, um nó no interior de um círculo de raio rd com centro na ponta da

trinca. Um valor típico para rd é dado pelo dobro do comprimento característico (para o

caso bidimensional definido como a raiz quadrada da área) do elemento finito que contém

a ponta da trinca. O processo de seleção desses elementos é ilustrada na Figura 3.7.

Figura 3.7: Exemplo do processo de definição dos elementos que irão compor o domínio
de integração para o cálculo da Integral de Interação. Os elementos selecionados são

destacados em azul. (Fonseca, 2019).

Definido o domínio A, pode-se explicitar a função de ponderação q. Moës et al. (1999)

sugerem que tal função assuma o valor unitário para os nós localizados no interior do

círculo definido por rd e valor nulo nos nós externos a esse círculo. Apenas os elementos

cortados pela circunferência de raio rd irão de fato contribuir para o cálculo de I(1,2), já

que nos demais elementos internos ao círculo ∂q
∂xj

= 0. Detalhes sobre os campos σ(2)
ij e

u
(2)
i podem ser encontrados em Fonseca (2019).

3.4 Acoplamento multidimensional

As análises multidimensionais envolvem a descrição de modelos com elementos de for-

mulações e dimensões variadas. Para uma análise adequada desses modelos, é essencial

que o acoplamento entre eles seja estabelecido com base na compatibilidade de desloca-

mentos e no equilíbrio das tensões. Como explicado na seção 2.2, diversos métodos de
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acoplamento são propostos para obter resultados satisfatórios nas análises multidimensi-

onais. Neste trabalho, destaca-se o Método de Restrição em Múltiplos Pontos (MPC) de-

formável, por realizar a distribuição dos esforços por algum critério de ponderação, e cujo

desenvolvimento será abordado nesta seção, seguindo a explicação de Felippa (2004). O

detalhamento deste método visa embasar a discussão sobre a estratégia de acoplamento

adotada neste trabalho.

3.4.1 Método de Restrição em Múltiplos Pontos (MPC)

Em uma análise estrutural, ao se prescrever deslocamentos em determinados nós, cria-

se a chamada restrição em único grau de liberdade. Assim, uma componente nodal de

deslocamento é igual a um valor prescrito deste deslocamento.

Seja o seguinte exemplo, associado à descrição de uma estrutura em R2:

uj
x = 0, uk

y = a (3.43)

onde j e k referem-se aos nós e a é uma constante real não nula.

A equação (3.43) contém duas restrições; a primeira prescreve um deslocamento nulo na

direção x para o nó j e o segundo um deslocamento de a na direção y para o nó k, ambos

graus de liberdade da discretização da estrutura.

Com base nesse conceito, as restrições em múltiplos graus de liberdade (MFC - MultiFre-

edom Constraints) são definidas como equações que conectam dois ou mais componentes

de deslocamento a um valor prescrito comum. Como exemplo, tem-se:

uk
x = 1

2
uk
y, uk

x − 2uj
x + ul

x = b (3.44)

As equações de restrição podem ser classificadas como lineares quando as componentes

de deslocamento se relacionam linearmente, ou não lineares caso contrário. Além disso,
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uma equação pode ser considerada homogênea se a relação entre os deslocamentos de-

pender de uma constante nula, caso contrário é considerada não-homogênea. Quando as

equações de MFC conectam apenas componentes de deslocamentos de nós diferentes, são

denominadas equações de restrição em múltiplos pontos (MPC - Multipoint Constraint).

Ao considerar os critérios de classificação acima descritos, a primeira das equações de

(3.44) é identificada como linear e homogênea, mas não se enquadra como uma equação

de MPC devido a se restringir apenas aos deslocamentos do nó k em x e y. Por outro

lado, a segunda equação é classificada como linear e não homogênea devido à presença

de uma constante não nula. Adicionalmente, ela também pode ser denominada como uma

equação de MPC, pois envolve a relação entre distintos graus de liberdade.

Em diversos casos, é mais conveniente expressar as equações de restrição no formato

matricial. Tomando como exemplo a segunda equação de (3.44), pode-se representá-la

como:

[
1 −2 1

]
uk
x

uj
x

ul
x

 = b (3.45)

que apresentada de forma mais genérica, pode ser substituída por:

ā · ū = g (3.46)

onde ū é o vetor dos graus de liberdade que participa das restrições, ā é o vetor que

contém os respectivos coeficientes para cada um dos deslocamentos listados em ū e g

representa a constante.

Em muitos problemas é mais conveniente expandir os vetores da Eq. (3.45) de maneira a

identificar todos os graus de liberdade do modelo. Se a Eq. (3.45) pertence a um modelo

bidimensional de elementos finitos com 6 nós, e assim com 12 graus de liberdade, e k, j

e l representam, respectivamente, os nós 2, 4 e 6 do modelo, tem-se sua forma expandida
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como:

[
0 0 1 0 0 0 −2 0 0 0 1 0

]



ux1

uy1

...

uxi

uyi

...

ux6

uy6


= b (3.47)

E a notação matricial fica:

a · u = g (3.48)

onde u e a e são os vetores que contêm todos os graus de liberdade e os respectivos

coeficientes das equações de MPC de todos os nós do modelo, na forma expandida.

Em um mesmo modelo de elementos finitos pode-se definir vários MPC, que podem ser

reunidos em uma só relação matricial. Se em um problema bidimensional com n nós,

no qual definiu-se mais de duas equações MPC no formato da Eq. (3.48), é possível

reorganizar todas as equações em um único sistema:

a1 · u = g1

a2 · u = g2
...

am · u = gm

→


a1

a2

...

am





ux1

uy1

ux2

...

uyn


=


g1

g2
...

gm


→ A · u = g (3.49)

Neste caso, como o modelo possui 2n graus de liberdade e m equações de restrições, a

matriz A tem o tamanho de m× 2n, sendo ai =
[
ai1 ai2 · · · ain

]
os coeficientes dos

graus de liberdade para a i-ésima equação MPC.



71

Quando são impostas restrições de deslocamento entre os nós em um modelo de elemen-

tos finitos, é necessário incluir as equações MPC na análise do modelo. Para incorporar

essas restrições na análise, ajustes são feitos na montagem da matriz de rigidez do método

numérico. Existem três metodologias distintas que inserem as equações MPC na solução

do problema, são elas: o método de eliminação por dependência, o método da penalidade

e o método multiplicadores de Lagrange.

No método de eliminação por dependência, os nós envolvidos em cada MPC são clas-

sificados em dependentes e independentes. Os graus de liberdade dependentes são eli-

minados das equações do modelo global, resultando em equações modificadas que não

incluem esses graus de liberdade dependentes. No método da penalidade, cada equação

MPC é considerada como um elemento estrutural elástico fictício, chamado de elemento

de penalidade, que liga os nós que participam da equação, impondo a restrição entre eles.

Este elemento estrutural é associado a um peso, e a restrição tende a ser mais exata quanto

maior for este peso. Este elemento de penalidade cria uma nova equação de rigidez que é

adicionada à equação de elementos finitos global, que pode então ser resolvido. O método

Multiplicador de Lagrange se assemelha ao método da penalidade, porém essa conexão

entre os nós que participam da equação de restrição é considerada rígida, no lugar de fle-

xível e o que liga os nós são pares de forças de reação iguais e contrárias, as forças de

restrição. Essas forças são então incorporadas na equação de elementos finitos.

O método de eliminação por dependência é o mais simples dentre os métodos, e usado

por McCune et al. (2000) e Wang et al. (2014) em seus respectivos trabalhos assim como

nesta tese, e será detalhado a seguir.

3.4.1.1 Método de eliminação por dependência

No método de eliminação por dependência, para cada equação de MPC, deve-se escolher

quais são os graus de liberdade independentes e os dependentes. Desta forma, no equaci-

onamento do problema global, um novo vetor de graus de liberdade será montado, onde

todos os graus de liberdade dependentes serão eliminados, restando os graus de liberdade
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independentes e os graus de liberdade que não participam das equações de MPC.

Generalizando o exemplo sugerido por Felippa (2004), tem-se um problema de barra uni-

axial, discretizado com uma malha de elementos finitos com (n− 1) barras e conectados

com n nós, como ilustrado pela Fig. 3.8. Na figura ui e fi representam, respectivamente,

o deslocamento e a força nodal do grau de liberdade i.

u1,f1

(1)

u2,f2

(2)

u3,f3

(3)

ui,fi

(i)

uj,f j

(j)

u(n-1),f(n-1)

(n-1)

un,fn

X
1 2 3 i j (n-1) n

(i-1) (n-2)(j-1)

Figura 3.8: Problema unidimensional discretizado com (n-1) elementos finitos de barra
(Generalizada de Felippa (2004))

No problema da Fig. 3.8, suponha uma equação de MPC do tipo:

u2 − uj = 0→ u2 = uj (3.50)

impondo uj como o grau de liberdade dependente e u2 como o independente.

Relacionando os n graus de liberdade do problema, com um novo conjunto, onde o grau

de liberdade dependente é eliminado, tem-se:



u1

u2

u3

...

ui

...

uj

...

u(n−1)

un



=



1 0 0 · · · 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 · · · 0 0
...

0 0 0 · · · 1 · · · 0 0
...

0 1 0 · · · 0 · · · 0 0
...

0 0 0 · · · 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · 0 · · · 0 1





u1

u2

u3

...

ui

...

u(n−1)

un



(3.51)

Criando uma nova relação de transformação para o problema:
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u = Tû (3.52)

onde u é o vetor que contém todos os graus de liberdade do modelo, û o vetor de desloca-

mentos modificado, sem o grau de liberdade dependente e T é a matriz de trasformação

do modelo.

A equação geral para este problema de elementos finitos pode ser considerada como:



k11 k12 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 0

k12 k22 k23 · · · 0 · · · 0 · · · 0 0

0 k23 k33 · · · 0 · · · 0 · · · 0 0
... . . . ...

0 0 0 · · · kii · · · kij · · · 0 0
... . . . ...

0 0 0 · · · kij · · · kjj · · · 0 0
... . . . ...

0 0 0 · · · 0 · · · 0 · · · k(n−1)(n−1) k(n−1)n

0 0 0 · · · 0 · · · 0 · · · k(n−1)n knn





u1

u2

u3

...

ui

...

uj

...

u(n−1)

un



=



f1

f2

f3
...

fi
...

fj
...

f(n−1)

fn


(3.53)

e, de maneira reduzida:

Ku = f (3.54)

onde K é a matriz de rigidez, u o vetor de deslocamentos e f o vetor de forças.

Substituindo a Eq. (3.52) na Eq. (3.54), e multiplicando ambos os lados por TT :

TTKTû = TT f (3.55)

Fazendo K̂ = TTKT e f̂ = TT f , o novo sistema de equações, modificado para o modelo

que inclue a equação de MPC (3.50) fica:
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K̂û = f̂ (3.56)

E o novo sistema de equação linear para o problema que possui um grau de liberdade

dependente fica da forma:



k11 k12 0 · · · 0 · · · 0 0

k12 k22 + kjj k23 · · · kij · · · 0 0

0 k23 k33 · · · 0 · · · 0 0
...

0 kij 0 · · · kii · · · 0 0
...

0 0 0 · · · 0 · · · k(n−1)(n−1) k(n−1)n

0 0 0 · · · 0 · · · k(n−1)n knn





u1

u2

u3

...

ui

...

u(n−1)

un



=



f1

f2 + fj

f3
...

fi
...

f(n−1)

fn


(3.57)

Na solução deste novo sistema de equações, com (n − 1) equações e, portanto, (n − 1)

incógnitas, o valor de uj é obtido ao se calcular a relação da Eq. (3.50).

Essa mesma solução pode ser usada para modelos mais gerais, onde várias equações de

MPC lineares são definidas para um mesmo modelo de elementos finitos.

3.4.2 Método de Acoplamento

Na vinculação dos nós dos diferentes elementos que compartilham uma interface, define-

se uma equação de restrição contendo os deslocamentos dos nós dessa interface, esta-

belecendo uma equação do tipo MPC. Ao montar um modelo de acoplamento usando o

método MPC deformável, deseja-se encontrar os coeficientes de ponderação mais ade-

quados que relacionam os deslocamentos da interface, e que possibilitem a montagem da

matriz A definida na Eq. (3.49), com todas as restrições do modelo.

Para o equacionamento do método de acoplamento em modelos multidimensionais dis-

tintos, McCune et al. (2000) estabelecem a igualdade do trabalho realizado pela tensão
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na interface do modelo. Nesta estratégia de acoplamento, são utilizadas inicialmente dois

modelos, um de viga e outro de chapa (modelo plano de tensão), em cuja interface de

contato é definido:

WB = WP (3.58)

onde WP é o trabalho realizado pelas forças nodais na interface da chapa (do inglês plate,

mas referente ao estado plano de tensão) e WB o trabalho realizado pelas forças nodais na

interface da viga (do inglês beam, referente à formulação de Euler Bernoulli), que podem

ser definidos como:

WP =

∫
A

(σxU + τxyV ) dA (3.59)

em que σx é a componente normal do campo de tensões e τxy a componente de cisa-

lhamento, atuantes na chapa, enquanto que U e V são deslocamentos correspondentes,

respectivamente, às forças infinitesimais σxdA e τxydA, e sobre as quais o trabalho é

realizado. Por sua vez:

WB = Pu+Qv +Mθ (3.60)

onde P , Q e M , são, respectivamente a força axial, a força cortante e o momento fletor

atuantes na viga, e correspondentes aos deslocamentos u, v e θ.

A relação proposta por McCune et al. (2000) estabelece através da imposição de (3.58)

uma conexão direta entre os deslocamentos da viga e o campo de deslocamento da chapa,

gerando os coeficientes necessários para as equações de restrição do MPC deformável.

Isso assegura a compatibilidade de deslocamentos e o equilíbrio de esforços na interface.

No entanto, como explicado na Seção 2.2, este é um método oneroso, pois depende dos

tipos de elementos que compõe a interface e também da quantidade de nós destes ele-

mentos, e com isso, para cada mudança, uma nova equação (3.58) deve ser calculada
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analiticamente.

Para o desenvolvimento de um método iterativo para o cálculo dos coeficientes das equa-

ções de restrição, Wang et al. (2014) utilizam o mesmo exemplo de acoplamento entre

uma chapa e uma viga de modo que as equações de restrição de deslocamento possam ser

expressas como:

uB = CuP → uB −CuP = 0 (3.61)

onde C é a matriz de coeficientes da equação de restrição de deslocamentos, uB ={
u v θ

}T

é o vetor com os deslocamentos dos nós da viga e uP =
{
U V

}T

o vetor

de deslocamento dos nós da chapa.

O termo CuP pode ser interpretado como os deslocamentos generalizados dos nós da

chapa que são equivalentes à uB na interface. Desta forma, a matriz C é a responsável por

ponderar a contribuição de cada um dos graus de liberdade dos nós da chapa, garantindo

que o deslocamento dos nós da viga corresponda de forma consistente ao deslocamento

da chapa na interface, da mesma forma que a matriz A presente na Equação (3.49).

Usando o princípio dos trabalhos virtuais, Wang et al. (2014) definem que em um acopla-

mento qualquer, a soma dos trabalhos virtuais realizados pelas forças correspondentes na

interface entre dois tipos de elementos deve ser zero:

δWP + δWB = 0 (3.62)

onde δWP é o trabalho virtual realizado pelas forças nodais na interface da chapa e δWB o

trabalho virtual realizado pelas forças nodais na interface da viga, que podem ser definidos

como:
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δWP =

∫
A

(σxδuP + τxyδvP ) dA =
Nelementos∑

j=1

∫
Aj

(σxNjδuPj + τxyNjδvPj) dA = δuT
PFP

(3.63)

para a chapa e,

δWB = δuBP + δvBQ+ δθBM = δuT
BFB (3.64)

para a viga. Onde σx e τxy são as tensões normais e de cisalhamento, respectivamente.

δuP é o vetor de deslocamentos virtuais da chapa e δuB o vetor de deslocamentos virtuais

para a viga. FP e FB são vetores de forças nodais na interface da chapa e da viga,

respectivamente. Nj é a função de forma do elemento; δuPj e δvPj são deslocamentos

nodais virtuais.

Substituindo as Eqs. (3.63) e (3.64) na Eq. (3.62), tem-se:

δuT
PFP + δuT

BFB = 0 (3.65)

Expressando a equação de restrição de deslocamentos à partir dos deslocamentos virtuais

na interface:

δuB = CδuP (3.66)

e substituindo a Eq. (3.66) na Eq. (3.65), tem-se:

δuT
PFP + δuT

PC
TFB = 0 (3.67)

uma equação que vale para qualquer deslocamento virtual arbitrário, e que resulta em:

FP +CTFB = 0→ FP = −CTFB (3.68)
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Assim, Wang et al. (2014) conseguem relacionar as forças generalizadas entre os nós da

interface, definindo a matriz CT , como sendo uma matriz de distribuição de esforços do

nó da viga para os nós da chapa na interface, contendo os coeficientes da equação de

restrição de esforços. Além disso, percebe-se que a matriz de coeficientes que relaciona

as forças é a transposta da matriz que relaciona os deslocamentos, equação (3.61).

Wang et al. (2014), então, desenvolvem um método numérico para definir, iterativamente,

a matriz de coeficientes da equação de restrição de forças (CT ). Com isso, a matriz de co-

eficientes da equação de restrição de deslocamentos (C) pode ser encontrada, garantindo

a compatibilidade de deslocamentos e as condições de equilíbrio de tensões na interface.

3.4.2.1 Método Numérico de Acoplamento de Wang et al. (2014)

Dado um modelo multidimensional de acoplamento chapa-viga, a interface é definida

pelos modelos de dimensões diferentes nos quais deseja-se compatibilizar os esforços

e deslocamentos, como indicado na Figura 3.9. Neste caso, o modelo com redução de

dimensionalmente corresponde àquele discretizado pelo elemento de viga, enquanto que

o modelo com elevada dimensionalidade é discretizado pelos elementos de chapa em

Estado Plano de Tensão.

Viga

Chapa
x, ux

y, uy

θ

Figura 3.9: Interface de Acoplamento Chapa-Viga, adaptado de Wang et al. (2014), para
elementos planos quadrilaterais do tipo Q4 (quatro nós) conforme utilizado nessa tese

Identificada a interface, uma subestrutura é extraída diretamente do modelo de elementos

finitos da chapa, Fig. 3.10, que é utilizada para a criação do modelo de forças nodais

(MFN).
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Viga

Chapa
x, u, U

y, v,V

θ

Subestrutura

P

M
Q

Forças nodais extraídas
da seção média

Nó de
carregamento

Figura 3.10: Subestrutura da chapa na interface extraída para a criação do Modelo de
Forças Nodais, adaptado de Wang et al. (2014)

O modelo de forças nodais é formado pela repetição da subestrutura usando a mesma ma-

lha e tipo de elemento. Este novo modelo deve ser longo o suficiente de modo a evitar

efeitos de perturbação de tensão e deformação próximo ao local de aplicação do carre-

gamento. No método numérico proposto por Wang et al. (2014), define-se o tamanho do

MFN como maior ou igual a cinco vezes a maior dimensão dos elementos que compõem

a subestrutura.

Em cada um dos dois extremos do MFN um nó de carregamento é estabelecido no centro

das seções. Para calcular a resposta do modelo de forças nodais, um dos nós recebe

carregamentos unitários (forças e momentos) e o nó da outra extremidade é restringido

completamente. Como a viga não é retratada no MFN, estes nós da extremidade têm como

objetivo reproduzir o nó da viga na interface. Os carregamentos unitários aplicados, fazem
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referência a cada um dos três graus de liberdade do elemento de viga (u, v e θ).

A fim de obter a matriz de coeficientes para a equação de restrição, Wang et al. (2014)

empregam um procedimento iterativo no modelo de forças nodais visando o cálculo dos

coeficientes. Este processo permite o cálculo das forças nodais da chapa na interface

com alta precisão, determinando a distribuição de esforços entre os nós dos modelos na

interface.

Na primeira iteração, são empregadas conexões rígidas, com o intuito de ligar o nó de car-

regamento a todos os nós da seção da extremidade correspondente, utilizando as equações

de restrições em múltiplos pontos (MPC) rígidas. Estas conexões rígidas condicionam os

deslocamentos entre os graus de liberdade conectados, permitindo a transmissão dos car-

regamentos unitários aplicados.

A análise é conduzida individualmente para cada carregamento unitário. No modelo em

estudo, a viga, isso corresponde a um valor unitário para uma força cortante (Q), uma

força normal (P) e um momento fletor (M).

Voltando a Figura 3.10, a cada aplicação de uma dessas forças no nó de carregamento e

após a solução do modelo de forças nodais, extrai-se dos elementos centrais (hachurados)

os deslocamentos nodais obtidos, dando a eles o nome de uSE (SE está associado à

subestrutura). Este vetor de deslocamentos é multiplicado pela matriz de rigidez KSE ,

obtendo o vetor de forças nodais na seção média (fSE). A matriz KSE é extraída dos

elementos de chapa que compõem a interface do modelo chapa-viga (Figura 3.9).

fSE = KSEuSE (3.69)

Esse vetor de forças nodais é definido como o vetor de forças da chapa na interface, se

aplicada uma força unitária na viga. Em Wang et al. (2014) define-se que o vetor fSE

também corresponde aos coeficientes da equação de restrição de esforços. Assim, com os

vetores de forças calculados para cada um dos carregamentos unitários, a matriz CT , da
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relação (3.68), pode ser obtida e, consequentemente, a matriz de coeficientes da equação

de restrição de deslocamentos (C).

CT =
[
fSE,Fx fSE,Fy fSE,Mθ

]
→ C =


fTSE,Fx

fTSE,Fy

fTSE,Mθ

 (3.70)

Na primeira análise do MFN, a conexão rígida é utilizada para associar os nós do modelo

de chapa ao nó de carregamento, o que não gera bons resultados. A partir da segunda

análise, o modelo de forças nodais é recalculado. A conexão rígida é substituída pela

conexão deformável e a matriz de coeficientes C, encontrada na análise anterior, é utili-

zada na equação MPC deformável. Os vetores de forças nodais calculados nesta segunda

análise serão utilizados para montar a nova matriz de coeficientes e este procedimento

continua até que se tenha uma convergência dos valores dos coeficientes dentro de uma

tolerância pré-definida.

A matriz de coeficientes da equação de restrição de deslocamento obtida na última itera-

ção do modelo de forças nodais é então transferida para o modelo principal chapa-viga,

finalizando o acoplamento. O fluxograma da Fig. 3.11 resume o processo iterativo para

o cálculo dos coeficientes de restrição para o método de acoplamento proposto por Wang

et al. (2014).
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Início

Extração da matriz de rigidez na interface e 
montagem do modelo de forças nodais, Fig. 3.9

1ª 
iteração?

Conecta os nós de carregamento com o modelo 
de forças nodais usando uma nova matriz de 

coeficientes de restrição, Eq. (3.61)

Aplicação de carregamentos unitários 
concentrados e cálculo dos resultados

Conecta os nós de carregamento 
com o modelo de forças nodais 

usando conexões rígidas

Extração do vetor de deslocamento na seção 
interna, cálculo do vetor de forças e formatação 

da nova equação de restrição

Convergência 
da matriz de 
coeficientes?

Sim

Saída da matriz de coeficientes

FIM

Não

Não

Sim

Figura 3.11: Processo iterativo para a obtenção da matriz de coeficientes da equação de
restrição (Wang et al., 2014)
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Capítulo 4

Análise multidimensional via MEFGgl

para propagação de trinca

A partir das fundamentações teóricas expostas nos Capítulos 2 e 3, este capítulo apre-

senta a estratégia proposta, que é a análise multidimensional da propagação de trinca

utilizando o Método dos Elementos Finitos Generalizados com Enriquecimento Global-

Local (MEFGgl).

4.1 Procedimentos de Solução

O método proposto combina a estratégia global-local do MEFG com um procedimento

iterativo de acoplamento multidimensional de elementos finitos. O procedimento será

ilustrado neste capítulo por meio de um problema teórico de referência, em que se pre-

tende simular a propagação de uma trinca ao longo da altura de uma viga submetida à

flexão (Figura 4.1). Para este fim, dois modelos numéricos são considerados. O primeiro,

responsável por representar a flexão da viga, é discretizado por uma malha de elemen-

tos de dois nós de viga de Timoshenko. Este é o modelo com redução dimensional, ou

inferior, (MI). O segundo modelo considerado, em comparação com o primeiro, como

de elevada dimensionalidade, ou modelo superior (MS), é representado por uma malha

de elementos quadrilaterais em estado plano de tensão e abrange a região onde ocorre a

propagação da trinca. No desenvolvimento deste trabalho, foi adotado o modelo de Ti-

moshenko para a representação do modelo MI . Enquanto os elementos de Euler-Bernoulli
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possuem uma formulação de classe C1, garantindo a continuidade das derivadas das fun-

ções de forma, os elementos de Timoshenko utilizam uma formulação C0. Essa caracte-

rística permite associar a partição da unidade de maneira direta ao elemento e favorece o

processo de enriquecimento empregado no MEFG.

Figura 4.1: Viga multidimensional engastada em balanço

Para garantir a compatibilidade de deslocamentos e tensões na interface entre os dois mo-

delos, é empregado o procedimento iterativo de Wang et al. (2014), que utiliza o método

de acoplamento de MPC deformável. O método proposto por Wang et al. (2014) depende

exclusivamente da posição dos nós e da configuração dos elementos na interface. Se hou-

ver alterações na malha de elementos que afetem a discretização ao longo da interface,

um novo acoplamento deve ser realizado.

A fim de superar as limitações inerentes à necessidade de reformulação do acoplamento

sempre que a malha é alterada, esta tese propõe a introdução de um modelo intermediário

envolvendo o MS , denominado mesomodelo. Esse mesomodelo assume o papel do mo-

delo global em uma análise pelo MEFGgl, seção 3.1.2, em que o modelo local, no qual

se propaga a trinca, é o MI . Esse modelo intermediário proporciona uma flexibilidade

significativa na definição e no refinamento do modelo MS , que acompanha a propagação

da trinca sem que seja necessário reestruturar o processo de acoplamento, que é realizado

entre os modelos MI e o mesomodelo, a cada etapa. O mesomodelo é definido na mesma

região do modelo local e adota a mesma formulação de elementos finitos, desempenhando

um papel central no acoplamento entre o MI e o MS (ver Figura 4.2). Três escalas de aná-

lise são, então, empregadas. MI passa a ser entendido como o modelo global com redução

dimensional. MS é o modelo local de elevada dimensionalidade. Entre os dois modelos,
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relacionando-se entre si, está o mesomodelo de elevada dimensionalidade.

Modelo dimensionalmente
reduzido (MI)

Modelo com elevada
dimensionalidade (MS)

Mesomodelo

Modelo Global

Modelo Local

Figura 4.2: Viga multidimensional engastada em balanço com as três escalas de análise
empregada no novo método proposto

O procedimento MEFGgl aqui empregado permite que a mesoescala seja enriquecida com

soluções do modelo local de elevada dimensionalidade, oferecendo uma representação

detalhada das áreas de interesse, enquanto mantém a consistência entre o mesomodelo e o

MI . O MEFGgl possui a capacidade de fornecer uma aproximação acurada e mantenedora

de uma discretização constante na interface, mesmo à medida que a trinca se propaga.

A aplicação do procedimento iterativo descrito por Wang et al. (2014) é realizada para

relacionar eficientemente os graus de liberdade na interface entre os modelos MI e o

mesomodelo, e assegurando uma transição suave entre as respostas globais e locais.

A combinação do mesomodelo com a estratégia MEFGgl traz vantagens significativas.

Uma das principais é a flexibilidade no refinamento do modelo local, garantindo uma

interface única e eficiente com o modelo global de dimensão reduzida. Além disso, o uso

de uma malha relativamente grosseira para o mesomodelo contribui para a redução do

esforço computacional. O cálculo das equações de restrição na interface entre o modelo

global e o mesomodelo é realizado uma única vez, mantendo-se válido ao longo das

etapas de simulação do fenômeno de interesse, o que otimiza o processo de simulação da
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propagação da trinca ou de qualquer outro fenômeno localmente confinado que se deseja

representar.

4.2 Descrição da Estratégia

Embora a estratégia proposta nesta tese adote a metodologia desenvolvida por Wang et al.

(2014), conforme detalhada na Seção 3.4.2.1, e seja aplicada ao modelo ilustrativo seme-

lhante, o acoplamento entre viga e chapa, a formulação será apresentada de maneira gené-

rica. Para isso, utiliza-se a notação MI para representar o modelo de redução dimensional,

onde I refere-se ao termo inferior, e MS para o modelo de elevada dimensionalidade, com

S derivado do termo superior. Essa notação padronizada permite uma compreensão mais

ampla da estratégia proposta, facilitando sua aplicação a diferentes cenários de acopla-

mento multidimensional e destacando a generalidade da abordagem desenvolvida.

O passo inicial do procedimento proposto consiste na definição do modelo de mesoescala

na região previamente identificada como propensa à propagação da trinca, incluindo a

determinação das dimensões desse mesomodelo. Após esta definição, a matriz de coefi-

cientes C (Equação (3.70)) associada com a interface entre o mesomodelo e o MI precisa

ser calculada a partir do procedimento criado por Wang et al. (2014) e descrito na Se-

ção 3.4.2.1, tendo como base o Modelo de Forças Nodais, MFN, representado na Fig.

4.3. O acoplamento na interface entre elementos de diferentes dimensões é conseguido

por meio da imposição de equações de restrição, utilizando o método de eliminação por

dependência (Felippa, 2004), conforme explicado na Seção 3.4.1.1.

A relação entre os nós dependentes e independentes na interface é representada pela ma-

triz de transformação T, conforme a Equação (3.52). Nesta equação os nós dependentes

pertencentes ao modelo de menor dimensão, MI , tem seus graus de liberdade uMI
, subs-

tituídos pelas expressões fornecidas pela Equação de MPC (3.61). Desse modo, a matriz

de transformação T passa a ser composta pela matriz C, resultando em um novo sis-

tema de equações modificado, conforme a Equação (3.56). Para obtenção da matriz de
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coeficientes C, o método proposto por Wang et al. (2014) é utilizado.

A estratégia completa, combinando o acoplamento multidimensional com a abordagem

global-local, está representada na Figura 4.5. A subestrutura, representada pelos elemen-

tos de chapa na interface, é usada para criar o Modelo de Forças Nodais (MFN) (Etapa

1 na Figura 4.5), permitindo a execução do processo iterativo (Etapa 2), discutido na Se-

ção 3.4.2.1. A conexão inicial entre os diferentes nós da interface é estabelecida usando

elementos de viga de Timoshenko com elevada rigidez, de forma a resolver o MFN via

MPC rígido. Na abordagem original de Wang et al. (2014), a partir da segunda iteração,

a matriz C, calculada na primeira iteração, é utilizada como coeficientes para a próxima

iteração, que utiliza a conexão via MPC deformável para o cálculo do MFN. Para tal

estrutura de solução, Wang et al. (2014) implementam o método no software comercial

ANSYS, utilizando modelos e elementos pré-existentes. Neste trabalho, a Matriz C é

aplicada de forma direta nos nós da interface do Modelo de Forças Nodais. A substitui-

ção da conexão deformável pela aplicação direta das forças nos nós da chapa foi possível

dado que Wang et al. (2014) relacionam as forças generalizadas entre os nós da interface

da Equação (4.1) e aplicam forças unitárias no nó de carregamento do MFN. A Equação

(4.1) é correspondente à Equação (3.68) mas já utilizando os termos empregados neste

trabalho.

FMS
+CTFMI

= 0→ FMS
= −CTFMI

(4.1)

FMS
e FMI

são matrizes de forças nodais associadas, no problema da Figura 4.5, com a

interface da chapa com a viga. FMI
é uma matriz cujas colunas correspondem às forças

aplicadas na viga, de forma desacoplada, nas direções x, y e o momento de flexão do

nó. FMS
representa a matriz de forças da chapa obtida a partir da aplicação de FMI

na

viga. Devido a Equação (4.1), a aplicação de forças unitárias associadas ao modelo MI ,

multiplicadas pela matriz CT , produz as forças equivalentes no modelo MS (Equação

(4.2)). São essas forças (FMS
) que são aplicadas diretamente na interface do modelo MS .
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FMS
= −CT


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 (4.2)

Cada coluna da matriz CT na Equação (3.70) está associada a uma força generalizada

(força ou momento) aplicada no MFN na iteração anterior. Para a solução proposta, estas

colunas derivam do vetor de forças nodais fSE (Equação (3.69)) na seção do meio do MFN

para cada grau de liberdade do nó da viga. Cada vetor é aplicado de forma independente

no Modelo de Forças Nodais, e para cada esforço aplicado uma análise é realizada e fSE

calculado. Uma vez que o mesmo modelo é empregado ao longo de todo o processo, com

variação apenas no carregamento, a análise consiste em um problema de elementos finitos

envolvendo três tipos distintos de carregamento. Tal abordagem possibilita a resolução

simultânea, substituindo a aplicação separada de três vetores de forças por uma matriz

de forças. A solução desse sistema resulta em uma matriz de deslocamentos, uSE , cuja

multiplicação única por KSE gera diretamente a matriz CT .

Outra adequação necessária para garantir a convergência do processo iterativo do MFN foi

a anulação de determinados termos dos vetores fSE , de forma a garantir o desacoplamento

entre os graus de liberdade, a exemplo do que é feito por McCune et al. (2000) e que é

omitido em (Wang et al., 2014). Exemplificando melhor esta alteração, suponha o modelo

de forças nodais da Figura 4.3, criado a partir da interface de um modelo simplificado de

acoplamento com elementos de chapa e elementos de viga.

P

M
Q

Forças nodais extraídas
da seção média

Nó de
carregamento

1

2

3

4

5

Figura 4.3: Modelo de Forças Nodais simplificado
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Na primeira iteração deste MFN, três casos de carregamentos são aplicados no nó de car-

regamento, são elas a força axial, P , a força cortante, Q, e o momento fletor, M , todos de

valor unitário. Após a solução para os três casos de carregamento, extrai-se um vetor de

deslocamentos nodais uSE dos nós dos elementos da seção média (elementos hachurados

na Figura 4.3). A partir deste vetor de deslocamentos, resolve-se a Equação (3.69), de

forma a obter o vetor de forças nodais na seção média (fSE,i) associado a cada carrega-

mento (i = P , Q ou M ). Este equacionamento engloba todos os nós dos elementos da

seção média, no entanto, apenas os nós centrais são utilizados para a construção da matriz

de coeficientes C, que na Figura 4.3 estão representados pelos nós em verde, numerados

de 1 a 5. A Equação (4.3) representa a matriz CT após a solução do MFN e cada coluna

representa o resultado de fSE para cada um dos três diferentes carregamentos. Cada um

dos cinco nós da seção média do modelo possui dois graus de liberdade, com isso cada

uma das colunas terá 10 linhas.

CT =
[
fSE,P fSE,Q fSE,M

]
=



P u1
x Qu1

x Mu1
x

P u1
y Qu1

y Mu1
y

P u2
x Qu2

x Mu2
x

P u2
y Qu2

y Mu2
y

P u3
x Qu3

x Mu3
x

P u3
y Qu3

y Mu3
y

P u4
x Qu4

x Mu4
x

P u4
y Qu4

y Mu4
y

P u5
x Qu5

x Mu5
x

P u5
y Qu5

y Mu5
y



=



P u1
x 0 Mu1

x

0 Qu1
y 0

P u2
x 0 Mu2

x

0 Qu2
y 0

P u3
x 0 Mu3

x

0 Qu3
y 0

P u4
x 0 Mu4

x

0 Qu4
y 0

P u5
x 0 Mu5

x

0 Qu5
y 0



(4.3)

Na matriz da Equação (4.3), tanto os termos relacionados às componentes de desloca-

mentos na direção x quanto na direção y dos cinco nós são não nulos nas três colunas. No

entanto, alguns dos termos vinculam graus de liberdades de maneira inconsistente porque

relacionam graus de liberdade que deveriam estar desacoplados, como o caso do vetor
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fSE,P , que faz referência às componentes em x das forças e deslocamentos, ter coeficien-

tes associados à deslocamentos em y. De forma a garantir uma correta consistência entre

os graus de liberdade na interface, quando se aplica a força em x só são mantidas as linhas

associadas à componente x, quando é aplicada a força em y só são mantidas as linhas as-

sociadas à componente em y, e por fim, para o momento só permanecem não nulas as

linhas associadas à componente em x. Os termos descartados na matriz são pequenos em

relação aos outros coeficientes, mas interferem no desempenho do processo iterativo do

modelo, provocando sua divergência.

Após a convergência do processo iterativo, determinada pela comparação dos desloca-

mentos entre as iterações, a matriz de coeficientes resultante, C, é empregada para definir

a matriz de transformação T (Etapa 3). Em seguida, o problema global multidimensional

inicial é resolvido conforme estabelecido na Equação (3.56) (Etapa 4). A matriz K̂ e o

vetor f̂ são definidos montando-se a matriz de rigidez e o vetor de força associados aos

modelos MI e mesomodelo. Note que, na Etapa 4 da Figura 4.5, detalhada no Figura

3.10, a contribuição do modelo MS é obtida a partir da Equação (3.11).

A propagação automática da trinca no problema local de maior dimensão segue o proce-

dimento de Fonseca et al. (2020). A seleção dos elementos globais que irão compor o

modelo local é feita a partir do ponto que define a trinca inicial (Etapa 5, Figura 4.5). O

modelo local é então construído, refinado e resolvido (Etapa 6, Figura 4.5), com a descri-

ção da trinca sendo transferida para o problema global por meio do enriquecimento dos

nós indicados em azul na Figura 4.5. A mesma matriz de coeficientes obtida na Etapa

2 é usada para resolver o problema global enriquecido. Ciclos globais-locais são exe-

cutados para melhorar a qualidade do modelo local (Etapa 7). A propagação da trinca

continua após a convergência dos fatores de intensidade de tensão KI (Equação (3.40)) e

KII (Equação (3.41)) no último ciclo global-local. Um novo segmento de trinca é então

definido (Etapa 8, Figura 4.5), gerando um novo problema local que engloba a extensão

total da trinca (Etapa 9, Figura 4.5).
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Este segmento de trinca é definido a partir do incremento de trinca (∆a), definido pelo

usuário, e do ângulo de propagação (θ), ilustrado na Figura 4.4. O ângulo que determina

a direção do novo segmento de trinca é calculado a partir de KI e KII segundo o critério

da máxima tensão circunferencial (Moës et al., 1999). Tal critério, proposto inicialmente

por Erdogan e Sih (1963), define que a partir da ponta da trinca, a propagação aconteça em

uma direção θ perpendicular à tensão circunferencial máxima. A Equação (4.4) representa

o expressão resultante para o ângulo θ.

Figura 4.4: Ilustração do incremento (∆a) e do ângulo (θ) que determina a orientação do
novo segmento de trinca (Fonseca et al., 2020).

θ = 2arctan

 −2KI/KII

1 +

√
1 + 8

(
KII

KI

)2

 (4.4)

As condições de contorno para o problema local são derivadas do problema global en-

riquecido a partir do último ciclo. Após resolver o problema local e calcular os fatores

de intensidade de tensão, o processo global-local é repetido (Etapa 10, Figura 4.5). Esse

ciclo continua até que a trinca tenha sido propagada completamente, resultando na confi-

guração final da trinca.

Os procedimentos para a propagação da trinca por meio do acoplamento multidimensional

via MEFGgl são resumidos nos Algoritmos 1 e 2.
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Problema Global Inicial4

F

Problema Global Enriquecido

Problema Local

Modelo de Força Nodal

5

6

7

Problema Local

9

10

8

F

Problema Global Enriquecido

2

1 3
3

1

P

M
Q

Figura 4.5: Ilustração esquemática do procedimento de solução da simulação da
propagação de trinca combinado com o acoplamento multidimensional via MEFG

Global-Local
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Algoritmo 1 Solução da matriz de coeficientes C
A partir do modelo global construa o Modelo de Forças Nodais da interface (Etapa 1,
Figura 4.5)
Início da primeira iteração it = 1
repita

se primeira iteração (it = 1) então
Utilizar conexão rígida entre o MFN e o nó de carregamento

senão
Utilizar conexão deformável e aplicar a força diretamente nos nós do modelo MS

fim se
para i = 0, 1, 2 faça ▷ etapa i de construção da matriz CT (Equação (3.70))

Aplicar força i e calcular a resposta do modelo (Etapa 2, Figura 4.5)
Extrair o vetor de deslocamento nodal da seção interna pré-definida, uSE (Etapa 2,
Figura 4.5)
Calcular a matriz KSE composta pela matriz de rigidez dos elementos do modelo
MS que compartilham a interface
Calcular o vetor de forças nodais (fSE,i) utilizando Equação (3.69)

fim para
Calcular a nova matriz de restrição C usando Equação (4.3)
se primeira iteração (it = 1) então

Calcular a norma L2 de uSE , ∥uSE∥L2 da iteração atual
Fazer eSE = ∥uSE∥(it=1)

L2

senão
Calcular a norma de fSE , ∥uSE∥L2 na iteração atual

eSE =

√
(∥fSE∥2)it−(∥fSE∥2)it−1

∥fSE∥it−1

fim se
Atualizar o número da iteração, it = it+ 1

até eSE ≤ tolSE ▷ tolSE é tolerância estipulada a priori
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Algoritmo 2 Procedimento de simulação da propagação de trinca, combinado com o
acoplamento multidimensional via MEFG com enriquecimento global-local

Calcular a matriz de transformação T usando a matriz C. (Etapa 3, Figura 4.5, Algori-
timo 1)
Solucionar o modelo global multidimensional inicial usando a Equação eq. (3.56) ba-
seada na equação 3.11 (Etapa 4, fig. 4.5)
para j = 0, 1, · · · , jmax faça ▷ etapa j de incremento de trinca

Definição do modelo local considerando a configuração da trinca (Etapas 5 e 8,
Figura 4.5)
O problema local é construído e os elementos globais da mesoescala são refinados
de forma a definir a associada malha local (Etapas 6 and 9, fig. 4.5)
Equações (3.16)-(3.21) representam a trinca
Início do primeiro ciclo Global-Local t = 1
repita ▷ ciclos global-local

Solução do problema local (uL), Equação 3.12, com condições de contorno prove-
nientes de uG
Calcular os fatores de intensidade de tensão para os modos I e II de abertura de
trinca (KI e KII), usando o método da Integral de Iteração (Seção 3.3.1.
A trinca é representada no problema global pelo enriquecimento global-local dos
nós dos elementos que contêm a trinca. (Etapas 7 e 10, Figura 4.5)
Resolver o modelo global multidimensional enriquecido a partir da matriz de trans-
formação T, Equações (3.11) e (3.56), com o espaço de solução global do MEFG
enriquecido XE

se primeiro ciclo (t = 1) então
Fazer eKI

= K
(t=1)
I e eKII

= K
(t=1)
II

senão
Calcular eKI

= KI
t−KI

t−1

KI
t , eKII

= KII
t−KII

t−1

KII
t

fim se
Atualizar o número da iteração, t = t+ 1

até eKI
≤ tolK e eKII

≤ tolK ▷ tolK é tolerância estipulada a priori
Um novo segmento de trinca é definido por um dado incremento de trinca (∆a)
A partir de KI e KII o ângulo de propagação (θ) é definido de acordo com o critério
da máxima tensão circunferencial (Equação (4.4))
j ← j + 1

fim para
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Capítulo 5

Sistema INSANE

Este capítulo tem como objetivo descrever a plataforma sobre a qual este trabalho foi

desenvolvido, focando nos aspectos relevantes para a compreensão da expansão realizada

para suportar a análise multidimensional da propagação de trinca utilizando o Método dos

Elementos Finitos Generalizados com Enriquecimento Global-Local (MEFGgl).

O sistema INSANE (INterative Structural ANalysis Environment) é um software pro-

jetado para análises estruturais, criado no Departamento de Engenharia de Estruturas

(DEES) da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG). Desenvolvido em Java e

seguindo a Programação Orientada a Objetos (POO), INSANE se destaca pela modu-

laridade e portabilidade, características enfatizadas por Fonseca (2008). A POO permite

o desenvolvimento modular e colaborativo, enquanto a independência de plataforma da

linguagem Java facilita sua execução em diferentes sistemas operacionais, tornando o

ambiente INSANE flexível e continuamente aprimorável.

Inicialmente desenvolvido para análises utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF)

em Fonseca e Pitangueira (2007), o INSANE foi expandido a partir do trabalho de Alves

et al. (2013) para permitir as análises pelo MEFG. Neste mesmo trabalho houve validação

do enriquecimento com funções representativas do campo de tensões singulares na vizi-

nhança da ponto de um trinca para o estado plano de tensões e de deformações, além de

também considerar a abordagem Global-Local. Em Silva (2019), pela primeira vez a pro-

pagação de trinca, simulada pelas funções de enriquecimento do MEFG, é implementada
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no INSANE, mas para problemas com material parcialmente frágil. A partir dos trabalhos

de Malekan e Barros (2016) e Malekan et al. (2017) foi possível a realização das análises

da propagação de trinca através do MEFGgl no contexto da Mecânica da Fratura Linear

Elástica, além da expansão do método para análise de modelos de placa considerando a

abordagem de Reissner-Mindlin. Em Santos (2018) houve a ampliação e validação destas

estratégias de enriquecimento para modelos tridimensionais. A automação da criação do

problema local, assim como a propagação da trinca na abordagem do MEFGgl é realizada

em Fonseca et al. (2020). Por sua vez, a geração de funções de enriquecimento subtraídas

de seu interpolante linear, como proposto em Babuška e Banerjee (2012) no Método dos

Elementos Finitos Generalizados Estável (MEFGE), foi implementada no trabalho de Oli-

veira (2018). A seguir, são apresentadas as principais características da plataforma atual e

as adaptações necessárias. Uma nova estratégia para a propagação de trincas em material

parcialmente frágil considerando abordagem coesiva e material sujeito à distribuição de

dano foi implementada por Oliveira (2024).

5.1 Características fundamentais do sistema INSANE

A arquitetura do INSANE é composta por três módulos principais: pré-processador, pro-

cessador e pós-processador. O pré-processador fornece uma interface gráfica interativa

para a inserção e manipulação dos dados do modelo; o processador serve como o núcleo

numérico que analisa os dados inseridos; e o pós-processador oferece ferramentas para a

visualização dos resultados. A maior parte da implementação deste trabalho está direta-

mente relacionada ao processador, onde foi inserido o procedimento de solução proposto

para o acoplamento multidimensional na análise via MEFG.

O processador do INSANE é baseado em uma estrutura básica do núcleo numérico que

envolve a interação das interfaces Assembler e Persistence, e as classes abstratas Solution

e Model (ver Fig. 5.1). A interface Persistence gerencia a entrada e saída de dados,

organizando informações do modelo nas estruturas especificadas pelas classes de Model,

e gerando arquivos com os resultados das análises.
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Figura 5.1: Organização do núcleo numérico do INSANE

A classe abstrata Model armazena os dados lidos por Persistence, podendo representar

o modelo discreto a ser analisado. A partir de Model, diferentes classes são construí-

das de forma a representar determinados tipos de modelos, com atributos específicos,

como FemModel, responsável pelos modelos de Elementos Finitos (MEF). GFemModel,

uma extensão de FemModel, herda todas as características presentes nesta classe, além

de também incluir funcionalidades adicionais para o Método dos Elementos Finitos Ge-

neralizados (MEFG), suportando enriquecimentos nodais através de lista de objetos da

classe EnrichmentType e suas derivadas, como CrackEnrichmentModeI, que manipulam

enriquecimentos de trinca com modo I de abertura. De forma análoga, CrackEnrichment-

ModeII é responsável pelo enriquecimento associado ao modo II.

Para representar e descrever o modelo discreto desejado, Model possui listas de nós, ele-

mentos, modelos de análise, funções de forma, pontos de integração, materiais e carrega-

mentos. Estas listas são objetos de classes específicas que representam estas entidades,

tais como as classes Node, Element, Shape e ProblemDriver. A classe Node armazena

informações discretas associadas a cada nó, enquanto Shape, sendo uma classe abstrata,

representa diversas funções de forma. No contexto do MEFG, é a responsável pela cons-

trução das funções PU.

A classe Element gera a discretização necessária para o elemento do modelo, possuindo

atributos que incluem a função de forma, a lista de pontos de integração e a lista de nós.

ProblemDriver define os diferentes problemas e formulações de modelos discretos a se-

rem modelados, como Mecânica dos Sólidos, por meio da classe SolidMech. As classes
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que estendem de SolidMech representam as diferentes formulações de elementos fini-

tos, destacando-se as classes Parametric e GFemParametric, responsáveis por fornecer

informações relevantes aos elementos paramétricos nos casos de MEF e MEFG, respecti-

vamente.

A classe abstrata AnalysisModel é responsável por fornecer as informações matemáticas

necessárias para os elementos finitos, como o cálculo da matriz de deformação, de acordo

com o tipo de modelo de análise. Sua implementação é realizada por classes específi-

cas que representam diferentes tipos de modelos, como estado plano de tensão (PlaneS-

tress), estado plano de deformação (PlaneStrain), modelos lineares (Line), modelos de

pórticos espaciais baseados na teoria de Timoshenko (TimoshenkoSpaceFrame) e sólidos

(Solid). No contexto do Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), a inter-

face GFemAnalysisModel define métodos específicos para esses casos. Assim, classes

que representam modelos MEFG, como GFemPlaneStress e GFemSolid, implementam a

interface GFemAnalysisModel e derivam de AnalysisModel, combinando métodos gerais

de modelos matemáticos com métodos específicos para o MEFG. O diagrama de classes

correspondente é mostrado na Fig. 5.2.

Figura 5.2: Diagrama parcial de classe para a interface GFemAnalysisModel

A interface Assembler sintetiza as informações do modelo, possuindo os métodos neces-

sários para a montagem do sistema matricial de segunda ordem, que representa os diversos

tipos de modelos discretos disponíveis no INSANE:
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AẌ+BẊ+CX = D (5.1)

onde A, B e C são matrizes dos coeficientes, D é o vetor dos termos independentes do

sistema, que podem ou não depender das variáveis de estado e de suas derivadas. X é o

vetor de variáveis de estado do problema, e Ẋ e Ẍ são, respectivamente, os vetores da

primeira e segunda derivadas temporais das variáveis de estado. A equação (5.1) pode

ser simplificada para o caso de análise estrutural estática elástica linear, reorganizada e

representada em sub-matrizes, da seguinte maneira:

[
Cuu Cup

Cpu Cpp

]{
Xu

Xp

}
=

{
Rp

Ru

}
−

{
Fp

Fu

}
(5.2)

em que C representa a matriz de rigidez, X os graus de liberdade, como os parâmetros

nodais, R as cargas nodais e F as forças nodais equivalentes aos esforços internos, relaci-

onadas conforme o tipo de análise. Os índices u e p indicam se a sub-matriz refere-se a

graus de liberdade desconhecidos (u) ou prescritos (p).

A classe abstrata Solution é responsável por acionar a interface Assembler para monta-

gem do sistema de equações, e chamar um objeto da classe LinearEquationSystem, para

resolver o sistema de equações lineares. É uma classe que possui subclasses específicas

para diversos tipos de solução. SteadyState, uma dessas subclasses, representa a solução

de problemas lineares estáticos.

No enriquecimento da partição da unidade (PU) para a construção das funções de forma

no MEFG, a matriz de rigidez pode se tornar semi-definida positiva. A solução desse

sistema é obtida por meio de um procedimento iterativo, implementado na classe Linea-

rEquationSystem, conforme proposto por Strouboulis et al. (2000).

A classe GlobalLocal, também derivada da classe abstrata Solution, implementa a solu-

ção de problemas usando a abordagem global-local. Criada por Alves et al. (2013), essa

classe contém dois tipos de objetos Assembler: um GFemAssembler global, armazenado
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na variável globalAssembler, e uma lista de GFemAssemblers locais, armazenada em lo-

calAssemblerList. Isso permite o gerenciamento eficiente das informações dos problemas

globais e locais durante o processo de solução.

A estrutura original do INSANE exigia que o usuário fornecesse dois arquivos de entrada

de dados, um para o modelo global e outro para o local. O trabalho realizado por Fonseca

et al. (2020) automatizou esse processo, permitindo a geração automática de modelos

locais a partir de um modelo global previamente definido. Anteriormente, a trinca era

representada em um problema local fixo, englobando todo o crescimento da trinca e exi-

gindo um conhecimento prévio da sua trajetória. A automação proposta por Fonseca et al.

(2020) trouxe uma mudança significativa ao construir o problema local a cada passo de

propagação da trinca, eliminando a necessidade de prever a trajetória com antecedência,

além de simplificar o pré-processamento das análises via Global-Local.

Os estudos de Fonseca et al. (2020) e Monteiro (2021) introduziram um novo conjunto de

classes para generalizar a simulação de problemas MEFGgl, com uma reorganização do

núcleo numérico do INSANE, sem comprometer seu funcionamento. As novas classes

implementadas incluem o SimulationManager, responsável por gerenciar a simulação; o

DataManager, que controla os dados; e o Setuper, que configura os modelos em diferentes

etapas do processo de solução (ver Figura 5.3).

O SimulationManager tem um papel central, gerenciando a simulação desde a entrada

de dados, passando pela montagem do sistema de equações, até a solução e saída dos

resultados. Ele coordena as fases da análise e delega tarefas para outras classes, incluindo

os Setuper, que configuram problemas globais e locais. Em simulações do tipo MEFG

Global-Local, um SimulationManager específico é necessário, junto com configuradores

para cada problema, que ajustam as configurações necessárias para a solução em fases

interligadas.

A reorganização do fluxo original do INSANE, com a inclusão do SimulationManager,
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Figura 5.3: Dinâmica de uma simulação com a nova proposta. Adaptada de Monteiro
(2021)

permite uma interface mais direta com o núcleo numérico do sistema. Esta estrutura en-

volve o Model, o Assembler e o Solution, além dos Setuper, que ajustam as configurações

para cada etapa da análise. O DataManager lida com estruturas de dados discretas, en-

quanto as classes Setuper preparam e ajustam as características necessárias para a análise

de cada fase.

A classe GlobalLocalSimulationManager centraliza as simulações global-local, gerenci-

ando tanto o modelo global quanto os modelos locais, além de realizar o malhamento

automático do problema local. Utiliza métodos como setUpGlobalProblem() e solve-

GlobalProblem(), e seus equivalentes para problemas locais e global enriquecido, que

facilitam a organização e execução de cada fase da análise. O GlobalLocalCrackPropa-

gationSimulationManager é o responsável pela simulação da propagação de trincas em

problemas global-local sob mecânica da fratura linear elástica, incorporando todos os ele-

mentos necessários para a simulação, como Models, Assemblers, Setupers, solucionadores

e gerentes de dados globais e locais (Monteiro, 2021).

O DataManager gerencia as estruturas de dados dos modelos discretos e quaisquer in-

formações adicionais necessárias para ajustar os modelos simulados. O pacote model-

DataManager contém classes específicas para o gerenciamento desses dados, incluindo a
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classe GlobalLocalDataManager, que organiza os dados dos modelos globais e locais e

controla a comunicação entre eles (Novelli, 2019).

Já o pacote Setuper atua como um configurador de dados, organizando as informações dos

modelos global e local e sua interação. Este pacote é dividido em dois: globalSetuper,

para o modelo global, e localSetuper, para o modelo local. No caso do modelo local,

ele é gerado automaticamente a partir do modelo global durante a simulação, e as classes

LocalSetuperGfem e LocalProblemParser são responsáveis pela sua construção.

5.2 Ampliação do Sistema INSANE

Para este trabalho, foi implementado na plataforma INSANE a solução para a análise

multidimensional via MEFGGL para o estudo de trincas proposta no capítulo 4. Esta seção

descreve modificações e adaptações realizadas no sistema INSANE. O seguinte esquema

de cores foi utilizado para facilitar o entendimento sobre o que foi implementado:

Figura 5.4: Esquema de cores utilizada para representar as classes não modificadas,
modificadas e criadas

A maior parte deste trabalho baseia-se na automação da propagação de trincas utilizando

o método MEFG global-local, conforme implementado por Fonseca et al. (2020). Nesse

procedimento, o modelo local é gerado automaticamente a partir de parâmetros de entrada

que definem os pontos da trinca inicial. Para análises tridimensionais, a implementação

de Santos (2018) serviu como base para integrar análises de elementos sólidos e viga.

Neste caso, não existe ainda a possibilidade de se simular a propagação de trinca.

O modelo de forças nodais (MFN), fig 4.3, é criado a partir de um arquivo XML (eX-

tensible Markup Language) separado, que é lido durante o processamento do arquivo

XML principal. Além disso, modificou-se os arquivos de entrada XML do modelo glo-

bal, adicionando novos parâmetros nos nós da interface para viabilizar o acoplamento.
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Estes parâmetros extras para os nós independentes incluem: a quantidade de coeficien-

tes associados ao nó (MasterDOFsConst), o nó dependente ao qual ele será interligado

(SlaveDOFs) e os graus de liberdade do nó dependente que se relacionam com os graus

de liberdade do nó independente (MasterDOFsForce). O arquivo do MFN contém infor-

mações de uma análise via MEF, mas recebe um parâmetro extra, MasterDOFs, nos nós

independentes da interface, que indica o nó dependente ao qual está ligado para realizar

a conexão rígida na primeira iteração. Além das alterações nos arquivos de entrada do

modelo, a classe PersistenceAsXml foi adaptada para identificar e processar esses novos

parâmetros ao ler o arquivo de entrada XML.

Como mencionado anteriormente, a classe Solution é responsável por acionar o Assembler

para montagem do sistema de equações. Para o novo procedimento de análise, o sistema

de equações foi modificado para incorporar a equação MPC (Multipoint Constraint), que

deve incluir a matriz de transformação T, conforme a Equação (3.55). Para implementar

essa modificação, foram criadas duas novas classes filhas de Solution: SteadyStateCou-

pled e GlobalLocalCoupled. Essas classes foram ajustadas para incluir métodos especí-

ficos para a solução do modelo de forças nodais, calculado uma única vez. Modificações

também foram feitas no formato da solução para incorporar a matriz de coeficientes no

cálculo da matriz de rigidez e na obtenção do vetor de forças totais. A criação dessas duas

classes foi necessária porque, no procedimento implementado por Fonseca et al. (2020),

a classe padrão SteadyState é usada para resolver os modelos globais e locais, sendo ge-

renciada pela classe GlobalLocalSimulationManager. Assim, para modelos planos com

propagação de trincas, utiliza-se a classe SteadyStateCoupled. Em contrapartida, para

modelos tridimensionais, onde a classe GlobalLocal gerencia a solução do problema, foi

necessária a criação da classe GlobalLocalCoupled.

Para a solução do modelo de forças nodais, ambas as classes incorporam um objeto da

classe LinearEquationSystems, dedicado à solução específica desse modelo. Um Assem-

bler específico para o MFN também é criado. Os métodos desenvolvidos para o cálculo

do MFN incluem (ver Figura 5.5):
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• reducedCuu(cuu): Calcula a matriz de rigidez reduzida (KSE) dos elementos da

interface do modelo global, utilizada na Equação (3.69).

• iterationMfn(reducedCuu): Realiza o processo iterativo no MFN e retorna uma ma-

triz de coeficientes para o modelo global. Dentro desse método, dois novos métodos

são chamados:

– firstIteration(reducedCuu): Executa a primeira iteração do algoritmo 1 da se-

ção 4.2 com conexões rígidas entre os nós da interface. Este método aplica

iterativamente forças unitárias no nó de carregamento e calcula as respectivas

forças nodais na seção média (fSE). O método retorna a matriz de coeficientes

da equação de restrição de deslocamentos para a primeira iteração.

– otherIteration(firstCoeficient, reducedCuu): Realiza as iterações subsequentes

do algoritmo 1 removendo as conexões rígidas pela aplicação direta das forças

nos nós do modelo de maior dimensão. As iterações se repetem sobre o MFN

até que ocorra a convergência.

Figura 5.5: Diagrama parcial da classe Solution

Além disso, a classe CoupledGlobalLocalSimulationManager foi criada para gerenciar

a solução do modelo de forças nodais dentro do fluxo de ciclos da análise global. Esta
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classe inclui o solucionador SteadyStateCoupled e um Assembler específico para o mo-

delo de Forças Nodais. A modificação no GlobalLocalSimulationManager foi necessária

para ajustar globalSetuper e localSetuper ao identificar problemas derivados de Coupled-

GlobalLocalSimulationManager (ver Figura 5.6).

Figura 5.6: Diagrama parcial da classe SimulationManager

Na classe GlobalLocalCrackPropagationPersistence, um método foi criado para definir

se o problema é multidimensional e, se for, para ler e processar o modelo MFN. Nesta

classe, o novo método fillMFNModel, cria o MFN a partir da leitura do arquivo XML e o

define no modelo a partir do objeto NodalForceAssembler dentro de SimulationManager.

Para o modelo tridimensional, as modificações para leitura do arquivo XML do MFN

fillMFNModel e sua adição ao modelo é feita dentro da classe SolverClass.

Essas modificações aprimoram significativamente o INSANE, habilitando análises com-

plexas e suportando a propagação automática de trincas em modelos multidimensionais.

A integração dessas funcionalidades fortalece a capacidade do sistema em executar simu-

lações avançadas de fratura em estruturas complexas.
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Capítulo 6

Simulações Numéricas

A abordagem proposta do acoplamento multidimensional via MEFGgl é utilizada para

simular a propagação de trinca em problemas com o comportamento global descrito em

um modelo com redução dimensional definido por elementos de pórtico baseado na for-

mulação de Timoshenko. Na região onde a fissura está confinada, adotam-se dois tipos de

modelos com maior dimensionalidade determinando dois tipos distintos de simulação. O

primeiro modelo é definido por elementos Q4, sob estado plano de tensão, sendo usado

em simulações governadas pelos modos I e II de abertura de trinca. Já o segundo modelo,

definido por elementos hexaédricos H8 tridimensionais, é empregado em simulações em

que os três modos de abertura de trinca são essenciais para a representação do compor-

tamento da estrutura. A presença da trinca determina a forma e o tamanho do problema

local da estratégia MEFGgl. As simulações numéricas permitem avaliar a influência dos

tamanhos das diversas escalas de análise na qualidade da solução em termos de energia

de deformação, fatores de intensidade de tensão, abertura de trincam estado de tensões e

caminho de propagação de trinca.

São considerados dois problemas, ambos de Mecânica da Fratura Elástica Linear. O pri-

meiro problema representa uma viga engastada com uma fissura na região central, e o

segundo é um pórtico em L com uma fissura originada no seu canto inferior. Em cada um

dos problemas, a simulação é comparada com as respostas de dois modelos discretizados

de forma convencional, sem o acoplamento, denominados Modelo 1 e Modelo 2. Nestes
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modelos, são realizadas apenas análises via MEFGgl e a mesma formulação de elementos

finitos do modelo de elevada dimensionalidade é adotada. O problema global do Mo-

delo 1 emprega uma malha idêntica àquela adotada no modelo de dimensão superior da

simulação via MEFGgl multidimensional. O objetivo é criar um modelo equivalente no

qual a estratégia de acoplamento é considerada como bem-sucedida quando as simulações

realizadas tanto pelo MEFGgl multidimensional quanto pelo MEFGgl convencional apre-

sentam respostas numéricas muito próximas. O Modelo 2 apresenta uma discretização

mais refinada ao utilizar no problema global o tamanho da malha do problema local do

Modelo 1 e do modelo multidimensional, sendo considerado de referência. O objetivo é

avaliar a acurácia da solução obtida via estratégia Global-Local multidimensional. Ainda

sobre as definições para a construção dos modelos de análise, são considerados:

1. Existem duas abordagens para definir o tamanho do problema local na estratégia do

MEFGgl:

(a) Domínio Local Mínimo:

i. Identificação dos nós dos elementos globais que seriam cortados pela

trinca.

ii. Seleção de todos os elementos que contêm estes nós para construir o sub-

domínio da malha global que define o problema local.

(b) Domínio Local Variável:

i. Expansão do domínio local mínimo adicionando camadas de elementos

ao seu entorno para construir o subdomínio da malha global que define o

problema local.

ii. Os detalhes deste processo estão descritos na seção correspondente.

2. Em todos os problemas, seja com domínio local mínimo ou domínio local variável,

apenas os nós do problema global associados aos elementos globais que contêm

as regiões cortadas pela trinca no problema local são enriquecidos com a solução
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global-local.

3. Para definir a malha local, os elementos globais localizados no subdomínio do pro-

blema local são divididos em 3× 3 elementos locais.

4. No problema local, as funções de enriquecimento, Equações (3.16-3.21) e (3.25),

esta última, incluída no problema 3D, representam numericamente a trinca. As

funções de singularidade, Equações (3.18-3.21) e (3.25), são aplicadas apenas aos

nós do elemento que contém a ponta da trinca, sendo o restante da descontinuidade

da trinca representado através da função Heaviside, Equação (3.16).

5. No problema global enriquecido, Equação (3.15), a solução numérica do problema

local, Equação (3.12), representa numericamente a trinca, aplicando-se as funções

(3.14) aos nós descritos no item 2.

6. O método da Integral de Interação (Seção 3.3.1) é utilizado para calcular os fatores

de intensidade de tensão para os modos de abertura I e II (KI e KII), aplicada ao

modelo da mesoescala. O raio do domínio de integração para cálculo da integral

de interação é definido como o dobro do comprimento característico do elemento

finito que contém a ponta da trinca (Moës et al., 1999; Fonseca et al., 2020).

7. As condições de Dirichlet são impostas no contorno do problema local, com κ =

1× 1010 na Equação (3.12).

8. Nos ciclos global-local, a tolerância da convergência adotada é de tolK = 1%, e é

comparada com o erro relativo de KI e KII entre o primeiro e o ciclo corrente.

9. No procedimento iterativo de acoplamento, a tolerância para a convergência ado-

tada é de tolSE = 0.1%. Este é comparado com a diferença relativa entre a norma

de fSE (Equação (3.69)), ∥fSE∥ da iteração atual e da anterior (Algoritmo 1).

10. O tamanho do passo de trinca, ∆a, é 1.667.
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6.1 Viga em Balanço

A simulação numérica de uma viga em balanço é apresentada para avaliar a acurácia da

estratégia proposta, e seu comportamento quando os tamanhos do modelo do mesomodelo

e do problema local são modificados. Exceto pela presença de uma trinca na borda supe-

rior, o problema estrutural é semelhante aos simulados em McCune et al. (2000) e Wang

et al. (2014), daí sua escolha como primeiro exemplo. A Figura 6.1 representa o problema

com a geometria, carregamento e fissura inicial em sua representação bidimensional.

P
Seção

transversal

h

bc

a

L

F

Figura 6.1: Viga engastada em balanço

A viga possui comprimento de L = 320 mm, seção transversal com h = 40 mm e b = 8

mm e uma trinca inicial pré-definida de a = 16 mm, a uma distância c = 152, 5 mm

do apoio. É adotado um material linear elástico com módulo de elasticidade de E = 200

kN/mm2 e coeficiente de Poisson υ = 0.3. Dois tipos de solicitação são considerados.

Na seção 6.1.1 a viga é submetida a uma força F de tração em sua extremidade da direita.

Já na seção 6.1.2, F é substituída por uma força vertical P. A ideia é confrontar as análises

de acoplamento em situações em que o estado inicial de solicitação é de tração ou de

flexão.

6.1.1 Viga submetida a uma força horizontal descrita em R2

Nesse primeiro exemplo, a solicitação de tração à qual a viga é submetida com F = 12

kN e P = 0, é modificada pela presença da trinca. Tal solicitação simplifica o estado

de tensão na vizinhança da ponta da trinca, governado apenas pelo modo I de abertura.

A simplicidade do problema permite a comparação com uma expressão analítica para
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validação da estratégia proposta, além da investigação dos parâmetros envolvidos.

Na Figura 6.2 têm-se representado o modelo multidimensional. Os comprimentos dos

modelos de maior e menor dimensão são parametrizados por l como forma de avaliar a

influência do tamanho da região em estado plano de tensão no comportamento geral da

viga. A parte central, com comprimento de [M = 100 − 2 · (5l)] mm, é discretizada

por uma malha de elementos planos Q4, e é nesta região do modelo que a estratégia de

enriquecimento global-local é utilizada para representar a trinca. Malhas de elementos de

viga de Timoshenko descrevem as outras duas partes, com comprimentos de 100 + (5l)

mm e 120 + (5l) mm. Para l = 0, e com isso M = 100 mm, são utilizados 20 × 8

elementos Q4 no modelo de maior dimensão, e respectivamente 20 e 22 elementos de

viga de Timoshenko nos primeiros 100 mm e nos últimos 120 mm do modelo de menor

dimensão.

Oito diferentes modelos multidimensionais são definidos pelo parâmetro l. Conforme l

varia de 0 a 7, duas colunas de elementos são subsequentemente removidas, uma de cada

extremidade da parte central, e dois elementos de viga de Timoshenko são adicionados,

um em cada uma das malhas laterais. O comportamento dos modelos é analisado para

uma trinca estática na borda superior do problema local do modelo de chapa.

As Figuras 6.3 e 6.4 representam o Modelo Equivalente 1 e o Modelo de Referência 2,

com 64 × 8 e 192 × 24 elementos Q4 no problema global, respectivamente. As malhas

para os problemas global e local são baseadas no modelo multidimensional, conforme

explicado anteriormente na introdução da Seção 6. Ao contrário do Modelo 1, no Modelo

2 não é utilizado um domínio local mínimo para representar a trinca. Devido à discre-

tização mais refinada, o Modelo 2 adota um domínio local ampliado, com três camadas

adicionais de elementos, tornando-se equivalente ao domínio local do Modelo 1, visando

minimizar os erros na imposição das condições de contorno, porém com enriquecimento

topológico nos nós próximos à trinca.
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320L =

Domínio Local
Trinca
Nós globais enriquecidos

Região com a
trinca inicial

Problema Local

Figura 6.2: Modelo multidimensional com o problema global e local. As três
representações não estão na mesma escala. Medidas em mm.

Domínio Local
Trinca
Nós globais enriquecidos

Região com
a trinca

Problema Local

Figura 6.3: Modelo Equivalente 1 com os problemas global e local. As três
representações não estão na mesma escala.

A Tabela 6.1 apresenta o erro relativo da simulação do modelo multidimensional com-

parado ao Modelo Equivalente 1 e ao Modelo de Referência 2 em termos de energia

de deformação, U , e ao fator de intensidade de tensão KI . Na tabela, M representa o

comprimento da região central, mesomodelo, e M/L a relação entre o comprimento do

mesomodelo em relação ao comprimento total da viga, L. Além disso, o erro relativo
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Domínio Local
Trinca
Nós globais enriquecidos

Região com
a trinca

Problema Local

Figura 6.4: Modelo de Referência 2 com os problemas global e local. As três
representações não estão na mesma escala.

considerando os mesmos parâmetros foram avaliados entre o Modelo Equivalente 1 e o

Modelo de Referência 2, com os resultados apresentados na Tabela 6.2.

Tabela 6.1: Erro do modelo multidimensional com diferentes tamanhos da região central
em chapa comparado com os modelos de referência 1 e 2

l M M/L
U KI

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 1 Modelo 2
7 30 9,4% 8,66% 8,10% 29,03% 25,44%
6 40 12,5% 2,86% 2,33% 9,98% 6,92%
5 50 15,6% 0,92% 0,40% 3,28% 0,41%
4 60 18,8% 0,27% 0,25% 0,98% 1,83%
3 70 21,9% 0,07% 0,45% 0,25% 2,54%
2 80 25,0% 0,01% 0,50% 0,05% 2,73%
1 90 28,1% 0,00% 0,51% 0,01% 2,77%
0 100 31,3% 0,00% 0,51% 0,00% 2,78%

Tabela 6.2: Erro relativo do Modelo 1 com relação ao Modelo 2

U KI

0,514% 2,781%

Para a comparação com o Modelo Equivalente 1, o melhor resultado foi alcançado com

l = 0, que corresponde à viga com acoplamento multidimensional com a região de chapa

mais larga entre aquelas avaliadas. Este comportamento já era o esperado, visto que
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quanto maior for este modelo, mais próximo se torna o seu comportamento do Modelo

1, uma vez que apresentam a mesma discretização. Ao avaliar o impacto do uso de mo-

delos menores para simular a presença da trinca, a Tabela 6.1 evidencia comportamentos

semelhantes para os três maiores modelos, ou seja, l = 0, 1, 2, quando comparados ao

Modelo Equivalente 1. Adicionalmente, a Tabela 6.2 evidencia o grau de aproximação da

resposta do modelo multidimensional em relação ao Modelo Equivalente 1, considerando

que os erros observados, quando comparados ao Modelo de Referência 2, são similares

aos apresentados na Tabela 6.1 para l = 0.

Quando a comparação se refere ao Modelo de Referência 2, com a malha mais refinada,

há aumento do erro. Ainda assim, tais erros se estabilizam para l = 0, 1, 2, e, portanto,

a instabilidade dos resultados do erro com a redução do modelo de dimensão superior

deve ser explicado por outros fatores. De fato, a redução do tamanho do modelo de

placa aumenta o número de elementos de viga Timoshenko. Uma consequência é uma

resposta estrutural diferente com relação aos Modelos 1 e 2, nos quais apenas elementos

planos Q4 são usados. Além disso, a redução do tamanho também aproxima as interfaces

dimensionais da borda do problema local. Essa proximidade faz parte de uma investigação

subsequente baseada no esquema representado na Figura 6.5.

O modelo multidimensional inicial da investigação anterior, Figura 6.3, com l = 0, é

utilizado para definir as configurações dos sete modelos da Figura 6.5. O menor domínio

local compreende os elementos globais que pertencem às nuvens de nós cortados pela

trinca, ou seja, os elementos atravessados pela trinca e apenas uma camada adicional

de elementos (em cor verde na figura). A partir deste domínio local inicial, outros seis

domínios são definidos, aumentando uma camada de elementos ao redor da região local

anterior. A Figura 6.5 indica os sete domínios locais no modelo global e como eles são

obtidos para cada configuração.

O erro relativo do modelo multidimensional comparado com o Modelo de Referência 2 é

apresentado na tabela 6.3.
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Figura 6.5: Modelos multidimensionais com diferentes tamanhos do problema local.
Medidas em mm.

Tabela 6.3: Erro dos modelos com diferentes tamanhos de domínio local comparado com
o modelo de referênicia 2

Problema Local U KI

Modelo 1 0,51% 2,78%
Modelo 2 0,49% 2,69%
Modelo 3 0,49% 2,69%
Modelo 4 0,49% 2,68%
Modelo 5 0,48% 2,68%
Modelo 6 0,48% 2,68%
Modelo 7 0,48% 2,68%

O aumento do domínio local não resulta em ganhos significativos na acurácia da solução

apesar do esperado aumento do custo computacional. Na estratégia global-local, para o

mesmo conjunto de nós enriquecidos, domínios locais maiores implicam uma zona buffer1

maior, que pode reduzir o erro das condições de contorno inexatas aplicadas ao problema

local (Gupta et al., 2012). Portanto, melhores resultados deveriam ser alcançados para o

aumento dos problemas locais, o que não foi observado. A explicação para tal comporta-

mento está fundamentada nos ciclos globais-locais adotados nas análises, que são capazes

de controlar o erro da solução MEFGgl. A falta de sensibilidade ao tamanho do problema

local também indica que a proximidade entre a fronteira local e a interface dimensional

não interfere na solução.

Para além destes modelos de referência, os resultados de KI da viga foram comparados

com valores calculados a partir de uma formulação empírica para uma trinca de borda

1Zona buffer compreende a região localizada entre a zona de enriquecimento e o contorno externo do
domínio local. É uma camada intermediária que atua como uma região de amortecimento entre a área
contendo singularidades, caracterizada por elevados gradientes de tensões e deslocamentos, e o restante do
domínio onde a solução apresenta comportamento suave.
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única em uma chapa submetida à tração, baseado em Tada et al. (2000) e dada por:

KI = σ
√
πa F

(
a
b

)
(6.1)

no qual a = 16mm é o tamanho da trinca e b é a altura da seção transversal, dada por

b = 40mm. A relação F
(
a
b

)
é expressa como:

F
(
a
b

)
= 1, 122− 0, 231

(
a
b

)
+ 10, 550

(
a
b

)2 − 21, 710
(
a
b

)3
+ 30, 382

(
a
b

)4 (6.2)

A tabela 6.4 indica o erro entre o valor empírico de KI com os valores obtidos para o

Modelo Equivalente 1 e Modelo de Referência 2, além do modelo multidimensional com

l = 0.

Tabela 6.4: Erro de KI entre os diferentes modelos e o valor empírico

KI

Modelo 1 Modelo 2 Modelo Multidimensional
3,65% 0,55% 3,64%

Conforme esperado, tendo em vista o maior refinamento de sua discretização, o Modelo

de Referência 2 apresentou resultados mais próximos dos valores empíricos. Os erros ob-

servados entre o Modelo Equivalente 1 e o Modelo Multidimensional foram ligeiramente

superiores, porém, como já observado nas análises anteriores, muito próximos entre si.

Com base nos valores obtidos, conclui-se que a abordagem proposta foi capaz de intro-

duzir adequadamente a presença da trinca em um problema cujo comportamento global é

governado pela teoria de viga de Timoshenko. Ademais, as discrepâncias observadas nos

resultados são atribuídas, principalmente, à discretização, distinta no acoplamento entre

os diferentes modelos.
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6.1.2 Viga sob flexão descrita em R2

Nesta seção, inicialmente são utilizados os mesmos modelos e realizadas as mesmas aná-

lises da seção anterior, mas sob carregamento de flexão, F = 0 e P = 12.000. A flexão

induz na viga modos de abertura de trinca I e II.

Além dos resultados para trincas estáticas, nesta seção também a propagação é conside-

rada. Essa abordagem permite validar o desempenho do novo procedimento proposto,

oferecendo uma visão mais completa sobre a resposta da viga sob diferentes tipos de

solicitação.

Primeiramente, o comportamento dos mesmos oito diferentes modelos multidimensionais

definidos pelo parâmetro l, Fig. 6.2, foram analisados para uma trinca estática e compara-

dos ao Modelo Equivalente 1 e Modelo de Referência 2. Adicionalmente, o acoplamento

multidimensional foi testado considerando a conexão rígida na interface para l = 0, com

detalhamento apresentado oportunamente, e comparado aos valores da nova abordagem

proposta.

A tabela 6.5 apresenta o erro relativo do modelo com acoplamento multidimensional re-

solvido com a estratégia proposta (conexão deformável) em termos de energia de defor-

mação, U , e os fatores de intensidade de tensão KI e KII . A tabela 6.6 apresenta os

mesmos erros relativos mas para o Modelo Equivalente 1 comparado ao Modelo de Refe-

rência 2.

Assim como observado seção anterior, com a viga submetida à tração, os melhores re-

sultados para o modelo multidimensional correspondem àquele em que a região central

atinge sua maior dimensão, ou seja, l = 0. Os erros mínimos observados para os modelos

multidimensionais com os menores valores de l indicam que a estratégia de acoplamento

aliada ao procedimento global-local permitem simular o comportamento global da estru-

tura na presença da trinca.

Uma nova análise foi, então, realizada com l = 0 e utilizando uma conexão rígida nas
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Tabela 6.5: Erro do modelo multidimensional com diferentes tamanhos da região central
de chapa comparado com os Modelos 1 e 2

l
U KI KII

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 1 Modelo 2 Modelo 1 Modelo 2
7 11,96% 10,87% 36,84% 34,43% 224,98% 236,51%
6 4,06% 3,05% 12,67% 10,68% 106,67% 107,28%
5 1,45% 0,46% 4,19% 2,36% 47,28% 42,41%
4 0,56% 0,41% 1,28% 0,51% 18,83% 11,34%
3 0,28% 0,69% 0,34% 1,43% 6,52% 2,11%
2 0,21% 0,77% 0,08% 1,69% 1,90% 7,15%
1 0,19% 0,78% 0,02% 1,75% 0,43% 8,75%
0 0,19% 0,79% 0,00% 1,76% 0,06% 9,16%

Tabela 6.6: Erro relativo do Modelo 1 com relação ao Modelo 2

U KI KII

0,974% 1,763% 9,226%

interfaces entre os modelos, em substituição ao processo iterativo de Wang et al. (2014).

O objetivo aqui foi identificar a importância da estratégia de acoplamento na descrição

do problema caso apenas o modelo de elevada dimensão (elementos planos) fosse empre-

gado (Modelo Equivalente 1). Para isso utiliza-se uma estratégia sabidamente inadequada

(MPC rígido) para comparar com a estratégia usada neste trabalho (MPC deformável) em

termos de capacidade de representar as respostas do Modelo Equivalente. Nesta aborda-

gem, o que se faz é realizar apenas a primeira iteração no processo iterativo do Algoritmo

1, com a ligação rígida entre os nós da interface. Os valores dos erros foram então cal-

culados, com relação aos resultados do Modelo 1, revelando discrepâncias de 19,5% para

energia, 21,42% para KI e 31,4% para KII . Comparando esses valores com os da Tabela

6.5 para l = 0, fica evidente a vantagem de empregar a estratégia de acoplamento de

Wang et al. (2014) em análises multidimensionais.

Seguindo a mesma abordagem da seção 6.1.1, a partir do modelo com l = 0, foi re-

alizada a análise de outros seis modelos aumentando o domínio local com a adição de

uma camada de elementos ao redor da região local anterior. O erro relativo do modelo

multidimensional comparado com o Modelo de Referência 2 está indicado na Tabela 6.7.
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Tabela 6.7: Erro do modelo multidimensional com diferentes tamanhos do modelo local
comparado com o Modelo de Referência 2

Local problem U KI KII

1 0,79% 1,71% 9,16%
2 0,51% 0,51% 1,07%
3 0,39% 0,07% 2,53%
4 0,23% 0,59% 8,79%
5 0,20% 0,64% 9,18%
6 0,18% 0,66% 9,31%
7 0,17% 0,67% 9,37%

Como na seção 6.1.1, o uso dos ciclos global-local faz com que o tamanho da zona buffer

não impacte significamente na acurácia dos resultados. Aqui, porém, devido a uma maior

complexidade da solicitação (flexão induzindo o modo misto de abertura de trinca), nota-

se uma maior variação dos resultados.

O modelo multidimensional da Figura 6.2, com l = 4, é agora utilizado para simular

a propagação de trinca com 52 elementos de viga de Timoshenko e 12 × 8 elementos

planos Q4. A escolha de l = 4 deve-se ao fato de que, nesse limiar, obtêm-se o menor

mesomodelo possível que não produz um erro tão grande para KII , e ainda permanecendo

com valores baixos para U e KI . O comportamento do problema ao longo de cada

etapa de propagação da trinca é comparado com a simulação fornecida pelos Modelos 1

e 2. Figura 6.6 apresenta os caminhos da trinca obtidos a partir dos três modelos. As

figuras 6.7 e 6.8 representam o erro relativo (em valor absoluto) dos resultados do modelo

multidimensional para a energia de deformação U e ao fator de intensidade de tensão

KI . O fator KII não foi incluído devido à sua alta oscilação, resultado de sua ordem

de grandeza ser significativamente menor que a de KI , o que torna seu cálculo muito

mais sensível a perturbações numéricas, inclusive na aplicação da estratégia da Integral

de Interação. Na Figura 6.7, o erro é medido considerando o Modelo Equivalente 1 e na

Figura 6.8 considera-se o Modelo de Referência 2.

Em termos gerais, os comportamentos das três simulações são muito próximos e uma li-

geira divergência inicial no caminho da trinca aumenta à medida que a propagação evolui.
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Figura 6.6: Propagação da trinca dos modelos
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Figura 6.8: Erro - Modelo multidimensional x Modelo de Referência 2

A diferença de KII observada nos resultados das Tabelas 6.5 e 6.6, interfere na orienta-

ção de cada novo segmento de trinca, e à medida que a trinca se propaga, a divergência

torna-se mais proeminente, por um efeito acumulativo de pequenos erros anteriores, o que

aumenta o erro entre os parâmetros calculados nos três modelos. Mesmo assim, os erros

em U , que representa o comportamento global da estrutura, são mantidos pequenos para

as simulações. Observa-se uma oscilação no erro em KI , Figura 6.8, limitada, porém a
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12%. Notavelmente, comparado ao Modelo de Referência 2, o modelo multidimensional

fornece uma propagação de trinca mais próxima daquele do que o Modelo Equivalente 1,

Figura 6.6. Esta observação não deve necessariamente ser entendida como uma indicação

de uma análise mais acurada. Na verdade, a presença dos elementos da viga Timoshenko

no modelo multidimensional altera a flexibilidade da estrutura nas regiões mais distantes

da trinca, o que pode modificar o seu comportamento global. Além disso, a região central

do modelo multidimensional tem uma discretização idêntica à do Modelo Equivalente 1.

6.1.3 Viga descrita em R3

Nas seções anteriores, a estratégia proposta foi validada em um exemplo com modo I

de abertura de trinca (seção 6.1.1), enquanto análises um pouco mais complexas, com

modo misto, foram conduzidas para investigar a propagação da trinca (seção 6.1.2). Todas

as análises foram realizadas utilizando a combinação de elementos unidimensionais e

bidimensionais.

Nesta seção, o objetivo é validar a generalidade da implementação da estratégia proposta

considerando um problema tridimensional com a trinca sendo representada por uma su-

perfície plana. O modelo de escala dimensionalmente reduzida permanece como o mo-

delo de viga de Timoshenko, entretanto, o modelo de maior escala é representado por

elementos hexaedros de oito nós (H8), o que adiciona uma nova camada de complexidade

à análise. Com a mudança dos elementos do modelo de dimensão superior, também há

alteração na forma que é construído o modelo de forças nodais (MFN), Fig. 6.9. Nesta

representação, associada à interface tridimensional entre os dois modelos acoplados, os

nós de carregamento são conectados aos nós dos elementos H8 que pertencem ao plano

de uma das extremidades.

Os parâmetros do modelo permanecem os mesmos e as análises foram conduzidas para

uma trinca estática. Apenas um único modelo foi utilizado para validar o acoplamento,

o Modelo Equivalente, uma vez que o seu uso é o mais relevante para este objetivo.

Este modelo foi completamente discretizado com elementos H8 em todo o comprimento.
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Figura 6.9: Modelo de Forças Nodais.

O procedimento global-local via MEFG implementado no INSANE conforme Santos e

Barros (2020) é utilizado nesta ánalise para simular a trinca estática em modelos tridi-

mensionais.

Assim como apresentado na Seção 4.2 (Equação (4.3)), no MFN do acoplamento do mo-

delo 3D com o elemento de viga, também foi necessário anular os termos dos vetores

resultantes da solução do MFN para se garantir o desacoplamento dos graus de liberdade.

Para o caso tridimensional, vetor de forças nodais na seção média (fSE,i) está associado

aos carregamentos unitários i = Fx, Fy, Fz, Mx, My ou Mz da viga. Os nós do elemento

H8 possui 3 componentes de deslocamento nas três direções, Dx, Dy e Dz. Para este aco-

plamento, as componentes Dx foram associadas às forças Fx, My e Mz, as componentes

Dy associadas a Fy, Mx e Mz, e por fim, Dz a Fz, Mx e My.

A Figura 6.10 representa a discretização adotada para o modelo multidimensional. Ele-

mentos de pórtido de Timoshenko de tamanho 5mm são usados nos primeiros 100mm e

nos últimos 120mm da viga, resultando em 44 elementos. A região central é discretizada

por uma malha de 320 elementos H8 com tamanho 5 mm × 5 mm × 4 mm. Um car-

regamento que origina uma solicitação de flexão com relação ao eixo z, P = 12.000 N

e F = 0, é considerado na extremidade direita da viga. Uma trinca estática de tamanho

a = 16 mm é considerada. A figura 6.11 representa o Modelo Equivalente e a discre-

tização segue o mesmo critério descrito na introdução da seção 6 e o problema global
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resultante apresenta 1024 elementos hexaedros H8. O domínio local é obtido de maneira

semelhante à descrita na introdução do capítulo 6, resultando da divisão dos elementos

globais em 3× 3× 3 elementos locais, resultando em 810 elementos.

Figura 6.10: Modelo multidimensional tridimensional. Medidas em mm.

Os resultados do erro relativo da simulação do modelo multidimensional em termos de

energia de deformação, U , e abertura da trinca estão resumidos na Tabela 6.8. Foi utili-

zada a abertura de trinca para análise deste problema uma vez que o cálculo do fator de

intensidade de tensão não está implementado no INSANE para problemas tridimensio-

nais. Para este problema foram necessárias três iterações para a convergência dos fatores

de intensidade de tensões e para o cálculo da matriz C, Algoritmos 2 e 1, respectivamente.

Tabela 6.8: Erro entre o Modelo Multidimensional e Modelo Equivalente

U Abertura
0,514% 0,34%

O cálculo da abertura da trinca é realizado na extremidade superior, no ponto A da Figura

6.10. Contudo, qualquer ponto ao longo do segmento da trinca apresentará o mesmo valor,
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X
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Z

Figura 6.11: Modelo tridimensional Equivalente. Medidas em mm.

devido à natureza do carregamento aplicado. São observados erros pequenos, merecendo

registrar que o erro em energia é o mesmo obtido para o modelo bidimensional, Tabela

6.2, cuja solução é reproduzida com êxito aqui.

Foram traçados gráficos com a descrição da variação das componentes de tensão σxx

(figura 6.12) e σxy (figura 6.13) ao longo da coordenada y, nas coordenadas x = 152, 5

mm e z = 4mm, ou seja, logo na frente de trinca.

É possível perceber que a nova técnica multidimensional implementada utilizando o MEFG

via técnica Global-Local tem a variação das componentes de tensão σxx e σxy ao longo de

y com valores similares à solução Equivalente.

Conforme esperado, os resultados apresentados na Tabela 6.8 e nos gráficos das Figu-

ras 6.12 e 6.13 demonstram o sucesso na generalização da proposta, obtendo resultados

satisfatórios para acoplamentos no espaço 3D.
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Figura 6.12: Variação de σxx ao longo da coordenada y em x = 152, 5 e z = 4
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Figura 6.13: Variação de σxy ao longo da coordenada y em x = 152, 5 e z = 4

Para o modelo tridimensional, além da força na direção Y de valor P = 12 kN aplicada

na extremidade da viga, foi realizado uma segunda análise na qual uma força F = 120 N

foi adicionada na direção Z da extremidade do modelo (Figura 6.14) de forma a possibi-

litar uma análise com a presença do Modo III de abertura de trinca típico de problemas

tridimensionais. Neste modelo, a trinca é limitada à metade da espessura do mesomodelo,

em função do comportamento resultante do carregamento aplicado.



125

Figura 6.14: Modelo multidimensional tridimensional com a aplicação das forças na
direção Y e Z e a trinca limitada à metade da espessura.

Os resultados do valor da abertura da trinca nos pontos A e B do modelo multidimensi-

onal da Figura 6.14 e do erro relativo em relação ao Modelo Equivalente (com a mesma

configuração de trinca da Figura 6.14) em todas as direções do eixo estão resumidos na

Tabela 6.9.

Tabela 6.9: Abertura de trinca do Modelo Multidimensional em todas as direções e erro
em relação ao Modelo Equivalente

Ponto
Abertura de trinca Erro

X Y Z X Y Z
A 2,017E-1 8,430E-4 1,067E-3 0,008% 0,119% 0,466%
B 1,171E-1 8,240E-4 7,360E-4 0,012% 0,122% 0,675%

Em termos de energia de deformação, U , o erro relativo foi de apenas U = 0, 51%. Na

avaliação do comportamento das componentes de tensão σxx (Figura 6.15) e σxz (Figura

6.16) ao longo da coordenada y, nas coordenadas x = 152, 5 e z = 4, para a solicitação

proposta, os resultados estão muito próximos, quando comparados à solução do modelo

equivalente. Com isso, a concentração de tensões na proximidade da frente da trinca
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foi devidamente representada. Merece registro que as diferenças com relação ao modelo

equivalente em termos de energia, abertura de trinca e componentes de tensão são de

mesma ordem de grandeza daquelas observadas para o carregamento com F = 0 (Tabela

6.8 e Figuras 6.12 e 6.13). Não houve, portanto, penalização na precisão do método

quando, na simulação, o Modo III é incluído.

0 5 10 15 20 25
−2,500

−2,000

−1,500

−1,000

−500

0

Y

σ
x
x

Modelo Multidimensional
Modelo Equivalente

Figura 6.15: Variação de σxx ao longo da coordenada y em x = 152, 5 e z = 4
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Figura 6.16: Variação de σxz ao longo da coordenada y em x = 152, 5 e z = 4
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6.2 Pórtico em L

No segundo exemplo numérico, também apresentado no trabalho Gomes e Barros (2024),

o objetivo é investigar o acoplamento multidimensional no MEFGgl para um problema

com duas interfaces em diferentes orientações. O procedimento global-local automati-

zado de Fonseca et al. (2020) é utilizado novamente para simular a propagação da trinca.

A Figura 6.17 apresenta uma estrutura de pórtico em L no qual uma trinca inicial incli-

nada é colocada no canto inferior da ligação viga e coluna. A estrutura é solicitada por

uma força P = 21 kN , e um material elástico linear isotrópico é considerado com um

módulo de elasticidade de E = 2 × 107 kN/cm2 e coeficiente de Poisson ν = 0.3. São

considerados condições de estado plano de tensão.

A Figura 6.18 representa a discretização adotada para o modelo multidimensional. Ele-

mentos de pórtico baseado na formulação de Timoshenko de tamanho 5 cm são usados

nos primeiros 260 cm do pilar e nos últimos 110 cm da viga, resultando em um total de

74 elementos. O problema global da região da quina (mesoescala) é discretizado por uma

malha de 60 Q4 elemementos planos com tamanho 5 cm × 5 cm. Figuras 6.19 e 6.20

representam o Modelo Equivalente 1 e o Modelo de Referência 2, respectivamente. A

discretização segue o mesmo critério descrito na introdução deste capítulo. Os problemas

globais (as mesoescalas) associados a cada modelo apresentam 504 e 4536 elementos

planos Q4. As figuras 6.18, 6.19 e 6.20 também representam a região de enriquecimento

inicial (anterior à propagação da trinca) dos problemas globais e os respectivos problemas

locais. Para este problema foram necessárias quatro iterações para a atingir a convergên-

cia dos fatores de intensidade de tensões e para o cálculo da matriz C, Algoritmos 2 e 1,

respectivamente.

As trajetórias da trinca para os três modelos analisados estão representados na figura

6.21. A tabela 6.10 apresenta as coordenadas finais das trajetórias e as tabelas 6.11 e

6.12 reúnem os erros relativos da simulação do modelo multidimensional em termos de

energia de deformação, U , fatores de intensidade de tensão KI e KII , e deslocamentos
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Figura 6.17: Pórtico em L. Todas as dimensões estão em cm

horizontais e verticais, ux e uy, da extremidade direita do pórtico. Na tabela 6.11, o erro

está associado ao Modelo Equivalente 1, e na tabela 6.12 ao Modelo de Referência 2.

Tabela 6.10: Coordenadas finais da trinca

Modelo X Y
Modelo Multidimensional 15,04 269,55

Modelo Equivalente 1 15,27 269,16
Modelo de Referencia 2 15,17 269,47

Tabela 6.11: Erro em relação ao modelo 1

Passo da propagação da trinca U KI KII ux uy

0 0,26% - - 0,44% 0,26%
1 0,16% 4,37% 117,36% 0,41% 0,16%
2 0,14% 1,17% 5,99% 0,40% 0,14%
3 0,08% 5,48% 32,03% 0,38% 0,08%
4 0,04% 6,29% 19,65% 0,36% 0,04%
5 0,03% 6,60% 32,85% 0,33% 0,03%
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Figura 6.18: Modelo Pórtico em L multidimensional. Todas as dimensões estão em cm.
As três representações não estão na mesma escala.

Tabela 6.12: Erro em relação ao modelo 2

Passo da propagação da trinca U KI KII ux uy

0 1,24% - - 0,641% 1,242%
1 1,00% 102,99% 69,36% 0,646% 0,998%
2 0,97% 88,56% 240,08% 0,650% 0,969%
3 0,96% 31,19% 40,04% 0,662% 0,961%
4 0,92% 30,32% 41,81% 0,665% 0,923%
5 0,95% 40,25% 5,14% 0,679% 0,951%

Confirmando as observações de Seção 6.1, o comportamento do modelo multidimensio-

nal é bem semelhante ao dos Modelos 1 e 2. Os maiores erros observados para os fatores

de intensidade de tensão, especialmente KII , que é mais sensível a perturbações numéri-

cas, explica o ligeiro desvio da trajetória da trinca entre as simulações dos dois modelos

após a terceira etapa. Deve-se notar que a geometria e o comportamento deste problema

são mais complexos que os da seção 6.1, e, portanto, a substituição de parte significativa
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Figura 6.19: Pórtico em L - Modelo Equivalente 1. As três representações não estão na
mesma escala.

da malha de elementos planos Q4 por uma malha de elementos de pórtico de Timoshenko

pode explicar as diferenças entre os parâmetros avaliados. Por outro lado, essas diferenças

não perturbam a configuração final da trinca, e a estratégia proposta consegue representar

a propagação da trinca em um modelo de pórtico baseado na formulação de Timoshenko.

Considerando também os erros observados nos deslocamentos ux e uy, pode-se concluir

que a estratégia de acoplamento foi capaz de reproduzir em um modelo em que a maior

parte de seu domínio é representado por elementos de viga de Timoshenko, o comporta-

mento global advindo da propagação de trinca no contato viga e coluna.
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Figura 6.20: Pórtico em L - Modelo de Referência 2. As três representações não estão na
mesma escala.
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Figura 6.21: Passos da trinca



132

Capítulo 7

Considerações Finais

Neste capítulo são apresentadas as principais contribuições e conclusões deste trabalho,

seção 7.1, bem como algumas recomendações para trabalhos futuros, seção 7.2.

7.1 MEFG com enriquecimento global-local para análise
multidimensional

O presente trabalho investigou a aplicação de uma estratégia de acoplamento multidi-

mensional combinada com o Método dos Elementos Finitos Generalizados com Enri-

quecimento Global-Local (MEFGgl) para simular trincas em problemas bidimensionais e

tridimensionais de Mecânica da Fratura Linear Elástica. A análise foi conduzida em dois

exemplos numéricos: uma viga em balanço e um pórtico em L, ambos com trincas iniciais

que foram simuladas considerando-as como estáticas ou se propagando de maneira quase

estática.

A proposta de acoplamento entre modelos de dimensões distintas visa descrever a resposta

global de uma estrutura com um modelo denominado como dimensionalmente reduzido

(como viga de Timoshenko) acoplado a um modelo de elevada dimensionalidade (como

discretizado por elementos planos ou hexaédricos) que possa representar fenômenos lo-

cais complexos. O procedimento iterativo de Wang et al. (2014) foi adotado para garantir

a compatibilidade do deslocamento e o equilíbrio das tensões na interface entre os dois

tipos de modelos. Esta abordagem utiliza uma matriz de coeficientes para relacionar os
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graus de liberdade nas interfaces. Neste trabalho, duas adaptações foram necessárias no

procedimento descrito em Wang et al. (2014), a primeira delas foi a aplicação direta da

matriz de coeficientes nos nós da interface do Modelo de Forças Nodais a partir da se-

gunda iteração do processo iterativo. Já a segunda adaptação consiste na eliminação de

determinados termos dos vetores que definem a matriz de coeficientes para garantir o

desacoplamento entre os graus de liberdade, conforme realizado no equacionamento de

McCune et al. (2000), mas ignorado no procedimento iterativo de Wang et al. (2014).

Sem este desacoplamento, torna-se inviável a obtenção dos resultados, pois ocorre diver-

gência na determinação da matriz de coeficientes C. Realizada esta modificação, foram

necessárias, em média, apenas três iterações para a convergência do processo iterativo do

MFN e para o cálculo da matriz de coeficientes, C.

Um dos aspectos relevantes do novo procedimento é a capacidade de manter a discreti-

zação inalterada ao longo da interface, independentemente da evolução do fenômeno de

interesse, algo que é assegurado pelo uso do GFEMgl e pela introdução da mesoescala no

modelo global. O GFEMgl permite a utilização de uma malha refinada na escala local que

representa o fenômeno local de forma acurada, enquanto a escala global se mantém inal-

terada durante todo o processo. A mesoescala é definida por um modelo intermediário de

elevada dimensionalidade que assume o papel de modelo global na análise do GFEMgl.

Este mesomodelo proporciona uma flexibilidade significativa na definição e no refina-

mento do modelo de elevada dimensionalidade, uma vez que o modelo local é capaz de

acompanhar a propagação da trinca, permitindo a realização de um novo remalhamento

a cada segmento adicional de trinca no modelo local. Isso ocorre sem a necessidade de

alterações na malha do problema global, evitando, assim, a reestruturação completa do

processo de acoplamento em cada etapa da propagação. Esse procedimento simplifica a

solução e reduz o custo computacional que seria exigido caso fosse necessário recons-

truir o acoplamento na interface de análise a cada novo segmento de trinca. O modelo

intermediário é definido na mesma região onde será definido o modelo local e adota a

mesma formulação de elementos finitos, desempenhando um papel central de ponte entre
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os modelos de maior e de menor dimensão.

Inicialmente, simulou-se uma viga em balanço sob esforço de tração e flexão para avaliar

a metodologia proposta. Foram variados, isoladamente, os tamanhos do modelo de maior

dimensão e do problema local para avaliar o impacto nos resultados. No que se refere à

mesoescala, conclui-se que seu tamanho é fundamental para a qualidade da simulação, de-

vendo ser suficientemente grande para capturar o fenômeno local. Por outro lado, deve-se

estabelecer um limite de forma que as vantagens de desempenho computacional do aco-

plamento não sejam perdidas. Para os diversos tamanhos testados, foi observado que os

erros em U , KI e KII reduziram-se com o aumento do mesomodelo, até um certo limite

a partir do qual se estabilizaram. Não há, portanto, a necessidade de se aumentar indefini-

damente a mesoescala para se reproduzir o resultado do modelo equivalente. No entanto,

um mesomodelo muito pequeno resultou em erros significativamente maiores, o que pode

ser explicado pela proximidade entre a região do domínio local, e, consequentemente, a

região com nós enriquecidos, e a interface. Outro ponto relevante é que a variação no ta-

manho do domínio local não causou alterações na resposta do modelo, mesmo quando o

modelo local foi definido muito próximo da interface. Esse resultado sugere a viabilidade

de construir o problema local com dimensões próximas às da mesoescala, permitindo a

descrição completa da trajetória da trinca sem impactar a distribuição dos nós na interface.

Entretanto, é imprescindível que o modelo local não coincida com a interface, pois, nesse

caso, não seria possível estabelecer as condições de contorno necessárias para o problema

local.

Em seguida, foi analisada a propagação de trincas na viga sob esforço de flexão, vali-

dando a metodologia ao longo de múltiplas etapas de propagação da trinca. Os resultados

indicaram que a estratégia de acoplamento, combinada com o procedimento global-local,

permitiu uma representação precisa da trajetória da trinca, ao longo dos passos de propa-

gação.

Os resultados obtidos para a viga em balanço mostraram que a estratégia proposta é eficaz
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em capturar o comportamento geral da estrutura, tanto sob esforços de tração quanto de

flexão. Para a comparação com modelos de referência, os menores erros foram observados

quando o modelo de chapa era suficientemente grande, indicando que a redução excessiva

do modelo de maior dimensão pode comprometer a acurácia da solução. Além disso,

foi possível verificar que a proximidade entre a interface dimensional e a fronteira do

problema local não interferiu significativamente nas soluções obtidas.

Finalmente, a estratégia foi aplicada em um modelo tridimensional, onde elementos he-

xaédricos de 8 nós foram acoplados a elementos de pórtico com formulação de Timoshenko,

submetido a carregamentos distintos responsáveis pela flexão em dois eixos transversais.

A extensão da metodologia para um modelo tridimensional, com elementos de viga de

Timoshenko acoplados a elementos hexaédricos, demonstrou que a estratégia é versátil,

generalizável e pode ser aplicada em acoplamentos mais complexos, mantendo a precisão

nos resultados.

A aplicação da estratégia em um pórtico em L com duas interfaces em orientações dife-

rentes também validou a metodologia, com a trajetória da trinca e os parâmetros avaliados

apresentando boa concordância com os modelos de referência. Apesar das discrepâncias

observadas nos fatores de intensidade de tensão, especialmente (KII), as análises mostra-

ram que as diferenças não perturbaram a configuração final da trinca, confirmando que a

metodologia é robusta. No modelo de pórtico, o mesomodelo é consideravelmente redu-

zido, e a trinca se aproxima muito da interface. Como mencionado anteriormente, essa

proximidade pode estar interferindo nos resultados, o que explica os erros mais elevados

em comparação ao modelo de viga.

É importante destacar um aspecto relacionado aos valores de KII : tanto para o modelo

de viga quanto para o modelo de pórtico, o erro associado a KII foi significativamente

maior em comparação aos valores de KI e da energia (U ). Isso pode ser atribuído à

maior sensibilidade de KII a perturbações numéricas na estratégia de extração da Integral

de de Interação, devido à sua ordem de grandeza ser muito menor - cerca de dez vezes
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inferior à de KI -, o que fazia com que qualquer alteração resultasse em diferenças mais

significativas.

7.2 Recomendação para trabalhos futuros

O presente trabalho estabelece uma base sólida para futuras investigações e aprimora-

mentos na metodologia de acoplamento multidimensional no contexto do GFEMgl. As

seguintes sugestões são propostas para trabalhos futuros:

1. Automação da construção do Modelo de Forças Nodais (MFN): Formular e im-

plementar estratégia que possibilite, a partir da identificação dos elementos que

compõem a interface (substrutura da Figura 3.10), seja construído o MFN, automa-

ticamente.

2. Otimização do Processo Iterativo: Investigar técnicas para aceleração do proce-

dimento iterativo de Wang et al. (2014), visando reduzir o tempo de cálculo e au-

mentar a eficiência computacional, principalmente quando associado à inserção dos

coeficientes da matriz de transformação T na resolução do sistema de equações do

MEF.

3. Aplicação em problemas de propagação de trinca por fadiga

4. Aplicação em problemas com múltiplos acoplamentos, com a presença de várias

mesoescalas. Neste caso, pode-se também adaptar o código para permitir o proces-

samento paralelo em que cada diferente MFN e cada solução local pelo MEFGgl

fique associado a um processador.

5. Aplicação em problemas mais complexos: Expandir a análise para problemas com

outras formulações de elementos, como acoplamento sólido-casca, casca-viga, que

podem representar estruturas mais próximos da realidade, como componentes ae-

ronáuticos ou automotivos.
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6. Estudo em modelos com não linearidade: Expandir a estratégia para lidar com pro-

blemas em que a não linearidade física é governada por fenômenos confinados lo-

calmente. Isso envolve adaptar a estratégia de solução para se levar em conta a

mudança de comportamento do meio na escala local e sua influência no comporta-

mento global da estrutura. Pode-se aproveitar o trabalho feito por Monteiro (2019)

que propõe uma estratégia global-local para lidar com a propagação de dano em

regiões confinadas do domínio de estruturas com materiais parcialmente frágeis. O

mesmo procedimento poderia ser adaptado para lidar com a propagação de trinca

empregando modelo coesivo (Oliveira, 2024) ou mesmo para se levar em conta a

plastificação do meio.

7. Introduzir a propagação de superfícies de trincas não planas em modelos tridimen-

sionais no INSANE e viabilizar simulações com acoplamento multidimensional.

Estas direções futuras podem levar ao desenvolvimento de novas técnicas e aprimorar

significativamente a robustez, eficiência e aplicabilidade da metodologia de acoplamento

multidimensional no contexto do GFEMgl.
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