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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é determinar o comportamento assintotico, quando
p — 00, de solucoes de problemas de Dirichlet para o p-Laplaciano em que a nao-
linearidade combina um termo de conveccao com um termo exponencial.

Estudamos o problema de Dirichlet

—Apu = Mt + But |Vl + mut e em Q,
u>0 em Q, (P)
u=20 sobre 0f),

em que Q é um dominio suave e limitado de RN, com N > 2, e Aju = div(|Vu|[’"> Vu) é
o operador p-Laplaciano, p > 1. Os parametros A, 5 e m sao nao negativos, e os expoentes
q,a,b,l, a e s satisfazem certas condigoes, entre as quais 1 < ¢ < p.

Motivados pelo trabalho de Bueno e Ercole [9], provamos um resultado de existéncia
de solugoes para o problema (P) que complementa trabalhos de: de Figueiredo, Gossez,
Quoirin e Ubilla [21], de Araujo e Montenegro [15] e de Araujo e Faria [13].

Em seguida, para A\ e  arbitrariamente fixados e para m suficientemente pequeno,
provamos que as solucoes obtidas convergem uniformemente para dg, a funcao distancia
até a fronteira, quando p — oo.

Palavras-chave: comportamento assintotico; p-Laplaciano; termo de convecgao.



Abstract

The main purpose of this work is to determine the asymptotic behavior, as p — o0,
of solutions to a Dirichlet p-Laplacian problem in which the nonlinearity combines a
convection term with an exponential term.

We study the Dirichlet problem

—Apu = Mt 4 But | Vul” + mutte™ in Q)
u>0 i Q, (P)
u=0 on 02,

where Q is a bounded, smooth domain of RN, with N > 2, and Ayu = div(|Vul|’~* Vu)
is the p-Laplacian operator, p > 1. The parameters A, 5 e m are nonnegative and the
exponents ¢, a,b,l, « and s satisfy certain conditions, among them 1 < g < p.

Motivated by Bueno and Ercole [9], we first prove an existence result of solutions to
the problem (P) which complements works by: de Figueiredo, Gossez, Quoirin and Ubilla
[21], de Araujo and Montenegro |15] and de Araujo and Faria [13].

In the sequence, for arbitrarily fixed A and (3, and for sufficiently small m, we prove that
the obtained solutions converge uniformly to dg, the distance function to the boundary,
as p — oo.

Keywords: asymptotic behavior; p-Laplacian; convection term.
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Introducao

Este trabalho ¢ dedicado ao estudo de um problema quasilinear elitico envolvendo um
termo de convecgao e um termo exponencial. Mais precisamente, estudamos a existéncia e

o comportamento limite, quando p tende ao infinito, das solug¢oes do problema de Dirichlet

—Apu = M+ But |Vl + mut e em Q,

u >0 em 2, (P)
u=">0 sobre 0f),
em que Q é um dominio suave e limitado de RN (N > 2) e Ayu = div(|Vul’~> Vu)

é o operador p-Laplaciano, p > 1 (observe que para p = 2, é exatamente o operador
Laplaciano). Os parametros A, S e m, sao nao negativos e as constantes ¢,a,b,l, o e s
satisfazem

a,l>1, b>0, s,a>0, e p>q>1.

Entende-se o problema (P) no sentido fraco, isto é, u, € Wy"(Q) & solucio de (P) se, e

somente se,
/ |V, [P~ 2Vu, Vo dr = / <)\ugfl + pus! IVu,|” + mué’leo‘“;) vdz, Yo € WyP(Q).!
Q Q

Quanto ao comportamento limite, nosso principal objetivo é mostrar que, sob determina-
das condicoes, as solucoes u, convergem uniformemente para dg, a funcao distancia até a
fronteira, quando p tende ao infinito, em que

do(z) = min |z —y, =€ Q.

W, P(Q) é o fecho de C5°(Q) em WP (1)
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Nas ultimas décadas, este tipo de comportamento limite das solucoes do problema de

Dirichlet da forma

—div(¢p(|Vu[)Vu) = f(z,u) em Q,

u > 0 em (2,
u = 0 sobre 0}
foi obtido por muitos autores. Podemos nos referir a [5], [27], [31]| para o p-Laplaciano,

isto é, para o caso quando ¢,(t) = t?2, e para o caso de funcdes ¢, mais gerais, podemos
nos referir [7], [19], [20], [22], [23], [25]. Em todos estes trabalhos os autores encontraram
a funcao distancia até a fronteira como o limite uniforme das solugoes u,, quando p tende
ao infinito. No entanto, até onde sabemos, este é o primeiro trabalho em que o compor-
tamento assintotico, quando p — oo, é estudado para uma p—familia de problemas de

Dirichlet com termos de convecgao (ou seja, gradiente na nao linearidade).

No Capitulo 1, apresentamos algumas definicoes que serao utilizadas nos capitulos
seguintes: Problema do Primeiro Autovalor do p-Laplaciano, problema de Torcao, entre
outros. Também sao apresentados resultados de convergéncia (ver Lema 1.4.1, Teorema

1.5.1), os quais sao fundamentais para obter a convergéncia uniforme da familia de solu-

coes (up).

No Capitulo 2, provamos a existéncia de uma solugdo do problema (P) (Teorema
2.0.1). Enfatizamos que este resultado de existéncia nao impoe restrigao alguma nem no
expoente s no termo exponencial, nem no expoente b no termo de conveccao; respectiva-
mente ao valor critico % (desigualdade de Trudinger Moser) e ao expoente critico p (o
crescimento natural do gradiente). A prova deste teorema, apresentada na Segao 2.2, é
inspirada por uma abordagem introduzida por Bueno e Ercole em [9], a qual combina o

método de sub-supersolucao com uma versao do Teorema do Ponto Fixo de Schauder.

Em [21], de Figueiredo, Gossez, Quoirin e Ubilla provaram resultados de existéncia
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para as seguintes classes de problemas envolvendo o p-Laplaciano e um termo de convecgao

“Apu = g(u) [Vul + f(z,u) em Q,
u > 0 em (2,

u = 0 sobre 0f).

Estes resultados se aplicam as seguintes nao linearidades particulades (na nossa notacao),

em que p* = NN—_’; denota o bem conhecido expoente critico de Sobolev:

(a) B|Vulf +ul"te® com >0, l>pel<a< BI% (|21, Exemplo 2.3]);

(b) u* |Vul’ + muP~te® coma > 1,0 < a < (g*__lg’a e 0 <m <\, (|21, Exemplo
2.9]);

(c) BIVul’ +u'=t com >0 el >p (|21, Examplo 2.13|); e

(d) B|Vulf + mut=te*® com B > 0,0 < a < BT;T_IP, 1 <1 < p em positivo,

suficientemente pequeno ([21, Teorema 2.17]).

Nosso Teorema 2.0.1 complementa resultados de existéncia para essas nao linearidades
particulares, com um termo sublinear adicional Au¢~"' (1 < ¢ < p) e com |Vu|” (b > 0) no
lugar de |[Vul”. De fato, os itens (a) e (¢) sdo complementados pelo Corolario 2.3.3, o item
(b) é complementado pelo Corolario 2.3.4, e o item (d) é complementado pelo Corolério
2.3.1.

Em [15], Araujo e Montenegro consideraram o seguinte problema de Dirichlet (na

nossa notagao)

—Aju = Mt ulTe™ em Q,
u > 0 em (2,
u = 0 sobre 0f2,

emquel < qg<p,l>1es>0.Usandouma abordagem introduzida em [9], eles provaram
um resultado de existéncia para A e a suficientemente pequenos, assumindo [ # p. Além
de incluir um termo de conveccao, nosso Teorema 2.0.1 complementa o Teorema 1.1 de
[15].

Ainda neste capitulo, na Secao 2.3 apresentamos mais duas aplicacoes do Teorema

2.0.1 (ver Corolario 2.3.2 e 2.3.3), que estendem um recente resultado de existéncia ob-
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tido por Araujo e Faria em [13].

No Capitulo 3, provamos, como consequéncia da desigualdade de Picone, um resultado

de nao existéncia para o problema de Dirichlet

—Aju = mute™™ +g(z) em Q,

u = 0, sobre 0f),

enunciado na Proposi¢do 3.0.2, para g € L*(Q2), g > 0,1 <1l < pe a,s > 0. Este
resultado generaliza o Teorema 2.1, demonstrado por Garcia Azorero e Peral Alonso em
[24] e também mostra que, com respeito & existéncia de solu¢oes, uma restrigdo para o

parametro m em (P) é de se esperar quando 1 <[ < p.

No Capitulo 4, provamos a convergéncia uniforme da familia de solugoes (u,) a funcao

distancia dg (Teorema 4.2.2). Inicialmente provamos que, a menos de subsequéncias,
li = 1
Jim = oo (1)
uniformemente em Q, com u,, € W1°(Q) N Cy(Q), tal que

Para obter esta convergéncia, provamos alguns resultados assintéticos na Secao 4.1. Em

particular, mostramos que

Jim by = 1,
em que
kp = sup [Vl (2)
(&

S, ={we W, ?(Q) : —A,w = g em Q, para alguma g € L*(Q), ||g|l.. = 1} (3)



Introducao 14

Um passo crucial na prova deste limite ¢ dado pela seguinte estimativa
[Vwl|, < (C}DV)P%1 para todo w € S,, p > 2,

em que c e 7y sao constantes positivas independentes de p e w. Tal estimativa ¢ uma
adaptagao para o p-Laplaciano, feita por Ercole em [18], de uma estimativa global para o

gradiente de solugoes para problemas mais gerais, provada por Cianchi e Maz’ya (ver [11]).

Ainda no Capitulo 4, provamos na Proposicao 4.2.1 que u,, = dg. Este fato é obtido

levando-se em conta que a solu¢ao u, também é solugao fraca do problema de Dirichlet

~Apyu = Mu|"?u+h, em Q,
u = 0 sobre 0§2;

(4)

em que

y = B Ve [+ e,

Devido ao fato de wu, ser o Ginico minimizador positivo do funcional energia I, associado
ao problema (4), temos

Iy(up) < Ip(dg).
A partir desta desigualdade, do fato dg — us > 0 (dada em (4.19)) e da convergéncia
uniforme de u, para u.., conseguimos provar que

lim [ (df, —ul)dx = /(al?2 —ul )dx >0, (5)

donde concluimos que dgo = Uq.

Os resultados dos Capitulos 2, 3 e 4, descritos nesta introducao, foram apresentados
no artigo [14] y publicado.
No Capitulo 5, estudamos o comportamento assintotico, quando p — oo, de uma

solucao positiva u, para o problema de Dirichlet

—Apu = [u|T%u + plul 2w |Vulf™" em

u =0, sobre 0f),
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em que € é um dominio Lipschitz limitado de RN, N > 2, e ¢,a > 1.

Este problema nao possui um termo exponencial como o tratado no Capitulo 4. Em
contrapartida, o expoente do termo convectivo é dependente de p. Provamos neste capitulo

que se 0 < p < ||dq||3%, entdo u, converge uniformemente em Q para dg, quando p — oo.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos uma colecao de definicoes e resultados que vamos precisar
no resto do trabalho. A intencao deste capitulo é fazer mais facil a leitura deste trabalho.
Em general sao apresentados resultados conhecidos, motivo pelo qual vamos omitir as

provas deles, as quais podem ser encontradas na bibliografia citada.

1.1 A funcao distancia até a fronteira

As definicoes e resultados abaixo, podem ser encontrados em [26].
Seja Q C RY, um dominio suave e limitado. Definimos a funcao distancia dg até a

fronteira 02 como sendo

da(x) = minfe —y|, €.

Algumas propriedades conhecidas da funcao dg:
L. dg € Co(2) N Whe(Q),

2. |Vdg(z)] =1, q.t.p em Q,

3. ||da|s € 0 raio de maior bola inscrita em (0.

Mais detalhes podem ser encontrados em [26].

Consideremos v uma outra funcdo em Co(Q) N WH*(Q). Fixando z € 2, escolhemos
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y € 09, tal que dg(z) = |z — y|. Como v se anula na fronteira,
()] = [v(z) —v(y)| < |z —y|[[Voll o = dalz) Vo], (1.1)

onde a desigualdade na passagem anterior é devido ao Teorema do Valor Médio, uma vez

que o segmento de reta [x,y] C Q. Logo, da desigualdade (1.1) temos que

0] < lldells IV]l. s para todov € WH() N Co (). (1.2)

1.2 O operador p-Laplaciano

Consideremos o problema de Dirichlet

—Apu = f em(,
u = 0 sobre 02,

(1.3)

em que p > 1, f € (Wy"(Q)) e Ayu:= div(|Vul’~> Vu) é o operador p-Laplaciano.

Dizemos que u € W,(Q) é solucao fraca de (1.3), se
/ |VulP2VuVuvdz = / fodz, Yo € WP ().
Q Q

Mais detalhes deste operador podem ser vistos em [17].

1.3 O problema de autovalor do p-Laplaciano

Consideremos o problema de Dirichlet do p-Laplaciano dado por

~Ayv = Ao Pv em Q,

v = 0 sobre 02,

(1.4)

em que  C RY ¢ um dominio limitadoe N >1e 1 < p < co.

Defini¢ao 1.3.1. Dizemos que X € um autovalor de (1.4) se existir uma fun¢do u €

Wy (Q) — {0}, tal que
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/ |VulP?VuVodz = )\/ luP~2uw dz, Vv € Wy (Q). (1.5)
Q Q
A funcao u é chamada de autofuncao.

Notemos que em (1.5), tomando v = u, A pode ser escrito como

_ fQ |VulP dz

A= fQ lulpda

O problema (1.4) tem um menor autovalor e uma primeira autofungao associada a ele.

1.4 O primeiro autovalor do p-Laplaciano

O primeiro autovalor do problema de Dirichlet do p-Laplaciano é denotado por A, e

definido como )
IVl 1p IVeyll,
)\p = min TR NS WO’ (Q) \ {O} = (16)
ol lepll,
em que e, denota a primeira autofungao positiva associada ao primeiro autovalor \,.
Consideramos a autofunc¢ao e, como L>—normalizada, isto ¢, e, > 0 em Qe |e,|| = 1.

Lembremos que a autofuncao e, € Wol’p(Q) ¢ uma solu¢io fraca do problema (1.4).

Na sequéncia, apresentamos um resultado provado por Juutine, Lindqvist e Manfredi
que relaciona o primeiro autovalor do p-Laplaciano com a fungao distancia (para mais

detalhes, ver [26], Lema 1.5).

Lema 1.4.1. Tem-se

lim X;/7 = fldall.["

Teorema 1.4.2. Dada uma sequéncia (py,), com p, — 00, existem uma subsequéncia
(pn,) € uma fungio eso € WH(Q) N Co(2), tais que: |lello, = 1, €p,, converge unifor-

memente em §2 para ey, €

d
0<ex < —Q, em €.
ldal|

Observacao 1.4.3. A positividade estrita de e, seque da Desigualdade de Harnack, pro-

vada em [/, Teorema 1] (ver também [0, Coroldrio 4.5]) devido a e, ser co-superharmonico

do

=2 nao vale para um
Tdall P

e nao ser identicamente zero (|lex|, = 1). A igualdade eo =
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dominio geral limitado Q). Ela vale para bolas, anéis e estddios ' (ver [75]), mas ndo para

quadrados (ver[20, Proposi¢io 4.1]) e triangulos, por exemplo.

1.5 O problema de Torcao

Para cada p > 1, denotamos por ¢, a p-func¢ao de torgao associada a ) C RY | isto ¢

¢, € a solucao fraca, no espaco de Sobolev Wol’p(Q), do problema de torcao

—A,y = 1 em ()
0 sobre 0f).

(1.7)

v

Portanto,

/Q V|2V, Vude = /Q vdz, Vo € WyP(Q).

O seguinte resultado de convergéncia, que serd usado na Secao 4.2, foi provado por
Bhattacharya, Di Benedetto e Manfredi em [5] na Proposigao 2.1, Parte IT e por Kawohl

em [27], Teorema 1.

Teorema 1.5.1. Tem-se

lim ¢, = dq, uniformemente em Q.
p—00

1.6 O espaco de Lorentz

Nesta se¢ao, introduziremos o espago de Lorentz LP4(Q2), que é definido pelo conjunto das
funcoes tais que o funcional || - ||,, estd bem definido em LP?(€2). Além disso, veremos
que para certos valores de p e ¢, o espaco LP9()) é um espago normado. Mais detalhes

deste espaco podem ser vistos em [3].

Na sequéncia, definiremos alguns conceitos béasicos que serao necessarios no decorrer
desta secao, tais como funcao distribuicao e rearranjamento. Assumiremos também que
(Q,%, 1) um espaco de medida o-finito e que v é uma fun¢do X-mensuravel em Q, ou

mensuravel, caso nao haja confusao.

lum estadio é o fecho convexo da unido de duas bolas com o mesmo raio e centros distintos.



1.6. O espaco de Lorentz 20

Definicao 1.6.1. A func¢ao distribuicao p., de uma funcao mensurdvel v € definida por

o : RY — R U {400}

s (t) = i ({x € R : o(a)] > 1)),

Notemos que a funcao distribui¢do u, depende apenas do valor absoluto |v| da fungao

v e que W, pode atingir o valor +o0.

Exemplo 1.6.2. A funcao distribuicao p, de uma funcao simples e nao negativa v,

definida por

n

() =) a;xg, (@),

j=1
em que 0s subconjuntos E; C R sao disjuntos dois a dois com medida p-finita e a; >
ag > --->a; > 0. Set > ay, entao |v(x)| < t; logo, p,(t) = 0. Se ay <t < ay, entdo
v(x) > t precisamente no conjunto Ei; logo p,(t) = u(E;). Se ag <t < as, entdo v(x) >t

precisamente no conjunto Ey U Esy; logo p,(t) = u(Ey U Ey) = u(Ey) + p(Es).

Em geral,
(1) = Z ij[aj+1,a].)(t),
j=1
parat € R, em que apy1 =0, para j =1,2,--- n,

Definicao 1.6.3. Sejam v, v’ funcgoes X e X' mensurdveis, respectivamente. Dizemos que

v e sao fungoes equimensurdveis se p,(t) = ., (t), para qualquer t > 0.

Definicao 1.6.4. Seja v uma fun¢ao mensurdvel. O rearranjamento decrescente de

v € a fungao

v R — R

s —> v*(s) :==sup {t > 0: p,(t) > s}

Notar que o rearranjamento decrescente v* depende apenas do valor absoluto |v| da

funcao v.
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Observacao 1.6.5. Como uma consequéncia imediata da Defini¢cao 1.6.4, podemos obter
v*(s) =1inf{t > 0: p,(t) < s} = m(p(t)), (1.8)

em que m € a medida de Lebesgue.

Exemplo 1.6.6. Calculemos o rearranjamento decrescente da funcdo simples dada no
Ezemplo 1.6.2. Se s > mg, entdo v*(s) = 0. Se mg > s > ma, entdo v*(s) = ag. Se

me > s > my, entdo v*(s) = az. Se 0 < s < my, entdo v*(s) = a;. Portanto,

n

U*<S) = Z an[mj—lamj)(S>’

j=1
em que mg = 0.

Definigao 1.6.7. Seja (2, %, 1) um espago de medida completo o-finito; sejam 1 < p
el < q < oco. O espago de Lorentz LP1(QQ) ¢é constituido por todas as fungoes

Y—mensurdveis v, para as quais a quantidade ||v|,, € finita, em que

1 q %
<fR+ <t5v*(t)> %) , se 0<q< oo,

[0]lp.q = 1
SUDPy~ (ﬁ v*(t)) : se q= 0.

Pode-se conferir que o espaco de Lorentz é um espaco linear. Além disso, o funcional
| - |lp,g € uma seminorma, pois este funcional nao satisfaz a desigualdade triangular para

todol <p<+4ooel<qg< +o0.

Exemplo 1.6.8. A quantidade ||v]]1 € uma seminorma e nao vale a desigualdade tri-

angular. Consideremos as funcoes

Entao,

[ulioo =1 € flvfhe = 1.

Entretanto, ||u + v|[100 £ Jull1,00 + [[V]1,005 POis ||+ v]]1,00 = 4.

Em geral, vale a desigualdade ||u+ v||pq < 2||ullpq + 2||0]|p.g-
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Teorema 1.6.9. Sejam 1 < g < p < 400 ou p = q = +o00. Entao (LP1(Q), || - ||pq) € um

espaco de Banach invariante por rearranjamentos.

Proposicgao 1.6.10. Seja (2, 3, 1) um espaco de medida completo o-finito e v uma fungao

mensurdvel. Entao, cumpre-se
e Sel<p, entio LPP(Q2) = LP(2). Isto ¢, ||v|,p = ||v]|,
o [>1(Q)) = {0}

e Paral<p<+4ooel <q <q <400, vale a desigualdade

1v]lp.q, < (P, ar, @)|]lpg, isto € L C LPP.

Definicao 1.6.11. Seja v uma fun¢ao mensurdvel. Entao a fun¢ao maximal é definida

por

Observacao 1.6.12. No Teorema 1.6.9 € usada a hipotese restritiva q < p. Entretanto,
no caso 1 < p € possivel substituir || - ||, por um funcional equivalente que é norma para

todo 1 < q. A ideia é substituir v* por v™* na Defini¢ao 1.6.7 de || - ||,.4-

Definicao 1.6.13. Sel < p < +o0 el < q < +o00. Parav, fungcao mensurdvel, definimos

a quantidade

1
N
<fR+ <t% v**(t)) %) Y, se 0<q< oo,
SUDs~q tr v (1), se q = +00.

[vllp.q =
finita.
Lema 1.6.14. Se 1 < p < 400 e 1 < g < +00, entao para toda fungcao mensurdvel v,

valem as destqualdades

vllp.g < lvlizg < P llpa;
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em que %+I% = 1. Em particular, LP1(Q) consiste de todas as fungoes para as quais [[v||5

€ finita.

Teorema 1.6.15. Se 1 < p < v+ el < g < 400, ou p = q = +oo. FEntao,

P ) € ' ' ;
(LP2(Q), || - [|z,) € um espago de Banach, invariante por rearranjamentos.

Observacao 1.6.16. Nem todos os espacos de Lorentz sao espacos invariantes por rear-
ranjamentos. Por exemplo, o espago de Lorentz L*°(Q2) néo é invariante por rearranja-

mento.

A seguinte proposi¢ao, que pode ser encontrada em |[3], Proposition 1.7, permite ex-

pressar a norma de uma fun¢do v € L>(2) em termos do seu rearranjamento.

Proposicao 1.6.17. Seja v : 2 — R uma funcao mensurdvel e v* o rearranjamento de

v. Entao v e v* sao equimensurdveis. Isto €, [, = [Lyx.

Agora, tomemos v € L>(2). Entdo, da Observagio 1.6.5 e da proposi¢ao anterior,

[vllee = If{C >0: p,({x € Q:|v(z)] >C}) =0}
=inf{C>0:p{zeQ:|v(z)>C}) =0} =v"c- (1.9)

Se v € LP(Q) também temos que v* € LP([0, |Q]]) e

vl = v || e o). (1.10)

Enunciaremos a desigualdade de Holder para os espacos de Lorentz.

Teorema 1.6.18 (Desigualde de Holder). Seja Q C RY. Suponha que 1 < p < +oo e
1<q< 400 Seue LP(Q) ev e LP9(Q). Entio,

/Q u(x)o(@)]de < / (0 (1) dt < allpgllo

em que p' e ¢ sao conjugados de p e q, respectivamente.



1.7. O espaco de Lorentz-Sobolev 24

1.7 O espaco de Lorentz-Sobolev

Esta secao esta baseada no Capitulo 4 do trabalho de Serban Costea, em [12] e no Capitulo
2 do trabalho de Cianchi e Mas’ya [11].

Seja Q um aberto de RY. Denotemos por LP?(Q2, RM) ao espago de fungoes

f=hforo s ) Q — RY,

tais que f; € LP9(Q).

Definigao 1.7.1. Seja uma funcdao vetorial mensurdvel f = (f1, fo, -+, fu) : Q — RM ¢

denotemos por |f| =/} + f2+ -+ f%. Dizemos que
felPiQRM) <= f, € LP9Q), parai=1,2,--- | M <= |f| € LP(Q).
Além disso, usando a norma dos espagos de Lorentz, definimos

1f |z a@rary = [Hf] lpq-

Observagao 1.7.2. O espago LP4(Q,RM) com a norma || - ||ppariy € um espago de

Banach, para 1 < p < 00,1 < q < oo (ver [12] para mais detalhes).

Definicao 1.7.3. Sejam 1 < p < 00,1 < g < o0 e sejam € N. O espagco de Sobolev-
Lorentz W™LP1(Q) € o espago de Banach definido como

WmLPQ) = {u € LP1(Q), é m-vezes fracamente diferencidvel em €

e |[VFu| € LP(Q), para 1 < k < m}

com a norma

ullwm o) = l|ull ooy + Z V5| Loy,
k=1

em que V*u denota o vector de todas as derivadas fracas de u, de ordem k.
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Capitulo 2

Existéncia de solucoes do problema de
Dirichlet com termos de conveccao e de

crescimento exponencial

Neste capitulo consideraremos o problema de Dirichlet

—Apu =Ml 4 But |Vl + mut e em Q,
u>0 em Q, (P)
u=">0 sobre 0f),

em que € & um dominio suave e limitado de RN, com N > 2, e Ayu := div(|Vul[" > Vu) é o
operador p-Laplaciano, p > 1. Os parametros A, § e m, sao nao negativos e as constantes

q,a,b,l, o e s satisfazem
a,l>1, b>0, s,a>0, e p>q>1.

Antes, vamos recordar as seguintes notacoes (veja Capitulo 1):

1) dq é a fungao distancia até a fronteira de €.
2) ¢, é a p-funcao de torcao.
3) A, € o primeiro autovalor do p-Laplaciano.

4) e, ¢ a autofungdo correspondente a \,, positiva em ) e normalizada na norma

L=(9).
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A solugao u, do Teorema 4.2.2 é obtida como uma aplica¢ao do Teorema 2.0.1 o qual serd

enunciado em breve.

Definimos

ky = sup [Vl (2.1)

weS)

em que
S, ={we Wy P(9) : =A,w = g em Q, para alguma g € L®(Q), g/l = 1}, (2.2)

Para cada M > 0, denotemos por £(M) a regido de R? definida por

AA BB mA
._ 3 . P 2 P
E(M) = {()\,ﬁ,m) e Ry : = + VD) + N[ lo-all < 1} : (2.3)
em que
A=l e By =y lloplt " (2.4)

Agora, podemos enunciar nosso principal resultado de existéncia.

Teorema 2.0.1. Assuma que 92 € CY7 para algum 7 € (0,1). Se (A, B,m) € E(M) para
algum M > 0, entdo o problema de Dirichlet (P) admite pelo menos uma solucio fraca

u, € Wy(Q) tal que

)\ 1/(1"‘]) M ]{? M
— e, <u, < 10) e Vu < P . 2.5
(Ap) p St S g% Vsl < 5 (2:5)

2.1 Definicoes e resultados preliminares

Nesta se¢ao vamos assumir que 92 ¢ ao menos de classe C17, para algum 7 € (0,1).

Relembremos que no caso particular em que € é uma bola centrada em z, € RV com
raio R > 0, a solucao explicita para ¢, foi apresentada por Sakaguchi em [34] e explorada
por Kawohl em [27]. A func@o ¢, é radialmente simétrica, radialmente decrescente e
explicitamente dada pela expressao,

p—1. 1

Pp(x) = ——N 51 (Rp%l — |z — xdﬁ) , |z — x| <R.
p
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Segue da expressao anterior que

P — 1 1 »
Iéplloe = — =N r o (2.6)

Para um dominio limitado geral ), podemos combinar a simetrizagao de Schwarz com

a igualdade (2.6) e obter

p—1__ 1 (|9 ¥D
< My=L"" N (2 2.7
oyl < o= 2=t (1) (2.7
em que |Q| denota o volume de Q e wy denota o volume da bola unitaria (Veja: [27]).

Na sequéncia, |-[,, denotard a norma de CY7(Q) definida por

N
[l = ull + 1Vl + Y Tz,

i=1

em que

[uz,], = sup { [Ua, (@) = s, () 2,y €N e v # y}

para cada i € {1,2,...,N}.

O conjunto S,, que aparece na sequéncia, foi definido em (2.2).

Proposicao 2.1.1. Se u € S, entao
lu(z)| < ¢p(x) Ve (2.8)
Além disso, existem constantes positivas n, e K, tais que u € Ot (ﬁ) e
|U|1,77p < K.

Demonstragdo. A desigualdade (2.8) pode ser obtida aplicando o Principio de Compa-
racdo (Teorema C.0.1) as fungdes u e —u.

Como u € S,, entdao —Ayu = g, para algum g € L>(Q), ||g||,, = 1. Temos também que
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¢p € S,, pois ¢, € Wy P(Q) é solugio fraca do problema de torcao —Ayp, = 1. Assim,
—ANu=9g<1=-Ap,,em Q e u=¢,=0,em 00. (2.9)

Considerando o mesmo raciocinio, conseguimos um resultado analogo para a funcao —u.

Logo, pelo Teorema C.0.1 e da expressao (2.9), conseguimos
u(z) < d,(x) e  —oy(x) <ulz), Vaell
Além disso, considerando (2.7) e (2.8), obtemos

u(@)] < dp(x) < [lPplloe < Mo,

isto é,
u| < Mo. (2.10)
A outra afirmagao segue da desigualdade (2.10) e dos conhecidos resultados de regulari-
dade de Lieberman |29, Teorema 1|, aplicados ao p-Laplaciano. ]
Observacao 2.1.2. Da Proposicao 2.1.1 temos
i) Em concordincia com [29, Teorema 1], as constantes n, e K, dependem apenas de

7, N, p, My e €.

ii) Da Proposi¢ao 2.1.1 e da definicao de |- temos

|1,777
N
Ky > [uly, = llullog + [Vl + ) Tun], 2 [IVull -

=1

Desta dltima desigualdade e pela defini¢io de k, dada em (2.1), obtemos k, < K,
portanto

0 <[Vl <k, <K, sempre quep > 1,

i) Da desigualdade dada em (1.2) para a funcao distancia, temos
Wl < lldall IVoll, Vo € WH(Q) N Co(Q),

e, com isso, conseguimos um limite inferior para k, em termos de ¢, e ||dall -
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[l
ldello

< Vol sempre que p > 1. (2.11)
Corolario 2.1.3. Se g € L™=(Q) e u € Wy*(Q) € a solucio fraca do problema

-Apu = g em(,
v = 0 sobre 09,

entao u € C1(Q) e as sequinles estimalivas sao satisfeitas

u(z)] < ||g| L") gp(z) Vzed, (2.12)
luly,, < K llgll2®Y, (2.13)

e
IVull, < Ky llgllL®. (2.14)

Demonstracao. Na prova deste corolario é suficiente considerar o caso ||g|| ., # 0. Defi-

namos,
u o ~ g
gl ey I Tl

Como o operador A, é (p — 1)—homogéneo

Ape A U _ Apu
8 Ilg|AL®=D [91l0o

com isto e da hipotese temos

g -
—Apv = =4,
gl
obtendo v = Hlll/% € S,. Assim, pela Proposicao 2.1.1 conseguimos
glloo
- (@ u(x) _
W C:P(Q) W < ¢,(z), Yz €Q,

donde obtemos u € C'(Q) e a estimativa dada em (2.12), isto &

lu(z)] < [lg]|LP ¢, (x), Ve
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Uma vez que ””1/% € S,, da Proposicao 2.1.1 conseguimos a estimava (2.13), isto é
gllc

u

1/(p—1)

< KpllgllL®Y.
lglloc

<K, <= ||, <

1,mp

Como Hglléé% € S,, da defini¢ao de k,, dada em (2.1), obtemos a estimativa (2.14)

u
V -
H (HgW”’ ! )

O seguinte lema estabelece uma relacao entre as quantidades A, e ||¢,| . que, entre

Vu

1/(p—1)

lglls <k, = |Vl < kgl L.

o

o ‘

]

outras utilidades, fornece uma cota inferior para o primeiro autovalor do p-Laplaciano em

termos da p-funcao de torcao.

Lema 2.1.4. A sequinte desigualdade vale para todo p > 1:
1< A/ ] (2.15)

Demonstracao. Como e, ¢ solugao do problema do autovalor associado a A, e ¢, é
solu¢ao do problema de p-tor¢ao, novamente usando a homogeneidade do operador A, e

lembrando que e, é L>°(£2)—normalizado,
—Ape, = )‘peg_l < /\pHepHI;gl =N\ = _Ap(/\;;/(p_l)ﬁbp)a em ().

Por hipotese, temos e, = ¢, = 0 sobre 0f2. Logo, pelo Teorema C.0.1 e pelo Principio da
Comparacao

ep <A/ P Vg, em Q.

Portanto,

L= lleplloe < X/ Nl

2.2 Prova do resultado principal

Agora, apresentamos a prova do nosso resultado principal.



2.2. Prova do resultado principal 31

Demonstra¢dgo do Teorema 2.0.1 . Da defini¢do de £(M), dada em (2.3), temos

A, By +m Ay <1. (2.16)

A= T8 e T e =

Consideremos o subconjunto fechado, convexo e limitado F' C C*(Q) definido por

- 1/(p—q) M kM
F=<{uecCQ): (%) ep<u<——ap,e [|[Vul] < —=2 . (2.17)
p 160l o 100l o

Definamos um operador que associa a cada elemento deste subconjunto um elemento do

espaco de Sobolev W, () :

T:Fcoi(Q) — CH(Q)

ur— T(u)

em que T'(u) € W,P(Q) é a tnica funcio satisfazendo

—A(T(w) = MT(u)?' + pus~" |[Vul’ + mul~1e®  em Q,

(2.18)
T(u) = 0 sobre 0f2.

Assim, para cada u € F a funcdo U = T'(u) é a tinica solucio fraca no espaco W, ?(Q) do

problema de Dirichlet
—Ap = gu(zr,v) em Q,

(2.19)
v = 0 sobre 0f2,
em que a nao linearidade g, (z,t) é definida pela expressao
gul@, ) = AT 4 Bu(z)* V()" + mu(z) e @ 2 eQ et >0, (2.20)
Temos a unicidade da solucao U ao escrever
gul(x,t) = M7 + h(z)
com h € L*(Q), h > 0el < g < p, e aplicar resultados de Diaz e Saa em [10] (veja

Corolario E.0.2).

Para provar a existéncia da fungao U, usaremos o método de sub-supersolugao (veja
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Teorema D.0.3). Sejam,

M \ 1/(p—q)
uU:=——-20 e U= | — e,.
opll " (Ap) !

Provaremos que u é supersolugdo e u é subsolugdo do problema (2.19) e também que

u < em 2. Com efeito, como u € F, temos
M
0<u<i7——¢, <M em(,
16pll o
dai,

Portanto,

0 <ul7te™ < MM em Q. (2.21)
Da definicao de F' obtemos,

k, M

0 < |Vu| < ||Vl < ool em €. (2.22)
Plloco
Mais ainda, a definicao de supersolucao nos déa
M
Plloco

p—1
Além disso, multiplicando ambos os lados a expressao (2.16) por (ﬁ) e lembrando

as definicoes de A, e B, dadas em (2.4), temos

M’ : M O\
)\Mq—l +/6Ma_1 < kp ) +li—1€aM S ( ) ) (224)
16pll o 16pll o

Assim, das expressoes (2.21), (2.22), (2.23) e da ultima desigualdade (2.24), temos

gu(a,(x)) = X(e)! + Bulw)* [Vulz) |+ mu(z) e

b p—1
< MM 4 gyt (HIZ’T > +mM! e M < < M ) .
Plloco
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Isto é,

_ M O\
gu(z,u(z)) < <m> , Ve, (2.25)

Da homogeneidade de A,, do fato de que —A,¢, = 1 em Q e da desigualdade (2.25),

decorre que

M M p—1 v b1
S Tl ) ~2o0) = o ), em Q.
= () = () o= () 2o

Portanto, como u = ﬁqﬁp = 0 sobre 0, concluimos que u é uma supersolucao do
problema (2.19).
N )1/ (p—q)

Agora provaremos que u = (—

5, e, € uma subsolugao do problema (2.19). Uma

vez que e~ < [le,[|P? < 1 em Q, temos que

A 1/(p—q) A (»-1)/(p—q)
—Apu= =4, ()\_> € | = ()\_) (—Apep)
P p

(r—1)/(p—a) (a-1)/(p—a)
— i " e NP1 = i i ! e N eP a1
A PP )\ PP

\ (¢=1)/(p—9q)
<A (A_> ep =i < gla,u), em Q.
p

A

1/(p—q)
/\_p> e, = 0 sobre 012, concluimos que u é uma subsolucao do

Portanto, como u := <
problema (2.19).

Na sequéncia, provaremos que v < u em (). Substituindo a definicao de A,, dada
em (2.4), na desigualdade (2.16) e considerando apenas o primeiro termo do lado direito

dessa desigualdade, decorre que
—1
)\H%HZO <1 M > () p—1\1/(p—q) __ A p—q q—1\1/(r—a)
Hhle <1 = M2 (Mgl = (Mgl Igllt) e

Logo,

M
190/l

g—1\1/(r—a) A\ 1/(p—q) (a=1)/(r—0q)
> (MepllZ) =\ Ap ¢l oo : (2.26)
4
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Além disso, do Lema 2.1.4 obtemos

_ “1)/(p— —1/(p—1)\(¢=1)/(p—9)
MO gl > 1 = 6,07 > (0500)

_ 1)/ (p— _ —1/(p—1)\ (a—1)/(p—a) —
R )\11?/(19 q) ||¢p||£z> G N )\11)/(17 q) ()\pl/(p 1)) - /\]13/(1’ D}

Daf,
)\;/(p—q) ”quH((;ifl)/(pfq) > )\;,/(p_l)-

Substituindo a tltima desigualdade na expressao (2.26),

1/(p—q)
M (i) AV,

M )p—l ( by )(p—l)/(p—q)
> | — Ay (2.27)
(H%Hm Ap !

e,, da homogeneidade do operador A, e pela desigualdade (2.27),

Portanto,

1/(p—q)
2)

Como u = (i

temos que

A 1/(p—q) A (p=1)/(p—0q) »
aweea((3) )= (5) e

M \"! M \"!
< eb~! < ( ) = —-Au,
(H%Hoo) v Dpll oo P

e pelo Principio de Comparagao (Teorema C.0.1), isto implica que v <u em .

Com isto provado, podemos usar o método de sub-supersolugao (Teorema D.0.3), para

obter a existéncia de uma solugao fraca U € Wol’p(Q) para o problema (2.19), satisfazendo

A M

1/(p—q)
u=(— e, <U< —¢p,=1u, em . (2.28)
(%) . 0plle "

Além disso, como

kM \° . M p—1
gu(z, U)|l, < AMI™ 4 gt (\|¢p|! ) + mM e M < ( )
Plloco

decorre que g, € L>. Entdo, do Corolario 2.1.3, U = T(u) € C'"(Q) C C1(Q), e valem
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as estimativas

M
VUl <k (2.29)

0o — pm~
Das expressoes (2.28), (2.29) e como U € C'(Q), da definicio de F, dada em (2.17),
concluimos que U = T'(u) € F, o que significa que F' é invariante por T, isto é, T'(F') C F.
Pelo Teorema F.0.1, temos que a imersdo, C'7(Q) — C*(Q) é compacta. Usando este
fato, podemos verificar que o operador T : F' — F' é compacto. Portanto, estao satisfeitas
as condigoes do Teorema G.0.2 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder), o que garante a
existéncia de um ponto fixo u, € F. Consequentemente, T'(u,) = u, no problema (2.18),

isto ¢é
_ _ q—1 a—1 b -1 aus
Apuy = Ml + Bua™ [Vup|” +mu, e em Q,
u, = 0 sobre 012,

no sentido fraco. Além disso, como u, € F, valem as estimativas em (2.5).

]

Observacgao 2.2.1. Bueno e Ercole em [0] limitam inferiormente o conjunto F, dado em

(2.17), (o qual também é usado em [15]), para isto consideram o escalar €, em que

0 <e<mi {(A)wpq) M }
€ < min — , —
Ap 16pl]00 Ao

1/(p—q)
Gracas a desigualdade (2.27), obtemos que (/\/\_,,> < MHA% e com 1isto, conse-
Plloco'P

guimos melhorar o limite inferior do conjunto F.

2.3 Aplicacoes do resultado principal

2.3.1 Aplicacao 1

Como uma simples aplicacao do Teorema 2.0.1 temos o seguinte resultado de existén-
cia. Neste resultado vamos fixar os parametros A e 5. Além disso, considerando certas

condigbes para p, obtemos solugdo para o problema (P).
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Corolario 2.3.1. Suponha que 0Q € CY7 para algum 7 € (0,1). Sejam q, a, b, I, X e 3

fizos, com q,a,l > 1; b,\,8 >0, e s,a > 0. Para cada
p > max {q,a+b,1},

existe uma constante positiva M, satisfazendo

A, ; 1
Va BM;F(M) =5 (2.30)

Além disso, se
p—l1
M?

B 2.31
2A,eMp’ (2:31)

0<m<my,:=
o problema (P) admite uma solucio fraca u, € Wy *(Q) satisfazendo (2.5).

Demonstrac¢do. Motivados pela defini¢cio de £(M), dada em (2.3), definimos a funcao

A

B
o P P
o(t) = )xtp_q + ﬁtp_(a+b), t>0.

Da hipotese do problema, p > ¢ > 1 e como p > max{q,a+ b,l}, obtemos que ¢ sa-
tisfaz lim; ,o+ p(t) = 400 e lim; o ¢(t) = 0. Consequentemente, existe M, > 0 tal que

¢(M,) =1, que ¢ (2.30).

Para obter uma solucdo u,, provaremos que (A, 3,m) € £(M,). Notamos da expressao

de m, em (2.31) que
myA, 1

My lemeMy 2

Lembrando que m < m,, temos de (2.30) e da ultima igualdade que

A, BB, mA, < 1 . mp Ay _ 1 .
2

+ + =1.
My~ Mg—(aer) Mg_lefajws -9 Mg_lefaMs

1
2

Assim, (A, 5,m) € £(M,) e, pelo Teorema 2.0.1, existe uma solucdo fraca u, € Wy ().
]
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2.3.2 Aplicacao 2

Agora apresentaremos algumas aplicacoes adicionais do Teorema 2.0.1 que estendem ou
complementam alguns resultados recentes para problemas que envolvem termos exponen-

ciais e termos de conveccao.
Corolario 2.3.2. Suponha que 9 € C*" para algum 7 € (0,1). Sejam q, a, b, I, a, s e
m fizados, comp >q>1;, m,b>0; a,s>0;a>1, ¢

I>p>a+b.

Eziste uma constante positiva M, tal que se

A, B, 1
MZI;—Q + BMI])U—(a-‘,-b) S 5} ) (232)

(\,B) €D = {(A,B)eRﬁ:A

entdo o problema (P) admite uma solugdo fraca u, € Wol’p(Q) que satisfaz (2.5).

Demonstrag¢do. Para cada M > 0, podemos escrever a desigualdade (2.16) como

@1(M) + pa(M) <1, (2.33)
em que
Ap Bp
pi(t) = )\tpfq * Btpf(aer)’ t>0
e

©a(t) == mA Pt > 0.
Como m,l —p >0 e s,a >0, temos que p, é estritamente crescente e
lim o(t) =0 e lim @o(t) = 0.
t—0t t—00
Logo, existe um tnico M, > 0, tal que

a(M,) = -. (2.34)

Com o intuito de obter o conjunto D dado na expressao (2.32), usaremos ¢; e a constante
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M,. Com isto, de (2.33) e (2.34) obtemos,

A B
A —
MI;? q Mz;? (a+b

= (M) < (2:35)

DO | —

Assim, se (), 8) € D obtemos a desigualdade (2.16), com M = M,, das expressoes (2.33),
(2.34) e (2.35). O resultado de existéncia ¢, entao, obtido pelo Teorema 2.0.1. O

Geometricamente, D ¢é a regido no quadrante R? do AG—plano que esta baixo a reta

A B 1
ot s = .
M}I)? q M}z}) (a+d) 2

No trabalho [13], de Araujo e Faria consideraram o problema de Dirichlet

—Ayu = y(au" +a [Vul”?) + f(u) em Q,
u > 0 em €, (2.36)
0 sobre 0f)

u

em que 0 < 7,79 < N—1,a; >0,ay, >0,e f:]0,00) = R é& uma fungdo continua

satisfazendo
0<f(t) < azte™ ™ em que az,a >0 e 13> N—1.

Eles usaram um método de aproximacao para provar a existéncia da solucao fraca u €

Wy () para o problema (2.36), sempre que v € (0,~*), para algum v* > 0.

Notemos que (2.36) é um caso particular do problema (P), com A = ya;, 5 = 7yas,

q:rl‘i‘l, a:L b:TQ’ m = ag, l:r3+1, e S:%.

Relembremos que o Corolario 2.3.2 estende o resultado obtido por de Araujo e Faria

atN/(N—n)

em [13]| (para o caso f(t) = ast™e ja que admite p # N e também permite que

o termo de conveccao seja multiplicado por uma poténcia da solucao.
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2.3.3 Aplicacao 3

O seguinte corolario estende o resultado de Araujo e Faria apresentado no problema (2.36).
Nesse problema, considerando o caso quando f(t) = agt”‘eo‘tw(%l), os autores impoem a
condi¢ao 7o > N — 1. No resultado seguinte admitimos p < a + b, na notacao deles isto

significa que 7o +1 < N.

Corolario 2.3.3. Assumamos que 92 € CY7 para algum 7 € (0,1). Sejam q, a, b, 1, «,

s, B em fizos, com a,l > 1; a,s > 0 e B,m > 0. Suponhamos que
1<g<p<min{a+bl}.

Entao, existe uma constante positiva My, tal que se

]I))iq
0< A<\ =P
SAS 24,

entio (P) admite uma solucio fraca u, € Wy*(Q) satisfazendo (2.5).

Demonstrag¢do. Agora, escrevamos a desigualdade (2.16) como
P1(M) + p2(M) <1

em que

@o(t) = BBt TP L m AP > 0.

Devido as hipoteses, (a+b)—p >0 e [—p > 0, dai temos que @9 é estritamente crescente

e

limps(t) =0 e lim @o(t) = oco.
t—0 t—00

Portanto, existe M, > 0, tal que

Assim, se A < \*
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com isto, a desigualdade (2.16) é satisfeita com M = M,. Consequentemente, podemos

aplicar o Teorema 2.0.1 e obter o resultado desejado. [

Na notagao do problema (2.36) temos

*

Mp=
< =
7= 2&1Ap

em que a constante M, é definida pela equagao
(a+b)— l—p aM? 1
Yaz B, M, P+mA,M, e =3
2.3.4 Aplicacao 4

Procedendo como nas duas provas anteriores, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.3.4. Suponha que 02 € CY" para algum 7 € (0,1). Sejam q, a, b, [, a, s e

B fixados, com b, >0, a > 1, a,s > 0. Suponha, ainda, que

1<qg<l=p<a+d

o 1 \ @
= (zm,)
1

A .
(Am) €D =13 (Am) € Ry x Ry 1 AP +m Age M”§§ :
My

Se

o problema (P) admite uma solugio fraca u, € W, *(Q) satisfazendo a desigualdade (2.5).

Demonstracao. Da hipotese,

Y ._( 1 )<a+i>p 4 1
P QﬂBp QBpMzga'i'b)—’P'

Logo, como (A, m) € D, temos

A B A, oM A 1 B .
A p—L — +mE < NP4 L+ mA,e ™M
Myt et My T U METT A\ 2B, M ) g ’

AP 1 aM?s
< /\M{;_q + 3 +m Ae®r < 1.
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Portanto, a desigualdade (2.16) é satisfeita e o resultado segue do Teorema 2.0.1. ]
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Capitulo 3

Um resultado de nao existéncia

Em [21, Theorem 2.1|, Garcia Azorero e Peral Alonso provaram que o problema

u

—Ay,u = me" em ()

u = 0 sobre 02,

(3.1)

nao tem uma solucao se

m > max {Ap,xp (p; 1>p_1} . (3.2)

Nesta secao, estendemos o resultado de nao existéncia de Garcia Azorero e Peral Alonso,

para uma equacao mais geral
—Apu = mu e + g(x), em Q.

O lema seguinte foi provado por Allegretto e Huang (ver [2, Theorem 2.4]) como uma

consequéncia da identidade de Picone.

Lema 3.0.1. Seja h € L™(Q) uma fung¢ao nao negativa. O problema de Dirichlet

—Ayu =M\ ul Puth(z) em  Q,
u >0 sobre 0f),

tem uma solucao fraca se, e somente se, h =0 em Q e u = 0 sobre 0F2. Neste caso, a

solugao € um maltiplo de e,.
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Proposicao 3.0.2. Suponha que u,, € W, 7 (Q) N L®(Q) seja uma solugio fraca positiva

do problema de Dirichlet

—Aju = mulTte®™ + g(x) em Q,

u = 0, sobre 052,
em que g € L>*(Q),9>0,1<I<pea,s>0. Entdo,

m< A, <p_l) (3.4)

ase

Demonstragcao. Consideremos, para t > 0, a funcao estritamente positiva

S
eat

Q) =m—:, t>0.

=l

Logo,
) mec =1 (ast® — (p — 1))

donde obtemos que o tinico ponto critico de () é

Por hipo6tese temos, p — [, o, s > 0, 0o que nos da

lim Q(¢t) = lim Q(t) = +oo.

t—0t+ t——+oo

Disto, temos que t. é o unico ponto de minimo global de Q(t). Assim,

=mC,, Vt#t,,

em que

Da definicao da funcao () decorre que

mubte®m = Q(uy,)ulyt > Qt)ul,t = mCyub !, em Q (3.5)

m
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em que a igualdade acontece apenas se u,, = t. ou u,, = 0.

Agora, como u,, € Wol‘p(Q) é uma solugao positiva, podemos escrever o problema (3.3)

como

— AUy, = MUl + b, em Q (3.6)

em que

N -1 _au? p—1
h = mu,, e + g — A\ul .

Mais ainda, temos que a fun¢ao h € L*>(Q), pois u,,g € L>*(2). Lembrando que g > 0,
da desigualdade (3.5) obtemos

h > mul te®m — Nl > (mC, — \)ub (3.7)
Para obter o resultado, provaremos que

mCp, — Ay <0,

que é a desigualdade dada em (3.4), considerando a constante C, = <Tz> . Suponha-
p
mos, por contradicao, que

mCp, > Ap.

Devido a esta suposi¢ao, temos que h > 0 na expressao (3.7). Portanto, na igualdade
(3.6) sao sastisfeitas as condigdes do Lema 3.0.1, o que garante que h = 0, q.t.p. em Q.
Assim,

0 < (mCy — N\p)ubt < mal te®m 4 g — \ubt = 0. (3.8)
Portanto, temos duas possibilidades a serem consideradas:
Se mC, > \,, entao da expressao (3.8) temos

Up =0, q.t.p. em €

o que ¢ um absurdo, pois u,, > 0.

Se mC, = ),, da desigualdade (3.5) temos \uf ' < mul le®m e pela expressio (3.8)
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conseguimos

- p—1 -1 _ous
g = \pub mu,, e*"m < 0.

-1 _au?

Isto implica que g = 0, dai A\,uf; ' = mul te*m. Além disso, como estamos considerando

mC, = \,, obtemos a igualdade na expressao (3.5) e esta igualdade nos da
Up =te,  q.t.p. em €,

que é uma contradigdo, pois t. ndo é solu¢ao de (3.3).

Assim, concluimos que

_l S
me—)\p<0<:>m<—p:>\p<p ) :

]

Notemos que a Proposi¢ao 3.0.2 diz que o problema dado em (3.3) nao tem solucao se

p—1
p—1L\ -
mZ)\p(ase) )

Além disso, esta proposicao refina o resultado dado por Garcia Azorero e Peral Alonso

[24, Theorem 2.1], pois se no problema (3.3) consideramos [ = a = s = 1 e g = 0, obtemos

que o problema (3.1) ndo tem solugdo se

—1\*!
mzAp(p ) ;
e

o que melhora a condi¢ao dada em (3.2).

Também, observemos que a desigualdade (3.4) melhora a estimativa dada em (3.2)

quando 1 < p <1+ e. De fato, neste caso, (3.1) também nao tem solucao se

—1\*!
Ap<p ) <m <\

e
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Capitulo 4

Comportamento assintotico

Nesta secao, assumiremos uma hipotese forte na regularidade de Q: ou 990 € C*! ou Q &
convexo e 90 € CV7 com 7 € (0,1).

Nosso objetivo ¢ provar a convergéncia uniforme da sequéncia (u,) a fungao distancia
dq, quando p — oo, em que u, € WyP() é a solucdo do problema (P), dada pelo
Coroléario 2.3.1.

Para isto, consideremos: p > max{q,a + b,[} , os parametros positivos \ e /3 arbitré-
rios, porém fixados, e o parametro m restrito ao intervalo (0,m,]. Recordemos que m,, foi

dada na expressao (2.31):
Mp

m, — ———
P 2Ap€aM5 ’

em que a constante positiva M, foi definida na igualdade (2.30) e satisfaz

)\ 1/(p—q) M /{7 M
() Teswsgro ¢ IVulo< o 1)
D Plloo

~ wllo

Para obter nosso objetivo, faremos uso de estimativas explicitas do gradiente, devido
a Ercole em [18]. Estas estimativas sao baseadas em um resultado de Cianchi e Maz'ya,
em |1 1] para uma classe de operadores que incluem, como um caso particular, o operador

p-Laplaciano.

4.1 Resultados de convergéncia e estimativas

Antes de enunciarmos o resultado que nos ajudara em obtermos as estimativas do gradi-

ente, vejamos uma outra estimativa para uma funcdo g € L*>°(£2) que envolve a norma do
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espaco de Lorentz, definida na Secao 1.6.

Dada g € L*>*(2) e considerando p = N e ¢ = 1 na Defini¢do 1.6.13, em que N’ = %,
temos
2] ) | 1 s
lolys = [ 1o @ls s = [ |2 [ g s s
0 0 s Jo
1011 s ) [/
<ol [ [ s s =gl [ s
0 S Jo 0
1 B
gl [ s = N9 (12)

a tltima igualdade decorrendo de ||¢*|| . = |lg||,,, conforme (1.9).

Lema 4.1.1. Suponha que p > 2 e, ou 00 € CY! ou Q € convexo. Seja v € Wol’p(Q) a

solugao fraca do problema do Dirichlet

-Apy = g em(,
v = 0 sobre 01,

em que g € L>®(Q)). Ezxistem constantes positivas c e 7y, as quais sao uniformes com respeito
ap e a funcao g, tais que

Vol < ep” gl (4.3)

Demonstracao. Na prova deste lema, consideraremos os casos N =2 e N > 3.

No caso N = 2: Consideremos 92 € C'. Devido a C! ¢ W2LO! | resulta que 0N €
W2L%L para algum 6 > 1. Além disso, g € L>=(Q2) C L), para algum ¢ > 2.
Entdo, invocando |18, Teorema 1.3|, existe uma constante C' positiva que depende

no maximo de ¢ e €}, tal que

— 54 20
Vo]t < Cp2tot | g, - (4.4)

Além disso, como [|g]|, < [l 19/"7, podemos definir ¢ := C |Q|Y7 e ~ := 5y 2

dessa maneira, obtemos o resultado.

Agora, consideremos 2 convexo. Do [18, Teorema 1.3|, a estimativa (4.4) escreve-se
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como

—1 5
Vol < Cp2 gl

e & suficiente definir ¢ = C' |Q|"/ e v = 5,

Caso N > 3: Se 90 € C!!, analogamente ao caso anterior, obtemos que 92 € W2L%1!,
para algum 6 > 1. Além disso, a expressao (4.2) obtemos que g € LV'1(2). Portanto,

do [18, Teorema 1.2] e (4.2) conseguimos

V0|27t < Cp3 7= gy, < CpP =0 N Q¥ ||g]].. . (4.5)

e, definindo as constantes ¢ := CN |Q|% ey = g + 9_837_1), obtemos o resultado.

Agora, se a hipotese 02 € W2L%! for substituida por  ser convexo, entdo devido

a |18, Teorema 1.2|, temos
-1 5
IVollls” < Cp2 llgllyy -

Procedendo analogamente, podemos utilizar a desigualdade (4.2) e tomar as cons-

tantes c:= CN |Q|% e v := 2 para obter

IVollZs" < e llgl -

]

Observagao 4.1.2. Seguindo Cianchi e Maz’ya em [11], a suposicao O € W2LY! sig-
nifica que ) € localmente o subgrdfico de uma funcao de N — 1 varidveis, cujas derivadas
distribucionais de sequnda ordem encontram-se no espaco de Lorentz L%'. A hipdtese de
reqularidade, isto €, 0Q € W2LN=LL ¢ a suposicao de integrabilidade mais fraca possi-
vel sobre derivadas de sequnda ordem para que as derivadas de primeira ordem sejam

continuas e, portanto, para que 9 € C10 [10)].

Gragas ao Lema 4.1.1, podemos enunciar e provar o proximo resultado, que sera crucial

para demonstrar a convergéncia uniforme da familia de solugoes (u,) do problema (P).
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Proposigao 4.1.3. Seja k, :== sup ||Vw||__, como definido em (2.1). Vale

wESy

[e'eRd

lim k, = 1. (4.6)

p—00
Demonstragdo. Observemos que da desigualdade (2.11) decorre

el o
ol

< kp, sempre que p > 1,

e assim, pelo Teorema 1.5.1, segue-se que

1= lim %ol < liminf k,. (4.7)

poe [dall, = poee

De acordo com o Lema 4.1.1 temos
1
|Vw|| < (ep?)r=1, para todo w € S, p > 2.
Consequentemente, devido & definigao de k,, dada em (2.1), concluimos que
k, < (cp”)p%l, para todo p > 2.

Portanto, na expressao anterior, tomando o limite quando p — oo e aplicando L.’Hopital,
segue-se que
_1 In(cp?Y)

1 — i J
limsup k, < lim (cp?)7=1 = lim ™" = lim ¢ »-1 = limp—ee f — 1, (4.8)
p—roo p—r00 p—ro0 p—r00

Assim, das desigualdades (4.7) e (4.8), obtemos

lim k, = 1.

p—0o0

]

No préximo lema, as expressoes M, e m, estao definidas no Corolario 2.3.1. Para

comodidade do leitor vamos recordar estas defini¢coes: M, é definida pela igualdade

A B 1
T —w = 5
M}; q Mg (a+b) 2
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enquanto m, ¢ dada por
Mp

m, = ———.
P 2Ap€aM5

Lema 4.1.4. As sequintes convergéncias sao satisfeitas:

1. lim My, = [|do]|,

2 (M- !
o\, 2 (A ldall " + B lldall )’

3. limm, = mq, em que
p—0o0

Moo = (A|da|| %" + B ||dall’S ") ||da|'s" eldalx,

Demonstrac¢do. Recordemos que A, = |]gz$p||‘2;1 e B, =k} ||¢p||1;:1_b.

(4.9)

Prova do item 1. Das defini¢des de A, e B, podemos escrever a igualdade (2.30) como

Y A Y I
Mot (B22e) " s s (L) — 2

p p

em que
r:=aqa-+b.
Logo, de (4.10) decorre
e\ M, T2 M, = (@2Xlg, |15

Agora, analisando a convergéncia do lado direito da expressao (4.11), obtemos

1 1 1

= :]_7

P ATV T (A [ )7 iy
I T (A6, A dall )

onde aplicamos o Teorema 1.5.1 para obter

lim 6. = l1dall.

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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Portanto, da desigualdade (4.11) obtemos

. Ikenl . 1
lim sup = < lim — =1
proo My T pooo (2X ||| 1)V -9)

(4.13)

Para concluir a prova do item 1 vamos mostrar que

o)l

p

1 < lim inf

p—o0

Sem perda de generalidade, analisaremos o caso em que r > ¢ (0 caso r < ¢ é analogo).

Da desigualdade (4.13), temos que % < 1. Assim, como r > ¢, temos

000\ _ (19l )"
MP B Mp

para todo p suficientemente grande . Substituindo esta tltima desigualdade na expressao

(4.10), temos
q—1 a—17b ||¢p||oo e
< (Mol + sl k) (1)

p

DO | —

donde concluimos

1

ﬁ S ot 18l
(5) ()‘Hﬁbp”io + B 9pll5 kp) STP

para todo p suficientemente grande. Logo, usando as expressoes (4.6), (4.12) e fazendo

p — oo na desigualdade anterior, obtemos

p—o0 p—o0 p

1
. ]- pTr —_ a— _%7‘ . . ¢ o0
1= lim <<§> Mol + B llgplln " kp) 7 ) < lim mf%,

e assim obtemos

1 < lim inf 19ellee (4.14)

p—0o0 P

Combinando as desigualdades (4.13) e (4.14), concluimos que

1yl
1 /= =1, 4.15
Jim = (4.15)

p

Logo, tendo em vista (4.12), obtemos o item 1.
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Prova do item 2. Definamos o seguinte limite por

(el N
L= lim 22l )
pgf}o( M,

p

Reescrevendo e aplicando passando ao limite na expressao (4.10), vem

3 q— poop poo_q a— poop poo—r 1
lim (A”%HJ(%) (M=) " st ap (Mle ) (Tl >:_.

Assim, de (4.6), (4.12), (4.15) e L, obtemos a igualdade

\)

1 1
AMdall2' L+ B|dal|s' L=z <= L= - m—
2 2 (Mol + B |ldall %)

0 que prova o item 2.

Prova do item 3. Das defini¢oes de m,, A,, e usando os itens 1 e 2, temos

Myt M, \*( M, \7 1
lim m, = lim —2— = = lim ( P ) < P ) M
pooo T pooo 24 M 2 povoe ( 10plle /) \llpll Pt

11 1-1 1
1

=52 (Mot + 8 ldall’S") Idalllst el = m

O

O proximo lema esta contido em [26] e uma prova detalhada pode ser consultada em

[20, Lemma 4.2].

Lema 4.1.5. Para cada p > N, seja u, uma fung¢ao nao negativa em Wol’p(Q). Suponha-

mos que

limsup [[Vu,|, < C, (4.16)

p—0o0
para alguma constante C. Se p, — 00, entdo existem uma subsequéncia (u,, ) e uma
J

Juncio us € Wy™(Q) N Co(Q), tais que Up,; — Uso uniformemente em Q. Além disso,

[Vislloo C e 0<uy < Cdg, em Q.
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4.2 Convergéncia uniforme para dg

A Proposicao 4.1.3 e os Lemas 4.1.4 e 4.1.5 nos garantem que, a menos de subsequéncias,
u, converge uniformemente para uma fungao us em Q, quando p — oo. Com efeito,
tomando a desigualdade da direita na expressao (4.1) e usando as convergéncias dadas
em (4.6) e no Lema 4.1.4, obtemos a seguinte estimativa assintotica para ||Vu,||, :

1
|Q"’kpMp _

limsup ||V, < limsup [Q]7 ||V, | < lim =1, em Q. (4.17)

p—00 p—00 o0 H¢p”oo

Logo, pelo Lema 4.1.5, existe uma subsequéncia (upnj) a qual converge uniformemente

para uma funcio us, € W(Q) N Cy(Q) em Q e a menos de subsequéncias

lim u, = Uy, uniformemente em (). (4.18)
pP—00
Além disso,
[Visolloo <1 e 0 < uy < dg, em Q. (4.19)

Na sequéncia, vamos mostrar que u,, = dg. E interessante observarmos que as infor-

macoes e resultados que temos até agora nos levam as seguintes estimativas para tq.:
ldalloceo < uso < da, (4.20)

em que e, ¢ a funcao limite dada pelo Teorema 1.4.2. De fato, combinando as estimativas
para u, em (4.1), com o item 1 do Lema 4.1.4, o Lema 1.4.1 e o Teorema 1.4.2 obtemos
(4.20).

Portanto, ja podemos concluir de (4.20) e da Observagao 1.4.3 que a igualdade u,, = dg
ocorre para dominios simples como bolas, anéis e estadios, uma vez que e,, = Hdiﬁ para
estes dominios.

Entretanto, para outros dominios simples, como quadrados, triangulos e outros poli-

gonos, ainda nao podemos garantir a igualdade u., = dg, pois para estes dominios temos

dg
Coo 7 Talm-
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Proposicao 4.2.1. Assuma que 0Q € CY'. Sejam q, a, b, I, X e B fizos, com q > 1,
a,l >1, eb,s,a,\,f > 0. Para cada p > max{q,a+ b,l}, sejam M,, m, e u, € Wol’p(Q)

como no Coroldrio 2.3.1. Entao,

lim u, = dqo, uniformemente em Q.
p—0o0

Demonstragcao. Para obter o resultado, provaremos que u., = dg.
Da expressao (4.18) temos que, a menos de subsequéncias, u, converge uniformemente
para a funcio u.,, € W5H*(Q) N Cy(Q) em Q, satisfazendo a desigualdade (4.19). Além

disso, recordemos de (2.19) que u, também é solucao fraca do problema de Dirichlet,

~Apju = Mu|"Pu+h, em Q,
u > 0 em (2, (4.21)
u = 0 sobre 0€2;

em que

hy = Bus™ [Vu,|” + mal e,

k, M,
Da desigualdade (4.1), sabemos que 0 < u, < M, e [|[Vu,| < ||£ ”p . Logo,
Plloco

kpMp
190/l

b
0 < [|Pplloe < BMy! ( ) +mM e < oo

Da convergéncia em (4.15), do Lema 4.1.4, item 1, e da Proposicao 4.1.3, obtemos
limsup ||hy||. < Bldol|ls " +m [da ||t ecldalle < oo, (4.22)
p—r00

Seja
1 1
I(v) = = [V} — —/ o] dx — / hyvdz, v € WyP(Q),
p qdJq Q

o funcional energia associado ao problema de Dirichlet

—Ayu = Mu|"Pu+h, em Q,
u = 0 sobre 0.

(4.23)

Este funcional é de classe C! e assume valores nao negativos. Além disso, ele & limitado
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inferiormente e coercivo, isto é

IVullo=oo [V,
Portanto, um método de minimizacao direta padrao garante a existéncia de um minimi-
zador global v, para I, que nao é a funcao nula.

Tal minimizador v, é nao negativo (note que I,(|v,|) < I,(v,)). Naturalmente, v, é
um ponto critico de I, e, consequentemente, v, ¢ uma solucao fraca nao negativa e nao
trivial de (4.23). Pelo principio do méximo forte, temos v, > 0 em €. Portanto, v, ¢ uma
solucdo fraca de (4.21). Da unicidade de solugoes para este problema (veja o Corolario
E.0.2), segue-se que v, = u,.

Das propriedades da fungao distancia dg, dadas em (1.1), temos que dg € Wol’p(Q).

Dai, I,(u,) < I,(dg), ou seja,

1 1
I(u,) < —/ |Vdq|’ dz — - / didx — / hydodx.
DJa qJa Q

Novamente, segue das propriedades dadas em (1.1) que |Vdg| = 1 q.t.p. em €. Assim, da

desigualdade anterior temos

1 / ] 1 2]
- dq—uqu—i—/h do —u,)dr < — — = [V, || < —. 4.24
q Q( Q p) 0 p( Q p) D D || pHp D ( )
Portanto, de (4.24) decorre que
1
lim sup {— /(d?2 —uf)dx + / hy(da — up)dx} <0. (4.25)
p—oo L4 Ja Q

Na sequéncia, provaremos que

1
lim inf [_/(d?z —uf)dr + / hy(da — up)dx} > 0.
Q Q

p—0o0 q

Da expressao (4.19) temos que dg — uo > 0. Entdo, a convergéncia uniforme de w, para
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Us implica que

tim [ (d% — ut)dz = / (d% — uf )z > 0. (4.26)
Q

p—0o0 [¢)

Uma vez que dg — Uy > 0, temos

/ hy(dg — up,)dx = / hy(do — uoo)dx + / hy(too — up)da > / hy(teo — up)de.
Q Q Q Q

Dat,
liminf [ hy(dq —upy)dz > liminf | h,(ue — up)de. (4.27)

Devido & convergéncia uniforme de u, para u., combinando com (4.22), conseguimos que

lim [ hy(us —up)de =0, (4.28)

p—o0 0

pois

< oo = upll 1Al 1921

/ hy(tee — up)da
Q

Assim, das desigualdade dadas em (4.27) e (4.28), temos que
lim inf/ hy(dq — u,)dz > 0. (4.29)
0

p—00

Portanto, de (4.26) e de (4.29),
1
lim inf [—/(d?2 —ud)dr + / hy(dg — up)dx} > 0. (4.30)
pP—00 q Q [9)

Combinando as desigualdades (4.25) e (4.30) obtemos

L ¢ _ 4 —
plggo [5/9(619 —ud)dx —|—/th(dg — up)dx] = 0.
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Levando em conta as expressoes (4.26) e (4.29) decorre que

1
0= lim {— /(CZ?2 —ud)dr + / hy(do — up)dx}
Q 0

p—0o0 q

1
= lim inf {— /(d?2 —ul)dr + / hy(do — up)dx]
Q Q

p—o0 q

1
> liminf — / (db — ul)dz + lim inf/ hy(dg — u,)dx
Q Q

p—oo  ( p—>00

1
> —/(d%—ugo)dxzo.
qJo

Isto é,
1

- _
—/(dQ ul )dz = 0.
qJq
Portanto, lembrando mais uma vez que uy < dg, concluimos que u,, = dgq.
Observando que o limite é sempre dgq, concluimos que u, converge uniformemente para

dg em ) (independentemente de subsequéncias). O

Agora estamos em condicGes de enunciar e provar o resultado principal desta secao.
Enfim daremos a prova do problema do comportamento assintotico da solugao w, do

problema (P).

Teorema 4.2.2. Assuma que 02 € CHL. Sejam X\ e B arbitrdrios, porém nimeros reais
positivos fizos, e seja m tal que

0<m < Meo. (4.31)

FEziste po > max {q,a + b,l} tal que, se p > po, entdo o problema de Dirichlet (P) admite

uma solugio fraca u, € Wy *(Q). Além disso,
lim u, = dg uniformemente em Q. (4.32)
p—r00

Demonstracao: Da hipotese, ¢,a + b,[ sao fixos e como lim, o, m, = My, entao

dpo > max{q,a+b,l}, talque 0<m<m, Vp>p,. (4.33)

A expressao (4.33) juntamente com o fato que C! € OV garantem que as hipoteses do
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Corolario 2.3.1 sao satisfeitas. Portanto, existem M, > 0 e u, € WyP(2), tais que

A, B, 1
Mg*q +BM5—(a+b) - 5 (434)
¢ 1/(p—q)
)\> P~ M. k, M,
— e, <y, < —2—¢ e [V, <
(Ap P ol " ? Rz

Mais ainda, vemos que as expressoes (4.33) e (4.34) satisfazem as hipoteses da Proposigao

4.2.1, de onde temos que

lim u, = dg, uniformemente em ).
p-}OO
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Capitulo 5

Comportamento limite de solucoes do
problema de Dirichlet envolvendo o
p-Laplaciano e um termo de conveccao

com expoente dependendo de p

Neste capitulo, vamos estudar o comportamento assintético, quando p — oo, de uma

solugao positiva u, do problema de Dirichlet

—Apu = Nu|"?u + plu|*u |[Vulf™ em  Q,

u =0, sobre 0f),

em que € é um dominio Lipschitz limitado de RY, N > 2, e q,a > 1.

Sem perda de generalidade, vamos considerar A = 1 (veja a Observagao 5.2.1). Con-
siderando (u,) uma familia arbitraria de solugdes fracas positivas do problema (A), pro-
varemos que u, converge uniformemente a funcao distancia até a fronteira dg, quando

p — 00, sempre que 0 < p < ||dg|| 2

Definicdo 5.0.1. Dizemos que u, € W,*(Q) é uma solugcdo fraca do problema de

Dirichlet (A), se

/ |V, |P*Vu,Vudr = / |up |9 2,0 da + ,u/ |1y 2upv |V, P~ da, Yo € WyP(Q).
Q Q 0
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5.1. Estimativas assintoticas

Para 1 suficientemente pequeno, o problema (A) tem pelo menos uma solucao fraca

positiva u, tal que |Vu,| € L>*(Q) (veja [9]).

O principal resultado deste capitulo tem o seguinte enunciado

Teorema 5.0.2. Suponha que para algum p satisfazendo

0 <p < ldofl (5.1)

e para todo p suficientemente grande, o problema (A) tenha uma solucao fraca positiva

u, € WyP(Q) tal que |[Vu,| € L2(Q). Entdo,
(5.2)

lim w, = dq, uniformemente em Q.
p—00

A demonstracao deste resultado de convergéncia serd desenvolvida ao longo das segoes
seguintes. Enfatizamos que tal resultado é valido para qualquer familia de solucoes para

o problema (A) com gradiente limitado. Acreditamos que isto é relevante, uma vez que

unicidade de solugoes para este problema nao é conhecida na literatura.

5.1 Estimativas assintoticas
Da definicao do primeiro autovalor do p-Laplaciano \,, dada em (1.6), temos a seguinte

desigualdade de imersao,
(5.3)

1
lupll, < Ao ™ [V, -
Tomando v = u, na Definicao 5.0.1 obtemos

IVl = a2 + / g [ Vazp [P~ diz. (5.4)

Vamos estimar a integral que aparece na tultima igualdade. Para isto consideremos
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Da desigualdade de Holder e do Teorema B.0.1, obtemos

P

/ |uprarwp|padms(/9 <|up|a>fidx) (/ (|Vup|p-a>wda:) = Nyl [V

Para estimar o termo a direita da igualdade acima usamos a desigualdade de imersao

dada em (5.3). Assim, temos
/Q [up|* [V | dz < A " [Vl [V [157 = A 7 [Vl (5.5)
Substituindo a expressdo (5.5) na expressao (5.4), obtemos

IVuplly < lluplld + A ™ IVl -

Mais ainda, para ¢ < p, na Proposigao B.0.3, temos que [[ul[Z < [ ZHqu e, substituindo

este resultado na desigualdade anterior, concluimos que
_a -2
IVt < Q1 full + 2 [V |l7
Aplicando novamente a desigualdade de imersao (5.3) temos que
1—-4 _9 q _a P
IVuplly < [Q 72X " [Vuplly + 1A [Vl (5.6)

que é equivalente a seguinte estimativa a priori

—4a
19T N

1< ul . 5.7
A W (51)

Afirmagao 5.1.1. Se 0 < p < ||dq||5%, entdo

oo )

lim sup ||Vu,|, < 1.

p—0o0

Demonstracao. A prova desta afirmacao sera feita por absurdo. Suponhamos que exis-

tam L > 1 e py > 1 tais que

|Vuy,l|l, > L, para todo p > pq. (5.8)
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Do Lema 1.4.1, obtemos
. ,1/p o
phm A, P = ldal| . - (5.9)

Disto, da expressao (5.8) e tomando limite em ambos os lados na desigualdade (5.7),

segue-se que

e Q'f A
1< lim (u o ”—) < ldolle, + tim 22T g, (5.a0)
p—00

pyoo V[ Lrma

pois
lim (19% A7) = (9|l dall? lim —— —0
sim (J0'F A7) = [Qldallg e lim o =0,
Da expressao (5.10) segue que
= [|dalls
que é claramente uma contradi¢ao com a hipotese. O

Afirmagao 5.1.2. Se 0 < p < ||dq||5%, entdo

o0 )

lim sup ||V, |2~ < oo.
pP—00

Demonstragdo. Com efeito, multiplicando ambos os lados da desigualdade (5.6) por

[V, ||, obtemos
_ _a,—¢ -1 - 1
IVl < 1QP 22 " IVl + 1 de ” [Vl

se, e somente se

— —4g —% ]_ -1
IVl < 192177 A — [V,
1_/,L)\pp

Logo,
. p—1 . 1—-2 —% 1 q—1
limsup [[Vu,[[;™ < limsup | Q72" ———— [[Vu,l[;
p—00 p—00 1 — ,U)\p p

_4q 1
<limsup | |Q" Ay P ———— | limsup ||V, ||
P _a Plip

p—00 1— W )\p p p—00

¢ —4 1 —
< lim (|Q|1p)\pp—a> thUPHVUPHZ h

— p—00 1 _ M)\p P pP—00
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Dai, aplicando (5.9), a condi¢do 0 < p < ||dq||5* e a Afirmacao 5.1.1, concluimos

‘ B 1
limsup ||V, |2~ < |Q] [|da|%

— s < Q.
p-roo 1= pfldallg

5.2 A convergéncia uniforme para dg

Tendo em vista a Afirmacao 5.1.1, podemos utilizar o Lema 4.1.5 com C = 1. Portanto,
quando p — 0o, temos que, a menos de subsequéncias, u, converge uniformemente para

uma fungio us € Wy () N Co(Q), tal que
0 < Uoo(7) < dg(x), para todo x € Q. (5.11)

Da convergéncia uniforme de u, — u e da segunda desigualdade em (5.11) temos

im (Idall; o) = lim [ (@~ ufho = [ (@ —uto)do = ol uscly = 0
pP—00 p—oo Jq 0

e, portanto,

Idally = lusellq- (5.12)

Com o intuito de obter a desigualdade ||dql|; < ||tuo|l4, definamos o seguinte problema de

Dirichlet auxiliar
—Aju=u"u+h, em Q

u =0, sobre 0f2

(A1)

em que

hy = pug [V, [P~

Por hipotese, temos que |Vu,| € L*(€2). Além disso, como estamos supondo que p
é suficientemente grande, podemos assumir que p > N e dai, a continuidade da imersao
Wy P(Q) — C(Q) (consequéncia da bem conhecida desigualdade de Morrey) assegura que

u, € L>*(Q). Combinando estes fatos, concluimos que

h, € L¥(9).
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Vemos que a solugio u, do problema (A) também é solugdo do problema (A;). Além

disso, u, ¢ solucdo tnica de (A;), de acordo com o Corolario E.0.2.

Na sequéncia, exibiremos uma estimativa para a fungao h, do problema (A;), a qual
permitird obter o valor de certa integral. Além disso, considerando o funcional energia
. 1 e . .
associado a este problema, decorre que u, € W,”(€2) minimiza tal funcional energia. Es-

tes fatos serdo aplicados para obtermos que ||dq||; < [|toollq-

Para obter a estimativa para a fun¢ao h, consideremos

- - - 1 1 1
P e r= P , donde —+=-+=-=1.
a—1 p—a p q T

Pelo Corolario B.0.2 e pela desigualdade da imersao dada em (5.3), temos

P

1ol < p (/Q dx); (/Q (‘up,aﬂ)fldx)a? </Q (|Vup\7’—“)ppadx)pa

_ (a—1)

1 _ _ 1 — _
< QU [l IV lp™ < Q> Ay 7 ([ V[l

Além disso, levando em conta a expressao (5.9) e a Afirmacao 5.1.2, concluimos que

p—00 p—00

_f(az1)
limsup ||A, ||, < lim sup (ulﬂlhp ’ HVUpHZ‘l)

< limsup (u 12

pP—00

_(a=1)
leAp P ) lim sup || Va,|[2~"

pP—00

p—o0

_(a=1)
< p lim (\Q\; A F ) lim sup || V|2~
p—00

< ||dal|%* lim sup ||Vup||17j_1 < 0. (5.13)

p—0o0

Por outro lado, também temos

< [1Pplly lltoo = upll

/ hy(teo — up)de
Q

e passando ao limite a ambos os lados, da ultima desigualdade (5.13) e pelo fato da
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convergéncia u, — U ser uniforme, chegamos

lim
p—o0

/ hp(teo — up)da
Q

. . B o
_llgisogp\lhp\lll}ggo!\uoo Uplloo =0

Dai, vem

lim [ hy(us — up)dz = 0. (5.14)

p—o0 0

Recordemos que o funcional energia associado a (A;) ¢ definido por

1 1
IL,(v) = 5HV@H%@ - EHUHZ - / hyv dz, para todo v € W, 7(Q). (5.15)
Q

Este funcional é limitado inferiormente e coercivo. Portanto, uma técnica padrao de
minimizacao direta garante a existéncia de um minimizador global v,. Segue-se deste fato
que v, & uma solucao fraca de (A;). E facil verificar que I,, assume valores negativos e,
como consequéncia, v, ndo é a funcdo nula. Além disso, podemos verificar que I,(|v,|) <
I,(vy,), garantindo assim que v, é ndo negativa (pois |v,| ¢ um minimizador). Aplicando o
principio do maximo forte para (A;) concluimos que v, > 0 em (2 e isso mostra que v, &,
de fato, uma solucao fraca de (A). Por fim, da unicidade de solucoes para (A), dada pelo
Corolario E.0.2, temos v, = u,. Portanto, u, € W,"”(2) minimiza o funcional energia I,,.

Das propriedades da func¢ao distancia, dadas na Secao 1.1, d, também esté em Wol’p(Q).
Logo,

Iy(up) < Ip(dg).

Dai, temos

1 1 1 1
—[Vuplly = ~llullg = / hpup dz < —[[Vdally = ~ldallg — / hpdadz,
p q Q D q 0

se, e somente se,

1 1
(Ildalld = lluyllf) + / hy (do — up) do < —/ [Vdo|Pdz — —|[Vu,l[p.
Q P Ja p

|

Lembramos que |[Vdg(x)| = 1 q.t.p. em €, veja a Secao 1.1. Assim, da desigualdade

anterior, decorre

1 1
p ([ldalld = llu,l|2) + /th (do — u,) dz < y;\Q\ (5.16)
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Da desigualdade (5.11) e devido a termos h;, > 0 (pois u, > 0), concluimos que [, h,(dg—

Uso )dz > 0 e, com isto, obtemos

/ h,(dg — up,)dx = / hy(dg — us)dx + / hy(teo — up)da > / hyp(teo — up)de.
Q Q 0 0

Dai, substituindo na expressao (5.16), chegamos a

1 1
= (Idalld = llupll?) + / hy (oo — up) dz < —[€2].
q ) p

Desta ultima desigualdade, pela convergéncia uniforme de u, e pela convergéncia dada

em (5.14), concluimos que

. 1 !
p—oo \ ¢ 0

p—00 p

isto &, [|dal|? — |luc||d < 0. Portanto,

ldally < flucolly- (5.17)

Agora, das desigualdades (5.12) e (5.17), obtemos

ldally = [lucoll- (5.18)
Isto é,
/(d?)—ugo) dr =0
Q
Como (5.11) garante que do(x) > us(z), para todo € Q, obtemos us = dg em Q.

Devido ao limite da funcao ser sempre dg, concluimos que

lim w, = dQ uniformemente em (2.
D )
p—o0

Observacio 5.2.1. E simples verificar que wy = /\ﬁup é solugao de (A), com X > 0.

Note que lim,,_,o w, = lim,, ,o, u, = dq (uniformemente).
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Apéndice A
Espaco de Sobolev

Neste primeiro apéndice, apresentamos alguns resultados relacionados ao Espaco de So-

bolev. Para mais detalhes, ver [3].

Definicao A.0.1. Seja Q subconjunto aberto de RN e seja 1 < p < oo. Definimos o
Espacgo de Sobolev W1P(Q) por

0
wte(Q) = {u € LP(Q), tal que existem % eLP(Q),j=1,... ,N}.
J

ou

Para cada u € WP(Q),
ara cada u ()aaxj

denota a j—ésima derivada fraca de u, isto é

Oy /8u
u—dr =— [ =—pdx, Vo € C°(Q).
/Q D an]@ ¥ o ()

O espago de Sobolev munido com a norma

N P\?
Jull1p = (HU||£+ZZ:1 (98—; p) , se 1<p<oo,
p =
lulle + 22 |22 0 se p=oo.
o

é um espaco de Banach.

Dada u € W?(Q), definimos

W:(au ou Ny 0u)

81’1’ 8ZE27 ’ 8mN
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e podemos escrever o espago W1HP(2) como sendo
WP(Q) = {u € LP(Q), tal que |Vu| € LP(Q)},

com a norma

[l p = Nully + IVl

Defini¢do A.0.2. Definimos Wy (), sub espago de W'P(Q), como
Wor(@) =G

Teorema A.0.3 (Desigualdade de Poincaré). Seja 2 um dominio limitado em uma dire-

¢do. Entio, existe uma constante C = C(p,Q), tal que para todo u € W, P(9),
[ull, < C[Vullp.

Observagao A.0.4. Da desigualdade de Poincaré temos que as normas ||ull1, e ||Vu|l,

sio equivalentes em Wy (Q) .
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Apéndice B
Desigualdade de Holder

Vamos assumir que € ¢ um dominio limitado de RY, para N > 2. Denotamos por |Jul|, &

norma do espago L*(£2), para 1 < s < oc.

1sto €

Teorema B.0.1. Sejam 1 < p < 00 e q o conjugado de p, definido por q =

1 1
—+-=1,emquel <qg<oo. Seuec LP() eve LIN), entdo uv € L'(Q
P q

p—1
) e

/Q fu(@)o(@)|dz < [fully o],

A igualdade acontece se, e somente se, |ulP e |v|? sao proporcionais q.t.p. em €.

1 1 1

Corolario B.0.2. Sejam p,q,r € (0,00), tais que —+——+— = 1. Seu € LP(2), v € LI(Q)
p q r

ew € L"(Q), entio uvvw € L*(Q) e

A\U(w)v(m)w(w)\dx < [lullplloliglwlls-

Proposicao B.0.3. Suponha 1 < p < ¢ < oco. Se u € LI(Q), entdo u € LP(Q) e
|lull, < |Q|i_é||u|]q Além disso, a imersao Li(Q) — LP(Q) € continua. Se u € L®(Q),

entdo lim, . |[ull, = |||l
Para mais detalhes, veja [1].

Definicao B.0.4. Dado x € RY, denotamos os conjuntos

RY = {z = (2", an) €RY, 2y > 0}, em que ' = (21,23,...,25-1) ERY™' com
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N—-1 2
| = (Zx?) |
=1

Q= {x: ($/,$N) ERN?‘x/’ <1, e ’xN’ < 1}7Q+:QQRJI> €

Qo= {r=(a,0) € RV |¢] <1}

Seja Q0 C RN conjunto aberto. Dizemos que Q é um conjunto de classe CO%' se para
cada x € 0F), existe uma vizinhanca U de x € RY e uma aplicacdo bijetiva H : Q — U,

chamada grafico local, tal que
i) H e CYQ),
ii) H=' € CY(U),
i) H(Qy) =UNQ,
iv) H(Qy) = U N oK.

Definicao B.0.5. Seja Q C RN um dominio limitado. Dizemos que 02 € de classe
CY, com v € (0,1], se para todo 9N, existe uma bola B C RY, um aberto W C RY e

uma aplicacao bijetora v : B — W, tal que
i) QN B) CRY,

i) (0Q N B) C ORY,

iti) ¥ € CY(B), v~ € CYY (W)

Quando O for de classe C*, dizemos que Q é um dominio € de classe C17.
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Apéndice C
Principio de Comparacao

Teorema C.0.1. Seja Q um dominio limitado em RY com fronteira suave. Sejam uy,us €

Wy (Q) satisfazendo (no sentido fraco)

—Apu; < —Ajuy em Q,

u < U sobre O0f).

Entao,

uy < ug, em Q.

Demonstracao. Ver [32], Lema A.0.7. O
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Apéndice D
Método de sub-supersolucao

As definicoes seguintes se referem ao problema de Dirichlet

—Apu = g(z,u) em
u = 0 sobre 012.

(D.1)

e podem ser encontradas em [28]. Consideramos p > 1e ¢ = 1 o conjugado de p,

Definicdo D.0.1. Seja u € Wy (Q) tal que g(z,u(x)) € L1 (Q). Dizemos que u é uma

subsolugdo para (D.1) se u <0 em 0N e

/Q IVul[" ™ Vu - Vodr < /Q g(z, w)pdz,

para toda ¢ € C° (), ¢ > 0.
Definigao D.0.2. Sejo @ € W, (Q) tal que g(z,u(x)) € LI(Q). Dizemos que T ¢ uma

supersolugao para (D.1) seuw >0 em 02 e

/Q \Val’ " Vau - Vdx > /Q gz, w)pdz,

para toda ¢ € CG° (), ¢ > 0.
O seguinte resultado de existéncia ¢ uma versdo simplificada do Teorema 2.1, de [28].

Teorema D.0.3. Sejam u e u sub e supersolucoes para (D.1), respectivamente. Suponha
que max{||t||so, |[U]|oe} < M, para alguma constante positiva M e para todo x € Q. Su-

ponha, ainda, que g(z,t) € C (ﬁ x [0, M]) . Entao o problema (D.1) possui uma solu¢ao
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fraca v € WyP (Q) tal que

w(r) <u(z) <u(x), para todo x € ).

Definigao D.0.4. Seja U = T'(u) € Wol’p (Q) tal que g,(x,U(x)) pertence ao espago

LP (Q) . Entdo, dizemos que U é uma solu¢cdo fraca para (2.19) se

/Q]VU\”_2VU-V¢dx:/qu(x,U)gbdx,

para toda ¢ € C°(Q). (Uma vez que C° () € denso em Wy (Q), podemos considerar
¢ € Wy (Q) nesta definicdo.)
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Apéndice E

Unicidade de solucoes positivas para

certas equacoes eliticas quase lineares

Em [16] Diaz e Saa, estudaram existéncia e unicidade de solugGes positivas para o seguinte

problema

-Apu = f(r,u), u>0 e u#0 em,
u = 0 sobre 012,

(E.1)

em que 2 C RY aberto, limitado e suave e f(z,7) :  x [0,00) — R satisfaz:

(H,) para quase todo = € , a fungdo r — f(z,r) é continua em [0,00) . Além disso,

para todo r > 0, a funcdo = — f(x,r) pertence a L>®(Q);

f(z,r)

p ¢ estritamente decrescente em (0, 00);

(Hy) para quase todo x € Q, a fungao r —

(H3) existe C' > 0, tal que f(x,7) < C(rP~' +1), q.t.p. em x € Q e para todo r > 0.

Teorema E.0.1. ([16], Théoréem 1) Sob as hipdteses (Hy), (Hz) e (Hs3) o problema (E.1)

admite, no mdximo, uma solucao.

Corolario E.0.2. Sejam 1 < qg<p, A >0 e he L*(Q), h>0. O problema

—Aju = MtTl+hoemQ,
u = 0 sobre Of).

admite, no mdximo, uma solucao.

Demonstracao. Com efeito:
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(H,) para quase todo x € Q, a fungao r — f(x,7) := Ar?! + h(x) é continua em [0, c0)

e, para todo r > 0, a fungao = — f(x,r) = A%t + h(x) pertence a L°°(Q);

A h
(Hy) para quase todo z € €2, a fung¢do r +— f(z.r) = + (z)

é estritamente decres-
rp—1 rP—q rp—1

cente em (0, 00);

flar) 2t 4 e
e N |
existe C' > 0 tal que f(z,r) < C(rP~1 +1).

(H3) como e este ultimo quociente é limitado para r € [0, 00),
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Apéndice F
Imersoes Compactas

Teorema F.0.1. Seja Q C RY aberto. Entdo, para todo k € N U {0} e para todo

0 <a< B <1 valem as sequintes imersoes:

(@) > CH@),
Ch(@) > CH@Q),
CHA(Q) — CF(Q).

Se Q) € limitado, entdo as duas ultimas imersoes sao compactas e se §) € convezo e limitado,

todas as trés imersoes sao compactas.

Demonstragao. Ver [6], Teorema 9.6. O
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Apéndice G
Teorema do Ponto fixo de Schauder

Definicao G.0.1. Dizemos que um espacgo topoldgico F tem a propriedade do ponto
fizo, se toda aplicacao continua T : F — F tem um ponto fizo. Isto é, se para toda

aplicacdo continua T : F — F, existe vg € F, tal que T(xq) = xo.

Teorema G.0.2. Seja F' um espaco de Banach, e seja C conjunto convexo, fechado e
nao vazio em F. Seja T : C — C uma aplicacdo continua tal que T(C) C K, em que K

¢ um subconjunto compacto de C. Entao, T tem um ponto fixo em K.

Demonstragao. Ver [33] O
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