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RESUMO

A proposi¢ao de equagdes constitutivas para a modelagem de solidos isotropicos hiperelasticos
sob moderadas/grandes deformagdes ainda ¢ um desafio na comunidade cientifica, tendo em
vista o comportamento nao linear que eles apresentam nesse regime. Este trabalho, em dmbito
3D, implementa computacionalmente e investiga uma equagao constitutiva construida a partir
da lei de Hooke, na qual utiliza-se o tensor de deformagdo seno hiperbdlico generalizado e o
seu correspondente tensor de tensdo energeticamente conjugado. Emprega-se a formulagao
posicional do método dos elementos finitos, a qual ¢ inicialmente escrita considerando um par
energeticamente conjugado Lagrangiano genérico. Desenvolveu-se uma estratégia simples e
geral para a determinacdo das derivadas do tensor de deformagao seno hiperbolico em relagao
ao gradiente de deformagdo. Além disso, o método de Newton-Raphson ¢ utilizado na solucao
do problema ndo linear. Para se demonstrar a aplicabilidade da formulagdo, alguns exemplos
numéricos sdo realizados. Langando-se mao de resultados experimentais de extensao axial,
extensao equi-biaxial e cisalhamento simples obtidos da literatura, realizaram-se calibragdes a
fim de determinar as constantes do modelo proposto, que possui quatro parametros. Elas
conduziram a uma Otima concordancia dos dados analiticos/numéricos em relagdo aos
experimentais. A versatilidade do modelo construido permitiu a modelagem de borrachas,
tecidos biologicos e espumas. Por fim, trés exemplos numéricos de deformagdo nao
homogénea, cujos resultados mostram qualitativamente um excelente desempenho da

formulagdo, sdo apresentados.

Palavras-chave: medida de deformacao; seno hiperbdlico generalizado; modelo hookeano;

grandes deformacgdes; formulagao posicional do método dos elementos finitos.



ABSTRACT

The proposition of constitutive equations for the modeling of isotropic hyperelastic solids under
moderate/large deformations is still a challenge in the scientific community, considering the
nonlinear behavior they exhibit in this regime. This work, in a 3D context, computationally
implements and investigates a constitutive equation derived from Hooke's law, which uses the
generalized hyperbolic sine strain tensor and its corresponding energetically conjugated stress
tensor. The positional formulation of the finite element method is employed, initially written
considering a generic Lagrangian energetically conjugate pair. A simple and general strategy
was developed for determining the derivatives of the hyperbolic sine strain tensor with respect
to the deformation gradient. Additionally, the Newton-Raphson method is used to solve the
nonlinear problem. To demonstrate the applicability of the formulation, some numerical
examples are conducted. Using experimental results from axial extension, equibiaxial
extension, and simple shear obtained from the literature, calibrations were performed to
determine the constants of the proposed model, which has four parameters. They resulted in
remarkable agreement between the analytical/numerical and experimental data. The versatility
of the constructed model allowed for the modeling of rubbers, biological tissues, and foams.
Finally, three numerical examples of non-homogeneous deformation, whose results

qualitatively show an excellent performance of the formulation, are presented.

Keywords: strain measure; generalized hyperbolic sine; Hookean model; large strains;

positional formulation of the finite element method.
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N: fungdo de forma (z=1, 2, 3, ..., 8).

P componente de tensdo P11 experimental.
P componente de tensdo P11 analitica.

P, componente de tensdo P, experimental.
P, componente de tensao Pi» analitica.

Letras romanas minusculas em negrito

e i-ésimo vetor da base canonica (i =1, 2, 3) de .

u vetor auxiliar no item 3.1; vetor deslocamento.

A vetor auxiliar no item 3.1; vetor velocidade

w,z, b, d vetores auxiliares no item 3.1.

¢, ¢ vetor auxiliar no item 3.1; vetor dependente apenas do tempo (i = I, II).

a vetor auxiliar no item 3.1; vetor aceleragao.



d;
I, Iy

dp, dp"
dx, dx®

q,
q,

mg

So

bo

vetor auxiliar no item 3.1; vetor que conecta as origens de %1 € &>
(Figura 7); vetor de residuos.

vetor auxiliar no item 3.1; vetor posicdo de um ponto material da
configuragdo atual (Capitulo 2) (i = I, II); vetor que agrupa as posigdes
nodais referentes a configuragao atual (Capitulo 3).

vetor posi¢ao de um ponto material da configuragdo de referéncia
(Capitulo 2); vetor que agrupa as posi¢des nodais referentes a configuracao
de referéncia (Capitulo 3).

vetor posi¢ao de um ponto material da configuracao de referéncia.
i-ésimo vetor da base canonica (i =1, 2, 3) de Z».

vetor posi¢ao de um ponto material da configuragado atual.

vetor de resto na série de Taylor.

vetor incremental de p (i = 1, 2, 3).

vetor incremental de x (i = 1, 2, 3).

i-ésimo vetor da base candnica rotacionada a partir de {e;} (i=1, 2, 3).
quantidade de movimento linear.

quantidade de movimento angular.

forca resultante sobre o corpo em €.

momento da forga f, em relacdo a origem.

vetor for¢a por unidade de area na configuragao atual.

vetor for¢a por unidade de area na configuragdo de referéncia.
vetor for¢a por unidade de volume na configuragao atual.

vetor for¢a por unidade de volume na configuragao de referéncia.

vetor unitario normal em 0P, apontando para fora de .
vetor unitario normal em 0% apontando para fora de Po.
vetor posi¢ao de um ponto do dominio de um elemento finito da

configuragdo de referéncia.

vetor posi¢ao de um ponto do dominio de um elemento finito da
configuragdo atual.

vetor de forgas externas diretamente aplicadas nos nés da configuragao

corrente.

vetor de residuos em relagao apenas aos graus liberdade incégnitos.



vetor de posicao em relagdo apenas aos graus de liberdade incognitos.

Letras romanas maiusculas em negrito

estiramento direito.

funcdo que retorna um tensor de 2* ordem.

tensor identidade de 2* ordem.

deformacao da familia de Seth-Hill.

tensor de deformagdo seno hiperbolico generalizado.

tensor de tensao seno hiperbolico generalizado.

tensor auxiliar no item 3.1; 2° tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff.
tensor auxiliar no item 3.1; tensor de tensdo de Cauchy.

tensor auxiliar.

tensor auxiliar; Cauchy-Green esquerdo.

tensor antissimétrico genérico no item 3.1; tensor taxa instantanea de
rotagdo;

tensor ortogonal (i =1, II).

gradiente de deformagao (i =1, II).

gradiente de .

gradiente de .

gradiente espacial da velocidade.

tensor taxa instantanea de estiramento.

tensor ortogonal da decomposicdo polar de F.
estiramento esquerdo.

gradiente de deslocamento.

estiramento esquerdo.

Cauchy-Green direito.

1° tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff.

funcional.
tensor de deformacao infinitesimal.
fator volumétrico associado a decomposi¢ao multiplicativa de F.

fator isocdrico associado a decomposi¢cao multiplicativa de F.
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5

Cauchy-Green direito associado a Fiso.

deformacao associada a fun¢ao de escala Lagrangianai (i =f, ).
tensdo associada a fun¢do de escala Lagrangiana i (i =f, ).
tensor de tensdo arbitrario energeticamente conjugado com E.
tensor de tensdo arbitrario energeticamente conjugado com T.

matriz ortogonal cujas colunas sdo os autovetores normalizados de U.

Outros simbolos e notagoes

R, R\, Rz

F, Fi,F, G, H
X, Xo, U

LI

Ja

P

referencial.
funcdo que retorna um tensor de ordem < 2.

tensor de ordem < 2.

tensores unitarios de 4* ordem.

lista dos invariantes principais de A.

parte = regido do interior de um continuo (Po = Qo e P, < ).
contorno de P.

energia cinética.

vizinhanga em torno do ponto localizado por p.

classe constitutiva.

grupo de simetria em p.

tensor nulo de 2% ordem.

descrigdo espacial.

descri¢ao material.
1* derivada temporal.
2% derivada temporal.

correspondente grandeza apos um MCR.

transposto.

correspondente grandeza associada as dire¢des principais.



MCR
SHG
PEC
GNLH
FPMEF
PIRM
PEPTE
EA

EB
CPT
CI

CS

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Movimento de Corpo Rigido.

Seno Hiperbdlico Generalizado.

Par Energeticamente Conjugado.

Generalizagdo Natural da Lei de Hooke.
Formulagao Posicional do Método dos Elementos Finitos.
Principio da Invariancia da Resposta Material.
Principio da Energia Potencial Total Estacionaria.
Extensdo Axial.

Equi-Biaxial.

Cisalhamento em estado Plano de Tensao.
Calibra¢ao Individual.

Calibracao Simultanea.
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1INTRODUCAO

1.1 Motivacio e justificativa

Observagdo: As figuras e tabelas sem indicagdo de fonte sdo de autoria do proprio autor desta tese.

O estudo do comportamento de um material em regime de grandes deformagdes amplia o
conhecimento fenomenoldgico e propicia possiveis novas aplicagcdes estruturais dele.
Eventualmente, esse estudo pode mostrar resultados contraintuitivos como, por exemplo, o
aumento da resisténcia do concreto armado em algumas situacdes pds colapso devido ao

fendmeno de confinamento.

Um exemplo de um material submetido a moderadas/grandes deformacgdes ¢ o elastomérico,
que ¢ encontrado em diversas areas, dentre as quais citam-se a industria civil, automobilistica,
aeronautica e a bioengenharia. A Figura 1 mostra um contexto aeronautico no qual um material
elastomérico ¢ empregado. Para evitar o acimulo de gelo no bordo de ataque da semiasa
(Figura 1a), membranas elasticas sdo instaladas de modo a, quando infladas, induzirem a quebra

do gelo (Figura 1b).

Figura 1 — (a) Acimulo de gelo em uma asa de um avido. (b) Sistema degelo de membranas elasticas.

(a) (b)

Fonte: (a) (A importancia [...], 2015). (b) Cessa Flyer Association, [2025].

No campo da bioengenharia, os hidrogéis (redes poliméricas com dgua em seus intersticios)
construidos com impressdo 3D (veja Miri et al. (2018)) sdo exemplos de biomateriais sujeitos
a grandes deformacgdes. A Figura 2 mostra uma comparaciao de tenddes reais (superior) com

tenddes feitos com hidrogel (inferior) em escalas diferentes.
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Figura 2 — Tenddo real (superior) e tenddo artificial (inferior) em diferentes escadas.

Achilles Tendon mm Hierarchical &
Collagen Anisotropic
Fibers

Single

nm

Plaited Collagen

Real Tendon Hydrogel

Fonte: Everett (2021).

A mudanga de forma de um corpo ¢ quantificada através da medida de deformacio. E implicito
que medidas de deformacao diferentes fornecem valores proximos entre si quando a mudanga
de forma ¢ pequena, e tendem a resultar em valores distantes entre si quando a mudanca de
forma ¢ grande. Por isso, o estudo de medidas de deformacdo no contexto de grandes

deformacdes ¢ essencial.

A escolha da medida de deformacdo ¢ uma decisdo do engenheiro, o qual pode se valer de
alguns principios norteadores, tais como: que ela ndo sofra mudanga apds um Movimento de
Corpo Rigido (MCR) arbitrario e que ela dependa das dimensdes da estrutura na posicao inicial.

Nesse contexto, a classe geral de tensores de deformagdao Lagrangeanos foi concebida em

Hill (1968) e ¢ dada por

G(U)=¢(4)(, ®a,). (1)

sujeita a

g()=0, g'(1)=1, g'(4,)>0, lim g(1,)=-0 e limg(,)=co. 2)
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Na Eq. (1), 4 e o; sdo, respectivamente, os estiramentos principais € os autovetores
normalizados do tensor de estiramento direito U ¢ g: IR — IR ¢ uma fungdo de escala. Diante

da notagdo da Eq. (1), algumas medidas s3o apresentadas a seguir.

A conhecida familia de Seth-Hill (Seth, 1964; Hill, 1968), cuja concep¢ao remonta a Doyle e
Ericksen (1956), ¢ dada por

g(4)=17r . yeR (3)

As medidas mais comuns da Eq. (3) sao Green (y=2), Biot (y= 1), Hencky (= 0), Hiperbolica
(y=-1) e Almansi (y=-2). Curnier ¢ Rakotomanana (1991) propuseram uma combinacdo de

duas medidas da familia de Seth-Hill gi(4;) e g2(4;) para obter outras medidas existentes,

g(ﬂ’i): 4 gl(/li)—’_ = gz(ﬂ’i): 4 l(/7’?1_1)"' % i(/1?2—1):

a,—a, a, —q a,—a, q a,—a, a,

1
= (/If'—lfz), a, a2 € Lycom-2<m<0<a<2ea #a. 4)
4 —a,

Através da Eq. (4) ¢ possivel obter as seguintes medidas: Pelzer (a1 =—a2=1), Mooney
(a1 =—ax=12), Wall (a1 =—a2/2 =1) e Rivlin (a1/2 = —a» = 1). Expandindo a ideia de Curnier e
Rakotomanana (1991), Itskov (2004) construiu

L B _ 2B
di)={2g ¥ ) B0

InA, B=0

peR, (5)

Com o objetivo de se evitar o calculo de U no uso da familia de Seth-Hill, Curnier e

Zysset (2006) propuseram uma aproximacao de segunda ordem para ela,

200 P 28
8 4 8

g(4,)= 2<p<2  BeR (6)

Darijani e Naghdabadi (2013) idealizaram as medidas exponenciais,
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ke e .

A Figura 3 mostra os graficos das Eqgs. (3), (5) e (7). O grafico da Eq. (6) ¢ muito proximo do
da Eq. (3), e 0o da Eq. (4) do da Eq. (5).

Figura 3 — (a) Familia de Seth-Hill. (b) Familia de Itskov (2004). (c) Familia exponencial de Darijani e
Naghdabadi (2013).
(a) (b)

o

I <
SN 0 E/O 0
% 9 L5 2,0 2,5 3,0 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
-1 — -2 (Almansi) -1 Val do 5
-1 (Hiperbolica) alores de
Valores de o
-2 y— 0 (Logaritmica) -2 1,0 2,0
i 3,0 —4,0
1 (Biot) 30 70
3 ii — 2 (Green) -3 A g >
(c)
3
2
{ /
<o .
%00 0, 2,0 2,5 3,0
! Valores de S
2 —0,05 0,60
1,35 —2,20
3 Yl —3,00 —5,00

Da Figura 3b e da Figura 3¢ percebe-se que um mesmo comportamento a tragao e a compressao

somente ¢ observado quando faumenta.

Um dos motivos para a proposigao de uma nova medida ¢ a ideia de que um dado material, cujo
diagrama tensdo-deformagao ¢ representado por uma funcao impar, também deve apresentar
uma simetria a tracao e a compressao na sua curva deformagao-estiramento, para qualquer valor
de S. A propriedade da func¢do g que satisfaz esse requisito ndo foi encontrada na literatura e ¢

dada por

g(2-2)=-g(%). (8)
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A Figura 4 resume a motivacdo apresentada no paragrafo anterior.

Figura 4 — Simetria a tragdo e a compressdo no diagrama tensao-deformacéo e na curva deformagao-
estiramento.
Dado Desejado

fungdo impar: — f, (&,) = fo (—€;) propriedade: g(2 — 4,) =—g(4)

oo =fq (&) £g=g(A) Simetria a tragdo e
. a compressao.
£,=8(4) /1 T

OBS: o, ¢ a tensdo energeticamente conjugada com &, .

Além da Eq. (8), almeja-se também que a medida possua o maximo de coeréncia fisica possivel.
Essa coeréncia ¢ expressa matematicamente pela Eq. (2). A medida de Biot (4, — 1), por
exemplo, satisfaz a Eq. (8), mas ndo se preocupa com a Eq. (2)s. Evidentemente, as Eqgs. (2) e
(8) ndo sdo totalmente consistentes, isto ¢, dada uma fun¢do que obedece a Eq. (8), na melhor

das hipoteses a Eq. (2)4 ou a Eq. (2)s ndo sera satisfeita. Por exemplo, a deformagao tangente

g(4,)= ztan{%(/li - 1)} , Ai€10,2[ 9)
segue a Eq. (8), mas dentre os requisitos da Eq. (2) somente a Eq. (2)s ndo ¢ satisfeita.

Nesse contexto, uma nova familia de deformacdo foi idealizada por Peixoto (2024) e

Peixoto et al. (2024), e ¢ dada por

“E = 7 sinh(BE?), feR (10)

em que, E) ¢, a priori, qualquer medida de deformacdo e ""E” foi denominado de tensor de
deformacdo Seno Hiperbolico Generalizado (SHG). Considerando E como a familia de Seth-

Hill, a Eq. (10) se torna
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lsinh(ﬁ(UV —I)j y#0

s (A 4 yeR, felR: (11)
Lsinh(in0)= -1 (U’ —u) y=0
B 2B

sendo que I ¢ o tensor identidade de 2* ordem. Nota-se que a funcdo de escala g da familia
SHG-Hencky, dada pela Eq. (11), ¢ igual a medida de Itskov (2004), dada pela Eq. (5)1. A
funcdo de escala da familia SHG-Biot, dada pela Eq. (11); com y=1, ¢

1 . .
g(li):zsmh[ﬂ(ii ~1)]. peR: (12)
A Figura 5 mostra o grafico da Eq. (12) para alguns valores de f£.

Figura 5 — SHG-Biot para alguns valores de £.

0,0 S 1,5 2,0 2,5 3,0

Valores de S
—3,0 3,5

40 —4,5
—50 —55

Por uma simples verificacao conclui-se que a Eq. (12) satisfaz a Eq. (8), o que torna a familia
SHG-Biot uma candidata para a solu¢do do problema exposto na Figura 4. No entanto, o
requisito da Eq. (2)4 ndo ¢ obedecido pela Eq. (12). Apesar disso, durante o desenvolvimento
de um projeto, a faixa de deformagao a qual o material estard submetido ¢ conhecida/imposta.
Portanto, por meio do pardmetro f, pode-se escolher um material cuja curva deformacao-
estiramento ndo intercepte o eixo vertical dentro daquela faixa de deformacao. Assim, para fins
de engenharia, a Eq. (12) ¢ uma solug¢ao factivel teoricamente. Enfatiza-se que a construcao da
Eq. (12) foi devida a motivacdo mostrada na Figura 4, mas ela culminou na concepc¢do da

Eq. (11), que ¢ objeto de estudo deste trabalho.
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Nesta tese, a fun¢do impar adotada no diagrama tensao-deformagdo ¢ a linear. Essa equacao
constitutiva, que ¢ obtida substituindo-se o par tensdo-deformacao da lei de Hooke por qualquer
Par Energeticamente Conjugado (PEC) de tensdo-deformagao, foi proposta por Hill (1979),
sendo denominada de Generalizacao Natural da Lei de Hooke (GNLH). Além de garantir a
existéncia da energia de deformacdo especifica, como destacado por Volokh (2004), a GNLH
tem a vantagem de utilizar constantes (Modulo de Young E e o coeficiente de Poisson v ou os
parametros de Lamé u e A) que sdo facilmente conhecidas para a maioria dos materiais.
Algumas aplicagdes da GNLH podem ser vistas em Korobeynikov (2019), Korobeynikov et
al. (2022), Greco e Peixoto (2022), Korobeynikov (2023) e Korobeynikov e Larichkin (2023).

Destaca-se que o uso de medidas alternativas de deformagdo pode ser encontrado na
modelagem de polimeros e tecidos bioldgicos (veja, e. g., Saucedo-Mora et al. (2021),
Korobeynikov (2023) e Kang ef al. (2024)). Diante disso, este trabalho também aplica a

formulacao desenvolvida na modelagem desses materiais.
1.2 Objetivos

Perante o exposto no item anterior, esta tese tem como objetivos:
— implementar computacionalmente a Formulagdo Posicional do Método dos Elementos
Finitos (FPMEF) em ambito tridimensional, utilizando o elemento finito hexaédrico de 8 nos,

adotando-se a equacao constitutiva dada por

BTO — 24 PEY + A(tr "EP)I, (13)

em que T ¢ o tensor de tensio SHG (T e ME®) formam um PEC). Adota-se o corpo

como isotropico e homogéneo e considera-se apenas o caso estatico;

— discutir os resultados e a aplicabilidade da equacao constitutiva da Eq. (13) na modelagem

de polimeros e tecidos biologicos.
1.3 Organizacao do texto

Este texto ¢ composto por seis capitulos principais, incluindo a Introdugdao. O Capitulo 2

(Estado da Arte) apresenta a maneira mais comum com que os materiais do tipo borracha sao
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modelados na literatura. O Capitulo 3 (Fundamentag¢io Tedrica) fornece o alicerce tedrico sobre
o qual constroi-se esta tese. No Capitulo 4 (Implementa¢do Computacional) encontra-se todo o
desenvolvimento do trabalho propriamente dito. No Capitulo 5 (Exemplos Numéricos) aplica-
se a formulacdo desenvolvida. Por fim, no Capitulo 6 (Conclusdes) apresenta-se as conclusdes

do trabalho e as recomendag¢des para pesquisas futuras.

Ao longo do texto, indica-se os passos nas equacdes por nimeros romanos entre parénteses. A

explicacao do que foi realizado naquele passo encontra-se logo apds a equagao.
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2 ESTADO DA ARTE

Um procedimento comum na literatura na modelagem de materiais do tipo borracha ¢ o uso da
decomposi¢ao multiplicativa do gradiente de deformagao F em um fator volumétrico Fyol € um
isocorico Fis (segundo Diister et al. (2003) esses fatores estdo relacionados com a tensdo de

Cauchy esférica e desviadora, respectivamente):

F=F,F, com F_ =J"1 e F

vol ~ iso iso

=J'"°F, em que detF =J e detF_ =1 (14)

iso

juntamente com uma decomposi¢cdo aditiva de w em uma parcela volumétrica yio € uma

isocorica Yiso,

V/(F):‘//vol(*])""//iso(Fiso)- (15)

Essa abordagem ¢ fundamentada em Flory (1961). Entretanto, a proposta original de

Flory (1961) foi

1//(F, T ) =y, (J T )+ v, (Fiso, ), T temperatura (16)

em que y;(J, T) € a contribui¢cdo devida as intera¢des intermoleculares, como as que ocorrem
em liquidos, ¢ y»(Fiso, T) € a contribuicdo devida a elasticidade de uma longa cadeia molecular.
Dal et al. (2021) afirmam que ¥, ndo ¢ uma parcela totalmente isocérica, mas, apesar disso, o
uso da Eq. (14) junto com a Eq. (15) ¢ uma abordagem padrao na comunidade cientifica desse

assunto. Alguns exemplos sdo: Ogden (1982), Simo et al. (1985), Miehe (1994), Kaliske e
Rothert (1997) e Miehe e Keck (2000).

Fundamentados em diversas conclusdes a serem apresentadas no Capitulo 3, mais precisamente
mostradas nas Eqs. (173) e (174), varios modelos constitutivos tém sidos propostos para
materiais hipereldsticos. A seguir, apresenta-se a parcela isocorica de alguns. Treloar (1943)

construiu

Vi =—(1c-3), (17)

(YR
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em que x ¢ um parametro do material e Ic ¢ primeiro invariante principal do tensor Cauchy-
Green direito C. O modelo da Eq. (17) ¢ conhecido como Neo-Hookeano. Salienta-se que os
modelos baseados nos invariantes principais, que ndo possuem Illc na equagdo da energia
deformacao especifica, adotam o material como incompressivel, haja vista as Egs. (67) e (96)
que serdo discutidas posteriormente. Uma fun¢do linear em Ic e Ilc € estabelecida em

Rivlin (1948),

Viso = CI(IC - 3)"‘ Cz(Hc _3) ) (18)

em que C; e (> sdo parametros do material. O modelo da Eq. (18) ¢ uma adaptacdo do
apresentado em Mooney (1940) e por isso ¢ conhecido como modelo de Mooney-Rivlin.

Ogden (1972a) propos

wiso=2%(ﬂi’” A+ -3), (19)

em que i, € o, sdo parametros do material. Comumente N =3, o que torna necessario o

conhecimento de 6 parametros materiais. Yeoh (1990) concebeu

Vio = DI(IC _3)+D2(IC _3)2 +Ds(IC _3)3a (20)

em que D1, D> e D3 sdo parametros do material.

Em relagdo a parcela yyo da Eq. (15), ¢ comum se expressar yiol(J) = kixol(J), em que k
representa um modulo de compressdo. No caso em que w (1)=&, i. e. wu(l)=1, k é
interpretado como o modulo de compressibilidade da elasticidade linear, como destaca

Hartmann e Neff (2003). Ogden (1972b) propds

v (7) = k2 (cIng +77 —1), 1)

sendo xum parametro adicional. Hartmann e Neff (2003) e Diister et al. (2003) lancam mao da

seguinte formula
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. 1 -
Poall)= 57+ -2). 22)

Dal et al. (2021) apresentaram um estudo comparativo utilizando 44 modelos constitutivos.
Foram empregadas estratégias de otimizagdo multiobjetivo para selecionar os melhores
modelos a partir de resultados experimentais de tragdo uniaxial, cisalhamento puro e tragdo

equi-biaxial.

Considerando apenas a tragio equi-biaxial, do melhor para o pior!, Dal et al. (2021) obteve para

os modelos com

» trés parametros: Heinrich e Kaliske (1997), Dal et al. (2020) e Ball et al. (1981);
» quatro parametros: Kaliske e Heinrich (1999), Khiém e Itskov (2016) e Swanson (1985);
» cinco parametros: Lambert-Diani ¢ Rey (1999), Miche et al. (2004) e Alexander (1968).

Considerando os resultados de tragdo uniaxial, cisalhamento puro e tragcdo equi-biaxial

simultaneos, do melhor para o pior, Dal ef al. (2021) obtiveram para os modelos com

» trés parametros: Dal et al. (2020), Carroll (2011) e Davidson e Goulbourne (2013);
» quatro parametros: Khiém e Itskov (2016), Kaliske e Heinrich (1999) e Bechir et al. (2006);
» cinco parametros: Miehe et al. (2004), Alexander (1968) e Sharift (2000).

Dos 44 modelos, os que obtiveram melhor correlacio com os resultados experimentais de
Treloar (1943) na trag@o uniaxial, no cisalhamento puro e na tragdo equi-biaxial simultaneos,
do melhor para o pior, foram: Miehe et al. (2004), Alexander (1968) e Lambert-Diani e
Rey (1999).

Uma inconsisténcia no estudo/analise de materiais elastoméricos destacada por Stumpf e
Marczak (2021) ¢ a tendéncia de se calibrar modelos utilizando-se resultados experimentais
provenientes de modos de deformacdo puros (ensaios de tragdo, cisalhamento e tragcdo equi-
biaxial) com o objetivo de emprega-los na analise 3D, situacdo na qual ha estados gerais de

tensdo. Segundo Stumpf e Marczak (2021), varios modelos classicos falham em predizer boas

! Os melhores modelos foram elencados segundo a otimizagdo descrita no pardgrafo imediatamente anterior.
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respostas para modos de deformacdo diferentes daqueles usados para calibra-los e, quando

predizem, ndo o fazem de forma precisa para qualquer nivel de deformagao.

Outro aspecto importante comentado por Stumpf e Marczak (2021) ¢ a necessidade que y tem
de obedecer as inequagdes de Baker-Ericksen, propostas em Baker e Ericksen (1954). Essas
inequagodes garantem que, para um corpo eldstico isotrépico, a tensao (de Cauchy) principal

maxima 77 sempre ocorre na mesma direcao do estiramento principal maximo A;, isto &,

(1,1

ii g

)(/ll. —/Ij)> 0 para 4 # 4,, (sem soma) (23)

comi,j=1,2 e 3. Quando ha transformacao de fase do material, entretanto, essas inequagdes
podem ser violadas, como apontam Marsden e Hughes (1994). Agora, da Eq. (167), pode-se

desenvolver a Eq. (15) como

‘//(F): WVOI(J)+Wiso(Uiso) =

= l//(F) = l//vol (J)+ 177iso (Ciso) = l//(F) = l//vol (J)+ liﬁiso (ICB0 > IIClso )’ (24)
em que
@
Ciso = Fi-sroFiso = Ciso = J_2/3C 2 (25)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (14). Agora, da Eq. (152), nota-se que € possivel expressar T
em fun¢do de B, uma vez que B = V2. Portanto, a relacdo constitutiva geral para um corpo

elastico isotropico pode ser expressa por (Gurtin, 1981)

T=/4,1+5B+5B", (26)

Se o material for incompressivel, a Eq. (26) assume a seguinte forma

(Stumpf e Marczak (2021))

T=—71+2Wep ) W g, 27)
ol ol
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sendo 7 a pressdo hidrostatica. Como destacam Stumpf e Marczak (2021), Truesdell e

Noll (2004) concluem que a Eq. (23) ¢ satisfeita se

al7l}iso al/}iso
,BI>O ou W>O € ﬂlﬁo ou WZO (28)

O estudo de equagdes constitutivas alternativas capazes de modelar novos materiais
hiperelasticos ainda ¢ intenso na literatura, como se constata em Bhuiyan et al. (2025), Havasi
e Kossa (2025), Park (2025), Martin-Sosa et al. (2025), Kossa (2025), Istiak et al. (2025),
Safa et al. (2025), Vaverka e BurSa (2025), Kuznetsov (2025), Masrar e Ettaouil (2025) e
Abdusalamov e Itskov (2025).

Um conceito importante com respeito a energia de deformagao ¢ a policonvexidade. Como
apontam Buonsanti e Royer-Carfagni (2003), Ball (1976) denomina y como policonvexa se ela

for escrita como
w(F)=y(F,adjF,detF), (29)

em que 1/7(-,-,-) ¢ convexa em cada termo e adj indicada adjunta. Segundo Ball (1976), essa
imposicao ¢ crucial para demonstrar teoremas de existéncia na teoria da elasticidade nao linear,
uma vez que ela implica na semicontinuidade inferior do funcional de energia. A discussdo da
policonvexidade de y associada a equacao constitutiva proposta nesta tese estd fora do escopo

do trabalho, sendo incluida como uma sugestao de trabalho futuro.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 Definicoes matematicas

A maioria das defini¢cdes a seguir sdo encontradas em Gurtin (1981), outras sdo obtidas do

Célculo e da Algebra Linear.

Utiliza-se o termo ‘tensor de 2* ordem’ como sindnimo de ‘transformacdo linear de ¥V em ¥V,
em que V ¢ o conjunto de todos os vetores de 3 componentes. Agora, introduz-se alguns

conjuntos:

Lin = conjunto dos tensores de 2* ordem;

Lin* = conjunto dos tensores de 2* ordem com determinante positivo;
Orth = conjunto dos tensores ortogonais de 2* ordem;

Orth* = conjunto dos tensores ortogonais proprios de 2% ordem;

Sym = conjunto dos tensores de 2* ordem simétricos;

Skw = conjunto dos tensores de 2* ordem antissimétricos;

Psym = conjunto dos tensores de 2% ordem simétricos e positivos definidos;

A seguir, comenta-se sobre a notagao adotada neste trabalho.

» Notagdo tensorial. Todos os tensores de 2* ordem sdo representados por letras romanas ou
gregas mailsculas em negrito (acompanhadas ou ndo por subindice(s)) e os vetores por
letras romanas ou gregas minusculas em negrito (acompanhadas ou ndo por subindice(s)).
Todos os tensores de 4* ordem sdo representados por letra romanas (na fonte

DEXTOROUTD) maitsculas em negrito. Exemplos: A, Q, a, ®, A1, Qi, a2 e o/, A;

» Notagdo indicial. A componente de um tensor de 2% ordem ¢ representada por uma letra
romana ou grega maitscula em italico com um subindice formado por duas letras romanas
minusculas em italico. A componente de um vetor ¢ indicada por uma letra romana ou grega
mindscula em italico com um subindice em letra romana mindscula em itdlico. As
componentes de grandezas tensoriais acompanhadas por subindices (A, 1, a2 € ®;) sdo

escritas com o auxilio de parénteses. A componente de um tensor de 4* ordem € representada
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por uma letra romana (na fonte DIEXTOROUTID) maiuscula em itdlico com um subindice
formado por quatro letras romanas minusculas em italico. Exemplos: 4;, €2, ai, @i, (A1)ij,

(£21)i, (a2)i € ()i, Aijies

» Notagdo matricial. A representagdo matricial de um tensor de 2% ordem ¢ indicada pela sua
notacdo tensorial entre colchetes ou pela sua notagdo indicial entre colchetes. A
representacdo matricial de um vetor ¢ dada pela sua notacdo tensorial entre chaves ou pela
sua nota¢do indicial entre chaves. Nesta tese, ndo se utiliza notagdo matricial de tensores de
4* ordem. Exemplos: [A]=[4;], [Q]=[£%], {a}={a}, {o}={af, [A]=[(AD)j],
[] = [(20)i], {22} = {(a2)i} e {o/) = {(@)i}.

Designa-se por e; um vetor da base canonica {e1, 2, e3} do sistema de coordenadas cartesiano.

Assim, as componentes S;; de um tensor S sdo dadas por
S, =e;-Se; VS elin. (30)
Além disso, o tensor S ¢ dado por
S:Sz/(ei®e./)’ (1)

em que ® representa o produto tensorial. O tensor transposto de S, dado por ST, é o tensor unico

com a seguinte propriedade
Su-v=u-S'v Yu,veV, (32)
O produto interno (contragdo dupla) entre dois tensores de 2* ordem ¢ definido como
S:T=t(S'T)=T:S VS, TeLin. (33)
A contragdo dupla possui as seguintes propriedades
S:(TA)=(T'S):A=(SAT):T ¢ A:(BCV)=(B'AV'):C VS, T,AcLin. (34)

Além disso, o trago possui a seguinte propriedade
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tr(ST)=tr(TS)  V¥S,TeLin. (35)
A norma euclidiana de um tensor de 2% ordem ¢ dada por
[S|=+S:S  VvSelLin. (36)
Todo tensor de 2* ordem pode ser decomposto unicamente como (Decomposi¢ao Aditiva):

S =symS +skw S VS elin. (37)

sendo symS$ a parcela simétrica de S, symS = (S +ST) /2, e skwS a parcela antissimétrica de

S, skwS = (S — ST) / 2. Diante disso, afirma-se que

T:-W=0 VTeSyme VW eSkw. (38)
Um tensor Q ¢ ortogonal se ele preserva o produto interno,
u-v=Qu-Qv YuveV, (39)

O Teorema Espectral ¢ apresentado a seguir.

- Teorema Espectral -
Seja U € Sym. Entdo, existe um base ortonormal {ai, oz, a3} na qual U admite a seguinte

representacdo?, sendo A; o autovalor de U correspondente ao autovetor a;,

U:ﬂi(ai ®ai)' (40)

Agora, sejam campos vetoriais v(x) e w(x). Entdo,

V.(v-w)=V v(x) w+V w(x)v. (41)

2 Aqui é apenas mostrado o caso em que os trés autovalores sdo distintos.
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Sejam z(y), w(x) e h = z(w(x)). A regra da cadeira fornece
V.h=(V,z)(v,w). (42)
Seja w um campo vetorial arbitrario. Entao
div(STW)=8: Vw+w-(divS). (43)
De acordo com Holzapfel (2000), o produto tensorial A ® B € o tensor de 4* ordem tal que
(A®B):V=(B:V)A. (44)
Além disso, as propriedades
a®b®c®d=(a®b)®(c®d) ¢ (a®b)(c®d)=b-c(a®d) (45)

serdo uteis. Ademais, seguindo-se Holzapfel (2000), existem tensores unitarios de 4* ordem I e

I tais que

A=I:A ¢ A'=

=
>

(46)

com

]I:Eifkf(ei Qe ®e, ®el):5ik5j((ei Qe, e, ®e4) e
I- jl’/'k/ (ei ®ej ®e, ®e(): 5115% (ei ®ej ®e, ®e/), #7)

em que opy representa o delta de Kronecker. A seguir, apresenta-se a extensdao do conceito de
incremento de uma fun¢do F de uma variavel X, sendo X e [F(X) tensores de ordem <2 (a ordem
de X ndo necessariamente ¢ igual a de [F(X)). Nesta tese, a grafia de [F em cada caso indica a
ordem do tensor da imagem da fungdo. Se [F for uma letra mintscula (romana ou grega) em
italico, entdo a imagem ¢ um escalar, por exemplo: f(A), @(A). Se [F for uma letra mintscula
(romana ou grega) em negrito, entdo a imagem ¢ um vetor, por exemplo: f(A), ¢ (A). Se F for

uma letra maiuscula (romana ou grega) em negrito, entdo a imagem ¢ um tensor de 2* ordem,

por exemplo: F(A), ®(A).
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Sendo® Xy um valor inicial (fixo) e U um incremento (ndo fixo) na variavel independente, a
expressdo F(Xo + U) ¢ vista como uma fungdo de U, G(U) = F(Xo + U). Essa expressao ¢ a
mesma que G(al) = F(Xo + alU) com a = 1. No entanto, se U for constante e & for variavel, o
termo anterior se torna em uma funcdo* de a, H(a) = G(alU) = EXo + o). Diante disso,

€SCreve-se

H(e)=F(X, +aU). (48)

A série de Taylor de [H em torno de 0 (série de Maclaurin de [H) é

2

H(w)=1(0)+ 4@ (g LdMa) ( _op, 49)
da |, da” | _,
Avaliando-se a fungdo H em a =1 na Eq. (49), tem-se
dH(x) dH(e) .,
H(1)=H(0 1+— 1 +....
O=BO+=0 T e | (50)
Substituindo-se a Eq. (48) na Eq. (50) tem-se
EOX +U)=E(X, )+ dE(X, +aV) n d*E(X, +aU) 51

0 0 da ) da’ o (1)

Observa-se que quando « foi fixado na Eq. (50), U passou a ser a variavel do problema, como

mostra a Eq. (51). Diante disso, quando a norma’ de U é pequena, a Eq. (51) se torna

+dF(XO +al)

F(X, +U)~F(X,) -

= F(X, +U)~E(X, )+ DyF(X, U], (52)

a=0

em que se definiu

3 A ordem de Xo e de U deve ser a igual a de X.
* A ordem de G e de H deve ser a igual a de FF.
5 A defini¢do da norma de U depende da ordem do tensor U.
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- dE(X, + V)

(st Ju]= 1P

) (53)
a=0
que ¢ a expressdo geral do incremento de uma funcdo, também chamada de incremento de
Gateaux. Destaca-se que o tensor U na Eq. (53) ¢ arbitrario, com norma pequena. Além disso,
salienta-se que Dy[F(Xo)[U] ndo representa a derivada em si, € sim o incremento na fungao (que
¢ linear em U). Nos casos especiais em que se tem @: V — IR, ¢: Lin > IR e K: Lin — Lin ter-

se-a

Dxa)(x)[u] =Vo(x)u, (54)
Dyo(T)U]= d;—(TT) U e (55)
DK(X)U]= dl;;x) U, (56)

em que %TD ¢ um tensor de 2* ordem e deﬁ ¢ um tensor de 4* ordem. Agora, a fim de se
apresentar a regra da cadeia conforme Bonet e Wood (2008), sejam fungdes [F(X), [F1(Y) e F2(X)

tais que F(X) = F1(F2(X)). Fazendo-se X = Xo + U na tltima expressdo, tem-se
F(Xo +U):Fl(Fz(Xo +U))’ (57)
Linearizando-se [F> na Eq. (57) obtém-se
IF(Xo +U)zFI(FZ(X0)+DXF2(XO)[U])‘ (58)

Prosseguindo-se com a linearizagdo de [F no ‘ponto’ [F2(Xo), com ‘incremento’ DyF2(Xo)[U], a

Eq. (58) se torna

F(X, +U)=~

= (F, (X, )+ Dy, (B, (X, ) [ Do, (%, JUT = F(X, )+ Do, (B, (X )IDF (X VL. (59)

Comparando-se as Egs. (52) e (59), a regra da cadeia ¢ dada por:
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DXF(XO)[U] =Dy, (Fz (Xo))[DXFz (Xo)[u]]’ (60)

3.2 Descricio da deformacao

Como apontam Muschik e Restuccia (2002), um observador (ou referencial) deve possuir um
sistema de coordenadas e dispositivos para medir grandezas fisicas, a fim de que a descri¢ao do
movimento de um corpo seja possivel. Dentre essas grandezas, inclui-se o tempo. Diante disso,
a Figura 6 mostra a simbologia adotada neste trabalho para um referencial &: um cubo rigido
em linha tracejada e trés vetores indicando uma base ortonormal do sistema de coordenadas

cartesiano.

Figura 6 — Simbologia de referencial.

?%
Base: {e;,€,,€3}

Seja um corpo deformavel em um estado livre de tensdes que ocupa uma regido Qp em um
instante inicial 7 (configuragdo de referéncia). Devido a um carregamento s (for¢a por unidade
de area da configuragdo atual), o corpo passa a ocupar a regidao €2; em um instante de tempo ¢
(configuracdo atual). Pelo menos duas abordagens podem ser utilizadas para se mapear esse
movimento: a que utiliza dois referenciais 1 e #> (Figura 7a) ou a que emprega apenas um
(Figura 7b). O ponto material® 4 é localizado pelo vetor posi¢dio p e o ponto material A’ por x.
O vetor h conecta as origens dos sistemas de coordenadas dos dois referenciais e o vetor u

representa o deslocamento sofrido por 4.

¢ De acordo com Mal e Singh (1991), ponto material (ou particula material) ¢ uma pequena porgdo do corpo
que, na Mecanica do Continuo Classico, pode ser idealizado como um ponto matematico.
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Figura 7 — (a) Mapeamento da deformacao utilizando-se dois referenciais (adaptado de Mase (1970)).

(b) Mapeamento da deformagio utilizando-se um referencial.

(a)

1 ] , Base: {d,d,,d;}

Base: {e|,e5,€3} Base: {e},e,,es3}

A abordagem da Figura 7b ¢ comumente adotada nos livros de Mecanica do Continuo e sera
empregada nesta tese a partir daqui, com exce¢do de apenas um caso, no qual se fara a devida

justificativa do uso da Figura 7a. Agora, seja a Figura 8.

Figura 8 — Mapeamento da deformacéo.

Base: {e],e;,e3}

Além disso, define-se:

% = conjunto de vetores que localizam pontos materiais de um corpo contido (no instante 7o)
na regido o em relagdo a &;
WV = conjunto de vetores que localizam pontos materiais de um corpo contido (no instante )

na regido €); em relacdo a R.
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Uma motivagdo basica é encontrar o vetor posi¢do x € Vi, associado ao ponto material 4’ que,
antes da aplicag¢do do carregamento, era localizado pelo vetor posi¢do p € V; associado ao
ponto 4. De maneira anéloga, y € Vi ¢é o vetor posigdo associado ao ponto B’ que, na

configuracdo de referéncia, era localizado pelo vetor q € Vi, associado ao ponto B.

A Mecéanica do Continuo Classico estabelece uma fungdo : Vi x R — V3 com x = x(p, ©),

sendo y bijetora. Esse ponto de partida ¢ fruto do Principio da A¢do Local, que sera apresentado
formalmente no item 3.9. Assim, supondo-se que a fungdo y tenha representacdo em série de

Taylor em torno de um vetor conhecido q, tem-se

1(p.t)=2a.0)+V,x(@.)(p—-q)+r, = x=y+V x(q./)(p—q)+r,, 61)

em que I, representa a soma restante da série, que se aproxima de 0 mais rapido do que (p — q).

Fazendo-se (p — q) — 0 na Eq. (61), tem-se que r; — 0, € entdo pode-se escrever

(I)
x=y+V, x(q.t)(p—q) = dx =F(q,7)dp, (62)

sendo que dp representa o vetor (p — q), dx representa o vetor (x —y) quando (p —q) > 0 e em

(I) definiu-se

F(q,1)=V x1(a.2), (63)

que ¢ chamado de tensor gradiente de deformacao.

Caso o problema fosse descrito de maneira inversa, constréi-se x': V5 xR — V9 com
p =% '(x, 1). Supondo-se que %! também tenha representacio em série de Taylor em torno de

um vetor conhecido y, tem-se

X_I(X’t): X_l(yat)"' Vxx_l(y,t)(x - Y)+ L =p=q+ Vxx_l(y,t)(x _y)+ Iy, (64)

em que ry representa a soma restante da série, que se aproxima de 0 mais rapido do que (x —y).

Fazendo-se (x —y) — 0 na Eq. (64), tem-se que r;; = 0, e entdo pode-se escrever
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p=q+Vy '(y,/)dx = dp=V 5 '(y,¢)dx. (65)

Agora, pré-multiplicando-se a Eq. (62) por F'(q, £) tem-se

dp = F'(q,7)dx. (66)

Comparando-se as Eqs. (65) e (66) conclui-se que Vxx\(y, £) = F7'(q, ). Essa expressdo sera

utilizada no item 4.2. Entdo, uma vez que ¥ ¢ bijetora, deve-se ter detF(q, ) # 0.

Agora, seja d¥y o volume do corpo gerado por {dp'?, dp®, dp®}. Apés a deformagio, esses
trés vetores transformam-se em {dx", dx®, dx®}, cujo volume do corpo gerado é d¥. Tendo

em vista a forma indicial da Eq. (62), pode-se fazer

& a | R R Fdp

J J J

a¥ =dx" - (ax? xdx® )= |ax’  ax®  &O|=|F, dp® F,dp? F,dp|=

J J J

" ax? x| |F,dp"  Fydp®  Fydp®

J J J

E, F, El|dp” dp? dp”|| |E, F, Fsldp" dp? dp
=||Fy Fy Fy dp;l) dp;2) dpf) =\F, £, Fy dp;l) dpf) dp?):
Ey, F, Fy|dpy’ dp? dpy’ || |Fy B, Fylldpy’ dp?  dpy’
F, F, F;
=\l Fy Fy (dp(l)-(dp(z)xdp(S))):>dV=JdVO, (67)
F, F, F;

em que se definiu J = detF. Diante da Eq. (67), como d¥y e d¥ sdo positivos, conclui-se que
em qualquer deformacao fisicamente possivel deve-se ter detF(q, ¢) > 0. Essa exigéncia satisfaz

a imposicao anterior (determinante do gradiente de deformacdo ndo nulo) e ¢ uma premissa

neste trabalho.

3.3 Descricio do movimento de corpo rigido

A Figura 9 mostra o MCR de um continuo. Pretende-se encontrar a fungdo y, que representa

esse movimento particular.
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Figura 9 — Mapeamento do MCR.

Base: {e|, e,,e3}

Seguindo-se Gurtin (1981), nota-se que a distancia entre quaisquer dois pontos materiais 4 ¢ B

¢ preservada

=

lp—d|=[x-y] = [p—d| =xp.1)-x(a.7) " =lu(p. 1) -1l

= (p-a)-(p-a)=(x(p.1)-x(a.1)) (x(p.1)- x(a.))- (68)

Destaca-se que p e q sdo arbitrarios. Aplicando-se o gradiente em relagdo a p na Eq. (68) tem-

SC

M

V,(p-q)-(p-a)=V,((xp.1)-x(a.1)- (x(p.1) - x(q.2)) =

o

= 2(V,(p—a) (p—a)=2V, ((p.t)~ x(a.0) (ulp. 1)~ x(q.1)) =

= (V,p-v,a] (p—a)=(V,x(p.1) a.)) (x(p )=
= p-a=V,up.t) (2lp.t)-rla)) = Vq(Vp ) (u(p.1)-7(a.1))) =
= —1=V,y(p.) (- qu(q,r)) = Vpx@,t)T =V xla.1)". (69)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (41). No passo (II), com respeito ao termo Vpy(q, ?), salienta-
se que o gradiente em relagdo a p € realizado depois da avaliagdo da fungdo g em . Essa ¢ a
justificativa para esse termo ser o tensor nulo. Na Eq. (61), por outro lado, esse mesmo termo ¢

obtido aplicando-se o gradiente em relagao a p em Y e, depois, avaliando-se o tensor em (.
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Agora, como p e q sdo arbitrarios, percebe-se que a Eq. (69) ¢ verdadeira se, e somente se, 0s
termos Vpy € Vqx ndo dependerem de p e q, respectivamente. Assim, os tensores Vpy € Vqx,
dependem apenas do tempo. Portanto, Vpy = Vqx, = Q(?) e entdo, da Eq. (69), conclui-se que ¢

Q(?) ortogonal. Diante disso, a série de Taylor da funcao ¢

2(p.1)=x(a.0)+ V,x(q.)(p—a) = x(p.t) = x(q.1) + Q) (p - q). (70)

Nota-se que a Eq. (70) pode ser reescrita como

7(p.t) = Q(¢)p + (x(a.1)+ Q(1)a). (71)

Fixando-se p e variando-se q, conclui-se que o membro esquerdo da Eq. (71) ndo se altera.
Portanto, o termo entre parénteses da Eq. (71) ¢ visto como um vetor que depende apenas do

tempo. Assim, a Eq. (71) se torna

2(p.1)=Q(1)p+c(t) ou x=Q(t)p+¢c(r). (72)

em que ¢(?) =x(q, ) + Q(t)q, sendo q arbitrario. Destaca-se que quando ¢ = t, deve-se ter
(P, %) = p. Para que isso acontega, impde-se as seguintes restricdes na Eq. (72): Q(fo)=1 ¢

¢(f) = 0. Além disso, ao longo deste trabalho deve-se ter Q(¢) € Orth'.
3.4 Movimento de corpo rigido da configuracio atual
A fim de se compreender as consequéncias do Principio da Invariancia da Resposta Material na

se¢do 3.9, este item apresenta a maneira pela qual algumas grandezas se transformam dado um

MCR arbitrario da configuracdo atual, como mostra a Figura 10.
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Figura 10 — MCR da configuracao atual.
97

Q%
Base: {el, €, 63}

Inicialmente constroi-se a fungio x*: Vo xR — WV com x*=y*(p, 7). De acordo com a

Eq. (72), os vetores x e x* relacionam-se via

x"=Q(t)x+¢c(r) ou %' (p.t)=Qt)x(p,7)+eclt). (73)

A derivada temporal da Eq. (73)2 ¢

1 (p.1)=Q()x(p. 1)+ Q(1)x(p.1)+¢(r). (74)
Diante da Eq. (74) pode-se escrever
V*(x*,t):Q(t)x+Q(t)V(x,t)+ é(t). (75)

em que v(x,?)=(x(p,?), ¢ a descricio espacial da velocidade no movimento % e
vi(x*, £) = ("(p, 1)), ¢ a descri¢do espacial da velocidade no movimento y*. Prosseguindo-se

com a derivada temporal da Eq. (74) obtém-se

i (p,1) = Qe)x(p. 1)+ 2Q(0)ip, 1)+ Q)i (p, 1) + (). (76)

Diante da Eq. (76) escreve-se
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a’(x",¢) = Q(e)x +2Q(t)v(x.£) + Q(r)a(x.£)+ &(r). (77)

sendo que a(x, 7) = (§(p, 1)), € a*(x*, 1) = (}*(p, 1)), sdo as descri¢des espaciais da aceleragdo

nos movimentos y, € x*, respectivamente. Agora, aplicando-se o gradiente em relacdo a x na

Eq. (75) tem-se
Vv = Q)+ Q)Y v(x1) = (Vv )(vx' )= () + Q)Y v(x1) =
= L (x",1)= Q)L )Q() +O1)Q(. (78)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (42) no membro esquerdo da equacdo e em (II) foram
definidos os gradientes espaciais da velocidade nos movimentos ¥ e x*, respectivamente, como
L(x, 1) = Vxv(X, f) e L*(x*, f) = V.v*(x*, ). Seja o tensor taxa instantanea de estiramento dado
por D =symL e o tensor taxa instantanea de rotacdo dado por W = skwL. Como o tensor

Q) = Q(HQ(¢)" da Eq. (78) é antissimétrico’, conclui-se que

D (x".t)=Q(1)D(x.1)Q)" e (79)
W (x",1)= Q) W(x.)Q(r)" + (). (80)

sendo D* = symL* e W* = skw L*. A seguir, apresenta-se o Teorema da Decomposi¢ao Polar.

- Teorema da Decomposi¢dao Polar -

Seja F e Lin". Entdo, existem tensores tnicos U, V € Psym e R € Orth” tais que F = RU = VR
com U=+/F'F ¢ V =+/FFT (tensor estiramento esquerdo).

Agora, aplicando-se o gradiente em relagdo a p na Eq. (73) tem-se

V1 (p,1)=Q(t)V,x(p.1) = F'(p.)= Q(¢)F(p.1). (81)

7 Gurtin (1981), pagina 142.
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em que se definiu F*(p, 7) = Vpx*(p, £). Novamente de acordo com a Figura 10, os vetores p, X

e u relacionam-se via

O]
x=p+u=V x=Vp+Vu=>F=I+H, (82)

sendo que em (I) definiu-se H(p, 7) = Vpu(p, 7). Além disso, os vetores p, X* € u* relacionam-se
via
(€)) (1I) (1IT) (IIT)
X' =p+u' >V X =Vp+Vu =>F=I+H =>H =QF-1=H =QH+I)-1=>
(11T
= H'(p,¢)=Q(¢)H(p,?)+Q(¢)-1, (83)
sendo que em (I) definiu-se H*(p, t) = Vpu*(p, ¢), em (II) empregou-se a Eq. (81) e em (II)
aplicou-se a Eq. (82). Agora, do Teorema da Decomposi¢ao Polar, pode-se utilizar F = RU e

F* = R*U* na Eq. (81) para se obter R*U* = QRU. Uma vez que QR e Orth", conclui-se da

unicidade da decomposicado polar que

R'(p.1)=Q(1)R(p,t) e (84)
U'(p.1)=U(p.?). (85)

Além disso, a decomposi¢do polar de F* resulta em V*=R*U*(R*)". Substituindo-se as

Eqgs. (84) e (85) nessa expressao tem-se

V' =QRUR'Q" = V*(x",1)=Q()V(x.1)Q(t)". (86)

uma vez que V= RUR". Em relaco a F, o tensor Cauchy-Green direito é C = U? e o tensor
Cauchy-Green esquerdo é B = V2. Analogamente, para F* ter-se-4 C* = (U*)? e B* = (V*)%
Assim, diante das Eqgs. (85) e (86), obtém-se

C'(p.t)=Clp.1) e (87)
B'(x",1)=Q(¢)B(x,£)Q(t)". (88)

Agora, nota-se que
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1(p.1) = (v(x.1)), = ilp.1) = v, (x(p.2).1). (89)
Aplicando-se o gradiente em relagdo a p na Eq. (89) utilizando-se a Eq. (42) tem-se
v,ip1)=(V.v)(V,x)= F=L,F. (90)
Substituindo-se as Egs. (78) ¢ (81) em F* = L, F* tem-se

F' = (QLQ" +Q)QF = ¥ (p,r)= Q(1)¥(p.1)+ Q(t)F(p.1). 1)

Alternativamente, a Eq. (91) também seria obtido caso se fizesse a derivada temporal total da

Eq. (81). O Quadro 1 resume as equagdes de transformacao apresentadas neste item.

Quadro 1 — Mudangas em algumas grandezas devido a MCR da configuragdo atual.

Grandeza MCR da config. atual

p p'=p

X X" =Q@)x + c(?)
v(X, 1) Vi(x*, £) = Q)X + Q)V(X, 1) + &(1)
a(x, ) | a*(x’, £) = Q)x + 2Q()v(x, ) + Q(Ha(x, f) + ¢(7)
F(p, 1) F(p, )= Q(?) F(p, 1)
R(p, ) R'(p, ) = Q(?) R(p, )
U(p, 1) U'(p, )=U(p, 1)
V(x, 1) V'(x", )= Q) V(x, ) Q)"
C(p, ) C'(p, ) =C(p, 1)
B(x, 7) B*(x", 1) = Q(*) B(x, ) Q(1)'
L(x, 1) L (x*, £) = Q(?) L(x, £) Q1) + Q(¢)
D(x, 1) D*(x", ) = Q(1) D(x, 1) Q(1)"
W(x, 1) W, 1) = Q1) W(x, 1) Q(1)" + Q(f)
H(p, 1) H'(p, )= Q(?) H(p, ) + Q(1) - 1
F(p, 7) F'(p, ) = Q) F(p, 1) + Q) F(p, 1)
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3.5 Mudanca de base

As grandezas de um movimento/deformag¢dao de um corpo sdo calculadas em relagdo a um
referencial fixo #, como mostra a Figura 7b. Nesse caso, a base adotada por # ¢ a canonica.
No entanto, por vezes ¢ necessario determinar as componentes de uma grandeza em outra base,

em relacdo ao mesmo referencial Z. A Figura 11 mostra um esquema desse raciocinio.

Figura 11 — Mudanga de base em um mesmo referencial.

— Base: {e[,e),e;}
— Base: {e],e,,€3}

Sejam w; e w} as componentes de um dado w na base {e;} e {e}, respectivamente. Além disso,

sejam as componentes A;; € Al’.j de um dado A na base {e;} e {e}}, respectivamente. Segundo

Gonzalez e Stuart (2008) tem-se

wi=[Qlw} e (92)
[A]=[Q]lA]lQ]". (93)

em que Q; = e; - ¢, Tendo em vista que o trago e o determinante de A sdo definidos através da

sua representacdo matricial, tr A = tr[A] e detA = det[A], as funcdes

4(A)=trA, (94)
L(A)= %[(tr Ay —u(a?)] e (95)
(A)=detA (96)

possuem as seguintes propriedades: 7;(A) = 1;(A’), n(A)= n(A") ¢ B(A)= r(A"). Por esse
motivo, elas sdo conhecidas como ‘invariantes principais’. Normalmente, essas fungdes sdo
representadas pela seguinte notacdo: 7;(A) = Ia, 5(A) =1la e 5(A) = [I1a. Ademais, adota-se o

simbolo Ja para designar a lista Ia, Ila e Illa.
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3.6 Equacdes de equilibrio

Uma regido do interior de um continuo é denominada parte (P), isto é, Poc Qo e Prc Q. A

massa de uma parte P, ¢ dada por

m(®)= [, plx.0)a¥, 97)

em que p(X, ) € a massa especifica do ponto localizado por x no instante ¢. A quantidade de

movimento linear q, de uma parte P; é escrita como

q,(R)=], voar. (98)

A quantidade de movimento angular q, em relag@o a origem de uma parte P; é dada por

1,(R)= [, xxvpd¥. (99)

Utilizando-se as grandezas vetoriais definidas nas Egs. (98) e (99), a 2* Lei de Newton

estabelece que, em relagdo a um referencial inercial, deve-se ter

, ®) e (100)
m,([R)=4.(), (101)

sendo f,(#,) o vetor forga resultante que atua sobre o corpo em €, e m,(#;) o vetor momento

da for¢a f,(¥,) em relagdo a origem. Usualmente a Eq. (100) é chamada de Equagdo de

Equilibrio da Quantidade de Movimento Linear e a Eq. (101) de Equagdo de Equilibrio da
Quantidade de Movimento Angular. Substituindo-se a Eq. (98) na Eq. (100) obtém-se

£,(R)=[ pvar. (102)

e substituindo-se a Eq. (99) na Eq. (101) tem-se
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m,(P)= [ xxpvd¥, (103)

Consideram-se dois tipos de for¢a atuando sobre uma parte: a for¢a de superficie (forca de
contato) e a forca de atragdo gravitacional exercida pela Terra (for¢a de corpo). A forga de
contato ¢ representada por um campo espacial de forca por unidade de area s(x, ¢) ¢ a forca de
corpo por um campo espacial de forca por unidade de volume b(x, 7). Incluindo-se esses dois

campos nas Eqgs. (102) e (103), tem-se

f,(P)= jngdV = Lﬂ s(x,z)dA+jﬂ b(x,7)d¥ = jﬂ pvd¥ e (104)

m,(P)= I@, xx pvd¥ = LP, XXS(X’Z)dA+Ip, xxb(x,t)d¥ = J;»; xx pvd¥. (105)
Ao par (s, b) da-se o nome de sistema de forgas.
3.7 Tensor de tensiao de Cauchy

Seja n(x, £) o campo espacial que fornece o vetor normal unitario no ponto em 6%, localizado
por x no instante ¢, apontando para fora de ;. Segundo a hipotese de Cauchy, o campo s em um

ponto do contorno depende unicamente de n, s(n, X, #) = s(n). A seguir, apresenta-se o Teorema

de Cauchy.

- Teorema de Cauchy -

Seja (s, b) um sistema de forcas de um corpo. Entdo, admitindo-se a hipdtese de Cauchy, uma
condi¢do necessaria e suficiente para que as equagdes de equilibrio das Egs. (104) e (105) sejam
satisfeitas ¢ a existéncia de um campo tensorial espacial T, chamado de tensor de tensdo de

Cauchy, tal que

(106)

{s(n) =Tn

divT+b=pv’

que ¢ equivalente a Eq. (104). Além disso, dado a Eq. (106), tem-se que
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T=T", (107)

que ¢ equivalente a Eq. (105).

3.8 Par tensao-deformacio energeticamente consistente

Desenvolvendo-se .[aP, [s(x, 7) - V(X, £)] dA tem-se
) (1n) ) (1v)
Lﬂs(x,t) v(x,t)dA = j Tn-vdA = j T'v-ndA = jdlv (Tv)a¥ =

vy (VD)

j V. v+ leTdV jT LdV+j (pv—b)d¥ =
(VD)

:j t)dA = jT DdV+j v pvd¥ - jb vd¥, (108)

sendo que em (I) foi utilizado a Eq. (106);, em (II) a Eq. (32), em (II[) o Teorema da
Divergéncia, em (IV) a Eq. (43), em (V) a Eq. (106)2 e em (VI) as Eqgs. (37) e (38) na primeira

integral. Observa-se que o célculo de % ,[ » 5 p d¥ fornece

% P,T'O Vz—.[ V-vp+v-(pv+pv)+(v-vp)divy)d¥ =
(n
:—j 2v Vp+V- V(p+pdlvv dV IV pvdV:>I v-pvd¥ :—L—pdV (109)

sendo que em (I) empregou-se o Teorema de Transporte de Reynolds e em (II) a Conservagao
da Massa. Substituindo-se a Eq. (109) na Eq. (108) encontra-se o resultado do préximo

Teorema.

- Teorema da Poténcia Despendida em relagcdo a configuragdo atual -

Para toda parte P; tem-se
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j@ﬂs.vdA+jﬂb-vdV:jﬂT:DdVﬁL%jﬁ%pdV. (110)

O termo

V-V
K:jﬁTpdV (111)

¢ chamado de energia cinética e a integral

L’,T:DdV (112)

¢ denominada poténcia das tensdes. Agora, pretende-se escrever o Teorema da Poténcia
Despendida e as equagdes de equilibrio das Egs. (106) e (107) em relagdo a configuragao de

referéncia. Inicialmente, sabe-se que a formula de Nanson ¢

ndd=JF 'md4,, (113)

sendo m o vetor normal unitario em 0%, na area dAo, que aponta para fora da parte Fo.

Substituindo-se a Eq. (106); em JW, (s - v) d4 tem-se

(11 (110) (Iv)

D
= . = Y - -7 = -7 N =
J;RTn-vdA—.LRTV ndA L%me JF T mdA4, LPOTMJF m - dA,

(Iv)

= LP Pm-jdA,, (114)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (32), em (II) a Eq. (113), em (III) a Eq. (32) e em (IV) definiu-

S¢€

P(p,t)=JT F, (115)

que ¢ conhecido como 1° tensor de tensao de Piola-Kirchhoff. Para uso futuro, ainda se define
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S(p,t)=F'P, (116)

que ¢ conhecido como 2° tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff. Agora, o termo J s (b-v)d¥se

torna

M ‘ ) '
jﬂb-vdV:j%bm-deVo :j%bo-deo, (117)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (67) e em (II) definiu-se bo=Jb,. Percebe-se que a
Conservacao da Massa, além de valer para ¢ > o, pode também ser admitida em um movimento

partindo de 1 até ¢,

M(ﬂ)W(,)mI po(p)a¥; = [ o dV(—i)j 2uR) gy [, Plx.0)av =
=], (%T(p)—p(XJ)JdVﬂ = p,(p)= plx.1). (118)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (97), em (II) a Eq. (67) e em (III) o Teorema da Localizacao.
O campo material p, ¢ a massa especifica do corpo em . Entdo, a energia cinética pode ser

desenvolvida como

Vv A2 [ X
N e N (119

sendo que em (I) empregou-se as Eqgs. (67) e (118). A poténcia das tensoes fica

jT Day e j (L-W) v = jT LdV(m)j tr(TL) av = j tr(T )Jd;zo(l)

(VD (V) (vm)

V)

- j (T, FF ) a¥, = j tw(F'T, F)J a¥%, = j JT.F T :Fd¥ j P:Fa¥, (120)
sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (37), em (II) a Eq. (38), em (II1) a Eq. (33), em (IV) a Eq. (67),
em (V) aEq. (90), em (VI) a Eq. (35),em (VII) a Eq. (33) e em (VIII) a Eq. (115). Substituindo-
se as Egs. (114), (117), (119) e (120) na Eq. (110) obtém-se o préximo Teorema.
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- Teorema da Poténcia Despendida em relagdo a configuragdo de referéncia -

Para toda parte P tem-se

. T d e L
L%Pm-di0+Iﬁ)b0-deo—LOP.FdVO+ELOTpOdVO. (121)

Com respeito a Eq. (106), pode-se proceder, a partir da substitui¢do da Eq. (106); na Eq. (104),

da seguinte forma

(0] (1)
LRTndA+Iﬁb(x,t)dV:jﬂdeV = LPOTMJF’deAO +L)ObdeVO = j%%deVO =

(1) (111 (IV)

= Lﬂ) Pm d4, +jpob0dVO =Loopoj(dVo = L)()(DivP+b0 —poi)d¥ =0 =

(Iv)

= DivP+b, - p, 5 =0, (122)

sendo que em (I) utilizou-se as Eqgs. (113) e (118). Em (II) foi empregado a Eq. (115), em (III)
o Teorema da Divergéncia e em (IV) o Teorema da Localizacdo. Além disso, da Eq. (115)

conclui-se que

T, =J ' PF". (123)

Substituindo-se a Eq. (123) na Eq. (107) tem-se

T,=T =J'PF =J"'FP' = PF'=FP". (124)

Portanto, as Egs. (122) e (124) representam as Eqgs. (106) e (107) escritos na configuragdo de

referéncia, respectivamente.

Quando o produto interno no integrando da poténcia das tensdes for entre um tensor de tensdao
e a taxa de um tensor de deformacao, diz-se que o tensor de tensdo e o tensor de deformacao

formam um Par Energicamente Consistente (PEC). Na Eq. (121), oparé P e F.
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A seguir, determina-se como T e P sdo transformados devido a um MCR da configuracdo da
configuracdo atual. Como s e n sdo campos espaciais, percebe-se da Figura 10 que no
movimento x* esses campos vetoriais sdo identificados em relagio a R por
s'(x" H=Q@) s(x, 1) e n*"(x", 1) =Q() n(x, ), respectivamente. Substituindo-se essas

expressoes em s* = T* n*, tendo em vista a Eq. (106)1, obtém-se

T (x",¢)=Q(f) T(x.7) Q(t)". (125)

Utilizando-se as Egs. (81) e (125) em P* =J* T* (F*)~", diante da Eq. (115), tem-se

P’ (p,)=Q(t) P(p.t). (126)

Substituindo-se as Egs. (81) e (126) em S* = (F*)~! P*, diante da Eq. (116), tem-se

S"=F'Q"QP=F'P = S"=S. (127)

3.9 Premissas constitutivas basicas

Apresenta-se a seguir uma breve exposicdo dos trés principios basicos que governam o

comportamento mecanico dos materiais segundo Truesdell e Noll (2004), a saber:

» Principio do Determinismo;
» Principio da Agdo Local e
» Principio da Invariancia da Resposta Material (PIRM).

Seja 7 € [0, co[ uma variavel temporal. Inicialmente, pressupde-se que a posicao final x de um
ponto material, outrora localizado por p, dependa do vetor posi¢ao de todos os pontos materiais
desde o passado remoto até o presente, isto €, x=y(q, f — 7), com q € V5, . Diante disso,

apresenta-se o Principio do Determinismo a seguir.
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- Principio do Determinismo -
O tensor de tensdo de Cauchy T, avaliado em x no instante #, ¢ determinado pelo histérico do

movimento (func¢do %) de todos os pontos materiais até o instante £. Matematicamente, tem-se:

. (128)

{T(x, t)=T(x(q.t- 7))

qeV," e rel0,0

Nota-se que T é um funcional, uma vez que depende da fungdo y. O aspecto ndo local na
Eq. (128) esta no fato de que q ndo ¢ fixo (ele se refere ao vetor posicao inicial de cada ponto
material do corpo) e o efeito de memoria ¢ indicado matematicamente no intervalo de 7. Além

disso, percebe-se que T néo depende explicitamente do tempo porque T nao pode depender da

escolha da origem do tempo. Agora, o préximo principio traz uma simplificacdo na Eq. (128).

- Principio da A¢do Local -

Valendo-se do Principio do Determinismo, o histérico do movimento (fungdo ) de pontos
materiais fora de uma vizinhanga em torno do ponto indicado por p pode ser desconsiderado
no calculo de T. Sendo N(p) uma vizinhanca (regido) definida em torno do ponto localizado

por p, matematicamente tem-se:

(129)

{T(x,t) =T(x(q, 7))

qeVi® ¢ 70,00

Ressalta-se, entdo, que no Principio da A¢ao Local o vetor q permanece nao fixo, porém

limitado a localizagdo de pontos materiais pertencentes a N(p).

Ao par (x, T) da-se o nome de processo dindmico. Salienta-se que a cada par (s, b) que obedece
as Egs. (104) e (105) existe um Unico par (), T) que satisfaz a Eq. (106), e vice-versa. A seguir,

apresenta-se um conceito necessario para a correta explanagdo do PIRM.
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- Defini¢cdo de Classe Constitutiva -
Uma familia de processos dinamicos consistentes com as premissas constitutivas de um corpo

¢ chamada de classe constitutiva (€). Matematicamente:

€= {(x, T) / Os campos y ¢ T satisfazem as hipdteses constitutivas adotadas para o corpo}. (130)

Além das restricdes impostas em um processo dindmico a fim de que ele pertenga a determinada

classe constitutiva, obriga-se agora que a classe constitutiva obedeca ao PIRM.

- Principio da Invariancia da Resposta Material (PIRM) -

Seja (x, T) € €. Além disso, seja o processo dinamico (y*, T*) obtido de (y, T) através das
Egs. (73) e (125) com Q(f) e ¢(f) arbitrarios (a priori, os funcionais T e T* sdo supostos
diferentes). Entdo, diz-se que a resposta de um material ¢ invariante frente a um MCR da

configuracdo atual se, e somente se, (y*, T*) € €.

Nota-se que o conhecimento de um tensor de tensdo determina o conhecimento de qualquer
tensor de tensdo. Diante disso, pode-se substituir T por qualquer outro tensor de tensdao na
Eq. (130) e na defini¢do do PIRM. A fim de se aplicar essa ideia, propde-se determinar se a

seguinte equacao constitutiva obedece ao PIRM,

P=—pF "+ K‘(F — FfT) emque 7, k € R (corpo elastico e homogéneo). (131)

Seja @ a classe constitutiva formada pelos processos dinamicos (x, P) que satisfazem a

Eq. (131). Aplicando-se um MCR na configuragdo atual, a Eq. (131) se torna
QY]
P =—p(F) + K(F* - (F*)’T): QP =17 (QF) "+ x(QF - (QF) ") =
— QP =—7QF "+ x(QF—QF )= Q'QP=—7Q'QF " +xQ'Q(F-F ") =
= P=—nF +x(F-F7), (132)
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sendo que em (I) utilizou-se as Egs. (81) e (126). Assim, a Eq. (132) mostra que (x*, P*) € @
e, portanto, a Eq. (131) obedece ao PIRM.

Agora, alicer¢ando-se no Principio da A¢ao Local, pode-se supor que apenas o histérico do
vetor p influencia no calculo de x. Somando-se isso a eliminagao do efeito de memoria, obtém-
se a funcdo adotada para descrever a deformacdo de um continuo no item 3.2, x = y(p, ?).

Aplicando-se essas duas simplificagdes na Eq. (129), tem-se

. (133)

{T(x, 1)=T(x(p.1))

QO
pev,

A seguir, define-se ponto material eléstico.

- Definicdo de ponto material elastico -

A

Valendo-se da Eq. (133), o ponto material localizado por p ¢ dito eléstico se, e somente se, T

depender de p e de F(p, ?),

A

T(x,¢)=T(F(p,z),p). (134)

Um corpo ¢ dito elastico se a Eq. (134) for verdadeira em todo ponto material. Assim, a classe
constitutiva de um corpo elastico ¢ a familia de todos os processos dinamicos que obedecem a
Eq. (134). Neste trabalho, o corpo ¢ considerado elastico e homogéneo. A proxima definicao

apresenta esse conceito matematicamente.

- Defini¢do de corpo eldastico homogéneo -

Dado um corpo eléstico, diz-se que ele ¢ homogéneo se, e somente se, pp € T ndo dependerem

de p explicitamente, ou seja

T(x,7)=T(F(p,?)). (135)
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Agora, a partir da Eq. (135), pode-se encontrar uma restri¢ao para a construgao de T de maneira

que o PIRM seja atendido. Assim, seja @ a classe constitutiva de todos os processos dinamicos
(x, T) que obedecem a Eq. (135). De acordo com o PIRM, no movimento x* o funcional T*

também deve seguir a hipotese da Eq. (135), isto &, T* deve ser fungdo apenas de F* para

quaisquer Q(?) e c(?), a fim de que o corpo permanega eldstico e homogéneo apés o MCR da

configuracdo atual em relacdo a . Portanto, ¢ necessario que T*(x*, ) = T*(F*). Substituindo-

se essa expressao e a Eq. (135) na Eq. (125) tem-se

T (F* ) = Q(r)T(F)Q(¢)’ VQ(f)eOrth*.  Fetsdo quaisquer, porém fixos  (136)

Como a Eq. (136) deve ser satisfeita para qualquer Q(¢), de acordo com Murdoch (2003), em

um mesmo instante ¢ deve-se ter

(F)-Qi(FQ] > T"(@F)=QiF)Q] « (137)
i(F;)=Q,1(F)Q} = 1(Q,F)=Q,1(F)Q}. (138)

sendo que no passo (I) das duas equagdes anteriores foi utilizado a Eq. (81). A Figura 12 mostra
um esquema desse raciocinio, em que XI: w xR—> Wf)‘, com x; =xip,1), e

, @), . .
i 7 xR—>V," comx; = X (P, ©), de maneira que

7 (p.1)=Q,(O)x(p.0)+e,(t) e (139)
20 (p.1)=Qy(t)x(p.1)+ ¢, (). (140)
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Figura 12 — Imposi¢do de dois MCRs distintos.
Q

e

X (Qj)l
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G AN
Base: {e;,€;,e3}

Da Figura 12 nota-se que, no instante #, a configuracdo atual €); ¢ fixa e, entdo, o tensor de

tensdo de Cauchy T =T(F) na Eq. (137) é o mesmo do da Eq. (138). Assim, isolando-se T(F)

na Eq. (137) e na Eq. (138), e igualando-se as expressoes, tem-se

QIT T*(QIF)QI = QITI T*(QIIF)QH = ri‘*(QIF) = QIQITI T*(QHF)QHQIT =
Tk T T s T M Tk * Tk * T (141)
= T'(Q,Q[Q.F)=Q,Q} T'(Q,F)Q,Q] = T'(F )=Qf"(F')Q".
sendo que em (I) definiu-se Q = Q; Qy; ¢ F*=Qy F. Devido a arbitrariedade de F* e T* na

Eq. (141), conclui-se que, em especial, a Eq. (141) deve ser valida para um gradiente de

deformagio F e um funcional T. Assim, obtém-se o proximo caso particular do PIRM.
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- PIRM para corpos elasticos homogéneos -

Valendo-se da Eq. (135), a condig¢do necessaria e suficiente para que o PIRM (enunciado neste

item) seja atendido ¢ que T satisfaca:

T(QF) = QT(F)QT ‘V’Q(t) eOrth™. F e ¢ sdo quaisquer, porém fixos (142)

Substituindo-se a Eq. (135) na Eq. (115), pode-se definir

P = P(F) (143)
com
P(F)=JT(F)F ", (144)

Como QF € Lin*, pode-se substituir F por QF na Eq. (144),

P(QF) = det(QF ) H(QF)(QF) " = P(QF)= (et F)QT(F)Q'QF ™ = B(QF)=QP(F). (14)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (142) e em (II) a Eq. (144). Assim, a Eq. (145) expressa a

restrigio na construgio de P devida ao PIRM.
3.10 Simetria material
Seja um Q(¢) para o qual vale
T(F)=T(FQ). (146)
Se para Q fixo a Eq. (146) for satisfeita para todo F € Lin*, entdo Q ¢ chamado de

transformagdo de simetria em p. O conjunto dos tensores ortogonais proprios que satisfazem a

Eq. (146) ¢ chamado de grupo de simetria em p, sendo denominado por %. Se % for o conjunto
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de todos os tensores ortogonais proprios, entdo o ponto localizado por p ¢é dito isotropico.

Matematicamente:

- Defini¢do de ponto material isotropico -

O ponto material localizado por p ¢ dito isotrdpico se, e somente se, Gp = Orth™.

Além disso, diz-se que um corpo ¢ isotropico se todos os pontos materiais forem isotropicos.
Agora, algumas importantes relagdes podem ser encontradas valendo-se do PIRM e do conceito

de isotropia.

Nota-se que a Eq. (142) é valida para Q arbitrario, em especial no caso em que Q = R, sendo
R o tensor ortogonal préprio da decomposicao polar de F. Assim, uma consequéncia direta da

Eq. (142) ¢

A

T(R'RU)=R" T(F)R = T(F)=RT(UR". (147)
Percebe-se se que a Eq. (146) pode ser reescrita como

A

T(F)=T(FQ") (148)

uma vez que Q' também ¢ ortogonal. Como QF e Lin*, pode-se substituir F na Eq. (148) por

QF
T(QF)=T(QFQ"). (149)

Substituindo-se a Eq. (149) na Eq. (142) tem-se

T(QFQ")=Qi(F)Q". (150)

Salienta-se que a Eq. (150) satisfaz a isotropia e o PIRM. Assim, como U € Lin*, pode-se usar

a propriedade isotropica de T na Eq. (147),
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A A

T(F)= RT(UR" = T(F)=T(RUR") = T(F)=T(V). (151)

sendo que em (I) utilizou-se V = RURT, relagdo obtida da Decomposigio Polar de F. Portanto,

substituindo-se a Eq. (151) na Eq. (135) obtém-se

T=T(V). (152)

Seguindo-se Gurtin (1981), a expressao geral da Eq. (152) ¢ (Teorema da Representagao)

T=T(V)=0,(3,)1+0(9,)V +0,(5,)V*. (153)
Agora, avaliando-se a Eq. (144) em FQ obtém-se

| =1
L

P(FQ)=det(FQ)T(FQ)(FQ) ™ = f’(FQ):(detF)G;taT(F)(Q’IF")T =

an

= P(FQ)=JT(F)F 'Q = P(FQ)=P(F)Q, (154)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (146) e em (II) a Eq. (144). Portanto, a Eq. (154) expressa a

restri¢ao devida a isotropia na construgao de P.
3.11 Hiperelasticidade

De acordo com Gurtin (1981), um corpo ¢ hiperelastico se

P=P(F)= dy(F) (155)

em que y(F) ¢ a energia de deformagdo por unidade de volume da configuracao de referéncia.
Diante da Eq. (144), verifica-se que PF" = FP'. Substituindo-se a Eq. (143) nessa expressio

tem-se

P(F)F" =FP(F) . (156)

Considerando-se a Eq. (156) em F =1 obtém-se
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P(1)=P(1)". (157)

Assim, P(I) é simétrico. Além disso, lembrando-se que Q & ortogonal, nota-se que
d . T
Q'e=1=°(Q'Q)-1= Q'Q=-'0). (158)
Portanto, QTQ ¢ antissimétrico. Percebe-se que a Eq. (145) avaliada em F = I fornece

P(Q)=QP(I). (159)
Agora, desenvolvendo-se P(Q):Q tem-se

. RO LD\ L V) ) 160
P(Q):0=QP(1):Q = t(P1)'Q Q) = P(1):Q"Q = P(Q):Q =0, (160)
sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (159), em (II) e (III) a Eq. (33) e em (IV) empregou-se a
Eq. (38), tendo em vista as Egs. (157) e (158). O resultado apresentado na Eq. (160) ¢

fundamental para se obter algumas propriedades da fungao y(F).

Supondo-se que U =V =1, a decomposicao polar fornece F = R. Nessas condigdes, a variavel

independente na Eq. (155) pode ser vista como R

P(R)= dy(R) (161)

Ademais, através das Egs. (55) e (60), w(R) pode ser escrito como

d ey dY(R) 5V b hm)r 4
dtz,y(R)— R .R—P(R).R:>P(R).R—dtl//(R), (162)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (161). Percebe-se que o termo 13(R):R ¢ nulo, uma vez que ¢
obtido da Eq. (160) fazendo-se Q = R. Diante disso, sabendo-se que R no instante inicial 7o ¢

igual ao tensor identidade e em um instante ¢ qualquer ¢ igual a R, tem-se
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P(R):R=0= [ P(R):Rdr=0 = I %y/(R(t))dt 0= p(R()-yw(R(, )=0=

= y(R)=y (1), (163)

sendo que em (I) empregou-se a Eq. (162). Como R na Eq. (163) representa uma rotagao

arbitraria, pode-se reescrever a equacdo anterior como

w(Q)=w(1). (164)

Agora, de acordo com a Eq. (60), desenvolve-se Dpi(QF)[A] da seguinte forma

(e8]
Dy (QF)A]= Dy (QF[QA] = Dyy(QF): A= D,y(QF): QA, (165)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (55). Substituindo-se a Eq. (155) na Eq. (145) tem-se

(D €]
D,y(QF)=QD,y(F)= Dy (QF): QA = QD,y(F): QA =

= Dw/(QF): A=(Q'QDw(F)): A 5 Du(QF)= D (F) = [ D, ((QF)-y(F))dF =0 =

(V)

= y(QF)-y/(F)-(v(Q)-y(1)=0 = w(QF)=y(F), (166)

sendo que em (I) fez-se o produto interno em ambos os lados da equagdo por um tensor
arbitrario QA. Em (II), utilizou-se a Eq. (165) no membro esquerdo da equagdo e a Eq. (34) em
seu membro direito. No passo (III) langou-se mao da arbitrariedade de A e em (IV) empregou-
se a Eq. (164). Observa-se que a Eq. (166) representa a restri¢cao em i devido ao PIRM. Uma
consequéncia classica da Eq. (166) ¢ obtida através da decomposic¢ao polar de F no membro

esquerdo dessa equacao,

V(QRU)=p(F) = y(R™RU)=y (F) = y(F)=y/(V). (167

sendo que em (I) utilizou-se o caso particular no qual Q = RT. Ressalta-se que, assim como Q,

R na Eq. (167) também ¢ um tensor ortogonal proprio arbitrario.

Novamente, de acordo com a Eq. (60), desenvolve-se Dp(FQ)[A] da seguinte forma
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(I
D,y (FQ)A]= D, (FQ)AQ]= D, (FQ): A = D, (FQ): AQ, (168)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (55). Substituindo-se a Eq. (155) na Eq. (154) tem-se

(In

Dw/(FQ)= D (F)Q = Dy(FQ): AQ = Dy/(F)Q: AQ =

) (1) F
= Dy/(FQ):A=[Dy(F)QQ']: A = Dy(FQ)= )= [ Dy ~y(F)JdF=0=

1

(Iv)

= y(FQ)-y(F)-[v(Q)-w([)]=0 = y(FQ)=y/(F), (169)

sendo que em (I) fez-se o produto escalar em ambos os lados da equagao por um tensor arbitrario
AQ. Em (II), utilizou-se a Eq. (168) no membro esquerdo da equacdo e a Eq. (34) em seu
membro direito. No passo (III) langou-se mao da arbitrariedade de A e em (IV) empregou-se a

Eq. (164). Observa-se que a Eq. (169) representa a restricao em i devida a isotropia.

Admitindo-se que um material atenda ao PIRM e que ele seja isotropico, pode-se igualar a

Eq. (166) com a Eq. (169),

v(FQ)=y(QF). (170)

Substituindo-se F da Eq. (170) por FQ' € Lin* obtém-se

v(FQ'Q)=y(QFQ") = y/(F)=y(QFQ"). (171)

Seguindo-se Gurtin (1981), e diante da Eq. (171), pode-se expressar (U) como (Teorema da

Representagao)

w(U)=y,(9,). (172)

Um caso particular da Eq. (172) ocorre quando os invariantes sdo calculados a partir dos
autovalores de U. Nesse caso, a energia de deformacao especifica pode ser vista como uma

funcdo dos autovalores (A;) de U. Assim, reescreve-se a Eq. (172) como
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W(U):Wl(jU):l//ll(ﬂUﬂ?’ﬂ?)' (173)

Lembrando-se que C = U? pode-se escrever w(U)= w(C). Entdo, de maneira analoga a

Eq. (173), infere-se que
V(C):V/IH(*?C):V/IV(}“IZ’%’A?)' (174)
3.12 Principio da energia potencial total estacionaria

A Figura 13 mostra um esquema do problema estatico para um corpo hiperelastico homogéneo.

O carregamento® so mostrado foi obtido através de uma transformagio apropriada de s.

Figura 13 — Problema estatico.

01€y
0,Q) e
NS

Base: {e|,e;,e3}

As expressoes 01Q0 e 02 representam, respectivamente, o contorno com deslocamento
prescrito e o contorno com carregamento prescrito, de maneira que 01€2p U 02Q0 = 0€2. Diante
disso, dados x =y em 01Q0 € Pm = sg em 0>Q, 0 problema da Figura 13 se resume em encontrar
y tal que as Eqs. (122) (com § = 0) e (124) sejam satisfeitas, sendo P = P(F) = %AFD. AEq.(122)

¢ simplificada para

8 Neste trabalho, as forgas externas sdo conservativas.
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DivP+b,=0. (175)

O problema anterior pode ser formulado de uma maneira alternativa. Seja IT um funcional que

atribui a cada vetor y um escalar I1(y), definido da seguinte forma

(€]
T(y)= jQO v (F)d¥, - jgobo ‘ud¥, - LZQO s, -udd, =

= 1160)= [, w(V,2)a% [, by-G-p)at - [ s0-(c-p)dd, (176)

sendo que em (I) utilizou-se u = — p, em que u € o campo de deslocamentos. Se a Eq. (175)

se verifica, entdo, o incremento de I (0T1), obtido pela Eq. (53), ¢ nulo,

STI=0. (177)

Portanto, a Eq. (177) ¢ a forma alternativa de se expressar a condi¢ao de equilibrio indicada na
Eq. (175). Ela ¢ a expressdo matematica do Principio da Energia Potencial Total Estacionaria
(PEPTE). Destaca-se que a energia de deformagao por unidade de volume da configuracao de
referéncia w/(F) da Eq. (176), considerando uma mesma equacao constitutiva, depende do PEC

empregado.

3.13 Elasticidade linear

Supondo-se que a fungdo P(F) tenha representagdo em série de Taylor em torno de I, tem-se

A @ L A A N

P(F)=P(1+H)= P(1)+diP(1 + aH)( +R(H), (178)
a a=0

sendo em (I) utilizou-se a Eq. (82). O termo R(H) representa a soma restante da série, que se

aproxima de O mais rapido do que H. Quando ndo ha deslocamentos (H = [0), a configuragao

atual se torna a propria configuracgdo de referéncia. Da Eq. (82) conclui-se que essa situag@o

ocorre quando F =1. Assim, como mencionado no item 3.2, o corpo na configuragao de

referéncia esta em um estado livre de tensdes, ou seja, P(I) = 0. Diante disso, simplifica-se a

Eq. (178),
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13(F):if’(l+aH)( +R(H). (179)

Como %( P+ aH)|a: , ¢ uma funcdo (linear) em H, define-se

C(H)= %P(IWH)( . (180)

Substituindo-se a Eq. (180) na Eq. (179) tem-se
P(F)=C(H)+R(H). (181)

Prova-se que a imagem da fungio C é o conjunto Sym. Além disso, sabe-se que

A A A

C(H)=C(symH)=C(E), (182)

em que se definiu

E=symH, (183)

usualmente denominado tensor de deformagdes infinitesimais. A demonstracdo da Eq. (182)
pode ser encontrada na pagina 195 de Gurtin (1981). Assim, C ¢ uma funcdo linear que atribui

a cada tensor E € Sym um outro tensor CE) e Sym. Substituindo-se a Eq. (182) na Eq. (181)

tem-se

P(F)=C(E)+R(H). (184)

Agora, a Teoria da Elasticidade Linear ¢ introduzida. Sua premissa fundamental ¢ supor H

proximo de 0. Admitindo-se isso, e lembrando-se da Eq. (143), pode-se desprezar R(H) na
Eq. (184) para se obter

P=P(F)=C(E)= P=C(E). (185)
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Como a imagem de Cé igual a Sym, da Eq. (185) conclui-se que P na Teoria da Elasticidade

Linear ¢ simétrico. Ademais, lembrando-se que C ¢ linear, o Teorema da Representagao permite

€SCrever

P=2uE+ A(trE)I. (186)

Valendo-se das Eqgs. (83), (126) e (183), seguindo-se a metodologia apresentada na obten¢do da
Eq. (132), conclui-se que a Eq. (186) ndo obedece ao PIRM. Esse fato ¢ destacado em
Smith (1993) e em Irgens (2008). Salienta-se que quando Q =1 (implicando em um MCR
pequeno) tem-se que a Eq. (186) tende a satisfazer o PIRM.
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4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL
4.1 Equaciao constitutiva proposta e o PIRM

O uso direto da lei de Hooke para grandes deformagdes, considerando o tensor de tensdo de
Cauchy T como uma funcao do tensor gradiente de deslocamento H, ndo conduz a uma equagao
constitutiva que segue o PIRM, como demonstrado por Fosdick e Serrin (1979). Além disso,
Jiet al. (2013) alertam sobre os erros que ocorrem quando se escolhe taxas de tensao ndo
consistentes com o PIRM. Os autores destacam também a importancia de se utilizar um PEC
ao mostrarem os erros provenientes do emprego de um par ndo energeticamente conjugado em
analises de flambagem tridimensionais. Diante disso, a verificagdo do PIRM pela Eq. (13) se

faz necessaria.

Nao obstante, como aponta Brannon (2018), o fato de uma equacdo constitutiva atender ao
PIRM, mesmo quando ela ¢ construida utilizando-se um PEC, nao implica em afirmar que ela
¢ adequada para um contexto de grandes deformagdes. Um exemplo classico disso, como
apontam Sautter et al. (2022), ¢ o modelo de St. Venant-Kirchhoff (no qual o par ¢ S e o tensor
de deformacao de Green). Pela Figura 3a percebe-se que a deformagdo de Green ndo segue a
Eq. (2)s. Do ponto de vista pratico, segundo Brannon (2018), a comparacdo de andlises
numéricas com as experimentais mostrard se o0 modelo constitutivo adotado ¢ apropriado ou

nao.
Uma indagagdo natural a partir da discussdo anterior ¢: o uso de um PEC em uma equacdo
constitutiva ja garante o cumprimento do PIRM? Valendo-se das Egs. (81) e (126), a utilizagao

do PEC (P, F) na lei de Hooke mostra que a resposta para esse questionamento ¢ negativa.

Agora, diante da Eq. (85), a partir da Eq. (11) se escreve

A | _ b (B) bs 2(8) | _ hsp(B)

(PED) =PED = (REP) ="EW. (187)
Sejam 'E = f(A)(ei®aw) e °E=g(A)(0;®a;) tensores Lagrangianos arbitrarios e

ft=/ T; (0: ® 0j) e °T = °T; (a; ® 0;) seus tensores de tensdo energicamente conjugados,

respectivamente. A barra superior () indica as componentes do correspondente tensor escrito
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na base {0;}. Segundo Farahani e Naghdabadi (2003), para estiramentos principais distintos,

tem-se
7 &) o i=1,23
A ﬁ“i) ' (sem soma nos indices repetidos) (188)
o g(ﬂ’i)_ (/1/) e . '

T, i

Substituindo-se na Eq. (188) a deformacdo de Green, f(4) = (A4 —1)/2, e a Eq. (11),
g(Ai) = (1/p) sinh[(B/y) (A7 — 1)], obtém-se

S. =" cosh{é(ﬁvjy - 1)} ST P i=1,23
V4
. sem soma 189
sinh{ﬂ(ﬂ{ —1)} —sinh{ﬂ (7 —1)} ( ) 18
r _E Y Y hs 77 (B) .
i > 2 I 1#J]
B PRy

Para uso futuro, se g for a Eq. (11)2, g(4) = (& — 4”)/23, obtém-se

- Aer o
— (A
e

. i=1,2,3
24
sem soma 190
VR N . ( ) (190)
S = i i j j sT_(ﬂ) i+
i ﬂ(lz _/12) y ]
i j

Agora, diante da Eq. (127) conclui-se que S; = S;. Substituindo-se essa equagio tanto na

Eq. (189) quanto na Eq. (190) tem-se

(hs7_~ij(ﬂ) ) BT = (hs T ) T (191)

haja vista que o estiramento (grandeza escalar) ¢ inalterado ap6és um MCR da configuracao
atual. Por fim, substituindo-se as Eqs. (187) e (191) em (3T )* = 2u (BEP)* + A 6;tr (SEP)*,

tendo em vista a Eq. (13), conclui-se que
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bs(B) _ n ,, bsp(p) hs g ()
L;” =2p "B + A0;t "E (192)
e, dessarte, a equagdo constitutiva proposta segue o PIRM (ver item 3.9).
4.2 Formulacao posicional para um PEC arbitrario

Formulagdes que incorporam a posicdo de um nd como incognita foram inicialmente
concebidas em Shabana (1996), Shabana (1997) e Bonet et al. (2000). Apresentando algumas
semelhancas com essas formulacdes, a FPMEF foi primeiramente idealizada em Coda (2003)
e Coda e Greco (2004). Nessa formulacdo, as equacdes de equilibrio sdo escritas a partir do
PEPTE considerando, em vez dos deslocamentos nodais, as posi¢des dos nos (em relagcdo a um
sistema de coordenadas global) como incégnitas’. Destaca-se, entdo, que a FPMEF ¢

Lagrangeana total e intrinsicamente ndo linear geométrica.

Alicergando-se em Maciel (2008), Pascon (2012) e Siqueira (2019), os mapeamentos
envolvidos na implementacdo computacional 3D sdo apresentados a seguir. Utiliza-se o
elemento finito hexaédrico Lagrangeano de 8 nos neste trabalho. Como cada n6 tem trés graus
de liberdade (posi¢ao cartesiana de um ponto no espaco), cada elemento finito possui 24
incognitas. Seguindo-se o procedimento usual do Método dos Elementos Finitos, concebe-se
um referencial ficticio, de coordenadas naturais &, &, e &, e duas fungdes 7 e %, de maneira

que x =7 °x !, como mostra a Figura 14.

° Eventuais rotagdes nodais s3o mantidas como incégnitas.
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Figura 14 — Mapeamentos para a implementagdo computacional.

T &
=1
X
Elemento Finito da Elemento Finito da Elemento Finito da
configuracao de configuracao de referéncia (ou configuragao atual
referéncia no espago real. da atual) no espago ficticio. no espago real.

Agora, em relacao ao modelo discretizado no espaco real, define-se:

p — vetor que agrupa as posi¢des nodais referentes a configuracao de referéncia;
X — vetor que agrupa as posicdes nodais referentes a configuracdo atual;

_p — vetor posi¢do de um ponto do dominio de um elemento finito da configuragdo de referéncia;

x — vetor posicao de um ponto do dominio de um elemento finito da configuracao atual.

A ordem dos graus de liberdade nos vetores p, X, p e x € dada no Quadro 2.
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Quadro 2 — Ordem dos graus de liberdade.

pex pex

( posi¢do em x do 1°n6 Y 1% componente

posicdo em y do 1° nd 2% componente
posi¢do em z do 1°no 3* componente
posicdo em x do 2° nd 4* componente

. ) posi¢do em x
posicao em y do 2° nd > 5% componente .
posi¢do em y

posi¢@o em z do 2° no 6* componente L
posi¢do em z

posi¢@o em x do 8° nod 22* componente

posicao em y do 8° nd 23* componente

\ posi¢do emz do 8°n6”  24* componente

De posse dessas definigdes, os vetores p e x sdo obtidos através de fungdes de forma'®

N:(¢1, &5, &) como (z=1,2,3,...,8ei=1,2¢3)

Fi= ZNZ(SZD §2’§3)p3(zfl)+i € (193)
¥, = ZNz(él,éz, &)Xy - (194)

Definindo-se & = {¢| &, &}, pode-se entender p como uma fungdo de & e p, haja vista a Eq.

(193). Analogamente, pela Eq. (194), x € visto como uma funcao de § e x. Assim,

p=7Ep)=c=7"(p.p) e (195)
x=%(&x). (196)

Salienta-se que nas Eqgs. (195) e (196) os vetores p € x sdo supostos conhecidos. No espaco real,
sabe-se que x depende p através de x, x = x(p). Entdo, utilizando-se y =7 Y, o gradiente de

deformagéo no espaco real (gradiente de 3 em relagédo a p) €

100 Apéndice A apresenta mais informagdes sobre essas relagdes.
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0,19, Gen )=, 1l ()5 9, 1= .20, 7). 19

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (42). No item 3.2 concluiu-se que
[V '(y, ] = [Vpx(q, H]'.  Analogamente, da  Eq.  (197) infere-se  que
[V, %' (. P)] = [Vx(& p)] . Substituindo-se essa expressio na Eq. (197) tem-se

v, =i vz (198)
Por fim, convencionando-se
F=V_ %, (199)
F=Vj e (200)
F=V.Jj, (201)

pode-se reescrever a Eq. (198) como

F=FF . (202)

Das Egs. (193) e (194), respectivamente, escreve-se Fj; e F;‘j (G=1,2¢3),

FoP_ 05 &N
Fy==—=—r N = F =) —= e
i aé:/ agj (ZZ:; z p3(zl)+tj ij ; aé:/ p3(z,1)+l (203)
~ ox, a 8 _ 8 ON
iy aé:/ agj (; z 3(Zl)+1j ij ; ag} 3(z—1 )i (204)

A partir da Eq. (204), para uso futuro se calcula (e =1, 2, 3, ..., 24)

oF, o (&N oF  S.oN
J — z nw = J — z 5 il s 205
ox, Ox, (; 0¢; Fa(air j ox, ; & [3(z-1)+] (205)

~.
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em que

s 1 se 3(z—l)+i:a 206
Bl =0 se3(z—1)+iza’ (206)

Agora, utilizando-se a Eq. (176) para se escrever a energia potencial total IT do modelo discreto,

tem-se

I(x)= LO (F)d¥, £ u- j U)a¥, —f-(x—p), (207)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (167) e f € o vetor de forgas externas diretamente aplicadas
nos nods da configuragdo corrente. Com vistas a aplicagdo do PEPTE, a FPMEF simplifica a

Eq. (207) para
n(x)=] y(U)a¥ ~f-x o M= ya¥-fx, (208)

uma vez que a equacao de equilibrio oriunda da Eq. (208) serd igual a da Eq. (207). Aplicando-
se 0 PEPTE na Eq. (208) tem-se (T, E ¢ um PEC arbitrario)

=0=
8x

o 1% oy OF E (1
¥ —f,=0= | Mgy — f = 05 [ 7, %u gy~ f =0 =
joax o= janM ox, ° Je I “ ~Jo=

an
= j (QuE, +16, trE)%Ek‘

av, - f,=0, (209)

a

sendo que em (I) utilizou-se a defini¢ao de hiperelasticidade, Tk = 0yw/0E i, € em (II) aplicou-

se a GNLH, T = 2uEw + AowtrE. A expressao 0E/0x, da Eq. (209) ¢ desenvolvida como

oL, _ oL, oF,, (i) oL, 6(ﬁmq}7q )(E) oLy, aEnq 7
ox, OF, ox, OF ox, 8an ox, "

mn

: (210)

em que no passo (I) utilizou-se a Eq. (202) e em (II) aplicou-se 0F,. /&x, = 0, resultado obtido
a partir da Eq. (195). A seguir, da Eq. (209) define-se
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OF
h,(x)= LO (QuE,, + 26, trE) o~

a

d¥ = fa (211)

como a componente do vetor de residuos h(x). Derivando-se a Eq. (211) em relacdo a xp, com

b=1,2,3, ..., 24, obtém-se a notagdo indicial da hessiana Vh(xo),

ox,, , x, Ox, Ox, ))Ox, “ 0Ox,0x,

2
Oh, _ } ({2;1 aaE"” +15M(%E“ + % + o D % +T, 0L, jdVo. (212)
0 X

Agora, sejam tt(xo) e V‘t(xo) o vetor de residuos e a hessiana do modelo em relagdo apenas aos
graus liberdade incégnitos, respectivamente. Uma vez que a solucdao do problema ¢ a raiz de
h(x), o método de Newton-Raphson foi empregado para resolvé-lo. Assim, linearizando-se h(x)

em torno de um vetor conhecido xo obtém-se

h(x,)+Vh(x,)Ax =0 = Ax = —Vh(x, ) h(x,), (213)

em que Ax ¢ o vetor de posicdo incremental com respeito apenas aos graus de liberdade

incognitos e 0 € o vetor nulo. Para uma tolerancia pré-definida to/, a convergéncia do método

de Newton-Raphson é verificada por [|AX||/||X|| < tol, sendo x = Xo + AX. A expressio 0°Exi/0x.0xp

da Eq. (213) ¢ desenvolvida como

=—"F,
ox, ox,

0’E, _ 0 [ 0E, aﬁmq Fl (Baﬁmq F 0 [ 9k, :aﬁmq 7l 0 [ O, \9F, W
Ox 0x, Ox, !

ox, | 0F, ox, ¢ oF,, ) ox, " oF,|dF,, ) éx,

mn mn a mn

(i) 8qu F*l azEk( 8(FUVF;1;1): 8Fm‘1 F*l aﬁor F*l 825/{( (214)
ox, " OF,0F, o, ox, * ox, " oF,0F,’

sendo que em (I) utilizou-se o resultado &2 Fi,/Ox.0xs = 0, obtido a partir da Eq. (205). No passo
(IT) aplicou-se a Eq. (202). Assim, das Egs. (210) e (214), conclui-se que a FPMEF fica
completa se as derivadas OEx/OFmn € O°Ex/OFm0OF,, da deformagio escolhida E forem
conhecidas. Um pseudocddigo ndo exaustivo da formulagdo apresentada ¢ mostrado na

Figura 15a, em que incr, nincr, elem, € nelem representam o incremento corrente, o nimero de
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incrementos, o elemento corrente ¢ o nimero de elementos, respectivamente. A funcao

compute ElemHessIntForce(elem), responsavel por calcular h(x) e Vh(xo) para elem, ¢

mostrada na Figura 15b, em que GP e nGP representam o ponto de Gauss corrente € 0 nimero

de pontos de Gauss, respectivamente.

Figura 15 — (a) Pseudocodigo do programa. (b) Pseudocodigo da fung@o compute ElemHessIntForce(elem).

(a)

START
read input
j=0
for each incr in nincr {

do{

for each elem in nelem {
function compute_ElemHessIntForce(elem)

assemble h(x/.) and Vh(xj) to model

H
Ax ;= -vhex )" hix))

Kl =X +AK;

rnorm = HAXJ-H/HXjH
j=Jj+1

}while(rnom > tol)

END

(b)

function compute_ElemHessIntForce(elem){

for each GP in nGP{

compute F,FandF
compute Eand T
compute dF/dx
compute dE/F
compute dE/dx
compute h(xj)
compute d*E/dF?
compute d*E/dRdx
compute d*E/dx?

compute Vh(xj)

4.3 Derivadas do tensor de deformacio SHG em relagio ao gradiente de deformacao

Inicialmente, apresenta-se um roteiro para o calculo de P a partir de "5T:

e Aplica-se a Eq. (192);

e Determina-se as componentes de ""T? nas direcdes principais, [*T®] = [Q]" [*T®] [,Q],

em que [(Q] ¢ a matriz ortogonal cujas colunas sao os autovetores normalizados de U,

e Aplica-se a Eq. (189) ou a Eq. (190);

e Determina-se as componentes de S nas dire¢des globais, [S] = [¢Q] [S] [vQ]™;

e A partir da Eq. (116) aplica-se [P] =[F] [S]. A tensdo de Cauchy opcionalmente ¢ obtida

pela Eq. (123).
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A seguir, determinam-se as expressdes indiciais de O"EP/OF e * "EP/0F? na base canonica
do sistema de coordenadas cartesiano (direcdes globais) em vez de na base formada pelos
autovetores de U e V. Isso evita mudangas de base em tensores de quarta e sexta ordem no
codigo computacional. A metodologia construida ¢ simples e constitui uma contribuicao
significativa deste trabalho. As expressdes O"EP/OF e &> EW/0F* desenvolvidas aqui ndo
fazem uso explicito de OU/OF (veja Wheeler e Casey (2011)), e consequentemente nem de

0*U/OF?,
Inicialmente, seja Z = ™ (¢ € R). Aplicando-se a Eq. (53) em Z tem-se

(I

] dZ(X+0{A) =0:(D€¢XA(;)]I:(D6¢XA:

D Z(X)A]=
da

_ i e(p(X+aA)

da

(X+aA)

=pAe’

a=0

a=0

(I (1II)

= 5kx5(n (ek ® el ® ex ® en ) : (¢ (ef/’X )xm (ex ® em )Amn (em ® en )) =
(111) Iv)

= (") 4,65, ((e; ®e,)® (e, ®e,)): (e, ®e, (e, ®e,)) =

(V) V)

= 0", 4,5.5,((e. ®¢,):((e, ®e¢, )¢, ®e,))e, ®e,) =

V) (VD)

= 9(),,4,,.6.5,((e, ®e)(e, ®e,)): (e, ®c,))(e, ®c,) =
(V1 (VID)

)
= (ef/’X )km Amn5ln ((em ® en ) : (em ® erl ))(ek ® el) =

(V1) (V1)

= (D(e(px)kmé‘(n((ek ®e()® (em ® en )) Amn(em ® en) =

(VIII)

= (D(e¢x)km5(n(ek ®e( ®em ®en): A (em ®en):>

mn

= DXZ(X)[A] = (D(e(px)kmé‘/n(ek ®e/, ®em ®en): A 4 (215)
sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (46)1, em (II) a Eq. (47)1, em (III) a Eq. (45)1, em (IV) a

Eq. (44), em (V) a Eq. (34)1, em (VI) a Eq. (45)2, em (VII) a Eq. (44) e em (VIII) a Eq. (45):.
Da Eq. (56), conclui-se a partir da Eq. (215) que

—H = p(e”),,0,,- (216)
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A seguir, como U = In(\|F'F), define-se K(F) = In(\(F'F). Aplicando-se a Eq. (53) em K, tem-

S€
DK(F)A]= %;“A) - %m JE+aA) (F+aA)| = %(FTF)I (F'A+ATF)=
= DK(F)A]= %(FIA +F'FTATF). (217)

Agora, tendo em vista que F ¢ um tensor material-espacial (two-point tensor), € instrutivo adotar
a abordagem da Figura 7a para escrevé-lo. Além disso, essa escolha evidencia que ndo ha
operagdes de produto escalar/vetorial entre e; e d; nos célculos subsequentes (elas normalmente

sdo evitadas). Portanto, de acordo com Gurtin et al. (2010), tem-se
T -T
F=F(d,®c), F'=F'l®d) F=Fl,®d)c FT=Fd ) @8

Assim, desenvolve-se F'A,

(1)

(€8]
F'A=I:(F “A) '5.5 (. ®e, ®e, ®e, ): (F!(e, ®4d,)4,,(d, ®e,)) =

(111) Iv)

= 8,0,F,,4,((e, ®¢)®(e, ®e¢,)):(e, ®d,)d, ®¢,)) =

su " tn” um mn

(Iv) V)

=06,0,F'4 (e, ®e,): (e, ®d,)d, e, ))le, ®e,)=

su - tn um mn

( (VD)
z 5bu5mFum Amn (((dm ®eu)(eu ®en )) (dm ®en ))(es ®et) \;l
(VD) (VID)
= 5tnF;mlAmn ((dm ®en ): (dm ®en ))(es ®et) =
(Vll)

=5,F,'(e,®e, ®d, Qe ): 4, (d, ®e,)=>F'A=5F, (e, ®e, ®d, Qe ):A, (219

= sm = sm

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (46)1, em (II) a Eq. (47)1, em (III) a Eq. (45)1, em (IV) a
Eq. (44), em (V) a Eq. (34)1, em (VI) a Eq. (45)2 e em (VII) as Eqgs. (44) e (45)1. Agora,

desenvolve-se F'FTAF,

FFTAF = (FTAF'F ") =T (FTAF'F ") =



88

(Im (III)

25 5 (es®et®eu®ev):(F (eu®dm)Amn(dm®en)F71(en®dw)Fv;l(dw®ev)):

sV tu mu nw

(III) (Iv)

= 8,8, F Ay FF (e, ®e¢,): (e, ®d, )(d, ®¢, ), ®d,)(d, ®e,))e, @¢,) =

sV tu mu mn nw vw
(Iv) V)

=6,0,F, A, F'F!((d,®e,)e, e e ®d,)d, Qe,)):(d, e, e, Qe,)=

sV tu mu mn nw vw

(V) (VD)
2R A, FIF(A, ®e,):(d, ®c,))e, ®¢,) = £, FE (e, ®¢, ®d, Oe,): 4,,(d, ®e,) =

=>F'F'AF=F F'Flle,®e®d, Qe )A, (220)
sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (46), em (II) a Eq. (47)2, em (III) as Egs. (45)1 e (44), em
(IV)aEq. (34)2,em (V) a Eq. (45)2 e em (VI) as Egs. (44) e (45)1. Substituindo-se as Egs. (219)
e (220) na Eq. (217) tem-se

DK(F)A]= %(5 F,'+F,F,'F.)e,®¢,®d, ®e¢,):A. (221)

> sm mt= nw> sw

Da Eq. (56), conclui-se a partir da Eq. (221) que

o(InU 1 _ e
anb),, _ (6,F; +F,FF). (222)

tnh~ sm mt= nw> sw

oF, 2

Agora, seja M(F) = F!. Aplicando-se a regra do produto em FF-! = I tem-se
FM(F)=1 = AM(F)+FDM(FA]=0 = DM(F)A]=-F'AF"', (223)

em que O ¢ o tensor nulo de 2* ordem. Desenvolvendo-se F'AF-! tem-se

(D (In) (1)
FilAFil = ]I : (FilAFil ) = é‘Sué‘mw(es ® dm ® eu ® dw): (Et;l (eu ® dn )Ano (dn ® e() )E):vl (eo ® dw )) =
(IIT) (Iv)
= é‘sué‘mWFIA;IAI’l()E):Vl ((eY ® dm ) ® (eu ® dw )) : ((elt ® dl’l )(dl’l ® e() )(eO ® dW )) =
av) V)
= é‘sué‘mWFVM;IAI’l()Fv();’I ((eu ® dw) : ((eu ® dl’l )(dl’l ® eO )(e() ® dW )))(eY ® dm) =
V) (VD)

=5,06, F.'4 F.'(d ®e,)e ®d,)d, Qe):(d,®e,)e, ®d,)=

Su— mws un no— ow



89

(VD)

(VII)
= F'4, F(d, ®e,):(d, Qe e, ®d,) = F,'Flle,®d,®d, Qe,):4,(d,®e,)=

no— om

=>F'AF'=F,'F (e, ®d, ®d, ®e,): A (224)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (46)1, em (II) a Eq. (47)1, em (III) a Eq. (45)1, em (IV) a
Eq. (44),em (V) a Eq. (34)2, em (VI) a Eq. (45)2 e em (VII) as Egs. (44) e (45)1. Tendo em vista
a Eq. (56), conclui-se das Eqgs. (223) e (224) que

oF,)! I
aF:lo sn om ( )
Derivando-se a Eq. (222) em relagdo F), utilizando-se a Eq. (225), obtém-se
2
M = 1 ( 5mFsulem + 5 5thn'ch;xl FthnolexlF;xl FthnxlFsulF ) (226)

oF,,0F, 2

Desenvolve-se agora as expressoes indiciais de O"EW/OF e 0*MEWP/OF? para os seguintes

casos: y#0e y=0.

Lancando-se mao da defini¢do da fungao seno hiperbolico na Eq. (11)1, tem-se

B

ol ). (227)

ﬂ InU
1 Zerm )
hs I (B) _ 7
EV' =—~\\e —\e
sendo que U7 = "V = 70U A notacdo indicial da Eq. (227) ¢

gD 1(( “M”)M (e‘f“ﬂ"u‘”)k/). (228)
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Derivando-se a Eq. (228) em relagdo a F, tem-se

E(e™V-1 -E(e™v-1
o 1 |a(e )y e -n, amuy, a(e” )o@t — 1, agnuy, |0
oF 28| 0" -1I), o(InU) oF oY -1, o(InU) oF

mn uv mn uv mn

o Bgrmu_yy By
1 ( ;/an)m a(an)uv (éb‘h(e}/ e +§5ﬁt(e b4 )ks =

2ﬂ aan
bs 12 (8)
N 0 "Ey =U’ o(nU),, cosh E(Uy -] . (229)
aan aan 7/ ks

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (216). Derivando-se a Eq. (229) em relacdo a F,, tem-se

82 hSEIEZﬂ) _ a(e;/an)Su a(ll’lU)u( [cosh(ﬁ(UV _I)JJ +U” 82(1 U)u( (cosh(ﬁ(Uy _I)JJ +
}/ ks }/ ks

aanaF aF;p aF mn " a};:nn aF
OF,, OF, Y o

_ ™), o(n0),, o(nb),, (cosh(ﬁ(Uy —I)D +U], ZU), (cosh(ﬁ(Uy —I)D +
o(nU),. OF OF y . OF,,0F, /4 ks

op mn mn op

e’V _1y

B

(
LUl o(n0),, 6( ks 0"V =1) o(InU)
2 OF o™’ -1),,  o(nU) OF

mn op

_7((_,71 L o)
Lol )y e on, amnu), o
@™o, onU),  oF

op

(B 7InU d(In U)wx a(an)u( ﬁ r—
70u(€ )0 =00 oF, [COSh(V v I)Dks+

op mn

U’ o’(InU),, (Cosh(ﬁ(Uy —I)]] n
OF,,0F,, ¥ i

mn

LULAY), oy 00, et 5 B
Msu NV ul v 5 p .
2 aan xz (e )wy aF 7/ ( ) 7/ SX (e )kw
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= .
OF,,0F,, ™ OF OF

mn op mn

Ubum[cosh(ﬁ(UV—l)D +
oF, OF, 4 i

mn

+pUL U o(InU),, a(an) ( i (é(Uy —I)j] . (230)

2 hsy(B)
0" “E,, U d(InU),  o(nU), [Cosh(ﬁ(Uy _I)jj n
}/ ks

RG] 2 OF,

op

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (216).

A notac¢do indicial da Eq. (11)2 é

S 1 n - n *
“ES = 2ﬂ((e”l V= (€7Y),,). BeR: (231)

Derivando-se a Eq. (231) em relagdo a F,, tem-se

OF o(nU), oF o(nU), oF

mn mn mn

O"EY 1 (8(e""Y),, 8(nU), 8(e”"Y), a(InU), |V
B

®1 o(InU . . 0™E” 10(InU
AW (5, ("), + B, (), )= S o - LD

U?+U "),
Y oF, oF, 2 OF, (’“ ’“) (232)

sendo que em (I) utilizou-se a Eq. (216). Derivando-se a Eq. (232) em relacdo a F,, tem-se

2 hs () 2
8 Ek( :l 8 (IHU)S( (Ulﬁ—f-U];ﬁ)—}-
OF, 0F, 2| oF,dF,

oF, | a(nU), oF, = a(nU), oF

mn op

L o), (a(eﬂln”»s o(Inv),, |, oY), onv),, D .
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O*MEPD 1 8*(InU). .
k% ( )s( (Uzﬁ +Uksﬁ)+ﬂ

N d(InU),, o(InU)
oF,,oF, 2\ oF,0OF,

oF oF,

mn op

=l -Ul)|. (@33

4.4 Pré e pos-processador GiD

GiD ¢ um pré e pds-processador grafico utilizado principalmente em simulagdes numéricas de
solidos e/ou fluidos. Algumas vantagens que culminaram na sua escolha neste trabalho incluem
uma licenga gratuita pelo proprio site (www.gidsimulation.com) e a existéncia de um forum
virtual no qual existe interagdo frequente dos administradores para retirar davidas dos usuarios
do software. Como desvantagem menciona-se a linguagem para customizagdo adotada pelo
GiD (Tcl/Tk) e o limite de n6és do modelo na licenga gratuita (10000 nos). Essa linguagem nao
¢ comum e, por mais simples que seja a analise, o contato com ela ¢ inevitavel. A Figura 16

mostra a tela inicial do GiD.

Figura 16 — Tela principal do GiD.

B GiD %64 16.0.9 Project UNNAMED a

Files View Geometry Utilities Data Mesh Calculate Help

B=Wl oo o oo o BRI

Accepted new preferences.
Preferences file saved

Command:

Zoom: x 0.71 Nodes: 0, Elements: 0 Render: normal Layers: 1 8, -6.765294, Q) Pre

O GiD denomina problem type a uma pasta com extensdo .gid que deve possuir um conjunto
de arquivos especificos. A Figura 17 mostra a composi¢do do problem type construido neste

trabalho. O cédigo fonte, usado para gerar o arquivo .exe, foi escrito majoritariamente em C.
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Figura 17 — Problem type adotado neste trabalho.

f—— Traz algumas informagdes basicas do problem type
xml como nome, versido, descricdo, validacdo de senha, entre
a_—J outros

f—— Escrito em Tcl/Tk. Possui as rotinas de inicializagda
tel Determinaa maneira com que os dados serdo escritos no
a__J arquivode entrada (.dat) a ser lidopelo arquivo .exe.

Contém as informagdes para a construcdo da arvore de
spd dados. Escrito em formato XML.

cnd Define algumas condi¢des da malha e da geometria

Lé o arquivo de entrada gerado pelo GiD, faz os
.exe calculos necessarios e gera trés arquivos que serdo lidos
pelo pos-processador (.post.msh; .post.res; .post.Ist).

Apbs o usudrio carregar o problem type (Data — Problem Type — Load), a tela de abertura

mostrada na Figura 18 ¢ exibida no GiD.

Figura 18 — Tela de abertura do problem type criado.

PFFEM

Positional Formulation of the

Finite Element Method =/ wdQ, —f-x

Developers: Daniel Boy Vasconcellos and Prof. Marcelo Greco

Logo depois da tela de abertura, a arvore de dados da Figura 19 ¢ mostrada ao usuario.
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Figura 19 — Arvore de dados.

Problem type for 3D finite element analysis
¥ @ Model
‘ Parts
= Boundary Conditions
72 Prescribed Displacements

LE Loads

w € An:

v L lobs

M Tolerance: 1.0e-7

[M MNumber of Steps: 1000

B Node(s) for results

[M Parameter gama (Seth-Hi

(M Parameter beta (GHS family

F-oFirst index of the Cauchy stress tensor comporent: 1
J1::Second index of the Cauchy stress tensor component; 2

Clicando-se duas vezes em cada item da arvore, pode-se criar/editar o campo selecionado. A
Figura 20 mostra um exemplo para o item ‘Parts’. Outros campos (Modulo de Young e

coeficiente de Poisson) aparecem e devem ser preenchidos pelo usudrio.

Figura 20 — Dados para o item ‘Parts’.

Problemn type for 3D finite element analysis

v € Model
I Boundary Conditions
32 Prescribed Displacements
L Loads

b €. Analysis

Apply Parts
Young's Modulus (N/m?): [S.OEB ]
Poisson's ratio; I0.4 |
Group:
w Ol

Finalizada a etapa de insercdo dos dados, a andlise ¢ iniciada pelo menu ‘Calculate’ (ver

Figura 16).
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

Inicialmente, apresenta-se as caracteristicas € dados dos modelos numéricos de Extensao Axial

(EA), extensdao Equi-Biaxial (EB) e Cisalhamento em estado Plano de Tensao (CPT). Adotou-

se em todas as andlises tol = 1077 (ver item 4.2).

O solido prismatico da EA possui base quadrada de lado igual a 1,0 m e altura igual a 12,5 cm.
Lancando-se mao simetria do problema, apenas 1/4 do so6lido foi modelado, como mostra a
malha na Figura 21, juntamente com as condi¢cdes de contorno. Um carregamento
uniformemente distribuido g ¢ disposto na dire¢do de x. A componente de tensdo Pii

apresentada nos graficos da EA diz respeito ao né 4, também indicado na Figura 21.

Figura 21 — Malha e condig¢Ges de contorno da EA.

Condigdo de Contorno
Core§ dos (1 - restringido; O - livre)
nos

g x y z
& Preto 1 1 1
9 Vermelho 1 0 1
s Verde 0 0 1
X Azul 0 1 1
Cinza 0 1 0
Amarelo 1 0 0
Roxo 1 1 0

A EB ¢ feita em um so6lido cubico com lado igual a 5 cm. Langando-se mao da simetria do
problema, apenas 1/8 do s6lido foi modelado, como mostra a malha da Figura 22, juntamente
com as condig¢des de contorno. Um carregamento equi-biaxial g ¢ disposto nas direcdes de x e
y. A componente de tensdo P11 apresentada nos graficos da EB diz respeito ao nd 4, também

indicado na Figura 22.
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Figura 22 — Malha e condi¢des de contorno da EB.

Condigao de Contorno
Core§ dos (1 - restringido; O - livre)
nos

x y z
Preto 1 1 1
Vermelho 1 0 1
Verde 1 1 0
Azul 0 1 1
Cinza 1 0 0
Amarelo 0 0 1
Roxo 0 1 0

No tocante ao cisalhamento, em sua grande maioria, a literatura apresenta as respostas

colocando-o em estado plano de deformacao, dado por

[F]

(234)

Il
S O
S = B
— O O

Os experimentos de cisalhamento geralmente adotam um corpo de prova cuja dimensao na
direcdo perpendicular ao plano de cisalhamento ¢ maior em relagdo as outras duas, o que leva
ao uso da hipotese de deformacao nula nessa dire¢do, induzindo o emprego da Eq. (234). No
entanto, constatou-se uma dificuldade em se obter a Eq. (234) numericamente impondo-se
apenas forcas no modelo tridimensional. Diante disso, para uma concep¢do vantajosa

computacionalmente e mais condizente com as analises experimentais, considerou-se o CPT,

; (235)

e impOs-se as posi¢des nodais x, sendo as incognitas dadas pelas posi¢cdes nodais z (as posi¢des
nodais y foram inalteradas). Dessa forma, a comparacdo dos resultados analiticos/numéricos

com 0s experimentais torna-se mais consistente.

O solido do CPT ¢ mostrado na Figura 23a. Langando-se mao da simetria, apenas 1/2 do sélido

foi modelado, como mostra a malha da Figura 23b. As condi¢des de contorno estdo indicadas
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na Figura 24. Os n6s ndo indicados na Figura 24 tiveram sua translacdo impedida apenas na

dire¢do y. O incremento na posi¢ao x dos nos livres foi dado de acordo com a Tabela 1.

Figura 23 — (a) Dados e (b) malha utilizados no CPT.

(a) (b)
- TN
o
SN x &
/ ’ | I > -
2 / JE % y °
2 ’ ~ 2, - o
? / / V?_)‘@ \\‘
PN
| Sm ‘ ‘ 10 x 0,5 m ‘
\ \ \ \
Figura 24 — Condigdes de contorno no CPT.
YN
e o o o o o o o o : C d Condigdes de contorno
b - | Ores dos | (1 - restringido; 0 - livre)
® ® L] L ] ® o L ] ® L] ‘ nos
° ) ) ° e ° ° e ° o X v z
° e ° ° e ® ° e ° ® X Pret. 1 1
~ 0 7% % % % % "% % "% % P> reto
% 0, oy %o, %, %, %, e o '.% Vermelho 1 1 0
.o. .o. .n. ... .o. .n. '.. .o. .u. (W Verde 0 1 1
2

Tabela 1 — Incrementos na direcdo x no CPT.

Coordenada y do n6 (m) Ax (m)
1,0 0,01
0,875 8,75x1073
0,75 7,5%1073
0,625 6,25x1073
0,5 5,0x1073
0,375 3,75%1073
0,25 2,5%1073
0,125 1,25%1073

As expressdes analiticas de P11 para a EA e a EB sdo dadas em Peixoto ef al. (2024), a saber,

e

v

%sinh(ﬂ In 2, Jcosh(S1n 2,)

—a)/;‘yl cosh{ﬁ(&y - 1)} sinh[ﬁ(&-’ - 1)} r#0

(&

7=0

(para EA)

(236)
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L cosh[ﬁ (7 - 1)} sinh{ﬁ (7 - 1)} y#0
p =1’ 4 y : (para EB) (237)
ﬂw—ﬂqsinh(ﬁ In 4, )cosh(A1n 2,) y=0

em que

w:ﬂ(3z+2y) 5:2;1(3“2#)_

A+ u A+2u (238)

Para o CPT, a expressao analitica de P12 ¢ dada no Apéndice B, na Eq. (B17).
5.1 Teste inicial

A fim de se verificar a precisdo da malha, apresenta-se a seguir os resultados da EA, da EB e
do CPT de um material hipotético. O simbolo da ampulheta (X) nos graficos indica o tempo de
processamento em um computador com sistema operacional Windows 11, processador Intel
core 15-1235U e 8 GB de RAM. Utilizou-se y= 0,528, f= 0,437, E = 1,243 MPa e v =0,479.
Para a EA empregou-se |Ag| = 9,6 kPa e para EB |[Ag| = 15,36 kPa.

A Figura 25 mostra as respostas numérica e analitica para a EA. Alguns passos da compressao

(Figura 26) e da tragao (Figura 27) com respeito a EA sdo mostrados em seguida.

Figura 25 — Respostas numérica e analitica para a EA.

=
Ay
2
o7
] —— Analitico
X 22 min — — Numérico
-8
[
-10 !
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Figura 26 — Deformada e indicacdo de 711/u para a compressao da EA no passo (a) 1 (b) 40 (c) 80 (d) 500.

(@) (b)

T11/mi (Pa/Pa)

-0.0235
l -0.0235
-0.0235

-0.0235
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~ ~] l 00235

"' -0.0235
sul -0.0235

Contour Fill of Gauchy 1imi (ParPa).

©

T11/mi (Pa/Pa)

-1.2246
lr| 2246
-1.2246
-1.2246

-1.2246
-1.2246

-1.2246

- -1.2246
-1.2246
-1.2246 z

T11/mi (PaPa)
-0.73325
l -0.73325
-0.73325
-0.73325
-0.73325
073525
§ -0.73325
- = -0.73325
. -0.73325

sepio

Gortour Fil of Gatichy  v/mi (PP -0.73325

T11/mi {ParPa)
-4.0252

l -4.0252
-4.0252
-4.0252
--4.0252

- -4.0252

| -40252

-4.0252
-4.0252
-4.0252

enyttimi (PaPa)

Figura 27 — Deformada e indicacdo de 711/u para a tragdo da EA no passo (a) 1 (b) 52 (c) 92 (d) 192.

(a)

0.023863
l 0.023863
0.023863
0.023883
0.023863
0.023863

1 0.023863
0.023863
0.023883

0.023863

Gontour Fillof Gatichy 1 1/mi (ParPa).

(©)

T11/mi {Pa/Pa)

63128
l63128
63128

63128
63128
63128
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(b)
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20562
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(d)
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70818
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70818
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Contour Fill of Cauchy11/mi {Pa/Pa) 70818



100

Tendo em vista a excelente corre¢@o entre a resposta analitica e numérica (Figura 25), a malha
adotada foi considerada adequada para a avaliacdo da tensdo normal. As Figuras 26 e 27 atestam

a homogeneidade da deformagao no modelo numérico na compressao € na tragao.

A seguir, as Figuras 28 e 29 mostram, respectivamente, as respostas obtidas na compressao e

na tragdo da EB. Alguns passos da compressao (Figura 30) e da tracdo (Figura 31) com respeito

a EB sdo mostrados em seguida.

Figura 28 — Respostas numeérica e analitica para a compressao na EB.

0,0 -
0,84 0,88 1,00

X 8 min

—— Analitico

= = Numérico

Figura 29 — Respostas numérica e analitica para a tragdo na EB.

2,0
1,5
<
[a W)
2 1,0
‘f —— Analitico
0,5 = = Numérico
0,0
1 1,5 2 2,5
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Figura 30 — Deformada e indicagdo de 71:/u para a compressao da EB no passo (a) 1 (b) 6 (c) 16 (d) 26.
(a) (b)

T11/mi (ParPa) T11/mi (ParPa)

0037677 -0.2203

0.037677 I-o 2203

-0.037677 02205

0.037677 -0.2203

- -0.037677 : -0.2203

0037677 ' 0.2203

y 0037677 y 0.2203
ft | 0057677 [ H 02005
% 0037678 % -0.2203

o -0.037678 e -0.2203

Contour Fill of Gauchy1 1/mi (Pa/Pa). Contour Fill of Gauchy 1 1/mi (PaPa)

(c) (d)

T11/mi (ParPa) T11/mi (Pa/Pa)

-0.56292 -0.88551

-0.56292 -0.88551

-0.56292 -0.88551

-0.56292 -0.88551

-0.56292 . -0.88551

--0.56292 - -0.88551

y > --0.56292 ¥ -0.88551
-0.56292 -0.88551

x -0.56292 x -0.88551

Figura 31 — Deformada e indicagdo de 71i/u para a tragdo da EB no passo (a) 1 (b) 26 (c) 56 (d) 96.
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¥ 0.038105 ' £ 1.2059
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x 0.038105 x 1.2059
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(c) (d)
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40289 26623
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4.0289 +26.623
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F - 4.0289 26623
JL‘ 40289 N 26623
x 40289 26,623

oy 4.0289 26,623

Contour Fill of Gauchy 1 1/mi (Pa/Pa). Contour Fill of Gauchy1 1/mi (Pa/Pa).
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Das Figuras 28 e 29 conclui-se que a malha empregada ¢ adequada para se avaliar a tensao
normal na dire¢do x. As Figuras 30 e 31 comprovam a homogeneidade da deformagdo no
modelo numérico na compressao e na tragao. Destaca-se que na EB, em geral, o carregamento
maximo na compressao alcangado pela formulagdo desenvolvida ¢ bem menor (em modulo) do

que o carregamento maximo alcan¢ado na tragao.

A seguir, a Figura 32 mostra a respostas obtida no CPT.

Figura 32 — Respostas numérica e analitica no CPT.

4
3
s ¥ 10 h 6 min
2 2
al
1 —— Analitico
= = Numérico
0
0 1 2 3 4 5

Conclui-se que a malha utilizada no CPT ¢ adequada para se avaliar P1>. Alguns passos com
respeito ao CPT sdo mostrados na Figura 33, na qual a homogeneidade de Pi> no modelo
numérico € constada com clareza. Além disso, nota-se que a deformac¢do na dire¢do z aumenta

negativamente ao longo da analise.
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Figura 33 — Deformada e indicacdo de 7'»/u para o CPT no passo (a) 1 (b) 50 (c) 126 (d) 226.

(a) (b)
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¥
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2 =="g x
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051688
051688

step 50
Contour Fill of Cauchy12/mi (Pa/Pa).

(d)

T12/mi (ParPa)

45017
l4,5017
45017

45017

- 45017
- 4.5017
- 45017

d 1.5574 45017
15574 45017
?::‘;fys;m of Cauchy12/mi (Pa/Pa). 15574 :::!Ef-im of Cauchy 12/mi (Pa/Pa). 4.5017
5.2 Comparacio com respostas experimentais
Primeiramente define-se
1 NEA . u 2 1 05 . B 5 1 Ncpr . “ 5
n Z(Pll_Pu) n Z(Pn_Pll) n (PIZ_PIZ)
EA i=l _ EB i=l _ CPT i=l
rEA o 1 NEA ’ rEB - 1 NER © rCPT - 1 Nepr ’ (239)
e e e
—> P — > IR — > |Ps
gy i1 Ngp =1 Repr =1
em que

® A, Ts € Fepr 830 0s residuos associados, respectivamente, a EA, EB e ao CPT;

® g, Npg € Nepp sd0 os numeros de pares ordenados experimentais associados,

respectivamente, a EA, EB e ao CPT;

e Pi e Pf, sdo, respectivamente, as componentes de tensdo P11 experimental e analitica

associadas ao modo de deformagdo (EA ou EB) correspondente a equacdo em questao (g,

ou rgg) €
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e P}, e P, sdo, respectivamente, as componentes de tensdo Pi> experimental e analitica

associadas ao CPT.

Além disso, define-se:

> Calibragdo Individual (CI): processo de encontrar y, f, E ¢ v minimizando-se somente g,

" OU F'cprs
» Calibrag¢ao Simultanea (CS): processo de encontrar ¥, £, E e v minimizando-se 75, em que 7

¢ a norma euclidiana de dois ou mais residuos escolhidos (14, 7p, 7cpr) para a calibragdo

simultanea.

Utilizou-se a ferramenta Solver do software Excel para a CI e a CS. Essa ferramenta ¢
fundamentada em Lasdon et al. (1978). Agora, apresenta-se a comparagao das respostas
numérica e analitica com alguns dados experimentais da literatura (nem todos fornecem a EA,
a EB e o CPT de um mesmo material). Os pares ordenados experimentais foram obtidos com o

uso do software Engauge Digitizer, versao 12.1.

As Figuras 34 e 35 mostram, respectivamente, a CS da EA e do CPT de uma borracha

vulcanizada, denominada em Yeoh e Fleming (1997) como borracha C.

Figura 34 — Respostas numérica e analitica frente a experimental de Yeoh e Fleming (1997) para a EA da

borracha vulcanizada C.

4,0
1,8
<
S 040
— y=0274 r, =0,078
B -26 £ =0,774
E =1,265MPa o Yeoh e Fleming (1997)
-4,8 v=0472 — Analitico
Ag|=9.6kPa - = -Numérico

-7,0 X 24 min
1
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Figura 35 — Respostas numérica e analitica frente a experimental de Yeoh e Fleming (1997) para o CPT da

borracha vulcanizada C.

y=0274 r, =0,078

2,0
B=0,774
15 E =1,265MPa
s v =0,472
5; 10 X 6h 24 min
& o Yeoh e Fleming (1997)

0,5 —— Analitico
= = -Numérico
0,0
0 1 2 3 4

O modelo numérico/analitico possui boa correlagdo com os dados experimentais de Yeoh e
Fleming (1997) mesmo para grandes deformacdes, tanto para a EA quanto para o CPT. A seguir,

a Figura 36 mostra os resultados da CI da EA do figado suino; a curva experimental se refere a

curva azul escuro da Figura 10 de Gao et al. (2010).

Figura 36 — Respostas numérica e analitica frente a experimental de Gal et al. (2010) para a EA do figado suino.

1,0
0,0 o
- 04 0,6 £038 1 12 1,4 16
% V= 090 Fpa = 0,082
= -1,0 B=6,682
E=472837Pa o Gal etal. (2010)
20 v=049 — Analitico
’ |Ag|=288Pa .
= = -Numérico
Z 11 min
-3,0 ¢
]’l

O modelo numérico/analitico apresenta um otimo ajuste com os dados experimentais de
Gal et al. (2010). A seguir, as Figuras 37 e 38 mostram, respectivamente, a CS da EA e do CPT

do cortex!! e as Figuras 39 e 40 mostram, respectivamente, a CS da EA e do CPT dos ganglios

da base'?. Os dados experimentais s3o de Budday et al. (2017).

! Camada externa de substincia cinzenta dos hemisférios cerebrais.
12 Conjunto de neurdnios localizado profundamente no cérebro.
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Figura 37 — Respostas numérica e analitica frente a experimental de Budday et al. (2017) para a EA do cortex.

0,5

o
0,0
09 0,957 1,10
< o©°
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A4

Figura 38 — Respostas numérica e analitica frente a experimental de Budday ef al. (2017) para o CPT do cortex.

0,6
05 y=-19 r,=0,199
’ B=115
= 04 E=3105Pa
A _
5; 0.3 v=0,41
. X 18 min
0,2 o Budday ef al. (2017)
0.1 —— Analitico
= = -Numérico
0,0
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20

0

Figura 39 — Respostas numérica e analitica frente a experimental de Budday et al. (2017) para a EA dos

ganglios da base.

E =1,6kPa
’ © Budday et al. (2017)
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Figura 40 — Respostas numérica e analitica frente a experimental de Budday et al. (2017) para o CPT dos

ganglios da base.

0,3
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Observa-se uma ligeira diferenca entre o modelo numérico/analitico e o resultado experimental
no trecho da compressao, tanto para o cortex quanto para os ganglios basais. Ainda assim, de
maneira geral, o modelo numérico/analitico mostrou um ajuste satisfatério com os dados
experimentais de Budday et al. (2017). A seguir, as Figuras 41 e 42 mostram, respectivamente,

a CS da EA e da EB de uma borracha cuja resposta experimental ¢ de Treloar (1944).

Figura 41 — Respostas numérica e analitica frente a experimental de Treloar (1944) para a EA de uma borracha.

0,5 © Treloar (1944)
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Figura 42 — Respostas numérica e analitica frente a experimental de Treloar (1944) para a EB de uma borracha.

0.8 o Treloar (1944)

—— Analitico
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A resposta numérica/analitica se aproxima satisfatoriamente da experimental de Treloar (1944).
Ressalta-se que a CS ¢ um processo desafiador (Abdusalamov e Itskov, 2025), sobretudo
quando se considera trés ou mais modos de deformagao. A seguir, as Figuras 43 ¢ 44 mostram,

respectivamente, a CS da EA e da EB de um elastdomero; a resposta experimental se refere a

Figura 10 de Kut e Ryzinska (2023).

Figura 43 — Respostas numérica e analitica frente a experimental de Kut e Ryzinska (2023) para a EA de um

elastomero.

6 © Kute e Ryzinska (2023)

5 —— Analitico
- - -Numérico 7 =1,005x107°
5 4 L=-1,628x10"°
s 3 E=21,232MPa
) v =0,28
[Ag| =96 kPa

r,=0,123 X 1min

1 1,1 1,2 1,3 1.4 1,5 1,6
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Figura 44 — Respostas numérica e analitica frente a experimental de Kut e Ryzinska (2023) para a EB de um

P, (MPa)

elastdmero.
9 1 o Kutee Ryzinska (2023) -
8 Analitico
71-- -Numérico 9
6 7 =1,005x10
5 L =-1,628x10"°
4 E =21,232MPa
3 v =0,28
2 |Ag|=153,6kPa
(1) r,=0,123 X 9min 51s

1 L1 12 13 14 15 16
ﬂ’l

Visualmente, das Figuras 43 e 44, percebe-se que a CS nao forneceu um ajuste tdo bom quanto

os obtidos anteriormente. No entanto, esse exemplo aponta para a versatilidade e precisdao da

formulagdo mesmo.para valores bem pequenos de ye B.

Por fim, lembrando-se da motivagdo inicial deste trabalho (Figura 4), a Figura 45 mostra a

comparagdo do tipico diagrama experimental tensdo-deformacdo (linear) de uma espuma

polimérica, obtido de Zenkert ¢ Burman (2009), com o modelos analitico/ numérico utilizando-

se a deformacao SHG-Biot.

Figura 45 — Diagrama tensdo-deformac¢ao numérico e analitico frente ao tipico diagrama experimental dado por

Zenkert e Burman (2009) para a EA da espuma polimérica rigida de célula fechada Rohacell WF-200.

Tensdo SHG-Biot "7 (MPa)

-1,5

7 =10 6
£=35
E =367 MPa 4
v=04
[Ag| =320kPa 2

X 26s
0,
-1,0 -0,5 & 0,5 1,0 1,5
] © i ‘2
—— Analitico
-4
= = -Numérico
-6 o Zenkerte
Burman (2009)

Deformacao SHG-Biot £ (%)
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Percebe-se que o modelo analitico/mumérico possui Otima correlagdo com os dados
experimentais. Ressalta-se que o valor maximo de deformacao atingido (1,5 % de deformacao
SHG-Biot) ¢ maior do que aquele tipicamente empregado na industria aeroespacial (0,4 % de
deformacio de Biot)'® para um tipo diferente de polimero, baseado em compositos de matriz
epoxi de fibra de carbono (Tsai e Melo, 2014). A curva deformag¢do SHG-Biot x estiramento

associada ao diagrama tensdo-deformacao da Figura 45 pode ser vista na Figura 5 (£ = 3,5).

5.3 Deformacdo nio homogénea 1

Este exemplo trata da compressdao nao homogénea do solido indicado na Figura 46a (o
carregamento ¢ esta centralizado na secdo transversal). Langando-se mao simetria do problema,
apenas 1/4 do so6lido foi modelado, como mostra a Figura 46b. Utilizou-se y= 0,783, f= 3,432,
E =800 MPa,v=0,4 e Ag=-38,4 MPa.

Figura 46 — (a) Compressdo ndo homogénea. (b) Compressdo ndo homogénea apds a simetria.

(a) (b)

1 mm

2 mm

A malha foi obtida apds uma divisdo de cada lado em 8 partes iguais. As condi¢des de contorno

relativas a Figura 46b sdo (os pares ordenados estdo em mm):

e 0o (0; 1; 1) foi restrito nas trés direcoes;

e 0s nos da aresta , excetuando-se o n6 (0; 1; 1), foram restritos apenas em x € z;

13 De um ponto de vista pragmatico, as diferentes medidas de deformagdo possuem valores proximos entre si
até 1,5 %, o que justifica a comparagao realizada.
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e 0snos da aresta , excetuando-se o no6 (0; 1; 1), foram restritos apenas em x € y;

e 0s nos contidos no plano yz em x = 0, excetuando-se os pertences as arestas |1] e , foram
restritos apenas em Xx;

e 0s nos da aresta , excetuando-se o no6 (0; 1; 1), foram restritos apenas em y € z;

e 0s nos contidos no plano xz em y = 1 mm, excetuando-se os pertences as arestas |2] e ,
foram restritos apenas em y;

e 0s nods contidos no plano xy em z = 1 mm, excetuando-se os pertences as arestas [1| e ,

foram restritos apenas em z.

A Figura 47 mostra o deslocamento em x do n6 4 versus o passo de carga para quatro malhas
diferentes. Conclui-se que, de um ponto de vista pratico, uma malha de 512 elementos finitos ¢

suficiente para se avaliar o deslocamento vertical do no 4.

Figura 47 — Deslocamento em x do n6 4 x Passo de carga.

Passo de carga

0 10 20 30 40 50 60
0

-0,1
-0,2
-0,3
-0,4
-0,5
-0,6
-0,7
-0,8

N° de elementos finitos
—064 —216
—512  —1000

Ax , (mm)

A Figura 48 mostra, para alguns passos de carga, o aspecto da deformada do so6lido e, em cores,

o valor de 7'1/u para a malha de 512 elementos.
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Figura 48 — Deformada do cubo e indicag@o de 7’1/ nos nos para o passo (a) 7 (b) 17 (c) 27 e (d) 57.
(b)

T11/mi (Pa/Pa) T11/mi {Pa/Pa)

0.037066 0.12116
l -0.089815 ' -0.27973
| -0.2167 -0.680863

- -0.34358 --1.0815
. -0.47046 - -1.4824
' -0.59734 l -1.8833
: -0.72422 x - -2.2842
-0.8511 | -2.6851
-0.97799 5 | 3.086
-1.1049 Contour Fill of Cauchy11/mi {Pa/Pa). 3.4869

Contour Fill of Cauchy11/mi (Pa/Pa),

(©) (d)

T11/mi (Pa/Pa)

T11/mi (ParPa)

0.20875 0.48489
I-o 60488 |37058
-1.4185 -7.8965
--2.2321 --12.087
. 3.0457 --16.278
| 3.8594 - 20.489
--4.673 x - 24659

-5.4866 | -28.85
-6.3002 2 33.041
-7.1139 Contour Fill of Cauchy11/mi (Pa/Pa) 37.231

5.4 Deformacido nio homogénea 2

Este exemplo trata da aplicacdo de dois carregamentos iguais em um cubo engastado. A

Figura 49 mostra as informagdes do modelo.

Figura 49 — Dados do exemplo de deformacdo ndo homogénea 2.

<
DN BN
% ) 2,5cm
BN
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A Figura 50 mostra o deslocamento em z do n6 A4 versus o passo de carga para trés malhas

diferentes. Percebe-se que uma malha com 216 elementos finitos ¢ suficiente para se avaliar o

deslocamento em z do nd A.

Figura 50 — Deslocamento em z do n6 4 x Passo de carga.

1,4

1,2

1,0

508

y 0,6
2 5

0,4

0,2

0,0

N° de elementos finitos
—64 —216
—512

0 100 200 300 400
Passo de carga

A Figura 51 mostra, para alguns passos de carga, o aspecto da deformada do so6lido e, em cores,

o valor de 7T'1/u para a malha de 216 elementos.

Figura 51 — Deformada do cubo e indicag@o de 711/x nos nds para o passo (a) 1 (b) 100 (c) 200 e (d) 400.
(a) (b)

T11/mi {Pa/Pa) T11/mi (Pa/Pa)
0.010245 1.0366
0.0079572 0.80272
0.0056693 0.56882
- 0.0033813 +0.33493
- 0.0010934 0.10104
-0.0011946 -0.13285
¥ -0.0034826 ¥ -0.36675
-0.0057705 -0.60064
£ -0.0080585 x -0.83453
step 1 step 100
Contour Fill of Cauchy11/mi (Pa/Pa). -0.010346 Contour Fill of Cauchy11/mi {Pa/Pa). -1.0684
T11/mi {Pa/Pa) T11/mi (ParPa)
2.0545 3.8882
159186 3.0011
1.1287 21141
-0.66578 +1.227
0.20286 0.33994
-0.26006 -0.54712
0.72298 ¥ -1.4342
-1.1859 23212
-1.6488 x 3.2083
step 200 step 400
Contour Fill of Cauchy11/mi {Pa/Pa). 21117

Contour Fill of Cauchy1 1/mi (Pa/Pa). -4.0954
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5.5 Deformacio nio homogénea 3
A Figura 52 mostra os dados do modelo deste exemplo, cuja face no plano yz esta engastada.

Figura 52 — Dados do exemplo de deformacgdo ndo homogénea 3.

1,25 cm

2,5cm

2,5cm 2,5cm

A Figura 53 mostra o deslocamento em y do n6 4 versus o passo de carga para trés malhas

diferentes. Infere-se que uma malha com 1056 elementos finitos € suficiente para se avaliar o

deslocamento vertical do no A4.

Figura 53 — Deslocamento em y do nd A4 x Passo de carga.

Passo de carga
0 20 40 60 80 100 120

. -1.0 N° de elementos finitos
5 20 —432 —1056
= 30 —2080

4.0

-5,0

A Figura 54 mostra, para alguns passos de carga, o aspecto da deformada do so6lido e, em cores,

o valor de 71/ para a malha de 1056 elementos.
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Figura 54 — Deformada do cubo e indicag@o de 711/ nos nds para o passo (a) 1 (b) 18 (c) 36 e (d) 86.
(b)

T11/mi (ParPa)
0.0069221

0.0054354
0.0039488

- 0.0024621

- 0.00097541
0.00051126
0.0019979
-0.0034846

- -0.0049713
step 1
Contour Fill of Cauchy11/mi {Pa/Pa). -0.006458

T11/mi (Pa/Pa)
0.28215

021477

“" l 0.14739
-0.080017
- 0.012639
0.054738

-0.12212
-0.18949

-0.25687
step 36
Contour Fill of Cauchy11/mi (Pa/Pa). 032425

Y

T11/mi (Pa/Pa)
0.1338

0.10315
0.072507

004186
0011212
0.019435
-0.050083

-0.08073

— -0.11138
Contour Fill of Cauchy11/mi (Pa/Pa). -0.14202

(d)

T11/mi {Pa/Pa)
0.74238

057427
0.40616

- 0.23805

. 0.069935
-0.098175
-0.26629
-0.4344

-0.60251
step 86
Gontour Fill of Gauchy11/mi {Pa/Pa). -0.77062
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6 CONCLUSOES

Este trabalho implementou numericamente em ambito 3D a FPMEF juntamente com um
modelo constitutivo hookeano concebido em Peixoto et al. (2024). Alguns dos resultados desta

tese foram publicados em Vasconcellos e Greco (2025).

Inicialmente, escreveu-se a FPMEF considerando um PEC Lagrangiano qualquer juntamente
com a GNLH. Em seguida, considerou-se no modelo a familia de deformagao da Eq. (11).
Mostrou-se que a equagdo constitutiva obtida atende ao PIRM. A seguir, determinou-se as
derivadas do tensor de deformag¢do SHG em relacdo ao gradiente de deformagdo. Elas foram
escritas diretamente na base candnica do sistema de coordenadas cartesiano (direcoes globais),
em vez de na base formada pelos autovetores de U e V. Essa estratégia desenvolvida ¢ simples,

geral e eficaz.

Para demonstrar a aplicabilidade da formulagdao desenvolvida alguns exemplos numéricos
foram apresentados. Tendo em vista a versatilidade da equagdo constitutiva, alcangada por meio
dos parametros E, v, ye f, foi possivel a modelagem de borrachas, tecidos bioldgicos (figado
suino, cortex e ganglios basais) e espumas, como demonstrado no item 5.2. A formulagao
permite modelar tanto materiais incompressiveis quanto compressiveis. A calibragdo individual
e a calibragdo simultinea, realizada neste trabalho para dois modos puros de deformacao,
conduziram a resultados de excelente ajuste na maioria dos casos apresentados. Além disso, o

modelo numérico forneceu respostas em extrema concordancia com as analiticas.

Explorando-se ainda mais a formulagdo, trés modelos de deformac¢do ndo homogénea foram
apresentados. A partir de uma andlise qualitativa dos resultados, conclui-se que os modelos

numéricos foram capazes de responder as condi¢des impostas satisfatoriamente.

O tema abordado nesta tese abre inimeros ramos de pesquisa para trabalhos futuros. Dentre

eles, citam-se:

e 0 aprofundamento tedrico do modelo constitutivo proposto sob o ponto de vista da
policonvexidade;
e aconsideracdo da irreversibilidade do material (curvas diferentes de carregamento e

descarregamento, que descrevem o fendmeno da histerese);
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e aconsideracdo de efeitos térmicos e

e o desenvolvimento da formulacao dinamica.
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APENDICE A

Este Apéndice mostra algumas informagdes sobre o elemento finito utilizado nas anélises

numéricas. A Figura 55 mostra o elemento hexaédrico de 8 nds no espaco ficticio.

Figura 55 — Numeracdo dos n6s no elemento hexaédrico.

A Tabela 2 mostra as coordenadas dos nds da Figura 55.

Tabela 2 — Coordenadas dos nds do elemento hexaédrico.

Coordenadas
- ¢i & &
1 -1 -1 -1
2 1 -1 -1
3 1 1 -1
4 -1 1 -1
5 -1 -1 1
6 1 -1 1
7 1 1 1
8 -1 1 1

As fungdes de forma do elemento da Figura 55 estdo indicadas na Eq. (Al).

leé(l_é)(l_fz)(l_fs) NSZ%(1_§1XI_§2XI+§3)
N2=1(1+§1)(1—§2)(1—§3) Nézl(1+§l)(l—é‘2)(l+§3)

f ? . (A1)
N3:§(1+§1)(1+§2)(1_§3) N7:§(1+§1)(1+§2)(1+§3)

N4:%(1_‘§1)(1+682)(1_‘§3) Ns:%(l_‘fl)(l"'égz)(l"'é)



130

Lembrando-se que & = {& & &), e diante da Eq. (A1), monta-se [Nii(€)],

N, N, N

=3

0
N,
0

= o o

0 0 0 0
0 0 N, 0 0 N, 0| . (A2)
0 0 0 N, 0 0 N[,

Agora, diante da Figura 55, constrdi-se p, X, p € x de acordo com o item 4.2,

) "
o X
0 o
p %
() () A 4
_ P2 LS _ _
p= e X210 P\ X=140, (A3)
? : 3 3
P’ X"
P X
P X

em que p}’ [x"] indica a posi¢do na dire¢do j do né i na configuragio de referéncia [atual]. De

posse das Egs. (A2) € (A3), p e x sdo concebidos como

=
=

=2 o

A

o O

e (A4)

o o
o o =
o 2 o
Z o o

o =2 o
= o o

o
=

Fs 3x1

3x24

Ps 24x1



o o =

o 2 o

2 o o

3x24

24x1

Por fim, as derivadas da Eq. (A1) em relagdo as coordenadas naturais sdo dadas por

PPy (B
e gl-ak-e)
e glra-g)
22=—§0+@M—@)
T gl-aNe)
e
22=%0+@M+@)
PR ()

egtaN-e)
§g=—§0+;m—@)
se —glrali-e)

se —gta-g)

§§=—%0—éﬁ+é)
PR Y
Zg=%0+ém+é)

oN, _

95,

L1-5)148)

32:_%@—;ﬁ—§ﬁ
zg:_%u+am—é)
2];3 :_é(l+§1)(1+§2)
e =gl el
ZZ; :%(1—51)(1‘52)
e ieax-e)
861;’37 :%(I+§1)(1+§2)
(;Jg\gfj:%(l_;)(ué) .
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(A5)

(A6)



132

APENDICE B

Este Apéndice determina a componente P> relativa ao cisalhamento em estado plano de tensao,

dado pelo gradiente de deformagao

1 6 0
[F]=|0 1 o0
0 0

Definindo-se v por

5)
v = arctan| — |,
2

a decomposicao polar fornece

u})

cCosv sinv
p=iisiny oy Lmsav g 2a, [Ul=| L desinto
Cosv cosv sino ———
Cosv

| 0

[ cosv cosv

cosv sinv 0 V2+2sinv +2-2sinv

[R]: —sinv cosv 0 e [UQ]= sinv+1 sinv—1
0 0 1 V2+2sinv +2-2sinv

i 0 0

Neste Apéndice, seja "E? = ¢E = g(4;) (: @ a;). Assim, g(4) é dado por

E ainda,

0

0

(B1)

(B2)

(B3)

(B4)

(B3)
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A cosh{ﬁ (A - 1)} 7 #0
gla)=1 d - (B6)
E(ﬁf“Jrl;ﬁ‘l) ry=0

Aplicando-se a Eq. (13) nas dire¢des principais, tem-se

T 0o
B0 ) 2P | Al EO | 0 T ol

0 0 0
g(2) o 0 100
=24 0 g(a) 0 |+2g(h)+g(r)+e@)lj0 1 0] (B7)
0 0 g&) 00 1
Da Eq. (B7) conclui-se que
()= lal) () ®9)
Isolando-se 43 na Eq. (BS) tem-se
Y : %
o D asinlpe( )1} - .
exp{arcsinh[£ ¢(4, )]} y=0

com g(A43) dado pela Eq. (B8). Novamente a partir da Eq. (B7) encontra-se

ST = Qu+ 2)g(h)+ Alg(4)+g(4)] e (B10)
BT = Qu+ 2)g(h)+ Ag(h)+ g4 )], (B11)

com g(41) e g(A2) dado pela Eq. (BS). Substituindo-se as Eqs. (B10) e (B11) na Eq. (188) obtém-

S€
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S, = g'(%)hsfliﬁ) e
4
S, = g (/12) T
4

com g'(A;) dado pela Eq. (B6). Uma vez determinado [S], escreve-se

[s]=[,ells][ el

[ cosv cosv ] [ cosv sinv +1
: : 0 _ : :
V2+2sinv  +/2-2sinv S, O J2+2sinv 2+ 2sinv
=| sinv+l1 sinv—1 0 S, cosv sinv—1
V2+2sinv  +/2-2sinv 0 0 0| +J2-2sinv +2-2sinv
i 0 0 1 i 0 0
Desenvolvendo-se a Eq. (B14), S22 € Si2 sd@o dados por
l+sinv = 1-sinv =
Sy = 5 S+ 5 S
COSV (=
S, =8, = ) (Sn _Szz)-

Da Eq. (116) escreve-se [P] = [F] [S] e, entdo,

B, =SIZ +9S22-

(B12)

(B13)

(B14)

(B15)

(B16)

(B17)
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