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RESUMO

Laminados duplo-duplo (DD), introduzidos em 2021 como uma alternativa aos laminados
quase isotrépicos convencionais amplamente utilizados em aplica¢fes aeroespaciais, consistem
em sublaminados repetidos com dois grupos de angulos balanceados. Essas configuracdes
oferecem maior flexibilidade de projeto e facilidade de fabricacdo, despertando um crescente
interesse da comunidade cientifica. Esta tese apresenta expressdes de forma fechada para a
andlise de flambagem de placas de laminados DD de carbono/epdxi submetidas a cargas de
compressdo e de cisalhamento, considerando diferentes condi¢des de contorno. Para o caso de
carregamento por cisalhamento, a analise concentra-se em placas longas. Também € proposta
uma estratégia de otimizacdo com o objetivo de maximizar a resisténcia a flambagem por
cisalhamento, considerando um espaco de projeto constituido por pré-impregnados de
carbono/epoxi disponiveis comercialmente. As expressdes de forma fechada séo obtidas a partir
de matrizes de rigidez adimensionais, normalizadas pela espessura do laminado e pelo médulo
de Tsai. Um estudo comparativo de flambagem com laminados quase isotropicos é realizado,
avaliando a homogeneizacao e a influéncia do nimero de repeti¢cdes nos termos de acoplamento
D16 e Dos. Para auxiliar no desenvolvimento de projetos, elabora-se um algoritmo capaz de
identificar as sequéncias de empilhamento que maximizam as cargas de flambagem por
cisalhamento. O algoritmo considera 0 modulo de Tsai, 0 conceito de camada mestre e tem
como critério principal a maximizagdo de D»>. A validagdo por meio de andlises de elementos
finitos mostra que, para laminados que satisfazem as condi¢des de homogeneizacdo, as
diferencas nas cargas de flambagem permanecem abaixo de 8%, com modos de flambagem
consistentes. O algoritmo identifica com sucesso sequéncias de empilhamento préximas da

solucdo 6tima, com um erro de previséo de 8,2%.

Palavras-chave: placas de compdsitos laminados; flambagem de placas; compdsitos duplo-

duplo; solucdo analitica; método dos elementos finitos.



ABSTRACT

Double-double (DD) laminates, introduced in 2021 as an alternative to conventional quasi-
isotropic laminates widely used in aerospace applications, consist of repeated sublaminates with
two groups of balanced angles. These configurations offer greater design flexibility and ease of
manufacturing, attracting growing research interest. This thesis presents closed-form
expressions for the buckling analysis of carbon/epoxy DD laminate plates subjected to
compressive and shear loads, considering various boundary conditions. For shear loading, the
analysis focuses on long plates. An optimization strategy is also proposed to maximize shear
buckling performance, using a design space based on commercially available carbon/epoxy pre-
pregs. The closed-form solutions are derived from dimensionless stiffness matrices normalized
by laminate thickness and Tsai’s modulus. A comparative buckling study with quasi-isotropic
laminates is conducted, evaluating homogenization behavior and the effect of repetition count
on coupling terms Dis € D2e. To support the design process, an algorithm is developed to
identify stacking sequences that maximize shear buckling loads. The algorithm incorporates
Tsai’s modulus, the master ply concept, and the maximization of D> as its primary criterion.
Validation through finite element analysis shows that, for laminates satisfying homogenization
conditions, differences in buckling loads remain below 8%, with consistent buckling modes.
The algorithm successfully identifies near-optimal stacking sequences with a prediction error
of 8.2%.

Keywords: laminated composites plates; plate buckling; double-double composites; analytical

solution; finite element method.
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1 INTRODUCAO

Placas sdo elementos estruturais amplamente utilizados por proporcionar eficiéncia
mecanica e versatilidade, sendo empregadas em diversos setores da engenharia, como
aeronautica (El Yaakoubi-Mesbah e Mittelstedt, 2025), automotivo (Malic e Kozar, 2012) e
construcdo civil (Tan et al., 2024). Elas podem ser fabricadas de diferentes materiais como:
aco, aluminio e compdsito. Dentre esses materiais, 0s compdsitos se destacam por permitirem
que os projetistas alcancem beneficios notaveis de reducdo de peso, que ndo podem ser
alcancados por meio do uso de outros materiais convencionais (Garofano et al., 2024). Além
disso, 0 uso de compdsitos reduz a necessidade de juntas tradicionais, como fixadores e
parafusos, o que também contribui para a diminuicdo dos custos de montagem e de material
(Garofano et al., 2023).

A reducdo de peso em estruturas, especialmente naquelas que envolvem placas, tem sido
um aspecto de grande interesse de projetistas. Nesse contexto, aplica¢cbes que priorizam a
reducao de peso associada a alta rigidez e resisténcia consideram materiais de alto desempenho,
como 0s compdsitos (D’Aguiar ¢ Parente Junior, 2018). Esses materiais oferecem grande
flexibilidade de projeto, permitindo a adaptacdo das sequéncias de empilhamento as condicBes
especificas da estrutura, além de viabilizar varias combinacGes de fibras e matrizes, como
polimero reforcado com fibra de carbono, polimero reforcado com fibra de vidro, polimero
reforcado com fibra de aramida, entre outros. Essa adaptabilidade tem sido amplamente
explorada no setor aerondutico, onde, nas ultimas décadas, o uso crescente de compositos
contribuiu significativamente para o desenvolvimento de estruturas mais leves e para a redugéo

do consumo de combustivel (Riccio et al., 2024).

As placas de compositos laminados frequentemente estdo sob carregamentos de
compressdo e cisalhamento, que desempenham um fator critico na determinacéo da resisténcia
e estabilidade dessas estruturas. Sob esses carregamentos, elas estdo suscetiveis a fendmenos
de instabilidade como flambagem local, flambagem distorcional e flambagem global ou uma
interacdo entre esses trés modos de falha, dependendo da geometria e rigidez da estrutura
(Batista, 2009; Batista, 2010). Por isso, essas placas sdo projetadas de modo a evitar a

ocorréncia desses modos de falha.

A flambagem de placas compositos tem sido amplamente investigadas por meio de

estudos analiticos trazendo contribuicdes significativas para o dimensionamento de estruturas
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esbeltas (Hsu, Mittelstedt e Hwu, 2024; Vescovini et al., 2024). Nessas investigacdes, fatores
como geometria, empilhamento, carregamento e material da placa estdo diretamente
relacionados com o comportamento da estrutura sob flambagem. Além disso, essas
investigacOes consideram estruturas que compartilham caracteristicas semelhantes: séo

fabricadas com laminados quadriaxiais ou assimétricos com praticas bem estabelecidas.

Os laminados quadriaxiais se baseiam em combinagdes de camadas orientadas a 0°,
+45° e 90°. Para os projetos que consideram esses laminados, € necessario cumprir algumas
regras, como simetria do empilhamento em relacéo a um plano médio para evitar empenamento
(acoplamento extensao-flexao), a presenca de pelo menos 10% das camadas em cada uma das
direcdes de 0°, £45° e 90°, conhecida como regra dos 10%, e empilhamento balanceado, que

elimina o acoplamento de extensao/cisalnamento (Tsai, 2021).

O uso de apenas quatro angulos e as regras mencionadas introduzem limitagGes nas
sequéncias de empilhamento, que muitas vezes levam ao superdimensionamento,
principalmente de componentes aeronauticos (Vermes, Tsai, Massard, et al., 2021). Além disso,
essas regras podem inviabilizar a otimizacdo, devido ao elevado nimero de permutacGes
necessarias e a falta de critério de exclusividade, o que gera solucdes duplicadas e processos
computacionalmente custosos. Por exemplo, um laminado com 8 camadas apresenta 24
sequéncias de empilhamento possiveis, enquanto esse niUmero aumenta para 331.776 ao ser

considerado um laminado com 32 camadas (Kappel, 2023).

O desenvolvimento de novas sequéncias de empilhamento oferece aos engenheiros e
projetistas oportunidades significativas para explorar a flexibilidade e a resisténcia
proporcionadas pelos compdsitos. Entre esses avangos, destaca-se a introducao dos laminados
duplo-duplo (DD) por Tsai et al. (2017) e Tsai (2021), que representam uma alternativa

promissora para o projeto de estruturas de compaositos laminados.

Os laminados duplo-duplo consistem na repeticdo de dois grupos de angulos,
estrategicamente escolhidos entre 0° e 90°, balanceados na forma [+®/£¥]r que permitem obter
diferentes propriedades estruturais. Eles ndo requerem uma disposicdo simétrica do
empilhamento, pois alcangam a homogeneizacdo apds a realizagdo de repeticbes do
sublaminado, apresentando a matriz de acoplamento B insignificante. Dessa forma, as
estruturas desse laminado ficam isentas de empenamento e a reducdo de espessura pode ser
realizada removendo uma unidade repetitiva sem impactar na rigidez a flexdo ou introduzir

mudangas abruptas na espessura (Wang et al., 2024).
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Tsai (2021) e Vermes et al (2021b) demonstraram que o0 nimero de repeticdes e a
selecéo das orientagOes das fibras influenciam diretamente nas propriedades mecénicas dos
laminados duplo-duplo. No entanto, apesar de muitos empilhamentos propostos na literatura se
basearem em fundamentos da mecénica dos compositos, a implementacao pratica de algumas
orientacOes especificas pode ser desafiadora (por exemplo, [+18°/+62°].), dificultando a
aplicacdo industrial.

A ascensdo do uso dos laminados duplo-duplo pode ser promovida pelo
desenvolvimento de solugdes analiticas e de estratégias praticas de projeto. Estratégias de
projeto sdo essenciais para a definicdo de diretrizes e critérios de dimensionamento, enquanto
formulacGes analiticas sdo particularmente importantes nas fases iniciais, que frequentemente
envolvem otimizacdo e estudos paramétricos. Essas abordagens podem contribuir para o

desenvolvimento de estruturas mais leves e eficientes (Mapa e Avila, 2025).

A capacidade de resisténcia a flambagem € um aspecto critico nos laminados duplo-
duplo, especialmente devido ao risco elevado associado ao afunilamento. Verifica-se na
literatura que estudos que consideram a flambagem por cisalhamento de laminados duplo-duplo
ndo foram desenvolvidos até 0 momento (Kappel, 2023; Kappel, 2024; Vescovini et al., 2024).
Nesse contexto, este trabalho propde um conjunto de solugdes analiticas de forma fechada para
a analise de flambagem de placas de compdsitos laminados duplo-duplo de polimeros
reforcados com fibra de carbono (CFRP). As analises consideram laminados duplo-duplo
equivalentes a quadriaxiais selecionados. Além disso, desenvolve-se uma estratégia pratica de
projeto para placas longas sob cisalhamento, considerando pré-impregnados disponiveis
comercialmente (por exemplo, 0°, £30°, £45°, +60° e 90°), com base no conceito de camada
mestre e no modulo de Tsai. As formulagBes analiticas e a estratégia proposta fornecem um
impulso significativo para analises analiticas de colunas (Schilling e Mittelstedt, 2020), placas
(Guillén-Rujano et al., 2021; Le et al., 2021), painéis sanduiche (Li et al., 2021), pds-
flambagem (Do; Dao e Lee, 2024) e otimizagOes (Kappel, 2024) de laminados duplo-duplo.
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Objetivos

1.1.1 Geral

O objetivo deste trabalho € estudar a flambagem de placas de compositos laminados

duplo-duplo de polimeros reforcados com fibra de carbono (CFRP). Para isso, desenvolvem-se

formulacGes analiticas para a analise da flambagem de placas submetidas a compressdo e ao

cisalhamento. Além disso, propde-se uma estratégia préatica de projeto para placas longas sob

cisalhamento, considerando camadas de pré-impregnados disponiveis comercialmente.

1.1.2 Especificos

1.2

v

v

Validar a anélise de flambagem de modelos de placas por meio da comparacdo com
resultados da literatura e simulagGes numeéricas;

Realizar um estudo comparativo da flambagem dos laminados quadriaxiais e duplo-
duplo;

Analisar a homogeneizagdo dos laminados duplo-duplo e avaliar a influéncia do
namero de repeticdes sobre os termos de acoplamento flexdo-torcéo;

Investigar a flambagem de placas de laminados duplo-duplo considerando variagdes
nos parametros: tipos de carga aplicada, condi¢fes de contorno e sequéncias de
empilhamento;

Desenvolver formulagdes analiticas considerando a assimetria do laminado duplo-
duplo, o conceito de camada mestre e 0 Modulo de Tsai.

Identificar as sequéncias de empilhamento que resultam nas maiores cargas criticas

de flambagem.

Estrutura da Tese

Esta tese foi elaborada em cinco capitulos. No capitulo 2, sdo apresentadas as defini¢des

e formulacBes necessarias para a anélise de modelos de placas de compositos laminados duplo-

duplo. Inicialmente, sdo descritos os diferentes tipos de compdsitos. Em seguida, é apresentada

a teoria classica de compositos laminados, incluindo as relagdes constitutivas da teoria da
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elasticidade e o estado plano de tensdo. Um estudo sobre laminados quadriaxiais e duplo-duplo
é apresentado. Por fim, as formulac¢Ges analiticas de flambagem de placas de compdsitos

laminados quadriaxiais sdo descritas.

No capitulo 3, é apresentada a metodologia. Inicialmente, sdo definidas as sequéncias
de empilhamentos de laminados quadriaxiais e de duplo-duplo. Posteriormente, é desenvolvida
uma fundamentacéo teorica. Por seguinte, sdo apresentadas as fun¢des de forma fechada para a
analise de flambagem de placas sob diferentes condi¢cdes de contorno submetidas ao
cisalhamento e a compressdo. Além disso, € apresentada uma estratégia préatica de projeto por
meio de um algoritmo que verifica as sequéncias de empilhamento que resultam em maiores
cargas de flambagem, considerando o espaco de projeto composto apenas por camadas
comercialmente disponiveis. Ademais, um fluxograma é apresentado, detalhando as etapas das

simulagBes numéricas.

Os resultados das analises de placas sdo apresentados no capitulo 4. Inicialmente, a
homogeneizacdo das sequéncias de empilhamento de duplo-duplo é avaliada. Em seguida,
avalia-se como os termos de acoplamento Dis € D2s sdo influenciados pelo nimero de
repeticbes. Um modelo de placa de laminado duplo-duplo é validado por meio de resultados
encontrados na literatura. Em seguida, a estabilidade das placas de laminado duplo-duplo é
analisada para diferentes condicdes de contorno sob os carregamentos de cisalhamento e de
compressdo. Por seguinte, sdo verificadas as sequéncias de empilhamentos formadas por pré-
impregnados disponiveis comercialmente que apresentam as maiores cargas de flambagem para
placas longas sob cisalhamento. No capitulo 5, sdo desenvolvidas as conclusbes sobre a

pesquisa.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, sdo apresentados os fundamentos tedricos que contribuiram para o
desenvolvimento deste trabalho. Inicialmente, sdo apresentados conceitos sobre compositos e a
teoria classica de compdsitos laminados. Em seguida, discute-se a configuracéo e as principais
caracteristicas dos laminados quadriaxiais e dos laminados duplo-duplo. Por fim, sdo
apresentadas formulagdes analiticas de flambagem de placas de laminados quadriaxiais.

2.1 Compositos

2.1.1 Definicbes

Os materiais compdsitos surgiram em meados do século XX como uma classe
promissora de materiais de engenharia, proporcionando novas perspectivas para a tecnologia
moderna e encontrando aplicagdes em quase todos os setores industriais (Vasiliev e Morozov,
2013). Eles séo formados pela combinacdo de dois ou mais materiais com propriedades fisicas
e quimicas distintas com a finalidade de atingir propriedades finais desejaveis, como baixo
coeficiente de expansdo térmica, baixo peso e alta resisténcia a fadiga e a corrosdo —
propriedades raramente encontradas em materiais estruturais isotropicos. Knight e Curliss
(2003) relatam que os compasitos podem reduzir 0 peso de um projeto em até 20 % a 30 %, o
que resulta em economia de energia e aumento de desempenho.

Segundo Ogin, Brondsted e Zangenberg (2016), os materiais compdsitos alcangam suas
propriedades a partir da ligacdo entre o reforco — geralmente na forma de fibras ou outras
geometrias — e a matriz que possui densidade, rigidez e resisténcia consideravelmente mais

baixas do que as fibras ou particulas.

Daniel e Ishai (2006) relatam que as fibras possuem a fungdo de transportar carga,
devido a elevada resisténcia e rigidez. A matriz, por sua vez, atua no suporte e na protecdo das
fibras, além de garantir a distribuicdo e a transferéncia de carga entre elas. Se uma fibra fraturar,
uma parte dessa sera carregada e transferira carga para a matriz e, subsequentemente, para a
outra parte da fibra fraturada, bem como para as fibras adjacentes. A combinagéo de fibras ou
particulas com uma matriz resulta em materiais de alta resisténcia e rigidez, mas com baixa

densidade.
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Varios materiais podem ser usados como matriz, entre eles: metais, cerdmicas e
polimeros. Os compdsitos de matriz polimeérica sdo amplamente utilizados em uma variedade
de aplicacGes de alto desempenho e sensiveis ao peso (Guo et al., 2021). Os materiais
comumente utilizados como reforcadores sdo: vidros, metais, polimeros, ceramica e grafite
(Hosseini et al., 2010). Ao escolher cuidadosamente a matriz, o reforco e 0 processo de
fabricacdo que os combina, € possivel adaptar as propriedades para atender a requisitos

especificos de projeto.

Jones (1999) classifica os materiais compdsitos como: materiais compdsitos fibrosos,
que consistem em fibras imersas em uma matriz; materiais compoésitos laminados, que
consistem em camadas unidas de fibras sob uma matriz, e materiais compaositos particulados,
formados por particulas de um ou mais materiais suspensos em uma matriz. A Figura 2.1 ilustra
os diferentes tipos de compositos, cada um deles com caracteristicas especificas para distintas

areas de aplicacéo.

Figura 2.1: Classificacdo dos materiais compositos.

R L.
I | | 5 "....;... *a o oew) .
_.r-‘}ﬁ ""\..--'IJ_/ ""r . . hat |‘.,"'
L L SR VA N s
R P "‘—?‘.-,.Q’ fa e w, L "
o ”/«f’i‘-‘}"“n" TRyl B
|13Trl_|\"'_'"1'h:_ AR SR 1
.':'--'KII_‘_I,._.I?T "r"'." -
Compésito com fibras Compésito com fibras
longas curtas

Composito laminado com Compésito de tecido Composito de tecido
fibra unidirecional (biaxial) (triaxial)

Fonte: Adaptado de Kollar e Springer (2003).

Os compositos fabricados com fibras sdo 0os mais comumente utilizados, pois as fibras
apresentam alta razdo entre o comprimento e o diametro, o que permite uma transferéncia de

tensdo eficaz e a fabricacdo de compdsitos em varios formatos. Dessa forma, conforme relata
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Ngo (2020), os compdsitos que utilizam esse tipo de reforco permitem uma grande flexibilidade

de projeto.

As fibras podem ser longas ou curtas, continuas ou descontinuas, orientadas em direcdes
especificas ou distribuidas aleatoriamente. Quando as fibras sdo alinhadas em uma Unica
direcdo, sdo definidas como unidirecionais. Por outro lado, quando séo entrelagcadas em duas

ou mais direcdes, sdo definidas como tecidos (Figura 2.1).

A Figura 2.2 ilustra um composito laminado de quatro camadas com fibras
unidirecionais. As fibras desse composito podem ser orientadas preferencialmente para atender
aos requisitos de projeto. Knight e Curliss (2003) destacam que a ampla variedade de
propriedades obtidas e a capacidade de personaliza-las representam uma vantagem significativa

dos compositos laminados.

Figura 2.2: Construcdo de um laminado

Fonte: Kollar e Springer (2003).

Conforme Daniel e Ishai (2006), os compositos que possuem reforgos de fibras curtas
ou particulas geralmente fornecem fortalecimento reduzido, pois a carga € transportada
principalmente pela matriz. Em contrapartida, os compaésitos com fibras continuas fornecem
rigidez e resisténcia desejaveis. Essa caracteristica explica o interesse da ciéncia e da industria
no estudo e aplicagcdo de compdsitos laminados. Na subsecdo 2.1.2, serdo descritas as relacoes

de tensGes e deformacdes para esses compasitos.
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2.1.2 Relagéo Tensdo-Deformacéao

Os compdsitos podem se comportar de maneira diferente em diferentes direcdes,
conforme a disposi¢cdo das fibras. Dessa forma, eles podem ser caracterizados como
anisotropicos, monoclinicos, ortotropicos e transversalmente isotrépicos (Jones, 1999).

Um composito ortotrépico tem propriedades que diferem nas trés direcdes
perpendiculares entre si. J& um compdsito anisotropico possui propriedades que diferem em
todas as direcdes. Nesse caso, ndo ha planos de simetria em rela¢do ao alinhamento das fibras
do material. Um exemplo de compésito anisotropico € ilustrado na Figura 2.3, em que as fibras

do compdsito estdo alinhadas em trés direcdes nao ortogonais (Allen, 2003).

Figura 2.3: Representacdo de um compdsito anisotropico

Fonte: Kollar e Springer (2003).

Segundo D’aguiar e Parente Junior (2018), os compdsitos apresentam comportamento
linear antes de falharem. Sendo assim, a lei de Hooke generalizada rege o comportamento

desses materiais e pode ser escrita na forma indicial, como:

Oo; = C1]€] l,] = 1,2, ,6 (21)

onde o; € um tensor de tensdo com orientagdes apresentadas no elemento infinitesimal da
Figura 2.4, C;; € a matriz de rigidez e ¢; € o tensor de deformacéo.

O inverso da relacdo tensdo-deformacéo resulta em:



19

& = SIJG] 1,] = 1,2, ,6 (22)

sendo que S;; € a matriz de flexibilidade.

Figura 2.4: Representagdo da tensdo em um elemento infinitesimal

Fonte: Jones (1999).

As relacGes tensdo-deformacdo dos materiais anisotrépicos no regime linear, expressas

em forma matricial, sdo dadas em coordenadas principais por:

01 €11 €12 €13 €14 C15 C167 (€1 )

02 C21 Ca2 (23 C4 Cp5 C6]]é&2

O3 | _|C31 C32 C33 €34 (35 C36 )& [ (2.3)
Ty3 Ca1 Cap Cu3 Caa Cus  Cug| | V23

Tq3 Cs1 Cs2 €53 Css Cs5 Cse| | Vg3

T12 LC61 C62 Ce3 Cea Ce5 Ceed \yq5/

por:

€1 ) S11 S12 S13 S14 S15 S167 (01 )

&2 S21 S22 S23 S24 S25 S26| |02

&3 - S31 S32 S33 S3a S35 S36 JEENL (2.4)
Y23 S41 Sa2  S43  Saa S5 Sae| | Ty3

Y13 Ss1 Ss2 S53  Ssa4 Ss5 Sse| | Tq3

Y12/ LS61  S62 S63 Sea Se5 Seed \113/
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As componentes das matrizes de rigidez Cj; e de flexibilidade S;; sdo constantes relativas

as propriedades dos materiais. Conforme demonstram Daniel e Ishai (2006), as propriedades
dos compdsitos sdao uma combinacdo das propriedades da matriz e da fibra. No caso de
propriedades longitudinais, a lei da mistura apresenta excelente concordéncia com resultados

experimentais.

As matrizes de rigidez e de flexibilidade, Cj; e S;;, possuem 36 constantes, entretanto

apenas 21 constantes sdo independentes, pois as matrizes sao simétricas, ou seja:

e (25)
2.5
Cyj = G
Adicionalmente, essas matrizes sdo inversas entre si, conforme expresso por:
s=c! (2.6)

e vice e versa.

Os testes de caracterizacdo dos materiais sdo realizados com as cargas ou tensdes pré-
estabelecidas, e os deslocamentos ou deformacdes resultantes sdo medidos. As constantes de
engenharia podem ser obtidas pela inclinacéo da curva de tensdo-deformagao. Assim, a matriz

de flexibilidade S é determinada mais facilmente do que a matriz de rigidez C (Jones, 1999).

As relacdes constitutivas para o material ortotropico podem ser escritas em coordenadas

principais, como apresentado por Kollar e Springer (2003):

1 V21 V31 i
— - —— 0 0 0
rgl ) El Ez E3 (01\
V12 1 V32
- = —— 0 0 0
©2 E, E  E o2
v v 1
4 \ = 1 2 3 L 3 > 2.7)
Y23 0 0 0 — 0 0 |]T23
Gy3
Y 1 T
13 0 0 0 O — 0 13
Gq3
V12 0 0 0 o0 0 —|\m
| Gy
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7 , . . - ~ = & , .. . ~
na qual E; € o modulo de elasticidade na diregdo i, vi; = — 8—’ é o coeficiente de Poisson, a razéo
i

entre a deformacéo na direcdo j e a deformacdo na direcdo perpendicular i quando a tensao

aplicada esta na diregdo i, e Gj; 0 modulo de cisalhamento no plano ij.

2.1.3 Estado Plano de Tensao

A maioria dos compositos laminados possui a espessura muito menor do que as outras
dimensGes. Para esses laminados, as tens@es fora do plano (o3, 7,3 € T,3) Sd0 despreziveis em

comparagdo com as tensdes no plano, ou seja (Kollar e Springer, 2003):
03 =073 =0;73=0 (2.8)

Dessa forma, as relagBes constitutivas (deformacao-tensdo) para materiais ortotropicos

submetidos a tensdo no plano 1-2 sdo expressas da seguinte forma:

1 V12

— ——= 0
“ E, E °1

v 1 (2.9)
&y = —ﬂ P 0 ()

E, E;
1
Y12 0 0 o T12
| 12_

As relacdes deformacédo-tensdo podem ser invertidas para obter as relagdes tenséo-

deformacdo, resultando em:

01 E vi2Ep o | (&
1=va1viz 1=vavp
02 ¢ =| Va1Eq E; 0 €2 (2.10)

1—-viver 1T —vyvpa
T12 0 0 Gyl Y12

Nesse caso, a matriz de rigidez é denominada reduzida, e seus componentes serdo

designados como Q;;.
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2.1.4 Transformagédo de Tensdo e Deformagéao

As coordenadas locais muitas vezes nao coincidem com as coordenadas que sao naturais
para a solucdo do problema. Para conhecer o comportamento das placas de compositos
laminados, analisam-se os resultados em uma orientagdo arbitraria (D’ Aguiar e Parente Junior,
2018).

Dessa forma, é conveniente empregar dois sistemas de coordenadas: um sistema de
coordenadas local cujos eixos séo paralelos e perpendiculares a direcdo da fibra, designado por
X1, X2 € X3 (Figura 2.5), e um sistema de coordenadas global que pode ser definido por um ponto
de referéncia, designado por x, y e z (Figura 2.5). Ambos os sistemas de coordenadas
geralmente estdo relacionados por um angulo 6. Esse angulo representa a rotacdo entre o
sistema local e o sistema global, e é crucial para a transformacdo das tensdes e deformacées

entre esses dois sistemas de coordenadas (Daniel e Ishai, 2006).

Figura 2.5: O sistema de coordenada global x, y, z e o local x1, X2, X3

Fonte: Kassapoglou (2013).

A transformacao das tens6es de coordenadas locais x,, x, € x5 para coordenadas globais

(arbitrérias) x, y e z no estado plano de tenséo é escrita como:

(2.11)
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cos? 0 sin? 0
_1 _ .
T =| sin?%0 cos? 0

—2sin0cos0
2sin 0 cos 0
sinfcos® —sinOcosO cos?0—sin?0
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(2.12)

No sistema de coordenadas principais x;, x, € x5, as tensées normais séo o, o, € o3 €

as tensoes de cisalhamento sdo t,,, t;3€ T,3. As deformacbes normais e de cisalhamento s&o

€1, €2 € €3 € ¥,y V,3€ Y,4 r€Spectivamente. Em coordenadas globais, tem-se que as tensdes

normais sdo expressas por oy, oy € o, , enquanto as tensdes de cisalhamento séo indicadas por

Tyy: Txz € Tyz. O Mesmo se aplica para as deformagdes.

A transformacéo das deformacdes de coordenadas locais para globais no estado plano

de tenséo é escrita como (Kollar e Springer, 2003):

(2.13)

As propriedades de rigidez também podem ser obtidas em qualquer sistema de

coordenadas por meio das transformagdes de coordenadas. Introduzindo a Equacéo (2.12) e a

Equacdo (2.11) na relacdo tensdo-deformacdo (Equacédo (2.10)), tem-se a transformacéo do

tensor de rigidez reduzida Q do sistema de coordenadas locais para o sistema de coordenadas

globais, expresso por:

E
9"" (_lxy zgxz 1—=vyviz 1 —vy1vyy
ny ny 2Qyz =T! v21E1
sz sz 2sz 1- V12V21 1- V21V12
0

em que 61,- é a matriz de rigidez reduzida no sistema de coordenadas global.

(2.14)

Consequentemente, as relacdes tensdo-deformacao em coordenadas globais x-y podem

ser escritas como:
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") ot ")

gxx gxy gxz

[ =[Br By Tl 2
) sz sz sz

1:XY ny

2.1.5 Laminados

Conforme ja descrito na Secdo 2.1.1, os compdsitos laminados sdo fabricados por
camadas unidas. Dessa forma, a repeticdo de uma orientagdo da fibra é especificada por um
subscrito numérico. Um laminado de camadas unidirecionais pode ser designado, por exemplo,

como:

[—45,/04/—45;] = [—45,/0;]

O laminado exemplificado contém trés grupos de camadas, o primeiro contendo duas
camadas na direcao de -45°, o segundo contendo quatro camadas na direcdo de 0° e o terceiro
contendo duas camadas na direcdo de -45° a partir dos eixos de referéncia. Ele é simétrico em
relacdo ao plano médio, por isso o subscrito s indica simetria em relacéo a esse plano.

O conhecimento da variacdo de tensdo e deformacao através da espessura do laminado
é essencial para definir a rigidez extensional e a flexdo de um laminado. A teoria classica de
laminados, baseada em hipoteses de Kirchhoff, pressupbe que os laminados estejam ligados
uns aos outros perfeitamente, através de uma espessura infinitesimalmente fina, e que ndo se
deformam por cisalhamento (Jones, 1999; Kollar e Springer, 2003). Ou seja, 0s deslocamentos
sdo continuos através dos limites da lamina, de modo que nenhuma lamina pode deslizar em
relacdo a outra.

Considera-se também uma linha permanentemente reta e perpendicular & superficie
média do laminado, mesmo apos a deformacdo, conforme exibido na Figura 2.6. Essa suposi¢ao
é equivalente a ignorar deformagdes por cisalhamento no plano perpendicular & superficie

média (y.. =vy._= 0), onde z é a direcdo normal a superficie média.
XZ yz
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Figura 2.6: Secdo do laminado antes e depois da deformacéo

Fonte: Daniel e Ishai (2006).

As deformac6es no plano médio, conforme as definicdes da teoria da elasticidade

(Vilaga e Garcia, 1998), sdo escritas como:

du®

0x

av°

dy (2.16)
du® ov°

Txy = dy * 0x

onde u e v sdo os deslocamentos nas direcbes x ey .

As rotacdes em torno dos eixos X e y sao escritas como:

ow°
0y =
aaxo 2.17)
w
ay ay

onde w° € o deslocamento fora do plano.
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A teoria cléssica de laminados considera que a deformacdo varia linearmente ao longo
da secdo transversal do laminado. Usando essa aproximacao, tem-se que o deslocamento na
direcdo x é dado por:

ow°

u=u®—zo, =u®—z I (2.18)

em que u® é o deslocamento da superficie média.

Similarmente, o deslocamento em um ponto na direcdo y € escrito como:

v=v®—1z (2.19)

sendo v° o deslocamento na superficie média.
Conforme a teoria da elasticidade, as deformacGes sdo dadas por (Vilaca e Garcia,
1998):

_au
T X

_ov (2.20)
y ay

_Ou N av
Txy T dy 0x

€x

€

onde u e v sdo o0s deslocamentos nas direcbes X e y.

Substituindo as Equacdes (2.18) e (2.19) nas expressdes de deformacéo (2.20), tem-se:

ou® 0°w°
T x  “ox?
. av° B 0°w° (2.21)
y ay ayz
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As equac0es (2.21) podem ser escritas da seguinte forma:

€x €9 Ky
SO O P 3 S (2.22)
ny Y)(:y kXY

onde ky, ky e ky, sdo as curvaturas da superficie media da placa definidas como:

[ 0°wP°
Ea
k 2
P G R (2.23)
y 2
k dy
i 20°w°
\ 0xdy /

Considerando uma camada distante z;, da superficie média, conforme ilustra a Figura
2.7, e substituindo a expressdo de deformacdo (2.22) na relacdo tensdo-deformacéo (2.15) tem-

se que a tenséo é dada por (Kollar e Springer, 2003):

Ox £ Ky

oy | = [ b+ 2@ d Ky (2.24)

o
Txy k ny kXy

Figura 2.7: K-ésima camada do laminado

Plano medio

Fonte: Daniel e Ishai (2006).

Embora a variacéo da deformacéo seja linear conforme verifica-se na Equagéo (2.23), a

distribuicédo de tensdo pode néo ser, pois ocorre variagdo descontinua da transformada da matriz
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de rigidez reduzida [Q] para as diferentes camadas. Uma distribui¢éo de tenséo e deformacao

tipicas para um laminado de quatro camadas podem ser observadas na Figura 2.8.

Observa-se pela Figura 2.8, que as tensdes sdo lineares em cada camada, porém
descontinuas ao longo da se¢éo transversal do laminado.

Figura 2.8: Distribuicéo de deformagéo &, e tensdo o, .

Zz
4 ---------- -l-
3 --------
y " e - A =
1 =—— .
Laminado Deformagao Moadulo de
Ex Elasticidade .
X
Ex

Fonte: Jones (1999).
As forcas resultantes e momentos que atuam no laminado séo definidas pela integragéo

das tensdes ao longo da espessura t da camada. Considerando a k-ésima camada ilustrada na

Figura 2.7 com os momentos e for¢as resultantes representados na Figura 2.9, tem-se:

t/2 t/2 t/2
Ny =f 0,dz Ny =f oydz Nyy =f Tyydz

—t/2 —t/2 ~t/2 (2.25)
t/2 t/2 t/2

M, = f 70, dz M, =f 20y dz Myy =f ZTyydz
-t/2 ~t/2 ~t/2

em que as forcas N e os momentos M resultantes sdo dados por unidade de comprimento.
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Figura 2.9: Forcas e momentos resultantes em uma camada de compdsito

Fonte: Daniel e Ishai (2006).

As forcgas de cisalhamento transversais por unidade de comprimento sao:

t/2
Vy = j- Tyydz
-t/2 (2.26)

t/2
Vy = j Ty,dz
~t/2

Substituindo (2.24) em (2.25), obtém-se as expressdes das forcas e dos momentos

resultantes para um laminado com n camadas, ilustrado na Figura 2.10, dados por:

% n 21 82 kX
o _
Ny o= [Qlk4& ¢+ [Qlkz{Ky ¢ pdz
ny k=1 "~ Zk-1 y}‘:y kxy
n 82 - ky -
— o —
= Z [Qlk 1§ & f dz + [QJk { Ky f zdz
k=1 ng Zk-1 kxy Zk-1 (2.27)
M n - 82 ky
My ¢ = Z 24 [Qlk® ¢+ [Qlkz{ky ¢pdz
Mxy k=1"%k-1 ng kxy
n €9 21 B Ky -
= [Qli 4 & f zdz + [Qk{ Ky f z? dz
k=1 ng Zg—1 kxy Zg—1
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Figura 2.10: Coordenadas das camadas de um laminado
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Fonte: Daniel e Ishai (2006).

As variaveis [K]yy, [(_1]§y e [e°]xy ndo dependem de z. Além disso, apenas [Q]‘;y possuli

valores diferentes para cada camada. Dessa forma, pode-se escrever:

£y

Ny LI 7
Ny ¢ = [Z[Q]k f dZ] & ¢+
ny k=1 Zk-1 0

Txy k=1 Zk-1

= [Alxyle®]lxy + [BlxylKlxy

M, no g 8)2
xy =[Z[Q]kj ZdZ] 83(; +

k=1 Zk-1 yxy

(2.28)

= [B]x,y[go]x,y + [D]X,y[k]x,y
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onde:
K
Ay = Z(Qij)k(zk — Zx_1)
k=1
1 ko (2.29)
By = EZ(Qi]‘)k(Zﬁ — 7 )
k=1
K
1 " 3 3
Dy = §Z(Qij)k(zk ~Zk_4)
k=1
Considerando as Equacfes (2.28), as expressdes para forcas e momentos no plano
tornam-se:

(Nx A1 Az Ag Bin Biz Bis (8’2 )

Ny Az A Aze Bz Bz By 83(;

) Ny \ _ At Azs Acs Bis Bas Bes <ny | (2.30)
My Bi1 Bis Bie D11 D1z Digl|ky

M, Bi Baz Bye Diz Dz Dy ky

\Myy ) IBi¢ B2 Bes Dis Dz Deel Ky )

As matrizes A, B e D representam a rigidez do laminado. Elas sdo funcéo da geometria,

propriedade dos materiais e sequencia de empilhamento (Kassapoglou, 2013). A matriz A;;
representa a rigidez extensional que relaciona as forgas no plano Ny, N, e N, com as
deformacdes e, € e ygy. O termo B;; ¢ a rigidez de acoplamento (plano/ flexao) que relaciona
as cargas no plano Ny, Ny e Ny, com as curvaturas ky, kye Kk, além de relacionar os momentos
My, Mye M,, com as deformagGes no plano &3, eye y}‘:y. Por fim, Dj; representa a rigidez a

flexdo, que relacionam os momentos My, M, e M, com as curvaturas ky, ky € Kkyy.

2.1.5.1 Laminados Quadriaxiais

Nos anos de 1960, os compositos laminados com fibras de boro e carbono foram
desenvolvidos para competir com o aluminio utilizado em estruturas aeronauticas (Tsai, 2023).
Nesse periodo, surgiu também a teoria classica de compdsitos laminados, que consolidou 0s

laminados quadriaxiais como o padrdo da industria.
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Os laminados quadriaxiais se baseiam em combinagdes de camadas orientadas a 0°,
+45° e 90°. Algumas diretrizes para o projeto séo geralmente seguidas para projeta-los, como
simetria do empilhamento em relagdo a um plano médio para evitar empenamento (acoplamento
extensdo-flexao), a presenca de pelo menos 10% das camadas em cada uma das direcGes de 0°,
+45° e 90° (conhecida como regra dos 10%) e empilhamento balanceados, que elimina o

acoplamento de extensdo/cisalhamento, A, = A, = 0 (Tsai, 2021).

Essas regras determinam um empilhamento minimo de oito camadas. Considerando
camadas que possuem 0,125 mm, a espessura total do laminado é de 1 mm. Conforme Tsai
(2021), para obter propriedades direcionais, é necessario incluir camadas adicionais. Por
exemplo, os laminados rigido [05/%45,/90]; e flexivel em [0/%45,/90]; apresentam
sublaminados com dez camadas. Considerando a simetria, a espessura total desses laminados

¢ de 2,5 mm.

Considerando o empilhamento com n camadas, conforme ilustra a Figura 2.11, onde as

camadas k e k' estdo posicionadas simetricamente em relacdo a superficie média, tem-se:

tk = tkr
g = ~Zy (2.31)
Qix = Qi

Figura 2.11: Empilhamento simétrico
i

folt
-

u
il
=

ol

i
-
e
-

Fonte: Daniel e Ishai (2006).

A matriz de acoplamento B, equacdo (2.29), é dada por:
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K K
1 _ 1 _
By = E;(Qii)k(zﬁ —zZ )= E;(Qil')k(zk + Z_1) (Zx — Zk—1) (2.32)
K
= Z(Qi]‘)kﬂtk
k=1

em que:

1
k=35 (zx + Zxk-1)

tk = Zg — Zg—

Dessa forma, devido a simetria, a expressao da matriz Bij possuira em pares, termos de

valor absoluto igual e sinal oposto, que resulta em:

A equacdo (2.33) confirma que, devido ao empilhamento simétrico e balanceado, o
acoplamento é eliminado. Entretanto, as diretrizes que restringem o uso de apenas quatro
angulos e a simetria do plano médio limitam as combinacBes de camadas. Essas restricdes
podem levar ao sobredimensionamento e dificultar tanto o projeto quanto a fabricacdo de
componentes estruturais (Riccio et al., 2024). Além disso, dificulta o afunilamento da
espessura, pois duas camadas precisam ser eliminadas de forma simétrica quando o objetivo é

reduzir a espessura (Kappel, 2024).

Vale ressaltar que os laminados quadriaxiais sdo heterogéneos, de modo que, a medida
que camadas sdo eliminadas, as propriedades como a rigidez a flexdo se modificam. A Figura

2.12 ilustra a mudanca de propriedades desse laminado quando a espessura é reduzida.
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Figura 2.12: Laminado quadriaxial heterogéneo

Laminado quad: Heterogéneo

[05/+45,/90] [0/+45/90]s
(38/50/12) (25/50/25)

=gl | l——
Alteracdo das propriedades

Fonte: Autor.

Devido as regras impostas aos laminados quadriaxiais e a caracteristica de
heterogeneidade (Figura 2.12), a otimizacdo desses laminados torna-se desafiadora. O nimero
de permutacGes cresce rapidamente, exigindo recélculos a cada modificacdo da espessura.
Riccio et al. (2024) relata que, ao considerar um sublaminado com 4 camadas, 0 numero de
permutacfes necessarias é 24, que cresce com o aumento do nimero de camadas, atingindo o
valor de 166.080 permutacdes ao considerar 10 camadas. Ademais, essas permutacdes ndo
possuem critérios de exclusividade, o que aumenta muito o nimero de solugdes duplicadas,
desperdicando muito o tempo de busca. Garofano et al. (2024) relata que, devido as regras
impostas aos laminados quadriaxiais, a otimizacdo resulta em laminados mais espessos, 0 que

afasta a vantagem da reducdo de peso dos compositos.

Conforme Vermes et al. (2021a), a homogeneizacdo de laminados é alcancada ao
repetir sublaminados idénticos, um sobre o outro, até atingir a espessura desejada. No caso de
laminados quadriaxiais, a homogeneizacdo é geralmente obtida com um grande ndmero de
repeticdes do bloco de construgdo, porque esses incluem camadas orientadas com grandes
diferengas de angulos. A Figura 2.13, apresentada em Vermes et al. (2021b), ilustra 0 nimero
de repeti¢des necessarias para a homogeneizacédo do laminado quadriaxial [05/*45,/90]. Os
critérios adotados para determinar a homogeneizacgéo inclui a equivaléncia entre as matrizes de
rigidez extensional e flexional (A = D), apresentado na Figura 2.13 (a), e a matriz de

acoplamento (B) proxima de zero.
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Figura 2.13: Homogeneizagdo do laminado quadriaxial

[05/445,/90] 5 ‘

4 40 | Repeticao (r)

Fonte: Adaptado de Vermes et al.(2021a).

Conforme verifica-se na Figura 2.13 (a), o laminado quadriaxial [05/%45,/90],
necessitou de 40 repeticdes para atender ao requisito de homogeneizacdo (A = D). Garofano
et al. (2024) relata que os principais beneficios da homogeneizacdo sdo a melhora das
caracteristicas de resisténcia e tenacidade, além de uma distribuicdo mais uniforme de tensdes.
Contudo, o elevado numero de repeticdes requer uma grande quantidade de camadas para
alcangar a homogeneizacdo dos laminados quadriaxiais, resultando no aumento significativo da

massa total dos componentes estruturais.

Até recentemente, os laminados quadriaxiais foram usados amplamente devido a
dificuldade de fabricar camadas precisamente em qualquer angulo. Durante esse periodo,
diversos avangos foram implementados e continuam a serem desenvolvidos para obter
melhorias nas caracteristicas mecanicas dos compositos, considerando aspectos relacionados
ao material (Czél et al., 2017; Huang e Joosten, 2021; Xiang et al., 2022), a geometria (Barnes
e Morozov, 2016; Guo et al., 2024) e ao empilhamento (Catapano e Montemurro, 2020; Le-
Manh e Lee, 2014; Panettieri, Montemurro e Catapano, 2019; Vannucci, 2005; Zhang et al.,
2018). No entanto, com o desenvolvimento de dispositivos de corte e posicionamento
automaticos, tornou-se mais facil fabricar os laminados com as fibras em qualquer angulo.
Nesse contexto, Tsai et. al (2014) propuseram o conceito de laminados homogeneizados e
desenvolveram os laminados duplo-duplo (Tsai, 2021), que séo descritos na se¢do a seguir.
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2.1.5.2 Laminados Duplo-Duplo

2.1.5.2.1 Definicdes

Os laminados duplo-duplo representam um avango promissor no projeto de estruturas
de compdsitos laminados. Diferentemente dos laminados tradicionais, eles oferecem
flexibilidade nas orientagdes das camadas, menor custo de fabricacdo, facilidade de
homogeneizagéo e capacidade de afunilamento (Wang et al., 2024). Por isso, eles podem ser

uma solucéo para os desafios impostos pelas sequéncias de empilhamento quadriaxiais.

Introduzidos por Tsai et al. (2021), os laminados duplo-duplo possuem dois pares de
orientacdes de camadas equilibradas, formando blocos de constru¢do no formato [+®/=¥]r
onde r é o nimero de repeticdes. A Figura 2.14 ilustra um laminado duplo-duplo com duas

repeticoes.

Figura 2.14: Laminado duplo-duplo

Laminado duplo-duplo

[b/-w/-0/w],

Fonte: Autor.

Conforme ilustra a Figura 2.14, os blocos de construcao se repetem r vezes, formando
o laminado completo e demonstrando uma assimetria no empilhamento. O uso de apenas dois
angulos, ®@ e ', ajuda a simplificar o projeto estrutural e a melhorar a capacidade de fabricacao.
Riccio et al. (2024) relatam que a selecdo e a organizagéo das orienta¢des das multiplas camadas
tornam-se mais diretas e 0s requisitos de configuracéo e de calibragdo sdo diminuidos, tornando
a fabricacdo mais eficiente. Wang et al. (2025) relatam que velocidade de fabricagdo dos
laminados duplo-duplo pode atingir 4 a 8 vezes a velocidade de fabricagdo dos laminados

quadriaxiais.

Kappel et al. (2024) relatam que os laminados assimétricos exibem distor¢des apos a

fabricacdo e quando sdo submetidos a cargas mecanicas e térmicas. Entretanto, ao aumentar o



37

namero de repeticdes, os efeitos de assimetria do laminado duplo-duplo s&o diminuidos,

fazendo o laminado atingir a homogeneizagéo.

Quando o laminado atinge a homogeneizacdo, a matriz de acoplamento B se torna
insignificante e a rigidez no plano A se torna igual a sua rigidez a flexdo D (Vermes et al.,
2021b). Conforme Tsai (2021), a homogeneizagdo € avaliada considerando 0s seguintes

critérios:

A-D < 0,02l (2.34)

B < 0,021, (2.35)

emque Iy = Q11 + Q22 + 2046

Dessa forma, os laminados duplo-duplo ndo requerem simetria em relagcdo ao um plano
médio, uma vez que a homogeneizacdo faz com que a matriz de acoplamento se torne
insignificante. Segundo Riccio et al. (2024), embora os critérios apresentados nas equacgdes
(2.34) e (2.35) ndo elimine por completo as caracteristicas padres de um laminado assimétrico,

eles fornecem um nivel aceitavel de desacoplamento com um numero limitado de camadas.

Um laminado homogéneo tem suas propriedades aproximadamente as mesmas em toda
a espessura ao longo do eixo z (Shabani et al., 2025). A Figura 2.15 ilustra um laminado duplo-
duplo homogéneo. Apos a sua espessura ser modificada, ou seja, alterar o nimero de repeticdes,

suas propriedades, como a rigidez a flexdo, ndo se modificam.

Figura 2.15: Laminado duplo-duplo homogeneizado

Laminado DD: Homogéneo
[b/-w/-dlwls [b-w/-dlwls [&/-w/-d/yl;

Propriedades constantes

. — — — — |

Fonte: Autor.
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De acordo com Tsai (2021), devido a capacidade de manter as mesmas propriedades, 0s
laminados duplo-duplo podem permitir a redugdo de peso de até 50%. O afunilamento pode ser
aplicado em lugares onde as estruturas recebem menos carregamento, permitindo o uso de
menos camadas nessas areas. Nesse caso, as camadas podem ser descartadas eliminando uma
unidade repetitiva, em vez de pares de camadas, como ocorre com os laminados quadriaxiais.

Kappel (2022a) destaca que os blocos de construgdo podem ser adicionados localmente
sem a necessidade de reorganizar as camadas para manter a simetria ou reconsiderar as
sequéncias de empilhamento dos laminados nas zonas adjacentes. Essa abordagem cria uma
independéncia entre as diferentes zonas de laminados, o que também facilita os reparos. Para a
manutencdo, considera-se o empilhamento do laminado base, simplificando o processo.

Tsai et al. (2022) relatam que os laminados duplo-duplo também permitem utilizar a
técnica de deslizamento de camadas para simplificar o empilhamento de vigas, painéis,
longarinas e tubos cénicos, o que também contribui para a redugédo de peso.

Outra vantagem, é que o0 processo de otimizagdo € mais simples, resultando em
laminados mais finos nas solucdes estruturais (Kappel, 2024; Grafano et al.,2023 e Zhao et al.,
2023). Vermes et al. (2021b) destaca que, enquanto os laminados quadriaxiais podem exigir
milhares de permutagdes de sequéncia de empilhamento, os laminados duplo-duplo requerem
apenas quatro permutacdes, devido a presenca de apenas dois angulos, +® e +.

Ademais, a disposi¢do das camadas dos laminados duplo-duplo é continua, rapida e
menos propensa a erros do que as dos laminados quadriaxiais. Segundo Tsai et al. (2022),
devido a simetria ndo ser necessaria, a laminacdo pode ser continua, sem pausas no plano médio.
Isso aumenta a velocidade de laminagéo e diminui os erros de fabricacéo.

De acordo com Tsai (2022) e Dantas et al. (2023), as orientaces das camadas, @ e P,
podem assumir qualquer valor entre 0° e 90° com qualquer incremento de angulo. Essa
caracteristica permite a interpolacdo dos angulos e a aplicacdo de transformacbes de
coordenadas, proporcionando uma maior flexibilidade de projeto. Como resultado, os
laminados duplo-duplo formam um espaco de projeto continuo. Em contrapartida, os laminados
quadriaxiais séo discretos, o que impossibilita a interpolacdo e restringe o espago de projeto
(Fang et al., 2025)

Outra vantagem notavel dos laminados duplo-duplo em relagcdo aos quadriaxiais € a
oportunidade de gerenciar as propriedades mecanicas dos sublaminados, adaptando os angulos
® e V¥ as condigdes de cargas aplicadas (Garofano et al., 2023). Esse ajuste permite atender aos

requisitos de resisténcia com um nimero minimo de sublaminados.
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Além disso, é possivel encontrar, de forma relativamente simples, um laminado duplo-
duplo equivalente a um quadriaxial. Os autores Tsai et. al. (2022) demostraram que algumas
substituicdes de laminados quadriaxiais por duplo-duplo sdo exatas, e outras sdo aproximadas.
Por exemplo, um laminado quadriaxial [0s/ +45,/90]s e um duplo-duplo [+0/+50]st possuem a

mesma rigidez.

2.1.5.2.2 Estado da Arte

Diversos estudos recentes tém sido conduzidos desde a introdu¢do dos laminados duplo-
duplo por Tsai et al. (2017). Tsai. (2021) forneceram uma visdo geral sobre as definicdes e
estratégias de projeto associadas a esse tipo de empilhamento. Shrivastava et al. (2020)
utilizaram um otimizador estocéstico considerando um algoritmo de inteligéncia artificial para
substituir os laminados quadriaxiais por laminados duplo-duplo, levando em consideracédo

critérios de falha de circulo unitario, modo de flambagem e deflexao.

Vermes et al. (2021a) destacaram as vantagens de empregar 0 médulo de Tsai no
contexto de laminados duplo-duplo. Por meio de testes de fadiga realizados nos laminados
[£0/+25] e [+0/£50], observaram que eles apresentam resisténcia a fadiga semelhante a dos
laminados quadriaxiais equivalentes. Em outro trabalho, Vermes et al. (2021b) desenvolveram
a ferramenta analitica LamSearch, capaz de identificar o laminado mais resistente com base em

parametros como as propriedades do material e as cargas aplicadas.

Tsai et al. (2022) apresentaram o0s processos de fabricagdo dos laminados duplo-duplo
e propuseram formulagdes para encontrar um laminado duplo-duplo equivalente a um
quadriaxial especificado. Kappel (2022b) propds um método de otimizacéo para os laminados
duplo-duplo considerando o circulo de falha de Nettles e a técnica de otimizacdo por coldnia
de formigas. Wang et al. (2023) propuseram um método de otimizacéo topoldgica que integra
indices do critério de falha de Tsai—Hill em diferentes camadas, permitindo o controle efetivo

de tensodes.

Riccio et al. (2024) apresentaram a ferramenta DD Automated Design Tool, que realiza
interacOes entre um software de Método dos Elementos Finitos e a ferramenta Lamsearch para
identificar os melhores angulos de laminado, visando atender a requisitos de resisténcia e
reduzir a massa da estrutura. Zhao et al. (2024) desenvolveram um método semi-analitico para

estudar a delaminagéo de modo | em interfaces de laminados duplo-duplo. Kappel et al. (2024)
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investigaram a compressdo ap6s 0 impacto em zonas de transicdo de laminados e observaram

uma resisténcia inferior relacionada aos laminados duplo-duplo.

Além de estratégias de projeto, diversos estudos destacam o potencial dos laminados
duplo-duplo na reducdo de peso estrutural. Vermes et al. (2021b) alcancaram a reducéo de 6 %
no peso de eixos ao substituir os laminados quadriaxiais pelos laminados duplo-duplo,
considerando um processo de otimizagdo. Garofano et al. (2023) realizaram a otimizacao do
revestimento externo de um segmento de fuselagem sob impacto e demonstraram uma reducéo
de 34 % da massa total da estrutura. Riccio et al. (2024) também realizaram otimizagdes em
um segmento de fuselagem e em uma asa de aeronave sob carregamentos tipicos. Os laminados
duplo-duplo permitiram reducdes de peso de 64,6 % na fuselagem e de 50 % na asa, em

comparacdo com as configuraces tradicionais.

Além dos trabalhos mencionados, é fundamental considerar estudos sobre flambagem,
uma vez que essas analises desempenham um papel crucial na garantia da estabilidade das
estruturas e sdo parte essencial deste trabalho. Kappel (2023) analisou a flambagem de placas
retangulares de laminado duplo-duplo simplesmente apoiadas sob compresséo. Foi
demonstrado que os laminados duplo-duplo com menos repeti¢des, ou seja, menos espessura,

podem ser especificados diretamente para uma carga de flambagem determinada.

Em estudo posterior, Kappel (2024) aplicou uma formulacdo para a analise de placas de
duplo-duplo simplesmente apoiadas no estudo de um painel em formato de ferradura,
denominados horse-shoe, com o objetivo de identificar um grupo compativel de laminados para
regides adjacentes. O autor demonstrou como os laminados duplo-duplo simplificam o processo
de otimizacdo, e comparou a massa otimizada do painel com os valores minimos obtidos em

estudos anteriores com laminados quadriaxiais.

Por altimo, Vescovini et al. (2024b) investigaram experimentalmente a pos-flambagem
e 0s modos de falha de seis espécimes de placas enrijecidas de laminado duplo-duplo com perfil
de geometria 6mega. Consideraram-se dois espécimes com a secdo transversal de espessura
constante, quatro espécimes com a técnica de deslizamento de camadas e dois espécimes com
um inserto de Teflon no flange da longarina. Os modos de falha observados foram discutidos,
e os resultados mostraram boa concordancia com as simulacfes por Método dos Elementos
Finitos (MEF).
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2.1.5.2.3 Formulagdo

As matrizes da teoria classica dos laminados (Equacéo (2.30)) podem ser normalizadas

. . ~ ~ 1
pela espessura dos laminados. Considerando as tensdes e deformagdes, como {c°} = {N},
m

ta

{0} = tZL M}e{ef} = t‘% {k}, tem-se a forma normalizada escrita como (Zerbst et al., 2024):
lam

{Go}tlam A B {EO}

tam | = f
{Gf}T 5D {E} lam
A 2B
ﬁ({o"})_[@ @}({s%)
(09 7|8 120\ (2.36)
tlzam t133m
{o°}\ _raAn Bn] {%
{cf}) 13Bn D"\ {£f}

A normalizacdo da espessura leva ao fato de que todas as matrizes tém a mesma unidade,

Pa. As matrizes normalizadas pela espessura sdo dadas por (Kappel, 2023):

—A,B" =B, D" ==—D (2.37)
lam lam lam

A" =

em que tjyy, = 4rtyy.

Ao analisar as matrizes normalizadas pela espessura, D™ e B", é possivel verificar
porque os laminados duplo-duplo podem ser livres de empenamento e de acoplamento
extensdo-flexao, embora o laminado possua a configuracao assimeétrica. Considerando o bloco
de construcdo [+®/+¥], as matrizes normalizadas pela espessura podem ser expressas como

funcéo de r, conforme descrito a seguir (Zerbst et al., 2024):
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=) 2D TG
B"=[-.(.) =.(.) (),
NS EENER RN
(2.38)
= ()
D" = ()
() 50 |

em que - denota termos positivos e ndo nulos
Por meio de (2.38), verifica-se que os termos da matriz de acoplamento, B, sdo
inversamente proporcionais ao numero de repeticdes do laminado. Para a matriz de rigidez a

flexdo, D", apenas 0s termos D;4 € D,¢ Se alteram com o nimero de repetices. Sendo que
— . 1
diminuem proporcionalmente a —

Como os laminados duplo-duplo sdo laminados assimétricos, além das equacdes (2.29),
as matrizes de transformacdao propostas por Huang e Qiao (2020) também podem ser aplicadas.
Nesse caso, considerando que os termos de acoplamento B sdo diferentes de zero, tém-se as

seguintes expressoes:

A=A
B — —_A-1B (2.39)

D'=D-BA'B

em que B tende a ser nula.

A combinacao de laminados duplo-duplo com o médulo de Tsai, parametro que permite
caracterizar a rigidez dos laminados, facilita o desenvolvimento de projetos e a fabricacéo de
estruturas, tornando os laminados duplo-duplo competitivos (Arteiro et al., 2020; Tsai e Melo,
2014; Vermes et al., 2021a). Essa abordagem permite que os laminados duplo-duplo sejam
caracterizados sem as quatro propriedades de rigidez tipicas exigidas para a definicdo dos
laminados. O médulo do Tsai foi definido a partir do conceito de camada mestre, que representa
um passo consideravel para a simplificacdo dos projetos estruturais (Riccio et al., 2024). Esses

conceitos séo descritos na Secéo 2.1.5.3.
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2.1.5.3 Modulo de Tsai e Camada Mestre

Tsai e Melo (2014) propuseram caracterizar a rigidez de um compésito laminado por
uma Unica constante de engenharia, 0 mddulo de Tsai. O mddulo de Tsai é um invariante dado
pela soma dos componentes da diagonal da matriz de rigidez Q, conhecido como trago, escrito

como:

[ = Q11 + Qa2 + 2Qs6
=AY, + A, + 2A%, (2.40)

=D}, + D3, + 2Dg,

Do ponto de vista fisico, o traco da matriz de rigidez reduzida representa uma medida
da rigidez total oferecida pelo material, independentemente do sistema de referéncia adotado,
do nimero de camadas e do empilhamento (Garofano et al., 2024). Essa definicdo permite que
apenas um teste experimental seja necessario para determinar todas as propriedades elasticas.
O valor do traco € obtido e utilizado no célculo das demais propriedades elésticas (Vignoli et
al., 2021).

Tsai e Melo (2014) observaram, com base em resultados experimentais, que as matrizes
de rigidez reduzida dos polimeros reforcados com fibra de carbono (CFRP) ao serem
normalizadas pelo traco, apresentam apenas pequenas variagoes, que podem ser negligenciadas.
Essas analises levaram a introducéo de um conceito chamado de camada mestre, definido como
a média das matrizes de rigidez reduzida normalizadas pelo trago.

Na Tabela 2.1 sdo apresentados quinze CFRP, caracterizados nas cinco primeiras
colunas pelas propriedades dos materiais, e da sexta a nona coluna pelas componentes da matriz
de rigidez reduzida Q. Na décima coluna é apresentado o tragco. Por ultimo, séo apresentadas

as componentes da matriz de rigidez reduzida normalizada pelo traco Q;.
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CFRP Ex Ey G v Q11 Q22 Q12 Qe Iq QI11 lez QI12 lee
IM6/epoxy | 203 11.20 840 032 | 204 1126 360 840 [ 232 0879 0049 0016 0,036
IM7/977-3 191 994 7,79 035|192 100 350 7,79 | 218 | 0,883 0,046 0,016 0,036
T300/5208 | 181 10,30 7,7 0,28 (182 1035 290 7017 | 206 | 0,880 0,050 0014 0,035
IM7/MTM45 | 175 820 550 033 | 176 824 272 550 | 195 | 0,901 0,042 0,014 0,028
T800s/3900 | 162 9,00 500 040 (163 9,08 363 500 | 183 | 0,895 0,050 0,020 0,027
IM7/8S52 159 896 550 032|160 901 28 550|180 | 0,889 0,050 0,016 0,031
T800S/3900 | 151 8,20 4,00 033 | 152 825 272 4,00 | 168 | 0,903 0,049 0,016 0,024
T300/F934 | 148 9,65 455 030 (149 971 291 455 | 168 | 0,888 0058 0017 0,027
T700C-ply5 | 141 930 580 030 (152 936 281 580 | 163 | 0,871 0057 0017 0,036
AS4/H3S01 | 138 8,9 7,00 030 [ 139 901 270 7,10 | 162 | 0,857 0,056 0,017 0,044
T650/epoxy | 139 9,40 550 032 | 140 947 303 550 | 160 | 0,872 0,059 0,019 0,034
T4708/MR60 | 142 7,72 380 034 | 143 7,77 264 380 | 158 | 0,903 0,049 0,017 0,024
T700/2510 | 126 840 4,20 031 [ 127 845 262 420 | 144 | 0,883 0,059 0,018 0,029
AS4/MTM45 | 128 7,93 365 030 [ 129 797 239 365 | 144 | 0,894 0055 0,017 0,025
T700C-ply5 | 121 800 470 030 | 122 805 241 470 | 139 | 0,875 0058 0,017 0,034
Média: Camada Mestre (Q°) 0,885 0,051 0,016 0,032

Cv(%) 15 104 99 174
Desvio-padrdo 0,013 0,005 0,002 0,005

Fonte: Tsai et al. (2022) adaptado.

Nas linhas inferiores da Tabela 2.1, sdo apresentados os valores da camada mestre dos

coeficientes de variacdo de 10,4% e 17,4%, respectivamente.

CFRP, calculados com base na média dos valores de Q;, juntamente com 0s respectivos
coeficientes de variacao e desvios padrdo. Em particular, o componente Q,, normalizado pelo

traco teve o coeficiente de variacdo de apenas 1,5%, enquanto que Q,, € Q¢ apresentaram

A relacdo entre os componentes da matriz de rigidez da camada mestre e o médulo de

Tsai, resulta na matriz de rigidez reduzida, expressa como:

Qi1 = Qﬂ/llq

Q22 = Qggllq

Q2 = Q(lzg/llq

Q6 = Qggllq

(2.41)
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Outros célculos relativos a camada mestre foram apresentados por Vermes et al.
(2021a). Ele considerou um banco de dados com 200 CFRP, que apresentou menos de 2 % de
variacdo dos termos das matrizes normalizadas pelo trago. O grafico que demonstra essa

pequena variagdo é ilustrado na Figura 2.16 para 0s termos Q;4, Q25 € Qge-

Figura 2.16: Componentes da camada mestre dos CFRP
1.0
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Fonte: Adaptado de Vermes et al. (2021a).

Ha e Cimini (2018) verificaram que, além dos laminados de carbono epoxi, 0s
laminados aramida/epdxi também podem ser representados pelo conceito da camada mestre,
uma vez que apresentam variagdes nos parametros de rigidez normalizados pelo traco de no
maximo 2 %. Por outro lado, os laminados de vidro/epOxi exibem variagfes significativas
nesses parametros e, por isso, ndo podem ser representados pelo conceito de camada mestre.

Apesar das limitagcbes em representar toda a gama de materiais e da auséncia de rigor
matematico, o conceito de camada mestre fornece uma ferramenta valiosa para engenheiros e
projetistas permitindo facilitar a otimizacao das estruturas para diversas aplicac@es (Riccio et
al., 2024; Vermes et al., 2021a). A existéncia da camada mestre sugere que todos os CFRP
podem ser caracterizados por apenas uma propriedade mecénica: o traco da matriz de rigidez
(Zhao et al., 2024). Dessa forma, ao analisar, projetar e testar os compdsitos, considera-se
inicialmente a camada mestre e a solucdo geral obtida abrange todos os CFRP.

Ao caracterizar o comportamento mecanico de estruturas considerando o conceito de
camada mestre, ndo é necessario recalcular as matrizes para a modificacdo do material. O
modulo de Tsai pode ser usado como um parametro de escala para um grupo de materiais que

possuem a mesma camada mestre, reduzindo o nimero de variaveis de projetos e simplificando
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0s processos de otimizacdo dos compdsitos laminados (Riccio et al., 2024). Nesse sentido, ndo
s80 necessarias as quatro propriedades de rigidez do laminado para caracterizé-lo. Se o médulo
de Tsai for o dobro, o material é duas vezes mais rigido e apresentard a metade da deformacéo.

Considerando o mddulo de Tsai, a camada mestre e laminados duplo-duplo (DD), é
possivel encontrar métodos mais simples de projetar e fabricar, levando a economias
significativas de peso (Vermes et al. 2021). Essas abordagens fundamentam o desenvolvimento
das formulacGes e modelos que serdo apresentados nesta tese.

Nesta secdo, foram apresentadas definicbes de materiais compdsitos, relacdes
constitutivas de tensdo-deformacdo, a teoria classica de compositos laminados e laminados
duplo-duplo. Essas formulagbes e definigdes serdo utilizadas para desenvolver modelos de
laminados duplo-duplo e analisa-los. Na Secéo 2.2 sdo apresentadas defini¢oes e formulagdes

do comportamento de placas de laminado sob flambagem.

2.2  Flambagem de Placas de Compositos Simétricos

Placas de composito sob carregamento de compressdo e/ou cisalhamento estdo
suscetiveis as instabilidades, como a flambagem local e a flambagem global (Kollar e Springer,
2003). A Figura 2.17 (a) ilustra a flambagem local na fuselagem de uma aeronave e a Figura

2.17 (b) a flambagem global de um tanque de armazenamento.

Figura 2.17: Flambagem local da fuselagem de uma aeronave (a) e flambagem global de um

tanque de armazenamento (b).

Fonte: U. S. Air Force (2017).
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Conforme observa-se na Figura 2.17 (b), a flambagem global do tanque de
armazenamento resultou em uma falha catastréfica da estrutura. Em contraste, a flambagem
local ndo implicou na perda total da capacidade estrutural, resultando apenas em uma reducgéo
da rigidez. Esse modo de instabilidade oferece resisténcia pos-flambagem, oferecendo um
potencial significativo para a economia de peso estrutural (Batista, 2009; de Miranda Batista,
2010). Dessa forma, a determinacdo das cargas criticas e dos modos de flambagem é

fundamental para projetos eficientes das estruturas.

Para analisar a estabilidade das placas de compdsito, é necessario compreender o equilibrio das
forcas atuantes. A Figura 2.18 ilustra uma placa sob carregamento de compressao axial e lateral,

Ny e N,. Conforme Kassapoglou (2013), a equagéo de equilibrio de uma placa de composito

retangular sob carregamento no plano, Ny, Ny, e Ny, é dada por.

Xy
o*w o*w o*w
D117 + 2(D12 + 2Des) ax2 0y? + Dy Yt

0°w LN ow dw N 0°w
X 0x2 Yox dy Y dy?

(2.42)

=N

onde w é o deslocamento fora do plano da placa.

Como equacdo (2.42) ndo permite uma solucdo exata, recorre-se, portanto, a uma
formulacdo baseada em energia para a analise de estabilidade. Considerando uma placa de
comprimento a e largura b com uma sequéncia de empilhamento simétrica, ou seja, B = 0
(Figura 2.18), a energia de deformacdo associada a placa é determinada de acordo com a teoria
de placas finas de Kirchhoff, conforme a equacéo apresentada por Vescovini e Bisagni (2015):

12 (P 92w\’ 92w\’ 202w\’
= D, | — D, | — Des | =——
0=3 L L () o (52 +me )
(D 62W62W+D 62W262W+D 0°w 2 0°w q
12 9x2 Qy?2 16 9x2 0x dy 6 9y2 9x dy i

(2.43)

A energia potencial das forgas externas, considerando que a carga permanece constante

nas direcOes X e y, € determinada por:
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2

Q—lfafb AN (aW)ZHN (6W> + 2AN dyd (2.44)
“2)y Sy | ax Yo\ ay 0 5% ay | '

onde Ny, Nyo € Nyyo S30 as cargas longitudinais, transversais e de cisalhamento internas, as

quais estdo relacionadas com as cargas aplicadas por meio do parametro de carga A, conforme:
NXO = _}\NX Nyo = _}\Ny nyo = _}\ny (245)

As formulacBes para a flambagem de placas de compositos laminados com

empilhamento simétrico submetidas a compressao e ao cisalhamento sdo apresentadas nas

Secdes 2.2.1 e 2.2.2. No caso de carregamento por cisalhamento, considera-se a hipotese de
placas longas.

2.2.1 Flambagem por Compressao

2.2.1.1 Placa Simplesmente Apoiada: Empilhamento Simétrico

Para uma placa de comprimento a e largura b simplesmente apoiada nos quatro lados
sob carregamento de compressao biaxial, Ny, = 0, conforme a ilustra Figura 2.18, tem-se as

seguintes condigdes de contorno (Kassapoglou, 2013):

’w ’w 2.46
W=MX=(—D11§—D12W)=O emx=0e x=a ( )
92 92
w=My=(—D126—):2’—D226—;2’)=0 emy=0ey=Db (2.47)
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Figura 2.18: Placa sob compresséo biaxial
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Fonte: Autor.

A funcéo de interpolacdo do deslocamento w, que satisfaz as condi¢des de contorno de

apoio simples em todas as bordas é dada por (\VVescovini e Bisagni, 2015):

J

! : :
i
w = E E Oj; sin?sin]’%y (2.48)

i=1 j=1

onde i e j sd0 0s numeros de termos ao longo das dire¢bes longitudinal e transversal,

respectivamente, e w;; sdo as amplitudes, que podem ser determinadas a partir do principio da

energia potencial estacionéria, expresso como (Daniel e Ishai, 2006):

on _0U+9Q) _

_ (2.49)
a(Di]' O(Dij

Introduzindo a Equacéo (2.48) em (2.43) e em (2.44) e, em seguida, substituindo na
expressao do principio da energia potencial estacionaria (2.49), tem se o seguinte problema de

autovalor, ap6s manipulacdes algébricas (Kassapoglou, 2013):
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Ix] Ix]

w = z Grwk = 7\2 by oy (2:50)
=1 k=1

Em que Gy e by, com Gy = Gy e by = by, S80 expressos, respectivamente, por
(Kollar e Springer, 2002):

1 .4 i 2

.2 .2
1 1 ] ]

—2ab 0.0 (3) () @ + () () (1) ] o
<

D) )6 6 ()]

1 i\2 i\2 in j m
blk = Zab‘l’[2 [NX (g) + Ny (B) l Slk + abTEZNXy (ggrmirm- + ;E rimrn]-> (252)

Em forma matricial, tem-se a Equacéo (2.50) escrita como :

Gy G1(xp) byq bl(lx]) W1 0
: : -2 : - : { : }={} (2.53)

Gt Gaxpaxy bugpyr - Paxpaxp]/ \Caxm) {0

Como solucao trivial do problema de autovalor (2.53), tem-seque A=0e wx =0, 0
que indica que a placa se encontra em equilibrio estavel, sem a ocorréncia de flambagem.
Conforme destacado por Kassapoglou (2013), os termos de acoplamento flexao-torc¢éo, D4 €
D, S80 despreziveis em comparacdo com os demais termos D;4, D15, D, € Dgg. Com essa
simplificacdo, os autovalores A.. para 0os quais ocorre a flambagem da placa submetida a

carregamento no plano Ny e Ny, sdo determinados pela seguinte expressao:

i 2
TCZ [Dlli4 + Z(Dlz + 2D66 (5)

(@

D) +our ()]

)2J (2.54)

N

Ner = O‘cr)ij =

oo
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2.2.1.2 Placa Simplesmente Apoiada com um Lado Livre: Empilhamento Simétrico

Considera-se uma placa retangular de comprimento a e largura b, com um
empilhamento simétrico, simplesmente apoiada ao longo da aresta y = 0 e livre ao longo da
aresta y = b. As arestas paralelas ao eixo y (isto é, nas extremidades x = 0 e x = b) também
sdo simplesmente apoiadas. A placa esta submetida a compressao axial uniforme N, na direcédo

X, conforme ilustra a Figura 2.19.

Figura 2.19: Placa simplesmente apoiada em trés lados e um livre

- livre -

N, ]| sa ol sa| N,

i
Y

Sa [ ]

yLX

Fonte: Autor.

As condic¢des de contorno sdo definidas como (Kassapoglou, 2013):

wx=0)=wkx=a)=0 (2.55)
w(y=0)=0 (2.56)
2 2
MX=—D11(ZTV2V—D12667V2V=O emx=0 ex=a (2.57)
92 92
My:_Dlza_szv_ 22%20 em y:()ey:b (258)

Nesse caso, introduz-se uma constante n na expressao do deslocamento fora do plano

para atender as condi¢des de contorno (2.55)-(2.58), o qual é expresso por (Kassapoglou, 2013):
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1]
itx T
w = Z z Oj; sin— sm% (2.59)

i=1 j=1

A energia potencial da placa € definida considerando Ny, = 0 e Ny, = 0 na Equagéo

(2.44). Dessa forma, tem-se:

T i Y ) B i
S 2)y Jy [T\ ox? 22\ ay? %0\ ax ay

0%w 0%w
+2( 12575 2>ldxdy+ J J l)\Nxo ldydx

(2.60)

Pelo principio da energia potencial estacionaria, a(UmJ’__Q) =0, obtém -se (Kollar e
ij
Springer, 2003):
_ (™D 12D 2.61
Ner = (522 +5%) (25D

2.2.1.3 Placa Simplesmente Apoiada com um Lado Engastado: Empilhamento Simétrico

As cargas criticas de flambagem de placas com empilhamento simétrico, simplesmente
apoiadas, com um lado paralelo ao eixo x engastado (Figura 2.20), podem ser obtidas de
maneira semelhante a Equacédo (2.61). Entretanto, nesse caso o deslocamento fora do plano é

dado pela expressao (Whitney, 1987):
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em que:

w=(j+ 0,25

(2.63)
sinp — sinhp

coshp — cosu

Figura 2.20: Placa com trés lados simplesmente apoiados e um lado engastado
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Fonte: Autor.

Assim, para laminados simétricos, uma solucdo aproximada pode ser expressa conforme

proposto por Kassapoglou (2013):

™\ ? b? (a/i)? 2.64
NO = (E) [Dllm + 24‘4‘D22T + 233(D12 + 2D66)] ( )
2.2.1.4 Placa Simplesmente Apoiada com um Lado Engastado e Outro Livre:

Empilhamento Simétrico

Uma expressdo aproximada para o calculo da carga de flambagem de placas engastadas
ao longo do eixo y = b, livre ao longo do eixo y = 0 e simplesmente apoiada ao longo das
bordas x =0 e x = a (Figura 2.21) foi apresentada por Kassapoglou (2013). A placa é
submetida a uma compresséo uniaxial uniforme na direcdo x (Ny = 0). Nesse caso, a expressao

para a carga de flambagem é definida como:
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_m (a/i)? 12 .
Ncr = I:(;;i)z Dll + 1.25 abi DZZ + §D66] (2 65)

Figura 2.21: Placa com dois lados simplesmente apoiados, um livre e um engastado

. engastado 1 -

livre Y

YL-X

Fonte: Autor.

As equacdes (2.65), (2.64), (2.61) e (2.54) permitem calcular as cargas de flambagem
de laminados quadriaxiais, evidenciando que essas cargas dependem das rigidezes a flexdo D,
D;5, D,y € Dgg, das dimensdes a e b e do nimero de meias-ondas nas dire¢des x e na direcao
y. Dessa forma, os calculos devem ser realizados para diferentes combinacfes de i € j, que
definem o modo de flambagem correspondente. O menor autovalor obtido é o mais relevante,
pois indica 0 modo de flambagem que ocorre sob a menor carga externa.

Na secdo 2.2.2, serd apresentada a flambagem de placas longas de empilhamento

simétrico submetidas ao cisalhamento.

2.2.2 Flambagem por Cisalhamento

Considera-se uma placa longa retangular de espessura constante e empilhamento
simétrico, cujo comprimento é grande em comparacdo com a largura (a > b). A placa esta
submetida a uma carga de cisalnamento uniforme N,,. Supondo que a placa seja infinitamente
longa na direcdo longitudinal, analisam-se dois conjuntos de condi¢Ges de contorno aplicados
nos lados longitudinais: simplesmente apoiados e engastados. A Figura 2.22 ilustra a placa sob

essas condi¢des de contorno.
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Figura 2.22: Placa sob cisalhamento
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Fonte: Autor.

Conforme Mittelstedt, Erdmann e Schroder (2011), a energia potencial total da placa

pode ser formulada supondo que os esforgos normais sejam nulos, Ny, = 0 € Ny, = 0. Nessas

condices, a expressao da energia potencial é dada por:

1 (M b 2w\’ 0*w 292w\’
Q== D _— D _— D e
vt ZL —[0 “<6X2> " 22<6y2)+ 66<0XaY>
(o 62w62w+D 62w262w+D 0%°w 2 9%w q
12 9x2 dy2 16 9x2 0x dy 26 9y2 9x Ay Xy

(2.66)

+1jlljb[2m awaw]dd
2), J, 0 9% ay | Y

em que A, representa o comprimento de meia-onda de flambagem.

Os termos D;4 € D, podem ser desconsiderados para laminados simétricos. Dessa
forma, desenvolvem-se as formulagBes correspondentes as duas condi¢des de contorno

aplicadas a placa: simplesmente apoiada e engastada, considerando D, = D,¢ = 0.

2.2.2.1 Placa Simplesmente Apoiada

Para a placa simplesmente apoiada (Figura 2.22), consideram-se as seguintes condi¢fes

de contorno:

wiy=0)=w(y=b)=0 (2.67)

z i 268
My(y=0)=_Dzza—;2v=0 My(y=b)=—D226_yv2v=0 (2.68)
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Supondo-se a placa como infinitamente longa, ndo h& a imposi¢do de condi¢bes de
contorno especificas nas bordas transversais.
Conforme Mittelstedt, Erdmann e Schroder (2011), o deslocamento fora do plano que

atende as condicdes de contorno (2.67-2.68) € expresso por:

J
w = Z ;; sin [/13 (x — Azy)] sinnb?y (2.69)
P 1

I
=1 j=1

em que A, é a inclinacdo do modo de flambagem.

Introduzindo a Equacdo (2.69) na Equacédo (2.66) e, em seguida, substituindo na
expressdo do principio da energia potencial estacionaria (2.49), tem-se a seguinte formulacao
de forma fechada para a carga critica de flambagem, conforme Mittelstedt, Erdmann e Schroder
(2011):

2 D11b*+D,5(A1+64325b%+25b*)+2(D12+2Dg6) (A2 +23b2)b? (2.70)

N.. =
cr 2222,b%

A carga critica € o menor valor que satisfaz os seguintes requisitos:

ON., ON.,
oA, =0 oA, = (2.71)
Desenvolvendo (2.71), obtém-se:
+[Dy1 + Dzzllzl + 2(Dyp + 2D66)/1§
Al = b
Dy,
(2.72)

\/13 — 3D, — (D1, + 2Dg6) b?

Azz

em que:

13 = \/12DZZA% [DZZAE + (D12 + 2D66)b2] + [3D11D22 + (D12 + 2D66)2]b4 (273)
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Mittelstedt, Erdmann e Schroder (2011) propuseram um processo iterativo para obter
A1 € 45, com base nas Equacgdes (2.72) e (2.73). O procedimento tem inicio com a escolha de
um valor inicial para 4, geralmente adotando-se A; = b. A partir disso, realiza-se a primeira
iteracdo para calcular uma estimativa inicial de A, = 4,;. Um novo valor A, =4;, €
determinado, levando a uma atualizagdo de A, = A, ,, e assim por diante. O processo € repetido
até que os valores consecutivos de 1; e A, atinjam convergéncia, isto €, quando A, ; = A,;_, €
Agi—1 = A3;_1, dentro de uma tolerancia da ordem de 10~3. De acordo com os autores, nos
exemplos considerados no estudo, foram necessarias apenas 4 a 5 iteracGes para alcancar a
convergéncia, evidenciando a eficiéncia do método proposto.

Kollar e Springer (2003) também apresentaram uma formulacdo para placas longas
submetidas ao cisalhamento. Além de considerarem a razdo de aspecto elevada (a > b), 0s
autores assumiram que ocorre deformacdo cilindrica ao longo do comprimento da placa, sendo

que essas consideracdes sao validas quando:

a> 3b4 h (2.74)
\I D22

Nesse contexto, o deslocamento fora do plano, descrito pela equacéo (2.48), e a energia

potencial total da placa (2.66) podem ser considerados. Aplicando o principio a energia

potencial estacionaria, a(;m) = 0, Kollar e Springer (2003) derivaram uma expressdao em

forma fechada para a carga critica de flambagem de placas longas com empilhamento simétrico,

dada por:
= \/D11(D2,)3(8.125 + 5.045K) K< 1 (2.75)
07 )4 1.46
b_z\/DZZ(D12 + 2Dg6) (11-71 + ?) 1<K
em que K = 2Deetlrz

vD11D22
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2.2.2.2 Placa Engastada nas Longitudinais

De forma semelhante, Mittelstedt, Erdmann e Schroder (2011) apresentaram uma
formulacédo para placas engastadas nas longitudinais (Figura 2.22) sob cisalhamento uniforme
Ny, sendo que as seguintes condi¢des de contorno séo validas:

wiy=0)=w(y=b)=0 (2.76)

Além disso, as rotaces nos lados engastados sdo nulas:

ow —0, ow =0 (2.77)
ay y:O ay y:b

Assim, o deslocamento fora do plano que satisfaz os critérios estabelecidos pelas
equacOes (2.76) e (2.77) é expresso por:

1 ]
_ O i [ (x _cos ™ (2.78)
W—Zz > sin [/11 (x Azy)] [1 cos —

A carga critica de flambagem para uma placa infinita com condicdes de contorno de
engaste submetida ao carregamento de cisalhamento pode ser determinada pela substituicdo da
Equacdo (2.78) na Equacéo (2.66), e considerando o principio da energia potencial estacionaria

(2.49). Dessa forma, a expressdo de forma fechada é escrita (Mittelstedt, Erdmann e Schroder,
2011):

N = 7TZ3Dllb”=+022(16/1’i‘+24/1§/1§bz+3/1‘2’194)+2(D12+2D66)(4A"{+3A§bz)bz (2.79)
e 6121, b*

As condigdes impostas pela Equagéo (2.71) resultam nas seguintes expressoes:
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) D,,

(2.80)

VA3 = 3D2342 — (D13 + 2Dg6)b?

em que:

A3 = \/16D22[2D22/1% + (D13 + 2Dge)b%]A% + [3D11D;, + (D13 + 2Dg6)? ] b* (2.81)

O mesmo procedimento iterativo descrito anteriormente pode ser aplicado para calcular
i € A2, que, entdo, sdo substituidos na Equagéo (2.79) para determinar a carga critica.

Kollar e Springer (2003) também apresentaram uma formulac&o de forma fechada que
foi obtida por metodologia semelhante a apresentada por Mittelstedt, Erdmann e Schroder

(2011). Essa expressao para carga critica de flambagem de placas longas de laminado simétrico

é dada por:

4

— 3/D11(D2,)3(15.07 + 7.08K) K< 1

Ng={,P (2.82)
0 4 3.56
b—z\/DZZ(D12 + 2Dge) (18.59 + 2 ) 1<K
_ 2D66+D12

emque K = JDribw

As expressdes (2.70), (2.75) (2.79) e (2.82) permitem avaliar a carga critica de
flambagem de placas longas de laminados quadriaxiais sob cisalhamento. Verifica-se que essas
expresses dependem da largura b da placa e da rigidez a flexao.

Este capitulo apresentou os fundamentos da teoria classica de laminados, bem como as
caracteristicas dos empilhamentos de laminados quadriaxiais e duplo-duplo. Foram também
descritas as formulacGes para a analise de flambagem de placas de compdsitos de laminados
quadriaxiais, considerando diferentes condicbes de contorno e carregamentos. Esse
embasamento tedrico fornece o suporte necessario para o desenvolvimento das formulacGes

propostas neste trabalho. No capitulo seguinte, sdo descritos os procedimentos metodoldgicos,
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com destaque para o desenvolvimento das soluces analiticas e da estratégia de projeto

proposta.
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3 METODOLOGIA

Neste capitulo, sdo apresentados o0s procedimentos considerados para o
desenvolvimento das expressdes de forma fechada para a analise da flambagem de laminados
duplo-duplo. Além disso, detalha-se o critério pratico de projeto proposto para placas longas
submetidas a flambagem por cisalhamento. Por meio das expressdes de forma fechada, realiza-
se um estudo comparativo entre os laminados duplo-duplo e quadriaxiais. As sequéncias de
empilhamento consideradas nesse estudo sdo detalhadas na Secdo 3.1. Em seguida, sé@o
descritas as formulacGes da teoria classica de laminados adaptadas para os laminados duplo-
duplo, incluindo os célculos das matrizes de rigidez adimensionalizadas. Por seguinte, sdo
apresentadas as expressdes de forma fechada para a andlise de flambagem de placas de
laminados duplo-duplo submetidas a cargas compressivas e de cisalhamento. No caso de
cisalhamento, o estudo concentra-se em placas longas. Essas analises foram desenvolvidas no
software MATLAB.

Por seguinte, é apresentado o critério pratico de projeto para laminados duplo-duplo
resistentes a flambagem por cisalhamento, utilizando camadas pré-fabricadas disponiveis
comercialmente. Nesse critério, é considerado a assimetria do laminado duplo-duplo, o conceito
de camada mestre e 0 Modulo de Tsai. O objetivo do critério proposto € maximizar a carga de
flambagem dos laminados duplo-duplo.

Por fim, sdo apresentados os procedimentos para o desenvolvimento dos modelos
numéricos, os quais foram desenvolvidos no Ansys Workbench considerando o mddulo Ansys

Composite.

3.1  Defini¢do das Sequéncias de Empilhamento Equivalentes

Para o estudo comparativo da flambagem de laminados quadriaxiais e duplo-duplo
submetidos a cargas compressivas e de cisalhamento, utilizou-se a ferramenta MICMAC 6.0,
disponibilizada gratuitamente por Tsai et al. (2022), para identificar as sequéncias de
empilhamento de laminados duplo-duplo com rigidez equivalente a dos laminados quadriaxiais.

A selecdo da sequéncia de empilhamento foi baseada no tipo de laminado: neutro,
flexivel e rigido (Tsai, 2021). Os laminados rigidos sdo caracterizados por 50 % ou mais de

camadas de 0° ou 90° enquanto os laminados flexiveis consistem predominantemente em
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camadas de +45°. Dessa forma, foram selecionados para a investigagéo trés tipos populares de
laminados quadriaxiais: laminado neutro [0/+45/90]s, rigido [05/4+45/90] e flexivel

[0/£45,/90]s, cujos laminados duplo-duplo equivalentes sdo descritas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Sequéncias de empilhamento

Sequéncia de empilhamento

Camadas Classificacao Quadriaxial Duplo-duplo
8 Neutro [0/+45/90]s [+0/+44]2r
16 Rigido [05/4+45/90]s [£0/422] 47
20 Flexivel [0/+45,/90]s  [+22/450]s57

Verifica-se pela Figura 3.1, que o laminado neutro possui 8 camadas, o rigido 16
camadas e o flexivel 20 camadas. Os laminados duplo-duplo equivalentes sao
[£0/+44],7, [£0/£22]47 € [£22/450]s7, respectivamente.

Nesse estudo comparativo, foram utilizadas as formulagdes apresentadas nas Secoes 3.2
e 3.3, que descrevem, respectivamente, a fundamentacéo teorica e a formulacdo da flambagem

de placas.

3.2 Fundamentacdo Teorica

A homogeneizacao dos laminados duplo-duplo permite caracteriza-los considerando as
propriedades de rigidez de apenas um bloco de construcdo representativo, [+®/+¥] (Zerbst et
al., 2024). A matriz constitutiva da k-ésima camada, com k = 1, 2, 3 e 4, desse bloco

representativo é escrita como:

[Qlk = [Tl [QI[T]k 3.1)

onde a matriz de transformacédo [T]y é dada por:
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cos?(0) sin?(0) 2sin(0)cos(0)
[T]x = sin?(0) cos?(8) —2sin(0)cos(0) (3.2)
—sin(0)cos(8) sin(0)cos(0) cos?(0) — sin?(0)

emque 6 = [+®, -, +¥, -¥ | parak € {1,2,3,4}.

Dessa forma, as matrizes de rigidez apresentadas por Kollar e Springer (2002) (Equacao

(2.30)), podem ser escritas para laminado duplo-duplo da seguinte forma:

4 4 4
Ay = Z(Qii)k(zk —Zg_1) = Z(Qij)k (tl%) = l‘tplyZ(Qi]‘)k
k=1 k=1

k=1

4
1 _
Bij = EZ(Qij)k(Zl% - Zl%—l) (3-3)
k=1
1 4
Dij = §k§=:1(6ij)k(Zﬁ - Zl%—l)

Para o desenvolvimento da formulagdo, as matrizes da Equagdo (3.3) foram
adimensionalizadas através da normalizacdo pela espessura, consideracao realizada por Kappel
(2023), e pelo mddulo de Tsai, definido por Tsai e Melo (2014):

4
1 1 —
A" = A= Z(Qu)
lgtam  4lg&a
g 2 g1 (3.4)
Iqtlzam 8I‘2t§1qu
« 12 _ 3
D" = lqtam 16538 1g

onde t),m € ty)y @ espessura total do laminado e a espessura de cada camada, respectivamente.

ply

Essas matrizes adimensionalizadas permitem que a espessura e 0 material sejam
ajustados posteriormente, possibilitando a adaptagéo da espessura para cada regido da estrutura.
Além disso, permite monitorar os termos da matriz de acoplamento B rapidamente. A se¢éo 3.3

apresenta a flambagem de placas.
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3.3 Flambagem de Placas de Laminado Duplo-Duplo

Considerando a homogeneizacao dos laminados duplo-duplo, os componentes da matriz
de rigidez a flexdo, D;, € D3, ndo contribuem de forma significativa na resposta da estrutura.
Dessa forma, nesse trabalho, assume-se que D;, e D, sdo despreziveis. Portanto, a equagdo de
equilibrio para placas, conforme descrita por Kassapoglou (2013) (Equacéo (2.42)), pode ser
reescrita para laminados duplo-duplo como:

16r3t3, 1 94w
T( ot 2(Di, + 2D},

) a*tw . 0*w - N 02w+ (3.5
67 gx2 dy? 22 ay* T X gx2

ow ow %w
XY ox oy Y ay2

2N

onde w é o deslocamento fora do plano da placa.
O problema de flambagem é solucionado considerando-se o principio da energia
potencial minima (2.49), em que a energia de deformacéo por flexdo (2.43) associada placa

pode ser reescrita para os laminados duplo-duplo da seguinte forma:

. 116r3tglquf . 92w\’ 4 2D 62w62w+ Ds 32w\’
) 3 o\ ox2 12 9x2 gy2 22\ ayz2 (3.6)
+apg, (22 2 4 apy, WOW s WO 4
66\ ax ay 16 9x2 dy?2 26 9y2 9x dy

Verifica-se que o resultado da integral da equacédo (3.6) ndo se modifica ao alterar o
material e a espessura do laminado.

3.3.1 Flambagem de Placas sob Compressao

Nesta secdo, sdo apresentadas as formulagdes para a flambagem de placas submetidas a
compressdo, considerando diferentes condi¢Ges de contorno: simplesmente apoiada nos quatro
lados, simplesmente apoiada com um lado livre, simplesmente apoiada com um lado engastado
e simplesmente apoiada com um lado livre e outro engastado. Em particular, a subsegéo

seguinte apresenta o caso de uma placa simplesmente apoiada nos quatro lados.
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3.3.1.1 Placa Simplesmente Apoiada nos Quatro Lados

No estudo, foram apresentadas expressdes de forma fechada para a flambagem de placas
simplesmente apoiadas submetidas a compressdo axial e lateral, bem como placas sob
compresséo axial apenas. Na Secdo 3.3.1.1.1, apresenta-se as formulagdes da flambagem dessas

placas sob carregamento axial e lateral.
3.3.1.1.1 Placa sob Carga de Compressao Biaxial

Inicialmente, considerou-se uma placa simplesmente apoiada nos quatro lados e

submetida a cargas de compressao, N, e N,,, conforme ilustra a Figura 3.1.

A placa possui comprimento a e largura b. As condig¢des de contorno definidas por

Kassapoglou (2013) para laminados simétricos podem ser reescritas da seguinte forma:

16131 2w 92w
=—plyq( * x )=O emx=0ex=a @.7)

3 T P11 G2 T V12 dy?

16rt3),1 . 02w « 0%w
W=My=—§lyq(— IZE_DZZF)=O emy=0ey=b (38)

Figura 3.1: Placa simplesmente apoiada sob compressao biaxial

N

y
4 4
. sa oL
Nx : sa o sa : Nx
- | 3 N
- sa \ )
y A A A A A
L'X

NY

Fonte: Autor.
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A equacdo (2.48) satisfaz todas as condigOes de contorno listadas nas Equag0es (3.7)-
(3.8). Por meio da substituicdo da Equacédo (2.48) em (3.6) e aplicando o principio da energia
potencial minima (2.49), obtém-se as expressdes das cargas de flambagem. Considerando a

definicdo dada pela Equacao (3.4), pode-se definir o seguinte fator nessas expressoes:

3
f Iqtam _ Iq(4rtpy) _ 161qt5), 13 (3.9)
12 12 3

Dessa forma, a expressao da carga de flambagem definida por Kassapoglou (2013) pode

ser escrita para laminados duplo-duplo como:

N =f nz[D"{li4+2<D’12+2D26)(izjz)(a/b)z+D§Zi4(a/b)4]] (3.10)
0 =

a2[i2+(Ny/Ny)j2(a/b)?]
A carga de flambagem N, é funcdo do nimero de meias-ondas i na direcdo x e j na
direcdo y. A carga de flambagem critica (Ncr) é obtida para os valores de i e j que minimizam

N,.

3.3.1.1.2 Placa sob Compressdo Axial

Posteriormente, analisou-se um caso particular de uma placa retangular sob compresséo,

considerando N,, = 0. Assim, a equagdo (3.10) pode ser reescrita como (Kassapoglou, 2013):

n? [D§1i4+2(D§2+2D26)(i2]'2)(a/b)2+D§2]'4(a/b)4]] (3.11)
a2i?

No = f|

Como mencionado anteriormente, a carga critica de flambagem é determinada quando

i e j assumem os valores que minimizam N,,.
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3.3.1.2 Placa Simplesmente Apoiada em Trés Lados e um Livre

Para verificar a validade da metodologia para outras condi¢Ges de contorno, considerou-
se 0 caso de uma placa com trés lados simplesmente apoiados e um lado livre, sob compresséo

axial, conforme demonstrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Placa simplesmente apoiada em trés lados e um livre

- livre <

N, ]| sa alsal N,

v
QO
L

i

g sa \

4 A

yLX

Fonte: Autor.

De acordo com Kassapoglou (2013), a equacéo de equilibrio para esse caso é a mesma

da equagdo (3.5) com N, = 0, escrita como:

o*w

9w (3.12)
0x2 0y?

o%w
* —_— —
+ D22 6y4) - NX 0x2

* 64 * *
f(D11 % + 2(D12 + 2D66)

As condiges de contorno séo definidas como:

wx=0)=wx=a)=0 (3.13)

w(y=0)=0 (3.14)

. 0%w « 0w 3.15

MX:_Dllﬁ_Dlzﬁ:O emx=0e x=a ( )
« 02 « 07 .

My=—D126—X‘;V— 22%zO emy=0ex=Db (3.16)
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A expressdo do deslocamento fora do plano é ajustada para satisfazer as condicGes de
contorno (Equag0es (3.13)-(3.16)), incorporando uma constante n na componente do eixo Yy,

sendo definida como:

! : :
inx
w = z z Oj sin% sin n—];ty (3.17)

J
i=1 j=1

Conforme Kollar e Springer (2003), substituindo o deslocamento fora do plano (3.7) na
Equacéo

(3.6) e aplicando o principio da energia potencial estacionaria (2.49), obtém-se a

expressdo da carga de flambagem. Dessa forma, a carga de flambagem é dada por:
_ ¢(™?Di; , 12Dg 3.18
N, =f (3—2“ + ?66) (3.18)

3.3.1.3 Placa Simplesmente Apoiada em Trés Lados e um Lado Engastado

Posteriormente, foi considerada uma placa com trés lados simplesmente apoiados e um
engastado, conforme ilustrado na Figura 3.3. A metodologia previamente definida também é

aplicada a esse caso.

Figura 3.3: Placa com trés lados simplesmente apoiados e um lado engastado

. Engastado ! -

N, | sa ol sa|[ N,

)
Y

sa ]

ny

Fonte: Autor.
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Dessa forma, a expressdo para calculo da carga de flambagem apresentada por Kéllar e

Springer (2002), pode ser reescrita como:

=3 ) [Dn( O+ 2.44D5, @A 1 2.33(D;, + 2D3)| (3.19)

3.3.1.4 Placa Simplesmente Apoiada em Dois Lados, Um Lado Engastado e Outro Livre

A Figura 3.4 ilustra as condi¢6es de contorno da placa seguinte, que possui dois lados

simplesmente apoiados, um lado livre e um engastado.

Figura 3.4: Placa com dois lados simplesmente apoiados, um livre e um engastado

. engastado 1 -

N, ]| sa ol sa|[ N,

i
Y

g livre Y )

ny

Fonte: Autor.

Nesse caso, a expressdo da carga de flambagem é baseada na formulacdo apresentada

por Kassapoglou (2013) e pode ser escrita como:
No = f[-7 D3y +1.25 %22 D3, + 2 g (3.20)

Nas equacgOes (3.10), (3.11), (3.18), (3.19) e (3.20), observa-se que, para um dado
laminado duplo-duplo, apenas o fator f é modificado no célculo da carga de flambagem quando
a espessura ou 0 material sdo alterados. Esse fator depende do invariante do material e da

espessura do laminado e, consequentemente, do nimero de repeticdes do sublaminado. Isso
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permite ajustar rapidamente a espessura das diferentes areas da estrutura e modificar o material,
sem a necessidade de recalcular as expressoes.
Na secdo 3.3.2, sera apresentada a flambagem de placas longas submetidas ao

cisalhamento.

3.3.2 Flambagem de Placas Longas sob Cisalhamento

Nesta secdo, é abordada a flambagem de placas longas de duplo-duplo submetidas ao
cisalhamento, considerando duas condi¢Ges de contorno aplicadas nos lados longitudinais:
simplesmente apoiados e engastados. A Figura 3.5 ilustra a placa sob essas condicBes de
contorno.

Figura 3.5: Placa sob cisalhamento

Engastado

Y

N 5

—— —— —— —— —— —— —— xY ¥

l Engastado

] l Simplesmente apoiado
—_—— ——— ——— ——— - ——— - ——— '\
M

ny i

Simplesmente apoiado

Fonte: Mapa e Avila (2025).

Além de considerar a placa como longa (a > b), assumiu-se deformacéo cilindrica ao
longo de seu comprimento. Reescrevendo a Equacdo (2.74) para laminados duplo-duplo,

verifica-se que essas consideragdes sao validas quando:

a> 3b4 D_il (321)
\J D3,
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3.3.2.1 Placa Simplesmente Apoiada

Primeiramente, considerou-se a placa simplesmente apoiada. Para esse caso, O
deslocamento fora do plano (equacdo (2.48)) e a equacdo de equilibrio (3.5) podem ser
considerados, em que Ny e Ny sdo nulos. Dessa forma, a expressao de forma fechada para a
carga de flambagem de laminados duplo-duplo, baseada na formulagao apresentada por Kollar
e Springer (2002), é escrita como:

2 £%/D3, (D5,)7(8.125 + 5.045K) K< 1 (3.22)
No =14 N 1.46
= £,/D3, (D, + 2D (11 71 +—) 1<K
2D;,+D]
em que K = =%&6——-12
a JDi:D5,

3.3.2.2 Placa Engastada das Longitudinais e Simplesmente Apoiada nas Transversais

O deslocamento fora do plano para uma placa simplesmente apoiada nas transversais e
engastada nas longitudinais pode ser dado por (Chiara, 2015):

. i J imx (]—ﬂ e w (323)

(01] sm— cos oS
b b
i=1 j=1

Substituindo o deslocamento fora do plano (3.22) na Equacao

(3.6) e aplicando o principio da energia potencial estacionaria (2.49), obtém-se a
expressdo da carga de flambagem, formulada com base em Kollar e Springer (2003):

VDi;(D3,)3(15.07 + 7.08K) K< 1
/D3, (D3 + 2Dg) (18 59 +K—) 1<K

2Dge+D72

VD11D3,

emque K =
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As expressoes (3.22) e (3.24) permitem avaliar a carga critica de flambagem para placas
longas de laminados duplo-duplo sob cisalhamento. Essas expressoes e as expressdes da secéo
3.3.1 permitem a avaliacdo rapida da carga de flambagem, pois D* ndo se altera a medida que
0 numero de repeticdes do sublaminado e/ou o material é alterado. Basta alterar o invariante
e/ou a espessura para refletir as alteracfes desejadas.

Posteriormente, desenvolveu-se uma estratégia de projeto para a analise de flambagem
de placas longas de laminado duplo-duplo submetidas ao cisalhnamento. Essa estratégia baseia-
se em um modelo matematico formulado a partir da abordagem de Mittelstedt, Erdmann e
Schroder (2011), considerando-se 0 modulo de Tsai e 0 conceito de camada mestre. Essa
estratégia de projeto € detalhada na se¢éo 3.4.

3.4 Estratégia de Projeto para Laminados Duplo-Duplo sob Cisalhamento

Embora os laminados propostos na Secdo 3.1 sejam baseados em Tsai (2021) e
fundamentados na mecéanica de materiais compositos, a fabricacdo destes pode ser desafiadora
devido as orientacdes especificas das fibras. Dessa forma, esta tese apresenta um critério pratico
de projeto para placas longas de laminados duplo-duplo submetidas a flambagem por cargas de
cisalhamento, considerando um espaco de projeto de camadas pré-fabricadas. Analisam-se dois
conjuntos de condicGes de contorno aplicados nos lados longitudinais: simplesmente apoiados
e engastados. Na Secéo 3.4.1 sdo definidos os empilhamentos estudados.

3.4.1 Definicdo de Empilhamentos Duplo-Duplo com Camadas Comercialmente
Disponiveis

Neste estudo, conforme mostrado por Mapa e Avila (2025), considerou-se o espaco de
projeto composto por apenas sequéncias de empilhamento de camadas pré-fabricadas
disponiveis comercialmente, como pré-impregnados unidirecionais de carbono/epdxi (0° e 90°)
e pré-impregnados de carbono/epoxi de tecidos (£30°, +45°, £60°). Dessa forma, os angulos ®
eV foram selecionados da seguinte lista: 0°, £30°, £45°, £60° ¢ 90°. Nesse contexto, 0 espacgo

de projeto abrange um total de 23 empilhamentos, os quais estdo listados na Tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Combinagdes comerciais de duplo-duplo (Mapa e Avila, 2025)

LP/ED 0° + 30° + 45° + 60° 90°
0 - [+0/+30] [+0/+45] [+0/£60] [+0/£90]
+ 30° [+30/+0] [+30/+30]  [+30/+45]  [+30/+60]  [+30/+90]
+ 45° [+45/+0] [+45/£30]  [+45/+45]  [+45/+60]  [£45/+90]
+ 60° [+60/+0] [+60/+30]  [+60/+45]  [+60/+60]  [+60/+90]
90° [+90/+0] [+90/£30]  [+90/+45]  [£90/+60] = ------

Algumas sequéncias de empilhamento apresentadas na Tabela 3.2 sdo equivalentes
entre si, ou seja, apresentam a mesma rigidez. Portanto, a verificacdo da carga de flambagem ¢
necessaria apenas para 13 combinacdes distintas. Essas combinacdes, juntamente com seus

empilhamentos equivalentes, sdo apresentadas na Tabela 3.3.

Tabela 3.3: Duplo-duplo equivalentes (Mapa e Avila, 2025).

[EP/=0]
[+30/+0] = [+0/+30]  [+45/+30] = [+30/+45]  [+60/+45] = [+45/+60] [+30/30]
[+45/+0] = [+0/+45]  [+60/+30] = [+30/260]  [+90/45] = [+45/+90] [+45/+45]
[+60/+0] = [+0/+60]  [+90/+30] = [+30/+90]  [+90/+60] = [+60/+90] [+60/+60]

[£0/£90] = [£90/20] ~  ------mmmmmmmommmoemen emmmemeeeeceoecooee oo

Os empilhamentos apresentados na Tabela 3.3 foram considerados no algoritmo que é
apresentado detalhado na Secdo 3.4.3. Na Secdo 3.4.2 s@o apresentadas as formulacbes do

modelo matematico.

3.4.2 Modelo Matemaético

O conceito de camada mestre desenvolvido por Tsai e Melo (2014) para laminados
carbono/epdxi pode ser considerado no desenvolvimento de uma estratégia de projeto para
laminados duplo-duplo. A matriz de rigidez reduzida da camada mestre Q°M é dada por (Tabela
2.1):

0,8849 0,0167 0
Q™ = [0,0167 0,0525 0 (3.25)
0 0 00313

Considerando o conceito de camada mestre, as matrizes de rigidez podem ser definidas
como (Mapa e Avila, 2025):
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k
A =" @ = )
k=1

& (3.26)
BEM =2 @Mk - 7o)
k=1

k
1 _
DM = 2> @z - %)
k=1

onde _%M é a componente da matriz de rigidez da camada mestre, localizado na i-ésima linha

e j-ésima coluna, referente a k-ésima lamina. O nimero total de laminas é representado por k.

Para laminados duplo-duplo, k € igual ao nimero de repeti¢des multiplicado por 4 (k = 4r).
Como os laminados duplo-duplo sdo laminados assimétricos, as Equacdes (2.39),

apresentadas por Huang e Qiao (2021), podem ser reescritas com base na camada mestre da

seguinte forma:

ACMI — (ACM)—l
BCM = —(ACM)-1BCM (3.27)
DM’ — pCM _ BCM(ACM)—lBCM

A partir das Equac0es (3.27), é possivel escrever matrizes equivalentes as apresentadas

por Huang e Qiao (Equagéo (2.39)), considerando o modulo de Tsai I, conforme segue:

ACMI
A =—
Iq
I (3.28)
r_ cMm’
D' =1,D

Considerando a matriz de rigidez a flexdo descrita na Equacéo (3.28), a equacdo de

equilibrio da placa sujeita apenas a esforgos de cisalhamento no plano (ou seja, com N, = Ny, =

0) pode ser expressa como:
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, 0*w

4 4
Diy 55 + 2D} + 2Dje) sy + D T3 IWIW _ (3.29)

- D - -
%2 0y? + D22 ay* XY 9x oy

O problema de flambagem € solucionado considerando o principio da energia potencial
minima (2.49). Considerando-se a Equacdo (3.28), a expressdo da energia potencial pode ser

reescrita como:

vra=t [ [ for () o og () 4 oo (22
S 2), Jy | M\ ox? 22\ ay? %6 \ ax dy

0%°w d*w 0%°w 2 9%w , 0*w20%w
+2 xdy

! !

- 4D, —- 4D, —
12 9x2 gy?2 T D1e 0x? 0xdy T D26 dy? 0xdy
+ 1jllfb[2m 6w6w]d d
2), J, 0 9% ay | Y

Para laminados duplo-duplo homogeneizados, admite-se que D4 = D, = 0.

(3.30)

As Secles 3.4.3 e 3.4.4 apresentam as formulagdes para a andlise de placas com lados
longitudinais simplesmente apoiados e com lados longitudinais engastados, considerando as

simplificacGes adotadas para os laminados duplo-duplo- homogeneizados.
3.4.2.1 Placa simplesmente apoiada

Para a placa simplesmente apoiada as condi¢fes de contorno séo expressas como:

wiy=0)=w(y=b)=0 (3.31)

; 0Pw

) 0 _
My(y = 0) = —Dj; 55 =0 My(yzb):_Dzza_;zo (3.32)

Como a placa em consideracdo € assumida como infinitamente longa, ndo ha a
imposicéo de condigdes de contorno especificas nas bordas transversais.

O deslocamento fora do plano (2.69) satisfaz as condi¢des de contorno listadas nas
Equacdes (3.31)-(3.32). Por meio da substituicdo da Equagdo (2.69) em (3.30) e aplicando o

principio da energia potencial minima (2.49), obtém-se as expressdes das cargas de flambagem.
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Nesse caso a expressdo de forma fechada apresentada por Mittelstedt, Erdmann e Schroder

(2011), pode ser reescrita como:

2 Di,1b*+D%, (At +6A322b2+A5b*)+2(D,+2Dgg ) (A2 +22b?)b? (3.33)

N =—
cr 2A22,b*

A carga critica € o menor valor que satisfaz os seguintes requisitos:

ONg 0 N,
oA, A,

=0 (3.34)

Desenvolvendo (2.71), obtém-se:

o " Dt D58 + 20, + 2D
1 D,

(3.35)

_ /A5 —3D5, A2 — (DY, + 2Dg)b?

J/3D5,b

em que:

A3 = \/12D’22/@ [D},4% + (D}, + 2Dg¢)b?] + [3D3, D5, + (D], + 2Dgg)?]b* (3.36)

Conforme Mittelstedt, Erdmann e Schroder (2011), embora seja possivel apresentar
expressoes explicitas para A1 e A2 no caso de materiais isotropicos, para placas de compdsitos
laminados é necessario empregar um procedimento iterativo. O procedimento tem inicio com

a escolha de um valor inicial para 1,, geralmente adotando-se A; = b.

3.4.2.2 Placaengastada

Para o caso da placa de laminado duplo-duplo engastada nas longitudinais, os critérios
estabelecidos pelas Equacdes (3.37) e (2.77) e a expressdo do deslocamento fora do plano (2.78)
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podem ser considerados. Dessa forma, substituindo (2.78) na expresséo da energia total (3.30)
e aplicando o principio da energia estacionéria (2.49), tem-se a expressao de forma fechada para

laminados duplo-duplo (Mapa e Avila, 2025):

2 3D1,b*+D},(16A%+2442A3p2+345b*)+2(D,+2Dgg ) (4A3+323b2%)b? (3.38)
6131,b*

N¢p =

As condigdes impostas pela Equagéo (2.71) resultam nas seguintes expressoes:

s b « 3 D, + D),A% + 2(D}, + 2Dj) A3
! D3,
(3.39)

VA3 — 3D5,2% — (D}, + 2D4)b?

J/3D,b

em que:

A3 = \/16D'zz[2D'zz/1§ + (D, + 2Dge)b?] 2% + [3D}, Dy, + (DY, + 2Dge)?]b*  (3.40)

O mesmo procedimento iterativo descrito anteriormente pode ser aplicado para calcular

M e A2, que, entdo, sdo substituidos na Equagao (3.38) para determinar a carga critica.
3.4.3 Implementacédo da Formulagio

A identificacdo do empilhamento de laminado duplo-duplo, composto por camadas
comercialmente disponiveis, mais adequado para uma placa longa de largura b e submetida a
uma carga N,,, € realizada por meio do algoritmo proposto, ilustrado na Figura 3.6. Esse
algoritmo verifica o empilhamento que possui maior D,, (Whitney, 1987) para determinar a
sequéncia de empilhamento que resulta na maior carga de flambagem dessas placas.

O algoritmo inicia-se fazendo a leitura de dados geométricos e das propriedades do

laminado de carbono/epdxi (E,E;, Gy3,v42). A rotina procede determinando a matriz
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constitutiva Q, calculada pela Equagdo (2.10), e o modulo de Tsai, I (Equagdo (2.40)). Em
seguida, a matriz da camada mestre Q¢ € determinada, sendo dada pela equacéo (3.25).
Posteriormente, selecionam-se os angulos ¥ e ¢, conforme a Tabela 3.3, 0 nimero de
repeti¢des r e cria-se a configuracgéo de duplo-duplo [+®/+¥]r. Com base na matriz da camada
mestre Qcy, as matrizes de rigidez e de acoplamento A®M, B®Me D™ (Equacéo (3.26)) sdo

calculadas.

Calcula-se também as matrizes transformadas com base no conceito de camada mestre
AM BM’e DM (Equacdo (3.27)). Em seguida, calcula-se D', conforme a Equagdo (3.28).
Caso D5, ndo seja o maior, seleciona-se novos i e ¢. Caso seja 0 maior, definem-se as
condigdes de contorno e calcula-se a carga de flambagem definidas pelas Equagdes (3.38) e
(3.33).

As cargas de flambagem e os modos de flambagem também foram obtidas pelo software
de elementos finitos ANSYS Wokbench Composite, e 0s detalhes da analise sdo apresentados
na Secdo 3.3.



Figura 3.6: Fluxograma do algoritmo
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35 Anélises Numéricas

Os modelos numéricos foram desenvolvidos utilizando o software ANSYS 2020 R2 em
um computador Intel® Core i7 com 8 GB de RAM. Na Figura 3.8 é possivel observar a
representacdo esquematica dos modelos realizados.

Figura 3.8: Representacdo esquematica das simulagdes realizadas

Definigdes do
Malha [MEF) i—"  Compdsito
(Ansys ACP)

¥

¥

Geometria Andlise estatica

Propriedade
dos materiais

Flambagem

Inicialmente, foram definidas as propriedades dos materiais utilizados, a geometria dos
modelos e informacdes da malha de elementos finitos (Figura 3.8). Considerando que as placas
analisadas sdo esbeltas, os modelos foram discretizados com elementos finitos de casca
quadréticos SHELL 281, com dimensdes de 5 x 5 mm. Na Figura 3.9 é possivel observar esse

elemento.

Figura 3.9: Elemento de casca quadratico SHELL281.

Fonte: ANSYS Inc. (2012).

Os elementos quadraticos, conforme ilustra a Figura 3.9, possui oito nds, com seis graus
de liberdade em cada ng, e séo interpolados por uma fungéo de segunda ordem.
Por seguinte, conforme ilustra a Figura 3.8, 0 ANSYS Composite PrepPost (ACP) foi

utilizado para definir informagdes sobre o composito: espessura do laminado, sequéncia de
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empilhamento e orientacbes das camadas. E importante destacar que, ao utilizar o ACP, a
geometria do modelo deve ser construida com corpos de superficie, devido a forma como o

software define os compaositos.

O passo seguinte, como é exibido pela Figura 3.8, consiste na realizacdo de uma analise
estatica, na qual cargas unitarias sdo aplicadas a secdo transversal para determinar as pré-
tensdes surgidas no modelo. Para essa analise, foram consideradas as condicdes de contorno
descritas na secdo 3.3. Vale ressaltar, que essa analise € necessaria para realizar a analise de
flambagem. Na analise de flambagem linear s&o obtidos os modos de flambagem (autovetores)

e as respectivas cargas criticas de flambagem (autovalores).
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4 RESULTADOS

Neste capitulo, sdo apresentadas as analises de equivaléncia de rigidez e de
homogeneizacdo dos laminados duplo-duplo selecionados. Também € investigada a influéncia
do nimero de repeti¢bes desses laminados nos termos de acoplamento D, ¢ e D,,. Em seguida,
a formulacéo desenvolvida é validada por meio da comparacéo dos resultados com o modelo
de placa quadrada apresentado por Kappel (2023). Por seguinte, sdo discutidos os resultados
obtidos a partir da formulagdo proposta e de analises numéricas da flambagem de placas de
laminados duplo-duplo e quadriaxiais, sob as condig¢des de contorno descritas na Se¢éo 3.3. Por
fim, sdo apresentados os resultados da estratégia de projeto aplicada a flambagem de placas
longas submetidas ao cisalhamento, identificando as configuracdes que resultam nas maiores

cargas criticas de flambagem.

4.1 Equivaléncia de Rigidez e Homogeneizacdo dos Laminados Duplo-Duplo

Segundo Tsai et al. (2022), um laminado duplo-duplo equivalente pode ser determinado
com base nas matrizes A ou D, dependendo das tensdes predominantes na aplicacao desejada.
Como a rigidez a flexdo é o principal fator na resposta a flambagem, foram identificados
laminados duplo-duplo equivalentes considerando a similaridade da matriz D. O material
considerado foi um compésito unidirecional (UD) de fibra de carbono com resina epéxi, cujas
propriedades e espessura da camada constam na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Propriedades do material (Ansys Inc., 2012)

Ey 209 GPa

E; =E, 9,45 GPa
U1 = U3 0,27
Uz3 0,40

G12 = G13 5,5 GPa

tply 0,125 mm

As matrizes D para os laminados quadriaxiais (Quad) e os respectivos duplo-duplo (DD)

equivalentes sdo apresentadas na Tabela 4.2.



83

Tabela 4.2: Matriz de rigidez a flexdo D [N.m]

Quad Neutro: [0/+45/90]s DD Neutro:[+0/+44],7

12,1992 1,8388 0,7821 11,4507  2,2114 —-0,4039
D[N.m] [ 1,8388 2,8143 0,7821] [ 2,2114  2,8175 —0,3777]
0,7821 10,7821 2,0838 -0,4039 -0,3777 2,4564

Quad Rigido: [05/+45/90]s DD Rigido:[+0/+22],r

134,5190 3,3321 0.7821] [122.7060 9.4295 —0.9181
D[N. m] [3,3321 8,3451 0,7821] [9.4295 7.9631 —0.1684]
0,7821 0,7821 52921 —0.9181 —0.1684 11.3896

Quad Flexivel: [0/+45,/90]s DD Flexivel:[+22/450]<7

132,3711 48,8457 7,8207 132,8547 48,7331  0.3453
D[N.m] [ 48,8457 61,9848 7,8207 ] [ 48,7331 61,7265 —0,9126]
7,8207 7,8207 52,6739 0.3453 —-0.9126 52,5613

Comparando os laminados quadriaxiais com os duplo-duplo equivalentes, verifica-se
que apenas o laminado [0/+45,/90]s possui um duplo-duplo equivalente exato,
[£22/+50]<7, sendo que as componentes das matrizes desses laminados diferem em menos de
1%. Tsai et al., (2022) demonstraram que os laminados quadriaxiais que possuem 50% ou mais
de 1dminas 0° ou 90° ndo possuem um duplo-duplo exato.

Considerando o laminado neutro, a componente D;; do duplo-duplo equivalente foi
6,13 % menor, D,, foi 20,26 % maior, D¢ foi 17,88 % maior e D,, apresentou uma diferenca
de menos de 1%. Os termos da matriz de rigidez a flexdo do laminado rigido apresentaram
maiores diferencas em relacdo ao laminado duplo-duplo equivalente, devido a auséncia de uma
correspondéncia exata do duplo-duplo, o que também ocorreu no caso do laminado neutro.
Considerando esse laminado, a componente D;;, do DD foi 8,78 % menor, D,, foi 4,57 %
menor, D;, foi 182,90 % maior e D, foi 115,20 % maior.

As matrizes adimensionais podem ser utilizadas para verificar os critérios de
homogeneizacdo. As matrizes D* sdo apresentadas na Tabela 4.3 para os trés laminados duplo-

duplo.



Tabela 4.3: Matriz de Rigidez a flexdo adimensional

Laminado D*
[ 0,6047 0,1168 —0,0213]
[+0/+44]r | 0,1168  0,1488 —0,0199
[—0,0213 -0,0199 0,1297 |
[ 0,8100 0,0622 —0.00617
[+0/+22]s | 0,0622  0,0526 —0,0011
|—0,0061 -0,0011 0,0752 |
0,4490 0,1647 0,0012
[+22/450]str  [0,1647 0,2086 —0,0031
0,0012 -0,0031 0,1776

Além de ser utilizada para avaliar os critérios de homogeneizacdo, por meio de D* €
possivel fazer uma avaliacdo rapida da carga de flambagem para um laminado duplo-duplo,
pois D* ndo se altera @ medida que o numero de repeti¢cGes do sublaminado e/ou o material é

alterado.

Na Tabela 4.4 é possivel verificar as matrizes A* — D* e B* para o0s trés laminados

duplo-duplo com a finalidade de avaliar a homogeneizacéo.

Tabela 4.4: Avaliacdo dos critérios de homogeneizacao

Laminado A" —D* B*
0 0 0,0213 —0,0795 0,0264 —0,0142
[£0/+44]or [ 0 0 0,0199] [ 0,0264 0,0268 —0,0133]
0,0213 0,0199 0 —-0,0142 -0,0133 0,0264
0 0 0.0061 —-0,0141 0,0064 —-0,0081
[£0/£22] 47 [ 0 0 0,0011] [ 0,0064 0,0014 —0.0015]
0,0061 0,0011 0 —0.0081 -—-0.0015 0,0064
0 0 —0,0012
[+22/+50]51 0 0 0,0031 0,0248 0,0051 0.0110
—00012 00031 0 0,0051 0,0145 —-0,0075
’ ’ 0,0110 —0,0075 0,0051
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Verifica-se pela Tabela 4.4, que o critério A* — D* <2 % foi atendido para os
laminados flexivel e rigido. Apenas o termo By, do laminado flexivel e as componentes de B*

do laminado neutro apresentaram valores maior que 2%.

4.1.1 Avaliacdo do Numero de Repeticbes

Para os laminados duplo-duplo, Tsai (2021) postulou que, a medida que o nimero de
repeticdes aumenta, a homogeneizacdo é alcancada e o efeito do acoplamento extenséo-flexao
é reduzido. Para analisar a influéncia do nimero de repeticGes na matriz de rigidez a flexao, a
Tabela 7 apresenta essa matriz para um bloco de construgéo [£45/+£60], considerando r = 1, 2,
4 e 8 repeticOes. Vale destacar que, na matriz de rigidez a flexdo adimensionalizada D*néo é
necessario considerar a variacdo da espessura total. O material considerado foi o pré-

impregnado UD de carbono/ep6xi com propriedades mecanicas listadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.5: Matriz de rigidez a flexdo em funcdo do numero de repeticoes

D[N.m](r=1) D [N.m] (r =2)
0.3333 0.2851  0.0480 34616 3.2613  0.0960
0.2851 0.6453 —0.0420 3.2613 7.0792 —0.0840
0.0480 —0.0420 0.4073 0.0960 —-0.0840 3.7157

D [N.m] (r=4) D [N.m] (r=8)
29.2829 28.0509 0.1920 237.4444 228.3283  0.3839
28.0509 60.4676 —0.1680 228.3283 491.4093 —0.3360
0.1920 —0.1680 30.6400 0.3839  —0.3360 246.9486

Ao analisar a Tabela 4.5, verifica-se que ao dobrar a espessura, ocorre aumento de
aproximadamente uma ordem da magnitude de D;1, D;,, D,, € Dge, €nquanto que D, € Dyg
apenas dobra. Dessa forma, verifica-se que os termos D, ¢ e D,, desempenham um papel menor

na resposta estrutural do laminado.

Considerando oito repeticdes, os componentes da matriz de rigidez de flexdo D;4, D15,
D,, e D¢ sdo pelo menos 3 ordens de magnitude maiores do que 0s componentes de

acoplamento D, e D¢, evidenciando que esses ultimos séo insignificantes.
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4.2 Problema de validacao

Para a validacéo da formulacéo, adotou-se um modelo de placa de laminado duplo-duplo
previamente analisado por Kappel (2023). A placa é quadrada, com 1 metro de lado,
empilhamento [+30/£40]147 € espessura total de 7 mm. O modelo foi submetido a flambagem
por compressao axial e lateral, com uma carga aplicada de 0,05 MN/m. As especificacdes do

material de carbono/epoxi estdo apresentadas na Tabela 4.6.

Tabela 4.6: Propriedades do material IM7/977-3 (Kappel, 2024)

E; 191 GPa
E, 9,94 GPa
V12 0,35

Gis 7,79 GPa
Loty 0,125 mm

Na Tabela 4.7 é possivel verificar as cargas de flambagem apresentadas por Kappel
(2024), juntamente com os valores obtidos por meio de simulacdes numéricas (Nwmer) € pela

formulagdo analitica proposta neste trabalho (NwmH) para os seis primeiros modos de flambagem.

Tabela 4.7: Cargas de flambagem e diferencas entre os métodos

Modo Kappel NmH Nmer Diferenca (%)
(2024) (N/m) (N/m) NwmH e Kappel NmH € Nmer
1 52,5 53,8 53,7 2,42 0,19
2 91,9 93,1 92,8 1,30 0,32
3 143,0 145,5 144.8 1,72 0,48
4 143,6 146,5 145,7 1,98 0,55
5 209,0 215,2 213,7 2,88 0,70
6 213,6 217,3 215,7 1,70 0,74

Verifica-se pela Tabela 4.7 que a carga critica de flambagem obtida pelo método
analitico proposto (Nwmn) para a placa é de 53,8 N/m. A comparagdo desse método com a solugao

numérica e os resultados de Kappel (2023) indica que a solucéo proposta tende a superestimar
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levemente as cargas de flambagem. A maior diferenca em relacdo aos valores de Kappel é de
2,88 %, observada no quinto modo de flambagem, enquanto a maior diferenca em relagdo a
simulacdo numérica é de 0,74 %, associada ao sexto modo de flambagem.

Os modos de flambagem apresentados por Kappel (2024) e os obtidos pela formulagéo
analitica e pela simulagdo numérica revelam um padrdo de comportamento similar. A Figura
3.9 ilustra 0 modo critico de flambagem, obtido considerando a formulacao analitica (a) e a

simulacdo numérica (b).

Figura 4.1: Modo de flambagem: (a) MH (b) MEF
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Observa-se na Figura 4.1 (a) e (b) que o modo de flambagem critico apresenta uma meia
onda nas dire¢des longitudinal e transversal, sendo a amplitude mé&xima na parte central da
placa.

Os resultados obtidos validam o método analitico proposto, demonstrando sua precisao

na analise de flambagem de laminados duplo-duplo.

4.3  Estudo Comparativo da Flambagem de Laminados

Esta secdo apresenta um estudo comparativo da flambagem de laminados quadriaxiais
e duplo-duplo submetidos a compressdo e ao cisalhamento puro, considerando a formulacao
desenvolvida para laminados duplo-duplo. A se¢do 4.3.1 apresenta a anélise de flambagem por

compressao.
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4.3.1 Flambagem por Compressao

Para as analises comparativas da flambagem de placas submetidas ao carregamento de
compressao, foram consideradas placas com dimensdes de 284 x 150 mm, semelhantes as
empregadas por Vescovini et al. (2024). As condi¢des de contorno foram descritas no Capitulo
3, as propriedades do material considerado foram apresentadas na Tabela 4.1 e os
empilhamentos considerados foram descritos na Se¢éo 3.1.

A Tabela 4.8 apresenta as cargas criticas de flambagem para placas simplesmente
apoiadas nos quatro lados, considerando os trés tipos de laminados quadriaxiais e seus

respectivos duplo-duplo equivalentes.

Tabela 4.8: Carga de flambagem para a placa simplesmente apoiada

Laminado NmH (N/m) Nwmer (N/m) Diferenca (%)
[0/+45/90]s 11208 10806 3,59
[+0/+44],; 12082 9962 21,28
[05/+45/90]s 41679 41664 0,04
[+0/+22] 47 55793 53717 3,86
[0/445,/90]s 224149 220080 1,82
[+£22/+50]sr 224270 214770 4,42

Comparando os resultados do método analitico proposto com as analises de elementos
finitos apresentados na Tabela 4.8, verifica-se que o laminado duplo-duplo neutro
[£0/+44],; apresentou uma diferenca de 21,28 % entre os métodos. Os demais laminados
apresentaram uma diferenca inferior a 5 % entre as formulagdes.

Além disso, ao analisar-se as cargas de flambagem obtidas pelo método analitico,
verifica-se que as diferencas entre os laminados quadriaxiais e seus duplo-duplo equivalentes
(neutro, rigido e flexivel) s&o de 7,79 %, 33,86 % e 0,05 %, respectivamente. Essas diferencas
ocorreram porgue os laminados neutro e rigido ndo possuem um equivalente duplo-duplo exato,
enquanto o flexivel possui, resultando em uma diferenca minima.

Para esse caso, a expressdo da carga de flambagem considera os termos da matriz de
rigidez a flexdo D4, D14, D45 € Dge (Equacgdo (3.11)), cujas diferencas entre o laminado neutro
e 0 duplo-duplo equivalente foram de 6,13 % para D;,, 20,26 % para D;,, 17,88 % para D,, e

menos de 1% para Dge. Ja as diferencgas entre o laminado rigido e o duplo-duplo equivalente
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foram de 8,78 % para D;;, 182,98 % para D;,, 4,57 % para D,, e 115,21 % para Dge. A
diferenga desses termos para o laminado flexivel e o duplo-duplo equivalente foi inferior a 1
%.

Verifica-se na Equacéo (3.11), que os termos D;4, D45, D5, € D¢ S80 multiplicados por

fatores distintos, e a influéncia na carga critica depende da razdo entre 0 comprimento e a

4
largura da placa. Como no presente estudo % = 1,89, o termo D,, é amplificado por (%) ,ea

2
parcela D;, + 2Dgq por 2 (%) . Dessa forma, as diferencas observadas para D;;, D11 € Dgg

entre o laminado rigido e seu duplo-duplo equivalente explicam a diferenca de 33,86 % entre
as cargas de flambagem desses laminados.

Vale destacar que o laminado quadriaxial flexivel e o seu duplo-duplo equivalente
apresentam valores relativamente mais elevados para os termos D;,, D,, e D¢, em comparagédo
aos demais laminados, conforme pode ser observado na Tabela 4.2, o que resulta ha maior
carga de flambagem entre os casos analisados .

Os modos de flambagem correspondentes as cargas de flambagem apresentadas na
Tabela 4.8, obtidos pela solu¢do numérica, sdo apresentados na Figura 4.2 para os laminados
quadriaxiais neutro (a), rigido (c) e flexivel (e) e seus duplo-duplo equivalentes (b), (d) e (f),

respectivamente.
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Figura 4.2: Modos de flambagem para as placas simplesmente apoiadas obtidos por analise

numérica
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Verifica-se pela Figura 4.2 que os modos criticos de flambagem dos laminados

quadriaxiais, neutro e rigido, e de seus duplo-duplo equivalentes, apresentam uma meia onda

nas dire¢des transversal e longitudinal. Por outro lado, o laminado flexivel e seu duplo-duplo

equivalente exibem duas meias ondas na direcdo longitudinal e uma meia onda na diregdo
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transversal. Esse comportamento indica que o aumento da espessura, aliado a maior rigidez a
flexdo do laminado flexivel, favorece a ocorréncia de modos de flambagem com maior nimero
de meias-ondas.

Na Figura 4.3 sdo ilustrados os modos criticos de flambagem obtidos pelo método
analitico para os laminados quadriaxiais e os duplo-duplo equivalentes: (a) neutro, (b) rigido e

(c) flexivel.

Figura 4.3: Modos criticos de flambagem da placa simplesmente apoiada obtidos pelo método

analitico
0.8 0.8
0.6 0.6
04 0.4
0.2 0.2
0 0

(a) [0/+45/90]s /[+0/+44]r (b) [0s/+45/90]s /[£0/£22]ar

1
05
0
-0.5
-1

() [0/+454/90]s/ [+22/+50]sr

Verifica-se, pela Figura 4.3, que os modos obtidos analiticamente sdo similares aos
obtidos pela solu¢cdo numérica, apresentando o mesmo padrdo de comportamento.
A Tabela 4.9 apresenta as cargas criticas de flambagem para as placas de laminados

com trés lados simplesmente apoiados e um lado livre.
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Tabela 4.9: Carga de flambagem para a placa com um lado livre

Laminado NmH (N/m) Nmer (N/m) Diferenca (%)
[0/+45/90]s 2594 2484 4.24
[+0/+44],7 2701 2273 18,82
[05/+45/90]s 19168 19037 0.68
[+0/422],r 21090 20273 4,03
[0/+45,/90]s 44177 42029 5,11
[+22/+50]<; 44176 41762 5,78

Ao comparar os resultados analiticos e numéricos apresentados na Tabela 4.9, verifica-
se que os laminados flexivel e rigido, bem como seus equivalentes duplo-duplo, apresentaram
diferencas inferiores a 5,78 % entre os métodos. Entretanto, o laminado duplo-duplo
equivalente ao neutro apresentou uma diferenca de 18,82 % entre os métodos. Além disso, as
diferengas entre as cargas de flambagem obtidas pelo método analitico para os laminados
quadriaxiais e seus respectivos duplo-duplo foram de 4,5% para o laminado neutro, 10,03%

para o rigido e 0,002 % para o flexivel. Essas diferencas sdo atribuidas aos termos de rigidez a

flexdo D4, e Dgg, conforme a Equacdo (3.18). Como % = 1,89, os fatores de amplificacdo sdo

m?/a? ~ 5,52/b? para Dy, € 12/b? para Dgg. Ou Seja, 0 termo associado a Dgg contribui com
um fator aproximadamente 2,2 vezes maior do que o de D,; ha expressao da carga critica.

Considerando o laminado neutro e o duplo-duplo equivalente, foram observadas
diferencas de 6,13 % para D,; e 17,88 % para D4,. Considerando o laminado rigido e o seu
duplo-duplo equivalente, observou-se uma diferenca de 8,78 % no termo D;; e 115,21 % no
termo Dge. O laminado flexivel e o seu duplo-duplo equivalente apresentaram diferencgas
inferiores a 1 % entre esses termos. Dessa forma, como os termos de rigidez a flexdo diferem
mais acentuadamente no caso do laminado rigido — especialmente o termo D, cuja influéncia
é 2,2 vezes maior que a D;; — € justificado a maior divergéncia observada na carga de
flambagem entre esse laminado e seu duplo-duplo equivalente.

Vale destacar que, embora o termo D,,; do laminado flexivel seja 1,59 % inferior ao do
laminado rigido, o termo D € aproximadamente 10 vezes maior, conforme pode ser observado
na Tabela 4.2, o que resulta em uma carga de flambagem 2,21 vezes superior.

A Figura 4.4 (a) e (b) ilustra os modos criticos de flambagem dos laminados obtidos

pelo MEF e pelo método analitico, respectivamente. Esses modos apresentam a mesma forma
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modal para todos os laminados com a condigdo de contorno de um lado livre. Além disso,
observa-se que os modos obtidos pelos dois métodos apresentam comportamento similar, com

deflexdo maxima no lado livre.

Figura 4.4: Modo de flambagem para a placa com um lado livre: (a) MEF e (b) MH
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A Tabela 4.10 apresenta as cargas de flambagem para as placas de laminado com um
lado engastado e os demais simplesmente apoiados, obtidas pelo Método de Elementos Finitos
e pela formulacéo analitica.

Tabela 4.10: Carga de flambagem placa engastada em um lado

Laminado NmH (N/m) Nwmer (N/m) Diferenca (%)
[0/£45/90]s 14787 14120 451
[+0/+44],7 15568 12761 21,99
[0s/+45/90]s 62825 62612 0.34
[+0/+22].7 78486 75424 4,06
[0/+454/90]s 281829 264540 6.53
[+22/450]57 281483 263239 6,93

Pela Tabela 4.10, observa-se que a maior diferenca entre as formulagdes ocorreu para o
laminado duplo-duplo [+0/+44],7, atingindo aproximadamente 22 %. Os demais laminados
apresentaram diferencas inferiores a 6,93 % entre 0os métodos. Considerando os resultados
analiticos, a diferenca da carga de flambagem entre os laminados quadriaxiais e os duplo-duplo
equivalentes foram de 5,42 % para o laminado neutro, 24,92 % para o laminado rigido e 0,12

% para o laminado flexivel.
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A expressdo da carga de flambagem, apresentada pela Equagéo (3.19), considera os
termos da matriz de rigidez a flexdo D;4, D5, Dge € Dy,. COmo %z 1,89, o termo Dy, €é
ponderado por b?/(a/i)?, sendo reduzido, enquanto D,, é amplificado por (a/i)?/b% e D;, +
2D¢€ multiplicado por um fator constante de 2,33. Dessa forma, os termos D, Dgg € D5, S0
mais significativos que D;,. Por isso, embora o termo D;; do laminado flexivel seja 1,59 %
inferior ao do laminado rigido, os demais termos sao relativamente maiores, resultando em uma
carga de flambagem 4,48 vezes superior a do laminado rigido.

As diferencas desses termos entre o laminado neutro e o duplo-duplo equivalente foram
de 6,13 % para D,,, 20,26 % para D,,, 17,88 % para D,, € menos de 1% para Dgg. J& as
diferengas entre o laminado rigido e o duplo-duplo equivalente foram de 8,78 % para D;4,
182,98 % para D;,, 4,57 % para D,, e 115,21 % para Dgs. Embora o termo D,, apresente uma
diferenga menor entre o laminado rigido e o duplo-duplo equivalente, 0s outros termos
apresentam diferengas consideravelmente maiores. Por isso, a diferenca entre as cargas de
flambagem do laminado rigido e o seu duplo-duplo equivalente € a mais significativa.

Os modos de flambagem obtidos via elementos finitos para as placas de laminado
quadriaxial: (a) [0/£45/90]s, (c) [0s/245/90]s e () [0/+454/90]s e para as placas de laminado
duplo-duplo: (b) [£0/+44]2r (c) [+0/£22]ar (f) [£22/+50]sr engastadas em um lado e com os

demais lados simplesmente apoiados constam na Figura 4.5.
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Figura 4.5: Modos de flambagem da placa engastada em um lado
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Verifica-se pela Figura 4.5 que os laminados [0/+45/90]s, [£0/+44]2r, [0/+454/90]s e
[+22/+50]sr apresentaram duas meias ondas na longitudinal e uma na transversal. Os laminados
[0s/+45/90]s e [+0/+22]4r apresentaram uma meia onda nas dire¢des longitudinal e transversal.
Esse comportamento indica que, embora o laminado neutro apresente menor rigidez a flexao,
sua configuracdo geométrica favorece a ocorréncia de duas meias-ondas, comportamento
semelhante ao do laminado flexivel, que possui maior rigidez e espessura.

Adicionalmente, observa-se uma inclinagdo das meias-ondas nos modos de flambagem

dos laminados quadriaxiais [0/+45/90]s e [05/+45/90]s, comportamento ndo verificado nos
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duplo-duplos equivalentes. Esse fendmeno esta relacionado aos termos de acoplamento D, €
Dy, que sdo positivos e mais intensos nesses laminados quadriaxiais (Tabela 4.3), além da
condicdo de contorno assimétrica imposta pelo engaste em uma das bordas. Assim, mesmo com
rigidezes a flexdo semelhantes, a combinacdo entre o acoplamento significativo e a assimetria
da condigéo de contorno favorece a formacéo de meias-ondas inclinadas.

Os modos criticos obtidos de forma analitica para esses laminados constam na Figura
4.6.

Figura 4.6: Modos de flambagem da placa engastada em um lado, obtidos pelo método

analitico
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Os modos criticos de flambagem dos laminados quadriaxiais e duplo-duplo obtidos via
elementos finitos apresentam concordancia com os resultados analiticos apresentados na Figura
4.6. No entanto, a inclinacdo das meias-ondas observada nos modos obtidos numericamente
ndo aparece nas solucdes analiticas, que assumem modos alinhados aos eixos principais. Esse
comportamento ocorre porque 0 modelo analitico ndo leva em consideracdo os termos de
acoplamento D, e D,,. Ao comparar esses modos com os das placas simplesmente apoiadas,
observa-se que a deflexdo maxima é deslocada para o lado simplesmente apoiado, enquanto,

nas placas simplesmente apoiadas, as deflexdes maximas ocorrem na regiao central.
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Além disso, para a placa simplesmente apoiada, observa-se que 0s laminados neutro e
rigido apresentaram modos de flambagem idénticos (Figura 4.2). Por outro lado, para a placa
com um lado engastado, os laminados neutro e flexivel exibiram o mesmo modo de flambagem
(Figura 4.5). Esses resultados indicam que a formacdo de meia onda nos laminados é
influenciada pela espessura, pela sequéncia de empilhamento e pelas condic¢des de contorno.

A Tabela 4.11 apresenta as cargas criticas de flambagem para as placas com um lado
livre, um lado engastado, e os demais lados simplesmente apoiados, além das diferencas entre

os resultados obtidos pelo método analitico e pelo método de elementos finitos.

Tabela 4.11: Cargas de flambagem para a placa com um lado livre e um engastado

Laminado Nmn (N/m) Nwmer (N/m) Diferenca (%)
[0/£45/90]s 3158 3371 6,32
[+0/+44],; 3267 3124 4,57
[0s/+45/90]s 20841 21698 3,94
[£0/122] 47 22675 23510 3,55
[0/+454/90]s 56608 61403 7,81
[+22/+50]s57 56555 60920 7,16

Verifica-se pela Tabela 4.11, que a diferenca maxima entre as formulac@es foi inferior
a 7,81 %. Ao comparar os laminados quadriaxiais e o0s respectivos duplo-duplo equivalentes
pelo método proposto, verifica-se uma diferenca de 3,4 % para o laminado neutro, 8,8 % “para
o laminado rigido e 0,09 % considerando o laminado flexivel.

A expressdo da carga de flambagem, apresentada pela Equacdo (3.20), considera os

termos da matriz de rigidez a flexdo D,4, D,, € D¢, ponderados por diferentes fatores. Como

%z 1,89, o termo D,; é multiplicado por 72/(a/i)?, sendo consideravelmente diminuido

devido ao comprimento relativamente maior da placa. Por outro lado, o termo D, é amplificado
por 1,25(a/i)?/b*, e 0 termo D por 12/b?, sendo este Gltimo o maior fator entre os trés.
Dessa forma, o termo D¢, exerce maior influéncia na carga de flambagem das placas. Isso
justifica a maior sensibilidade da carga de flambagem as variagcdes no termo Dgg, COMO
observado no caso do laminado rigido e seu equivalente duplo-duplo, cuja diferenca de 115,21
% no valor de D¢, resultou em uma diferenca de aproximadamente 8,8 % nas cargas criticas.

O modo critico de flambagem das placas com um lado engastado e um livre é ilustrado
na Figura4.7.
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Figura 4.7: Modo de flambagem da placa com um lado livre e um engastado
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Observa-se que esse modo possui a deflexdo maxima na regido da borda livre, assim
como ocorre para a placa simplesmente apoiada nos trés lados e livre em um, ilustrada na Figura
4.4. No entanto, neste caso, a presenca do engaste em um dos lados longitudinais resulta em
menores deflex6es ao longo de uma maior extensdo da secdo transversal.

Verifica-se que a maior diferenca entre os métodos ocorreu para o laminado [£0/+44].7
na maioria das condic¢des de contorno. No entanto, para a placa com um lado livre e outro
engastado, a maior discrepancia foi observada no laminado quadriaxial flexivel, com uma
diferenca de 7,81% entre os métodos. Esses resultados podem ser atribuidos ao numero
reduzido de repeticdes da configuracdo [£0/+44].T.

A secdo a seguir apresenta os resultados da analise de flambagem para placas longas

sob cisalhamento.

4.3.2 Flambagem por Cisalhamento Puro

Para as analises da flambagem de placas submetidas ao cisalhamento puro,
consideraram-se placas longas de dimensdes 810 x 150 mm. As propriedades dos materiais Sao
descritas na Tabela 4.1.

A Tabela 4.12 apresenta as cargas criticas de flambagem para as placas longas sob

cisalhamento simplesmente apoiadas dos quatro lados.
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Tabela 4.12: Carga de flambagem para a placa longa simplesmente apoiada sob cisalhamento

Laminado NmH (N/m) Nwmer (N/m) Diferenca (%)
[0/£45/90]s 9547 7813 22,19
[£0/+44],r 10046 9132 10,00
[05/+£45/90]s 30382 31694 4.13
[+0/+22].7 37148 40481 8.23
[0/+£454/90]s 212038 197240 7.50
[+22/450]s; 213969 214470 0.75

Verifica-se pela Tabela 4.11, que o laminado quadriaxial neutro apresentou uma
diferenca de 22,19 % entre 0 método de elementos finitos e 0 método analitico proposto,
enquanto que para os demais laminados essa diferenca foi inferior a 10 %. Além disso, a
diferenca entre as cargas criticas de flambagem dos laminados quadriaxiais e dos laminados
duplo-duplo equivalentes foi de 5,23 % para o laminado neutro, 22,26 % para o laminado rigido
e 0,91 % para o laminado flexivel, considerando o método analitico.

Nesse caso, o calculo da carga de flambagem considera os termos da matriz de rigidez
aflexdo D;; e Dy, paraK<1,eD;,, Dgg € Dy, para K> 1 (Equagdo (3.22)), sendo que apenas
o laminado quadriaxial rigido apresentou K < 1. Ao comparar esses termos entre o laminado
neutro e o seu duplo-duplo equivalente, verifica-se que D;,, D,, € Dgq apresentam diferencas
de 20,26 %, 17,88 % e menos de 1%, respectivamente. Para o laminado rigido e o seu duplo-
duplo equivalente, as diferencas foram de 8,78 % para D;,, 4,57 % para D,,, 182,98 % para
D;, e 115,21 % para D¢. Ja para o laminado flexivel e o duplo-duplo equivalente, as diferencas
em D,,, D,, e Dy foram inferiores a 1%. Dessa forma, verifica-se que a diferenca entre as
cargas criticas dos laminados quadriaxiais e os duplo-duplos equivalentes foi maior entre
laminado rigido e seu duplo-duplo equivalente, pois eles apresentaram as maiores diferencas
nos termos da matriz de rigidez a flexdo. Além disso, devido ao fato de o laminado quadriaxial
rigido apresentar K < 1 e o duplo-duplo equivalente K > 1, so utilizadas expressdes diferentes
para o calculo da carga de flambagem, o que aumenta as diferengas entre as cargas criticas
desses laminados.

Vale destacar que, por apresentar os termos D5, Dgg € D5, significativamente maiores
gue os demais laminados, o laminado flexivel apresenta a maior carga de flambagem.

Os modos de flambagem associados as cargas criticas apresentadas na Tabela 4.12 séo

ilustrados na Figura 4.8. Os laminados quadriaxiais —(a) neutro, (c) rigido e (e) flexivel — e
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seus respectivos laminados duplo-duplo equivalentes — (b), (d) e (f) — apresentaram o0s

mesmos modos de flambagem.

Figura 4.8: Modos de flambagem da placa longa simplesmente apoiada sob cisalhamento
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Conforme ilustra a Figura 4.8, o laminado neutro apresentou trés meias-ondas nas
longitudinais, o rigido duas meias ondas e o laminado flexivel trés meias ondas. Esse
comportamento indica que, embora o laminado neutro apresente menor rigidez a flexdo, sua
configuracdo geométrica favorece a ocorréncia de trés meias-ondas, comportamento
semelhante ao do laminado flexivel, que possui maior rigidez e espessura.

As cargas criticas de flambagem para as placas longas engastadas nas longitudinais sdo

apresentadas na Tabela 4.13.
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Tabela 4.13: Carga de flambagem para a placa longa engastada nas longitudinais sob
cisalhamento

Laminado Nmn (N/m) Nwmer (N/m) Diferenca (%)
[0/+£45/90]s 16064 13212 21,58
[+0/+44],r 16609 14880 11,62
[0s/+45/90]s 53540 54484 1.73
[+0/+22],r 62475 65902 5.20
[0/+£454/90]s 344449 320850 7,35
[+22/450]<, 343436 347050 1,04

A diferenca maxima entre as cargas de flambagem obtidas via elementos finitos e o
método proposto foi de 21,58 %, referente ao laminado [0/+45/90]s. No entanto, os demais
laminados apresentaram diferencas inferiores a 11,62 % entre os métodos. Considerando a
solucdo analitica, verifica-se que a diferenca entre as cargas dos laminados quadriaxiais e 0s
respectivos duplo-duplo foram de 3,4 % para o laminado neutro, 16,7 % para o laminado rigido
e 0,29 % para o laminado flexivel. Nesse caso, o calculo da carga de flambagem considera os
termos da matriz de rigidez a flexdo D,;; € D,, para K <1, e Dy, Dgg € Dy, para K> 1
(Equacéo (3.24)), sendo que apenas o laminado quadriaxial rigido apresentou K < 1. Verifica-
se um comportamento semelhante ao observado para a placa simplesmente apoiada nos quatro
lados. A maior diferenca entre as cargas criticas de flambagem foi observada entre o laminado
quadriaxial rigido e seu duplo-duplo equivalente, pois exibem as maiores diferencas nos termos
da matriz de rigidez a flexdo. Além disso, o calculo da carga de flambagem foi realizado com
expressOes distintas para esses laminados, pois o coeficiente K difere entre eles: para o
laminado quadriaxial, K < 1, enquanto para o duplo-duplo equivalente, K>1.

As Figuras 4.11 (a), (c) e (e) apresentam os modos de flambagem dos laminados neutro,
rigido e flexivel e as Figuras 4.11 (b), (d) e (f) os modos de flambagem dos respectivos

laminados duplo-duplo equivalentes.
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Figura 4.9: Modos de flambagem da placa longa engastada nas longitudinais
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Novamente, verifica-se a similaridade entre os modos de flambagem dos laminados

quadriaxiais e seus duplo-duplo equivalentes. O laminado neutro e o duplo-duplo equivalente

apresentaram quatro meias ondas, o laminado rigido, trés meias ondas, e o laminado flexivel,

cinco meias ondas. Esse comportamento indica que devido ao laminado flexivel apresentar

maior rigidez, o0 modo de flambagem desse laminado apresenta menores comprimentos de

meias-ondas.

Observa-se que os laminados neutro e rigido exibiram uma meia onda a mais em

comparacdo com as placas simplesmente apoiadas nos quatro lados, enquanto o laminado

flexivel apresentou duas meias ondas adicionais (Figura 4.8). Esse comportamento indica que
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a condicdo de contorno de engaste torna a placa mais rigida, resultando na reducdo dos
comprimentos de onda dos modos.

Observa-se que as maiores diferencas entre os resultados do modelo analitico e do
Método dos Elementos Finitos na analise de flambagem por cisalhamento ocorrem para o
laminado [0/£45/90], com cerca de 20 %, e para o laminado [+0/+44].t, com cerca de 10 %,
considerando ambas as condigdes de contorno. No caso do laminado quadriaxial [0/£45/90];, a
maior diferenca pode ser atribuida ao fato de o termo D, ser apenas 2,35 vezes maior que 0S
termos de acoplamento D,¢ € D4, 0s quais sdo desprezados nas equacdes analiticas adotadas.
Ressalta-se, ainda, que esse laminado apresenta auséncia de acoplamento entre momentos e
deformacdes, e entre forcas e curvaturas, uma vez que, B = 0.

Além disso, os modos de flambagem dos laminados quadriaxiais e duplo-duplo
equivalentes foram idénticos para todas as condi¢Bes de contorno. No entanto, para a placa
simplesmente apoiada, os laminados neutro e flexivel apresentaram o mesmo modo de

flambagem, comportamento que ndo foi observado na placa engastada nas longitudinais.

4.4 Resultados da Estratégia de Projeto para Laminados Duplo-Duplo sob
Cisalhamento

Esta secdo apresenta as cargas de flambagem das placas sob cisalhamento para os
empilhamentos construidos a partir do espaco de projeto de camadas pré-fabricadas disponiveis
comercialmente, permitindo a identificacdo das configuracdes que maximizam a carga critica

de flambagem para as condicGes de contorno de apoio simples e engaste nos lados longitudinais.

4.4.1 Placas longas sob cisalhamento

As placas analisadas na flambagem por cisalhamento, considerando o espaco de projeto
de camadas pré-fabricadas disponiveis comercialmente, possuem comprimento de 810 mm e
largura de 150 mm. As propriedades do material e a espessura das camadas estdo apresentadas
na Tabela 4.1.

As cargas de flambagem obtidas pela solucdo analitica (Nmn) € via elementos finitos
(Nmer) para as 13 combinagOes de camadas (Tabela 3.3) sdo apresentados na Tabela 4.14. O

laminado [03/+£45,/90]s tambem foi considerado para fins de comparagdo. Conforme discutido
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por Tsai (2021), a distribuicdo percentual de 38/50/12 entre a orientagdes das fibras 0/+45/90
torna esse laminado amplamente utilizado, devido as suas boas propriedades mecanicas. Duas
condi¢cdes de contorno foram consideradas: simplesmente apoiada (SS) e engastada nas
longitudinais (CC).

Tabela 4.14: Carga de flambagem para placa longa (Mapa e Avila, 2025)

SS CC

Caso . if.
Emp. NmH Nmer Dif. A4 NmH Nmer Dif M

(kNfm) - (kN/m) (%) (m) (kNIm)  (kNIm) o (m)

0 [0s/+45,90]; 56,0 527 603 029 979  #899 816 0,19
1 [+0/+30]s 562 549 229 033 966  +893 7,63 022
2 [+0/+45],  +866 869 041 026 +1481 #1414 504 018
3 [+0/+60]s #1109 +1099 086 020 #1936 +1875 317 014
4 [+0/+90]s #1175 #1153 186 016 #2139 #2088 240 0,11
5 [£30/+30], 82,9 #8455 191 032 =+1402 #1335 476 033
6  [+30/+45], 1142 +1168 230 027 #1931 #1860 365 0,18
7 [#30/+60]s 1393 #1412 132 021 #2373 42289 352 014
8  [£30/+90], 1455 +144,7 054 015 =+2539 +2445 374 0,10
9  [#45/+45], 1435 1471 249 023 2421 2340 331 015
10 [+45/4+60]s +1640 1663 142 019 #2774 +267,3 364 0,12
11 [+45/+90]s +1630 1634 023 014 2804 +266,6 492 0,09
12 [+60/460]s +177.9 #1794 079 015 £301,1 +287,4 454 0,10
13 [+60/+90], +1633 #1587 279 011 £280,7 2620 668 0,08

Conforme ilustrado na Tabela 4.14, o método analitico proposto apresenta boa
concordancia com as soluc@es de andlise de elementos finitos, apresentando diferenca inferior
a 6,09 % para as placas simplesmente apoiadas e inferior a 8,16 % para as placas engastadas
nas longitudinais. Essas diferencas podem ser atribuidas a analise de elementos finitos ser
baseada em uma placa longa, porém finita (810 mm x 150 mm), enquanto a solucdo analitica
considera uma placa infinitamente longa. Além disso, na formulacdo analitica
desconsideraram-se os termos de acoplamento D, ¢ e D,¢, que, embora apresentem valores uma
ou duas ordens menores que 0s demais termos da matriz de rigidez a flexdo, ndo séo nulos
(Consultar apéndice A). Tais termos influenciam a interacéo entre a flexao e o cisalhamento, e
sdo considerados na modelagem por elementos finitos. Ademais, é importante ressaltar que a
malha utilizada no MEF, embora refinada, ainda esta sujeita a discretizacGes finitas e
aproximagdes numeéricas, as quais podem também introduzir pequenas variagdes nos

resultados.



105

Considerando-se as cargas de flambagem obtidas pelo método analitico proposto,
observa-se que a carga de flambagem do laminado quadriaxial de referéncia selecionado,
[03/£45,/90]s, foi superada por quase todos os casos de configuracdo de duplo-duplo, exceto
pelo caso n° 1. Esse resultado ocorre porque o duplo-duplo equivalente a esse laminado é o
[0/36]4, indicando que o caso 1, [0/30]4, apresenta menor rigidez em comparagdo com as demais
configuracdes. Além disso, nota-se que as configuracdes de empilhamento tém influéncia
significativa nas cargas de flambagem das placas. Para os empilhamentos analisados, os valores
das cargas criticas absolutas variaram de 56,0 kN/m a 177,9 kN/m na condicdo de contorno
simplesmente apoiada.

O critério de investigar o D,, maximo para [+¥/+®]r demonstra consisténcia com a
obtencédo da carga méaxima de flambagem por cisalhamento, a Figura 4.10 ilustra os valores de

D, para os casos de configuracdo de duplo-duplo.

Figura 4.10: Valores de D2, para as 13 configuracdes de empilhamento
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A Figura 4.10 ilustra que os trés maiores valores de D2, foram obtidos para os casos 13,
11 e 12, correspondentes as sequéncias de empilhamento [+£60/+90]4, [£45/290]4 e [£60/+60]a,
respectivamente. No entanto, a Tabela 4.14 indica que as maiores cargas de flambagem,
considerando as condigdes de contorno de simplesmente apoiada e engastada nas longitudinais,
foram de 177,9 kN/m e 287,4 kN/m, respectivamente, ambas associadas ao caso 12, [+60/£60]a.

Essa discrepancia pode ser explicada pelos valores mais elevados dos termos D;, € Dy nesse



106

empilhamento. Para as configuragOes [£60/+90]4 e [+45/+90]4 esses termos sdo 13,57 N.m e
15,58 N.m, e 16,98 N.m e 19,08 N.m, respectivamente, enquanto para [£60/+60]4, 0s valores
sdo significativamente maiores. 24,70 e 26,95 N.m aumentando a carga de flambagem atribuida
a esse laminado (Consultar apéndice A). Alem disso, o0 empilhamento [£0/+30] é o que possuli
0 menor valor de D2, confirmando que é o laminado que possui a menor carga de flambagem.
Conforme Whitney (1987) relata, o componente D2, é o componente de rigidez de flexdo mais
importante quando a carga de cisalhamento no plano é considerada.

Os modos de flambagem foram obtidos numericamente por meio de analises de
elementos finitos, permitindo a verificagdo dos comprimentos de meia-onda previstos
analiticamente na Tabela 4.14. As Figuras 4.11 e 4.12 ilustram os modos de flambagem para
cada caso de configuracdo de duplo-duplo, sob as condi¢cdes de contorno de simplesmente
apoiada (SS) e engastada (CC), respectivamente. Os modos apresentam deflex6es maximas na
regido central da placa. Em geral, as placas engastadas nos lados longitudinais apresentam 0s
comprimentos de meia onda menores, variando de 0,19 m a 0,08 m. As configuracdes com as
maiores cargas criticas de flambagem, [+60/+60]4, [+60/+90]4 e [£45/£90]4, exibem os menores
comprimentos de meia onda e a que possui menor carga de flambagem é a que possui maiores
comprimentos de meia onda [+0/£30]4. Conforme ilustra a Figura 4.12 (1), a placa de laminado
[£45/+90]4 apresenta nove meia onda, resultando em um comprimento de meia onda de
aproximadamente 0,09 m, valor compativel com aquele calculado analiticamente, enquanto que
o laminado [+0/+30]4, apresenta trés meias ondas, correspondendo a um comprimento de meia-
onda visual de aproximadamente 0,27 m, também proximo do valor calculado analiticamente,
que foi de 0,22 m (Figura 4.12 (b)).

As solucdes de elementos finitos para o caso de referéncia (caso 0) e para 0 caso
[£0/£30]4 apresentam cargas de flambagem proximas para as condic¢des de contorno SS e CC,
conforme se verifica na Tabela 4.14. No entanto, devido as diferencas das componentes das
matrizes de rigidez a flexdo, os modos de flambagem dos dois empilhamentos séo distintos.
Essa distin¢do pode ser observada nas Figuras 4.11(a)-(b) e 4.12(a)-(b).

Verifica-se, pela Figura 4.12, que as placas engastadas nas longitudinais apresentam
menores comprimentos de meia onda, devido a maior rigidez imposta por essa condi¢do de
contorno. Conforme apresenta-se na Tabela 4.14 e nas Figuras 4.11 e 4.12, os menores
comprimentos de meias-ondas estdo associados aos maiores valores de D,, (Figura 4.10). Pela
Figura 4.11, verifica-se que os laminados [+60/£90]4, [+45/£90]4 e [£60/+60]4 possuem sete,
cinco e seis meias-ondas, respectivamente. De forma semelhante, observa-se pela Figura 4.12,

que esses laminados possuem onze, nove e oito meias-ondas, respectivamente.
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Figura 4.11: Modo de flambagem para a placa simplesmente apoiada: (a) quadriaxial e (b-n)
casos 1a 13

Type: Total Oeformaion

51660 o Load Muhigher Lines): 54006

(@) [03/+452/90]s

G Eigervaboe Buckliog

M

Type: Tonal Oeformation

Lowd Mutipier oG Y gt

nkem Mo 00828
Mus 0003 M= Q000132
Mes 136e-6

(c) [+0/+45]4

G Bigenvaboe Buckliog

Mode 1 Type: Tonal Oeformaion

Type: Tonl Deformation 03 Multipher Linea: 86419 o
Load Mutipher (lineark 115334005 .

Unitm

Mu: 0006

Mex 0000181

[
(.l

—— (e) [+0/+90]4 (f) [+30/£30]4

G Bigervaboe Bockling
Mode 1 Mode 1
Type: Tonal Oeformation
i 03 Mltipher Linea: 14116 +035
Uniem Yt
Max 0005
Mee 000226

Type: Totl Oeformarion
Lowd Multipher near): 1.1675¢40%

Mrc 686

(1]
e
wa

s

(h) [+30/+451.4

G Eigemaloe Bucking
Mode 1
g Type: Torl Oeformaton
_y:' - Land il e 1ATI005 gt
« = Unem
o1d Mtigies ine: 1 456e o005 % g Mus 0088

Mrc 4876

(j) [+45/£45]4

 Egervaboe Bocklng G Egervaboe Bockling

Mode 1 Mod

Type: Teaal Oeformation Type: Toal Oeformation

Lovd Mutipier inea: 14 va @ Lond uligher Line: 16167 o005 «
Mus 0003
Me: Q007!

G Eigervaboe Buckliog
Mode 1 G Egervaboe Bocklng
Type: Teaal Deformation Mode 1
Load Mutipier inew): 179374038 . Type: Tonal Oeformation
rm Lo Molighes inew): 156705 e @
Mu: 0082 &

M 0000114

s

(m) [£60/460]4 | (n) [£60/+9014



108

Figura 4.12 Modo de flambagem para a placa engastada: (a) quadriaxial e (b-n) casos 1 a 13

G Buck

Bywrs ukdng G Eigervaboe Bucking
Type: Toal Oeformation Mo

Lowd Mutiier Line: - 89906 Type: Toal Oefomrion
Unitm o34 Muligher(ine): 89258
M 00837 unitm

M Q00151

47
B

(b) [£0/+30]4
J‘éﬂ?r;'ﬁli,'n’f,iff?[ﬁf;‘v- teats .

0083
0528

e

ond Multigher Linear): 13355+ 005 'S )

Max 00449
Mrc 245

it e 4605005 Xq®

€ Bigevakoe Buckling
Mode 1
Type o
03 Moliger Linea: 226974035 L

(h) 1£30/+60124
e
T .

(j) [+45/£45]4

G Bigemvabo Buckling
Mode 1

Type: Tona Deformas
Lowd Mutigher ine
uni

097
M 0000131

(K) [£45/+60]4

G Eigervabe Bockling

Mode 1

Type:Tonal Oeformaicn G Eigervaboe Buckliog
Load Mutigher Line: 1574005 PPN Modk 1

niem wicn

2RO )

Maz 001
M 00X285

amn

(m) [£60/£60]4 () [£60/+90]. -



109

5 CONCLUSOES

FormulacGes analiticas para a anélise da flambagem de placas de laminados duplo-duplo
submetidas a compressdo e ao cisalhamento foram desenvolvidas para diversas condi¢des de
contorno, considerando os carregamentos de compressdo e de cisalhamento. Essa abordagem
possibilita ajustar a espessura e 0 material ao final do projeto, permitindo a adaptacdo da
espessura conforme o carregamento em cada regido da estrutura de forma eficiente e répida.
Também foi proposta uma estratégia pratica de projeto para placas longas sujeitas ao
cisalhamento, considerando camadas de pré-impregnados disponiveis comercialmente. As
analises de flambagem de laminados duplo-duplo sob cisalhamento bem como o
desenvolvimento de estratégias de projeto com base em camadas comercialmente disponiveis,

foram introduzidos pela primeira vez na literatura.

Os resultados mostram boa concordancia entre a formulagao analitica proposta e as analises
de Elementos Finitos, com exce¢do do laminado duplo-duplo [+0/+44],7, que exibiu
diferencas de cargas criticas de até 21,28% entre os métodos. Os demais laminados
apresentaram diferencas inferiores a 7,81% entre os métodos. Essas diferengas ocorreram
porque os termos de acoplamento D,s ¢ D, dos laminados duplo-duplo [+0/+22],r €
[£22/450],7 possuem uma e duas ordens de grandeza, respectivamente, menores que 0s
demais termos da matriz de rigidez a flexdo e podem ser desprezados nos calculos das cargas
de flambagem. Entretanto, o laminado duplo-duplo equivalente ao quadriaxial neutro,
[£0/%44],7, possui esses termos apenas cinco vezes menores que os demais termos, o que
explica a diferenca maior observada. Os modos de flambagem obtidos pelos dois métodos

apresentaram comportamentos semelhantes para todos os laminados.

Além disso, verifica-se que o laminado duplo-duplo equivalente ao laminado neutro,
[£0/+44],7, ndo atingiu a homogeneizagdo, apresentando um valore de 0,0213 em um dos
termos do critério A* — D* e de -0,0795 em um os termos de B*. Isso indica que, embora o
laminado quadriaxial neutro apresente um duplo-duplo equivalente, ele ndo estd isento dos
efeitos de acoplamento, como o empenamento. Assim, constata-se a existéncia de um limite

inferior para a espessura de laminados duplo-duplo quando se busca eliminar esses efeitos.

A medida que o nimero de repeticdes dos blocos de constru¢do aumenta, o laminado

alcanga a condi¢do de homogeneizagdo. No caso do sublaminado [+0/+22], essa condi¢ao foi
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atingida com quatro repeti¢cdes. Por outro lado, o laminado [+22/450] ndo satisfez

completamente todos os critérios de homogeneizagcdo mesmo apods cinco repetigdes.

Os laminados duplo-duplo equivalentes apresentaram respostas similares aos quadriaxiais
correspondentes. Entretanto, o laminado flexivel apresentou menores diferencas em relagao ao
duplo-duplo equivalente, devido a correspondéncia exata de rigidez entre eles. Verifica-se que,
embora os laminados neutro e rigido ndo apresentem laminados duplo-duplo equivalentes
exatos, a carga de flambagem dos duplo-duplo equivalentes a esses laminados nao foi menor
em nenhuma das condi¢des de contorno. Além disso, constata-se que os modos de flambagem
criticos dos laminados duplo-duplo equivalentes seguem o mesmo padrao dos laminados

quadriaxiais.

O algoritmo proposto identifica as configuracdes de duplo-duplo que resultam em maiores
cargas de flambagem por cisalhamento, utilizando o critério do valor maximo de D>, podendo
ser considerado qualquer espago de projeto. Observa-se que os laminados [£45/+90]4 e
[£60/+£90]4 apresentam os valores de D2 maiores do que a configuracdo que apresenta maior
carga critica [£60/+60]4, porém a diferenca maxima entre a carga critica desse duplo-duplo e
dos demais ¢ 8,2 %. As configuragdes de duplo-duplo com pequenos angulos, como [£0/£30]4,
[£30/+30]4 e [£0/£45]4, apresentam os menores valores de D2», indicando que esses laminados
tendem a possuir as menores cargas criticas de flambagem sob cisalhamento no plano entre os

casos analisados.

A abordagem desenvolvida neste trabalho pode ser integrada a técnicas de deslizamento de
camadas e afunilamento, viabilizando a fabricacdo de estruturas de compositos leves com
desempenho mecanico equivalente ao dos laminados quadriaxiais. Além disso, a formulag¢ao

proposta ¢ aplicavel a diversas configuracdes estruturais, incluindo painé€is e perfis.

5.1 Sugestbes para Trabalhos Futuros

Para sugestdes de trabalhos futuros, pode-se indicar:

- Extensdo das formulacGes para analise nao linear;
- Aplicagéo a outras estruturas como placas enrijecidas e perfis estruturais;
- Incorporar critérios de falha ao modelo;

- Considerar técnicas de deslizamento de camadas.
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APENDICE A

Matrizes de Rigidez a flexao:

112.8339 9.7983  2.2453
[0/+452/90]s D =|13.5876 16.5372 2.2453 | N.m
2.2453  2.2453 12.0386
107.0882 13.5876 —0.6023
[+0/+30]4 D =|13.5876 12.6822 —0.1309| N.m
—0.6023 —0.1309 15.5746
186.3394 16.9818 —0.3264]
[+0/+45]4 D =[16.9818 243529 —0.2069| N.m
[—0.3264 —0.2069 19.0885.
173.9814 13.2204 —0.1223]
[+0/+60]4 D =[13.2204 43.0259 —0.2334| N.m
[—0.1223 —0.2334 15.5262.
[69.2595  2.4677 —0.0000]
[+0/+90]4 D =| 24677 69.2595 —0.0000| N.m
[—0.0000 —0.0000 4.8029 |
'80.7369 24.7282  0.0000
[+30/+30]4 D =[24.7282 17.4990 0.0000 | N.m
[ 0.0000  0.0000 26.9709
160.4799 28.0609  0.1448
[+30/+45]4 D =[28.0609 29.2907 —0.2183| N.m
[ 0.1448 —0.2183 30.6483.
[47.8900 23.9877  0.3285 ]
[+30/+60]4 D =[23.9877 47.8900 —0.3703| N.m
[ 0.3285 —0.3703 26.9696.
143.0393 13.2295 0.2284 ]
[+30/+90]4 D =(13.2295 73.9861 0.1051 | N.m
[ 0.2284 0.1051 15.53101
'41.7003 32.0994 0.0000 ]
[+45/£45]4 D =(32.0994 41.7003 0.0000 | N.m
[ 0.0000  0.0000 34.3585]
129.2829 28.0509  0.1920
[+45/+60]4 D =[28.0509 60.4676 —0.1680| N.m
[ 0.1920 —0.1680 30.6400
124.3529 16.9818 0.2069
[+45/+90]4 D =[16.9818 86.3394 0.3263 | N.m
[ 0.2069 0.3263 19.0885




[£60/+60]4

[£60/£90]4

[17.4881
24.7069
1 0.0000

[12.6776
13.5786
1 0.1406

24.7069
80.7054
0.0000

13.5786
107.0748
0.6069

0.0000
0.0000
26.9579

0.1406
0.6069
15.5869

N.m

N.m
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Abstract

A novel buckling design strategy for double-double (DD) laminates under in-plane shear loading has been developed,
employing an off-the-shelf approach to enhance the applicability of DD configurations in aeronautical main structures. This
strategy relies on four key components: Tsai’s modulus, the Master-Ply concept, the D,* maximization criterion, and a
homogenization procedure tailored for commercially available unidirectional (0°, 90°) and angle-ply (£30°, +45°, +60°)
carbon/epoxy prepregs. Finite element analysis (FEA) was used to validate analytical predictions for long/infinite composite
plates under two primary boundary conditions: simply supported and clamped edges. From a design standpoint, increasing
the number of sub-laminate repetitions [+y/+d],r effectively reduces bend-twist coupling effects (D ¥,D,¥) in DD
laminates. Simultaneously, the bending stiffness components (D, D,3, D%, D¥) increase by nearly an order of magnitude
when the laminate thickness is doubled. Among the |13 DD configurations analyzed, those with smaller angles, such as [£0/
130]4 and [+£0/£45],, exhibit the lowest critical buckling loads under in-plane shear loading. However, configurations like
[+0/+45], and [+30/%£30]4 outperform the benchmark case [03/+452/90] by 45.56% and 44.27%, respectively. A clear
trend emerges: increasing the angle orientation reduces the half-wavelength of buckling, leading to higher critical loads. The
top-performing DD configuration, [+60/£60]4, achieves a buckling load nearly double that of the benchmark case—an
improvement of approximately 185%.

Keywords
Double-double laminates, non-traditional composite design, master-ply concept, Tsai’s modulus

techniques for laminates
performance.

However, because DD laminates are essentially formed by
the repetition of sub-laminates (e.g., [+y/+¢]), the resulting
laminate is non-traditional. As discussed by Tsai et al.,” although

the coupling stiffness matrix [B] is not zero, its value decreases

Introduction improving  double-double

The concept of double-double laminate proposed by Pro-
fessor Tsai' has its foundation based on a 4-ply [+y/+¢] sub-
laminates which are stacked upon to each other. Since this
pioneering paper, researchers have examined both the ad-
vantages and limitations of the double-double (DD)
stacking sequence. Vermes et al.” highlighted its benefits in

terms of manufacturing efficiency and weight reduction.
Garofano et al.” noted significant time savings in stacking
sequence preparation due to the use of sub-laminates.
Kappel® expanded on this by identifying potential im-
provements in stiffness compared to QUADs (a quad
laminate is a composite laminate made up of plies that are
oriented at 0°, £45°, and 90°). Zhang et al.’ explored the
application of machine learning techniques to enhance the
design of double-double laminates. Additionally, Wang
et al.® discussed the potential of topology optimization
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significantly as the number of sub-laminate repetitions increases.
Vermes et al.® reported a 97.5% reduction in warping with eight
repetitions, equating to a 32-ply laminate. Kappel” also explored
the possibility of further reducing repetitions through optimi-
zation techniques.

The design of double-double laminates is based on Tsai’s
modulus principles.'®"" This method not only identifies the
trace of the plane stress stiffness matrix as a material
property'> but also enables the computation of trace-
normalized stiffness factors.'> The applications of double-
double laminates are expanding, with growing use in areas
such as low-velocity impact,'* fatigue,'> and buckling.'®

To date, few researchers have investigated the buckling
behavior of double-double laminates. Kappel'” presented an
analytical model for analyzing the buckling of composite
plates under compressive loading. However, this model is
limited to plates with simply supported boundary condi-
tions. Similarly, Wang et al.® employed optimization pro-
cedures for tapered double-double laminates, but their
model was restricted to specific fiber orientations that are
not commercially available. Vescovini et al.,'® on the other
hand, experimentally examined the buckling of reinforced
panels using angle-ply prepregs oriented at £30° and +45°.
While their research also focused on compressive loading, it
did not address in-plane shear effects.

The proposed model advances this field by introducing,
for the first time, a double-double buckling analysis that
incorporates in-plane shear loading. Additionally, its off-
the-shelf approach enhances practicality, making it a viable
option for industrial applications.

Tsai et al.” have discussed how the number of repetitions
and the selection of fiber orientations impact the mechanical
properties of double-double laminates. While the proposed
solutions have a solid foundation based on mechanics of
composite materials, implementing specific fiber orienta-
tions during manufacturing can be challenging (e.g., [+18°/
+62°],). This paper proposes a practical criterion for de-
signing double-double laminates to resist buckling, under
in-plane shear loadings, using off-the-shelf pre-oriented
prepreg fibers (e.g., 0°, £30°, +£45°, £60°, and 90°). By
combining these fibers with an optimal number of repeti-
tions, it is possible to minimize warping and enhance the
cost-effectiveness of double-double laminates.

Mathematical modeling
and homogenization

As discussed by Kassapoglou,'® the buckling analysis
of composite plates and panels is a critical issue in the
aeronautical industry. Key structural components such
as wings and fuselages are particularly susceptible to
buckling. Mittelstedt'® highlights the significance of
shear loads on reinforced panels and plates in

commercial airplane fuselages. Furthermore, with
commercial airlines under increasing pressure to en-
hance energy efficiency, the post-buckling concept for
panels and plates has gained prominence as a strategy to
reduce weight while maintaining safety factors.

Buckling and bending analysis of non-traditional
laminates has been explored by various researchers
since the pioneering work of Lagace et al.?’ and Qatu
and Leissa.?! Moreover, Lagace et al?? stated that, in
general, non-traditional laminates do not exhibit clas-
sical bifurcation buckling behavior. The bending-
stretching coupling, which is “natural” in such lami-
nates causes normal out-of-plane displacements si-
multaneously with the application of the load. However,
as discussed by Vermes et al,” as the number of repe-
titions (rT) increases, the [B], for homogenized double-
double laminates, be likely near zero (see appendix 1).
Therefore, double-double laminates can be considered a
special class of non-traditional laminate where bifur-
cation buckling behavior can exist.

As commented by Wang et al,° the constitutive equation
of a composite laminate is calculated as an integral resultant
along the laminate,

N| |A Bl|s

=15 5[]
where N and M are the force and moment resultants, re-
spectively. 4, D, and B matrices are the extensional,
bending, and coupling material stiffness matrices, respec-
tively. & and «x are the mid-plane strains and curvatures,
respectively.

The concept of homogenization was introduced to
treat non-traditional laminates as equivalent symmetric
laminates. The strategy proposed by Tsai and Melo,'’
normalized the stiffness matrices, that is extensional
[A], coupling [B], and bending [D] by the laminate total
thickness. Differently from Tsai and Melo,"" this
research introduced the trace of the plane stress stiffness
matrix as a material property'? (Tsai’s modulus) as-
sociated to the Master-Ply concept®” as a way of making
these matrices, that is ABD, non-dimensional matrices.

The Tsai’s modulus'' is defined as,

1, = [On] + [On] + 2[Ocs] )

where the plane stress stiffness matrix for a unidirectional
ply component is listed, by Kollar and Springer®® as

()

E, v E
I —vipvar 1 —vppvy
O] = | vk E, (3)
L—vpv 1T —vpwy
0 0 G
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where E; is the Young’s modulus at longitudinal direction,
while E, represents the Young’s modulus at transverse
direction. Gi, stands for the shear modulus at 1-2 plane,
while vy, is the Poisson ratio at 1-2 plane and v, defines the
Poisson’s ratio at 2-1 plane.

The proposed non-dimensional design approach for
off-the-shelf carbon/epoxy double-double laminates has
its foundation in four pillars, that is Tsai’s modulus, !
the master-ply,”” the D,# maximization criterion®* and
the transformation matrices proposed by Huang and
Qiao.25

The master-ply approach developed by Melo and Tsai*®
for carbon/epoxy laminates can be applied as an design
strategy for off-the-shelf double-double laminates. The
master-ply plane stiffness matrix was experimentally ob-
tained by Tsai and Melo'' for carbon/epoxy prepregs. The
master ply values employed in this model are an average of
the 10 types of carbon/epoxy studied by Tsai and Melo."!
The master-ply plane stiffness matrix for carbon/epoxy
laminates prepregs can be expressed as,

0.8849 0.0167 0
0.0167 0.0525 0 @)
0 0 0.0313

0" =

As discussed by Tsai et al,” if all components of the
Master-ply plane stiffness matrix is multiplied by the Tsai’s
modulus, the resulting matrix will be the same as the tra-
ditional®” formulation employed for calculating [Q)].

The stiffness matrices, based on the Master-Ply ap-
proach, can be defined as,

n

A =" (04F) O = i) 5)

k=1

n

BY =23 (a) (1) (©)

k=1

1 n
D =3 32 (0l), (5 ~ ki) ™
where Q)" is the component at the ith row and jth column of
the material stiffness matrix based on the Master-Ply ap-
proach at kth ply. The total number of plies is represented by
n. For DD laminates # is equals to the number of repetitions
multiplied by 4 (n = rT*4).

As double-double laminates are non-traditional lami-
nates, the transformation matrices proposed by Huang and
Qiao® must be applied,

-1

MP MP MP MP MP MP

AF 4,5 A Ay Ay A
s, MP %, MP o MP | _ MP MP MP

A3 A5 Ay = |4 Ay Ay

s, MP s, MP s, MP MpP MP MP
A 16 A26 A66 A 16 A26 A66

-1
B B B[N A A
B];,MP BZ;,MP Bzg,MP — _ AIIWZP A%P Ag/IéP
B]z:,MP Bzgg,MP Bﬁg,MP All\/éP A%P A/(\)/éP
BY BY BY
BY BY BY
BY B BY
(®)

*, MP *, MP *%, MP
Dll D12 D16

DJ,MP DZ;,MP Dzz,MP _ D%P D%P D%P
Dlgk,MP ng,MP D62<,MP Dzl\/ép D%P Dlsl/éP
—1
By B BYP T4V A AT
_ le\gp Bzzwzp B%P Azlwzp A%P A12w6p
B BYP NP || AP AN 4P
By BY BYF
BY BY BY
BY* B BV

where Master-Ply transformed stiffness matrices are rep-
resented by [ABD]*"™, and the Master-ply stiffness ma-
trices are described by [ABDIMP

The transformed [ABD]*"™* matrices based on Master-
Ply approach can be reverted to the “traditional” trans-
formed [ABD] by applying the following equations:

s, MP
4% — i
i

I

q

)

. RB¥% — REMP. nyx %, MP
> Bii - Bii ’ Dii - I‘IDZ/'

where A%, B,*D} represent the traditional transformed
stiffness matrix, that is extensional, coupling and bending,
respectively. I, is the Tsai modulus, while A;’MP , B;"MP ,
D;"MP describe the transformed Master-ply stiffness matrix
components, that is extensional, coupling and bending,
respectively.

Equation (8), transformation matrices associated to the
Master Ply approach (Equation (4)) makes the coupling
bending-stretching [B*] near to zero (see appendix 1),
which means that the pseudo-buckling condition listed by
Lagace et al*® does not hold. Therefore, homogenized
double-double laminates can exhibit bifurcation buckling
behavior.

The non-dimensional design approach, for carbon/epoxy
laminates, can be implemented following a simple proce-
dure. This process can be described as,

1% Calculate the Tsai’s modulus based on the unidi-
rectional ply mechanical properties;
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Clamped edge

,.,,,,,,:3,_._.,_.,1 s

‘\“““2"\‘\“\““

Clamped edge

Figure 1. Applied load and boundary conditions.

2"4: Use the master-ply plane stiffness matrix to calculate
[AMP], [BMP] and [DMP] matrices;

3" Calculate the transformed matrices [A*™F], [B*MF]
and [D*™MP];

4™ Calculate the traditional bending stiffness matrix
component [D*];

5. Calculate the buckling loads.

Before defining the governing equations for the buckling
analysis of double-double homogenized laminates, certain
conditions must be clarified.

A. It is assumed that [B*] = 0, 4,¥=A4,¥=0 and
D, }=D,¥=0 for homogenized [+¥/=®],, where
T > 4.

B. As this research focuses on homogenized laminates,
the applied forces are considered to act on the
neutral plane. Chan and Syed®® defined the neutral
plane based on a ratio —(B,§/D,}) as B,j — 0, the
neutral plane for a double-double homogenized
laminate is located at a distance of half the laminate
thickness from the top surface. The superscript ‘0’
denotes the neutral plane.

C. Following Mittelsted et al*’ assumption, the
rectangular plate (Figure 1) is assumed to have
an infinite length (¢ — ). This assumption is
realistic because the length-to-width ratio in
aerospace engineering is typically around 3.5.

D. Based on the assumptions listed above, it is possible
to conclude that the bifurcation buckling behavior

Simply supported edge
AN

v
Simply supported edge

exists for homogenized double-double laminated
plates.

E. The orthogonal reference system (x, ), z) with as-
sociated displacements (u, v, w) described Kassa-
poglou'® was employed.

As discussed by Mittelstedt et al.,*’ although D} =
D,¥ =0 is strictly accurate only for cross-ply laminates,
this assumption is reasonable for many practically relevant
laminates, such as those used in aerospace engineering. In
these applications, the bending-twisting coupling terms
(D&, D,¢) do not completely vanish but have only a minor
influence on the overall structural response of a laminated
plate.

The governing equations for a double-double (DD) plate
under shear loading follow the same form as the fourth-
order homogeneous partial differential equation described
by Kassapoglou.'®

otw otw ot'w
D=7 + DS+ Z(le + 2D6§) A2A2
ox* 2 ot Ox20y (10)
a0 ow 0
Yoxdy

An exact solution for equation (10) is, unfortunately, not
feasible. Therefore, an energy formulation is adopted. For
double-double (DD) laminates, the concept of elastic po-
tential 7, is considered. It is well established that, for a
buckled infinite plate,*’ the 7, comprises the strain energy U
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and the work done by the applied forces (), (7, = U + ().
For a buckled DD infinite plate under shear loading, U and
Q) can be expressed as follows:

//Al DIT _W sz &w
Ox? 2 \op?
JOw &w Fw\’
D 2D F | —— dxd
+ ‘26282+ 66(axay>]xy
—NO/ & 6w ow

— —d dy
As the DD plate is infinite, 4; is the length of a buckling
halfwave.”’

11)

(12)

D *b* +
_

D (4} + 64125b%) + 2(D ¥ + 2D¥) (A7 + A36%) b

= Wsin [n (x — /lgy)} sin <7ry) (15)
A b

where W is the buckling amplitude, and 4; and A, represent
the length of a buckling half-wave and the skewness of the
buckling pattern, respectively.

By inserting equation (14) into the potential formulation,
as expressed in equations (10), and (11), and evaluating the
buckling condition, the following result can be obtained:

o (16)

57 (U +9) =0

Based on the previously listed equations, Mittelstedt
et al.> proposed a closed-form equation, which has been
adapted for double-double (DD) laminates as follows:

xy,cr

To derive a closed-form analytical expression for the
bifurcation buckling load, xy .» an appropriate shape
function for the buckling mode, w,,, must be defined. This
shape function is then substituted into equations (11), and
(12). By evaluating the buckling condition, the analytical
expression for N°, 3 can be obtained.

xy cr
Plates with simply supported (SS) longitudinal edges

The boundary conditions for a plate with simply supported
longitudinal edges can be described as,

wy=0)=0,w(y=0>) = (13)

17
203 0,b* {17

The critical value is the minimum value that satisﬁes two

key requirements for the bifurcation buckling load N, xy o

aNgJ cr 0 aN)?l cr 0 18
oA 0y (%)

The estimation of equation (18) produces two equations:

D *
22
L Vsowsi-premar

/3D,%b

with

Ja = ¢ 12D,232 (D24 + (Dyf +2D)0] + |3D,Ds% + (D,f +2Dg2)’ | b

The boundary condition at unloaded edges of the SS
plate regarding the bending moment Myoy can be written
as,

2
*aw

]M)O}(y 0) = 2262 _OMOO’ b)

y=0

14
S (14)
=Dy~ o2

=0

y=b

Mittelstedt et al*® proposed a bifurcation buckling mode
(wer) for an infinite plate with simply supported longitu-
dinal edges under in-plane shear loading as,

Mittelstedt et al.*’ proposed an iterative procedure for
solving equations (19), and (20). The initial guess for 4, is set
equal to b. Based on the authors’ experience, this iterative
approach typically converges within 56 iterations. A rea-
sonable convergence criterion ensures accurate results with
minimal computational effort. () ;=11 ,_142,;=4;-1) is
around 10~ Once the convergence is reached, the A, and 1,
values are plugged into equation (17).

Plates with fully clamped (CC) longitudinal edges

The boundary conditions for a plate with simply supported
longitudinal edges can be described as,
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wly=0)=0,wy=5b)=0 (1)

For plates with clamped longitudinal edges, the edge
rotations must be zero;

ow
Oy

L ow

= —_— :0
5ay

y=b

(22)

y=0

Mittelstedt et al*® proposed a bifurcation buckling mode
(wer) for an infinite plate with clamped longitudinal edges
under in-plane shear load as,

gl C?)

The critical buckling load for an infinite plate with
clamped-clamped (CC) boundary conditions under
shear loading can be determined by substituting
equation (23) into equations (11), and (12) and eval-
uating the buckling condition (Equation (16)). The
explicit equation for the critical buckling load (N)?y,cr) is
given as: as,

(23)

N = —7r23

D ¥b* + D,¥ (164 4 242725b* + 3436%) + 2(D, % + 2Dg¥) (447 + 3/36%) b?

Off-the-shelf roadmap design procedure
for double-double laminates

The concept of off-the-shelf laminate composite design
takes into consideration a combination of unidirectional
carbon/epoxy prepregs (0° and 90°) and non-crimp fabrics
carbon/epoxy prepregs (£30°, +45°, £60°). The double-
double configuration selected is the one where angles are
balanced within each biaxial product,’ that is [/ +¥] .,
where 1T is the number of repetitions of the sub-laminate
[+®/+¥]. Moreover, ® and ¥ are selected from the fol-
lowing list: 0°, £30°, £45°, £60°, and 90° Before defining
the roadmap algorithm for designing oft-the-shelf DD
laminates some practical restrictions must be imposed. A
typical carbon/epoxy prepreg composite has a single ply
thickness of 0.125 mm'¢. According to Kollar and
Springer,”® the minimum thickness for a QUAD laminate is
around 0.5-0.6 mm. By considering the same minimum
thickness for the DD laminate, the minimum number of
repetitions should be equals to one. However, no repetitions,
that is 1T = 1, will lead to warping due to coupling bending-

xy,cr

The requirements of equation (18) must be satisfied.
Therefore, the following equations are valid,

b
1125\/3

Vi — 4D37 — (Dt +2D g2

/3D, %b

Dy} + D345 +2(Dyf +2D¢) A3
D,

12:

(25)

with

24
6474, b* @9

twisting as D4 and D¢ are non-null and large enough when
compared to Dy, Dj,, D2y, and Dgg.

The roadmap design algorithm can be defined as in
Figure 2. The sub-laminate selection criterion can be de-
scribed by two nested loops. A description of the selection
procedure in pseudo-language is shown in Appendix 4.

Once the sub-laminates were created, the algorithm
described in Figure 2 is straight forward. Note that unidi-
rectional configurations, that is [+0/+0], [£90/+90], are not
considered DD and must be eliminated.

Ay = \/ 16D,% [2D,31; + (D% + 2DgF)b*| 25 + [3D1;*=D2;= + (D3 + 2136;*)2} b

The same iterative procedure described earlier can be
applied to calculate A, and A, which are then substituted into
equation (24) to determine ny’ .~ Both solutions are ac-
curate for long plates, specifically those with a length-to-
width ratio greater than 3.5, a condition commonly met in
aerospace engineering applications.'®** As previously
noted,''*! the Master-Ply approach assumes the use of
carbon/epoxy prepregs. Therefore, the model is constrained
by these two conditions.

The optimization/maximization criterion is based on
Whitney’s** D5, condition. For DD laminates, the optimum
solution is obtained when D,¥ is maximized.

Data analysis

The algorithm described in Figure 2 is easily implemented
in programming platforms, for example MATLAB. Con-
sidering the off-the-shelf angle ply orientation, the
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| 1.Select carbon/epoxy prepreg UD mechanical properties (Ei, Es, Gia, V12);

|2. Calculate the plane stress stiffness matrix components (Eq.3); |

3. Calculate the

Tsai Modulus (Eq.2);

4. Calculate the Master-Ply plane stress stiffness matrix (Eq.4);

5. From the out-of-shelf angle ply selection (0°, #30°, +45°, +60°, 90°)
Select £ and +¢:

| 6. Select the number of repetitions (rT); |

| 7. Create the double-double configuration [+ .+ @]

8. Calculate stiffness matrices based on Master-ply [AMP], [BVF], [DMF] (Eq.5-7);

9. Calculate the transformed stiffness matrices [A™MF], [B™MP], [D"MF] (Eq. 8) ;

| 10. Calculate [D'] (Eq. 9);

I

| 11. Check if Dgz is maximized;

l

If NOT make Diax = D,

|
If YES go to step 12

| 12. Select the type of boundary conditions; |

|

A - Long edges simply supported:

caleulate critical buckling load (Eq.17)

B — Long edges clamped:

calculate critical buckling load (Eq. 24)

13. End.

Figure 2. Roadmap algorithm.

algorithm will provide 23 combinations. However, as dis-
cussed by Kollar and Springer,? considering stiffness, some
configurations leads to same stiffness. Table 1 summarized
the double-double configurations where +¥ and +® were
permuted. From the composite mechanics® point of view
the permutation does not affect the [D*]. Only 13 config-
urations have distinct [D*] (see Table 1).

For double-double laminates, it was postulated by Tsai'
that as the number of repetitions increased the warping
effect is reduced. To be able to understand how the number
of repetitions and for conciseness, let’s consider a carbon/
epoxy UD prepreg®® with mechanical properties listed in
Table 2, and a double-double configuration, that is [+45/
+60],,, where 1T is defined as 1, 2, 4, 8 (see Table 3).
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Table I. Results with distinct configurations.

Ty/+D
[£0/+30] [+0/+60] [£30/£30] [+£30/+60] [+45/+45] [£45/+90] [£60/£90]
[£0/+45] [£0/+90] [£30/+45] [£30/£90] [+45/+60] [+60/£60] = e

Table 2. Carbon/epoxy UD prepreg mechanical properties.®%

Properties Values

E, 209 GPa
E, = E; 9.45 GPa
G|2=G3| 5.5 GPa
Gs3 3.63 GPa
Vi2 = V3 0.27

Va3 0.40

h 0.125 mm

Table 3. Bending stiffness matrices, for [+45/£60],t, as a function
of the number of repetitions.

[D*¥] Nam (for T = 1) [D*] Num (for rT = 2)

[0.3333 0.2851  0.0480 3.4616 32613 0.0960 ]
0.2851 0.6453  —0.0420 3.2613 7.0792 —0.0840
10.0480 —0.0420 0.4073 0.0960 —0.0840 3.7157 |

[D*] N.m (for rT = 4) [D*] N.m (for rT = 8)

[29.2829 28.0509 0.1920 237.4444 2283283 0.3839
28.0509 60.4676 —0.1680 228.3283 491.4093 —0.3360

10.1920 —0.1680 30.6400 0.3839  —0.3360 246.9486 |

By analyzing Table 3, a clear pattern emerges: doubling
the thickness results in an increase of approximately one
order of magnitude in D,§, D ¥, D,¥, D¢, while D\ ¥, D,¥
only doubles. Since the warping effect is influenced by
D.¥,D,¥, the coupling between bending and twisting is
significantly reduced with an increase in repetitions. Al-
though the condition D ¥ = D,# = 0 holds exactly only for
cross-ply laminates, Mittelstedt et al*® argue that this as-
sumption is reasonable for many practical laminates, par-
ticularly in aerospace engineering. In these cases, the
bending-twisting coupling terms D, ¥, D,¥ do not entirely
vanish but often play a minor role in the overall structural
response of laminated plates.

For the double-double laminate shown in Table 3, the
bending stiffness matrix components (D, ¥, D5, D,5, D¢})
are at least three orders of magnitude higher than coupling
components (D, ¥, D,¥) for the laminate with eight rep-
etitions. These results align with experimental data.” From
these findings, we can infer that for homogenized double-
double laminates with a large number of repetitions
(rT>4), the bending-twist coupling components are neg-
ligible. Furthermore, as the coupling bending-stretching

transformed matrix approaches zero (~107'°) (see ap-
pendix 1), bifurcation buckling behavior may occur. This
assumption was experimentally confirmed by Vescovini
et al.,'® who subjected double-double panels to com-
pressive loads and observed buckling.

The next step is to compare the data from the proposed
off-the-shelf approach and the Master-Ply based equations
for shear to the finite element analysis (FEA). The finite
element analysis (FEA) was performed using four-node
shell elements (Shell 181),** with six degrees of freedom
at each node: translations in the x, y, and z directions, and
rotations about the x, y, and z axes. The analysis was
conducted in ANSYS Workbench 2023 R1. The model
employed a structured mesh consisting of 1312 nodes and
1215 elements.

For the long-edge simply supported (SS) models, the
essential boundary conditions were defined as follows:
displacement in the z-direction was constrained along all
edges; rotations about the xxx-axis were constrained along
the short edges, and rotations about the y-axis were con-
strained along the long edges. To prevent rigid body motion,
displacement in the x- and y-directions was constrained at a
central node, while a side node on a short edge had its
y-direction displacement constrained.

The natural boundary conditions were represented by unit
pressure line loads (1 N/m) applied along the long edges parallel
to the longitudinal axis (x-axis). The upper long edge was loaded
with +1 N/m, while the lower long edge was loaded with —1 N/
m. Similarly, for the short edges, the right edge was loaded with
a pressure line parallel to the transverse axis (y-axis) of +1 N/m,
while the left edge was loaded with —1 N/m. For the long-edge
clamped (CC) models, similar boundary conditions were ap-
plied. However, along the long edges, both rotation and dis-
placement were constrained in all three directions.

The finite element model was validated against the re-
sults described in Kollar and Springer,”® calculation of
buckling force of a rectangular plate under in-plane shear
loading with the long edges clamped and the two small
edges simply supported. Table 4 describes the geometry and
boundary conditions employed.

The finite element model follows the same characteristics
as described early.

Kollar and Springer”® solution, mode 1, for the validation
problem is 77.15 KN/m while the finite element analysis
(FEA) result is 78.83. The difference between the analytical
solution®® and the FEA is around 2.17%. Figure 3 shows the
FEA solution for mode 1.
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To evaluate the accuracy of the proposed model, we will
consider a double-double (DD) plate with a length of
810 mm and a width of 150 mm under in-plane shear
loading. The length-to-width ratio is greater than 5, al-
lowing the plate to be considered a long plate. The stacking

Table 4. The finite element method validation model properties.

Geometric Parameters

Length (mm) Widht (mm)
700 200
Stacking sequence
[£45,/0¢]s

Ply mechanical properties
Ei1 (GPa) Ex (GPa) G2 (GPa) Via oty (Mm)
148 9.65 4.55 0.30 0.10

:;::f;w*w Buckling

Type: Total Deformation

Load Multiplier (Linear): 78825

Unit: m

M 00607
Win: 0000413

0.0601
0.0535
0.0460
0.0402
0.0336
0.0269
0.0203
00137
0.00704
0000413

sequences are those listed in Table 1, with four repetitions.
The material properties are outlined in Table 2. Two
boundary conditions are considered: simply supported
(along the long edges) and clamped (along the long edges),
as described in previous paragraphs.

As shown in Table 5, the proposed model aligns well
with the finite element analysis solutions. The benchmark
QUAD, that is [05/+45,/90], was selected considering their
mechanical properties. As discussed by Tsai,' the 38/50/
12 percentage ratio between 0/£45/90 fiber orientation
makes this type of laminate largely used by the composite
community, due to their good mechanical properties.”
Moreover, the shear buckling load for the benchmark
QUAD selected, that is [05/+45,/90]s, was surpassed by all
cases but case #1. The +0/+30 fiber orientation makes the
bending stiffness matrix D,%* component smaller than the
one from the benchmark selection (see Appendixes 2 and 3).

L

0050

Figure 3. FEM solution, mode |, validation case.

0.150

Table 5. Shear buckling critical load (N,,) for different DD laminates.

Long Edge SS

Long Edge CC

Stacking Model FEA Abs. Diff Model FEA Abs. Diff  Half-wave

Case ID  Sequence (KN/m) (KN/m) (%) Half-wave (m)  (KN/m) (KN/m) (%) (m)

BM’ [03/£45,/90] +56.05 52,67 6.03 0.29 +97.89 +89.90 8.6 0.19
| [£0/x30]4 +56.20 5491 229 0.33 +96.64 +89.26 7.63 0.22
2 [£0/+45],4 +86.59 +86.93 04l 0.26 +14893 £14143 504 0.18
3 [+£0/x60]4 £11091  £10995 0.86 0.20 £193.64 +18751 3.17 0.14
4 [£0/x90]4 11751 #11533  1.86 0.16 21399 +208.84 240 0.11
5 [£30/+30]4 +82.87 8446 191 0.32 +14023  #13355 476 0.33
6 [£30/£45]4 11416 £116.79 230 0.27 £193.10 £186.05 3.65 0.18
7 [£30/x60]4 £13932 14116  1.32 0.21 23734  £22897 3.52 0.14
8 [£30/x90]4 14546 +144.67 054 0.15 25396 +24445 374 0.10
9 [£45/+45],4 £143.52 £147.10 249 0.23 $242.06 £234.04 331 0.15
10 [£45/+60]4 £16400 *166.33 .42 0.19 27740  +267.29 3.64 0.12
I [£45/+90]4 £163.03 +163.41 023 0.14 28043  +266.63 4.92 0.09
12 [£60/x60]4 17795 £17937 079 0.15 £301.06 +287.40 4.54 0.10
13 [£60/£90]4 +163.27 £15870 279 0.11 $280.75 £262.00 6.68 0.08
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Figure 5. Critical buckling mode, CC boundary condition at long edge, for benchmark (a) and cases 1-13 (b-n).
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As commented by Whitney,”* the D,¥ component is the
most important bending stiffness component when in-plane
shear loading is considered.

e Benchamark

The largest discrepancy between the proposed model and the
FEA occurs for the clamped (CC) boundary condition along the
long edge, around 8.2% for the benchmark condition. This
difference can be attributed to two factors. First, the finite el-
ement analysis is based on a long but finite plate (810 mm x
150 mm), while the analytical solution considers an infinitely
long plate. Another factor affecting the results is the imposition
of clamped boundary conditions at the long edge.

The D,% criterion for [+¥/ + @], seems to be consistent
with the critical buckling shear loading (see Table 4 and
appendix 3). The only result in which the D,, criterion
deviates is the [£60/+90],. The reason for this decrease in
buckling load can be attributed to the decrease in D, ¥ and
D¢k, when compared to [+60/£60]4. However, the differ-
ence between the two configurations is around.

The buckling modes were investigated with consideration of
the buckling half-wave. Figures 3 and 4 illustrate the critical
buckling mode for each case studied, under simply supported
(SS) and clamped (CC) conditions. The finite element solutions
for the benchmark case and the [+0/430], case present close
buckling loads for SS and CC configurations. However, due to
the different stacking sequences and bending stiffness matrix
components the buckling modes are different. As expected, the
configurations with the largest critical buckling loads, [+60/+60]
4 and [+£45/£90],, exhibit the smallest buckling half-waves, as
shown in Table 4 and Figures 4 and 5.

As noted by Kassaplogou,'® the buckling loads are influ-
enced by the applied boundary conditions. Buckling modes in
composite plates depend primarily on two factors: bending
stiffness and boundary conditions. As shown in Figure 5(L) (the
long-edge clamped case), the half-wavelength is relatively
small, approximately 0.09 m. For a composite plate with a
length of around 0.8 m, the model predicts nine half-waves,
which aligns with expectations.

Additionally, the highest out-of-plane displacement oc-
curs at the plate’s center, consistent with the findings of
Mittelstedt.'” The alternating out-of-plane displacement
directions (u3), as described by Qiao and Huo,** are also
evident in Figure 4(L). From a design perspective, and
considering the bending stiffness criterion, the highest
buckling load is achieved when buckling modes are char-
acterized by small half-wavelengths.

Conclusions

A new strategy for designing double-double laminates to
resist buckling under in-plane shear conditions has been

proposed. This approach integrates the off-the-shelf method
for carbon/epoxy prepregs with the master-ply concept. The
off-the-shelf method employs unidirectional prepregs (0°
and 90°) and angle-ply fabrics (+£30°, £45°, and 90°). By
adopting this strategy, manufacturers can leverage the
simplicity and effectiveness of the double-double
configuration.

The proposed algorithm successfully identifies the op-
timized off-the-shelf double-double configuration with the
highest shear buckling load, based on the D,¥ maximum
value criterion for calculating the buckling loads of com-
posite plates under in-plane shear.

From a design perspective, an increase in the number of
repetitions of sub-laminates [+y/+¢], 1 reduces the bend-
twist coupling effect (D, ¥, D,#). Meanwhile, the bending
stiffness components (D,{,D,3, D%, D ) increase nearly
tenfold when the thickness doubles. Double-double con-
figurations with small angles, such as [£0/+30],, [+30/+30]
4, and [£0/+45],, exhibit the lowest critical buckling loads
under in-plane shear among their peers. However, the model
predictions for [£0/+45]4and [£30/£30]; exceed the
benchmark case by 45.56% and 44.27%, respectively.

Since buckling loads and modes are influenced by
boundary conditions, results for simply supported and
clamped conditions differ. Nevertheless, the same trend is
observed: an increase in angle orientation results in smaller
half-wavelengths and, consequently, higher buckling loads.
The best-performing double-double configuration, [£60/
+60],, achieves a buckling load nearly two times higher
(~185%).

The only configuration deviating from the D,¥ criterion
for in-plane shear is [£60/£90]4. This deviation occurs due
to reductions in D ¥ and D¢, resulting in a critical buckling
load 6.75% lower than that of [£60/+60],.

The strength of this non-dimensional design strategy lies
in its simplicity, requiring only two parameters: Tsai’s
modulus and the number of repetitions.
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[£0/60], D* =

[£0/+90], D* =

[£30/+30], D* =

[+30/+45], D* =

[+30/+60], D* =

[£30/+90], D* =

[+£45/+45), D* =

[+45/+60], D* =

[£45/+90], D* =

[73.9814

13.2204

13.2204 43.0259
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101406 0.6069  15.5869

Appendix 4: [ty/2®] sub laminate construction
pseudo language

Two nested loops were defined:

1 - Internal loop for selecting + y from the vector:
i(1) = £0°, i(2) = £30°, i(3) = +45°, i(4) = £60°,
i(5) = £90°;

2 - External loop for selecting + ¢ from the vector:
J(1) = £0°, j(2) = £30°, j(3) = +45°, j(4) = £60°,
J(5) = £90°%

3 - The loops are defined as,
3A: Loop: m =1 to 5: increment of 1
3B: Make + ¢ = j(m);
3C: Loop n =1 to 5: increment of 1
3D: Make £ y = i(n);
3E: Make DVector[n,m] = [£y,* 0];
3F: Check if n <5
3G: YES: Make n = n + 1: return to Line 5D; End If
3H: End Loop
3L: Check if m <5
YES: make m = m + 1: return to Line 3B,;
3J: End If
3K: End Loop

The sub-laminates [+y/+ @] are storage in a matrix called
DVector[n,m].
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