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“All truths are easy to understand once they are discovered;the point is to discover them.”
- Galileo Galilei (1564-1642)
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Resumo

Esta tese propõe novas estratégias de análise e projetoH2/H∞ de sistemas robustos, com posi-
cionamento regional de pólos, aplicadas a sistemas lineares invariantes no tempo com domínios de
incerteza politópicos. O método de análise de estabilidaderobusta proposto combina condições sufi-
cientes por desigualdade matricial linear (LMI) e uma estratégia de partição de politopos. O método
de análise de desempenho proposto é baseado na combinação doalgoritmo branch-and-bound com
formulações de análise LMI e permite o cálculo do custoH2 ouH∞ com qualquer precisão desejada.
O método de projeto proposto é baseado em um problema de otimização em que os elementos do
controlador, filtro ou modelo reduzido são os parâmetros de otimização e os objetivos e restrições
de projeto são verificados em um conjunto finito de pontos, sendo o conjunto inicial formado pelos
vértices do politopo, com a inclusão iterativa, quando necessário, de pontos interiores. O projeto é
validado para todo o politopo através dos métodos de análisepropostos. A motivação deste trabalho
é a busca por um método de projeto que proporcione soluções menos conservadoras ou que atenda
às restrições de estrutura ou desempenho para as quais não existem formulações LMI ou as formu-
lações existentes não resultam em soluções factíveis. O procedimento de projeto proposto é testado
em vários problemas de projeto de controladores, filtros e redução de modelos, resultando sempre em
desempenho igual ou superior aos obtidos por outras estratégias publicadas na literatura.

Palavras-chave: Análise de Estabilidade Robusta, Cálculo de CustosH2 eH∞, Controle Ro-
busto Multiobjetivo, Filtragem Robusta Multiobjetivo, Redução de Modelos, Incertezas Politópicas,
Otimização.

Abstract

This thesis proposes new strategies for analysis and synthesis of robustH2/H∞ systems with re-
gional pole placement, considering linear time-invariantsystems with polytopic uncertainty domains.
The proposed robust stability analysis approach combines linear matrix inequality (LMI) sufficient
conditions and a polytope partition strategy. The proposedperformance analysis approach is based
on the combination of a branch-and-bound algorithm and LMI analysis formulations allowing the
computation of theH2 orH∞ costs with any required accuracy. The proposed synthesis approach is
based on an optimization problem where the controller, filter, or reduced model parameters are the
optimization variables and the design objetives as well theconstraints are verified in a finite set of
points initialized with the polytope vertex set, with the iterative inclusion, when necessary, of interior
points. The design is validated for the whole polytope by means of the proposed analysis approaches.
The aim of this work is to seek for a design approach that provides less conservative solutions or even
consider performance/structural constraints that are nothandled by means of LMI formulations or
are not feasible. The synthesis procedure is applied to several controller, filter, and model reduction
problems achieving improved or the same performance than other strategies.

Keywords: Robust Stability Analysis,H2 andH∞ Cost Computation, Robust Multiobjective
Control, Robust Multiobjective Filtering, Model Reduction, Politopic Uncertainty, Optimization.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 LMIs na teoria de controle robusto

Um dos grandes desafios do projeto de sistemas de controle e filtragem é garantir a estabilidade e o

desempenho dos sistemas frente às incertezas inerentes aosmodelos utilizados para análise e síntese.

Tais incertezas podem ser decorrentes, por exemplo, de dinâmicas negligenciadas da planta, de não

linearidades e de incertezas sobre parâmetros do sistema, que não são precisamente conhecidos ou que

podem sofrer variações aleatórias. Existem várias formas de se modelar sistemas incertos. Esta tese

trata especificamente de problemas de controle robusto considerando sistemas lineares invariantes

no tempo representados por modelos no espaço de estados, nosquais o domínio de incerteza é um

politopo, o que engloba modelos politópicos e modelos com dependência afim de parâmetros incertos.

Tais modelos de incerteza são bastante abrangentes e interessantes por serem associados a aspectos

físicos do sistema, podendo ser obtidos do conhecimento dasequações dinâmicas do sistema ou por

métodos de identificação. Esta tese aborda os seguintes problemas da teoria de controle robusto:

• análise de estabilidade robusta: verificar se todos os sistemas pertencentes ao domínio de incer-

teza são assintoticamente estáveis ou se todos os autovalores (ou pólos) estão localizados em

uma determinada região convexa do plano complexo;

• análise de desempenho robusto: verificar se todos os sistemas pertencentes ao domínio de

incerteza atendem às especificações de desempenho em termosde normasH2 eH∞ de matrizes

de transferência, obtendo limitantes superiores das mesmas (custo garantido);

• síntese de controladores robustos: projetar controladores por realimentação de estado ou saída

tal que o sistema em malha-fechada seja estável e atenda às especificações de desempenho para

todos os sistemas no domínio de incerteza;

1
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• síntese de filtros robustos: projetar filtros de tal forma que o erro entre as variáveis estimadas

e seus valores reais seja minimizado ou atenda à uma determinada especificação para todos os

sistemas no domínio de incerteza;

• aproximação robusta por modelos reduzidos: obter aproximações de ordem reduzida de sis-

temas incertos de modo que os erros entre as saídas do modelo reduzido e do sistema real

sejam minimizados, ou atendam a uma determinada especificação de desempenho, para todos

os sistemas no domínio de incerteza.

Uma das formas de caracterizar o desempenho de sistemas de controle em malha-fechada, de

sistemas de filtragem e de aproximações de sistemas por modelos reduzidos é através de normas ma-

triciais de certas matrizes de transferência do sistema. Normas matriciais, como as normasH2 eH∞,

proporcionam uma medida da influência das entradas exógenas(distúrbios de carga, ruídos, sinais de

referência etc.) sobre as saídas controladas do sistema (erros de rastreamento, sinais de controle etc.).

Controladores LQG (do inglês, "Linear-Quadratic-Gaussian"), bastante difundidos na década de 60,

podem ser vistos como um caso especial do controle ótimoH2. Devido à característica do projeto

LQG de não assegurar margens de estabilidade satisfatórias(Doyle, 1978), além da dificuldade de se

conhecer as propriedades estatísticas das perturbações, cresceu o interesse pelo controle ótimoH∞ a

partir do trabalho de Zames (1981). Em Doyle et al. (1989), soluções para os problemas de controle

H2 eH∞ foram formuladas para sistemas no espaço de estados atravésde equações de Riccati. En-

tretanto, formulações em termos de equações de Riccati podemse tornar difíceis de serem aplicadas

aos problemas de controle robusto.

A teoria de controle robusto foi bastante impulsionada a partir do final dos anos 80 quando os

problemas de controle robusto passaram a ser caracterizados por problemas de otimização convexa.

Um problema de otimização convexa é um problema na forma:

minimize f0(x)

sujeito a fi(x) ≤ bi, i = 1, . . . ,m,
(1.1)

sendo as funçõesf0, . . . , fm : R
d → R convexas, isto é, satisfazem a condição

fi(λx + (1− λ)y) ≤ λfi(x) + (1− λ)fi(y) (1.2)

para todox, y ∈ R
d e para todo0 ≤ λ ≤ 1. Os problemas de otimização convexa possuem a

propriedade de que um ótimo local corresponde ao ótimo global. Na teoria de controle robusto, os

problemas são formulados como problemas de programação semi-definida (SDP, do inglês “Semide-

finite Programming”), uma classe dos problemas de otimização convexa, na qual a função objetivo
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é linear e as restrições são na forma de desigualdades matriciais lineares (LMIs, do inglês “Linear

Matrix Inequalities”) (Vendenbergue e Boyd, 1996):

minimize cT x

sujeito a F (x) ≻ 0
(1.3)

sendo a desigualdade matricial linear, ou LMI, definida como

F (x) , F0 +
d∑

i=1

xiFi ≻ 0 (1.4)

Os dados do problema são o vetorc ∈ R
d ed+ 1 matrizes simétricas fixasF0, . . . , Fd ∈ R

n×n, sendo

x = [x1, . . . , xd]
T o vetor de variáveis de decisão. O sinal da desigualdade emF (x) ≻ 0 significa

queF (x) é definida positiva, isto é,zT F (x)z > 0, para todoz ∈ R
n, comz 6= 0. A funçãoF (x) é

uma função afim dos elementos emx. Uma propriedade importante das LMIs é que elas definem uma

restrição convexa, ou seja, o conjunto de soluçõesx que atende à restrição é convexo. Um conjuntoC
é convexo se a linha entre quaisquer dois pontos do conjunto está completamente contida no conjunto:

x1, x2 ∈ C ⇒ λx1 + (1− λ)x2 ∈ C para0 ≤ λ ≤ 1.

Uma das vantagens imediatas da abordagem por LMIs é a disponibilidade de softwares, comerci-

ais ou gratuitos, para a solução em tempo polinomial de tal classe de problemas de otimização como,

por exemplo, o LMI Control Toolbox (Gahinet et al., 1995) e SeDuMi Interface (Peaucelle, Henrion,

Labit e Taitz, 2002; Sturm, 1999), ambos para uso com o MATLABr (ver outras referências em

Vandenberghe e Balakrishnan (1997)). A princípio, caracterizar um problema de controle ou filtra-

gem na forma de um problema baseado em LMIs significa na prática a sua solução, mesmo que não

existam soluções analíticas disponíveis (Boyd et al., 1994). Pode-se dizer que as formulações por

LMIs possuem a mesma importância na teoria de controle robusto que as equações de Lyapunov e

Riccati na teoria de controle moderna e as ferramentas gráficas, como os diagramas de Bode, Nyquist

e Nichols, na teoria de controle clássica (Doyle et al., 1991). Representar todas as especificações do

sistema sendo projetado através de um único objetivo de controle é bastante restritivo. Deste modo,

outra vantagem importante da abordagem por LMIs é que, como elas aparecem na forma de restrições

no problema de projeto, elas oferecem maior flexibilidade para combinar várias especificações sobre

o sistema a ser projetado (Boyd et al., 1994). A terceira característica de destaque dos problemas

formulados em termos de LMIs, fundamental quando os sistemas considerados possuem domínio po-

litópico de incerteza, é que é suficiente verificar o conjuntode vértices para garantir as especificações

de estabilidade e desempenho para todos os sistemas pertencentes ao politopo.
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A história das LMIs na análise de sistemas dinâmicos começouhá mais de cem anos, em 1890,

quando Lyapunov publicou o trabalho introduzindo o que é conhecido atualmente como teoria de

Lyapunov (Boyd et al., 1994). Pela teoria de Lyapunov, a equação diferencial

d

dt
x(t) = Ax(t) (1.5)

é estável (isto é, todas as trajetória tendem a zero) se e somente se existe uma matriz definida positiva

P ≻ 0 tal que

AT P + PA ≺ 0 (1.6)

Esta condição é conhecida como desigualdade de Lyapunov, sendo uma LMI. Na teoria de con-

trole robusto, o usual é encontrar as variáveis na forma de matrizes, como no exemplo da desigualdade

de Lyapunov (1.6). O termo LMI foi introduzido em Willems (1971) para referir-se a

F (K) =

[
AT K + KA + Q KB + CT

BT K + C R

]
� 0

Neste trabalho, Willems refere-se à equação de Riccati como um gargalo da teoria de sistemas lineares

e antevê que, apesar da importância da LMI parecer não ser apreciada àquela época, seria interessante

explorar sua capacidade por meio de algoritmos computacionais.

Existe uma gama razoável de especificações que podem ser caracterizadas por LMIs (Boyd et al.,

1994; Scherer et al., 1997; Skelton et al., 1998). Existem diferentes caracterizações LMI de esta-

bilidade robusta de sistemas incertos lineares invariantes no tempo a tempo contínuo (de Oliveira,

Geromel e Hsu, 1999; Ebihara e Hagiwara, 2002a; Ramos e Peres,2002; Ebihara et al., 2005; Oli-

veira e Peres, 2005c; Oliveira e Peres, 2006) ou a tempo discreto (de Oliveira, Bernussou e Gero-

mel, 1999; de Oliveira, Geromel e Hsu, 1999; Ramos e Peres, 2001; Kau et al., 2005; Oliveira e

Peres, 2005c; Oliveira e Peres, 2006) ou, de forma mais geral, de posicionamento de pólos em re-

giões convexas do plano complexo, denominadaD-estabilidade (Chilali e Gahinet, 1996; Peaucelle

et al., 2000; Leite e Peres, 2003; Gao e Xue, 2004). As normasH2 eH∞ e os correspondentes custos

garantidosH2 eH∞ (limitantes superiores das normas no domínio de incerteza)podem ser caracte-

rizadas por LMIs (Palhares et al., 1997; de Oliveira et al., 2002; de Oliveira et al., 2004a; de Oliveira

et al., 2004b; Ebihara e Hagiwara, 2004a; Trofino et al., 2005; Xie et al., 2004; He et al., 2005; Ebihara

et al., 2005; Oliveira e Peres, 2005b; Yang et al., 2005).

Exemplos de problemas de controle robusto formulados em termos de LMI incluem a síntese de

controladores robustos por realimentação de estado (Bernussou et al., 1989; Chilali e Gahinet, 1996;

Peaucelle et al., 2000; Apkarian et al., 2001; Ebihara e Hagiwara, 2002a; Ebihara e Hagiwara, 2002b;

de Oliveira et al., 2002; Wang e Wilson, 2003; Ebihara et al.,2004; Coutinho et al., 2005), síntese de
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controladores dinâmicos de ordem completa para sistemas precisamente conhecidos (Scherer, 1995;

Chilali e Gahinet, 1996; Scherer et al., 1997; Masubuchi et al., 1998; Apkarian et al., 2001; Trofino,

2002; de Oliveira et al., 2002; Ebihara et al., 2004; Ebiharae Hagiwara, 2004a) e síntese de filtros de

ordem completa para sistemas incertos (Geromel et al., 1998; Geromel, 1999; Geromel e de Oliveira,

2001; Palhares e Peres, 1999; Palhares e Peres, 2000b; Palhares e Peres, 2000a; Palhares e Peres,

2001; Tuan et al., 2001; Geromel et al., 2002; Liu et al., 2003; Xie et al., 2004; Barbosa et al., 2005).

Porém, um importante grupo de problemas de controle não possui formulações convexas baseadas em

LMIs, não sendo possível a obtenção da solução diretamente apartir de um programa para solução

de LMIs. Tais problemas de controle podem recair em descrições na forma de desigualdade matricial

bilinear (BMI, do inglês “Bilinear Matrix Inequality”). Esteé o caso do projeto de controladores

por realimentação de saída estáticos, controladores por realimentação de saída dinâmicos de ordem

reduzida, projeto de controladores dinâmicos robustos, com ou sem restrições de estrutura e projeto

de filtros de ordem reduzida. As BMIs foram introduzidas na área de controle por Safonov et al.

(1994). Uma BMI é da forma:

F (x, y) = F0 +
d∑

i=1

xiFi +
h∑

j=1

yjGj +
d∑

i=1

h∑

j=1

xiyjHij ≻ 0 (1.7)

sendox ∈ R
d e y ∈ R

h as variáveis eFi ∈ R
n×n, Gj ∈ R

n×n e Hij ∈ R
n×n, i = 1, . . . , d,

j = 1, . . . , h, as matrizes simétricas fixas. Observe que, fixandox, a BMI passa a ser uma LMI

da variávely e vice-versa. Apesar de serem convexas parax ou paray, as BMIs não são convexas

parax ey simultaneamente. Deste modo, não são conhecidos algoritmos com tempo polinomial para

solução dos problemas BMI. Os algoritmos para solução de problemas na área de controle robusto

na forma de BMIs são, em geral, ou métodos de otimização local alternando entre minimizarx e y

(Grigoriadis e Skelton, 1994; El Ghaoui e Balakrishnan, 1994; Iwasaki e Skelton, 1995; Grigoriadis

e Skelton, 1996; El Ghaoui et al., 1997; Iwasaki, 1999; Ebihara et al., 2004; Kanev et al., 2004; Yang

et al., 2005), ou métodos globais (branch-and-bound) (Goh et al., 1995; Goh, 1995; Beran et al.,

1997; Beran, 1997; Tuan et al., 2000), ambos baseados na solução de uma seqüência de problemas

LMI. O problema de redução de modelos também resulta em formulações não convexas em termos de

BMIs tanto para sistemas precisamente conhecidos (Helmersson, 1994; Grigoriadis, 1995; Geromel

et al., 2004; Ebihara e Hagiwara, 2004b; Kanno, 2005; Geromel et al., 2005) como para sistemas

incertos (Assunção e Peres, 1999; Wu, 1996; Wu e Jaramillo, 2002; Trofino e Coutinho, 2004; Halevi

e Shaked, 2004).
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1.2 Motivação

Ao se caracterizar problemas da teoria de controle robusto na forma de problemas de otimização

convexos, baseados em LMIs, em geral se introduz algum grau de conservadorismo na formulação,

de modo que a solução obtida pode ser um sub-ótimo do problemaoriginal. Deste modo, a motiva-

ção inicial dessa tese foi: desenvolver um procedimento geral de projeto que proporcione resultados

menos conservadores que as formulações LMI, ou que obtenha resultados em casos nos quais for-

mulações LMI não apresentem soluções factíveis, que possa ser aplicado ao projeto de controladores

robustos multiobjetivo por realimentação de estado, realimentação de saída estática ou dinâmica; ao

projeto de filtros robustos multiobjetivo e ao cálculo de aproximações por modelos reduzidos, aplica-

dos a sistemas lineares, invariantes no tempo, a tempo contínuo ou discreto, com domínios politópicos

de incerteza. O termo multiobjetivo é empregado aqui para referir-se aos projetos que devem atender

às especificações de desempenhoH2 eH∞ e às restrições de posicionamento regional de pólos. A

motivação para o projeto multiobjetivo pode ser colocada daseguinte forma (Scherer et al., 1997):

• O projeto considerando desempenhoH∞ é conveniente para garantir estabilidade robusta de

sistemas incertos, para rejeição de distúrbios na forma de sinais com energia limitada e para

expressar especificações no domínio da freqüência tais comofaixa de passagem e ganho em

baixas freqüências.

• O projeto considerando desempenhoH2 é equivalente ao controle ótimo LQG sendo útil para

tratar de rejeição a distúrbios com características estocásticas, como ruídos de medição ou

perturbações aleatórias.

• O posicionamento regional de pólos é útil para garantir determinadas características da resposta

transitória, como o tempo de decaimento ou o amortecimento.

Como discutido na seção anterior, o controle LQG, desenvolvido nos anos 60, não consegue lidar

de forma adequada com sistemas com modelos incertos. Pequenas variações do modelo baseado

no espaço de estados podem levar a respostas transitórias totalmente diferentes, como mostrado em

Skelton et al. (1998, pág. 34). Por outro lado, as técnicas deprojetoH∞ são bastante adequadas para

tratar de aspectos no domínio da freqüência e de questões de robustez, porém, proporcionam pouco

controle sobre o comportamento transitório e sobre a localização dos pólos em malha-fechada (Chilali

e Gahinet, 1996). Fica claro, a necessidade de técnicas de controle multiobjetivo que combinem os

aspectos vantajosos de cada critério.

O procedimento geral de projeto desenvolvido nesta tese, inicialmente direcionado ao projeto de

controladores robustos, baseado em otimização não convexadiretamente no espaço de parâmetros

do controlador, proporciona melhores resultados que justificam o esforço computacional demandado.
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O procedimento de projeto desenvolvido requer ferramentasde análise robusta com determinadas

características que não são proporcionadas pelas caracterizações LMI devido ao conservadorismo das

mesmas. Deste modo, a segunda motivação desta tese foi a de desenvolver novos procedimentos de

análise de estabilidade robusta e de desempenho robustoH2 eH∞, menos conservadores, para serem

aplicados ao procedimento geral de projeto proposto nesta tese. Devido aos bons resultados obtidos

para os problemas de controle robusto, nesta tese, o procedimento geral de projeto também é aplicado

ao problema de filtragem robusta e ao problema de aproximaçãorobusta por modelos reduzidos.

1.3 Objetivo

O objetivo desta tese é propor novas estratégias de análise esíntese de sistemas de controle e

filtragem robustos multiobjetivos, considerando critérios de desempenhoH2 eH∞ e restrições de

posicionamento regional de pólos. Através do procedimentogeral de projeto proposto, busca-se, não

só obter resultados menos conservadores do que os obtidos por formulações LMI baseadas na teoria

de estabilidade de Lyapunov, como também obter soluções para os casos em que as formulações LMI

não são factíveis ou, principalmente, para os casos em que ainda não existem formulações LMI. A

estratégia de projeto proposta pode ser aplicada para síntese de controladores por realimentação de

estado, realimentação estática ou dinâmica de saída, projeto de filtros e aproximação por modelos

reduzidos. Uma importante propriedade do procedimento de projeto proposto é sua flexibilidade para

incluir restrições de ordem e estrutura.

1.4 Escopo

As estratégias de análise e de projeto desenvolvidas nesta tese são destinadas a sistemas incertos

lineares invariantes no tempo, a tempo contínuo ou discreto, com domínio politópico de incerteza.

Considere o sistema linear invariante no tempo representadopelo seguinte modelo no espaço de

estados:

δ[x(τ)] = Ax(τ) + Bw(τ)

z(τ) = Cx(τ) + Dw(τ)
(1.8)

comA ∈ R
n×n, B ∈ R

n×nw , C ∈ R
nz×n eD ∈ R

nz×nw , sendo

δ[x(τ)] ,
dx(t)

dt
, τ , t ∈ R para sistemas contínuos no tempo

δ[x(τ)] , x(k + 1), τ , k ∈ N para sistemas discretos no tempo
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SejaS a matriz sistema definida como

S ,

[
A B

C D

]
(1.9)

Considere que a matriz sistema não é precisamente conhecida,mas pertence a um conjunto polié-

drico convexo fechado, ou politopo:S ∈ P ⊂ R
(n+nz)×(n+nw).

No caso de modelos politópicos, o conjuntoP é um politopo no espaço de matrizes definido pelo

conjunto de todas matrizes obtidas pela combinação convexade seusN vértices:

P , Co {S1, S2, . . . , SN} =

{
S(θ) : S(θ) =

N∑

i=1

θiSi, θ ∈ ΩM

}
(1.10)

sendoCo{·} a casca convexa do argumento e

Si ,

[
Ai Bi

Ci Di

]
, i = 1, . . . , N (1.11)

os vértices do politopo. O vetor de coordenadas do politopo,θ = [θ1 . . . θN ]T , pertence ao conjunto

definido como

ΩM ,

{
θ ∈ R

N : θi ≥ 0 , i = 1, . . . , N,
N∑

i=1

θi = 1

}
(1.12)

O conjuntoΩM também pode ser representado como um simplexo no espaço de dimensãoN − 1:

ΩM ,

{
θ̂ ∈ R

N−1 : θi ≥ 0 , i = 1, . . . , N − 1,
N−1∑

i=1

θi ≤ 1

}
(1.13)

desde queθN = 1−∑N−1
i=1 θi.

No caso de sistemas dependentes de parâmetros, a matriz sistema é dependente afim do vetor de

parâmetros incertosp = [p1, p2, . . . pd]
T ∈ R

d:

P , {S(p) : S(p) = S0 + p1S1 + . . . + pdSd, p ∈ Ωp} (1.14)

Se os parâmetros incertos variam entre valores limites, ou seja, pi ∈ [p
i
, pi], sendop

i
e pi os

valores mínimo e máximo doi-ésimo parâmetro incerto, o vetorp pertence a um hiper-retângulo no

espaçod-dimensional:

Ωp ,
{

p ∈ R
d : p

i
≤ pi ≤ pi, i = 1, . . . , d

}
(1.15)



1.5 Metodologia 9

O domínioΩp também pode ser um politopo de formato qualquer se existiremrestrições lineares

adicionais sobre os parâmetros, como, por exemplo, no estudo de falhas de sensores e atuadores ou

em aproximações de incertezas limitadas em norma por incertezas politópicas:

Ωp ,
{
p ∈ R

d : aT
i p ≤ bi , i = 1, . . . ,m

}
(1.16)

sendoaT
i as linhas de uma matrizA ∈ R

m×d e bi os elementos de um vetorb ∈ R
m.

1.5 Metodologia

A grande maioria das pesquisas na área de projeto de sistemasde controle e filtragem robustos é

baseada em problemas de otimização convexos com função objetivo linear e restrições em termos de

LMIs, derivadas das formulações de estabilidade de Lyapunov. Estas abordagens de projeto são ob-

tidas através de formulações de análise de estabilidade ou de cálculo de custos garantidosH2 eH∞.

Como uma forma alternativa de projeto, nesta tese é proposto formatar os problemas de controle, fil-

tragem e aproximação em termos de um problema de otimização multiobjetivo, cujos parâmetros de

otimização são os próprios parâmetros do controlador, filtro ou modelo reduzido. No caso de sistemas

incertos, este problema requer a otimização do pior caso de um número infinito de sistemas perten-

centes ao domínio de incerteza. Para viabilizar a solução deste problema, propõe-se que as funções

objetivo e as restrições sejam verificadas em um conjunto finito de pontos, definido inicialmente pelos

vértices do politopo que caracteriza o espaço de incertezasdo modelo. A dificuldade de tal estratégia

é que, uma vez que a formulação não é convexa, considerando apenas os vértices do politopo não se

garante a efetiva minimização das funções objetivo e o atendimento das restrições em todo o politopo.

Deste modo, é necessária uma validação do resultado obtido no processo de otimização para todo o

politopo. Se na validação for verificado que o pior caso das funções objetivo ocorre fora dos vértices

ou que alguma restrição não é atendida em todo o politopo, os pontos de pior caso são incluídos no

conjunto finito de pontos avaliados e o processo de otimização é repetido. Os passos de otimização e

validação são repetidos até que todas as restrições sejam atendidas e que as funções objetivo convir-

jam para um valor com determinada precisão relativa. Deste modo, na estratégia proposta, busca-se

minimizar o pior caso das normasH2 eH∞ no interior do politopo, ao invés de se minimizar os cus-

tos garantidosH2 eH∞, como ocorre nas formulações LMI. Para implementação do procedimento

de projeto proposto são necessários um algoritmo de otimização adequado para tratar de problemas

não convexos e não diferenciáveis e um procedimento de análise que possa identificar os pontos de

pior caso no domínio de incerteza com uma determinada precisão.

Poderiam ser utilizadas formulações de análise LMI para validar o projeto para todo o politopo,
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entretanto, tais formulações provaram ser conservadoras para o caso de sistemas invariantes no tempo

e, em muitos casos, não eram úteis para determinar o custo garantido por não obterem soluções fac-

tíveis. Deste modo, um novo problema teve que ser considerado, o de desenvolver uma ferramenta

de análise eficiente que permitisse a determinação dos custos H2 e H∞, sem conservadorismo, e

que fornecesse o valor e a coordenada do pior caso das normasH2 eH∞ no politopo, atendendo a

uma precisão pré-determinada. Para isso, a primeira tentativa foi utilizar um algoritmo genético para

determinar o pior caso das normasH2 eH∞ em todo o politopo. Como este método não garante a

convergência para o pior caso, foi necessário substituí-lopor um procedimento de cálculo com ga-

rantia de convergência para o máximo global. A solução escolhida para este problema foi adotar uma

combinação do algoritmo branch-and-bound com formulaçõesLMI de análise. A idéia básica deste

algoritmo é a de “dividir para conquistar”. Ao se dividir o politopo, as formulações LMI produzem

resultados menos conservadores. A possibilidade de determinação da precisão do cálculo é devida

à característica do algoritmo branch-and-bound de utilizar duas funções que convergem para o valor

ótimo, uma aproximando por valores inferiores e outra por valores superiores ao do máximo global.

No cálculo dos custosH2 eH∞, a função limitante inferior é escolhida como a norma calculada nos

vértices do politopo e de suas partições e a função limitantesuperior é o custo garantido, calculado

com formulações LMI, para o politopo e suas partições geradas por sucessivas divisões. Se o po-

litopo é dividido sucessivamente até que o mesmo tenda a um ponto, o cálculo do custo garantido

no politopo se iguala ao valor da norma no ponto, o que garantea convergência do algoritmo para o

máximo global. O número de iterações necessárias do algoritmo é limitado pela precisão requerida.

Esta estratégia de análise, que combina a redução do conservadorismo das formulações LMI pela

partição do domínio de incerteza com uma discretização direcionada do domínio, também é utilizada

na verificação do posicionamento regional de pólos.

Para implementar o procedimento de análise proposto, baseado no algoritmo branch-and-bound,

foi necessário desenvolver uma técnica adequada de partição de politopos de qualquer formato, em

qualquer dimensão, que garantisse a convergência do algoritmo branch-and-bound de forma eficiente.

A técnica de partição adotada nesta tese considera malhas simpliciais, ou seja, a decomposição do po-

litopo em um conjunto de simplexos, que torna o procedimentode análise proposto não só eficaz como

também eficiente. Conhecendo o esforço computacional requerido por procedimentos de otimização

global, em especial o algoritmo branch-and-bound, a eficiência obtida pela implementação adotada

é bastante surpreendente, podendo os procedimentos de análise propostos serem considerados como

ferramentas importantes para a teoria de controle robusto.
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1.6 Estrutura da tese

O Capítulo 2 apresenta a técnica proposta de partição de politopos que é fundamental para a im-

plementação eficiente dos procedimentos de análise de estabilidade robusta e de desempenho robusto

propostos nesta tese. A partição de politopos irá combinar atriangularização de Delaunay, utilizada

para decompor politopos de forma geral em um conjunto de simplexos (malha simplicial), com uma

técnica de divisão de simplexo orientada pelas arestas, cujo algoritmo, uma importante contribuição

desta tese, apresentado em detalhes na Seção 2.5, foi especialmente desenvolvido para a implemen-

tação dos procedimentos de análise propostos.

No Capítulo 3 é apresentada a contribuição desta tese na área de análise deD-estabilidade ro-

busta. O procedimento de análise proposto, com a capacidadede identificar tanto aD-estabilidade

robusta do sistema incerto, como um caso de sistema que não éD-estável pertencente ao domínio

politópico de incerteza, é baseado na redução de conservadorismo de condições suficientes LMI de

D-estabilidade pela partição do domínio politópico de incerteza e em um método “inteligente” de

grade. Exemplos ilustrativos, incluindo testes exaustivos, são apresentados para demonstrar a efici-

ência e a eficácia do procedimento de análise proposto.

O Capítulo 4 apresenta a contribuição desta tese na área de análise de desempenho de sistemas

com incertezas politópicas. É proposta uma nova estratégiade cálculo dos custosH2 eH∞ com uma

precisão especificada, denominados custosε-garantidos, baseada na combinação de formulações de

análise LMI e no algoritmo branch-and-bound. Por esta estratégia é possível calcular o custo com

qualquer precisão requerida, o pior caso da norma no espaço de incerteza e a coordenada do ponto

de pior caso. Vários exemplos serão apresentados para demonstrar a eficácia do método de cálculo

proposto.

O Capítulo 5 trata da contribuição desta tese na área de síntese de controladores, filtros e modelos

reduzidos. Neste capítulo é apresentada, em detalhes, a proposta de procedimento geral de projeto

multiobjetivoH2/H∞, com posicionamento regional de pólos, que será aplicada a síntese de contro-

ladores por realimentação de estado, controladores por realimentação estática de saída, controladores

por realimentação dinâmica de saída (de ordem completa ou reduzida e com estrutura fixa ou não);

síntese de filtros (de dimensão completa ou reduzida) e aproximação de modelos por outros de ordem

reduzida, para sistemas lineares invariantes no tempo, contínuos ou discretos no tempo, com domí-

nios politópicos de incerteza. A estratégia geral de projeto é baseada em um procedimento iterativo

de dois passos: primeiro, o cálculo do controlador, filtro oumodelo reduzido, por algoritmo de otimi-

zação, diretamente no espaço dos parâmetros do controlador, filtro ou modelo reduzido, considerando

um conjunto finito de pontos do politopo e, segundo, validação do projeto para todo o politopo uti-

lizando os procedimentos de análise apresentados nos Capítulos 3 e 4, que determinam se existe a

necessidade de acrescentar novos pontos no conjunto finito para nova rodada do procedimento.
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NosCapítulos 6e 7, o procedimento geral de projeto é aplicado a diferentes problemas de con-

trole e filtragem, sendo que cada capítulo apresenta vários exemplos ilustrativos, com comparação

com as estratégias existentes, e conclusões específicas do capítulo.

O Capítulo 8 descreve a aplicação do procedimento geral de projeto para obtenção de modelos

reduzidos fixos ou dependentes de parâmetros. Exemplos extraídos da literatura na área são conside-

rados para demonstrar a utilidade do procedimento proposto.

Finalmente, o último capítulo apresenta as conclusões gerais do trabalho até o atual estágio de

pesquisa e propostas de desenvolvimento futuro.

Em cada capítulo é apresentada uma revisão bibliográfica específica sobre o assunto sendo tratado.



Capítulo 2

Partição de Politopos

2.1 Introdução

Algoritmos tipo branch-and-bound (BnB) podem ser aplicados aproblemas de otimização global.

A idéia básica destes algoritmos é considerar duas funções limitantes inferior e superior que con-

vergem para o máximo (ou mínimo) global do problema à medida que o domínio é sucessivamente

subdividido. Algoritmos BnB já foram utilizados em diferentes aplicações na área de controle ro-

busto, como, por exemplo: análise de estabilidade de sistemas politópicos (DeMarco et al., 1990),

cálculo do grau de estabilidade mínimo de sistemas linearesdependente de parâmetros (Balakrishnan

et al., 1991), cálculo do valor máximo da normaH∞ de sistemas lineares dependente de parâmetros

(Balemi et al., 1991), cálculo do pior caso da covariância do estado de sistemas lineares com parâme-

tros incertos (Balakrishnan e Boyd, 1991), cálculo dos valores máximo e mínimo do ganho RMS de

sistemas lineares discretos no tempo incertos (Balemi e Balakrishnan, 1992), síntese de controladores

via BMI (Goh et al., 1995; Goh, 1995; Beran et al., 1997; Beran, 1997), projeto de estruturas flexíveis

com objetivo de minimizar normaH∞ (Sipila et al., 1999), cálculo da norma mínima de modelos

LFT em um conjunto estruturado (M´Closkey et al., 2000) e pararedução de modelos de sistemas

incertos a tempo contínuo e discreto (Assunção e Peres, 1999). Um dos aspectos mais importantes

na implementação de algoritmos BnB é a técnica de partição do domínio da função avaliada. Nos

trabalhos citados, os modelos de sistema analisados possuem parâmetros incertos que variam dentro

de determinados intervalos conhecidos. Em todos os casos, oalgoritmo BnB é desenvolvido para

tratar especificamente da partição de domínios na forma de hiper-retângulos. A estratégia utilizada

é a de dividir o hiper-retângulo pela metade, com o corte sendo feito nas arestas de maior dimensão

(considerando variáveis normalizadas). Divisão de hiper-retângulos são fáceis de implementar com

bom desempenho desde que elas sempre resultam em subdomínios com o mesmo formato. Entre-

tanto, um problema muito mais difícil de ser tratado ocorre quando o domínio a ser particionado não

13
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possui forma retangular. Além disso, em um espaço de dimensão d, um hiper-retângulo possui2d

vértices, o que causa o rápido crescimento da complexidade computacional do problema de avaliar

uma função nos vértices de tal objeto geométrico, à medida que cresce a dimensão do problema.

Como discutido na Seção 1.4, esta tese irá apresentar nos próximos capítulos técnicas de análise

de estabilidade e desempenho baseadas em algoritmos tipo BnBpara serem aplicadas a sistemas

incertos representados tanto por modelos por dependência afim de parâmetros como por modelos

politópicos. Deste modo, o método de partição de politopos,a ser empregado na implementação dos

algoritmos tipo BnB, deve ser desenvolvido para tratar de trêssituações possíveis:

1. Modelos politópicos: simplexo comN vértices,

ΩM ,

{
θ̂ = [θ1 . . . θN−1]

T ∈ R
N−1 : θi ≥ 0 , i = 1, . . . , N − 1,

N−1∑

i=1

θi ≤ 1

}

2. Modelos dependentes de parâmetros nos quais os parâmetros podem variar entre limites conhe-

cidos: hiper-retângulo com2d vértices que correspondem às combinações dos valores extremos

dosd parâmetros incertos,

Ωp ,
{

p = [p1 . . . pd]
T ∈ R

d : p
i
≤ pi ≤ pi, i = 1, . . . , d

}

3. Modelos dependentes de parâmetros considerando restrições lineares adicionais sobre osd pa-

râmetros incertos: politopo com formato qualquer:

Ωp ,
{
p = [p1 . . . pd]

T ∈ R
d : aT

i p ≤ bi , i = 1, . . . ,m
}

sendoaT
i as linhas de uma matrizA ∈ R

m×d e bi os elementos de um vetorb ∈ R
m.

Em aplicações de engenharia, nas quais é necessária a partição de espaços, é comum trabalhar com

dois tipos de formas geométricas: hiper-retângulos ou simplexos (Moore, 1992). Para poder tratar de

politopos com qualquer formato, englobando os três casos citados, nesta tese, o algoritmo BnB é

implementado considerando malhas simpliciais. Neste casoa estratégia empregada é a de decompor

o domínio na forma de politopo em um conjunto de simplexos comos refinamentos posteriores sendo

realizados por uma técnica de subdivisão de simplexos especialmente desenvolvida. Tal escolha é

justificada pelas seguintes vantagens em considerar simplexos ao invés de hiper-retângulos:

1. qualquer politopo poder ser decomposto exatamente em um conjunto de simplexos, o que não

é possível com hiper-retângulos;
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2. um simplexo é o politopo mais simples existente, com o menor número de vértices necessário,

isto é, em um espaçod-dimensional um simplexo possuid + 1 vértices ao passo que o hiper-

retângulo possui2d vértices,

3. umd-simplexo é definido somente pela sua lista ded+1 vértices, não sendo necessária nenhuma

informação sobre sua topologia, uma vez que qualquer subconjunto ded vértices forma uma

face do simplexo.

A segunda vantagem será de especial interesse para aplicação do algoritmo BnB neste trabalho

pois serão realizados cálculos por formulações de análise baseadas em desigualdade matriciais line-

ares (LMIs) cujos números de variáveis escalares de decisãoe de linhas de restrições LMIs serão

funções do número de vértices do politopo.

Para convergência eficiente de algoritmos tipo BnB, não basta que o hiper-volume seja reduzido

pelo procedimento de subdivisão, uma vez que o volume pode tender a zero quando as arestas do

politopo em apenas uma das dimensões tende a zero. O importante é que a máxima distância entre

os vértices do politopo tenda a zero de modo que o politopo tenda para um ponto com a seqüência

de subdivisões. Mesmo na bisseção de hiper-retângulos é necessário adotar estratégias para garantir

este comportamento, como é o caso na bisseção da maior arestaem cada passo. Deste modo, a

escolha da técnica de refinamento da malha simplicial deverálevar em consideração esta característica

fundamental.

2.2 Definições básicas

As seguintes definições serão úteis na apresentação do método de partição de politopos proposto

nesta tese.

Definição 2.1 Um conjuntoP = {x ∈ R
n : Ax ≤ b} é um poliedro definido pela matriz

A ∈ R
m×n = [a1, . . . , am]T e pelo vetorb ∈ R

m. Se o poliedro é fechado entãoP é denominado

politopo. Um politopo também pode ser definido a partir de seu conjuntode vértices{v1, . . . , vN}:
P = Co(v1, . . . , vN) = {x ∈ R

n : x =
∑N

i=1 θivi, θi ≥ 0, i = 1, . . . , N,
∑N

i=1 θi = 1}, sendo

Co(·) a casca convexa do argumento.

Definição 2.2 Um conjunto de pontos{p0, p1, . . . , pk} é denominadoindependente afimquando,

para um subscritoi ∈ {0, . . . , k} arbitrário, porém fixo, o conjunto de vetores{pj − pi : j ∈
{0, . . . , k}, j 6= i} é linearmente independente.

Definição 2.3 Umd-simplexoé um politopo no espaçod-dimensional definido pord+1 vértices que

são afim independentes. Para cada dimensãod, umd-simplexo é o objeto geométrico mais simples
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nessa dimensão. Desde modo, um 0-simplexo é um ponto, um 1-simplexo é um segmento de reta, um

2-simplexo é um triângulo, um 3-simplexo é um tetraedro etc.

Definição 2.4 Dois simplexosσ, σ′ ∈ R
d sãocongruentesse existir um vetor de translaçãov ∈ R

d,

um escalarc > 0, e uma matriz ortogonalQ ∈ R
d×d tal queσ′ ∼= v + cQσ (Bey, 2000).

Definição 2.5 SejaP ∈ R
d um politopo, o conjunto{P1, . . . ,Pk} de subpolitopos deP é denomi-

nado umapartiçãodeP se
⋃

i∈{1,...,k}Pi = P e para todoi, j, i 6= j, int(Pi) ∩ int(Pj) = ∅.

Definição 2.6 Uma triangularizaçãode um politopoP ∈ R
d é uma partição deP em conjunto de

d-simplexos cuja união é o politopo e a intersecção de qualquer dois simplexos do conjunto é uma

face comum (possivelmente vazia).

2.3 Triangularização de politopos

Politopos de qualquer formato podem ser divididos exatamente em um conjunto de simplexos

pelo processo conhecido como triangularização. Existem diferentes possibilidades de triangulariza-

ção de um politopo, sendo interessante que os simplexos gerados sejam bem formatados: os ângulos

entre as arestas não sejam muito pequenos ou muito grandes. Neste trabalho, no caso de modelos

dependentes de parâmetros, a decomposição deΩp em um conjunto de simplexos é realizada pelo

método de triangularização de Delaunay. No espaço bidimensional, o método de triangularização

de Delaunay busca maximizar o ângulo mínimo entre as arestaspara todas as triangularições possí-

veis. Um simplexo da triangularização de Delaunay tem a seguinte propriedade: ele determina uma

hiperesfera cujo interior não contém nenhum outro ponto do conjunto de pontos a não ser osd + 1

pontos que determinam o simplexo. Esta propriedade é ilustrada pela Figura 2.1 que apresenta uma

triangularização de Delaunay de um politopo definido por 5 vértices no espaço bi-dimensional, na

qual pode ser visto que os 3 vértices de cada triângulo definemum círculo que não contém nenhum

dos demais pontos do conjunto. A Figura 2.2 apresenta outraspossibilidades de triangularização do

mesmo politopo para as quais a propriedade da triangularização de Delaunay não é atendida. Existe

uma relação estreita entre a triangularização de Delaunay de um conjunto de pontos e a casca convexa

da projeção em um parabolóide destes pontos em uma dimensão superior (“lifting transformation”)

(de Berg et al., 2000). Deste modo, algoritmos para cálculo dacasca convexa em espaços (d + 1)-

dimensional podem ser usados para calcular a triangularização de Delaunay no espaçod-dimensional

de forma eficiente. Isto é utilizado, por exemplo, pela função delaunayn(·) do MATLABr que é

baseada no algoritmo Quickhull (Barber, 1996).



2.4 Subdivisão de simplexos 17

Figura 2.1: Triangularização de Delaunay.

Figura 2.2: Triangularizações que não são Delaunay.

2.4 Subdivisão de simplexos

SendoΩ um simplexo ou tendo sido decomposto em um conjunto de simplexos pela triangulariza-

ção de Delaunay, para implementar os refinamentos posteriores da malha simplicial é necessário esco-

lher uma técnica apropriada de subdivisão de simplexo. Paraque algoritmos tipo branch-and-bound

convirjam eficientemente, é necessário que a técnica de refinamento garanta que a maior distância

entre dois vértices de cada simplexo seja minimizada a medida que os volumes dos simplexos sejam

reduzidos pelas sucessivas subdivisões, sem gerar simplexos mal formatados. Para isso é necessário

que a técnica de refinamento seja estável, o que significa que onúmero de classes congruentes de

simplexos (Definição 2.4) obtidas pelas sucessivas subdivisões deva ser limitado.

Para se dividir um triângulo no espaço bi-dimensional podemser consideradas, entre outras, três

estratégias diferentes: (a) bisseção do triângulo ao meio,pela inclusão de um novo vértice sobre o

ponto médio da aresta de maior comprimento; (b) dividir o triângulo em três, pela inclusão de um
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Figura 2.3: Efeito do refinamento da partição de um triângulopelo esquema de subdivisão por 2.

novo vértice no centro de gravidade do triângulo; ou (c) dividir o triângulo em quatro pela inclusão

de três novos vértices sobre os pontos médios de cada aresta.

A divisão pela bisseção é o procedimento mais simples sendo apresentada na Figura 2.3. Esta

figura mostra a seqüência de partição de um triângulo equilátero (ângulos internos iguais a60o),

pertencente a classe de congruência numerada como 1. Na primeira subdivisão são gerados dois

triângulos de uma segunda classe de congruência (ângulos internos iguais a30o, 60o e90o). O refina-

mento desta divisão gera um triângulo da classe 1 e um triângulo de uma terceira classe (um ângulo

interno igual a120o e dois ângulos de30o). O último refinamento resulta em quatro triângulos que

pertencem às classes 1 e 3.

A segunda opção de divisão, baseada na introdução de um vértice no centro de gravidade do

triângulo, é apresentada na Figura 2.4. Com um refinamento sãoobtidos três triângulos de uma classe

de congruência diferente da classe original. E possível perceber que, com refinamentos sucessivos,

são obtidos triângulos cada vez menos bem formatados, sem redução da distância entre os vértices

mais distantes do triângulo sendo refinado. Esta técnica se mostra totalmente inadequada para ser

utilizada com o algoritmo do tipo branch-and-bound.

A última opção de divisão, com a inclusão de novos vértices sobre cada aresta do triângulo, de-

nominada divisão orientada pelas arestas (do inglês “edgewise subdivision”) (Edelsbrunner e Gray-

son, 2000), gera triângulos da mesma classe do triângulo original, independentemente do número de

refinamentos realizados, como pode ser visto na Figura 2.5. Observe pela Figura 2.3 que, se for ne-

cessário dividir o triângulo em quatro pela técnica de bisseção, são necessários três subdivisões com

a geração de dois triângulos na partição inicial além dos quatro triângulos no refinamento final.
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É provado em Bey (2000) que o número de classes diferentes de simplexos gerados pela divisão

orientada pelas arestas para espaçosd-dimensional é limitada emd!/2, valor ótimo, ao passo que,

pela bisseção, não existe prova que este número seja limitado no caso de dimensões maiores que

d = 2. Deste modo, se o simplexo original é bem formatado, a divisão orientada pelas arestas

irá gerar simplexos bem formatados, o que pode não ocorrer pela técnica da bisseção, mesmo com

a partição sobre a aresta de maior dimensão. Devido a esta característica, esta técnica pode ser

considerada a mais apropriada para o refinamento da malha simplicial requerido pelos procedimentos

de análise a serem apresentados nos próximos dois capítulos. Uma desvantagem da técnica de divisão

de simplexo orientada pelas arestas seria a sua implementação em dimensões superiores àd = 3

devido à inexistência na literatura de algoritmos para essefim. Para resolver este problema, foi

desenvolvido nesta tese um algoritmo de fácil implementação computacional que será descrito na

próxima seção.

Com base nestes fatos, a escolha adotada nesta tese para refinamento da malha simplicial é a téc-

nica de subdivsão de simplexo orientada pelas arestas. Alémdo número ótimo de classes congruentes,

existem outras vantagens em se aplicar a subdivisão orientada pelas arestas, sendo importante para

algoritmos tipo branch-and-bound a característica de que os subsimplexos obtidos terão o mesmo

volumed-dimensional, sendo1/2d do volume original (para o caso da subdivisão orientada pelas

arestas em2d) (Edelsbrunner e Grayson, 2000). Observe que, diferentemente de outras aplicações em

Engenharia, tais como elementos finitos, não existe a preocupação em se garantir a consistência do
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particionamento pela não utilização de vértices de um simplexo sobre a aresta de outro.

2.5 Subdivisão de simplexo orientada pelas arestas

Nesta seção é proposto um algoritmo para implementar a técnica de subdivisão orientada pelas

arestas de um simplexod-dimensional emkd simplexos. A implementação desta técnica de subdivi-

são é baseada em um modelo de simplexo na forma de ábaco, denominado esquema de cores (“co-

lor scheme”), apresentado em Edelsbrunner e Grayson (2000)que é relacionado com o trabalho de

Goodman e Peters (1995). A mesma notação utilizada por Edelsbrunner e Grayson (2000) será ado-

tada aqui.

Considere umd-simplexoσ definido como uma seqüência ded + 1 pontos (vértices),Pi ∈ R
d,

i = 0, . . . , d, que são independentes afins emR
d. A subdivisão orientada pelas arestas deσ em

kd simplexos será obtida a partir dos pontosP0, P1, . . . , Pd e de novos pontos obtidos a partir de

uma matrizM ∈ N
k×(d+1), denominada esquema de cores, cujos elementos,χi,j, são números in-

teiros na faixa [0,d], denominados cores, que representam os subscritos dos pontosP0, P1, . . . , Pd

(Edelsbrunner e Grayson, 2000). Aj-ésima coluna deM , Mj = [χ0,j χ1,j . . . χk−1,j]
T , definirá o

j-ésimo vérticePχ0,jχ1,j ...χk−1,j
do novo simplexo definido como

Pχ0,jχ1,j ...χk−1,j
,

1

k
(Pχ0,j

+ Pχ1,j
+ . . . + Pχk−1,j

) (2.1)

Para se adequar ao algoritmo que será proposto, os índices das linhas deM iniciam com 0 ao invés

de 1 como definido por Edelsbrunner e Grayson (2000). As principais características do esquema de

cores são que os elementos aparecem em ordem não decrescentequando lidos como texto (ordenação

lexicográfica), iniciando comχ0,0 = 0 e terminando comχk−1,d = d, com o primeiro elemento de

uma linha igual ao último elemento da linha anterior,χi,0 = χi−1,d (Edelsbrunner e Grayson, 2000) :

χ0,0 ≤ χ0,1 ≤ . . . ≤ χ0,d = χ1,0 ≤ χ1,1 ≤ . . . ≤ χk−1,d

e suas colunasMj, j = 0, . . . , d, são organizadas de tal forma que, da colunaMj−1 para a coluna

seguinteMj, apenas uma das cores muda por um incremento unitário, isto é, Mj = Mj−1 +ξlj , sendo

ξlj a lj-ésima coluna da matriz identidadeIk, ou seja, os elemento deξlj são definidos como

ξ
lj
i ,

{
1, i = lj

0, i 6= lj
(2.2)

O problema tratado aqui é como obter oskd esquemas de cores para gerar a subdivisão completa
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do simplexo. O algoritmo proposto a seguir irá realizar a tarefa de gerar automaticamente os esquemas

de cores, tornando viável o uso do método descrito.

Sejaχn
i,j o elemento dai-ésima linha,j-ésima coluna don-ésimo esquema de cores. No algoritmo

proposto, on-ésimo esquema de cores,Mn, n = 0, 1, . . . , kd−1, será criado linha por linha iniciando

comχn
0,0 = 0. Para saber se o próximo elemento da matriz será mantido ou incrementado em um é

necessário representar o índicen do simplexoMn no sistema numérico com basek:

n = xd−1 × kd−1 + xd−2 × kd−2 + . . . + x0 × k0 (2.3)

Os valores dos dígitosxd−j, j = 1, 2, . . . , d, determinarão qual linha da colunaj − 1 será incre-

mentada em um para gerar a colunaj, ou sejaMj = Mj−1 + ξlj com lj = xd−j. Ao terminar uma

linha, a próxima linha inicia com a última cor da linha anterior, ou seja,χn
i,0 = χn

i−1,d. O proce-

dimento descrito é implementado pelo algoritmo descrito a seguir (Gonçalves, Palhares, Takahashi e

Mesquita, 2006a).

Algoritmo : Esquema de cores

para n = 0, 1, . . . , kd − 1

xd−1 . . . x0 ← convertan para basek;

cor ← 0;

para i = 0, 1, . . . , k − 1

χn
i,0 ← cor;

para j = 1, . . . , d

sexd−j = i então

cor ← cor + 1;

fim se

χn
i,j ← cor;

fim para

fim para

fim para

fim algoritmo

Considere, por exemplo, a subdivisão de um tetraedro emkd = 23 = 8 sub-tetraedros. O esquema

de cores é formatado comk linhas ed + 1 colunas:

M =

[
χ0,0 χ0,1 χ0,2 χ0,3

χ1,0 χ1,1 χ1,2 χ1,3

]
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Utilizando o algoritmo apresentado, os 8 sub-tetraedros são obtidos como sendo

010 ≡ 0002 ⇒ M0 =

[
0 1 2 3

3 3 3 3

]
⇒ σ0 = {P03, P13, P23, P33}

110 ≡ 0012 ⇒ M1 =

[
0 1 2 2

2 2 2 3

]
⇒ σ1 = {P02, P12, P22, P23}

210 ≡ 0102 ⇒ M2 =

[
0 1 1 2

2 2 3 3

]
⇒ σ2 = {P02, P12, P13, P23}

310 ≡ 0112 ⇒ M3 =

[
0 1 1 1

1 1 2 3

]
⇒ σ3 = {P01, P11, P12, P13}

410 ≡ 1002 ⇒ M4 =

[
0 0 1 2

2 3 3 3

]
⇒ σ4 = {P02, P03, P13, P23}

510 ≡ 1012 ⇒ M5 =

[
0 0 1 1

1 2 2 3

]
⇒ σ5 = {P01, P02, P12, P13}

610 ≡ 1102 ⇒ M6 =

[
0 0 0 1

1 2 3 3

]
⇒ σ6 = {P01, P02, P03, P13}

710 ≡ 1112 ⇒ M7 =

[
0 0 0 0

0 1 2 3

]
⇒ σ7 = {P00, P01, P02, P03}

Observe que, para calcular, por exemplo, o sub-tetraedro com índice 6, a mudança das cores

no esquema de cores será especificada escrevendo 6 na base 2, ou seja,x = 1102, o que significa

que as duas primeiras mudanças de cores ocorrem na linha 1 e a última mudança de cor ocorre

na linha 0. Este esquema de cores mostra que o sub-tetraedro édefinido pelo conjunto de pontos

{P01, P02, P03, P13} como destacado na Figura 2.6, sendo o pontoPχ0,jχ1,j
calculado por (2.1).

Esta subdivisão do tetraedro corresponde ao mesmo resultado do algoritmoRedRefinement3D

apresentado em Bey (2000), com cada sub-tetraedro definido pela mesma seqüência de vértices obti-

das pelo algoritmo proposto. Em Bey (2000) é apresentada a conjectura de que a ordem dos vértices

que define cada sub-tetraedro é fundamental para que o algoritmo seja estável em refinamentos su-

cessivos, garantindo que apenas três classes congruentes serão geradas.
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Figura 2.6: Exemplo de sub-tetraedro gerado pela partição de um tetraedro em23 partes.

No caso de uma divisão no espaço bi-dimensional comk = 3, apresentada na Figura 2.7, dois

exemplos de esquemas de cores seriam:

210 ≡ 023 ⇒M2 =




0  1 1

1 1 1

1 1  2


 ⇒ σ2 = {P011, P111, P112}

sendo

P011 =
1

3
(P0 + 2P1) , P111 = P1, P112 =

1

3
(2P1 + P2)

e

410 = 113 ⇒M4 =




0 0 0

0  1  2

2 2 2


 ⇒ σ4 = {P002, P012, P022}

sendo

P002 =
1

3
(2P0 + P2) , P012 =

1

3
(P0 + P1 + P2) , P022 =

1

3
(P0 + 2P2)

O ábaco apresentado na Figura 3 em Edelsbrunner e Grayson (2000), tratando da subdivisão em

37, pode ser gerado pelo algoritmo proposto:

137110 = 1× 36 + 2× 35 + 1× 34 + 2× 33 + 2× 32 + 1× 31 + 0× 30 ≡ 12122103

⇒M1371 =




0 0 0 0 0 0 0  1

1  2 2  3 3 3  4 4

4 4  5 5  6  7 7 7
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Figura 2.7: Exemplo de partição de um triângulo em32 partes.

Para espaços de dimensão superiores a quatro, fica difícil comprovar visualmente que o algoritmo

proposto para implementar a divisão de simplexo orientada pelas arestas funciona corretamente. Um

teste fácil de ser realizado é verificar a propriedade deste algoritmo de divisão de que o volumed-

dimensional doskd simplexos gerados são iguais ao volume do simplexo originaldividido porkd. O

hiper-volume de umd-simplexoσ pode ser calculado a partir do seguinte determinante:

vol(σ) =
1

d!
| det [P1 − P0 . . . Pi − P0 . . . Pd − P0] | (2.4)

Por exemplo, considere o simplexo no espaço 6-dimensional definido pelo conjunto de vértices:

{[1 0,1 0 0 0 0]T ; [0 1 0 0,3 0 0]T ; [0,2 0 1 0 0 0]T ; [0 0 0 1 0,1 0]T ; [0 0,2 0 0 1 0]T ; [0 0 0 0 0,1 1]T ;

[0,8 1 0,9 1 1 1]T}. O volume deste simplexo é calculado como sendo5,4276 × 10−3. Parak = 4,

os 4096 simplexos gerados pelo algoritmo de divisão proposto possuem o mesmo volume igual a

1,3251× 10−6, sendo que a soma dos volumes é igual ao volume do simplexo original. Outros testes

semelhantes envolvendo volumes foram realizados com sucesso.

2.6 Conclusões

Neste capítulo foi apresentada uma nova estratégia de partição de politopos que será útil para

o emprego de algoritmos tipo branch-and-bound nos procedimentos de análise de estabilidade e de

desempenho de sistemas incertos lineares invariantes no tempo que serão apresentados nos próximos

dois capítulos. A estratégia proposta é baseada em malhas simpliciais. No caso de modelos dependen-

tes de parâmetros, caso o politopo já não seja um simplexo, é utilizada a triangularização de Delaunay

para decompor o politopo exatamente em um conjunto de simplexos. Os refinamentos posteriores são

realizados por uma técnica de divisão de simplexo orientadapelas arestas. Como contribuição desta
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tese é apresentado um algoritmo de simples implementação para a técnica de divisão de simplexo em

qualquer dimensão. Tal algoritmo permite o emprego do algoritmo branch-and-bound para politopos

de qualquer formato. Deste modo é possível tratar de modelospolitópicos e modelos por dependência

afim de parâmetros. Lidar com malhas simpliciais ao invés de hiper-retângulos também irá resultar

em um algoritmo branch-and-bound muito mais eficiente para aaplicação que será considerada nos

capítulos seguintes.



Capítulo 3

Análise deD-Estabilidade Robusta

3.1 Introdução

A análise de estabilidade de sistemas incertos é, a princípio, um problema de difícil tratamento

uma vez que é necessária a verificação de infinitos sistemas pertencentes ao domínio de incerteza.

A Teoria de Lyapunov tem sido empregada intensivamente paraa análise de estabilidade robusta

uma vez que o problema de dimensão infinita é reduzido a um problema de dimensão finita sendo

que apenas os vértices do domínio politópico de incerteza necessitam ser verificados. A análise de

estabilidade pela Teoria de Lyapunov é caracterizada por umproblema de factibilidade, formulado

em termos de LMIs, que pode ser facilmente resolvido por um dos programas “LMI-solvers” dis-

poníveis (ver Peaucelle, Henrion, Labit e Taitz (2002) parauma lista de “solvers” e interfaces). A

condição de estabilidade quadrática, baseada em uma única função de Lyapunov, é a formulação mais

simples, porém a mais conservadora. Para reduzir o conservadorismo, podem-se utilizar funções de

Lyapunov dependentes de parâmetros (de Oliveira, Bernussoue Geromel, 1999; de Oliveira, Gero-

mel e Hsu, 1999; de Oliveira e Skelton, 2002; Ramos e Peres, 2001; Ramos e Peres, 2002; de Oli-

veira, 2004; Kau et al., 2005; Oliveira e Peres, 2005c) e funções de Lyapunov com dependência

polinomial de parâmetros (Henrion et al., 2004; Chesi et al.,2005b; Oliveira e Peres, 2005a; Oli-

veira e Peres, 2006). A vantagem destas últimas formulaçõesé que o conservadorismo da condição

suficiente pode ser reduzido com o aumento do grau da função deLyapunov polinomial, porém, a

complexidade aumenta rapidamente tanto com o grau do polinômio como com o número de vértices

do domínio incerto politópico. Em Chesi (2005) é apresentadauma condição suficiente e “assinto-

ticamente” necessária para análise de estabilidade robusta de sistemas lineares contínuos no tempo,

com domínio de incerteza na forma de um hiper-cubo, que pode ser verificada através de problemas

convexos de otimização LMI. Em Ebihara et al. (2005) são propostas condições LMI para análise ro-

busta de estabilidade de sistemas contínuos no tempo considerando funções de Lyapunov associadas

26
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com derivadas de alta ordem do vetor de estado. No caso das formulações LMI de análise de estabi-

lidade que são apenas condições suficientes, quando não é encontrada uma solução para o problema

de factbilidade, nada pode ser afirmado a respeito da estabilidade do sistema. Como verificado em

Leite e Peres (2003) e Kau et al. (2005), a eficiência da formulação LMI de análise diminui com o

aumento do número de vértices do politopo e da ordem do sistema. É possível obter formulações

menos conservadoras aumentando o número de variáveis de decisão ao custo de um maior tempo de

processamento. A Teoria de Lyapunov pode ser estendida paratratar do problema deD-estabilidade

robusta em que se deseja verificar se todos os pólos estão robustamente localizados em regiões conve-

xas do plano complexo, denominadas regiõesLMI (Chilali e Gahinet, 1996; Peaucelle et al., 2000).

A D-estabilidade robusta pode ser caracterizada baseada em estabilidade quadrática ou baseada em

funções de Lyapunov dependentes de parâmetros (Peaucelle et al., 2000; Leite e Peres, 2003; Gao e

Xue, 2004).

Neste capítulo é proposto um novo método de análise que permite determinar se um sistema linear

invariante no tempo é robustamenteD-estável ou não. Para obter este resultado, o método de análise

proposto é baseado em um procedimento que combina formulações LMI de análise, derivadas da Te-

oria de Lyapunov, e uma técnica de partição de politopos. A idéia básica do procedimento proposto

é particionar o politopo iterativamente até que todos os subpolitopos obtidos atendam à condição su-

ficiente deD-estabilidade robusta, ou seja encontrado um sistema pertencente ao politopo que não

éD-estável. O método de análise proposto combina a redução do conservadorismo das condições

suficientes baseadas em LMIs, pela partição do politopo, comum método de grade (ou discretiza-

ção do domínio) para verificação pontual dos autovalores dossistemas pertencentes ao politopo. A

estratégia de dividir o politopo até que possa ser afirmado seum sistema incerto é instável ou robusta-

mente estável não é nova, tendo sido utilizada por DeMarco etal. (1990) para o caso de um politopo

na forma de hiper-retângulo, sendo mais restrita que o novo método proposto. A contribuição deste

trabalho é apresentar uma implementação completamente diferente da apresentada no início dos anos

90, considerando formulações de análise baseadas em LMIs desenvolvidas recentemente e a nova téc-

nica de partição de politopos proposta nesta tese, apresentada no Capítulo 2. O grande diferencial da

estratégia de partição de politopos proposta é o fato de que amesma considera malha simplicial per-

mitindo a aplicação do método tanto para modelos de incerteza politópicos como para modelos com

dependência afim de parâmetros. Trabalhar com malha simplicial é mais eficiente uma vez que os

simplexos são os politopos com menor número de vértices possíveis em uma determinada dimensão.

O número de vértices do politopo possui influência direta na complexidade (número de variáveis de

decisão e número de linhas das LMIs) das condições suficientes de estabilidade baseadas em LMIs.

Parte dos resultados apresentados neste capítulo também podem ser vistos em Gonçalves, Palhares,

Takahashi e Mesquita (2006d).
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3.2 Formulação do problema

Considere o sistema linear invariante no tempo representadopelo seguinte modelo no espaço de

estados:

δ[x(τ)] = Ax(τ), A ∈ P (3.1)

comA ∈ R
n×n, sendo

δ[x(τ)] ,
dx(t)

dt
, τ , t ∈ R para sistemas contínuos no tempo

δ[x(τ)] , x(k + 1), τ , k ∈ N para sistemas discretos no tempo

Considere que a matrizA não é precisamente conhecida, mas pertence a um domínio incerto:

A ∈ P. No caso de modelos politópicos, o conjuntoP é um politopo no espaço de matrizes definido

pelosN vértices,Ai:

P ,
{

A(θ) : A(θ) =
N∑

i=1

θiAi, θ ∈ ΩM

}
(3.2)

sendo que o conjuntoΩM pode ser representado como um simplexo no espaço de dimensãoN − 1:

ΩM ,

{
θ̂ ∈ R

N−1 : θi ≥ 0 , i = 1, . . . , N − 1,
N−1∑

i=1

θi ≤ 1

}
(3.3)

comθN = 1−∑N−1
i=1 θi.

No caso de modelos dependentes de parâmetros, a matrizA é dependente afim do vetor de parâ-

metros incertosp = [p1, p2, . . . pd]
T ∈ R

d:

P , {A(p) : A(p) = A0 + p1A1 + . . . + pdAd, p ∈ Ωp} (3.4)

podendoΩp ser um hiper-retângulo no espaçod-dimensional:

Ωp ,
{

p ∈ R
d : p

i
≤ pi ≤ pi, i = 1, . . . , d

}
(3.5)

ou um politopo de formato qualquer:

Ωp ,
{
p ∈ R

d : aT
i p ≤ bi , i = 1, . . . ,m

}
(3.6)

sendoaT
i as linhas de uma matrizA ∈ R

m×d e bi os elementos de um vetorb ∈ R
m.
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O modelo por dependência afim de parâmetros pode ser convertido em um modelo politópico.

Neste caso, os vértices do politopo de matrizes,A1, . . . , AN , são obtidos a partir das combinações

dos valores extremos depi, . . . , pd e de outras possíveis restrições. Por exemplo, no caso em queΩp

é um hiper-retângulo, o conjuntoΩM correspondente terá2d vértices.

O problema de análise deD-estabilidade robusta é determinar se os autovalores das infinitas

matrizesA do domínio de incerteza pertencem a um determinada regiãoD do plano complexo, isto

é,λ(A) , {λ1(A), . . . , λn(A)} ⊂ D, ∀A ∈ P. Serão consideradas regiõesD convexas e simétricas

em relação ao eixo real conhecidas como regiõesLMI. Neste trabalho é considerada a definição de

regiãoLMI apresentada em Peaucelle et al. (2000) que é uma versão ligeiramente modificada da

regiãoLMI apresentada em Chilali e Gahinet (1996).

Definição 3.1 SejaR ∈ R
2m×2m uma matriz simétrica que pode ser particionada como

R =

[
R11 R12

RT
12 R22

]
:

R11 = RT
11 ∈ R

m×m,

R22 = RT
22 ∈ R

m×m, R22 � 0.
(3.7)

A regiãoD do plano complexo é definida como

D ,
{
z ∈ C : R11 + R12z + RT

12z
∗ + R22zz

∗ ≺ 0
}

. (3.8)

As seguintes regiõesLMI são consideradas neste trabalho (ver Figura 3.1):

• Semi-plano esquerdo, Real(z) < h1:

Rve =

[
−2h1 1

1 0

]

• Semi-plano direito, Real(z) > h2:

Rvd =

[
2h2 −1

−1 0

]

• Disco com raior com centro em(q, 0), |z − q| < r:

Rd =

[
−r2 + q2 −q

−q 1

]
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• Setor cônico com vértice na origem e ângulo interno2θ < π, tg(θ)Real(z) < |Imag(z)|:

Rs =




0 0 tg(θ) 1

0 0 −1 tg(θ)

tg(θ) −1 0 0

1 tg(θ) 0 0




Im

Re

Im

Re

Im

Re

Im

Re

h1
h2

r

q

θ2

Figura 3.1: Regiões LMI.

Definição 3.2 (Peaucelle et al., 2000). A matrizA ∈ R
n×n é dita serD-estável se e somente se todos

os seus autovalores estão localizados na regiãoD definida por (3.8).

Definição 3.3 (Peaucelle et al., 2000). O sistema descrito pela eq. (3.1) érobustamenteD-estável se

somente seA éD-estável para todaA ∈ P.

Definição 3.4 (Peaucelle et al., 2000). O sistema descrito pela eq. (3.1) équadraticamenteD-estável

se somente se existe uma matriz simétrica definida positivaP , tal que para todoA ∈ P:

R11 ⊗ P + R12 ⊗ (PA) + RT
12 ⊗ (AT P ) + R22 ⊗ (AT PA) ≻ 0. (3.9)
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O operador⊗ representa o produto de Kronecker de duas matrizes.C = A ⊗ B é uma matriz

em blocos com cada bloco dado porCij = AijB. O produto de Kronecker possui as seguintes

propriedades (Brewer, 1978; Chilali e Gahinet, 1999):

1⊗ A = A

(A + B)⊗ C = A⊗ C + B ⊗ C

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD

(A⊗B)T = AT ⊗BT

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1

Os autovalores deA⊗B são os produtos dos paresλi(A)λj(B) dos autovalores deA eB. Os valores

singulares deA⊗B são os produtosσi(A)σj(B) dos valores singulares deA eB.

Teorema 3.1 (Teorema 2 em Peaucelle et al. (2000)). O sistema descrito pela eq. (3.1) é quadrati-

camenteD-estável se somente se existe uma mesma matriz simétrica definida positivaP ∈ R
n×n tal

que, para todoi = 1, . . . , N :

[
R11 ⊗ P + R12 ⊗ (PAi) + RT

12 ⊗ (AT
i P ) ∗

(LT ⊗ P )(Id ⊗ Ai) −Id ⊗ P

]
≺ 0 (3.10)

sendoR22 = LLT .

Prova: Ver (Peaucelle et al., 2000).

O resultado principal apresentado em Peaucelle et al. (2000), relacionado com o Teorema 1 apre-

sentado em de Oliveira, Geromel e Hsu (1999), é o teorema reproduzido em seguida.

Teorema 3.2 (Teorema 4 em Peaucelle et al. (2000)). Se existeF ∈ R
mn×mn, G ∈ R

mn×n e N

matrizes simétricas definidas positivasPi tal que, para todoi = 1, . . . , N

[
R11 ⊗ Pi + F (Im ⊗ Ai) + (Im ⊗ AT

i )F T R12 ⊗ Pi + (Im ⊗ AT
i )G− F

RT
12 ⊗ Pi + GT (Im ⊗ Ai)− F T R22 ⊗ Pi −G−GT

]
≺ 0, (3.11)

então (3.1) é robustamenteD-estável.

Prova: Ver (Peaucelle et al., 2000).

As formulações LMIs mais recentes buscam a redução do conservadorismo ao custo de formula-

ções mais complexas com maior número de variáveis de decisãoe/ou restrições, requerendo cada vez

maior esforço computacional. Recentemente foi apresentadoem Oliveira e Peres (2006) uma formu-

lação LMI baseada em função de Lyapunov com dependência polinomial homogênea dos parâmetros
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na qual o conservadorismo pode ser reduzido pelo aumento do grau do polinômio com correspondente

aumento do esforço computacional. A idéia do procedimento aser apresentado na próxima seção é o

de reduzir o conservadorismo da condição suficiente LMI pelapartição do politopo. Com isso, será

mostrado que é possível resolver o problema de determinaçãodaD-estabilidade robusta aplicando

formulações LMI menos complexas de forma mais eficiente que formulações LMI mais complexas.

3.3 Novo método de análise deD-estabilidade robusta

3.3.1 Descrição do procedimento proposto

SejaLMI(P) a função que implementa o problema de factibilidade com restrições LMI que

caracteriza aD-estabilidade robusta, na qual o politopoP é representado por seu conjunto de vértices

{A1, . . . , AN}. Dado um problema de factibilidade na formaL(x) ≺ 0, no qualx é o vetor de

variáveis de decisão,LMI(P) soluciona o problema convexo auxiliar: minimizet sujeito àL(x) ≺
tI. Esta função retorna o escalartmin obtido pelo problema de minimização. O problema é factível

se e somente setmin ≤ 0.

No procedimento de análise deD-estabilidade robusta apresentado a seguir, a idéia básicaé dividir

o politopo e subpolitopos até que uma das seguintes condições de parada seja atendida:

• o politopo ou todos os subpolitopos obtidos pelas subdivisões atendam à condição suficiente de

D-estabilidade robusta;

• ou seja identificado um sistema correspondente a um vérticedo politopo ou subpolitopos que

não sejaD-estável;

• ou seja atingido o número máximo de iterações permitido.

Para escolher qual subpolitopo deva ser subdividido, pode ser utilizada a informação a respeito

dos pólos do sistema nos vértices do politopo ou de forma maissimples, o valor detmin retornado

pela funçãoLMI(P). Foi adotada a segunda opção pela simplicidade e por ter o mesmo efeito da

primeira opção na maioria dos testes realizados.

No procedimento apresentado na seqüência,α pode representar̂θ oup, Ω pode representarΩM ou

Ωp, o conjuntoL contém os simplexos cuja condição suficiente de estabilidade robusta não é atendida

(problema de factibilidade não possui solução),α(k) representa as coordenadas (θ̂ ou p) do k-ésimo

vértice do politopoP ou dos subpolitoposS eα(u), se não for vazio, contém as coordenadas (θ̂ oup)

do primeiro sistema encontrado que não éD-estável.
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Procedimento de Análise deD-Estabilidade Robusta

Passo 1. InicializeL ← ∅, α(u) ← ∅.

Passo 2. Computetmin = LMI(P). Setmin ≤ 0, então vá para o passo 9.

Passo 3. Verifique se todos os vértices deP, A(α(k)), sãoD-estáveis. Se existei, k tal que

λi(A(α(k))) 6∈ D, então façaα(u) ← α(k) e vá para o passo 9.

Passo 4. SeP é um simplexo, então façaL ← P, senão aplique a triangularização de Delaunay para

decomporP em um conjunto de simplexosS = {S1, . . . ,Sr} e vá para o passo 8.

Passo 5. Encontre o simplexoSm ∈ L com maior valor detmin.

Passo 6. Gere os novos vérticesA(α(j)) sobre as arestas deSm requeridos pela técnica de divisão

orientada pelas arestas. Se existei, j tal queλi(A(α(j))) 6∈ D, então façaα(u) ← α(j) e vá para

o passo 9.

Passo 7. ParticioneSm no conjunto de simplexosS = {S1, . . . ,Sr} usando a técnica de divisão

orientada pelas arestas e excluaSm deL.

Passo 8. Para todoSi ∈ S, setmin = LMI(Si) > 0, entãoL ← L ∪ Si.

Passo 9. SeL 6= ∅ eα(u) = ∅, então vá para o passo 5, senão finalize.

Ao fim do procedimento de análise proposto, seL e α(u) são vazios, então o sistema incerto é

robustamenteD-estável, senãoα(u) contém a coordenada do primeiro caso encontrado de sistema no

politipoP que não éD-estável.

Para que o procedimento proposto seja eficiente, é necessário uma escolha adequada da condição

suficiente LMI para implementar a funçãoLMI(P). Como será visto nos exemplos ilustrativos que

serão apresentados, tal escolha deverá levar em consideração o compromisso entre complexidade e

conservadorismo.

Comentário 3.1 Ao invés de verificar todas as restrições de posicionamento de pólos simultanea-

mente, nesta tese é adotada a estratégia de se verificar o posicionamento de pólos em cada região

individualmente. Nota-se que é mais eficiente verificar uma região de cada vez. Os problemas de

factibilidade envolvendo todas as restrições simultaneamente são muito mais complexos de serem

resolvidos, envolvendo um número maior de variáveis de otimização e de restrições. Além disso, tra-

tando de várias regiões simultaneamente, as formulações LMI consideradas são tais que as mesmas

funções de Lyapunov devem atender às diferentes restrições, o que é uma restrição adicional desne-

cessária. A verificação individual de cada região também possibilita a escolha da formulação mais

adequada para cada tipo de região.
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3.3.2 Complexidade do procedimento de análise proposto

A partição do espaço de incertezaΩ é realizada pelo procedimento descrito no Capítulo. 2. Con-

sidere um domínio de incertezaΩ no espaçod-dimensional comN vértices. O passo inicial do

procedimento proposto requer a verificação de uma condição suficiente LMI deD-estabilidade ro-

busta de um politopoP comN vértices e a verificação da localização den autovalores deN sistemas

para testar se existeλi(A(α(j))) 6∈ D, parai = 1, . . . , n e j = 1, . . . , N . Caso o politopo inicial não

seja um simplexo, na primeira iteração é realizada a decomposição do politopo em um conjunto de

simplexos. A Tabela 3.1 apresenta o número de simplexos gerados pela triangularização de Delau-

nay considerando um hipercubo no espaçod−dimensional, que corresponde ao número de condições

LMI que devem ser testadas de politopos comd+1 vértices. Neste caso não é necessária a verificação

de autovalores desde que não são incluídos novos vértices para a formação do conjunto de simplexos.

No caso em que o politopo inicial já é um simplexo e nas iterações subseqüentes à triangularização, é

empregada a divisão de simplexo orientada pelas arestas descrita na Seção 2.5, parak = 2. Com esta

técnica de subdivisão de simplexo, a cada iteração é necessário verificar osn autovalores de1
2
(d+1)d

sistemas, correspondentes aos novos vértices sobre cada aresta, e2d condições LMI de politopos com

d + 1 vértices, conforme apresentado na Tabela 3.2.

No caso de modelos por dependência afim de parâmetros, uma vantagem significativa da decom-

posição do hiper-retângulo em simplexos, que diferencia o presente trabalho de resultados anteriores

de aplicação de algoritmos tipo branch-and-bound, é a significativa redução do número de vértices

dos politopos a serem testados. Considere, por exemplo, um sistema comd = 5 parâmetros incertos

que podem assumir valores em um intervalo conhecido. Neste casoΩ ∈ R
5 é um hiper-retângulo com

N = 2d = 32 vértices. Trabalhando com simplexos, os subpolitopos passam a terN = d + 1 = 6

vértices. Esta diferença no número de vértices significa umaredução considerável no tempo compu-

tacional requerido pela funçãoLMI(P) que testa a condição suficiente LMI.

Tabela 3.1: Número de simplexos gerados pela triangularização de Delaunay de um hipercubo.

Dimensãod 2 3 4 5 6 7

Número de simplexos 2 6 24 103 648 3642

Como discutido na Seção 2.4, uma opção mais simples de divisãodo simplexo seria a técnica de

bisseção com a subdivisão do simplexo ao meio com a inclusão de um novo vértice sobre a maior

aresta. Com esta técnica, independente da dimensão do espaçode incerteza, a cada iteração, são

necessários verificar os autovalores de apenas um sistema e verificar a condição LMI para apenas

dois politopos. Apesar da simplicidade, tal técnica pode resultar em um tempo de processamento

total maior sem garantia de convergência para espaços de maiores dimensões.
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Tabela 3.2: Número de novos vértices e de sub-simplexos obtidos com a subdivisão de simplexo
orientada pelas arestas.

Dimensãod 1 2 3 4 5 6 7 d

Novos vértices 1 3 6 10 15 21 28 (d + 1)d/2

Número de sub-simplexos2 4 8 16 32 64 128 2d

Mais detalhes sobre o algoritmo proposto de divisão de simplexo, com exemplo de implementação

pelo MATLABr, são apresentados em Gonçalves, Palhares, Takahashi e Mesquita (2006a).

3.4 Exemplos ilustrativos

A seguir serão apresentados exemplos ilustrativos que comprovam a eficiência do método de aná-

lise deD-estabilidade robusta proposto. As condições suficientes baseadas em LMIs, utilizadas nas

comparações e no procedimento de análise proposto foram implementadas no LMI Control Tool-

box (LMIC) (Gahinet et al., 1995) e em alguns exemplos também na SeDuMi Interface (SeDuMi)

(Peaucelle, Henrion, Labit e Taitz, 2002; Sturm, 1999), ambos para uso com o MATLABr. A com-

plexidade computacional do LMIC éO(K3L) enquanto o SeDuMi possui complexidadeO(K2L2.5+

L3.5), sendoK o número total de variáveis de decisão escalares eL o número total de linhas das LMIs.

Em ambos os casos, o raio de factibilidade é fixado igual a109 e o número máximo de iterações é

igual a 500. A implementação permite a partição do domínio deincerteza representado pelas co-

ordenadas do politopo de matrizes (modelo politópico) ou pelos parâmetros incertos (modelo com

dependência afim de parâmetros). Os resultados foram obtidos utilizando um computador com pro-

cessador Pentium IV 2.8GHz, 1GB de RAM e 4.096MB de memória virtual (dimensão máxima aceita

pelo sistema). Parte dos resultados apresentados e outros exemplos também podem ser encontrados

em Gonçalves, Palhares, Takahashi e Mesquita (2006d) e Gonçalves, Palhares, Takahashi e Mesquita

(2006b).

3.4.1 Exemplos de análise de estabilidade robusta

Exemplo 3.1 Para avaliar a eficiência do procedimento de análise proposto aplicado a análise de

estabilidade robusta de sistemas contínuos no tempo, é considerada neste exemplo uma comparação

numérica exaustiva com condições suficientes baseadas em LMIs. Para cada par(n,N), comn ∈
[2, 5] eN ∈ [2, 5], foram gerados de forma aleatória 250 sistemas politópicosrobustamente estáveis

por meio de um procedimento similar ao adotado em Leite e Peres (2003): 1) os vértices do politopo

são gerados por matrizes cujos elementos são números reais uniformemente distribuídos no intervalo
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[-1,1]; 2) para cada vértice, a matrizA é “deslocada” de tal modo quemaxi Real(λi(A)) = −0,0001;

3) é determinadomaxα,i Real(λi(A(α))), α ∈ Ω, considerando uma grade paraαi, i = 1, . . . , N ,

variando com passo igual a 0,1; 4) todos os vértices do politopo são “deslocados” de tal modo que

seja garantido pelo menos um autovalor com parte real igual a-0,0001 no politopo e 5) o sistema

politópico aleatório resultante é verificado com o procedimento de análise proposto e o mesmo é

incluído entre os 250 testes se o mesmo for identificado como robustamente estável ou se a condição

de estabilidade não for identificada considerando o número limitado de 500 iterações (hipótese que

não ocorreu nenhuma vez).

O procedimento de análise proposto, implementado com a condição suficiente baseada no Lema 1

apresentado em Ramos e Peres (2002), representado por BB, é comparado com as seguintes condi-

ções suficientes baseadas em LMIs: (QS) estabilidade quadrática, conforme Teorema 1 apresentado

em Peaucelle et al. (2000); (EB1) Teorema 1 apresentado em Ebihara e Hagiwara (2002a); (PE) Teo-

rema 1 apresentado em de Oliveira, Geromel e Hsu (1999) ou Teorema 4 apresentado em Peaucelle

et al. (2000); (RA) Lema 1 apresentado em Ramos e Peres (2002); (LE) Teorema 1 apresentado em

Leite e Peres (2003); (EB2) Teorema 2 apresentado em Ebihara et al. (2005); (GA) Teorema 4 apre-

sentado em Gao e Xue (2004), (OL1) Teorema 1 apresentado em Oliveira e Peres (2006) com grau

g = 3 e (OL2) Teorema 2 apresentado em Oliveira e Peres (2006) com graug = 2. A Tabela 3.3

apresenta as taxas percentuais de sucesso para identificação da estabilidade robusta dos sistemas po-

litópicos. Para o conjunto de 4000 testes realizados, o procedimento proposto é o único que apresenta

taxa de sucesso igual a 100%. As condições suficientes LE, OL1 e OL2 também apresentam boas

taxas de sucesso (aproximadamente igual ou superior a 90%).As Tabelas 3.4 e 3.5 apresentam os

tempos computacionais médios requeridos, calculados paracada par(n,N), considerando a imple-

mentação no MATLABr pelo LMI Control Toolbox (LMIC) e pela SeDuMi Interface (SeDuMi),

respectivamente. Considerando a implementação no LMIC, o procedimento de análise proposto apre-

senta tempos computacionais médios inferiores a quase todas as condições suficientes LMI, em quase

todos os paresn,N , com exceção da condição baseada no conceito de estabilidade quadrática e da

baseada no Lema 1 em Ramos e Peres (2002) (utilizado na implementação do procedimento pro-

posto). Porém, estas duas últimas falham em várias situações, principalmente com o aumento den e

N . Considerando a implementação no SeDuMi, o procedimento proposto apresenta tempos médios

inferiores e superiores comparados com as formulações LMI com melhores taxas de sucesso depen-

dendo de(n,N). Isto ocorre devido ao fato de que as formulações mais simples, incluindo a utilizada

na implementação do procedimento proposto, requerem mais tempo computacional ao passo que as

formulações mais complexas requerem menos tempo computacional em relação à implementação

no LMIC. Considerando ambas as implementações, o procedimento de análise proposto na versão

do LMIC apresenta menores tempos computacionais que as condições LMI com melhores taxa de
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Tabela 3.3: Taxas de sucesso (%) para identificar a estabilidade robusta (LMIC) (Ex. 3.1)
n N QS EB1 PE RA LE GA EB2 OL1 OL2 BB

2 2 51,2 60,4 100 100 100 100 100 100 100 100
3 18,8 48,8 89,6 100 100 100 94,4 100 100 100
4 21,2 22,8 52,4 99,6 100 99,6 54,4 100 100 100
5 18,0 21,2 49,6 98,8 100 98,8 50,4 100 100 100

3 2 29,6 55,2 96,4 94,0 96,4 94,0 100 99,6 99,6 100
3 8,8 28,0 70,8 89,6 96,0 89,6 76,8 99,6 100 100
4 8,8 11,6 35,2 90,8 96,4 90,8 38,8 98,8 99,6 100
5 4,4 7,2 26,4 84,4 97,2 84,4 28,4 100 100 100

4 2 27,2 54,4 96,8 91,6 96,8 91,6 100 99,6 100 100
3 3,6 20,4 63,6 86,8 93,6 86,8 73,6 100 100 100
4 1,2 7,2 28,8 84,4 93,6 84,4 34,4 100 100 100
5 1,2 1,2 12,8 74,0 89,6 74,0 14,8 99,2 99,2 100

5 2 23,2 51,2 98,4 94,0 98,4 94,0 100 99,6 99,6 100
3 1,2 18,4 59,6 91,2 96,0 91,2 71,2 99,6 99,2 100
4 0 3,6 20,4 84,4 94,4 84,4 29,2 99,6 99,6 100
5 0,4 1,2 11,6 80,4 93,6 80,4 13,6 98,8 99,2 100

sucesso em todos os casos.

Além da eficiência para identificação de sistemas incertos robustamente estáveis, também é inte-

ressante analisar a capacidade do procedimento proposto para identificar os sistemas politópicos que

não são robustamente estáveis. Na geração dos sistemas incertos aleatórios pelo procedimento des-

crito, o procedimento proposto identificou a condição de estabilidade de todos os sistemas obtidos,

até se atingir o número de 250 robustamente estáveis, com tempos computacionais e números de ite-

rações médios bastantes satisfatórios conforme resultados apresentados na Tabela 3.6. Nesta tabela,

para cada par(n,N), Tre e Tne representam os números de sistemas politópicos identificados como

robustamente estáveis ou não, respectivamente,Ta representa o tempo computacional médio,Sa eSm

representam os números médio e máximo de iterações (ou subdivisões), respectivamente. No caso

da identificação de sistemas não robustamente estáveis, devido ao método de geração de sistemas

aleatórios, são necessárias pelo menos duas subdivisões para que sejam verificadas matrizesA já não

testadas pela técnica de grade. O número máximo e médio de iterações não parece ser fortemente

influenciado pela ordem do sistema ou pelo número de vértices. Esta característica pode ser expli-

cada em parte pelo fato de que a técnica de subdivisão de simplexo orientada pelas arestas produz

uma bisseção de todas as bordas simultaneamente. Esta pode ser considerada uma outra vantagem da

técnica de partição de politopo proposta. Para este conjunto de testes, o número de divisões requerido

foi surpreendentemente baixo.
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Tabela 3.4: Tempos médios (s) para identificar estabilidaderobusta (LMIC) (Ex. 3.1)
n N QS EB1 PE RA LE GA EB2 OL1 OL2 BB

2 2 0,03 0,06 0,03 0,03 0,08 0,03 0,12 0,04 0,07 0,03
3 0,03 0,10 0,05 0,04 0,21 0,05 0,19 0,10 0,20 0,04
4 0,03 0,14 0,07 0,06 0,46 0,08 0,35 0,26 0,58 0,07
5 0,04 0,17 0,09 0,09 0,90 0,11 0,45 0,69 1,61 0,10

3 2 0,03 0,08 0,04 0,03 0,12 0,04 0,19 0,05 0,12 0,04
3 0,04 0,14 0,07 0,05 0,39 0,08 0,46 0,14 0,61 0,07
4 0,04 0,20 0,12 0,08 1,04 0,15 0,98 0,46 2,86 0,17
5 0,05 0,25 0,16 0,12 2,40 0,25 1,37 1,43 10,4 0,34

4 2 0,04 0,12 0,06 0,04 0,27 0,07 0,39 0,06 0,31 0,05
3 0,05 0,23 0,14 0,07 1,18 0,18 1,18 0,24 2,49 0,10
4 0,05 0,34 0,26 0,11 3,68 0,36 2,67 0,97 13,0 0,21
5 0,05 0,46 0,37 0,18 9,86 0,71 4.14 3,97 56,0 0,78

5 2 0,05 0,21 0,11 0,05 0,69 0,13 0,84 0,09 0,90 0,06
3 0,06 0,40 0,28 0,10 3,41 0,36 3.04 0,44 8,45 0,12
4 0,06 0,60 0,54 0,18 12,2 0,85 6,84 2,24 48,0 0,34
5 0,07 0,81 0,76 0,30 34,3 1,67 10,5 9,95 205,0 0,79

Tabela 3.5: Tempos médios (s) para identificar estabilidaderobusta (SeDuMi) (Ex. 3.1)
n N QS EB1 PE RA LE GA EB2 OL1 OL2 BB

2 2 0,13 0,17 0,17 0,16 0,27 0,19 0,26 0,18 0,22 0,16
3 0,12 0,18 0,20 0,18 0,43 0,27 0,29 0,28 0,38 0,19
4 0,13 0,20 0,21 0,20 0,75 0,38 0,38 0,50 0,70 0,21
5 0,13 0,21 0,23 0,24 1,37 0,41 0,41 1,01 1,19 0,31

3 2 0,13 0,18 0,19 0,15 0,31 0,21 0,28 0,19 0,25 0,19
3 0,12 0,20 0,21 0,19 0,49 0,27 0,40 0,30 0,48 0,35
4 0,13 0,22 0,24 0,22 0,93 0,35 0,52 0,62 1,02 0,85
5 0,13 0,23 0,26 0,25 1,82 0,46 0,58 1,32 2,00 1,64

4 2 0,14 0,20 0,21 0,17 0,34 0,23 0,41 0,20 0,31 0,21
3 0,13 0,23 0,24 0,20 0,62 0,30 0,62 0,37 0,77 0,40
4 0,13 0,25 0,28 0,24 1,36 0,41 0,83 0,85 2,01 1,01
5 0,14 0,26 0,29 0,31 2,82 0,59 1,09 2,15 5,40 4,17

5 2 0,15 0,23 0,24 0,18 0,45 0,25 0,68 0,23 0,44 0,22
3 0,14 0,26 0,29 0,23 0,90 0,37 1,11 0,46 1,47 0,38
4 0,14 0,29 0,35 0,28 2,16 0,56 1,64 1,37 5,55 1,24
5 0,14 0,31 0,37 0,34 4,74 0,81 2,16 3,93 15,59 3,38
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Tabela 3.6: Comportamento do procedimento de análise proposto (LMIC) (Ex. 3.1)
Sist. rob. estáveis Sist. não rob. est.

n N Tre Ta (s) Sa Sm Tne Ta (s) Sa Sm

2 2 250 0,03 0 0 87 0,11 4,0 7
3 250 0,04 0 0 235 0,36 3,9 8
4 250 0,07 0 0 432 1,05 3,9 9
5 250 0,10 0,0 1 878 2,84 3,8 26

3 2 250 0,04 0,1 3 88 0,15 3,9 7
3 250 0,07 0,2 9 290 0,47 4,0 8
4 250 0,17 0,1 2 533 1,29 3,9 9
5 250 0,34 0,3 8 1079 3,58 3,9 15

4 2 250 0,05 0,1 6 70 0,23 4,2 7
3 250 0,10 0,2 4 265 0,65 3,9 8
4 250 0,21 0,2 3 589 1,68 3,7 8
5 250 0,78 0,2 4 1205 4,54 3,7 17

5 2 250 0,06 0,0 2 67 0,33 4,0 8
3 250 0,12 0,1 2 214 1,00 3,9 10
4 250 0,34 0,2 3 523 2,67 3,8 10
5 250 0,79 0,2 5 937 7,16 3,9 18

Exemplo 3.2 Neste exemplo é considerado o mesmo teste exaustivo do Ex. 3.1 para o caso de análise

de estabilidade robusta de sistemas incertos a tempo discreto. A diferença com relação à geração

aleatória de modelos politópicos é que no passo (2), para cada vértice, a matrizA é multiplicada por

um escalar de tal modo que pelo menos um autovalor tenha módulo igual a 0,95 e no passo (4) todos

os vértices do politopo são multiplicados por um escalar de tal modo que seja garantido pelo menos

um autovalor com módulo igual a 0,999.

O procedimento de análise proposto, implementado com a condição suficiente baseada no Teo-

rema 4 apresentado em Peaucelle et al. (2000), representadopor BB, é comparado com as seguintes

condições suficientes baseadas em LMIs: (QS) estabilidade quadrática, conforme Teorema 1 apresen-

tado em Peaucelle et al. (2000); (dO) Teorema 2 apresentado em de Oliveira, Bernussou e Geromel

(1999); (PE) Teorema 1 apresentado em de Oliveira, Geromel eHsu (1999) ou Teorema 4 apresen-

tado em Peaucelle et al. (2000); (RA) Lema 1 apresentado em Ramos e Peres (2001); (LE) Teorema 1

apresentado em Leite e Peres (2003); (GA) Teorema 4 apresentado em Gao e Xue (2004); (KA) Teo-

rema 1 apresentado em Kau et al. (2005); (OL1) Teorema 4 apresentado em (Oliveira e Peres, 2005c)

com graug = 3; (OL2) Teorema 3 apresentado em Oliveira e Peres (2006) com graug = 3 e (OL3)

Teorema 4 apresentado em Oliveira e Peres (2006) com graug = 2. A Tabela 3.7 apresenta as

taxas percentuais de sucesso para identificação da estabilidade robusta dos sistemas politópicos e a

Tabela 3.8 apresenta os tempos computacionais médios requeridos calculados para cada par(n,N)
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Tabela 3.7: Taxas de sucesso (%) para identificar a estabilidade robusta (LMIC) (Ex. 3.2)
n N QS dO PE RA LE GA KA OL1 OL2 OL3 BB

2 2 37,2 51,6 99,2 87,6 99,2 88,4 99,2 91,6 82,8 100 100
3 2,0 28,8 86,4 74,4 98,4 77,6 99,2 83,2 58,4 100 100
4 0,4 12,4 60,8 58,0 96,8 58,4 97,6 66,0 38,0 100 100
5 0 14,4 47,2 38,8 95,6 52,0 97,6 51,2 24,8 100 100

3 2 11,2 47,6 96,8 87,6 96,8 88,4 96,8 90,8 84,4 100 100
3 0,4 10,4 64,0 62,4 85,2 63,6 85,2 69,6 65,2 99,6 100
4 0 6,4 40,0 49,2 84,0 52,8 85,2 60,0 44,4 100 100
5 0 4,0 21,2 30,8 76,0 42,8 79,6 45,2 29,6 100 100

4 2 4,8 38,4 93,6 84,4 93,2 85,6 93,6 88,0 88,4 100 100
3 0,4 10,4 60,4 60,4 85,6 65,6 85,6 70,4 66,0 100 100
4 0 3,2 24,0 42,4 76,8 45,6 78,0 58,0 57,6 99,6 100
5 0 1,2 16,8 30,4 70,4 39,2 71,6 48,0 34,8 99,2 100

5 2 4,0 34,0 92,0 79,6 92,0 80,8 92,0 84,4 88,0 100 100
3 0 4,0 55,2 62,8 83,6 64,0 84,8 68 ,0 74,0 99,6 100
4 0 1,2 24,8 50,4 76,8 51,2 78,8 60,8 63,2 100 100
5 0 0,4 7,2 32,0 63,2 33,2 66,4 47,2 51,2 99,6 100

considerando a implementação no LMI Control Toolbox (LMIC). Considerando estes resultados, é

possível dividir as condições suficientes baseadas em LMIs em dois grupos: as primeiras quatro per-

tencendo ao grupo das formulações mais simples (baixo tempocomputacional) mas com baixa taxa

de sucesso para sistemas politópicos de ordem mais alta e maior número de vértices e as últimas seis

pertencendo ao grupo de formulações com melhores taxas de sucesso, porém mais complexas (maior

número de variáveis de decisão e maior número de linhas de LMIs) e com maiores tempos computa-

cionais. O método proposto apresenta 100% de taxa de sucessoindependentemente de(n,N), com

menor tempo computacional do que as seis últimas condições LMI mais complexas, como mostrado

pelos resultados nas Tabelas 3.7 e 3.8. O Teorema 4 apresentado em Oliveira e Peres (2006), com

graug = 2, é a única condição suficiente baseada em LMIs com taxa de sucesso similar a do procedi-

mento proposto. Porém, o tempo computacional médio requerido pelo Teorema 4 em Oliveira e Peres

(2006) cresce muito mais rapidamente com o aumento den eN em comparação com o procedimento

proposto, sendo cerca de 49 vezes maior para(n,N) = (5, 5).

Considerando as implementações das condições suficientes LMI e do procedimento proposto para

o “solver” SeDuMi, os tempos computacionais médios resultantes são consideravelmente diferentes

dos obtidos com o LMI Control Toolbox conforme pode ser verificado pela Tabela 3.9. O SeDuMi

reduz a diferença entre os tempos médios das formulações mais simples e das formulações mais com-

plexas tornando as últimas muito mais atrativas. Neste casoo procedimento proposto requer mais

tempo computacional do que na implementação anterior devido a um acréscimo no tempo requerido
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Tabela 3.8: Tempos médios (s) para identificar estabilidaderobusta (LMIC) (Ex. 3.2)
n N QS dO PE RA LE GA KA OL1 OL2 OL3 BB

2 2 0,03 0,02 0,03 0,03 0,07 0,07 0,05 0,09 0,06 0,07 0,03
3 0,03 0,03 0,05 0,08 0,21 0,14 0,18 0,99 0,24 0,21 0,08
4 0,03 0,05 0,07 0,16 0,49 0,28 0,64 8,13 0,84 0,60 0,25
5 0,04 0,05 0,09 0,31 0,98 0,47 2,07 45,3 2,59 1,58 0,61

3 2 0,03 0,03 0,04 0,04 0,11 0,12 0,09 0,13 0,08 0,11 0,05
3 0,03 0,06 0,08 0,10 0,39 0,36 0,60 2,28 0,43 0,60 0,17
4 0,05 0,07 0,13 0,23 1,07 0,75 3,28 20,4 1,96 2,62 0,45
5 0,05 0,10 0,19 0,47 2,69 1,37 16,8 127, 8,09 10,1 1,19

4 2 0,04 0,06 0,07 0,05 0,24 0,27 0,18 0,22 0,12 0,28 0,08
3 0,05 0,10 0,16 0,16 1,09 0,82 1,80 4,63 0,88 2,22 0,30
4 0,06 0,15 0,29 0,39 3,73 1,96 14,3 43,3 4,34 12,4 0,89
5 0,06 0,20 0,40 0,86 10,7 3,70 83,5 298, 22,8 51,8 1,99

5 2 0,05 0,10 0,12 0,08 0,62 0,57 0,40 0,41 0,21 0,78 0,14
3 0,06 0,20 0,32 0,26 3,40 1,87 5,17 8,84 1,67 7,89 0,55
4 0,08 0,29 0,58 0,67 12,7 4,32 46,0 84,5 9,87 43,7 1,49
5 0,10 0,40 0,85 1,52 39,4 8,82 295, 591, 49,6 189, 3,86

pelas formulações mais simples. A divisão em dois grupos observada no caso do LMI Control Tool-

box não se repete com a mesma clareza no caso do SeDuMi. Observe na Tabela 3.9 que, com exceção

dos casos paraN = 2 ou n = 3, o procedimento de análise proposto requer menos tempo compu-

tacional do que as condições suficiente LMI com taxa de sucesso superiores a 90%. O Teorema 4

apresentado em Oliveira e Peres (2006), com graug = 2, único com taxa de sucesso próxima a 100%,

requer menos tempo computacional do que o procedimento proposto apenas nos casos(n,N) iguais

à (3, 4) e (3, 5).

Como no exemplo de sistemas aleatórios a tempo contínuo, na geração dos sistemas incertos

aleatórios pelo procedimento descrito, o procedimento de análise proposto identificou a condição de

estabilidade de todos os sistemas aleatórios gerados, até se atingir o número de 250 robustamente

estáveis. A Tabela 3.10 apresenta os tempos computacionaismédios, os números médios e máximos

de iterações usando a mesma simbologia empregada na Tabela 3.6. Novamente é verificado que

o número médio de iterações (partições do politopo) para identificação de sistemas instáveis não é

diretamente influenciado pela dimensãoN − 1 do domínio de incerteza. Tal característica não é

apresentada pela técnica de bisseção de simplexos ou hiper-retângulos.

Para ilustrar o comportamento do procedimento de análise deestabilidade proposto como uma

técnica de grade “inteligente” para localizar um caso de sistema instável pertencente ao politopo,



3.4 Exemplos ilustrativos 42

Tabela 3.9: Tempos médios (s) para identificar estabilidaderobusta (SeDuMi) (Ex. 3.2)
n N QS dO PE RA LE GA KA OL1 OL2 OL3 BB

2 2 0,12 0,15 0,15 0,16 0,38 0,21 0,24 0,22 0,18 0,23 0,16
3 0,11 0,14 0,19 0,22 0,39 0,30 0,38 0,78 0,44 0,40 0,31
4 0,11 0,14 0,19 0,31 0,74 0,45 0,71 3,54 1,09 0,80 0,63
5 0,11 0,15 0,22 0,46 1,37 0,66 1,33 16,4 2,57 1,29 1,14

3 2 0,12 0,14 0,22 0,17 0,35 0,25 0,26 0,25 0,20 0,24 0,24
3 0,11 0,15 0,20 0,23 0,47 0,36 0,49 0,98 0,54 0,48 0,48
4 0,12 0,16 0,23 0,39 0,93 0,55 1,31 6,13 1,44 1,07 1,10
5 0,12 0,17 0,25 0,58 1.83 0.80 4.50 40.7 3,59 2,16 2,85

4 2 0,12 0,16 0,20 0,17 0,40 0,32 0,27 0,27 0,23 0,34 0,23
3 0,12 0,16 0,24 0,28 0,60 0,45 0,83 1,52 0,68 0,87 0,55
4 0,13 0,17 0,28 0,48 1,33 0,74 3,59 13,5 2,00 2,08 2,06
5 0,13 0,19 0,29 0,91 2,78 1,10 20,6 113,8 5,70 5,36 3,83

5 2 0,12 0,19 0,23 0,19 0,57 0,40 0,34 0,32 0,27 0,41 0,29
3 0,13 0,18 0,29 0,35 0,87 0,63 1,58 2,67 0,90 1,57 0,77
4 0,14 0,20 0,32 0,71 1,99 1.01 11,8 30,3 2,85 6,58 2.06
5 0,15 0,23 0,38 1,64 4,63 1,71 72,3 277, 9,45 15,01 5,55

Tabela 3.10: Comportamento do procedimento de análise proposto (LMIC) (Ex. 3.2)
Sist. rob. estáveis Sist. não rob. est.

n N Tre Ta (s) Sa Sm Tne Ta (s) Sa Sm

2 2 250 0,033 0,008 1 10 0,189 3,100 4
3 250 0,080 0,184 6 44 0,560 3,909 7
4 250 0,254 0,472 6 65 1,104 3,508 6
5 250 0,612 0,552 3 116 2,168 3,155 6

3 2 250 0,049 0,036 2 21 0,397 3,905 6
3 250 0,173 0,424 5 35 0,911 4,029 6
4 250 0,448 0,652 3 104 1,567 3,490 8
5 250 1,187 0,856 3 138 3,274 3,420 8

4 2 250 0,078 0,068 2 15 0,691 3,533 5
3 250 0,297 0,444 3 42 1,451 3,714 8
4 250 0,888 0,820 4 80 2,629 3,475 7
5 250 1,987 0,916 4 114 5,459 3,483 8

5 2 250 0,137 0,080 1 20 1,588 3,950 6
3 250 0,554 0,472 2 33 2,740 3,697 7
4 250 1,489 0,776 2 53 5,328 3,698 6
5 250 3,859 1,044 3 115 9,314 3,400 7
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considere o seguinte sistema politópico aleatório:

A(α) = α1




0,0699 −0,3305 0,8855

1,0222 −0,8474 0,3503

0,5042 −0,2338 0,7260


 + α2




0,2845 0,9694 0,5347

0,5607 −0,0698 0,6782

−0,9108 −0,3930 0,0280




+ α3




0,4737 −0,3082 0,2987

0,9060 −1,6707 −0,7147

−1,2058 1,1457 0,3485




A Figura 3.2 apresenta a partição do domínio incerto para localizar um caso de sistema instável no

politopo para provar que o sistema politópico não é robustamente estável. Os números nos centros dos

2-simplexos (triângulos) informam em que iteração o simplexo é verificado ser robustamente estável

sendo deste modo eliminado da região de busca. Observe na Figura 3.2 que, após a 4a subdivisão,

a região de busca é reduzida para apenas 1/256 da área do politopo inicial. Isto explica a razão

da eficiência do procedimento proposto para localizar um caso de sistema instável dentre o número

infinito de sistemas pertencentes ao politopo. Após a 6a subdivisão, o sistema correspondente às

coordenadasα = [0,0781 0,1406 0,7813]T , indicado pela seta na Figura 3.2, é verificado ser instável e

o procedimento é finalizado. A distribuição dos autovaloresdeste sistema politópico é apresentada na

Figura 3.3 onde as setas indicam a localização dos autovalores do sistema identificado com instável.
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Figura 3.2: Partição do domínio incerto (2-simplexo) para localizar um sistema instável.
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Figura 3.3: Distribuição dos autovalores do sistema politópico aleatório que não é robustamente
estável.

Exemplo 3.3 Para avaliar o desempenho do procedimento de análise proposto para o caso de um

domínio de incerteza na forma de um cubo, considere o seguinte sistema linear invariante no tempo,

a tempo contínuo, com dependência afim de parâmetros modelado por:

A =




−4,02 −0,06 −0,63 −0,33

−0,72 −3,72 0,70 −0,50

−0,81 −0,68 −3,58 0,39

−0,97 0,81 0,34 −3,86




+ p1




0,09 −0,17 −0,27 −0,28

−0,56 0,66 0,47 −0,87

−0,92 0,28 0,65 −0,99

−0,74 0,95 0,13 0,68




+ p2




0,26 −0,16 −0,82 −0,49

0,13 0,66 0,61 0,61

0,09 −0,70 0,80 −0,05

−0,11 −0,46 −0,12 −0,67




+ p3




−0,04 −0,18 −0,24 0,07

−0,12 0,90 0,74 0,02

0,73 0,92 0,60 −0,94

−0,99 −0,99 0,99 0,42




Este sistema possui três parâmetros incertos que pertencemao intervalo[−γ, γ], isto é,Ω = {p ∈
R

3 : −γ ≤ pi ≤ γ,∀i}. O domínio de incertezaΩ é um cubo de 8 vértices no espaço de3a di-

mensão. Este sistema não é robustamente estável paraγ = 1,6029. O método de análise proposto,

implementado com o Lema 1 apresentado em Ramos e Peres (2002),identifica um sistema instável

parap = [1,6029 1,6029 1,5528]T após 7 subdivisões (triangularização de Delaunay mais 6 divisões

de simplexo) e 4,297s de tempo de processamento. Neste caso,nas estratégias que lidam com a di-

visão de hiper-retângulos, os politopos possuem 8 verticesno espaço de3a dimensão, ao passo que,
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pela técnica de partição de politopo proposta, após a decomposição do hiper-retângulo em simple-

xos pela triangularização de Delaunay, os simplexos possuem apenas 4 vértices, contribuindo para

eficiência do procedimento proposto. O método de análise proposto, implementado com o Lema 1

apresentado em Ramos e Peres (2002) e a bisseção de hiper-retângulos, identifica o mesmo sistema

instável após 18 subdivisões e 29,359s de tempo de processamento, o que corrobora a maior efici-

ência da malha simplicial. As Figuras 3.4(a) e 3.4(b) apresentam a partição requerida do domínio

de incerteza e a indicação do sistema instável identificado considerando as malhas simplicial e de

hiper-retângulos, respectivamente. O lugar da raízes paraeste caso é apresentado na Figura 3.5. Uti-

lizando uma técnica de grade para localizar sistemas instáveis no domínio de incerteza, é necessário

utilizar um passo de variação para os parâmetros incertos igual a 2
100

1,6029 (com uma variação de
25

1000
1,6029 não se localiza nenhum ponto), o que resulta em um único vetorde coordenadas, igual

ao obtido pelo procedimento proposto, após 96,875s de processamento, sem considerar o tempo ne-

cessário para identificar qual é a variação da grade adequada. Este tempo é bem maior que o tempo

requerido pelo procedimento proposto que atua como uma espécie de técnica de grade “inteligente”

considerando que os refinamentos são orientados. Observe que a região de instabilidade no domí-

nio de incerteza é realmente pequena, sendo que o vértice muito próximo a ela corresponde a um

sistema estável. Com uma variação na grade de1
100

1,6029, localiza-se apenas mais um sistema ins-

tável nas coordenadasp = [1,6029 1,6029 1,5548]T . A pequena região de sistemas instáveis, no

caso{p ∈ R
3 : p1 = 1,6029; p2 = 1,6029; 1,5381 ≤ p3 ≤ 1,5614} (0,7% do comprimento da

aresta), torna a verificação bastante difícil, demonstrando como o procedimento proposto é realmente

eficiente.

Paraγ = 1,6028, o procedimento proposto implementado com malha simplicial identifica a es-

tabilidade do sistema após 4 subdivisões e 3,0s de processamento ao passo que adotando malha de

hiper-retângulos são necessárias 8 subdivisões e 11,344s de processamento. Para este valor deγ,

apenas o Teorema 1 apresentado em Oliveira e Peres (2006), com graug = 2 (g = 3), e o Teorema 2

apresentado em Oliveira e Peres (2006), com graug = 1 (g = 2), entre os métodos listados no Exem-

plo 3.1, identificam a estabilidade robusta, porém com tempos computacionais de 22,516s (353,781s)

e 61,734s (3,1426× 103s), respectivamente.

Exemplo 3.4 Para avaliar o desempenho do procedimento proposto no caso de um domínio de in-

certeza de quinta dimensão, considere um sistema linear invariante no tempo, a tempo discreto, com
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(a) Partição em uma malha simplicial.
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(b) Partição em uma malha de hiper-retângulos.

Figura 3.4: Partição de um domínio de incerteza 3-d (Ex. 3.3).

dependência afim de parâmetros modelado pelas seguintes equações:

x(k + 1) =




p1 p2 p3 p4

0,8456 −0,7385 −0,9547 −0,7196

0,4689 0,3435 −0,3114 0,2833

−0,0763 −0,7671 −0,4479 −0,5089




x(k) +




p5

−0,4419

0,4661

0,8099




u(k)

y(k) =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
x(k)

Este sistema possui cinco parâmetros incertos variando entre os seguintes limites:

p1 ∈ [0,7755, 1,0493], p2 ∈ [0,8149, 1,1025], p3 ∈ [0,6207, 0,8397], p4 ∈ [0,8044, 1,0884] e
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Figura 3.5: Lugar das raízes paraγ = 1,6029 (Ex. 3.3).

p5 ∈ [0,2056, 0,2782]. O domínio de incerteza é um hiper-retângulo de 32 vértices no espaço de5a

dimensão. Com o procedimento de projeto a ser apresentado no capítulo 5, é projetado o seguinte

controlador estático por realimentação de saída pata estabilizar o sistema:K = [−1,5229 −0,2722].

Considerando a implementação no LMI Control Toolbox, o métodode análise proposto, imple-

mentado com a condição suficiente baseada no Teorema 4 apresentado em Peaucelle et al. (2000),

identifica a estabilidade robusta após uma iteração (decomposição do hiper-retângulo em 103 5-

simplexos) e 97,672s de tempo de processamento. As formulações baseadas em estabilidade qua-

drática e no teorema 2 apresentado em de Oliveira, Bernussou eGeromel (1999) não são capazes

de identificar a estabilidade robusta deste sistema. As formulações apresentadas em Ramos e Peres

(2001) e Gao e Xue (2004) requerem 548s e 1352s, respectivamente, para identificar a estabilidade

robusta deste sistema. Para o computador com a configuração citada, ambas as formulações apre-

sentadas em Leite e Peres (2003) e Kau et al. (2005) resultaram em um erro de falta de memória na

execução do “LMI solver”. As formulações baseadas em polinômios requerem tempos computacio-

nais proibitivos para a montagem do problema.

3.4.2 Exemplos de análise deD-estabilidade

Serão consideradas nos exemplos as seguintes formulações LMI de análise deD-estabilidade:

(QS) formulação baseada em estabilidade quadrática na forma do Teorema 2 apresentado em Pe-

aucelle et al. (2000), com função de Lyapunov comum; (PE) formulação baseada no Teorema 4

apresentado em Peaucelle et al. (2000), (LE) formulação baseada no Teorema 1 apresentado em Leite

e Peres (2003) e (GA) formulação baseada no Teorema 4 apresentado em Gao e Xue (2004), sendo
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que as três últimas adotam funções de Lyapunov dependentes de parâmetros.

Exemplo 3.5 Para avaliar a eficiência do procedimento de análise proposto aplicado à análise de

D-estabilidade robusta, é considerada novamente uma comparação numérica exaustiva com formu-

lações de análise baseadas em LMI. Considere a regiãoD como sendo a intersecção das seguintes

regiões apresentadas na Figura 3.6: Real(λi(A(α))) < h1 = cr + rr, |λi(A(α))| < r = |cr| + rr e

π − |∠λi(A(α))| < π/4, ∀i.

Real

Imag

cr

rr

90º

r = |c  |+ rrr

h  = c  + rr r1

Figura 3.6: Região de análise de D-estabilidade (Ex. 3.5).

Para cada par(n,N), com n ∈ [2, 5] e N ∈ [2, 5], foram gerados de forma aleatória 100

sistemas politópicos,A(α) = α1A1 + . . . + αNAN , α ∈ ΩM , robustamenteD-estáveis. Este caso

exige um procedimento de geração de sistemas politópicos aleatórios um pouco mais complexo que o

considerado em exemplos anteriores. O disco de raiorr e centro em(cr, 0) (ver Figura 3.6) é utilizado

como referência para os autovalores das matrizesAj correspondentes aos primeirosN − 1 vértices

do politopo. Para garantir autovalores próximos a fronteira do setor cônico, oN -ésimo vértice do

politopo terá dois autovalores fixos, iguais aλi(AN) = − 1√
2
r ± ( 1√

2
r − 0,001), i = 1, 2, (próximo

a intersecção das fronteiras das regiões disco e setor cônico) e os demais autovalores (paran > 2)

sobre o eixo real na faixa(−r, h1). Neste exemplo é adotadocr = −2 e rr =
√

2
2
|cr|. Considere

σm ,
1
n

∑
i Real(λi(Aj)) e ωm , maxi |λi(Aj)|. Os sistemas aleatórios com esta característica

foram gerados por meio do seguinte procedimento: 1) os primeiros N − 1 vértices do politopo são

gerados por matrizes cujos elementos são números reais uniformemente distribuídos no intervalo

[−1, 1]; 2) para cada vértice, a matrizAj, j = 1, . . . , N − 1, é “deslocada” de modo que o valor
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médio da parte real dos autovalores seja nulo, i.eAj = Aj − σmIn; 3) a matrizAj é multiplicada

por um escalar de tal modo que o módulo máximo do autovalor seja igual arr − 0,001, Aj = (rr −
0,001)Aj/ωm; 4) a matrizAj é novamente “deslocada” para que os autovalores se localizem dentro

do disco de referência comσm = cr, Aj = Aj − crIn; 5) oN -ésimo vértice é calculado comoAN =

T−1AnT , sendoAn uma matriz bloco diagonal com os dois autovalores fixos próximos à intersecção

do disco e do setor cônico eT uma matriz não singular com elementos aleatórios uniformemente

distribuídos na faixa[−1, 1]; 6) o sistema politópico aleatório resultante é verificado por uma técnica

de grade, com os elementos do vetor de coordenadasα variando com passo de0,1, sendo descartados

os casos com ocorrência de autovalores fora da regiãoD e 7) o sistema politópico aleatório resultante

é verificado com o procedimento de análise proposto e o mesmo éincluído entre os 100 testes se

for identificado como robustamente estável ou se a condição de estabilidade não for identificada

considerando o número limitado de 500 iterações (hipótese que, como nos exemplos anteriores, não

ocorreu nenhuma vez). Um exemplo da distribuição dos pólos deA(α), ∀α ∈ Ω, para(n,N) = (5, 5),

é mostrado na Figura 3.7.

O método de análise proposto, denominado BB nas tabelas a seguir, é implementado considerando

o Teorema 4 apresentado em Peaucelle et al. (2000) para regiões disco e setor cônico e o Lema 1

apresentado em Ramos e Peres (2002) para região semi-plano (com a substituição deAj por (Aj −
h1In), j = 1, . . . , N ). A formulação baseada no Teorema 1 apresentado em Leite e Peres (2003) não

é considerada neste exemplo devido ao alto custo computacional requerido e por provocar o erro “Out

of memory” para(n,N) = (5, 5) quando utilizado o SeDuMi.
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Figura 3.7: Exemplo de distribuição dos pólos para(n,N) = (5, 5) (Ex. 3.5).

A Tabela 3.11 apresenta as taxas de sucesso percentuais paraidentificação daD-estabilidade

robusta para cada par(n,N). Como nos testes anteriores, o procedimento proposto permite que con-
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dições suficientes LMI identifiquem todos os sistemas analisados. A Tabela 3.12 apresenta os tempos

computacionais médios, no caso das implementações no LMI Control Toobox (LMIC) e no SeDuMi.

No caso do LMIC, é verificado que o procedimento proposto requer sempre menos tempo computa-

cional do que as condições suficientes PE e GA. Este resultadoé devido à estratégia de analisar cada

região individualmente ao invés de tratar todas as regiões simultaneamente em um único problema de

otimização LMI. Com o SeDuMi, o procedimento de análise proposto nem sempre apresenta tempos

computacionais médios inferiores aos das condições suficientes PE e GA, uma vez que as condições

suficientes LMI apresentam tempos médios menores, ao passo que o procedimento proposto apre-

senta tempos médios maiores que os verificados nas implementações no LMI Control Toolbox para a

maioria dos casos. Ainda assim, a taxa de sucesso de 100% e a capacidade de identificar sistemas não

robustamenteD-estáveis tornam o procedimento proposto uma boa opção de ferramenta de análise.

Tabela 3.11: Taxas de sucesso (%) para identificar aD-estabilidade robusta (Ex. 3.5).
n N QS PE GA BB

2 2 15 100 90 100
3 3 96 85 100
4 0 81 80 100
5 0 50 74 100

3 2 3 97 81 100
3 1 78 73 100
4 0 65 70 100
5 0 40 62 100

4 2 0 94 80 100
3 0 81 71 100
4 0 51 61 100
5 0 34 56 100

5 2 0 99 80 100
3 0 72 64 100
4 0 47 49 100
5 0 28 51 100

Exemplo 3.6 O objetivo deste exemplo é comparar a implementação do procedimento proposto de

análise deD-estabilidade implementado no LMI Control Toolbox de três formas diferentes: (BB1)

utiliza o Teorema 4 apresentado em Peaucelle et al. (2000) para regiões disco e setor cônico e o

Lema 1 apresentado em Ramos e Peres (2002) adaptado para região semi-plano e subdivisão de

simplexo orientada pelas arestas; (BB2) difere da anterior apenas por usar para análise da região setor

cônico o Teorema 4 apresentado em Gao e Xue (2004) com a modificação de que a variável matricial

Q é fixada como em Leite e Peres (2003) e (BB3) difere da anterior apenas pelo uso do método
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Tabela 3.12: Tempos de processamento médio (s) (Ex. 3.5).
LMIC SeDuMi

n N QS PE GA BB QS PE GA BB

2 2 0,18 1,72 0,61 0,18 0,12 0,33 0,35 0,55
3 0,28 3,49 1,43 0,29 0,15 0,40 0,61 0,69
4 0,37 5,73 2,70 0,46 0,18 0,48 0,96 0,99
5 0,46 8,98 4,59 1,06 0,21 0,54 1,52 3,10

3 2 0,35 5,15 1,62 0,30 0,16 0,86 0,56 0,68
3 0,53 11,48 4,06 0,52 0,20 1,04 0,90 0,90
4 0,72 18,52 7,68 1,05 0,26 1,27 1,70 1,95
5 0,92 28,00 13,54 1,83 0,30 1,48 2,63 4,50

4 2 0,67 15,42 4,19 0,58 0,23 2,78 1,06 0,87
3 1,02 29,48 10,00 1,10 0,31 3,25 1,78 1,31
4 1,39 51,14 20,01 2,10 0,38 3,88 3,14 2,79
5 1,78 67,61 34,14 4,50 0,45 4,34 5,11 7,62

5 2 1,19 36,89 9,88 1,14 0,35 9,57 2,06 1,19
3 1,83 76,18 23,48 2,42 0,50 11,49 3,31 1,91
4 2,50 122,83 47,81 4,97 0,58 13,24 5,81 4,70
5 3,21 157,83 77,33 9,23 0,74 14,40 10,05 10,77

da bisseção na divisão de simplexo. Foi gerado um novo conjunto de testes utilizando o mesmo

procedimento do Ex. 3.5, paran = [2, 5] eN = [3, 5].

A Tabela 3.13 apresenta os comportamentos do procedimento de análise proposto para identi-

ficação dos sistemas robustamenteD-estáveis, com as três diferentes implementações, sendoTre o

número de sistemas politópicos identificados como robustamente estáveis,Ta o tempo computacional

médio,Sa e Sm os números médio e máximo de iterações (ou subdivisões), respectivamente. A Ta-

bela 3.14 apresenta os comportamentos do procedimento de análise proposto para identificação dos

sistemas não robustamenteD-estáveis gerados, sendoTne o número de sistemas identificados. Não

ocorreu nenhum caso de sistema aleatório que não pôde ser identificado. Comparando os resultados

das implementações BB1 e BB2 é verificado que o procedimento proposto é mais eficiente, na maioria

dos casos, considerando as condições suficientes da segundaimplementação que explora totalmente a

possibilidade de utilizar a formulação mais eficiente para cada tipo de região. Comparando os tempos

médios das implementações BB2 e BB3 é verificado que a divisão de simplexo orientada pela arestas

é mais eficiente do que o método da bisseção, para as dimensõesconsideradas, tanto para identificar

sistemas robustamente estáveis como para localizar um casode sistema instável dentro do domínio

politópico de incerteza.
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Tabela 3.13: Comportamento do procedimento de análise proposto (LMIC) (Ex. 3.6)
Sistemas robustamenteD-estáveis

n N Tre Ta (s) Sa Sm

BB1 BB2 BB3 BB1 BB2 BB3 BB1 BB2 BB3

2 3 100 0,30 0,26 0,26 0,03 0,01 0,01 1 1 1
4 100 0,51 0,49 0,45 0,22 0,20 0,28 4 4 8
5 100 1,14 0,97 0,81 0,39 0,36 1,05 2 2 16

3 3 100 0,56 0,42 0,43 0,14 0,18 0,26 1 1 2
4 100 0,95 0,76 0,81 0,19 0,19 0,46 2 2 10
5 100 1,91 2,09 3,88 0,33 0,36 3,05 2 2 61

4 3 100 1,09 0,71 0,76 0,12 0,20 0,36 2 3 6
4 100 2,06 1,80 2,44 0,27 0,35 1,15 2 2 10
5 100 4,84 4,47 9,19 0,39 0,47 3,29 2 2 52

5 3 100 2,62 1,32 1,45 0,16 0,23 0,41 1 2 4
4 100 5,59 3,65 6,21 0,35 0,42 1,55 3 3 15
5 100 9,92 7,30 14,62 0,47 0,48 2,69 1 2 35

Tabela 3.14: Comportamento do procedimento de análise proposto (LMIC) (Ex. 3.6)
Sistemas não robustamenteD-estáveis

n N Tne Ta (s) Sa Sm

BB1 BB2 BB3 BB1 BB2 BB3 BB1 BB2 BB3

2 3 8 1,21 1,09 1,38 4,63 4,63 9,25 8 8 16
4 25 2,80 2,76 3,93 4,36 4,36 15,96 7 7 29
5 16 4,95 5,14 8,15 4,13 4,13 24,56 6 6 84

3 3 7 2,48 1,47 1,90 4,14 4,14 8,29 5 5 10
4 11 2,34 2,20 3,60 3,82 3,82 12,82 5 5 29
5 16 8,78 8,07 17,57 4,13 4,13 30,38 6 6 77

4 3 6 8,14 3,24 4,70 4,50 4,50 10,67 7 7 24
4 9 5,78 4,95 9,32 4,44 4,44 14,78 6 6 27
5 19 14,87 13,00 40,12 4,42 4,47 35,00 7 7 78

5 3 12 5,38 4,21 6,49 4,67 4,67 9,25 6 6 12
4 6 15,40 9,58 22,21 4,00 4,00 14,00 5 5 22
5 10 22,83 17,55 46,88 3,10 3,10 20,40 6 6 65
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Exemplo 3.7 Considere o modelo linearizado da dinâmica longitudinal de um avião, apresentado

em Leibfritz e Lipinski (2003) (Exemplo AC1), com a inclusão neste exemplo de cinco parâmetros

incertos:

dx

dt
=




0 0 1,132 0 −1

0 −0,0538 −0,1712 0 0,0705

0 0 0 1 0

0 0,0485 0 −9,8556 −1,013

0 p1 0 p2 −p3




x +




0 0 0

−0,12 1 0

0 0 0

p4 0 −1,665

p5 0 −0,0732




u

y =




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0


x

O vetor de parâmetros incertosp = [p1 p2 p3 p4 p5]
T varia dentro do hiper-retânguloΩp = {p ∈

R
5 : 0,2618 ≤ p1 ≤ 0,3200; 0,9479 ≤ p2 ≤ 1,1585; 0,6173 ≤ p3 ≤ 0,7545; 3,9771 ≤ p4 ≤

4,8609; 1,4175 ≤ p5 ≤ 1,7325}, com 32 vértices no espaço de quinta dimensão.

Baseado no procedimento de projeto a ser apresentado no Capítulo 5, foi projetado um controlador

dinâmico por realimentação de saída, de ordem reduzida, para robustamente posicionar os pólos em

malha-fechada na intersecção da região semi-plano, Real(λ) < −1,2, do disco centrado na origem

com raior = 5, e do setor cônico com ângulo internoθ = π
2
, ou seja,λi(A(α)) ∈ D, ∀i, ∀α ∈ Ω,

D = {λ ∈ C : Real(λ) < −1,2, |λ| < 5, |∠λ| < π − π
4
}:

Ac = −4,3978 Bc =
[

0,0027 1,0141 −0,0855
]

Cc =




0,2744

−1,4964

0,9079


 Dc =




4,9594 0,0950 −3,4659

−0,1940 −4,1934 −0,4711

−2,8859 −1,3523 9,2776




A distribuição dos pólos do sistema de6a ordem em malha-fechada é apresentada na Figura 3.8

para os parâmetros variando nos intervalos específicos (32 vértices mais 500 pontos aleatórios).

O objetivo deste exemplo é comparar as condições suficientesLMI com diferentes implementa-

ções do procedimento proposto no LMI Control Toolbox. Neste caso, para a configuração de com-

putador utilizada, com a formulação baseada no Teorema 1 apresentado em Leite e Peres (2003),

na análise do politopo inicial, a funçãofeasp(·) do LMI Control Toolbox gera um erro não tratável

de memória, quando a mesma muda da técnica baseada em Choleskypara a técnica QR (Gahinet
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Figura 3.8: Posicionamento de pólos paraA ∈ P (Ex. 3.7).

et al., 1995). Com a partição do hiper-retângulo em um conjunto de simplexos, devido à redução do

número de vértices, o erro de memória deixa de ocorrer. Destemodo, o procedimento de análise de

D-estabilidade só pode ser usado com esta formulação se a iteração 0 não for processada.

A Tabela 3.15 compara o desempenho do método de análise proposto para identificar

D-estabilidade robusta implementado com três diferentes formulações LMI de análise. As duas pri-

meiras formulações LMI não conseguem determinar se o sistema em malha-fechada com o contro-

lador apresentado é ou não robustamenteD-estável. A última condição LMI é capaz de determinar

aD-estabilidade robusta do sistema porém com tempo computacional total bem superior ao proce-

dimento proposto implementado com as duas primeiras formulações LMI mais simples. Este tempo

total ainda seria bem maior se as três regiões fossem analisadas simultaneamente. Deste modo, os

resultados da Tabela 3.15 indicam novamente que o uso do algoritmo tipo “branch-and-bound” não

significa necessariamente menos eficiência em relação às formulações LMI mais complexas, mesmo

para domínios de incertezas em espaços de maior dimensão e com maior número de vértices. Ob-

serve também que uma única formulação não apresenta menorestempos computacionais para todas

as regiões testadas, o que torna mais interessante a possibilidade de se implementar o procedimento

de análise proposto com diferentes condições LMI para cada tipo de região. Usando o Lema 1 apre-

sentado em Ramos e Peres (2002), adaptado para região semi-plano, são necessários 1 minuto e 12

segundos para verificar a região disco e considerando o Teorema 4 apresentado em Gao e Xue (2004),

com a variável matricialQ fixada como em Leite e Peres (2003), são necessários 1 hora, 6 minutos e

47 segundos para análise da região setor cônico.
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Tabela 3.15: Desempenho do procedimento de análise deD-estabilidade robusta (Ex. 3.7).
Região Formulação LMI QS PE GA

semi- N. de partições 229 0 0
plano Tempo computacional 15min18s 3min41s 6min37s
disco N. de partições 34 0 0

Tempo computacional 3min48s 7min58s 2h19min15s
Setor N. de partições 40 1 0

Tempo computacional 19min33s 2h10min32s 1h53min23s
Tempo computacional total38min40s 2h22min11s 4h29min15s

3.5 Conclusões

Neste capítulo foi apresentado um procedimento de análise para estabelecer se um sistema linear

invariante no tempo incerto, com modelo de incerteza politópico ou dependente afim de parâmetros,

é robustamenteD-estável ou não. Devido ao conservadorismo das formulaçõesLMI de análise que

são apenas condições suficientes, quando não é obtida uma solução para o problema de factibilidade,

não é possível afirmar que o sistema não é robustamenteD-estável. É verificado através de testes

exaustivos que as condições suficientes LMI, com matriz de Lyapunov comum ou dependente de pa-

râmetros, perde eficácia com o aumento da ordem do sistema e donúmero de vértices do domínio de

incerteza na forma de politopo. O método proposto particiona o politopo de forma iterativa até que

todos os subpolitopos atendam à condição suficiente deD-estabilidade robusta ou até que seja encon-

trada uma coordenada do politopo que corresponde a um sistema que possui pólos fora da regiãoD
desejada. Apesar da complexidade de implementação, o método de análise proposto, combinado com

formulações LMI mais simples, pode requerer menos tempo computacional e menos disponibilidade

de memória que formulações LMI mais complexas, que resultemem número excessivo de variáveis

de decisão e de restrições LMI no problema de factibilidade.Apesar de apresentar baixos tempos

computacionais em alguns casos, em geral, formulações baseadas em estabilidade quadrática (matriz

de Lyapunov comum para todas as regiões e vértices) requeremum número elevado de partições do

domínio de incerteza podendo levar a interrupção do procedimento proposto devido a um critério

de parada baseado em número máximo de iterações do algoritmo. Deste modo, é mais interessante

implementar o procedimento de análise proposto com condições suficientes baseadas em funções de

Lyapunov dependentes de parâmetros com melhor compromissoentre complexidade e conservado-

rismo. O procedimento de análise proposto corresponde, na prática, a uma condição necessária e

suficiente apesar da possibilidade de se atingir um número limite de iterações sem a identificação da

condição deD-estabilidade. As condições suficientes LMI baseadas em funções de Lyapunov com

dependência polinomial homogênea dos parâmetros possuem acaracterística de redução do conserva-

dorismo com o aumento do grau do polinômio, porém apresentamalta complexidade computacional
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com números de variáveis escalares de otimização e número delinhas de LMIs proibitivos no caso

de número de vértices elevado.

Como contribuição secundária na área de análise deD-estabilidade, é verificado que é mais efici-

ente realizar a análise de cada região individualmente do que efetuar a análise conjunta em um único

problema de factibilidade baseado em LMI. Com esta estratégia, os problemas isolados são mais

simples, com menos variáveis escalares de decisão e menos restrições.

A principal dificuldade na implementação do método de análise proposto é a operação de partição

do politopo com formato geral, não restrito a um hiper-retângulo, em espaços de qualquer dimensão.

Este problema é solucionado usando a combinação da triangularização de Delaunay com a nova

técnica de divisão de simplexo orientada pelas arestas apresentada no Capítulo 2.



Capítulo 4

Cômputo dos CustosH2 eH∞

4.1 Normas de sinais e sistemas

Uma das formas de calcular a norma de um sinal contínuo (discreto) no domínio do tempo é pela

normaL2 (l2) definida como

‖w(t)‖2 ,
√∫ ∞

−∞
w(t)2dt (sistema a tempo contínuo) (4.1)

‖w(k)‖2 ,

√√√√
∞∑

k=−∞
w(k)2 (sistema a tempo discreto) (4.2)

Se esta integral (somatória) é finita, o sinal é dito ser de quadrado integrável (somável), represen-

tado porw(t) ∈ L2 (w(k) ∈ l2), o que pode ser interpretado fisicamente como um sinal com energia

limitada.

SejaTzw(λ) = D+C(λI−A)−1B, λ representandos ouz, a matriz de transferência relacionando

o vetor de entradas exógenasw e o vetor de saídas controladasz (o significado duplo da letraz fica

claro de acordo com o contexto). Duas normas de matrizes de transferênciaTzw de interesse são as

normasH2 eH∞. A normaH2 de uma matriz de transferência, estritamente própria, de umsistema

linear invariante no tempo estável a tempo contínuo, é definida como

‖Tzw‖2 ,
√

1

2π

∫ ∞

−∞
Tr [T ∗

zw(jω)Tzw(jω)] dω (4.3)

sendo(·)∗ a transposta conjugada e Tr(·) o traço do argumento.

No caso de sistemas lineares invariantes no tempo estáveis atempo discreto, a norma é definida

57
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como

‖Tzw‖2 ,
√

1

2π

∫ π

−π

Tr [T ∗
zw(ejω)Tzw(ejω)] dω (4.4)

A normaH∞ de uma matriz de transferência de um sistema estável, corresponde ao pico do ganho

da resposta em freqüência, sendo definida como

‖Tzw‖∞ , sup
ω∈R

σ[Tzw(jω)] (sistema a tempo contínuo) (4.5)

‖Tzw‖∞ , sup
ω∈[0,2π]

σ[Tzw(ejω)] (sistema a tempo discreto) (4.6)

sendoσ(·) o valor singular máximo do argumento.

Estas duas normas de matrizes de transferência possuem interpretações relacionando os sinais de

entrada e saída no domínio do tempo:

• Para uma entradaw(t) na forma de um processo ruído branco com variância e intensidade

unitárias, a variância do sinal de saídaz(t) em regime estacionário é dada por‖Tzw‖2:

‖Tzw‖2 = lim
T→∞

E

{
1

T

∫ T

0

z(t)T z(t)dt

}
(4.7)

sendoE{·} é a esperança matemática do argumento.

• O ganhoL2 ou ganho RMS de um sistema estável linear invariante no tempo,correspondendo

ao maior ganho entre a entrada e saída sobre todos os sinais deentrada limitadosw(t) ∈ L2, é

dado por

‖Tzw‖∞ = max
w∈L2,w 6=0

‖z‖2
‖w‖2

(4.8)

4.2 Cálculos de normas e custos

Existem vários métodos disponíveis para o cálculo das normasH2 eH∞ no caso de sistemas

precisamente conhecidos. A normaH2 pode ser calculada exatamente através de um número finito de

operações em termo dos grammianos de controlabilidade ou observabilidade:

‖Twz‖22 = Tr(CXcC
T ) = Tr(BT XoB), sendoXc eXo os grammianos de controlabilidade e observa-

bilidade, respectivamente, que podem ser calculados resolvendo as seguintes equações de Lyapunov:

AXc + XcA
T + BBT = 0 (4.9)

XoA + AT Xo + CT C = 0 (4.10)
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A normaH∞ pode ser calculada com precisão adequada por meio de procedimentos iterativos

(ver por exemplo (Boyd et al., 1989)). A normaH∞ pode ser calculada pela busca linear do valor

mínimo deγ tal que a matriz Hamiltoneana não possui autovalores sobre oeixo imaginário (Zhou e

Doyle, 1998):

H =

[
A + BR−1DT C BR−1BT

−CT (I + DR−1DT )C −(A + BR−1DT C)T

]

sendoR , γ2 −DT D.

Entretanto, para sistemas incertos, não existe atualmentenenhum método para determinar o valor

exato do limitante para a norma no conjunto incerto. Existemestratégias de cálculo dos limitantes,

denominados custos garantidosH2 e H∞, baseadas em formulações por desigualdades matriciais

lineares (LMIs). As primeiras formulações por LMIs foram baseadas no conceito de estabilidade

quadrática (Palhares et al., 1997), mas o uso de uma única função de Lyapunov para todo o domínio

de incerteza resulta geralmente em resultados conservadores. Para reduzir o conservadorismo, nos

últimos anos foram publicados vários trabalhos que adotaram o uso de funções de Lyapunov depen-

dentes de parâmetros, variáveis matriciais extras e/ou parâmetros de sintonia, como por exemplo em

Apkarian et al. (2001), de Oliveira et al. (2002), de Oliveira et al. (2004a), de Oliveira et al. (2004b),

Ebihara e Hagiwara (2004a), Xie et al. (2004), Trofino et al. (2005) e He et al. (2005) e as referên-

cias por eles citadas. Em Ebihara et al. (2005) são propostascondições LMI para análise robusta

de desempenho de sistemas contínuos no tempo considerando funções de Lyapunov associadas com

derivadas de alta ordem do vetor de estado. Contudo, os valores obtidos por estas estratégias são

apenas limites superiores dos custos exatos e a precisão dosresultados obtidos pode variar considera-

velmente de um caso para outro. Além disso, para reduzir o conservadorismo, as novas formulações

estão cada vez mais complexas, requerendo maior esforço computacional, tanto em termos de tempo

de processamento quanto em requisito de memória do computador. Recentemente foram apresenta-

das novas formulações baseadas em funções de Lyapunov quadráticas com dependência polinomial

homogênea de grau arbitrário nos parâmetros (Chesi et al., 2005a; Oliveira e Peres, 2005b). A van-

tagem desta abordagem é que a precisão do custo garantido pode ser melhorada com o aumento do

grau da dependência polinomial de parâmetros. Entretanto,a complexidade destas formulações au-

menta rapidamente com o número de vértices do domínio politópico de incerteza e com o grau do

polinômio.

Neste capítulo será apresentado um procedimento de cálculodos custosH2 eH∞, com precisão

especificada, que possa ser usado como ferramenta de análisede desempenho de sistemas dinâmicos

incertos, com domínio politópico de incerteza, representados por modelos politópicos ou modelos

com dependência afim de parâmetros.

Considere o sistema linear invariante no tempo representadopelo modelo no espaço de estados a



4.2 Cálculos de normas e custos 60

seguir:

δ[x(τ)] = Ax(τ) + Bw(τ)

z(τ) = Cx(τ) + Dw(τ)
(4.11)

comA ∈ R
n×n, B ∈ R

n×nw , C ∈ R
nz×n eD ∈ R

nz×nw , sendo

δ[x(τ)] ,
dx(t)

dt
, τ , t ∈ R para sistemas contínuos no tempo

δ[x(τ)] , x(k + 1), τ , k ∈ N para sistemas discretos no tempo

SejaS a matriz sistema definida como:

S ,

[
A B

C D

]
(4.12)

Considere que a matriz sistemaS não é precisamente conhecida, mas pertence a um conjunto

poliédrico convexo fechado, ou politopo:S ∈ P.

No caso de modelos politópicos, o conjuntoP é um politopo no espaço de matrizes definido pelo

conjunto de todas matrizes obtidas pela combinação convexade seusN vértices:

P ,
{

S(θ) : S(θ) =
N∑

i=1

θiSi, θ ∈ ΩM

}
(4.13)

sendo

Si ,

[
Ai Bi

Ci Di

]
, i = 1, . . . , N (4.14)

os vértices do politopo. Como discutido nos capítulos anteriores, o conjuntoΩM pode ser represen-

tado como um simplexo no espaço de dimensãoN − 1:

ΩM ,

{
θ̂ ∈ R

N−1 : θi ≥ 0 , i = 1, . . . , N − 1,
N−1∑

i=1

θi ≤ 1

}
(4.15)

comθN = 1−∑N−1
i=1 θi.

No caso de sistemas dependentes de parâmetros, a matriz sistema é dependente afim do vetor de

parâmetros incertosp = [p1, p2, . . . pd]
T ∈ R

d:

P , {S(p) : S(p) = S0 + p1S1 + . . . + pdSd, p ∈ Ωp} (4.16)
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Se os parâmetros incertos variam entre valores limites, i.e. pi ∈ [p
i
, pi], sendop

i
e pi os valores

mínimo e máximo doi-ésimo parâmetro incerto, o vetorp pertence a um hiper-retângulo no espaço

d-dimensional:

Ωp ,
{

p ∈ R
d : p

i
≤ pi ≤ pi, i = 1, . . . , d

}
(4.17)

O domínioΩp também pode ser um politopo de formato qualquer se existiremrestrições lineares

adicionais sobre os parâmetros.

Para a análise de sistemas representados por modelos politópicos ou por modelos com dependên-

cia afim de parâmetros, este trabalho propõe uma estratégia para o cálculo dos valores máximos das

normasH2 eH∞ (ou custosH2 eH∞) com uma precisão desejada, baseada no algoritmo branch-

and-bound (BnB). Como discutido na introdução do Capítulo 2, o uso de algoritmos tipo branch-

and-bound na área de controle robusto não é novidade, já tendo sido utilizado inclusive para cálculo

de desempenho (Balemi et al., 1991). Retomar o uso do algoritmoBnB para a aplicação em tela é

justificável considerando o aumento do poder computacionalem relação ao início dos anos 90 e a

publicação de formulações convexas para o cálculo de limitantes superiores para os custos, eficientes

com relação ao aspecto computacional. Será apresentada de forma detalhada uma implementação do

algoritmo branch-and-bound cuja operação de partição do domínio será baseada na triangularização

de Delaunay e na subdivisão de simplexo orientada pelas arestas, descrita em detalhes no Capítulo 2.

Diferente das aplicações anteriores do algoritmo BnB, tal estratégia de partição permite estender a

aplicação deste algoritmo para domínios de incerteza não restritos ao caso do hiper-retângulo. Tal

extensão permite considerar os casos de modelos politópicos ou modelos com dependência afim de

parâmetros com restrições adicionais.

Os primeiros resultados utilizando esta estratégia foram apresentados em Gonçalves, Palhares,

Takahashi e Mesquita (2004). Parte dos resultados apresentados neste capítulo também pode ser

vista em Gonçalves, Palhares, Takahashi e Mesquita (2006c). Esta estratégia também já foi utilizada

para determinação do nível de atenuação de distúrbioH∞ de sistemas lineares sujeitos a incertezas

politópicas e retardo no tempo (Gonçalves, Campos, Ekel, Palhares, Takahashi e Mesquita, 2004;

Gonçalves, Bastos, Palhares, Takahashi, Mesquita, Campos e Ekel, 2005).

4.3 O Algoritmo Branch-and-Bound

O algoritmo branch-and-bound (BnB) pode ser utilizado para encontrar o máximo global de uma

funçãof(α) : R
d → R, em um domínioα ∈ Ω ⊂ R

d, garantindo uma precisão especificada

desde que a taxa de variação def(α) e o domínioΩ sejam limitados. O algoritmo branch-and-bound

considera o princípio de que sef(α) é lipshitziana com constanteL positiva, tal que|f(α1)−f(α2)| ≤
L‖α1 − α2‖, α1, α2 ∈ Ω, então se

⋃s
i=1 Sph(αi, ǫ/L) ⊇ Ω, comSph(c, r) significando a hiperesfera
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com centroc e raio r, entãomax1≤i≤s f(αi) estima o máximo global com precisãoǫ (Clausen e

Zilinskas, 2002).

A descrição do algoritmo BnB apresentada aqui é adaptada de Balakrishnan et al. (1991). Na

aplicação que será considerada neste trabalho, o domínioΩ é um politopo. Para um domínioΩi ⊆ Ω,

pode-se definir

Φmax(Ωi) , max
α∈Ωi

f(α) (4.18)

O algoritmo BnB calculaΦmax(Ω) baseado em duas funções,Φli(Ωi) e Φls(Ωi), definidas sobre

{Ωi : Ωi ⊆ Ω}. Estas duas funções devem satisfazer as seguintes condições:

Φli(Ωi) ≤ Φmax(Ωi) ≤ Φls(Ωi) (4.19)

∀ ǫ > 0, ∃ δ > 0 tal que∀ Ωi ⊆ Ω, dim(Ωi) ≤ δ ⇒ Φls(Ωi)− Φli(Ωi) ≤ ǫ (4.20)

A condição (4.19) estabelece que as funçõesΦli(Ωi) e Φls(Ωi) calculam os limites inferior e

superior deΦmax(Ωi), respectivamente. A condição (4.20) estabelece que, quando a máxima distância

entre os vértices deΩi, denotado por dim(Ωi), tende a zero, a diferença entre os limites inferior e

superior converge para zero.

O algoritmo BnB inicia-se pelo cálculo deΦli(Ω) eΦls(Ω). Se(Φls − Φli)/Φli ≤ ε, sendoε uma

precisão relativa pré-especificada, então o algoritmo finaliza. Se o critério de parada não é atingido, é

necessário particionar o politopoΩ em subpolitopos menores de forma queΩ = Ω1 ∪ Ω2 ∪ . . . ∪ Ωs,

e calcularΦli(Ωi) eΦls(Ωi), i = 1, . . . , s. Então

max
1≤i≤s

Φli(Ωi) ≤ Φmax(Ω) ≤ max
1≤i≤s

Φls(Ωi)

fornece novos limites paraΦmax(Ω). Se a diferença relativa entre os novos limites é menor ou igual

a ε, o algoritmo finaliza. Caso contrário, a partição deΩ é refinada e novos limites são calculados. O

algoritmo BnB converge uma vez que, pelas sucessivas partições, dim(Ωi), i = 1, . . . , s, tende para

zero (subpolitopo tende para um ponto), fazendo com queΦls(Ωi)− Φli(Ωi) tenda para zero.

A versão do algoritmo BnB utilizada, adaptada de (Balakrishnan et al., 1991), é apresentada a

seguir:
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Algoritmo : Branch-and-Bound

k ← 0;

L0 ← {Ω};
L0 ← Φli(Ω);

U0 ← Φls(Ω);

enquanto(Uk − Lk)/Lk > ε

selecioneΩu ∈ Lk tal queΦls(Ωu) = Uk;

particioneΩu emΩ1, . . . , Ωs;

Lk+1 ← {Lk − Ωu} ∪ {Ω1, . . . , Ωs};
Lk+1 ← max

Ωi∈Lk+1

Φli(Ωi);

Uk+1 ← max
Ωi∈Lk+1

Φls(Ωi);

elimine todoΩi ∈ Lk+1 tal queΦls(Ωi) < Lk+1;

k ← k + 1;

fim enquanto

fim algoritmo

4.4 O Algoritmo BnB Aplicado ao Cálculo dos CustosH2 eH∞
com a Precisão Requerida

4.4.1 Escolha das funções limitantes

SejaTzw(λ, α) = C(α)(λI − A(α))−1B(α) + D(α) a matriz de transferência dew paraz, com

λ representandos ou z e α ∈ Ω, sendo queα corresponde âθ ou p, eΩ representaΩM ou Ωp. Por

conveniência, a dependência deTzw deλ e α poderá ser omitida a partir deste ponto. O problema

considerado é o cálculo do valor máximo da normaHq, q ∈ {2,∞}, da matriz de transferência

Tzw(λ, α), para todoα ∈ Ω. Sejaδp.c. e γp.c. os valores máximos das normasH2 eH∞ no domínio

de incerteza:

δp.c. , max
α∈Ω
‖Tzw(λ, α)‖2 (4.21)

γp.c. , max
α∈Ω
‖Tzw(λ, α)‖∞ (4.22)

Os custos garantidosH2 eH∞, δc.g. eγc.g., calculados através de formulações baseadas em LMIs,

são apenas um limite superior para o valor máximo das normas no domínio de incerteza, sem nenhuma
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informação a respeito da diferença entre estes valores:

max
α∈Ω
‖Tzw(λ, α)‖2 ≤ δc.g. (4.23)

max
α∈Ω
‖Tzw(λ, α)‖∞ ≤ γc.g. (4.24)

Uma vez que o cálculo exato do valor máximo da norma é um problema de difícil solução, neste

trabalho é apresentado um método para o cálculo dos custosǫ-garantidosH2 eH∞, δc e γc, que são

definidos como os valores que atendem as seguintes desigualdades:

δp.c. ≤ δc ≤ (1 + ǫ)δp.c. (4.25)

γp.c. ≤ γc ≤ (1 + ǫ)γp.c. (4.26)

Para aplicar o algoritmo BnB no cálculo dos custosHq, q ∈ {2,∞}, com qualquer precisão

requerida, é necessário encontrar as funçõesΦli(Ωi) e Φls(Ωi) que satisfazem as condições (4.19) e

(4.20). ConsidereTzw,i = Ci(λI − Ai)
−1Bi + Di, i = 1, . . . , N , as matrizes de transferência dos

vértices do politopoΩi ⊆ Ω, sendoN o número de vértices correspondente. A função limite inferior

pode ser definida como o pior caso da normaHq calculada nos vértices deΩi:

Φli(Ωi) = max
1≤i≤N

‖Tzw,i‖q (4.27)

A função limite superiorΦls(Ωi) pode ser definida como sendo qualquer formulação LMI para

cálculo dos custos garantidosHq (Palhares et al., 1997). Como no procedimento proposto de análise

deD-estabilidade robusta, é claro que a eficiência do algoritmobranch-and-bound dependerá da

escolha da formulação LMI com melhor compromisso entre complexidade e conservadorismo.

Com esta escolha de funções limitantes, o algoritmo branch-and-bound irá combinar a redução

do conservadorismo das formulações LMI pela partição do domínio de incerteza (função limitante

superior) com uma técnica “inteligente” de grade (função limitante inferior) em que o refinamento

da grade ocorre apenas no subpolitopo com maior valor de custo garantido. O custo computacio-

nal relacionado com o cálculo do custoHq pelas duas técnicas simultaneamente é justificado pela

disponibilidade da informação da precisão do cálculo.

4.4.2 Técnica de partição do politopo

No procedimento proposto de cálculo de custoε-garantido baseado no algoritmo branch-and-

bound é aplicada a mesma técnica de partição de politopos utilizada no procedimento de análise de

D-estabilidade robusta, descrito no Capítulo 3, que combina triangularização de Delaunay (decom-
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posição do politopo em um conjunto de simplexos) e subdivisão de simplexo orientada pelas arestas,

descrita em detalhes no Capítulo 2.

4.5 Complexidade do Procedimento de Análise Proposto

As Figuras 4.1 a 4.6 apresentam uma simulação do algoritmo branch-and-bound para o cálculo do

custoH2 ouH∞. No passo inicial são calculadas as normas nos vértices do politopo e o custo garan-

tido para o politopo (Figura 4.1). Neste caso o limite inferior é o maior valor de norma nos vértices,

ou seja 10, e o limite superior é o custo garantido igual a 100.Na primeira partição (Figura 4.2),

como o retângulo não é um simplexo, a divisão é realizada pelatriangularização de Delaunay que

divide o retângulo em dois triângulos sem acrescentar novosvértices. Deste modo o valor do limite

inferior se mantém mas o valor do limite superior passa a ser omaior valor de custo garantido obtido

como sendo 80.

A partir deste ponto, as divisões ocorrem nos triângulos commaior custo garantido. A divisão

do triângulo pela técnica proposta gera quatro novos triângulos e três novos vértices (Figura 4.3). Os

valores dos limites são atualizados para o novo valor máximoda norma igual a 16 e o novo valor

máximo de custo garantido igual a 60. Observe que o triângulocom custo garantido 12 pode ser

descartado do espaço de busca já que o maior valor de norma é superior a este valor. As divisões

prosseguem até que a diferença relativa entre os limites superior e inferior atinja a precisão desejada

(Figuras 4.4 a 4.6).

Como discutido anteriormente, observe o refinamento “inteligente” da grade, sendo que o maior

número de pontos testados é concentrado na região onde existe a possibilidade de encontrar o valor

máximo. Outro dado importante informado por este método de análise é a coordenada em que ocorre

o valor máximo da norma, que será bastante útil no procedimento de projeto a ser apresentado no

Capítulo 5.

No procedimento de cálculo do custo com precisão especificada, quando o politopo inicial não

é um simplexo, na primeira partição do politopo, realizada pela triangularização de Delaunay, não

é acrescentado nenhum novo vértice e o número de simplexos gerados dependerá, não somente da

dimensão do espaço e do número de vértices, como também da distribuição espacial destes vértices.

A decomposição do politopo em simplexos, que correspondem ao politopo com menor número de

vértices para uma dada dimensão, facilita o cálculo das funções limitantes inferior e superior tornando

o algoritmo muito mais eficiente. No caso da função limitantesuperior, baseada no cálculo do custo

garantido, este fato é mais evidente no caso de formulações LMI baseadas em funções de Lyapunov

dependentes de parâmetros, para as quais, não só o número de restrições LMI, mas também o número

de variáveis escalares de otimização, dependem do número devértices do politopo.
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Figura 4.1: Simulação do algoritmo BnB - iteração 0.
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Figura 4.3: Simulação do algoritmo BnB - iteração 2.
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Figura 4.4: Simulação do algoritmo BnB - iteração 3.
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Figura 4.5: Simulação do algoritmo BnB - iteração 4.
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Figura 4.6: Simulação do algoritmo BnB - iteração 5.
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Após a triangularização de Delaunay, com a subdivisão de simplexo orientada pelas arestas, a cada

iteração é necessário calcular1
2
d(d+1) normas dos sistemas correspondentes aos novos vértices sobre

cada aresta e2d custos garantidos. Este procedimento pode acarretar em alto custo computacional à

medida que a dimensãod do espaço de incerteza aumenta.

Como discutido no Capítulo 3, uma opção mais simples de divisãodo simplexo seria a técnica

de bisseção com a subdivisão do simplexo ao meio com a inclusão de um novo vértice sobre a maior

aresta. Com esta técnica, independente da dimensão do espaçode incerteza, é necessário calcular

apenas uma norma e dois custos garantidos a cada iteração. Apesar da simplicidade, tal técnica pode

resultar em um tempo de processamento total maior, com menorconvergência do algoritmo branch-

and-bound.

4.6 Exemplos Ilustrativos de Análise de Sistemas Contínuos no

Tempo

O algoritmo branch-and-bound para cálculo dos custos com precisãoε foi implementado no

LMI Control Toolbox para MATLABr sendo utilizado um computador baseado no Pentium IV

2.8GHz, com 1 GBytes de RAM. No cálculo dos custos garantidos é adotado o vetor de opções

[ε/100 500 1e9 10 1] na funçãomincx(·).

4.6.1 Cálculo do custoH2

Para sistemas contínuos no tempo, serão analisadas as seguintes formulações para o cálculo do

custo garantidoH2: (QS) estabilidade quadrática, apresentada em Palhares etal. (1997); (EB) Teo-

rema 2, apresentado em Ebihara e Hagiwara (2004a), comb = 1; (TR) Teorema 2, apresentado em

Trofino et al. (2005), (dO12) combinação dos Lemas 1 e 2 e (dO34) combinação dos Lemas 3 e 4,

apresentados em de Oliveira et al. (2004a). No cálculo dos custos garantidosH2, existem duas pos-

sibilidades de implementação da formulação LMI, denominadas em muitos trabalhos como formas

primal (P) e dual (D), que podem apresentar resultados bastante diferentes para um mesmo problema.

Neste trabalho é adotada a denominação primal para a formulação baseada no grammiano de contro-

labilidade.
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Exemplo 4.1 Considere o sistema linear invariante no tempo contínuo, comdois parâmetros incertos,

analisado em de Oliveira et al. (2004a), modelado por

dx(t)

dt
=




−2, 02 0, 16 + σ −0, 60 + β

−0, 45− 2σ −1, 85 + β 0, 59− 3σ

−0, 19− 3β 0, 97 + 4σ −0, 57


x(t) +




1

0

0


w(t)

z(t) =
[

0 0 1
]
x(t)

sendo que os parâmetros incertos variam no politopo na formade um quadrado:Ωp = {p = [β, σ]T ∈
R

2 : −1 ≤ β ≤ 1; −1 ≤ σ ≤ 1}.
O objetivo deste exemplo é calcular o custoε-garantidoH2 com precisão de 0,1% através do pro-

cedimento proposto de análise implementado com diferentesformulações LMI. A Tabela 4.1 apre-

senta os custos garantidosH2 (o símbolo∞ significa que a formulação LMI não é factível para todo

o politopo), os valores finais das funções limitantes superior e inferior, sendo o primeiro deles o valor

do custoε-garantidoH2, os erros relativos percentuais entre o custo garantido e o custoε-garantido,

os tempos computacionais requeridos pelo procedimento de análise proposto e o número total de ite-

rações do procedimento proposto para atingir a precisão requerida. O melhor custo garantido é obtido

com a forma primal da combinação dos lemas 3 e 4 em de Oliveira et al. (2004a), sendo verificado

que o mesmo é 9,9% maior do que o custoε-garantidoH2 obtido pelo procedimento proposto. Atra-

vés do método proposto, é sempre obtida a precisão requeridade 0,1%, mesmo no caso em que as

formulações LMI não são inicialmente factíveis, mas que passam a ser factíveis após a partição do

politopo. Observe que, para este exemplo, o conservadorismo das formulações LMI é reduzido consi-

deravelmente em quase todos os casos a um custo computacional baixo. Para este exemplo, a melhor

escolha da função limitante superior é o custo garantido calculado com a forma primal da combinação

dos lemas 1 e 2 em de Oliveira et al. (2004a) devido ao menor tempo computacional. Para este caso,

a evolução das funções limitantes no algoritmo branch-and-bound são apresentadas na Figura 4.7 e a

partição do espaço dos parâmetros incertosΩp é apresentada na Figura 4.8. O procedimento proposto

identifica o vetorp = [β, σ]T = [0, 3438, −0, 0078]T como o ponto de pior caso de normaH2. A

Figura 4.9 apresenta a superfície da normaH2 para os valores admissíveis dos parâmetros incertos,

na qual pode ser observada a relação entre o ponto de máximo dasuperfície e o maior refinamento da

malha simplicial e da grade composta pelos vértices dos simplexos.
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Tabela 4.1: Custosε-garantidoH2 com precisãoε = 0,001 (Ex. 4.1).

QS EB TR dO12 dO34

P D P D P D P D P D

δc.g. ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 2,555 6,281 2,236 4,763

Φls(Ω) = δc 2,038 2,037 2,037 2,037 2,037 2,037 2,037 2,037 2,035 2,036

Φli(Ω) = δp.c. 2,035 2,035 2,035 2,035 2,035 2,035 2,035 2,035 2,035 2,035
100
δc

(δc.g. − δc) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 25,5% 209% 9,9% 134%

Tempo (s) 99,92 533,5 34,2 120,3 22,6 89,89 9,97 15,06 13,86 19,58

Iterações 427 2313 33 128 33 128 12 19 11 15
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Figura 4.7: Evolução das funçõesΦli eΦls no cálculo do custoH2 (dO12-P) (Ex. 4.1).

4.6.2 Cálculo do custoH∞
Para sistemas contínuos no tempo, serão analisadas as seguintes formulações para o cálculo do

custo garantidoH∞: (QS) estabilidade quadrática, apresentada em Palhares etal. (1997); (TR) Teo-

rema 4 (considerando a nota 2) apresentado em Trofino et al. (2005); (dO1) Lema 1 apresentado em

de Oliveira et al. (2004b); (dO2) Lema 2 apresentado em de Oliveira et al. (2004b) ou equivalente-

mente Teorema 2 apresentado em He et al. (2005); (dO3) Lema 3 apresentado em de Oliveira et al.

(2004b) e (EB) Teorema 5 apresentado em Ebihara et al. (2005).
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Figura 4.8: Partição do espaço dos parâmetros incertos no cálculo do custoH2 (dO12-P) (Ex. 4.1).
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Figura 4.9: NormaH2 parap ∈ Ωp (Ex. 4.1).

Exemplo 4.2 Considere o sistema linear invariante no tempo contínuo, comdois parâmetros incertos,

modelado como

dx(t)

dt
=




−0,05 −0,01− β 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 −0,01 + β −0,1 −0,01− σ 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 −0,01 + σ −0,05 −1

0 0 0 0 1 0




x(t) +




0,1

0

0

0

0

0




w(t)

z(t) =
[

0 0 0 0 0 0,1
]
x(t)
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Para demonstrar a capacidade do método de partição baseado em malha simplicial, considere que

o domínio de incerteza é um politopo com 5 vértices considerando uma restrição adicional sobre os

parâmetros incertos:Ωp = {p = [β, σ]T ∈ R
2 : 0 ≤ β ≤ 1; 0 ≤ σ ≤ 1; β + σ ≤ 1,5}.

O objetivo deste exemplo é demonstrar que, mesmo quando é possível calcular o custo garantido

com as formulações LMI, a precisão dos mesmos pode não ser satisfatória. A vantagem do procedi-

mento de análise de desempenho proposto é justamente garantir o cálculo com determinada precisão

considerando o tempo computacional como segunda prioridade. A Tabela 4.2 apresenta os resultados

obtidos com formulações LMI e com o procedimento proposto implementado apenas com as qua-

tro primeiras formulações LMI mais simples. O símbolo∞ indica que a condição LMI de custo

garantido não é factível para todo o politopo. Observe que o procedimento de análise proposto im-

plementado com o Lema 1 em de Oliveira et al. (2004b) calcula ocustoH∞ com a precisão de 0,1%

com menos tempo de processamento que as formulações LMI baseadas no Lema 3 em de Oliveira

et al. (2004b) e no Teorema 5 em Ebihara et al. (2005), cujos resultados apresentam erros relativos

percentuais elevados.

Tabela 4.2: Custosε-garantidoH∞ com precisãoε = 0,001 (Ex. 4.2).

QS TR dO1 dO2 dO3 EB

δc.g. ∞ ∞ 17,304 16,636 15,673 14,320

Tempo (s) paraγc.g. — — 5,33 23,89 389,34 227,75

Φls(Ω) = γc 5,968 5,963 5,962 5,962 — —

Φli(Ω) = γp.c. 5,962 5,962 5,962 5,962 — —
100
δc

(γc.g. − γc) ∞ ∞ 190% 179% 163% 140%

Tempo (s) paraγc 1.293,0 816,7 46,4 237,2 — —

1a iteração factível 562 45 0 0 — —

Iterações 1150 60 11 12 — —

A Figura 4.10 apresenta a partição do politopo com 5 vérticesno espaço bidimensional dos parâ-

metros incertos no cálculo do custoH∞ com o procedimento de análise proposto implementado com

o Lema 1 em de Oliveira et al. (2004b). Nesta figura, a seta indica a localização do ponto de pior

caso, com a precisão de 1%, identificado como sendop = [β, σ]T = [0,7539, 0,7461]T , após 11

partições do politopo. Observe que na primeira partição, o politopo com 5 vértices é decomposto em

3 simplexos (triângulos) pela triangularização de Delaunay. A Figura 4.2 apresenta a superfície da

normaH∞ parap ∈ Ωp confirmando a localização do ponto de pior caso de norma.

Neste exemplo, o número de iterações do procedimento proposto, implementado com o Lema 1

ou com o Lema 2, ambos apresentados em de Oliveira et al. (2004b), é determinado pela função li-
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Figura 4.10: Partição do espaço dos parâmetros incertos no cálculo do custoH∞ (dO1) (Ex. 4.2).
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Figura 4.11: NormaH∞ parap ∈ Ωp (Ex. 4.2).

mitante inferior. Após 8 e 6 iterações, no caso dos Lemas 1 e 2,respectivamente, o custo garantido

já convergiu para a precisão requerida, sendo as demais iterações necessárias para a localização do

ponto de pior caso de norma. Já no caso da implementação baseada em estabilidade quadrática, o con-

servadorismo no cálculo do custo garantido é muito alto, requerendo excessivo número de iterações

e alto tempo computacional apesar da maior simplicidade da formulação.

Exemplo 4.3 Para verificar o funcionamento do método de análise propostoaplicado a um sistema

de ordem mais elevada, considere o modelo de um veículo submarino apresentado em Leibfritz e
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Lipinski (2003) no qual são incluídos três parâmetros incertos:

dx(t)

dt
=




0 p1 0 0 0 0 0 0

−p1 −p2 −4100 0 0 0 0 0

p3 0 −p3 0 −700 0 0 0

0 0 0 0 1400 0 0 0

0 0 1600 −450 −110 0 0 0

0 0 0 81 0 −1 0 −900

0 0 0 0 0 0 0 110

0 0 0 0 0 12 −1,1 −22




x(t)

+




0 0

9900 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 99




w(t) +




0 0

4,6 99000

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0




u(t)

z∞(t) =
[

0 0 0 0 0 0 1 0
]
x(t) +

[
0 0

]
w(t) +

[
1 0

]
u(t)

y(t) =

[
0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

]
x(t)

comp1 ∈ [663; 1037], p2 ∈ [93,6; 146,4] e p3 ∈ [25,74; 40,26]. Usando o procedimento geral de

projeto a ser apresentado no capítulo 5, é projetado um controlador por realimentação dinâmica de

saída, estruturado de4a ordem, com objetivo de minimizar o pior caso de norma‖Tz∞w‖∞ do sistema

em malha-fechada:

K =

[
Ac Bc

Cc Dc

]
=




0 0 0 −9,7499 0,9154 10,7133

1 0 0 −20,2208 0,8171 5,3653

0 1 0 −13,0829 −0,3397 −18,5070

0 0 1 −5,5692 −1,6809 −15,6363

0 0 0 1 0,0004 −0,9924

0 0 0 1 −0,1557 −1,8732
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O sistema em malha-fechada com este controlador é de12a ordem. Neste caso, todas as for-

mulações consideradas de cálculo de custo garantido baseadas em LMI são infactíveis. Os custos

H∞, calculados com precisãoε = 0,1 através do método de análise proposto, são apresentados na

Tabela 4.3. Para sistemas de ordem mais elevada, o método proposto é mais eficiente com formula-

ções de custo garantido mais simples (menor número de variáveis de decisão em função da ordem

do sistema). As formulações baseadas no Lema 2 ou no Lema 3, apresentados em de Oliveira et al.

(2004b), não são consideradas devido ao elevado tempo de processamento gasto para calcular o custo

garantido na iteração zero: 30,9 minutos e 17,1 horas, respectivamente. Para este exemplo, a me-

lhor opção para a função limitante superior é o custo garantido baseado no Lema 1 apresentado em

de Oliveira et al. (2004b) considerando o menor tempo de processamento.

Tabela 4.3: CustoH∞ com precisãoε = 0,1 (Ex. 4.3).

QS dO1

Φls(Ω) = γc 0,994 0,938

Φli(Ω) = γp.c. 0,937 0,937

Tempo de processamento 1h23min8s 35min22s

Iterações (primeira factível)178(137) 3(1)

4.7 Exemplos Ilustrativos de Análise de Sistemas Discretos no

Tempo

4.7.1 Cálculo do custoH2

As seguintes caracterizações de custo garantidoH2 serão consideradas nos exemplos desta seção:

(QS) estabilidade quadrática, apresentado em Palhares et al. (1997); (dOT3) Teorema 3, apresentado

em de Oliveira et al. (2002); (dO15) Lemas 1 e 5, apresentados em de Oliveira et al. (2004a); (dO36)

Lemas 3 e 6, também apresentados em de Oliveira et al. (2004a), (XI) Lema 2 apresentado em Xie

et al. (2004) e (YA) Lema 1, nota 3, apresentado em Yang et al. (2005). São consideradas como formas

primal e dual as formulações relacionadas com os grammianosde controlabilidade e observabilidade,

respectivamente.
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Exemplo 4.4 Considere o sistema incerto linear invariante no tempo a tempo discreto descrito por

x(t + 1) = Ax(t) + Bww(t)

z(t) = Czx(t)
(4.28)

sendox(t) ∈ R
n, w(t) ∈ R

nw e z(t) ∈ R
nz . Para avaliar a eficiência do procedimento de aná-

lise de desempenho proposto, é considerada uma comparação numérica com formulações de análise

baseadas em LMIs. Para cada par(n,N), comn ∈ [2, 4] e N ∈ [2, 4], são considerados os 100

primeiros sistemas politópicos robustamente estáveis gerados para análise de estabildade robusta (ver

Exemplo 3.2, página 37). Os elementos das matrizesBw,i ∈ R
n×nw e Cz,i ∈ R

nz×n, i = 1, . . . , N ,

são gerados de forma aleatória com distribuição uniforme nointervalo[−1, 1]. Para cada par(n,N),

para os 50 primeiros sistemas é consideradonw = n e nz = n − 1 e para os 50 últimos sistemas é

adotadonw = n− 1 enz = n.

A Tabela 4.4 apresenta as taxas de sucesso para computar o custo garantidoH2 com as formu-

lações baseadas em LMIs e o custoǫ-garantidoH2 computado com o procedimento proposto, para

ǫ = 0,01, implementado com o custo garantido baseado no Teorema 3, apresentado em de Oliveira

et al. (2002). Tanto as formas primal (P) como dual (D) são consideradas. Os resultados na Tabela 4.4

mostram que todas as formulações LMI falham para computar o custo garantidoH2 em diversos ca-

sos, sendo que a taxa de sucesso decai com o aumento den ou N . Para(n,N) = (4, 4), as taxas

de sucesso das formulações LMI isoladas são iguais ou inferiores a 45%. A Tabela 4.5 apresenta

os erros relativos médios entre os custos garantidos e o menor valor obtido entre eles. O método

proposto conseguiu calcular o custo garantidoH2 com a precisão de 1% especificada em todos os

900 testes realizados. Em contraste com o método proposto, aTabela 4.5 mostra que as formulações

LMI consideradas, sem a partição do domínio de incerteza, não fornecem custos garantidosH2 com a

precisão requerida, com erros médios variando de 29,7% até 590%. A Tabela 4.4 apresenta os tempos

computacionais médios verificados. Neste exemplo, para todas as combinações(n,N), o algoritmo

BnB requer tempo computacional médio superior ao das formulações LMI isoladas, mas estes tem-

pos não são proibitivos considerando a eficácia em calcular todos os custos com a precisão requerida

além de identificar as coordenadas do sistema correspondente ao pior caso. Grande parte dos tempos

computacionais mais elevados do procedimento proposto ocorre em situações para as quais as formu-

lações LMI consideradas não são capazes de calcular o custo garantidoH2. Existe um compromisso

entre a precisão e o tempo computacional e, deste modo, é possível reduzir o tempo computacional

do procedimento proposto se for especificada uma menor precisão no cálculo.
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Tabela 4.4: Taxas de sucesso (%) para o cálculo do custo garantidoH2 (Ex. 4.4).

n N QS dOT3 dO15 dO36 XI YA BB

P D P D P D P D P D P D P D

2 2 39 39 48 48 86 86 98 98 98 98 48 48 100 100

3 4 4 33 33 68 68 87 88 88 87 33 33 100 100

4 0 0 14 14 57 57 60 65 65 60 14 14 100 100

3 2 13 13 55 55 89 90 97 97 97 97 55 55 100 100

3 1 1 10 10 60 61 63 64 64 63 10 10 100 100

4 0 0 4 4 48 48 36 36 36 36 4 4 100 100

4 2 7 7 34 34 84 83 91 92 92 90 34 34 100 100

3 1 1 8 8 60 61 61 58 58 61 8 8 100 100

4 0 0 3 3 45 45 25 27 27 25 3 3 100 100

Tabela 4.5: “Erros” relativos médios (%) do custo garantidoH2 (Ex. 4.4).
n N QS dOT3 dO15 dO36 XI YA BB

P D P D P D P D P D P D P D

2 2 133 201 110 148 44,2 46,6 78,2 83,0 44,6 29,7 119 162 0,19 0,17

3 141 130 486 524 90,3 73,3 185 195 131 93,6 503 580 0,17 0,14

4 — — 567 277 370 178 391 328 241 185 590 319 0,15 0,12

3 2 232 162 124 99,0 60,6 76,0 61,0 57,0 34,7 44,6 150 123 0,23 0,16

3 280 151 292 179 103 101 166 201 137 134 375 225 0,11 0,11

4 — — 252 342 191 203 257 235 185 255 361 447 0,09 0,12

4 2 132 98,0 90,6 63,8 45,8 53,6 41,8 45,3 32,5 44,1 116 96,3 0,12 0,12

3 371 288 169 248 97,7 90,9 106 103 88,4 111 227 293 0,10 0,09

4 — — 241 306 85,9 153 165 217 160 233 330 350 0,09 0,06
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Tabela 4.6: Tempos computacionais médios (s) para cálculo do custo garantidoH2 (Ex. 4.4).
n N QS dOT3 dO15 dO36 XI YA BB

P D P D P D P D P D P D P D

2 2 0,06 0,05 0,08 0,08 0,08 0,07 0,12 0,13 0,17 0,17 0,07 0,07 0,71 0,79

3 0,07 0,06 0,11 0,11 0,22 0,20 0,17 0,17 0,34 0,36 0,10 0,10 5,01 4,67

4 0,08 0,08 0,15 0,15 0,47 0,47 0,21 0,22 0,67 0,79 0,13 0,13 20,4 17,7

3 2 0,08 0,07 0,15 0,15 0,13 0,12 0,28 0,27 0,49 0,49 0,16 0,16 1,56 1,67

3 0,11 0,10 0,21 0,20 0,50 0,48 0,37 0,36 1,63 1,76 0,21 0,20 9,12 10,6

4 0,12 0,12 0,28 0,27 1,02 1,14 0,50 0,45 3,44 3,44 0,30 0,30 38,9 42,0

4 2 0,12 0,11 0,29 0,29 0,25 0,25 0,64 0,64 1,48 1,52 0,32 0,31 3,13 2,95

3 0,15 0,15 0,34 0,36 1.00 1,19 0,86 0,87 4,73 4,59 0,43 0,43 16,3 21,5

4 0,19 0,19 0,50 0,47 3,56 3,76 1,05 1,04 8,49 9,23 0,61 0,62 58,5 64,1

Exemplo 4.5 Para avaliar o método de análise proposto, implementado comdiferentes formulações

LMI para o cálculo do custo garantido, aplicado a um domínio de incerteza de quinta ordem, considere

o sistema linear invariante no tempo, a tempo discreto, modelado por:

x(k + 1) =




p1 0,2189 0,2747

−2,3646 p2 −0,1331

0,9901 1,2134 −p3


x(k)

+




0,0828 0,0037 0,0044

0,0037 0,0788 0,0001

0,0089 0,0003 0,1013


w(k) +




0,0044

0,0001

p4


u(k)

z(k) =

[
0 0 1

0 0 0

]
x(k) +

[
0 0 0

0 0 0

]
w(k) +

[
0

1

]
u(k)

y(k) =

[
p5 0 0

0 1 0

]
x(k)

Este sistema possui cinco parâmetros incertos que podem variar nas faixas:p1 ∈ [1,2424; 1,5184],

p2 ∈ [0,8655; 1,0579], p3 ∈ [0,5135; 0,6276], p4 ∈ [0,0912; 0,1114] e p5 ∈ [0,9; 1,1]. O domínio

de incertezaΩ ⊂ R
5 é um hiper-retângulo de 32 vértices no espaço de quinta dimensão. Usando

o procedimento geral de projeto a ser apresentado no Capítulo5, é projetado um controlador por
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realimentação estática de saída para minimizar o pior caso de norma‖Tzw(z, α)‖2, α ∈ Ω, do sistema

em malha-fechada:K = [20,9620 − 1,2958]T .

A Tabela 4.7 apresenta os resultados obtidos com o procedimento de análise proposto implemen-

tado com as formas primal e dual das formulações mais eficientes para o caso em estudo: (dOT3)

Teorema 3, apresentado em de Oliveira et al. (2002); (dO36) Lemas 3 e 6, apresentados em de Oli-

veira et al. (2004a), e (XI) Lema 2 apresentado em Xie et al. (2004). Os custosε-garantidosH2 são

calculados com precisãoε = 0,02. Neste exemplo, na primeira iteração são necessários os cálculos

de 103 custos garantidos com a decomposição do hiper-retângulo em um conjunto de simplexos pela

triangularização de Delaunay. Nas iterações seguintes, a cada nova partição pela divisão de simplexo

orientada pelas arestas são necessários os cálculos de 15 normas e 32 custos garantidos. O melhor

custo garantido, não apresentado na Tabela 4.7, é calculadocom a forma dual da combinação dos

Lemas 1 e 5 apresentados em de Oliveira et al. (2004a), que é 7,9% maior do que o pior caso de

norma verificado no politopo,δp.c. = 7,3939 paraα = [1,2424 0,98575 0,5135 0,1114 1,1]T . Po-

rém, esta formulação requer 1 hora e 10 minutos de tempo de processamento, superior a todos os

tempos computacionais das diferentes implementações do procedimento proposto, apresentados na

penúltima linha da Tabela 4.7. Neste caso, a formulação dualbaseada no Lemas 3 e 6, apresentados

em de Oliveira et al. (2004a), proporciona o melhor compromisso entre tempo de processamento por

iteração e número de iterações, resultando no menor tempo computacional. É claro que o tempo com-

putacional pode ser reduzido se for adotada uma menor precisão para o cálculo. Por exemplo, para

ε = 0,05, a formulação primal baseada nos Lemas 3 e 6, apresentados emde Oliveira et al. (2004a),

obtém o custoε-garantidoδc = 7, 71 (4,7% de erro relativo) em apenas uma partição e 3 minutos de

processamento.

Tabela 4.7: CustosH2 paraε = 0,02 (Ex. 4.5).

dOT3 dO36 XI

P D P D P D

Custo garantidoH2, δc.g. 14,0 23,0 9,27 8,32 9,17 9,66
100
δp.c.

(δc.g. − δp.c.) 90,0% 211% 25,8% 12,9% 24,1% 30,8%

Tempo paraδc.g. 6s 12s 54s 72s 13s 31s

Φls = δc 7,51 7,53 7,54 7,47 7,54 7.53

Φli = δp.c. 7,39 7,39 7,39 7,39 7,39 7,39
100
Φli

(Φls − Φli) (%) 1,69 1,90 1,99 1,13 1,99 1,82

Tempo paraδc 22min7s 42min44s 24min42s 5min44s 23min53s 43min47s

Iterações 87 109 33 3 51 72
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4.7.2 Cálculo do custoH∞
Serão analisadas as seguintes formulações para o cálculo docusto garantidoH∞ de sistemas

discretos: (QS) estabilidade quadrática, apresentada em Palhares et al. (1997); (dOT4) Teorema 4,

apresentado em de Oliveira et al. (2002); (dOL4) Lema 4, (dOL5) Lema 5, (dOL6) Lema 6, apresenta-

dos em de Oliveira et al. (2004b); (OLT2) Teorema 2 e (OLT3) Teorema 3 apresentados em Oliveira e

Peres (2005b).

Exemplo 4.6 Este exemplo considera o cálculo do custo garantidoH∞ de sistemas discretos no

tempo. Os mesmos 900 sistemas politópicos aleatórios analisados no Exemplo 4.4 são considerados

novamente. A Tabela 4.8 apresenta as taxas de sucesso para calcular os custos garantidosH∞ com

as formulações baseadas em LMIs e o custoǫ-garantidoH∞ calculado com o procedimento proposto

implementado com o Teorema 4 em de Oliveira et al. (2002), para ǫ = 0,01, denominado BB. Nas

formulações com função de Lyapunov com dependência polinomial homogênea nos parâmetros são

adotados os seguintes graus:g = 3 para (OLT2) e g = 1 para (OLT3). A Tabela 4.9 apresenta a

diferença relativa média entre cada custo garantidoH∞ e o menor valor entre eles. A Tabela 4.10

lista os tempos computacionais médios. As formulações LMI isoladas produzem alguns resultados

com a precisão menor que 1%, porém, com exceção do Teorema 3, com grau 1, apresentado em

Oliveira e Peres (2005b), elas apresentam reduções consideráveis das taxas de sucesso com o aumento

den e N . Diferentemente do casoH2, além da taxa de 100% de sucesso e a obtenção da precisão

especificada para todos os casos, a Tabela 4.10 demonstra queo método proposto também requer, na

média, menos tempo computacional do que os Lemas 4 e 6 apresentados em de Oliveira et al. (2004b)

e os Teoremas 2 e 3 apresentados em Oliveira e Peres (2005b), com graus 3 e 1, respectivamente,

na maioria das situações consideradas. As formulações com função de Lyapunov com dependência

polinomial homogênea nos parâmetros podem apresentar taxas de sucessos e precisão melhores com

o aumento do grau do polinômio, porém, resultando em tempos computacionais ainda maiores do

que o procedimento proposto. Para este conjunto de testes, ométodo proposto de análise não é

somente mais eficaz como também é mais eficiente do que as formulações LMIs mais complexas

(maior número de variáveis escalares de otimização e restrições).

Para ilustrar a eficácia do procedimento proposto, considere um sistema pinçado do conjunto

aleatório, gerado para(n,N) = (4, 3), em que todas as formulações LMI analisadas falham para
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Tabela 4.8: Taxas de sucesso (%) para calcular o custo garantidoH∞ (Ex. 4.6).

n N QS dOT4 dOL4 dOL5 dOL6 OLT2 OLT3 BB

2 2 39 48 75 98 98 83 98 100

3 4 33 47 88 96 53 97 100

4 0 14 27 65 77 23 97 100

3 2 13 55 76 97 97 84 97 100

3 1 10 45 64 71 55 85 100

4 0 4 22 36 38 2 84 100

4 2 7 34 74 92 92 88 92 100

3 1 8 48 58 77 35 89 100

4 0 3 5 27 8 0 79 100

Tabela 4.9: “Erros” relativos (%) do custo garantidoH∞ (Ex. 4.6).

n N QS dOT4 dOL4 dOL5 dOL6 OLT2 OLT3 BB

2 2 20,3 91,8 0,64 84,4 35,4 0,00 2,96 0,03

3 70,1 432 2,75 170 87,0 0,37 6,80 0,07

4 — 345 4,66 290 66,7 0,00 5,24 0,08

3 2 18,4 35,6 1,14 34,1 16,6 12,3 8,24 0,02

3 50,6 61,5 1,73 98,9 11,9 0,01 4,72 0,02

4 — 71,9 0,02 78,1 7,65 0,00 4,85 0,04

4 2 2,05 20,5 4,41 4,54 1,51 0,53 0,09 0,03

3 87,6 101 0,99 16,2 8,51 0,00 0,58 0,02

4 — 67,8 0,05 65,4 0,06 — 7,91 0,03
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Tabela 4.10: Tempos computacionais médios (s) (Ex. 4.6).

n N QS dOT4 dOL4 dOL5 dOL6 OLT2 OLT3 BB

2 2 0,09 0,11 0,45 0,18 1,11 0,66 0,58 0,51

3 0,13 0,17 2,80 0,35 7,66 4,90 1,87 2,32

4 0,10 0,21 9,33 0,57 33,1 18,9 4,18 5,46

3 2 0,17 0,21 1,37 0,50 3,98 1,84 2,68 0,79

3 0,21 0,41 8,33 1,23 32,9 14,4 21,9 4,58

4 0,20 0,62 26,4 2,47 115 57,1 86,9 14,9

4 2 0,31 0,49 3,23 1,32 11,8 4,32 16,5 1,80

3 0,38 0,98 19,8 3,34 82,7 36,1 134 8,18

4 0,39 1,29 57,0 6,10 273 139 602 29,4

calcular o custo garantidoH∞:

S = α1




−0,0026 −0,1803 0,1427 0,1380 0,6307 −0,7929 0,6267 0,3591

−0,7762 −0,9019 −0,3102 0,0775 0,4593 −0,6323 0,4852 0,5535

−0,3356 0,7966 0,5507 −0,2896 0,8646 −0,0969 −0,3379 −0,1261

0,1526 −0,2197 −0,0434 −0,6678 −0,0498 −0,7105 0,9549 0,5262

−0,4961 −0,9721 0,6465 0,2621 0 0 0 0

0,0148 −0,6241 −0,4911 0,2642 0 0 0 0

0,4046 0,1651 0,3339 −0,7759 0 0 0 0




+ α2




0,5121 −0,5996 0,8087 0,4287 0,5827 0,8982 0,7810 −0,2250

−0,9805 −0,6339 0,3673 0,8598 −0,8162 −0,5934 −0,3344 0,4096

−0,4899 −1,0445 0,5339 −0,2685 −0,3246 0,3057 0,4763 0,6922

1,1977 −0,5602 0,5089 −0,9118 0,6955 0,4584 0,5812 0,1726

−0,9062 0,0241 −0,6700 −0,6685 0 0 0 0

0,6878 −0,0432 −0,8635 −0,3943 0 0 0 0

0,1736 0,4929 −0,4091 0,5975 0 0 0 0
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+ α3




−0,0308 −0,4776 −0,5410 −0,2027 0,7197 −0,0196 −0,9436 −0,7542

0,1926 −0,6822 −0,0383 −0,3670 −0,6536 0,6169 0,1629 0,2685

0,5401 0,3265 −0,5366 −0,4907 0,5306 −0,6047 0,6407 −0,7773

0,6539 0,4749 −0,4374 0,6533 0,8370 −0,7895 0,4991 0,9661

0,1543 0,5903 0,1755 −0,5349 0 0 0 0

−0,7245 −0,2375 −0,5992 −0,5641 0 0 0 0

−0,2131 −0,2143 0,9262 0,6814 0 0 0 0




O procedimento proposto obtém o pior caso de norma igual àγp.c. = 380,7, paraα(∞) =

[0,3555 0,3672 0,2773]T , e o custoε-garantidoH∞ igual àγc = 382,0. Neste caso, o cálculo é

complexo devido à característica da superfície da normaH∞ que apresenta um pico intenso no inte-

rior do domínio de incerteza, com uma variação acentuada em uma pequena região, como pode ser

observado nas Figuras 4.12 e 4.13 (detalhamento próximo ao ponto de máximo global). O asterisco

nas curvas de nível da Figura 4.13 indica a localização do ponto de pior caso obtido pelo proce-

dimento proposto. A Figura 4.14 apresenta a evolução das funções limitantes no cálculo do custo

ǫ-garantidoH∞. A formulação LMI passa a ser factível apenas após a 7a subdivisão do simplexo e o

ponto de pior caso é localizado após 14 subdivisões e 34,5s deprocessamento.

Exemplo 4.7 Considere o sistema incerto a tempo discreto, apresentado emde Oliveira et al. (2004a),

cuja matriz A varia dentro do politopo de matrizes definido pela combinação convexa

A = Co{ρA1, ρA2, ρA3, ρA4}, sendo

A1 =




0,009 0,027 0,303 0,066

−0,093 −0,033 0,021 0,195

0,162 −0,048 −0,057 0,057

−0,06 −0,237 0,138 −0,288




A2 =




−0,315 0,294 0,252 0,156

−0,108 −0,249 0,255 −0,093

−0,186 −0,321 0,105 0,117

−0,177 −0,216 −0,033 0,129




A3 =




−0,048 −0,048 0,114 −0,261

0,159 0,09 0,21 −0,006

0,114 0,192 0,102 0,117

0,111 0,087 0 0,24
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Figura 4.12: NormaH∞ paraα ∈ Ω (Ex. 4.6).
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Figura 4.13: NormaH∞ para0,32 ≤ α1 ≤ 0,38 e0,34 ≤ α2 ≤ 0,40 (Ex. 4.6).

A4 =




−0,081 0,198 0,009 0,198

0,069 −0,189 0,087 0,033

0,117 −0,114 −0,162 0,162

0,033 0,048 0,168 −0,054




As demais matrizes do sistema são precisamente conhecidas:

B = [1 0 0 0]T , C = [0 0 0 1], D = 0

A Tabela 4.11 apresenta os resultados obtidos com o procedimento proposto, implementado com

diferentes formulações LMI, paraρ = 3, sendoγc.g. os custos garantidos calculados para todo o po-
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Figura 4.14: Evolução das funções limitantes no cálculo do custoǫ-garantidoH∞ (Ex. 4.6).

litopo, γp.c. e γc os piores casos de norma e os custosε-garantidos, respectivamente, considerando

ε = 0,01. Neste exemplo, apenas as formulações dOL4 e dOL6 fornecem valores de custos garan-

tidosH∞ porém com valores conservadores. É verificado que todas as formulações com funções

de Lyapunov dependentes de parâmetros convergem após uma única partição. No cálculo dos cus-

tos ε-garantidosH∞, as formulações dOT4 e dOL5 são as mais eficientes, sendo que os tempos de

processamento do procedimento proposto com estas formulações são inferiores aos tempos de pro-

cessamento para o cálculo dos custos garantidos com as formulações LMI que são factíveis.

Tabela 4.11: CustosH∞ com precisãoε = 0,01 paraρ = 3 (Ex. 4.7).

QS dOT4 dOL4 dOL5 dOL6

Custo garantidoH∞, γc.g. não factível não factível 14,427 não factível 4,0813
100
γp.c.

(γc.g. − γp.c.) — — 282% — 8,1%

Tempo (s) paraγc.g. — — 22,6 — 35,9

Φls = γc 3,8052 3.7739 3,7739 3,7739 3,7739

Φli = γp.c. 3,7739 3,7739 3,7739 3,7739 3,7739
100
Φli

(Φls − Φli) 0,83% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00%

Tempo (s) paraγc 16,2 5,0 52,2 11,3 122

Iterações 9 1 1 1 1

Considerando as formulações com função de Lyapunov com dependência polinomial homogênea

dos parâmetros, para o Teorema 2, apresentado em Oliveira e Peres (2005b), incrementando gradati-

vamente o grau a partir deg = 0 é obtido o custoH∞ com a precisão requerida parag = 3 após 29,1s

de processamento. Com o Teorema 3, apresentado em Oliveira e Peres (2005b), é obtido o custoH∞
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com a precisão requerida parag = 2 após 150s de processamento. Ambos os tempos são superiores

aos obtidos pelo procedimento proposto implementado com asformulações dOT4 e dOL5.

A Tabela 4.12 apresenta os resultados obtidos paraρ = 3,3. Neste caso todas as formulações

LMI analisadas na implementação do procedimento proposto não são factíveis para todo o politopo

sendo necessária pelo menos uma partição. Neste caso, a formulação dOT4 é mais eficiente para ser

empregada no procedimento proposto considerando o menor tempo de processamento requerido.

Tabela 4.12: CustosH∞ com precisãoε = 0,01 paraρ = 3, 3 (Ex. 4.7).

QS dOT4 dOL4 dOL5 dOL6

Φls = γc 18,714 18,541 18,538 18,536 18,536

Φli = γp.c. 18,536 18,536 18,536 18,536 18,536
100
Φli

(Φls − Φli) 0,96% 0,03% 0,01% 0,00% 0,00%

Tempo (s) paraγc 91,5 18,5 485 38,5 1.023,9

No. iterações (primeira factível)48(15) 5(1) 5(2) 5(1) 4(1)

A Figura 4.15 apresenta a partição do politopo de matrizes, no cálculo do custoH∞, após

5 iterações, utilizando a formulação dOL5 paraρ = 3,3, cujo pior caso de norma é obtido para

α = [0,9375 0 0 0,0625]T . A Figura 4.16 apresenta as correspondentes evoluções das funções

limitantes no algoritmo branch-and-bound. Neste caso, o número de iterações é função da localização

do ponto de pior caso e não do cálculo do custo garantido.

Por meio dos Teoremas 2 e 3, apresentados em Oliveira e Peres (2005b), é possível calcular o custo

garantido, paraρ = 3,3, utilizando matriz de Lyapunov com dependência polinomialhomogênea de

parâmetros. Sendog o grau da dependência polinomial, como apresentado na Tabela 4.13 para o caso

da formulação OLT2, parag < 3 a condição suficiente não é atendida. Parag ≥ 3, a exatidão do

cálculo aumenta gradativamente, porém o custo computacional é consideravelmente mais elevado,

considerando ou não o tempo acumulado nos testes com grau inferiores. No caso da formulação

OLT3, o condição é factível parag ≥ 2, sendo que, parag = 2 é obtido o custoH∞ com a precisão

desejada após 158s de tempo computacional e 322s de tempo acumulado (deg = 0 atég = 2).

Tabela 4.13: CustoH∞ calculado pela formulação (OLT2) paraρ = 3,3 (Ex. 4.7).

Graug 0 1 2 3 4 5 6

Custo garantidoH∞ – – – 58,28 21,31 19,32 19,19

Tempo de processamento (s)0,4 9,1 41,3 123,1 163,7 502,3 1.550,1

Tempo acumulado (s) 0,4 9,5 50,8 173,9 337,6 839,9 2.390,0
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Figura 4.15: Partição do politopo no cálculo do custoH∞ (dOL5) paraρ = 3,3 (Ex. 4.7).
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Figura 4.16: Evolução das funções limitantes no cálculo do custoH∞ (dOL5) paraρ = 3,3 (Ex. 4.7).

4.8 Conclusões

Neste capítulo foi proposto um procedimento de cálculo dos custosH2 eH∞, com uma precisão

especificada, baseado na combinação do algoritmo branch-and-bound com formulações de cálculo de

custos garantidos baseadas em LMIs, que pode ser aplicado a sistemas lineares invariantes no tempo,

a tempo contínuo ou discreto, com domínio politópico de incerteza. Como demonstrado pelos vários

exemplos apresentados, o procedimento de análise propostoé uma ferramenta importante na área de

Controle Robusto devido à sua eficácia para o cálculo dos custoscom a precisão especificada. As for-

mulações LMI para cálculo de custos garantidos, quando factíveis, não são capazes de informar qual

a precisão do resultado obtido. As novas formulações baseadas em funções de Lyapunov quadrática

no estado e com com dependência polinomial homogênea nos parâmetros, podem obter resultados,
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quando outras formulações LMI falham, com a precisão sendo melhorada com o aumento arbitrário

do grau do polinômio, porém, como foi verificado nos testes apresentados, mesmo para graus peque-

nos, os tempos computacionais requeridos são em geral mais elevados do que os do procedimento

proposto que combina formulações mais simples com a partição do domínio de incerteza. Métodos

baseados na técnica de grade (discretização do domínio de incerteza) também não informam a pre-

cisão do cálculo e também requerem tempos computacionais elevados para domínios em dimensões

mais elevadas ou em casos em que existe uma variação considerável da norma em torno do ponto

de máximo que exige uma grade muito fina para a sua localização. A vantagem do procedimento

proposto é que, apesar da função limitante inferior também ser um método de grade, o refinamento da

grade é orientado pelo cálculo dos custos garantidos utilizados como função limitante superior, que

também orienta a exclusão de subdomínios nos quais comprovadamente o ponto de pior caso não está

localizado.

A princípio, podem ser consideradas como desvantagens do procedimento proposto a dificul-

dade para sua implementação e o maior custo computacional emrelação às formulações LMI menos

complexas, porém menos eficazes e mais conservadoras. O problema relativo à implementação do

algoritmo branch-and-bound, especialmente considerandoa abrangência de domínios de incerteza

pretendida, é satisfatoriamente solucionado através da escolha adequada das funções limitantes e

do algoritmo inédito de divisão de simplexos, em qualquer dimensão, apresentado em detalhes no

Capítulo 2, que permite a utilização do algoritmo branch-and-bound em uma classe mais ampla de

problemas, não se limitando aos problemas com domínio na forma de hiper-retângulo, considera-

dos em trabalhos anteriores nesta área. Com relação ao custo computacional, não foram observados

problemas com relação a requisitos de disponibilidade de memória, entretanto, os tempos computa-

cionais podem ser consideravelmente elevados em certas situações. É verificado que não existe uma

formulação de cálculo de custo garantido única que é a mais eficiente para implementação do método

proposto para qualquer tipo de sistema. É interessante que ométodo não seja utilizado com uma

formulação de cálculo de custo garantido fixa, devendo ser testadas diferentes possibilidades, prin-

cipalmente no caso do custoH2, em que, para cada caracterização, existem as formas primale dual

com comportamentos bastante distintos. O ideal é estabelecer uma relação entre as características do

sistema, como as dimensões de suas matrizes e a dimensão do espaço de incerteza, com a formulação

mais eficiente para cada caso. É claro que existe a possibilidade de redução do tempo computacio-

nal em detrimento da precisão requerida. É importante ressaltar que o aspecto mais importante da

contribuição na área de análise de desempenho robusto é a capacidade de cálculo dos custos com a

precisão requerida, sendo que o tempo computacional será gradativamente reduzido com a evolução

dos recursos computacionais.

As formulações LMI com função de Lyapunov com dependência polinomial homogênea dos parâ-
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metros são bastante interessantes, havendo a possibilidade de sua utilização no procedimento proposto

com o grau do polinômio fixo por iteração mas dependendo, por exemplo, do nível da partição. Isto

seria interessante nos casos em que o tempo computacional para analisar o politopo inicial é elevado

com formulações mais complexas, o que não seria o caso com a formulação LMI iniciando do grau

zero. No estágio atual dos softwares e hardwares disponíveis, tal implementação ainda não é a mais

indicada.

Além do cálculo dos custos com a precisão requerida, o métodocalcula simultaneamente as co-

ordenadas do ponto de pior caso e o valor da norma correspondente. Estas informações serão úteis

no procedimento geral de projeto que será apresentado no próximo capítulo. O procedimento de

análise proposto também pode ser utilizado como uma ferramenta de validação de novos teoremas e

implementações de formulações de análise de estabilidade ou desempenho.



Capítulo 5

Procedimento Geral de Projeto

5.1 Introdução

Nos últimos anos, vários trabalhos têm sido dedicados ao desenvolvimento de formulações de

projeto de controladores e filtros aplicados a sistemas incertos baseados em problemas de otimização

lineares com restrições na forma de desigualdades matriciais lineares (LMIs). A principal vantagem

desta estratégia é que, uma vez que o problema é convexo, o problema de otimização do pior caso é

tratado apenas em termos dos vértices do politopo. Neste caso, os problemas de otimização podem

ser resolvidos por um dos “LMI solvers” disponíveis. O “Lyapunov shaping paradigm”, baseado

no conceito de estabilidade quadrática, pode ser usado com este propósito. Entretanto, existe uma

desvantagem potencial desta formulação, e de outras que empregam a mesma metodologia, que é fixar

uma mesma matriz de Lyapunov para garantir o desempenho do sistema e as restrições de alocação

regional de pólos. Isto significa que as únicas soluções possíveis para tais procedimentos de projeto

são aquelas que admitem uma mesma matriz de Lyapunov para todo o conjunto de incertezas e para a

formulação LMI de todos os objetivos de controle. Como estas soluções são apenas um subconjunto

de todas as soluções possíveis relevantes, isto constitui uma fonte de conservadorismo em várias

metodologias de projeto de controladores e filtros robustospara sistemas com incertezas politópicas

cujos parâmetros incertos são constantes.

Vários trabalhos recentes têm abordado este problema, visando caracterizações menos conserva-

doras, através do uso de multiplicadores ou matrizes de Lyapunov dependentes de parâmetros. Estas

caracterizações por LMI permitem o uso de matrizes de Lyapunov distintas para cada vértice do po-

litopo e cada especificação de estabilidade e desempenho. Apesar disto, ainda é necessário fixar uma

matriz para atender a todas as restrições de estabilidade e desempenho pela qual são calculadas as

matrizes do controlador ou filtro.

Nesta tese é proposta uma abordagem completamente diferente para tornar o problema de dimen-

90
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são infinita (verificação de infinitos pontos) em um problema de dimensão finita de forma a viabilizar

a solução do mesmo de forma menos conservadora. O procedimento iterativo de projeto, a ser apre-

sentado em detalhes na seqüência, é dividido em duas etapas:uma etapa de síntese do controlador,

filtro ou modelo reduzido e uma etapa de análise robusta dos resultados. A síntese é tratada como um

problema de otimização multiobjetivo cujos objetivos de otimização (custosH2 eH∞) e as restrições

(limitantes superiores para os custosH2 eH∞ e especificações de alocação regional de pólos) são

considerados em um conjunto finito de pontos do domínio de incerteza politópico, que inclui inici-

almente apenas o conjunto de vértices do politopo. Ao invés de construir um algoritmo de síntese

baseado em LMIs, é empregado um algoritmo de otimização, adequado para tratar problemas não

convexos e não diferenciáveis, cujas variáveis de otimização são os próprios parâmetros do controla-

dor, filtro ou modelo reduzido. Na etapa de análise, a verificação dos objetivos e das restrições para

todo o politopo é realizada pelos procedimentos de análise de estabilidade e de desempenho apre-

sentados nos capítulos 3 e 4. Se for verificado que o ponto de máximo de alguma função objetivo

ou que alguma restrição é violada em um ponto do politopo que não pertence ao conjunto de pontos

considerado na etapa de otimização, então este ponto é incluído no conjunto finito e nova síntese é

realizada. O procedimento finaliza quando for comprovado que todas as restrições são atendidas para

todo o politopo e que não existe a possibilidade de minimizarainda mais as funções objetivo pela

inclusão de novos pontos no conjunto finito.

Para ilustrar a estratégia de projeto proposta, considere aFigura 5.1 que apresenta uma simulação

deste método de otimização aplicado a uma função objetivo não convexa,f(α, x) : R × R
d 7→

R, sendoα uma variável escalar limitada, que caracteriza o domínio deincerteza, ex o vetor de

parâmetros de otimização. Nesta figura, as curvas sólidas representam os valores def(α, x) após

as otimizações, considerando o conjunto finito de valores deα indicados. Na primeira iteração do

procedimento de projeto, Figura 5.1(a), o vetorx é calculado para minimizarf(α, x) considerando

apenas os dois valores extremos deα. Na etapa de análise, é verificado que o máximo global ocorre

para um valor deα no interior do intervalo (indicado pela seta). Neste caso, este pontoα é incluído

no conjunto finito e nova iteração do procedimento é efetuada. Na segunda iteração, Figura 5.1(b),

o vetorx é determinado considerando agora os dois valores extremos de α mais o ponto de máximo

identificado na iteração anterior. O efeito da inclusão do terceiro ponto é o de minimizar a curva

próxima a ele forçando a mesma para o nível dos outros dois pontos. Como o máximo def(α, x)

ocorre novamente fora do conjunto finito, uma nova iteração éefetuada incluindo este quarto ponto.

Na terceira iteração, Figura 5.1(c), o vetorx obtido resulta em uma curva suavizada def(α, x) na

qual o valor de máximo ocorre em um ponto já considerado e deste modo o procedimento de projeto

é finalizado.
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Figura 5.1: Simulação do procedimento de otimização pela inclusão progressiva de pontos de fixação.
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Observe pelas linhas tracejadas horizontais da Figura 5.1 odecaimento gradativo da função

f(α, x) a cada iteração. Este efeito de suavização da curva da funçãoobjetivo pela inclusão pro-

gressiva de pontos de “fixação” pode ser generalizado para hiper-superfícies em qualquer dimensão.

A Figura 7.2, página 151, apresenta o comportamento do procedimento de otimização em duas di-

mensões para um caso real de aplicação do procedimento de projeto. Não é do conhecimento do

autor que tal estratégia de otimização, apesar de intuitiva, tenha sido empregada anteriormente. Será

verificado por vários exemplos a serem apresentados nos capítulos subseqüentes, que o procedimento

iterativo de projeto proposto fornece controladores, filtros ou modelos reduzidos com melhores de-

sempenhosH2 eH∞ em comparação com os métodos baseados em formulações LMIs, após um

número pequeno de iterações.

5.2 Formulação do Problema

SejamT2(α,K) e T∞(α,K) as funções de transferência do sistema projetado relacionadas aos

desempenhosH2 eH∞ respectivamente, para um determinado ponto do domínio politópico de in-

certeza,Ω, especificado pelo vetorα, e um determinado controlador, filtro ou modelo reduzido, ge-

nericamente designado porK, sendo a dependência ems ou z omitida para simplificar a notação.

Como discutido nos capítulos anteriores, o vetorα pode representar os primeirosN − 1 coeficientes

da combinação convexa, no caso de modelos politópicos:α = [θ1, . . . , θN−1]
T ∈ ΩM , sendoΩM o

simplexo definido como

ΩM ,

{
α ∈ R

N−1 : θi ≥ 0 , i = 1, . . . , N − 1,
N−1∑

i=1

θi ≤ 1

}
(5.1)

com θN = 1 − ∑N−1
i=1 θi. O vetor α também pode representar o vetor de parâmetros incertos,

α = [p1, . . . , pd]
T ∈ Ωp, no caso de modelos com dependência afim de parâmetros, sendoΩp um

hiper-retângulo ou outro politopo qualquer. O símboloΩ será utilizado para representar tantoΩM

comoΩp.

SejaΓ o conjunto de soluçõesK que atendem as restrições de posicionamento regional de pólos:

Γ ,
{
K : λ(Ā(α,K)) ⊂ D, ∀ α ∈ Ω

}
(5.2)

sendoD ⊂ C uma região convexa do plano complexo e simétrica em relação ao eixo das abscissas,

λ(·) o espectro do argumento ēA a matriz da equação dinâmica do sistema sendo projetado.

O projeto de controladores, filtros ou modelos reduzidos robustosH2/H∞ consiste em um pro-

blema de otimização multiobjetivo em que se deseja determinar os elementos deK que minimizem o
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seguinte vetor de objetivos:

J(K) =




max
α∈Ω
||T2(α,K)||2

max
α∈Ω
||T∞(α,K)||∞


 (5.3)

e que pertença ao conjuntoΓ das soluçõesK que satisfazem as restrições de posicionamento de pólos.

O problema conceitual tratado aqui pode ser colocado como:

Problema Multiobjetivo do Custo Garantido H2/H∞: Encontre os controladores, filtros ou mode-

los reduzidosK∗ que pertençam ao conjunto de ParetoΓ∗:

Γ∗ , {K∗ ∈ Γ : 6 ∃ K ∈ Γ | J(K) ≤ J(K∗), J(K) 6= J(K∗)} (5.4)

Os operadores vetoriais de comparação≤ e 6= estão no contexto utilizado em otimização vetorial

correspondendo a (Chankong e Haimes, 1983):x ≤ y ⇒ xi ≤ yi, para todoi até a dimensão dos

vetoresx e y, e x 6= y ⇒ xi 6= yi para algumi. O conjuntoΓ∗ como definido em (5.4) pode ser

interpretado como o resultado de minimizações simultâneasdos funcionais no vetorJ(·).

5.3 Procedimento de Projeto Proposto

Considere o conjunto finito de pontos do domínio politópico deincertezas, inicializado como o

conjunto dos vértices do politopo:

Ω̃ = Vert(Ω) (5.5)

Para um dadoK, defina os valores máximos das normasH2 eH∞ no conjunto finitoΩ̃ ⊂ Ω:

δ̃p.c. , max
α∈ Ω̃
‖T2(α,K)‖2

γ̃p.c. , max
α∈ Ω̃
‖T∞(α,K)‖∞

(5.6)

e os valores máximos considerando todo o politopo:

δp.c. = max
α∈Ω
‖T2(α,K)‖2

γp.c. = max
α∈Ω
‖T∞(α,K)‖∞

(5.7)
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Sejamα(2) e α(∞) os vetores de coordenadas correspondentes aos pontos de máximo em todo o

politopo:
α(2) = arg max

α∈Ω
‖T2(α,K)‖2

α(∞) = arg max
α∈Ω
‖T∞(α,K)‖∞

(5.8)

Uma vez que existem técnicas eficientes para a solução de problemas de otimização escalares, é

interessante transformar o problema conceitual multiobjetivo, ou vetorial, em um problema de oti-

mização escalar. Neste trabalho será utilizada uma combinação de duas técnicas de escalarização: o

problema-λ e o problema-ǫ. No problema-λ, o vetor de funções objetivos é transformado em uma

função escalar como uma soma ponderada. No problema-ǫ, uma função objetivo é considerada de

cada vez, com as demais sendo tratadas como restrições. Baseado nestas técnicas de escalarização, é

proposto o seguinte problema auxiliar:

Problema Auxiliar: Dados os escalaresλ2 ≥ 0, λ∞ ≥ 0, comλ2 +λ∞ = 1, δ > 0 eγ > 0, encontre

o controlador, filtro ou modelo reduzidõK∗ tal que:

K̃∗ = arg min
K

max
α∈Ω̃

(λ2‖T2(α,K)‖2 + λ∞‖T∞(α,K)‖∞)

sujeito a:





max
α∈Ω̃
‖T2(α,K)‖2 ≤ δ

max
α∈Ω̃
‖T∞(α,K)‖∞ ≤ γ

K ∈ Γ

(5.9)

Através dos valores deλ2, λ∞, δ e γ, podem se configurar diferentes problemas de otimização

escalar, em queδ =∞ e/ouγ =∞ exclui a restrição correspondente.

Como discutido na introdução do capítulo, a idéia por trás do procedimento geral de projeto, que

será apresentado a seguir, é simples e intuitiva. O controlador, filtro ou modelo reduzido é calculado

como a solução do problema de otimização auxiliar (5.9), queconsidera apenas um conjunto finito

de pontos,̃Ω, do conjunto de infinitos pontos,Ω, e é validado “a posteriori”, para todo o politopo,

por meio de procedimentos de análise de estabilidade robusta e de desempenho robusto que devem

ter a capacidade de localizar e determinar os pontos de pior caso: δp.c. = ‖T2(α(2), K̃∗)‖2 e γp.c. =

‖T∞(α(∞), K̃∗)‖∞. Se as restrições de estabilidade e desempenho não forem atendidas ou se os

pontos de pior caso no politopo não fazem parte do conjunto finito Ω̃, então estes pontos são incluídos

no conjunto e uma nova iteração do algoritmo é processada. Para evitar iterações desnecessárias, na
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minimização da função objetivo, a inclusão de novos pontos éfeita apenas quando a diferença relativa

entre o pior caso de norma no politopo e o pior caso no conjuntofinito Ω̃ for maior que uma tolerância

εδ.

O procedimento geral de projeto proposto neste trabalho é descrito como:

Procedimento Geral de Projeto

Passo 1. Inicialize i← 0, Ω̃0 ← Vert(Ω).

Passo 2. i← i + 1, Ω̃i ← Ω̃i−1.

Passo 3. Resolva o problema auxiliar para encontrarK̃∗, δ̃p.c. e/ouγ̃p.c..

Passo 4. Se (λ2 > 0) ou (δ <∞), então calcule o custoε-garantidoH2, δc, o valorδp.c. e o vetor de
coordenadas correspondenteα(2) paraK̃∗.

Seα(2) 6∈ Ω̃i, então se ((λ2 > 0) e ((δp.c.− δ̃p.c.)/δ̃p.c. > εδ)) ou (δc > δ), entãoΩ̃i ← Ω̃i∪α(2).

Passo 5. Se (λ∞ > 0) ou (γ <∞), então calcule o custoε-garantidoH∞, γc, o valorγp.c. e o vetor
de coordenadas correspondenteα(∞) paraK̃∗.

Seα(∞) 6∈ Ω̃i, então se ((λ∞ > 0) e ((γp.c. − γ̃p.c.)/γ̃p.c. > εδ)) ou (γc > γ), entãoΩ̃i ← Ω̃i ∪
α(∞).

Passo 6. Verifique se∃ α(u) ∈ Ω tal queλ(Ā(α(u), K̃∗)) 6⊂ D, entãoΩ̃i ← Ω̃i ∪ α(u).

Passo 7. SeΩ̃i 6= Ω̃i−1 vá para o passo 2. Caso contrário,K∗ ← K̃∗, fim.

Os detalhamentos dos passos do procedimento geral de projeto são apresentados na seqüência.

5.3.1 Solução do Problema Auxiliar

No passo 3 do procedimento geral de projeto proposto é necessária a solução de um problema

de otimização escalar restrito não convexo definido em (5.9). Neste trabalho, o problema auxiliar

de otimização escalar é solucionado através do algoritmo elipsoidal, que é um algoritmo de fácil

implementação e adequado para tratar da otimização de funções não diferenciáveis (Takahashi et al.,

2003).

Um elipsóideE pode ser descrito como

E =
{
z | (z − x)T Q−1(z − x) ≤ 1

}
(5.10)
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sendox um vetor que define o centro do elipsóide eQ = QT > 0 uma matriz simétrica definida posi-

tiva com autovaloresλi > 0, que determina as dimensões e as direções dos semi-eixos do elipsóide.

A idéia básica do algoritmo elipsoidal é descrita a seguir (Boyd et al., 1994). O algoritmo inicia

com um elipsóideE0 que contém a solução ótima do problema de otimização. Na seqüência, é

calculado um hiper-plano de corte que passa através do centro do elipsóide,x0, com base em um

vetorm0, tal que a solução ótima se localiza na metade do espaço definido por
{
z |mT

0 (z − x0) < 0
}

.

Deste modo, pode se garantir que a metade do elipsóide dada por

E0 ∩
{
z |mT

0 (z − x0) < 0
}

contém o ponto ótimo. A seguir é calculado o elipsóideE1 de mínimo volume que contém a metade

do elipsóide na qual está localizada a solução ótima. O processo é repetido e, a medida que o volume

do elipsóide tende a zero, o centro do elipsóide tende para a solução ótima.

Como será detalhado a seguir, o vetormk, que define o hiper-plano de corte, corresponde ao

gradiente ou sub-gradiente da função objetivof(x) ou das restrições. O sub-gradiente def no ponto

x ∈ R
d é qualquer vetorm ∈ R

d tal que

f(z) ≥ f(x) + mT (z − x) ∀z ∈ R
d (5.11)

Dado o elipsóide inicial, definido porx0 e Q0, sendoQ0 normalmente uma matriz diagonal, o

algoritmo elipsoidal pode ser descrito pelas seguintes equações recursivas (Boyd et al., 1994):

m̃ =
mk√

mT
k Qkmk

(5.12)

xk+1 = xk −
1

d + 1
Qkm̃ (5.13)

Qk+1 =
d2

d2 − 1

(
Qk −

2

d + 1
Qkm̃m̃T Qk

)
(5.14)

sendoxk ∈ R
d o vetor de parâmetros de otimização, com os elementos das matrizes do controlador,

filtro ou modelo reduzido. Observe que estas fórmulas recursivas são válidas apenas parad > 1.

No caso em qued = 1, a idéia básica do algoritmo elipsoidal equivale a um algoritmo de bisseção

para busca unidimensional, cujo próximo elipsóide corresponde à metade do segmento de reta onde
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se encontra a solução ótima:

xk+1 =





xk +
1

2

√
Qk, se mk < 0

xk −
1

2

√
Qk, se mk > 0

(5.15)

Qk+1 =
1

4
Qk (5.16)

Sejaf(x) : R
d → R a função objetivo eg(x) : R

d → R
r o vetor de restrições. Como foi apre-

sentado, o algoritmo elipsoidal começa com um elipsóide,E0, que contém o ponto de solução ótima,

caracterizado pela matrizQ0 e pela solução inicialx0, que é o centro do elipsóide, como mostrado na

Figura 5.2(a). Em cada iteração, é calculado um vetor não nulo, designadomk, que define um hiper-

plano de corte que passa pelo centro do elipsóide e que divideo elipsóide em dois, como apresentado

na Figura 5.2(b). Quandoxk não é uma solução factível, no algoritmo elipsoidal convencional, o

vetormk é calculado como o gradiente (ou sub-gradiente) da restrição mais violada. Neste trabalho

o vetormk é calculado baseado noalgoritmo cone-elipsoidal(CEA) proposto em Takahashi et al.

(2003). Neste método, quandoxk não é factível, o vetormk é o vetor normalizadomk = m/‖m‖ cal-

culado como a soma dos gradientes (ou sub-gradientes) das restrições ativas. Baseado no vetormk, o

vetorxk e a matrizQk são atualizados pelas equações recursivas para calcular o elipsóide de volume

mínimo que contém a metade do elipsóide que inclui a solução ótima. Quandoxk é uma solução fac-

tível, como mostrado na Figura 5.2(c), o vetormk é calculado como o gradiente (ou sub-gradiente)

da função objetivo.

A cada iteração do algoritmo elipsoidal, o volume do elipsóide diminui geometricamente sendo

que o volume do elipsóideEk é dado por (Boyd et al., 1994):

vol(Ek) ≤ e−
k
2d vol(E0)

Observe que a taxa de redução do elipsóide depende da dimensão do vetor de parâmetros de

otimização. Apesar do volume ser sempre menor, o diâmetro máximo de elipsóideEk+1 pode ser

maior que o do elipsóideEk, sendo possível obter uma solução não pertencente ao elipsóide inicial.
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x*

0x

região factível
elipsóide inicial(Q  ,x  )0 0

(a) Solução inicial não factível.

x*

1

0

x

x

m

(b) Cálculo do vetorm com solução não factível.

x*

1

2

x

x

m

(c) Cálculo do vetorm com solução factível.

Figura 5.2: Descrição do algoritmo elipsoidal.
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O cálculo do vetorm baseado no algoritmo cone-elipsoidal pode ser formulado como:

m =





∇f(x) se gj(x) < 0, ∀j = 1, . . . , r
r∑

j=1

sj(x) se ∃j | gj(x) ≥ 0
(5.17)

com

sj(x) =

{
0 se gj(x) < 0

∇gj(x) se gj(x) ≥ 0
(5.18)

sendo∇(.) a função gradiente (ou sub-gradiente).

Considerando o problema auxiliar (5.9), a função objetivo é definida como:

f(x) , λ2δ̃p.c.(x) + λ∞γ̃p.c.(x)

sendox os elementos das matrizes do controlador, filtro ou modelo reduzido. O vetor de fun-

ções de restrição pode ser definido de diferentes formas. Seja λi ∈ λ(Ā(α, x)) representado por

λi = σi + jωd,i, ou na forma polar,λi = ωn,i∠θp,i. Considerando as quatro regiões tratadas na se-

ção 3.2 (ver Figura 3.1, pág. 30) e representandoĀ(α, x) simplesmente por̄A, o vetor de funções de

restrição é definido nesta tese como

g(x) ,




max
λi∈λ(Ā),α∈Ω̃

σi − h1

max
λi∈λ(Ā),α∈Ω̃

√
(σi − q)2 + ω2

d,i − r

max
λi∈λ(Ā),α∈Ω̃

π − θp,i − θ

max
λi∈λ(Ā),α∈Ω̃

h2 − σi

δ̃p.c.(x)− δ

γ̃p.c.(x)− γ




sendo que a inclusão de cada elemento do vetorg(x) ocorre nos casos deh1 <∞, r <∞, θ < π/2,

h2 > −∞, δ <∞ eγ <∞, respectivamente.

Para a implementação do algoritmo de otimização cone-elipsoidal no procedimento geral de pro-

jeto proposto, estando disponíveis funções para o cálculo das normasH2 eH∞ e para a determinação

de autovalores, a função objetivo e o vetor de restrições podem ser prontamente computados em

termos dos parâmetros de otimização. Entretanto, não existem disponíveis funções para calcular

explicitamente os gradientes (ou sub-gradientes) da função objetivo e das restrições. Nesta tese é

utilizado um algoritmo simples para o cálculo numérico do gradiente por diferenças finitas.
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Sejaei a i-ésima coluna da matriz identidaded×d. Considere-se um certo∆ > 0, tal que∆ ≈ 0.

O algoritmo de cálculo do vetor gradientev da funçãof(·) no pontox ∈ R
d pode ser definido como:

Algoritmo : Cálculo do Gradiente por Diferenças Finitas

para i = 1, 2, . . . , d

vi ←
f(x + ∆ei)− f(x)

∆

fim para

v ← [v1 . . . vd]
T

fim algoritmo

O valor de∆ pode ser escolhido na faixa de10−5 a10−10 sem influência considerável na maioria

dos problemas abordados nesta tese.

O algoritmo de otimização finaliza quando(fmax− fmin)/fmin ≤ ǫ, sendofmax efmin os valores

máximo e mínimo da função objetivo nas últimasNε iterações eǫ a precisão relativa requerida.

Para aprimorar a estabilidade numérica do cálculo da matrizquadrada simétrica definida não

negativa,Q, no algoritmo de otimização elipsoidal, pode-se utilizar uma técnica de fatoração (ver,

por exemplo, discussão em Goldfarb e Todd (1982, seção 4)). Éconsiderado aqui a fatoraçãoUDUT :

Q = UDUT (5.19)

sendoU uma matriz quadrada triangular superior com elementos unitários na diagonal eD uma ma-

triz diagonal. Tal fatoração é utilizada com sucesso no algoritmo de estimação recursiva de parâme-

tros por mínimos quadrados em estratégias de controle adaptativo. A atualização da matriz fatorada

é dada por

Uk+1 = UkŪ (5.20)

Dk+1 = D̄ (5.21)

sendoŪ e D̄ obtidas da fatoraçãoUDUT :

ŪD̄ŪT = β2

(
Dk −

β3(DkUkmk)(DkUkmk)
T

mT
k Qkmk

)
(5.22)

Nos algoritmos elipsoidais existentes, quando a matrizQ perde sua característica de ser definida

positiva, devido aos erros numéricos acumulados após um número elevado de iterações, ou o algo-
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ritmo é finalizado ou a matrizQ é reinicializada com um valor menor que o valor inicial deQ0. Nesta

tese, em vários testes implementados com a utilização da fatoraçãoUDUT , além de retardar signi-

ficativamente a degeneração da matrizQ, o uso da fatoração suaviza a variação da função objetivo,

característica deste método, fazendo com que o algoritmo atenda o critério de parada mais rapida-

mente. Deste modo, é observado que, mesmo com o custo computacional adicional para o cálculo

da fatoração, o tempo total de otimização acaba sendo reduzido. Mesmo usando a fatoraçãoUDUT ,

ainda existe a possibilidade de degeneração da matrizQ. Neste trabalho, caso isto ocorra, é adotada

a reinicialização da matrizQ com valor 20% menor do que o valor inicial anterior.

Considere a fatoração de uma matrizA ∈ R
n×n, o algoritmo de fatoraçãoUDUT é apresentado a

seguir:

Algoritmo : FatoraçãoUDUT

Dnn ← Ann;

Unn ← 1;

para i = n− 1, n− 2, . . . , 1

Uin ← Ain/Dnn;

fim para

para j = n− 1, n− 2, . . . , 1

Djj ← Ajj ;

para k = j + 1, j + 2, . . . , n

Djj ← Djj −DkkU
2
jk;

fim para

Ujj ← 1;

para k = j − 1, j − 2, . . . , 1

Uij ← Aij ;

para k = j + 1, j + 2, . . . , n

Uij ← Ui,j −DkkUikUjk;

fim para

Uij ← Uij/Djj ;

fim para

fim para

fim algoritmo

Para ilustrar a eficiência do uso de fatoraçãoUDUT no algoritmo de otimização cone-elipsoidal,

observe a Figura 5.3 que apresenta as evoluções da função objetivo em um processo de otimização,

com mesmos critérios de parada, sem e com a fatoração. Sem a fatoração, o algoritmo convergiu com

118 iterações com o tempo de processamento de 23,444s. Com a fatoração, o algoritmo convergiu
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com 98 iterações com o tempo de processamento de 19,678s.

A Figura 5.4 apresenta as evoluções finais da função objetivo, em um processo de otimização

mais complexo, sem e com a fatoração e mesmos critérios de parada. Sem a fatoração, o algoritmo

convergiu com 2944 iterações com o tempo de processamento de57,5min e o menor valor da função

objetivo para uma solução factível igual a 1,3083. Com a fatoração, o algoritmo convergiu com 2908

iterações com o tempo de processamento de 52,7min e o menor valor da função objetivo para uma

solução factível igual a 1,3067. Mesmo não sendo tão notáveis neste caso, o uso da fatoração levou a

melhores valores em todos os critérios analisados, confirmando a validade de seu uso.

0 20 40 60 80 100 120
1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

3.2

3.4
Sem UDUT

Com UDUT

No. iteração

F
un

çã
o

ob
je

tiv
o

Figura 5.3: Comparação do comportamento da função objetivo sem e com a fatoraçãoUDUT .
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Figura 5.4: Comparação do comportamento da função objetivo sem e com a fatoraçãoUDUT .

Nas Figuras 5.3 e 5.4, os pontos ausentes correspondem a valores infinito da função objetivo que

ocorrem quando se deseja calcular a norma de um sistema instável relacionado com uma solução não
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factível.

5.3.2 Cálculo dos Custos

Os cálculos dos custosε-garantidosH2 eH∞, δc e γc, dos piores casos de normaH2 eH∞ no

politopo, δp.c. e γp.c., e das coordenadas dos piores casos,α(2) e α(∞), são realizados pelo procedi-

mento de análise robusta de desempenho baseado no algoritmobranch-and-bound, apresentado no

Capítulo 4. No algoritmo BnB proposto, a função limitante superior é o custo garantidoH2 ouH∞,

δc.g. ou γc.g.. Como discutido no Capítulo 4, os cômputos dos custos garantidos podem ser baseados

em qualquer formulação LMI existente na literatura, porém,a eficiência do algoritmo BnB depende

do melhor compromisso entre custo computacional e conservadorismo.

Considere quex(t) ∈ R
n, w(t) ∈ R

pw e z(t) ∈ R
mz . Nas aplicações do procedimento geral de

projeto, a serem apresentadas nos capítulos subseqüentes,para sistemas a tempo contínuo, optou-se

por utilizar o cálculo do custo garantidoH2 baseado na combinação dos Lema 1 e Lema 2 apresen-

tados em de Oliveira et al. (2004a): sejaX ∈ R
mz×mz , Wi = W T

i ∈ R
n×n, parai = 1, . . . , N ,

então

δ2
c.g. = min

X,Wi

Tr(X)

sujeito a: Wi ≻ 0, i = 1, . . . , N

CiWiC
T
i −X � 0; i = 1, . . . , N

CiWiC
T
j + CjWiC

T
i + CiWjC

T
i − 3X � 0; i = 1, . . . , N, j 6= i, j = 1, . . . , N

CiWjC
T
k + CkWjC

T
i + CjWiC

T
k + CkWiC

T
j + CiWkC

T
j + CjWkC

T
i − 6X � 0;

i = 1, . . . , N − 2, j = i + 1, . . . , N − 1, k = j + 1, . . . , N

AiWi + WiA
T
i � −BiB

T
i ; i = 1, . . . , N

AiWj + WjA
T
i + AjWi + WiA

T
j � −(BiB

T
i + BiB

T
i );

i = 1, . . . , N − 1, j = i + 1, . . . , N

(5.23)

Eventualmente, pode ser aplicada a versão dual, com a substituição de (A,B,C,D) por

(AT , CT , BT , DT ), em caso de resultar em uma diferença significativa de tempo computacional.

Para o cálculo do custo garantidoH∞, optou-se pela formulação baseada no Lema 1 apresentado
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em de Oliveira et al. (2004b): sejaPi = P T
i ∈ R

n×n, i = 1, . . . , N , então

γ2
c.g. = min

Pi

µc

sujeito a: Pi ≻ 0, i = 1, . . . , N




AT
i Pi + PiAi PiBi CT

i

∗ −I DT
i

∗ ∗ −µcI


 ≺ 0, i = 1, . . . , N




AT
i Pj + PjAi + AT

j Pi + PiAj PiBj + PjBi CT
i + CT

j

∗ −2I DT
i + DT

j

∗ ∗ −2µcI


 ≺ 0

i = 1, . . . , N − 1 , j = i + 1, . . . , N

(5.24)

sendo que o símbolo ’*’ nas matrizes acima representam termos simétricos em relação à diagonal

principal.

No caso de sistemas discretos no tempo, para o cálculo do custo garantidoH2 é adotada a formu-

lação baseada no Teorema 3 apresentado em de Oliveira et al. (2002), ou sua versão dual, com uma

pequena modificação para tratar o caso no qualDi 6= 0: sejaG ∈ R
n×n, Wi = W T

i ∈ R
mz×mz ,

Pi = P T
i ∈ R

n×n, i = 1, . . . , N , então

δ2
c = min

G,Wi,Pi

µ

sujeito a: Pi ≻ 0, i = 1, . . . , N

Tr(Wi) < µ, i = 1, . . . , N




Wi CiG Di

∗ G + GT − Pi 0

∗ ∗ I


 ≻ 0, i = 1, . . . , N




Pi AiG Bi

∗ G + GT − Pi 0

∗ ∗ I


 ≻ 0, i = 1, . . . , N

(5.25)
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Para o cálculo do custo garantidoH∞ é utilizada a formulação baseada no Teorema 4 apresentado

em de Oliveira et al. (2002): sejaG ∈ R
n×n, Pi = P T

i ∈ R
n×n, i = 1, . . . , N , então

γ2
c = min

G,Pi

µ

sujeito a: Pi ≻ 0, i = 1, . . . , N




Pi AiG Bi 0

∗ G + GT − Pi 0 GT CT
i

∗ ∗ I DT
i

∗ ∗ ∗ µI



≻ 0, i = 1, . . . , N

(5.26)

5.3.3 Verificação do Posicionamento Regional de Pólos

No caso do projeto de controladores com posicionamento de pólos, é necessário verificar se as

restrições de posicionamento regional de pólos são atendidas em todo o politopo e, em caso contrário,

identificar um valor deα ∈ Ω para o qual tais restrições sejam violadas. Também neste caso é utili-

zada a estratégia de partição do politopo combinada com formulações de análise baseadas em LMIs,

conforme apresentado no Capítulo 3. Na implementação do procedimento geral de projeto proposto,

as restrições de posicionamento regional de pólos são verificadas para cada região individualmente,

adotando a formulação LMI considerada a mais adequada para cada caso. Para a região semi-plano

esquerdo é aplicado o Lema 1 apresentado em Ramos e Peres (2002) (com a substituição deA por

(A− h1In)): se existirPi = P T
i ∈ R

n×n tal que as seguintes LMIs sejam atendidas

(Ai − h1In)T Pi + Pi(Ai − h1In) ≺ −In, Pi ≻ 0, i = 1, . . . , N

(Ai − h1In)T Pj + Pj(Ai − h1In) + (Aj − h1In)T Pi + Pi(Aj − h1In)

≺ − 2

N − 1
In, i = 1, . . . , N − 1, j = i + 1, . . . , N

(5.27)

então Real(λi(Ā(α)) < h1 para todoi e α ∈ Ω. Para região disco e semi-plano direito é aplicada

a formulação baseada no Teorema 4, apresentado em Peaucelleet al. (2000), e para a região setor é

adotada a formulação baseada no Teorema 4 apresentado em Gaoe Xue (2004), porém com a matriz

Q fixa (mesmo grau de conservadorismo mas com menos variáveis escalares de otimização): se existir
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Pi = P T
i ∈ R

n×n eGi ∈ R
n×n, i = 1, . . . , N , tais que as seguintes LMIs sejam atendidas

[
R11 ⊗ Pi + R12 ⊗ (PiAi) + RT

12 ⊗ (AT
i Pi) L⊗ (AT

i GT
i )

LT ⊗ (GiAi) Im ⊗ (Pi −Gi −GT
i )

]

≺
[

Im ⊗ In 0

0 0

]
, Pi ≻ 0, i = 1, . . . , N

[
R11 ⊗ Pi + R12 ⊗ (PiAj) + RT

12 ⊗ (AT
j Pi) L⊗ (AT

j GT
i )

LT ⊗ (GiAj) Im ⊗ (Pi −Gi −GT
i )

]

+

[
R11 ⊗ Pj + R12 ⊗ (PjAi) + RT

12 ⊗ (AT
i Pj) L⊗ (AT

i GT
j )

LT ⊗ (GjAi) Im ⊗ (Pj −Gj −GT
j )

]

≺ 2

N − 1

[
Im ⊗ In 0

0 0

]
, i = 1, . . . , N − 1, j = i + 1, . . . , N

(5.28)

então o modelo politópico é robustamenteD-estável. As matrizes que caracterizam a regiãoD, R11,

R12 eLLT = R22, são as mesmas apresentadas na Seção 3.2.

5.4 Conclusões

Foi apresentado um procedimento geral de projeto robustoH2/H∞, com posicionamento regional

de pólos, que pode ser utilizado em vários problemas de controle tais como: síntese de controladores

robustos por realimentação de estado, realimentação estática de saída ou realimentação dinâmica

de saída, com qualquer dimensão e estrutura, síntese de filtros robustos, com qualquer dimensão e

estrutura e redução de modelos. Na implementação do procedimento proposto, as únicas diferenças

para cada tipo de projeto são a forma de compor o sistema projetado (combinação do sistema original

e o controlador/filtro/modelo reduzido) e as duas possibilidades de funções de análise (para sistemas

a tempo contínuo ou a tempo discreto).

Apesar de não ser uma formulação convexa, o método de otimização proposto nesta tese tem

levado a bons resultados em todos os exemplos em que foi testado, comparado com outras estraté-

gias existentes na literatura, como será mostrado nos exemplos que serão apresentados nos próximos

três capítulos. Tanto a etapa de síntese, como a etapa de análise do procedimento geral de projeto

proposto, não precisam necessariamente serem implementadas conforme foi descrito neste capítulo,

entretanto, tanto o algoritmo cone-elipsoidal como o algoritmo branch-and-bound têm demonstrado
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serem bastante eficazes para este propósito. É claro que o algoritmo cone-elipsoidal obtém apenas o

mínimo local da função objetivo não convexa, sendo interessante, de acordo com a situação, testar

diferentes valores iniciais para os parâmetros de otimização na tentativa de obter melhores soluções.



Capítulo 6

Projeto de Controladores

6.1 Introdução

No artigo de Chilali e Gahinet (1996) foi apresentada uma importante metodologia de síntese de

controladores robustosH2/H∞ por realimentação de estado, com alocação regional de pólos, para

uma classe geral de sub-regiões convexas do plano complexo,baseada em uma formulação LMI.

Entretanto, existe uma desvantagem potencial da formulação apresentada, e de outras que empregam

a mesma metodologia, que é fixar uma mesma matriz de Lyapunov para garantir o desempenho do

sistema e as restrições de alocação regional de pólos. Isto significa que as únicas soluções possíveis

para tais procedimentos de projeto são aquelas que admitem uma mesma matriz de Lyapunov para

todo o conjunto de incertezas e para a formulação LMI de todosos objetivos de controle. Como estas

soluções são apenas um subconjunto de todas as soluções possíveis relevantes, isto constitui uma

fonte de conservadorismo em várias metodologias de síntesede controladores robustos para sistemas

com incertezas politópicas.

Vários trabalhos recentes têm abordado este problema, visando caracterizações menos conserva-

doras, através do uso de multiplicadores ou matrizes de Lyapunov dependentes de parâmetros. Em

Peaucelle et al. (2000) é apresentada uma nova condição suficiente paraD-estabilidade robusta base-

ada em LMIs, que pode ser empregada na síntese de controladores por realimentação de estado, com

função de Lyapunov dependente de parâmetros que fornece graus de liberdade adicionais através da

introdução de novas variáveis matriciais. Em Apkarian et al. (2001) é proposta uma caracterização

LMI baseada em função de Lyapunov dependente de parâmetros para tratar do problema de posiciona-

mento exato dos pólos em malha-fechada otimizando simultaneamente o critério de desempenhoH2

no caso de sistemas contínuos no tempo. Em Shaked (2001) é apresentada uma formulação LMI com

função de Lyapunov dependente de parâmetros, com busca unidimensional de um parâmetro escalar

de ajuste, para tratar do problemaH∞ de sistemas incertos a tempo contínuo. O artigo (Ebihara e

109
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Hagiwara, 2002a) descreve uma caracterização LMI dilatadapara síntese de controle robustoH2 com

alocação regional de pólos para sistemas com incertezas politópicas baseada no uso de variáveis de

Lyapunov dependentes de parâmetros. O artigo (Ebihara e Hagiwara, 2002b) estende os resultados de

Ebihara e Hagiwara (2002a) através de uma formulação LMI dilatada aperfeiçoada que introduz uma

parâmetro arbitrário ajustável. Em de Oliveira et al. (2002), é apresentada uma formulação LMI, com

funções de Lyapunov dependentes de parâmetros, para o caso de sistemas discretos no tempo. Em

Wang e Wilson (2003), a formulação proposta por Apkarian et al. (2001) foi ampliada para incluir

o desempenhoH∞. Em Coutinho et al. (2005) é apresentada uma formulação LMI para tratar do

problema multiobjetivo de sistemas precisamente conhecidos considerando uma método iterativo de

projeto para determinação do valor ótimo de um parâmetro escalar que conduz a um resultado menos

conservador.

A caracterização de controladores por realimentação estática ou dinâmica de saída resulta inicial-

mente em formulações BMI. Infelizmente, a solução de problemas BMI é difícil não sendo possível

o desenvolvimento de um procedimento para obter a solução detais problemas em tempo polinomial

(Toker e Özbay, 1995). Vários trabalhos foram dedicados para obter formulações LMI, sendo alguns

baseados em mudança de variáveis linearizantes (Gahinet etal., 1995; Scherer, 1995; Scherer et al.,

1997; Masubuchi et al., 1998; Apkarian et al., 2001; Trofino,2002; de Oliveira et al., 2002; Ebihara

e Hagiwara, 2004a) e outros baseados em eliminação de variáveis com a transformação da BMI em

duas LMI’s acopladas por uma relação não convexa (Grigoriadis e Skelton, 1994; Grigoriadis e Skel-

ton, 1996; Iwasaki, 1999; Shimomura e Fujii, 2000; de Oliveira et al., 2000). Nestas formulações,

as matrizes do controlador são funções das matrizes do sistema, o que limita a utilização a sistemas

precisamente conhecidos (ou sistema com incertezas limitadas em norma se o canalH∞ é empregado

para acomodar as incertezas do modelo, usando o teorema do ganho pequeno). Um outro fator limi-

tante é a ordem elevada dos controladores dinâmicos obtidos, principalmente quando são incluídas

funções de ponderação para obtenção do desempenho desejadodo sistema em malha-fechada, sendo

também difícil a caracterização de controladores de ordem reduzida em termos de LMIs (Safonov

et al., 1994). Até o presente momento, não existe uma caracterização por LMIs para tratar o caso de

sistemas de controle por realimentação estática ou dinâmica da saída multiobjetivo com incertezas

politópicas. Isto significa que não existe um algoritmo “globalmente convergente”, nem mesmo um

conservador, para resolver esta classe de problemas. Em Kanev et al. (2004); Pereira e de Araújo

(2004) e de Araújo e Neumann (2004) são apresentadas estratégias de projeto para controladores ro-

bustos por realimentação de saída. Em Kanev et al. (2004) é apresentado um algoritmo para solução

de problemas de otimização BMI. Em Pereira e de Araújo (2004) ede Araújo e Neumann (2004) é

apresentada uma estratégia de projeto baseada em algoritmogenético com a função objetivo sendo

o custo garantidoH2 calculado por um problema de otimização LMI satisfazendo uma restrição no



6.2 Formulação do Problema 111

custoH∞ com as matrizes do controlador fixadas. Em Bernussou et al. (2005) é apresentada uma

formulação LMI para projeto de controladores dinâmicosH2 para modelos politópicos.

Vários trabalhos são dedicados ao projeto de realimentaçãoestática de saída (Geromel et al.,

1996; de Oliveira e Geromel, 1997; El Ghaoui et al., 1997; Syrmos et al., 1997; Peaucelle et al., 2000;

Peaucelle, Arzelier e Bertrand, 2002; Arzelier e Peaucelle,2002; Arzelier et al., 2003; Shaked, 2003).

A vantagem da realimentação estática é a sua simplicidade deimplementação. O problema com o

projeto de controladores por realimentação estática de saída é que as caracterizações são da forma

de BMIs, não sendo possível aplicar diretamente os procedimentos de programação convexa padrões,

mesmo quando todas as matrizes do sistema são precisamente conhecidas (Shaked, 2003).

Neste capítulo, o procedimento geral de projeto proposto noCapítulo 5 será empregado para

o projeto de controladores robustosH2/H∞, por realimentação de estado ou de saída, estático ou

dinâmico, com posicionamento regional de pólos aplicado a sistemas com domínio politópico de

incertezas com modelos politópicos ou com dependência afim de parâmetros. Apesar das formulações

baseadas em LMIs serem problemas de otimização convexa, o que é uma característica bastante

desejada uma vez que permite a utilização de algoritmos com garantia de convergência para o ótimo

global, será verificado por intermédio de exemplos ilustrativos, que o procedimento geral de projeto,

apesar de não ser um problema de otimização convexa, leva a resultados menos conservadores do

que os obtidos pelas formulações LMIs existentes, mesmo aquelas baseadas em funções de Lyapunov

dependentes de parâmetros. Resultados obtidos com uma versão preliminar do procedimento de

projeto proposto são apresentados em Gonçalves, Palhares eTakahashi (2004a), Gonçalves, Palhares

e Takahashi (2004b) e Gonçalves, Palhares e Takahashi (2004). Resultados com o procedimento de

projeto geral são apresentados em Gonçalves, Palhares e Takahashi (2005a) e Gonçalves, Palhares e

Takahashi (2005b).

6.2 Formulação do Problema

Considere um sistema linear invariante no tempo descrito por

δ[x(τ)] = Ax(τ) + Buu(τ) + Bww(τ)

z∞(τ) = Cz1x(τ) + Dzu1u(τ) + Dzw1w(τ)

z2(τ) = Cz2x(τ) + Dzu2u(τ) + Dzw2w(τ)

y(τ) = Cyx(τ) + Dyuu(τ) + Dyww(τ)

(6.1)
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sendo

δ[x(τ)] ,
dx(t)

dt
, τ , t ∈ R para sistemas contínuos no tempo

δ[x(τ)] , x(k + 1), τ , k ∈ N para sistemas discretos no tempo

Na eq. (6.1),x ∈ R
n é o vetor de variáveis de estado,u ∈ R

nu é o vetor de entradas de controle,

w ∈ R
nw é o vetor de entradas exógenas (tais como sinais de distúrbios, ruído de medições ou sinais

de referência),z∞ ∈ R
nz1 é o vetor de variáveis controladas relacionadas com o desempenhoH∞,

z2 ∈ R
nz2 é o vetor de variáveis controladas relacionadas com o desempenhoH2 ey ∈ R

ny é o vetor

de saídas medidas.

Defina a matriz do sistema:

S ,




A Bu Bw

Cz1 Dzu1 Dzw1

Cz2 Dzu2 Dzw2

Cy Dyu Dyw



∈ P (6.2)

Considere que a matriz sistemaS não é precisamente conhecida, mas pertence a um conjunto

poliédrico convexo fechado, ou politopo:S ∈ P.

No caso de modelos politópicos, o conjuntoP é um politopo no espaço de matrizes definido pelo

conjunto de todas matrizes obtidas pela combinação convexade seusN vértices:

P ,
{

S(θ) : S(θ) =
N∑

i=1

θiSi, θ ∈ ΩM

}
(6.3)

sendo

Si ,




Ai Bu,i Bw,i

Cz1,i Dzu1,i Dzw1,i

Cz2,i Dzu2,i Dzw2,i

Cy,i Dyu,i Dyw,i




, i = 1, . . . , N (6.4)

os vértices do politopo e

ΩM ,

{
θ ∈ R

N : θi ≥ 0 , i = 1, . . . , N,

N∑

i=1

θi = 1

}
(6.5)

No caso de sistemas dependentes de parâmetros, a matriz sistema é dependente afim do vetor de

parâmetros incertosp = [p1, p2, . . . pd]
T ∈ R

d:

P , {S(p) : S(p) = S0 + p1S1 + . . . + pdSd, p ∈ Ωp} (6.6)
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Se os parâmetros incertos variam entre valores limites, i.e. pi ∈ [p
i
, pi], sendop

i
e pi os valores

mínimo e máximo doi-ésimo parâmetro incerto, o vetorp pertence a um hiper-retângulo no espaço

d-dimensional:

Ωp ,
{

p ∈ R
d : p

i
≤ pi ≤ pi, i = 1, . . . , d

}
(6.7)

O domínioΩp também pode ser um politopo de formato qualquer se existiremrestrições lineares

adicionais sobre os parâmetros.

Sem perda de generalidade, será considerandoDyu = 0 de modo a simplificar as equações apre-

sentadas a seguir. Considere o diagrama de blocos geral de um sistema de controle realimentado,

apresentado na Figura 6.1, cujo controladorK pode ser um controlador dinâmico representado por:

δ[xc(τ)] = Acxc(τ) + Bcy(τ)

u(t) = Ccxc(τ) + Dcy(τ)
(6.8)

sendoxc ∈ R
k o vetor de estado do controlador, ou um controlador estáticocom a seguinte ação de

controle

u(τ) = Ky(τ) (6.9)

y

z

z
u

w
S

K

2

8

Figura 6.1: Diagrama de blocos geral do sistema de controle em malha-fechada.

Defina as equações dinâmicas do sistema em malha-fechada como

δ[x̄(τ)] = Āx̄(τ) + B̄w(τ)

z∞(τ) = C̄1x̄(τ) + D̄1w(τ)

z2(τ) = C̄2x̄(τ) + D̄2w(τ)

(6.10)

em quex̄(τ) , [xT (τ) xT
c (τ)]T no caso de realimentação dinâmica ou simplesmentex̄(τ) , x(τ)

no caso de realimentação estática. Sejaz(t) , [z∞(τ)T z2(τ)T ]T , Cz = [CT
z1 CT

z2]
T , Dzw =

[DT
zw1 DT

zw2]
T , Dzu = [DT

zu1 DT
zu2]

T , C̄ , [C̄T
1 C̄T

2 ]T e D̄ , [D̄T
1 D̄T

2 ]T . Considerando realimenta-
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ção dinâmica de saída, as matrizes em malha-fechada são dadas por:

[
Ā B̄

C̄ D̄

]
=




A + BuDcCy BuCc Bw + BuDcDyw

BcCy Ac BcDyw

Cz + DzuDcCy DzuCc Dzw + DzuDcDyw


 (6.11)

No caso do controle por realimentação estática de saída,u(τ) = Ky(τ), ou realimentação de

estado (Cy = In, tal quey(τ) = x(τ)), as matrizes em malha-fechada são dadas por:

[
Ā B̄

C̄ D̄

]
=

[
A + BuKCy Bw + BuKDyw

Cz + DzuKCy Dzw + DzuKDyw

]
(6.12)

As matrizes do sistema em malha-fechada também podem ser determinadas, de uma forma geral,

a partir das matrizes ampliadas do sistema:

[
Ā B̄

C̄ D̄

]
=

[
Â B̂w

Ĉz Dzw

]
+

[
B̂u

D̂zu

]
K

[
Ĉy D̂yw

]
(6.13)

sendo as matrizes aumentadas definidas como

Â ,

[
A 0

0 0k

]
, B̂u ,

[
0 Bu

Ik 0

]
, B̂w ,

[
Bw

0

]
,

Ĉz ,
[

Cz 0
]
, D̂zu ,

[
0 Dzu

]
,

Ĉy ,

[
0 Ik

Cy 0

]
, D̂yw ,

[
0

Dyw

]

(6.14)

e

K ,
[

Ac Bc

Cc Dc

]
(6.15)

sendo que, no caso particular da realimentação estática de saída (controlador de ordemk = 0), as

matrizes do controladorAc, Bc eCc são vazias (dimensão zero) eDc = K.

Para um sistema comDyu 6= 0, pode-se projetar o controlador dinâmicoK considerando como

saídây , Cyx + Dyww e depois substituir̂y pory −Dyuu para obter o controladorK para o sistema
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original desde que exista(I + DcDyu)
−1 (Iwasaki e Skelton, 1994):

K =

[
Ac −BcDyw(I + DcDyu)

−1Cc Bc(I −Dyw(I + DcDyu)
−1Dc)

(I + DcDyu)
−1Cc (I + DcDyu)

−1Dc

]

SejaT∞(α,K) a matriz de transferência em malha-fechada dew paraz∞ e T2(α,K) a matriz

de transferência em malha-fechada dew paraz2, ambas para um determinado sistema do politopo,

definido pelo vetorα ∈ Ω, comα representandoθ ou p e Ω representandoΩM ou Ωp, e um deter-

minado controladorK. O objetivo de controle é calcular o controladorK que minimiza a normaH∞

deT∞(α,K), ||T∞(α,K)||∞, e a normaH2 deT2(α,K), ||T2(α,K)||2, e aloque os pólos do sistema

em malha-fechada (ou os autovalores da matrizĀ(α,K)) em regiõesD do plano complexo, para todo

α ∈ Ω. No caso de controle por realimentação dinâmica de saída de sistemas contínuos no tempo,

Dc deve ser tal quēD2 = Dzw2 + Dzu2DcDyw = 0, de modo a garantir norma‖T2(α,K)‖2 finita.

6.3 Exemplos Ilustrativos

Os seguintes exemplos de projeto de controladores são baseados no procedimento de projeto pro-

posto, apresentado no Capítulo 5, implementado no LMI ControlToolbox para MATLABr, sendo

utilizado um computador baseado no Pentium IV 2.8GHz, com 1 Gb de memória RAM. A menos

que seja informado diferente, os resultados são obtidos adotando o critério de parada do procedi-

mento de projetoεδ = 0,1; os critérios de parada do algoritmo de otimização cone-elipsoidalǫ = ϕ e

Nǫ = 10 e a especificação de precisão no algoritmo branch-and-boundε = ϕ, sendoϕ = 0,001 para

realimentação estática eϕ = 0,01 para realimentação dinâmica. Nos exemplos a seguir, se nadafor

mencionado, considere que o controlador é obtido em apenas uma iteração do procedimento de pro-

jeto (piores casos ocorrem nos próprios vértices do domíniode incerteza politópico), o que acontece

na maioria dos casos analisados.
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6.3.1 Exemplos Ilustrativos de Controle por Realimentação de Estado

Exemplo 6.1 Considere o modelo no espaço de estado de um satélite consistindo de dois corpos

rígidos (módulo principal e módulo de sensores) conectadospor eixo elástico (Gahinet et al., 1995):

dx(t)

dt
=




0 0 1 0

0 0 0 1

− k
J1

k
J1

− f
J1

f
J1

k
J2

− k
J2

f
J2

− f
J2




x(t) +




0

0
1
J1

0




u(t) +




0

0
1
J1

0




w(t)

z∞(t) =
[

0 1 0 0
]
x(t)

z2(t) =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0


x(t) +




0

0

1


u(t)

(6.16)

com x = [θ1 θ2 θ̇1 θ̇2]
T , sendoθ1 e θ2 os ângulos de rotação do corpo principal e do módulo

de sensores, respectivamente,u é o conjugado de controle ew é um conjugado de distúrbio sobre o

corpo principal. São consideradosJ1 = 1 e J2 = 1. Os parâmetros incertosk e f podem variar nas

faixas0,09 ≤ k ≤ 0,4 e 0,0038 ≤ f ≤ 0,04 resultando em um domínio de incerteza na forma de

retângulo cujos vértices são as combinações dos valores extremos dek ef : Ω = {α = [k f ]T ∈ R
2 :

0,09 ≤ k ≤ 0,4, 0,0038 ≤ f ≤ 0,04}.
O objetivo de controle é projetar um controlador robusto porrealimentação de estado que obtenha

um compromisso entre as normas‖T2(α,K)‖2 e‖T∞(α,K)‖∞, com‖T∞(α,K)‖∞ ≤ 1, e posicione

os pólos em malha-fechada na intersecção das regiões semi-plano Real(s) < 0,1 e o setor cônico

centrado na origem com ângulo interno2θ = 3
4
π para todoα ∈ Ω: λi(Ā(α,K)) ∈ D, ∀i, ∀α ∈ Ω,

D = {s ∈ C : Real(s) < −0,1, |∠(s)| < π − 3
8
π}.

No procedimento proposto, os parâmetros de otimização são relacionados com a controlador da

seguinte forma:

K =
[

x1 x2 x3 x4

]

As soluções obtidas pelo procedimento proposto comγ = 0,1; 0,2; . . . ; 1 (δ = 0, λ2 = 1 eλ∞ =

0) são comparadas com as soluções calculadas com a funçãomsfsyn disponível noLMI Control

Toolboxdo MATLABr (Gahinet et al., 1995). No algoritmo de otimização foram adotados os valores

iniciaisx0 =
[
−0,4326 −1,6656 0,1253 0,2877

]T

(gerado de forma aleatória) eQ0 = 103I4.

Os resultados de projeto do procedimento proposto são apresentados na Tabela 6.1 sendo que os

custosε-garantidos ou simplesmente custosH2 e H∞ são calculados pelo algoritmo branch-and-
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bound (BnB) com precisão relativaε = 0, 001. É possível reduzir os tempos computacionais após o

cálculo do primeiro controlador, obtendo resultados similares, reduzindo o raio do elipsóide inicial e

utilizando o controlador obtido para o valor deγ anterior, como condição inicial para o seguinte, ao

invés da condição inicial aleatória.

Tabela 6.1: Resultados de projeto do procedimento proposto (Ex. 6.1).

γ CustoH∞ CustoH2 Tempo Proc. (s) GanhosK
0,1 0,0996 1,9180 26,5 [-8,8399 -5,3100 -4,3728 -29,2253]

0,2 0,1993 1,7261 32,9 [-5,9889 -1,0892 -3,6235 -16,1648]

0,3 0,2998 1,6214 33,6 [-4,7609 0,0518 -3,1938 -11,2636]

0,4 0,3977 1,5504 38,1 [-4,0231 0,4722 -2,9210 -8,6864]

0,5 0,4974 1,5002 38,3 [-3,4946 0,6592 -2,7811 -7,0037]

0,6 0,5998 1,4614 36,6 [-3,1119 0,7900 -2,6497 -5,8526]

0,7 0,6996 1,4300 35,8 [-2,8221 0,8154 -2,5216 -4,9975]

0,8 0,7957 1,4055 36,6 [-2,6076 0,8352 -2,3822 -4,3916]

0,9 0,8956 1,3872 34,2 [-2,3894 0,8277 -2,3515 -3,8527]

1,0 0,9953 1,3749 31,2 [-2,2430 0,8825 -2,2926 -3,4853]

A Figura 6.2 apresenta a curva tipo Pareto obtida pelos dois procedimentos, sendo que os valores

de custo obtidos pela funçãomsfsyn também são calculados pelo algoritmo BnB. É verificado

que o procedimento proposto apresenta duas vantagens em relação à formulação LMI baseada em

estabilidade quadrática. A primeira vantagem é que a curva obtida pelo procedimento proposto cobre

a faixa de valores especificada para o custoH∞ enquanto que a curva obtida pela funçãomsfsyn

cobre apenas a faixa de 0,037 a 0,323. A segunda vantagem do procedimento proposto é que o mesmo

resulta em menores valores do custoH2 para mesmos valores de custoH∞ do que a formulação LMI.

Considere o melhor controlador obtido pela funçãomsfsyn como sendo aquele para o qual a

redução relativa no custoH2 é menor que o aumento relativo no custoH∞, o que é verificado para

γ = 0,2, com o correspondente controlador:

Km =
[
−16,6769 2,9441 −6,7480 −59,6433

]

que resulta nos custosγc = 0,074 e δc = 2,245. Para o mesmoγ, o controladorKp calculado com

o procedimento de projeto proposto resulta nos custosγc = 0,199 e δc = 1,726. O custoH2 é 23%

menor do que o obtido pela formulação baseada em LMI. O tempo de processamento requerido neste
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Figura 6.2: Curva tipo Pareto obtida com a funçãomsfsyn e o procedimento proposto.

caso é de 22,92s no passo 3 (otimização), 4,94s no passo 4 (cálculo do custoH2), 4,24s no passo 5

(cálculo do custoH∞) e 0,74s no passo 6 (verificação do posicionamento regional de pólos).

Como exemplo da capacidade do procedimento proposto para obter soluções factíveis, considere

que, além da especificação semi-plano e setor cônico, é necessário que os pólos se localizem dentro do

disco de raior com centro na origem:D = {s ∈ C : |s| < r, Real(s) < −0,1, |∠(s)| < π − 3
8
π}.

Neste caso será analisada a capacidade de cada método de obter solução factível com a redução do

raio do disco com as outras restrições fixas. Paraγ = 0,2, a formulação LMI obteve solução para

r ≥ 3,70 enquanto que o procedimento proposto obtém solução parar ≥ 2,41, que é 35% menor que

o primeiro. Neste caso, o controlador obtido com o procedimento proposto er = 2,41 é obtido como

Kpd =
[
−5, 9686 −1, 0743 −3, 7566 −16, 1295

]

que leva a custos similares em relação ao projeto sem a restrição de disco. A Figura 6.3 apresenta

a distribuição dos pólos em malha-fechada para o controlador Kpd comk e f variando entre os seus

respectivos valores limites.

Para ilustrar o comportamento do algoritmo de otimização cone-elipsoidal, são apresentados nas

Figuras 6.4 e 6.5 a evolução da função objetivo e dos parâmetros de otimização com o número de

iterações no cálculo do controladorKp. O algoritmo busca inicialmente a região de factibilidade para

depois iniciar a otimização da função objetivo. As oscilações apresentadas são característica deste

algoritmo de otimização cujo vetor de parâmetros de otimização corresponde ao centro do elipsóide

que contém a solução ótima local.

A aplicação do procedimento geral de projeto para síntese decontroladores por realimentação
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Figura 6.3: Posicionamento dos pólos em malha-fechada comKpd parak ef variando entre os valores
limites.

dinâmica de saída, de ordem completa e reduzida, considerando este mesmo exemplo, é apresentada

em Gonçalves, Palhares e Takahashi (2005b).

Exemplo 6.2 Considere o exemplo do sistema de controle a tempo discreto, analisado em de Oliveira

et al. (2002) e em Ebihara et al. (2004), obtido do sistema contínuo no tempo apresentado em Veillette

et al. (1992). O modelo no espaço de estado do sistema a tempo contínuo é dado por (Veillette

et al., 1992):

dx(t)

dt
=




−2 1 1 1

3 0 0 2

−1 0 −2 −3

−2 −1 2 −1




x(t) +




0 0

b1 0

0 0

0 b2




u(t) +




1 0 0

0 0 0

1 0 0

0 0 0




w(t)

z2(t) =




1 0 −1 0

0 0 0 0

0 0 0 0


x(t) +




0 0

1 0

0 1


u(t)

sendo que as matrizes do sistema a tempo discreto são obtidasconsiderando um amostrador de ordem

zero com período de amostragem igual a 0,1s (de Oliveira et al., 2002).

Em Gonçalves, Palhares e Takahashi (2005a) é tratado o problema de projeto de um controla-

dor por realimentação de estado descentralizado cujo objetivo é minimizar a normaH2 da função

de transferência em malha-fechada discretaT2 de w paraz2 considerando que o sistema é precisa-

mente conhecido. Neste exemplo será tratado o problema de confiabilidade com objetivo de projetar
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Figura 6.4: Evolução da função objetivo no processo de otimização para o cálculo do controladorKp.
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Figura 6.5: Evolução dos parâmetros de otimização no cálculo do controladorKp.

um controlador por realimentação de estado (y(t) = x(t)) centralizado para lidar com três cenários

distintos (de Oliveira et al., 2002): a planta nominal (b1 = 1 e b2 = 1), falha do primeiro atua-

dor (b1 = 0 e b2 = 1) e falha do segundo atuador (b1 = 1 e b2 = 0). O domínio de incerteza

é considerado como sendo um triângulo com os vértices correspondendo aos três cenários listados:

Ω = {α = [b1 b2]
T : 0 ≤ b1 ≤ 1, 0 ≤ b2 ≤ 1, b1 + b2 ≥ 1}. Os custosH2 apresentados a seguir são

calculados pelo método de análise proposto com precisãoǫ = 0,01, considerando as quatro primeiro

casas decimais dos ganhos dos controladores ao invés do valor exato.

Utilizando uma formulação LMI baseada em estabilidade quadrática, é obtido o controlador apre-
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sentado em de Oliveira et al. (2002) e o custoH2 correspondente:

K =

[
−0,5473 −0,7060 −0,5289 −0,6190

−0,6590 −0,9840 −0,6073 −0,3613

]
⇒ custoH2 : δ2

c = 0,566

O controlador obtido com a caracterização estendida é dado por (de Oliveira et al., 2002):

K =

[
−0,6521 −0,6783 −0,3365 −0,5451

−0,6294 −0,9690 −0,6510 −0,4170

]
⇒ custoH2 : δ2

c = 0,536

Considere no procedimento de projeto proposto a seguinte estrutura do controlador:

K =

[
x1 x2 x3 x4

x5 x6 x7 x8

]

São adotados condições iniciaisx = 0 eQ(0) = I8, e critérios de paradaǫ = 0, 01 eNǫ = 10. Se

forem considerados apenas os três cenários, após 3,48s de processamento (apenas a etapa de síntese),

é obtido o seguinte controlador:

K =

[
−0,1030 −0,8536 0,1873 −0,3135

−0,8584 −0,0499 −0,5785 0,1355

]

com o pior caso da norma correspondendo à falha no primeiro atuador:

‖T2(α,K)‖22 = 0,434, α = [0 1]T

Considerando todo o politopo, como o pior caso da norma não ocorre nos vértices do politopo,

são necessárias iterações do procedimento de projeto proposto com a inclusão de pontos adicionais no

conjuntoΩ̃, definido na Seção 5.3, inicializado com os vértices do politopo. Comεδ = 0,1, são neces-

sárias três iterações, com a inclusão de dois novos pontos emΩ̃ (ver Figura 6.6) obtidos pelo algoritmo

BnB, resultando na seguinte seqüência de custosH2 para cada iteração:δ2
c = {0,618; 0,500; 0.488}.

Após três iterações e 170,41s de processamento é obtido o seguinte controlador e o custoH2 corres-

pondente:

K =

[
−0,3071 −0,4967 −0,0695 −0,1033

−0,8649 −0,2167 −0,5481 0,0593

]
, ⇒ custoH2 : δ2

c = 0,488

que é 9% menor do que o melhor resultado obtido com as formulações LMI. A Figura 6.7 apresenta

o perfil da normaH2 sobre a arestab1 + b2 = 1 (onde ocorrem os piores casos de normaH2) para
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as três iterações, através da qual pode ser observado como a inclusão de novos pontos no conjuntoΩ̃

atua sobre a minimização do custoH2. Na terceira iteração o conjunto de pontos finitos utilizados é

Ω̃ = {[1 1]T ; [0 1]T ; [1 0]T ; [0,4688 0,5313]T ; [0,25 0,75]T}.
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Figura 6.6: Subdivisão do espaço de incerteza após a terceira iteração (Ex. 6.2).
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Figura 6.7: Evolução da normaH2 sobre a arestab1 + b2 = 1 para cada iteração (Ex. 6.2).

6.3.2 Exemplos Ilustrativos de Controle por Realimentação de Saída

Exemplo 6.3 Considere o modelo linearizado de um helicóptero VTOL, obtido para condições de

vôo e carga típicos na velocidade de 135 nós, apresentado em Keel et al. (1988) e também considerado

em Geromel et al. (1996), El Ghaoui et al. (1997), Pereira e deAraújo (2004) e de Araújo e Neumann
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(2004), com as seguintes equações dinâmicas:

ẋ(t) =




−0,0366 0,0271 0,0188 −0,4555

0,0482 −1,0100 0,0024 −4,0208

0,1002 a32 −0,7070 a34

0 0 1 0




x(t) +




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




w(t)

+




−0,4422 −0,1761

b21 7,5922

5,5200 −4,4900

0 0




u(t)

z∞(t) = I4x(t) + 04w(t) + 04×2u(t)

z2(t) =

[
I4

02×4

]
x(t) +

[
04

02×4

]
w(t) +

[
04×2

I2

]
u(t)

y(t) =
[

0 1 0 0
]
x(t) +

[
0 0 0 0

]
w(t) +

[
0 0

]
u(t)

O sistema possui três parâmetros incertos que variam nas faixasa32 ∈ [−0,6319; 1,3681], a34 ∈
[1,22; 1,62] e b21 ∈ [2,7446; 4,3446] (Geromel et al., 1996).

O objetivo de controle é obter um compromisso entre os desempenhosH2 eH∞ através de con-

troladores por realimentação da saída, dinâmicos ou estáticos.

Como relatado em Pereira e de Araújo (2004), utilizando uma estratégia que utiliza um algo-

ritmo híbrido que combina algoritmos genéticos de otimização com formulações baseadas em LMIs,

é obtido um controlador dinâmico de 2a ordem que resulta no custo garantidoH2 igual a4,3576 e

no custo garantidoH∞ igual a18,9714. Analisando o controlador relatado em Pereira e de Araújo

(2004) com o cálculo dos custos pelo algoritmo BnB, com precisão ε = 0,01, resultou nos custos

δc = 4,81 e γc = 18,97. Em de Araújo e Neumann (2004), utilizando a mesma técnica, mas al-

terando os parâmetros do algoritmo genético, é obtido um controlador dinâmico de 2a ordem que

resulta no custo garantidoH2 igual a3,6992 e no custo garantidoH∞ igual a13,6338. Analisando o

controlador relatado em de Araújo e Neumann (2004) com o cálculo dos custos pelo algoritmo BnB,

com precisãoε = 0,01, resultou nos custosδc = 3,56 e γc = 13,63. Para comparar os resultados

obtidos com o procedimento proposto com os resultados apresentados em Pereira e de Araújo (2004)

e em de Araújo e Neumann (2004), foram projetados vários controladores estáticos e dinâmicos de

2a ordem, cujos resultados são apresentados na Tabela 6.2 com acorrespondente curva tipo Pareto
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apresentada na Figura 6.8. Para a síntese dos controladoresdinâmicos de 2a ordem são adotadas as

condições iniciais equivalentes àAc = −I, Bc e Cc com todos elementos iguais a 1 eDc = 0 e a

elipse inicial definida porQo = 100I12. Para a síntese dos controladores estáticos são adotadas as

condições iniciais equivalente àK = [1 1]T e a elipse inicial definida porQo = 100I2. Pode ser

observado que qualquer uma das soluções obtidas pelo procedimento de projeto proposto dominam

a solução apresentada em Pereira e de Araújo (2004), o que significa que os dois objetivos são mi-

nimizados simultaneamente, independentemente de se considerar o valor de custo garantido relatado

ou o valor de custo calculado. A solução obtida em de Araújo e Neumann (2004) é dominada pelas

soluções obtidas com o procedimento proposto para12,6 ≤ γ ≤ 13,8. As marcas ’*’ na Figura 6.8

representam os resultados obtidos para síntese de controladores dinâmicos de 2a ordem considerando

a minimização do custoH2 ou do custoH∞ sem restrições.

Tabela 6.2: Resultados de projeto para os controladores por realimentação da saída (Ex. 6.3).

Controladores estáticos Controladores de 2a ordem

γ γc δc Tempo KT γc δc Tempo

11,4 11,35 5,17 1min34s [-1,2931 -14,9188] 11,35 4,08 8min10s

11,8 11,79 4,46 2min36s [-1,1053 -22,9237] 11,78 3,73 9min4s

12,2 12,20 4,17 3min40s [-0,3337 -19,4220] 12,19 3,58 14min11s

12,6 12,60 4,00 3min36s [ 0,1816 -16,2335] 12,56 3,51 12min14s

13,0 12,99 3,91 4min26s [ 0,5227 -14,0367] 12,98 3,48 12min52s

13,4 13,38 3,84 5min43s [ 0,7441 -11,9000] 13,26 3,48 18min12s

13,8 13,74 3,79 6min58s [ 0,8438 -9,8096] 13,58 3,46 18min34s

As matrizes do controlador de 2a ordem são relacionadas com os parâmetros do vetor de otimiza-

çãox como:

Ac =

[
x1 x2

x3 x4

]
, Bc =

[
x5

x6

]
, Cc =

[
x7 x8

x9 x10

]
, Dc =

[
x11

x12

]

As matrizes do controlador que podem ser consideradas como as que proporcionam melhor com-

promisso entre os desempenhosH2 eH∞ são aquelas obtidas comγ = 12,6:

[
Ac Bc

Cc Dc

]
=




−1,3646 1,7720 −1,7714

1,6965 −1,9245 −1,3347

−0,2454 0,0703 1,8588

3,1202 2,8109 −2,8281
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Figura 6.8: Curvas tipo Pareto para os controladores por realimentação de saída (Ex. 6.3).

Paraγ = 12,6, adotandoQ0 = 103I30 ex0 obtido de forma aleatória (distribuição normal com média

zero e variância unitária), o procedimento proposto fornece o seguinte controlador dinâmico de ordem

completa,k = 4:

[
Ac Bc

Cc Dc

]
=




−0,6976 0,4934 −0,6406 −0,0136 −1,5299

0,2446 −0,4692 −1,0192 −0,8485 −1,9637

0,5204 0,3141 −1,0033 0,6900 −0,2011

−1,1613 0,7820 −1,0482 −0,0377 1,2562

0,5954 −0,1363 −1,0434 −0,1042 −1,7465

−2,4890 −2,2604 −1,5834 0,3871 2,5546




Para o projeto deste controlador, são necessários 11min53sde processamento pelo algoritmo de

otimização, 24min5s para o cálculo do custoε-garantidoH2, após 11 iterações do algoritmo BnB, e

42s para o cálculo do custoε-garantidoH∞, resultando nos custosδc = 3,51 eγc = 12,59.

O tempo de processamento na etapa de síntese pode ser reduzido aproveitando a flexibilidade

do procedimento de projeto proposto que permite a síntese decontroladores com qualquer estrutura

fixa desejada, propriedade que dificilmente pode ser obtida por caracterizações baseadas em LMIs.

Impondo a relação entre as variáveis escalares de otimização e as matrizes do controlador de ordem
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completa (k = 4) de modo a obter controladores descentralizados com a seguinte estrutura

[
Ac Bc

Cc Dc

]
=




0 1 0 0 0

x1 x2 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 x3 x4 1

x5 x6 0 0 x9

0 0 x7 x8 x10




o número de variáveis de otimização é reduzido de 30 para 10.

Paraγ = 12,6, Q0 = 100I10 e x0 obtido de forma aleatória, o procedimento proposto forneceo

seguinte controlador dinâmico com a estrutura determinada:

[
Ac Bc

Cc Dc

]
=




0 1 0 0 0

−2,2406 −2,9203 0 0 1

0 0 0 1 0

0 0 −0,0738 −1,4505 1

2,1237 1,5338 0 0 −1,8366

0 0 4,6930 5,5229 2,9472




após apenas 1min40s de processamento do algoritmo de otimização cone-elipsoidal, resultando nos

custosδc = 3,52 eγc = 12,57.

Exemplo 6.4 Considere o sistema a tempo contínuo apresentado em Ebihara eHagiwara (2004a):

ẋ(t) =



−0,32 0,04 0,01

0,45 0,99 0,64

−0,76 −0,37 −0,40


x(t) +




1

0

1


w(t) +




0,42

0,74

0,31


u(t)

z2(t) =




0 2 0

0 0 1

0 0 0


x(t) +




0

0

5


u(t)

y(t) =
[

0,72 0,85 0,88
]
x(t) + 2w(t)

(6.17)

cujo objetivo é projetar um controlador dinâmico por realimentação da saída que minimize a norma

‖T2‖2 e que posicione os pólos em malha-fechada no semi-plano Real(λi(Ā)) < −0,3, ∀i. Neste

caso, para obter normaH2 finita é necessário que o controlador seja estritamente próprio. Por se tratar
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de um sistema precisamente conhecido, apenas a etapa de síntese do procedimento de projeto proposto

será necessária. Este exemplo é interessante para comparara eficácia do algoritmo de otimização

cone-elipsoidal para resolver o problema não convexo em comparação com formulações LMIs, mais

simples, porém mais conservadoras.

Partindo de condições iniciais aleatórias (distribuição normal com média zero e variância unitá-

ria), comǫ = 0,01 é obtido‖T2‖2 = 61,46 após 223 iterações do algoritmo cone-elipsoidal e tempo

de processamento de 8,64s. Pode ser obtido um melhor resultado, com‖T2‖2 = 50,46, adotando

ǫ = 0,001, sendo necessárias 2075 iterações e tempo de processamentode 73,50s. Neste exemplo

é observado que uma mudança no passo utilizado para o cálculodo gradiente (ver algoritmo na pá-

gina 101) pode resultar em um melhor comportamento do algoritmo paraǫ = 0,001. Mudando de

∆ = 10−5 para∆ = 10−10, após 1733 iterações, 64,70s de tempo de processamento, é obtido o

seguinte controlador dinâmico com‖T2‖2 = 50,22:

[
Ac Bc

Cc Dc

]
=




−1,3778 −1,0489 1,9774 −2,0671

−0,5750 −0,1463 1,9559 −0,1829

1,6772 1,1927 −2,7185 2,8847

0,5435 −0,3552 −2,0032 0




com a correspondente função de transferência:

K(s) =
−6,8371(s + 0,3717)(s + 0,1547)

(s + 4,653)(s− 0,407)(s− 0,003175)

Através da Tabela 6.3 pode-se comparar o desempenho deste controlador com os controladores

projetados com a formulação baseada em estabilidade quadrática (Scherer et al., 1997):

KS(s) =
−15,93(s + 0,53)(s + 0,41)

(s + 6,21)(s− 1,56)(s + 0,55)

e com a formulação baseada em função de Lyapunov dependente de parâmetros com um parâmetro de

sintonia escalar (requer busca unidimensional do melhor valor) apresentada em Ebihara e Hagiwara

(2004a):

KE(s) =
−10,60(s2 + 0,84s + 0,18)

(s + 4,99)(s− 1,19)(s + 0,44)

O resultado obtido com o procedimento de projeto proposto é cerca de 26,7% menor do que a

formulação apresentada por Ebihara e Hagiwara (2004a).
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Tabela 6.3: Resultados de projeto (Ex. 6.4).

Método (Scherer et al., 1997)(Ebihara e Hagiwara, 2004a)Proposto

Síntese Real Síntese Real Real

NormaH2, ‖T2‖2 115,62 79,09 73,60 68,49 50,22

Exemplo 6.5 Considere o sistema analisado em Arzelier e Peaucelle (2002):

dx(t)

dt
=

[
0 1

−1 0

]
x(t) +

[
0

1

]
u(t) +

[
1 0

0 1

]
w2(t) +

[
1

0

]
w∞(t)

z2(t) =

[
1 0

0 0

]
x(t) +

[
0

1

]
u(t)

z∞(t) =
[

0 1
]
x(t)

y(t) =
[

0 1
]
x(t)

Este exemplo é interessante pelo fato de haver uma solução analítica para o problema de controle

mistoH2/H∞, por realimentação estática de saída, que é apresentada em Arzelier e Peaucelle (2002).

SejaT2(s) a função de transferência em malha-fechada dew2 paraz2 e T∞(s) a função de transfe-

rência em malha-fechada dew∞ paraz∞. A solução ótima para o problemaH2 por realimentação

estática de saída pode ser calculada analiticamente comoK = −
√

2/3 ≃ −0,8165 resultando em

‖T2‖2 = 61/4 ≃ 1, 5651 e‖T∞‖∞ = 3/
√

5 ≃ 1,3416. Para o problema mistoH2/H∞, comγ = 1,2,

a solução analítica é obtida comoK = −0,9458 resultando em‖T2‖2 = 1,5735.

Com o procedimento proposto, adotando condições iniciaisQ0 = 2 e x0 = −1, a solução do

problemaH2 resulta no mesmo controlador obtido analiticamente após 0,172s de processamento,

sendo necessário somente o passo de otimização (sistema precisamente conhecido). Para o problema

misto também é obtido o mesmo controlador obtido analiticamente após 0,625s de processamento.

O procedimento apresentado em Arzelier e Peaucelle (2002) não resulta nos mesmos controla-

dores obtidos analiticamente e os autores reconhecem a dificuldade de síntese de controladores por

realimentação dinâmica de saída, mesmo para um sistema simples e precisamente conhecido.

Em Kim et al. (2005), é projetado um controlador para o problema misto comγ = 1,2, utilizando

um método de síntese iterativo baseado em LMI com uma restrição de posto não convexa substituída

por uma função de penalidade, de modo que, a cada iteração é necessário resolver um problema de

otimização convexo. É obtido o controladorK = −0,9735 e ‖T2‖2 = 1,5772. Os resultados para o
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problema misto são apresentados na Tabela 6.4.

Tabela 6.4: Resultados de projeto para o problema misto (Ex. 6.5).

Método K ‖T2‖2 ‖T∞‖∞
Ótimo –0,9458 1,5735 1,2000

(Arzelier e Peaucelle, 2002)–0,9782 1,6825 1,1706

(Kim et al., 2005) –0,9735 1,5838 1,1746

Proposto –0,9458 1,5735 1,2000

Em Geromel et al. (1996), é projetado um controlador somentepara o problemaH2, utilizando

um algoritmo tipo planos de corte, resultando em um controlador praticamente igual ao controlador

ótimo:K = −0,8198 e‖T2‖2 = 1,5651.

Em Pereira e de Araújo (2004), é projetado um controlador para o problema misto comγ = 1,

utilizando um algoritmo de otimização genético, resultando no controladorK = −3,4176 e‖T2‖2 =

2,3279. Pelo procedimento proposto é obtidoK = −1,5303 e‖T2‖2 = 1,7173.

Exemplo 6.6 Considere o problema de estabilização e atenuação de distúrbios do modo de período

curto longitudinal do avião de combate F4E analisado em Shaked (2003):

dx(t)

dt
=




a11 a12 a13

a21 a22 a23

0 0 −30


x(t) +




b1

0

30


u(t) +




1 0 0

0 1 0

0 0 1


w(t)

z(t) =




1 0 0

0 1 0

0 0 0


x(t) +




0

0

1


u(k)

y(t) =

[
1 0 0

0 1 0

]
x(t)

cujos parâmetros incertos, determinados para quatro pontos de operação, são apresentados na Ta-

bela 6.5. O sistema não é estável em malha-aberta em todos os pontos de operação. Será considerado

o problema de projeto do controlador robustoH2 considerando o politopo definido pelos quatro vér-

tices, associados a cada ponto de operação.

Em Shaked (2003), ao invés de considerar o controlador como um ganho fixo, é utilizado um
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Tabela 6.5: Valores dos parâmetros incertos nos quatro pontos de operação distintos (Ex. 6.6).

Pt. Op. a11 a12 a13 a21 a22 a23 b1

1 -0,9896 17,41 96,15 0,2648 -0,8512 -11,39 -97,78

2 -0,6607 18,11 84,34 0,08201 -0,6587 -10,81 -272,2

3 -1,702 50,72 263,5 0,2201 -1,418 -31,99 -85,09

4 -0,5162 29,96 178,9 -0,6896 -1,225 -30,38 -175,6

controlador estritamente próprio:

η̇(t) = −ρη(t) + ρy(t), u(t) = Kη(t) (6.18)

sendoη ∈ R
m e ρ ≫ 1 um escalar, a ser fixado, formando um filtro passa-baixa com freqüência de

corte bastante elevada. Segundo (Shaked, 2003), este controlador, além de facilitar a formulação de

projeto, representa de forma mais realista os amplificadores que possuem faixa de passagem finita.

Cada função de Lyapunov dependente de parâmetro envolve uma parâmetro escalar de sintoniaβi,

i = 1, . . . , N , que devem ser fixados, junto comρ, para o problema ser representado na forma de

LMI. É necessário adotar um algoritmo de otimização para encontrar a combinação de parâmetros

que conduz à solução do problema com o atendimento das especificações.

A Tabela 6.6 apresenta o ganho, o pior caso de norma no politopo (o valor entre parênteses corres-

ponde ao pior caso nos vértices) e o custoε-garantidoH2, com precisão 0,1%, considerando os resul-

tados relatados em Shaked (2003), obtidos paraρ = 1010, e os obtidos com o procedimento de pro-

jeto proposto. Os dois primeiros resultados são obtidos pelos métodos baseados no Teorema 1, com

função de Lyapunov comum para os quatro vértices, e no Teorema 3, com funções de Lyapunov de-

pendentes de parâmetros, ambos apresentados em Shaked (2003). Nos resultados obtidos com o pro-

cedimento proposto, é adotado o critério de parada na síntese (algoritmo cone-elipsoidal)ǫ = 0,001

e a precisão no cálculo do custo deε = 0,001. Comεδ = 0,1, o controlador é obtido em uma ite-

ração do procedimento de projeto, partindo da solução inicial aleatóriax0 = [−1,1465 1,1909]T e

Q0 = 100I2, após 1,84s de tempo de processamento na síntese e 50,06s na análise de desempenho

H2, sendo que o pior caso de norma ocorre na coordenadaα(2) = [0 0,7813 0 0,2187]T , fora dos

vértices do politopo. Paraεδ = 0,01, o controlador é obtido em duas iterações do procedimento de

projeto, com a inclusão no conjuntõΩ do ponto de pior caso obtido na primeira iteração, sendo ne-

cessários 100,58s de processamento total. Neste caso, comonos projetos obtidos em Shaked (2003),

o pior caso de norma corresponde ao vértice associado ao ponto de operação 3. Em ambos os projetos

com o procedimento proposto são obtidos melhores resultados que os obtidos em Shaked (2003).

No caso de um controle robustoH∞, para as mesmas condições do caso anterior, foram obtidos
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Tabela 6.6: Resultados do projetoH2 (Ex. 6.6).

Método K δp.c. CustoH2, δc

Teorema 1 (Shaked, 2003) [0,0634 0,6444] 4,2885 4,2921

Teorema 3 (Shaked, 2003) [0,0495 0,3870] 5,3547 5,3596

Proposto,εδ = 0,1: 1 iteração [1,1909 10,2325] 3,6886(3,5020) 3,6917

Proposto,εδ = 0,01: 2 iterações [1,3081 10,7745] 3,5730(3,5730) 3,5750

os resultados apresentados na Tabela 6.7. Paraεδ = 0,1, o tempo de processamento necessário é de

9,64s para síntese e 10,13s para análise do desempenhoH∞, com o pior caso de norma ocorrendo na

coordenadaα(∞) = [0 0,875 0 0,125]T . Paraεδ = 0,01, são necessárias duas iterações e 32,53s de

tempo computacional para convergência do procedimento de projeto com a inclusão do pontoα(∞)

no conjuntoΩ̃. Os valores entre parênteses correspondem aos piores casosnos vértices. Também

neste caso, o procedimento de projeto proposto apresenta melhores resultados do que os obtidos em

Shaked (2003), sendo que o Teorema 2 (Shaked, 2003) utiliza função de Lyapunov comum para os

quatro vértices, e o Teorema 4 (Shaked, 2003) adota funções de Lyapunov dependentes de parâmetros.

Tabela 6.7: Resultados do projetoH∞ (Ex. 6.6).

Método K γp.c. CustoH∞, γc

Teorema 2 (Shaked, 2003) [0,0706 0,7663] 4,3015(3,7478) 4,3028

Teorema 4 (Shaked, 2003) [0,0530 0,4596] 3,1278(3,0622) 3,1280

Proposto,εδ = 0,1: 1 iteração [2,7708 17,0632] 2,9830(2,8770) 2,9842

Proposto,εδ = 0,01: 2 iterações [3,6401 22,2378] 2,9663(2,8945) 2,9672

Considere agora que, além de minimizar o pior caso de normaH2 no politopo formado pelos

quatro pontos de operações, deseja-se posicionar os pólos na intersecção das regiões semi-plano

Real(s) < −1,25, disco centrado na origem com raior = 25 e setor cônico com ângulo interno

2θ = π
2
: λi(Ā(α,K)) ∈ D, ∀i, ∀α ∈ Ω,D = {s ∈ C : Real(s) < −1,25, |s| < 25, |∠(s)| < π− π

4
}.

Neste caso são necessárias três iterações para posicionar os pólos na região especificada. Após a

primeira iteração são acrescentados três novos pontos no conjunto Ω̃: [0 0,7969 0 0,2031]T , corres-

pondente ao pior caso de normaH2; [0 0,75 0 0,25]T e [0 0,5 0 0,5]T associados com sistemas que

não atendem às restrições de posicionamento regional de pólos no semi-plano e no disco, respectiva-

mente. Na segunda iteração é acrescentado o ponto com coordenada[0 0,6875 0 0,3125]T associado a

um sistema que não atende à restrição de posicionamento de pólos no disco. Após a terceira iteração,

com tempo de processamento total de 108,44s, é obtido o controlador: K = [0,0641 0,8014]. A

Figura 6.9(a) apresenta o posicionamento de pólos na iteração 1 do procedimento de projeto, em que



6.3 Exemplos Ilustrativos 132

−25 −20 −15 −10 −5 0
−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

Real

Im
ag

(a) Iteração 1

−25 −20 −15 −10 −5 0
−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

Real

Im
ag

(b) Iteração 3

Figura 6.9: Posicionamento regional de pólos (Ex. 6.6).

é verificado que existem casos de sistemas fora dos vértices cujos pólos se localizam fora da região

semi-plano e disco. Como pode ser verificado pela Figura 6.9(b), após 3 iterações, o sistema em

malha fechada é robustamenteD-estável.

Exemplo 6.7 Considere o sistema incerto discreto no tempo analisado em Yang et al. (2005):

x(k + 1) =




0,01 0 0

0 p1 1

0 0,45 0,3 + p2


x(k) +




1 0 0

0 1 0

0,1 0 0


w(k) +




0,1

0,3

0,02


u(k)

z(k) =
[

0,1 0,3 0,4 + p3

]
x(k) +

[
0,01 0,02 0,45

]
w(k) + u(k)

y(k) =
[

0 0,1 0
]
x(k) +

[
0 0 0,414

]
w(k)
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cujos parâmetros incertos variam nas seguintes faixas:p1 ∈ [0; 0,02], p2 ∈ [0; 0,01] ep3 ∈ [0; 0,02].

Em Yang et al. (2005) é estudado inicialmente o projeto de controladores que minimizam o custoH2

utilizando uma formulação não convexa que é transformada emuma formulação LMI através da fixa-

ção de uma parâmetro de sintoniaǫ, determinado através de busca linear. É apresentado um segundo

procedimento de projeto mais complexo, para reduzir o conservadorismo da primeira formulação, na

qual é necessário minimizar o traço de um produto de variáveis matriciais utilizando um método de

programação linear seqüencial desenvolvido em Leibfritz (2001). Com o procedimento mais sim-

ples é obtido o controlador que garante o custo de 0,5139 após6min40s de processamento em um

computador com processador de 3GHz e 1Gb de RAM (como relatadoem Yang et al. (2005)). Com

procedimento mais complexo é obtido o controlador que garante o custo de 0,4975 após 53min21s de

processamento (Yang et al., 2005). Com o procedimento de projeto proposto, adotandoQ0 = 10I16,

x0 ∈ R
16 com elementos aleatórios com distribuição normal (média zero e variância unitária), é

obtido o seguinte controlador

[
Ac Bc

Cc Dc

]
=




0,1972 −0,0013 −0,0255 0,0478

−2,2597 0,3273 −0,1233 0,6864

0,9628 0,9975 −0,6041 −1,2034

−0,7895 0,0970 0,0096 −0,3453




que garante um custo de 0,4970, similar ao obtido no melhor projeto apresentado em Yang et al.

(2005) mas com tempo de processamento de 1min34s, consideravelmente inferior aos tempo menci-

onados em Yang et al. (2005). Todos os custos garantidosH2 foram calculados com o procedimento

proposto de análise com precisão de 1%.

Em Yang et al. (2005) também é considerado o projeto de controladores que minimizam o custo

H∞ deste mesmo sistema com formulação de projeto semelhante. Com o procedimento mais simples

é obtido o controlador que resulta no custo garantido de 1,7941 após 3min5s de processamento. Com

procedimento mais complexo é obtido o controlador que garante o custo de 1,6849 após 15min36s

de processamento. Com o procedimento de projeto proposto e mesmas especificações informadas no

casoH2, é obtido o seguinte controlador

[
Ac Bc

Cc Dc

]
=




0,1883 0,1263 −0,0562 0,3557

−2,2281 0,3301 −0,1866 1,1302

0,9900 1,0870 −1,0267 −1,4483

−1,1182 −0,0258 0,0375 0,1969




que garante um custo de 1,6843, similar ao obtido no melhor projeto apresentado em Yang et al.

(2005), mas com tempo de processamento de apenas 47s. Todos os custos garantidosH∞ foram
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calculados com o procedimento proposto de análise com precisão de 1%.

6.4 Síntese de Controladores PID

6.4.1 Introdução

Ao se tratar de controladores dinâmicos por realimentação de saída é importante considerar o

controlador proporcional-integral-derivativo (PID). O controlador PID continua nos dias de hoje a

configuração de controlador mais aplicada na indústria. Cerca de 90% de todas as malhas de controle

na prática utilizam controladores PID em uma extensa lista de aplicações: controle de processos,

acionamentos elétricos, automóveis, aviação, instrumentação etc. (Åström e Hägglund, 2001). Esta

larga aplicação é devida a sua simplicidade (apenas três parâmetros de ajuste), eficiência na maioria

das aplicações industriais e a existência de um método de sintonia simples desenvolvido por John G.

Ziegler e Nathaniel B. Nichols em 1942. Desde 1942, vários pesquisadores têm buscado desenvolver

procedimentos de síntese para atender as necessidades específicas de cada aplicação (auto-sintonia,

controle preditivo etc.) considerando objetivos e complexidade do algoritmo de sintonia completa-

mente diferentes (ver referências em Åström e Hägglund (2001)). Uma revisão a respeito de contro-

lodores PID e métodos de sintonia é apresentada em Cominos e Munro (2002). O método da resposta

ao degrau de Ziegler-Nichols é revisto e novas regras de sintonia são desenvolvidas em Hang et al.

(1991) e Åström e Hägglund (2004).

Apesar das várias técnicas de sintonia PID disponíveis paraas diferentes aplicações e configu-

rações de controladores PID, ainda é interessante pesquisar novos métodos que possam resultar em

melhor desempenho e que possam ser aplicados a uma classe mais abrangente de problemas, em

especial, síntese robusta multiobjetivo para tratar de sistemas incertos representadas por modelos po-

litópicos ou com dependência afim de parâmetros. O desenvolvimento de caracterizações de custo

garantidoH2/H∞ em termos de desigualdades matriciais lineares (LMIs) é umadas alternativas para

o desenvolvimento de procedimentos de sintonia PID para serem aplicados a sistemas incertos. Entre-

tanto, o controlador PID é um controlador por realimentaçãodinâmica de saída, de ordem reduzida,

com restrição de estrutura, cujo problema de sintonia é difícil de ser representado por formulações

LMI. Formular o problema como controle por realimentação desaída estático resulta em restrições

na forma desigualdade matriciais bilineares (BMIs). Em Takahashi et al. (1996), a sintonia PID é

caracterizada como um problema de otimização multiobjetivo de realimentação estática robusto, com

a equação de estados ampliada, sendo que formulações LMI sãoaplicadas para determinar os custos

garantidos resultantes. Em Huang e Wang (2000), o teorema deKharitonov para intervalos de plantas

é explorado com o propósito de caracterizar todos os controladores PID que estabilizam o sistema
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incerto. Em Ge et al. (2002), um método de projeto de controladores PID robustos para sistemas

com modelos múltiplos é desenvolvido pelo método LQR-LMI para controle por realimentação de

saída estática. Nesta seção, será desenvolvida uma estratégia para aplicar o procedimento geral de

projeto, apresentado no Capítulo 5, para a sintonia PID. Serámostrado, através de exemplos, que o

procedimento geral de projeto proposto pode ser aplicado eficientemente para a sintonia robusta de

controladores PID, podendo apresentar melhores resultados que outros métodos já publicados para

lidar com o mesmo tipo de problema. Os resultados que serão apresentados na seqüência também po-

dem ser encontrados em Gonçalves, Palhares e Takahashi (2006b) e Gonçalves, Palhares e Takahashi

(2006c).

6.4.2 Formulação do Problema

Considere a configuração PID-ISA com dois-graus-de-liberdade apresentada na Figura 6.10 no

qualR(s) é o sinal de referência,D(s) é o distúrbio de carga,U(s) é o sinal de controle,C(s) é a

saída do sistema eη(s) é o ruído de medição. A lei de controle PID-ISA é dada por

U(s) = −kp

(
Tis + 1

Tis
+

Tds

ρTds + 1

)
[C(s) + η(s)] + kp

Tis + 1

Tis
R(s) (6.19)

em quekp é o ganho proporcional,Ti é o tempo da ação integral (“reset time”),Td é o tempo da ação

derivativa (“rate time”) eN , 1/ρ é uma constante do filtro de ruído que geralmente varia entre 3e

10 (Hang et al., 1991) comN = 10 sendo o valor típico.

G(s)K

T  s
T s

R(s) U(s)E(s)

η(s)

C(s)

i

p

d

1

ρT  s+1d

D(s)

+

+

+

+

+
+

+

+

- -

G (s)
d

Figura 6.10: Diagrama de blocos da configuração PID-ISA.

A sintonia do controlador PID deve ter como objetivo obter sistemas com as seguintes caracte-

rísticas: boa resposta de rastreamento, rejeição ao distúrbio de carga, pequena influência do ruído

de medição sobre os demais sinais do sistema, sinal de controle com amplitude e taxa de variação
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limitadas e robustez em relação às incertezas do modelo. Existem diferentes formas de tratar estes

objetivos nas estratégias de sintonia PID. Por exemplo, a rejeição ao distúrbio de carga pode ser ob-

tida pela minimização da norma da função de transferência emmalha-fechada relacionando a saída

e o distúrbio. As especificações em termos de resposta transitória podem ser atendidas através de

posicionamento regional de pólos. Para obter um controlador PID robusto, o método de sintonia PID

deve ter capacidade para lidar com sistemas incertos representados por modelos politópicos ou com

dependência afim de parâmetros.

Considere o vetor de entrada exógenas definido comow(t) = [r(t), d(t), η(t)]T e o vetor de

saídas medidas definido comoy(t) = [c(t) + η(t), r(t)]T . O controlador PID-ISA pode ser descrito

pela seguinte realização: considerando as variáveis de estadoxc1(t) e xc2(t) do diagrama de blocos

modificado apresentado na Figura 6.11:

K(s) =

[
Ac Bc

Cc Dc

]
=




0 0 − 1

Ti

1

Ti

0 − 1

ρTd

1

ρ2Td

0

kp kp −kp

(
1 +

1

ρ

)
kp




(6.20)

K
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+

+

+
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+
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Figura 6.11: Diagrama de blocos modificado do PID-ISA.

O problema de sintonia PID robusta pode ser estabelecido como: encontre os valores dekp, Ti e

Td que minimizam os valores máximos das normas,γp.c. e δp.c., sujeitos akp > 0, Ti > 0, Td ≥ 0 e

λi(Ā(α,K)) ∈ D,∀i,∀α ∈ Ω.

A restrição de posicionamento regional de pólos é útil porque os controladores ótimosH∞ podem

resultar em resposta de rastreamento lentas (Takahashi et al., 1996).
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6.4.3 Exemplos Ilustrativos

Exemplo 6.8 Considere o sistema incerto a tempo contínuo, apresentado emHuang e Wang (2000),

modelado pela função de transferência:

G(s) =
5,2(s + 2)

s(s3 + b2s2 + b1s + b0)

Os coeficientes do denominador da função de transferência não são precisamente conhecidos po-

dendo variar de acordo com o seguinte domínio de incerteza:Ω = {α = [b0 b1 b2]
T ∈ R

3 :

9,5 ≤ b0 ≤ 11,5 , 12 ≤ b1 ≤ 15, 3,5 ≤ b2 ≤ 4,8}. Em Huang e Wang (2000), um controlador

PID clássico robusto é projetado para garantir as margens deganho e fase. A seguinte realização é

considerada aqui com a definição das variáveis controladas eos acréscimos do distúrbio de entrada,

Gd(s) = G(s), e do ruído de medição (ver Figura 6.10):




ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4




=




0 0 0 0

1 0 0 −b0

0 1 0 −b1

0 0 1 −b2







x1

x2

x3

x4




+




0 10,4 0

0 5,2 0

0 0 0

0 0 0







r

d

η


 +




10,4

5,2

0

0




u

z1 =

[
0 0 0 w1

0 0 0 0

]



x1

x2

x3

x4




+

[
0

w2

]
u

y =

[
0 0 0 1

0 0 0 0

]



x1

x2

x3

x4




+

[
0 0 1

1 0 0

] 


r

d

η




O procedimento proposto de sintonia PID é aplicado para obter o controlador PID-ISA que mi-

nimiza o custo garantidoH∞ e posiciona os pólos na região semi-plano Real(λi(Ā(α,K))) < −0,5,

∀i, ∀α ∈ Ω. O procedimento proposto obtémkp = 1,6910, Ti = 3,2082 eTd = 0,5316 considerando

w1 = 1 e w2 = 0,01. Os parâmetros PIDkp = 3,1950, Ti = 1,3975 e Td = 0,2236, calculados pelo

método de resposta em freqüência de Ziegler-Nichols são considerados como condições iniciais no

algoritmo de otimização. O custo garantidoH∞ é reduzido de9,2467 para2,0082 após 64s de pro-

cessamento. A Figura 6.12 apresenta as respostas transitórias do sinal de saída para o controlador PID

obtido em (Huang e Wang, 2000) e o obtido pelo procedimento proposto, para um degrau unitário
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emr(t), um degrau unitário negativo emd(t) iniciando emt = 15s e um ruído de medição aleatório

variando na faixa|η(t)| ≤ 0,01. O controlador PID obtido pelo procedimento proposto apresenta

melhor rejeição ao distúrbio e é menos influenciado pela variação dos parâmetros incertos.
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Huang e
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S
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Figura 6.12: Resposta transitória dey(t) nos oito vértices do politopo (Ex. 6.8).

Exemplo 6.9 Considere o sistema com modelos múltiplos apresentado em Ge et al. (2002) e também

considerado em Toscano (2005). Para uma faixa de operação estável são obtidos três modelos para

diferentes pontos de operação:

G1(s) =
0,04612

s2 + 9,251s + 22,19

G2(s) =
0,04107

s2 + 2,674s + 10,97

G3(s) =
0,03707

s2 + 0,01248s + 5,862

Em Ge et al. (2002), o controlador PID clássico é projetado para minimizar o custo LQR e posici-

onar os pólos na intersecção das regiões semi-plano e setor cônico com ângulo interno igual a3
4
π:

D = {s ∈ C : Real(s) < −1, π − |∠(s)| < 3
8
π}. Em Ge et al. (2002), os parâmetros PID são

calculados como sendokp = 516,6, Td = 0,2784 e Ti = 0,6749. Em Toscano (2005), os parâmetros

PID são calculados como sendokp = 698,1, Td = 0,5259 e Ti = 0,6197. No procedimento pro-
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posto, considerando um distúrbio comGd(s, α) = 500G(s, α) e ruído de medição, os três pontos de

operação são tratados como os três vértices do simplexoΩ ⊂ R
2 representados por

A1 =

[
0 −22,19

1 −9,251

]
, Bw,1 =

[
0 23,06 0

0 0 0

]
, Bu,1 =

[
0,04612

0

]
,

A2 =

[
0 −10,97

1 −2,674

]
, Bw,2 =

[
0 20,5350 0

0 0 0

]
, Bu,2 =

[
0,04107

0

]
,

A3 =

[
0 −5,862

1 −0,01248

]
, Bw,3 =

[
0 18,5350 0

0 0 0

]
, Bu,3 =

[
0,03707

0

]
,

Cz1,1 = Cz1,2 = Cz1,3 =

[
0 w1

0 0

]
, Dzu1,1 = Dzu1,2 = Dzu1,3 =

[
0

w2

]
,

Cy,1 = Cy,2 = Cy,3 =

[
0 1

0 0

]
, Dyw,1 = Dyw,2 = Dyw,3 =

[
0 0 1

1 0 0

]
.

O procedimento proposto de sintonia PID é aplicado para minimizar o custo garantidoH∞ e

posicionar os pólos na intersecção do semi-plano Real(s) < −2,5 e do setor cônico centrado na

origem com ângulo interno igual aπ
2
: λi(Ā(α,K)) ∈ D, ∀i, ∀α ∈ Ω, D = {s ∈ C : Real(s) <

−2,5, |∠(s)| < π − π
4
}, ∀i, ∀α ∈ Ω. O método da resposta ao degrau de Ziegler-Nichols resulta

nos parâmetroskp = 2,5209 × 103, Ti = 0,25 e Td = 0,04. Partindo destes valores e considerando

w1 = 1 ew2 = 6× 10−5, o procedimento proposto obtémkp = 2.518,4, Ti = 0,5703 eTd = 0,1706.

A otimização reduz o custo garantidoH∞ de408,37 para1,6706 após 6,33s de processamento. As

resposta transitórias dos controladores PID obtidos com a formulação LMI em Ge et al. (2002), o

método em Toscano (2005) e o procedimento proposto são apresentados na Figura 6.13 para um

degrau unitário emr(t), um degrau unitário negativo emd(t) iniciando emt = 5s e um ruído de

medição aleatório na faixa|η(t)| ≤ 0,01.
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Em Ge et al. (2002), também são considerados três pontos de operação em uma região instável:

G1(s) =
0,036

s2 − 0,405s + 4,996

G2(s) =
0,026

s2 − 2,647s− 0,879

G3(s) =
0,016

s2 − 2,251s− 2,252

Os parâmetros do controlador PID,kp = 804,6, Ti = 1,3249 e Td = 0,3930 são calculados em Ge

et al. (2002). O procedimento geral de projeto proposto, considerando o posicionamento regional de

pólos na regiãoD = {s ∈ C : Real(s) < −2, |∠(s)| < π − 3
8
π}, obtém os seguintes parâmetros:

kp = 2.518,1, Ti = 0,8748 e Td = 0,2762. A otimização inicia a partir de um sistema em malha-

fechada instável para obter ao final o custoH∞ garantido igual a 1,9794 após 16,45s de processa-

mento. As respostas transitórias dos controladores PID obtidos em Ge et al. (2002) e pelo procedi-

mento proposto são apresentadas na Figura 6.13 para as mesmas condições anteriores.
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S
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Figura 6.13: Resposta transitória dey(t) para os três vértices (Ex. 6.9).

O controlador PID obtido pelo procedimento proposto apresenta melhor resposta de rastreamento

e melhor rejeição do distúrbio do que os controladores apresentados em Ge et al. (2002) e Toscano

(2005).
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Figura 6.14: Respostas transitórias dey(t) para os três vértices do politopo para os sistemas instáveis
em malha-aberta (Ex. 6.9).

6.5 Conclusões

Foi demonstrado através de vários exemplos que o procedimento geral de projeto proposto é um

método eficaz para a síntese de controladores robustosH2 / H∞, com posicionamento regional de

pólos, tanto por realimentação de estado como por realimentação estática ou dinâmica da saída, apli-

cado a sistemas lineares invariantes no tempo, com domínio politópico de incerteza, representados

por modelos politópicos ou por dependência afim de parâmetros. O procedimento proposto pode

tratar de síntese de controladores dinâmicos com qualquer dimensão e estrutura especificadas como,

por exemplo, controle descentralizado, controlador de ordem reduzida e controladores PID. A combi-

nação do procedimento de otimização, considerando diretamente os parâmetros do controlador e um

número finito de pontos do domínio infinito de incerteza, com avalidação por meio de formulações de

análise baseadas em LMIs resultam em controladores robustos menos conservadores que os obtidos

baseados puramente em formulações LMIs.

No caso do controle por realimentação de estado, considerando os exemplos analisados, o pro-

cedimento geral de projeto proposto apresenta melhores resultados que as formulações LMI. Uma

segunda vantagem é a possibilidade de fornecer soluções factíveis para problemas em que as formu-

lações baseadas em LMIs não são factíveis.

O desenvolvimento do procedimento de projeto de controladores robustos por realimentação está-

tica ou dinâmica da saída é uma contribuição bastante relevante uma vez que a maioria das formula-
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ções existentes na literatura também consideram problemasde otimização não convexos sem garantia

de convergência para o ótimo global.

O procedimento de projeto proposto também pode ser utilizado para aprimorar resultados de pro-

jetos obtidos com estratégias mais simples, como ocorreu para os casos de projetos de controladores

PID. Para isso pode ser considerado um elipsóide inicial de menor volume no algoritmo elipsoidal

que resulta em convergência muito mais rápida.



Capítulo 7

Projeto de Filtros

7.1 Introdução

O problema de projeto de filtros robustosH2/H∞ para sistemas com incertezas politópicas tem

sido tratado em vários artigos nos últimos anos. A maioria das estratégias de projeto apresentadas é

baseada em problemas de otimização com função objetivo linear e restrições na forma de LMIs. No

caso de sistemas contínuos no tempo, formulações para o projeto de filtroH2 eH∞, baseadas no con-

ceito de estabilidade quadrática, podem ser encontradas emGeromel (1999), Geromel e de Oliveira

(2001) e Jin e Park (2001); uma formulação generalizada de projeto de filtroH2 é apresentada em

Palhares e Peres (2000a); uma formulação de projeto de filtroH∞ com posicionamento regional de

pólos é tratada em Palhares e Peres (1999) e formulações baseadas em funções de Lyapunov depen-

dentes de parâmetros para o projeto de filtrosH2 são desenvolvidas em Tuan et al. (2001) e Barbosa

et al. (2005), sendo que o último considera um parâmetro escalar adicional que deve ser pesquisado

para resultar em um menor conservadorismo da formulação. Nocaso de sistemas discretos no tempo,

formulações baseadas em estabilidade quadrática para o problema de projeto de filtroH2 eH∞ são

apresentadas em Geromel et al. (1998); uma formulação baseada em estabilidade quadrática para o

problema de projeto de filtroH2/H∞ misto pode ser obtida em Palhares e Peres (2001); uma formu-

lação de projeto de filtroH∞ com posicionamento regional de pólos pode ser encontrada emPalhares

e Peres (2000b); formulações baseadas em funções de Lyapunov dependentes de parâmetros para o

projeto de filtrosH2 podem ser vistas em Shaked et al. (2001) e Geromel et al. (2002) e formulações

baseadas em funções de Lyapunov dependentes de parâmetros para o projeto de filtrosH2 eH∞,

com parâmetros livres adicionais (que precisam ser pesquisados para reduzir o conservadorismo), são

apresentadas em Xie et al. (2004). Projetos de filtroH2 com confiabilidade contra falhas de sensores,

para sistemas contínuos ou discretos no tempo, podem ser vistos em Liu et al. (2003).

Mesmo considerando a facilidade de solução dos problemas deprojeto com formulações baseadas

143
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em LMIs, é interessante desenvolver métodos alternativos que possibilitam: (i) verificar o grau de

conservadorismo das formulações de projeto baseadas em LMI; (ii) tratar de situações para as quais

os problemas de otimização com restrições tipo LMI não são factíveis e (iii) evitar situações em que

os resultados obtidos pelos projetos baseados em LMI não apresentam desempenho satisfatório.

Este capítulo trata da aplicação do procedimento geral de projeto apresentado no Capítulo 5 ao

projeto de filtros robustosH2/H∞ com posicionamento regional dos pólos do filtro. Uma das van-

tagens do procedimento proposto é a possibilidade de definira estrutura desejada e a ordem para o

filtro a ser projetado.

Várias conseqüências do procedimento proposto são exploradas nos exemplos apresentados na

Seção 7.3, que revelam a flexibilidade e o desempenho superior quando comparado com métodos

existentes.

Parte dos resultados de projetos de filtros com o procedimento de projeto geral proposto, apresen-

tados a seguir, também podem ser encontrados em Gonçalves, Palhares e Takahashi (2006a).

7.2 Formulação do Problema

Considere o sistema linear invariante no tempo descrito por

δ[x(τ)] = Ax(τ) + Bv(τ) + Ew(τ)

y(τ) = Cx(τ) + Dv(τ) + Fw(τ)

z(τ) = Lx(τ)

(7.1)

sendox(τ) ∈ R
n o vetor de estado, comx(0) = 0, y(τ) ∈ R

m o vetor de saídas medidas,z(τ) ∈ R
p

o vetor do sinal de saída a ser estimado,v(τ) ∈ R
l um vetor de entradas tipo ruído branco gaussiano

com média zero e covariância e densidade espectral de potência conhecidos ew(τ) ∈ R
q um vetor

de distúrbios não nulo com energia limitada, ou seja,w ∈ L2[0,∞) para sinais contínuos ouw ∈
l2[0,∞) para sinais discretos. O operadorδ[·] representa o operador derivada para sistemas contínuos

no tempo ou o operador deslocamento no tempo para sistemas discretos eτ pode representar o tempo

contínuot ou discretokT , sendoT o período de amostragem ek ∈ N.

As matrizes do sistema em (7.1) podem ser agrupadas na matriz

S ,




A B E

C D F

L 0 0


 (7.2)

Considere que a matrizS não é precisamente conhecida, mas pertence a um conjunto poliédrico
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convexo fechado, ou politopo:S ∈ P. Como no caso de projeto de controladores, para modelos

politópicos, o conjuntoP é um politopo no espaço de matrizes definido pelo conjunto de todas as

matrizes obtidas pela combinação convexa de seusN vértices:

P ,
{

S(θ) : S(θ) =
N∑

i=1

θiSi, θ ∈ ΩM

}
(7.3)

sendo

Si ,




Ai Bi Ei

Ci Di Fi

Li 0 0


 , i = 1, . . . , N (7.4)

os vértices do politopo e

ΩM ,

{
θ ∈ R

N : θi ≥ 0 , i = 1, . . . , N,
N∑

i=1

θi = 1

}
(7.5)

No caso de sistemas dependentes de parâmetros, a matrizS é dependente afim do vetor de parâ-

metros incertosp = [p1, p2, . . . pd]
T ∈ R

d:

P , {S(p) : S(p) = S0 + p1S1 + . . . + pdSd, p ∈ Ωp} (7.6)

Se os parâmetros incertos variam entre valores limites, i.e. pi ∈ [p
i
, pi], sendop

i
e pi os valores

mínimo e máximo doi-ésimo parâmetro incerto, o vetorp pertence a um hiper-retângulo no espaço

d-dimensional:

Ωp ,
{

p ∈ R
d : p

i
≤ pi ≤ pi, i = 1, . . . , d

}
(7.7)

O domínioΩp também pode ser um politopo de formato qualquer se existiremrestrições adici-

onais sobre os parâmetros. A partir deste ponto,α será utilizado para representarθ ou p e Ω para

representarΩM ouΩp.

O problema de filtragem consiste em gerar as estimativasẑ(τ) do sinalz(τ) baseadas no vetor

y(τ) de saídas medidas, conforme apresentado na Figura 7.1. Pararealizar esta tarefa é necessário

projetar um filtroF com a seguinte descrição:

δ[x̂(τ)] = Af x̂(τ) + Bfy(τ), x̂(0) = 0

ẑ(τ) = Cf x̂(τ) + Dfy(τ)
(7.8)
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Figura 7.1: Diagrama de blocos do problema de filtragem.

O sistema ampliadoE composto pelo modelo do sistemaS e do filtroF pode ser descrito como:

δ[x(τ)] = Ax(τ) + Bv(τ) + Ew(τ)

e(τ) = Cx(τ) + Dv(τ) + Fw(τ)
(7.9)

sendox(τ) , [xT (τ) x̂T (τ)]T , e(τ) , z(τ)− ẑ(τ) e

A =

[
A 0

BfC Af

]
, B =

[
B

BfD

]
, E =

[
E

BfF

]
,

C =
[

L−DfC −Cf

]
, D = [−DfD] , F = [−DfF ] ,

(7.10)

com a imposição deD = −DfD = 0 no caso de ser considerado desempenhoH2 em sistemas

contínuos no tempo.

As funções de transferência para os dois canais do sistema ampliadoE , para um dado modelo,

especificado porα, e um dado filtroF , são dadas por:

Tev(α,F) = T2(α,F) , D + C[λI − A]−1B (7.11)

Tew(α,F) = T∞(α,F) , F + C[λI − A]−1E (7.12)

sendo queλ representas ou z no caso de sistemas a tempo contínuo ou discreto, respectivamente

(novamente, o significado da variávelz fica claro com o contexto).

O problema de projeto de filtro robustoH2/H∞ consiste em obter a estimativaẑ(t) do sinalz(t)

tal que o seguinte vetor de objetivos seja minimizado:

J(F) =




max
α∈Ω
||Tev(α,F)||2

max
α∈Ω
||Tew(α,F)||∞


 (7.13)
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Neste caso, o conjuntoΓ, definido na Seção 5.3, é o conjunto dos filtros que satisfazemas restrições

de posicionamento de pólos:

Γ , {F : λ(Af ) ⊂ D} (7.14)

sendoD a região no plano complexo desejada para a localização dos pólos do filtro.

7.3 Exemplos Ilustrativos

Os resultados obtidos com o procedimento proposto nos exemplos ilustrativos apresentados a se-

guir adotam como critério de parada no algoritmo de otimização cone-elipsoidalǫ = 0,001 eNε = 10,

a precisão nos cálculos dos custosε-garantido deε = 0,001 e como critério de parada do procedi-

mento de projetoεδ = 0,1. Nestes exemplos, os custosH2 são representados pelo custoε-garantido

ao quadrado,δ2
c , conforme outros trabalhos publicados nesta área.

Exemplo 7.1 Considere o seguinte sistema incerto a tempo contínuo analisado em Geromel (1999),

Tuan et al. (2001), e Barbosa et al. (2005):

ẋ(t) =

[
0 −1 + 0,3σ

1 −0,5

]
x(t) +

[
−2 0

1 0

]
v(t)

y(t) =
[
−100 + 10β 100

]
x(t) + [0 1] v(t)

z(t) =
[

1 0
]
x(t)

cujo domínio de incerteza é especificado como:Ω = {α = [σ β]T ∈ R
2 : |σ| ≤ 1, |β| ≤ 1}. Deseja-

se projetar filtros estritamente próprios de ordem completae reduzida que minimizem‖Tev(α,F)‖2,
∀α ∈ Ω.

Em Geromel (1999) é apresentada uma formulação de projeto defiltro robustoH2 de ordem

completa para sistemas contínuos no tempo baseada em LMIs com função de Lyapunov fixa e em

Tuan et al. (2001) e Barbosa et al. (2005) são apresentadas estratégias de projeto de filtro robustoH2

com funções de Lyapunov dependentes de parâmetros. Em Tuan et al. (2001) é também apresentada

uma formulação para projeto de filtros de ordem reduzida.

Neste exemplo, a relação entre os elementos do vetor de otimização e as matrizes do filtro de 2a

ordem é definida como

Af =

[
x1 x2

x3 x4

]
, Bf =

[
x5

x6

]
, Cf =

[
x7 x8

]
, Df = 0
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Neste exemplo são adotadas, no procedimento proposto, as condições iniciais equivalentes a

Af = −Ik, sendok a ordem do filtro,Bf eCf com todos elementos iguais a 1, eQ0 = 100Ik2+2k. As

funções de transferência dos filtros de 2a ordem calculados com o método apresentado em Geromel

(1999),FG(s), com o método apresentado em Tuan et al. (2001),FT (s), com o método apresentado

em Barbosa et al. (2005),FB(s), e com o método proposto,Fp(s), são

FG(s) =
−0,010742(s + 1,453)

(s + 1,937)(s + 0,7119)

FT (s) =
−0,053057(s + 1,146)

(s + 11,29)(s + 0,1689)

FB(s) =
−0,094768(s + 1,464)

(s + 21,91)(s + 0,1682)

Fp(s) =
−0,35284(s + 1,49)

(s + 82,17)(s + 0,1648)

Para o cômputo do filtro de 2a ordem pelo procedimento proposto foi necessário 43,781s detempo

de processamento.

As funções de transferência dos filtros de 1a ordem calculadas com o método proposto,Fpr(s),

após 7,031s de tempo computacional, e com o método apresentado em Tuan et al. (2001),FTr(s),

são

Fpr(s) =
−0,0089029

s + 0,5362
, FTr(s) =

−0,0091873

s + 0,7297

Na formulação apresentada em Barbosa et al. (2005) é necessário a busca de um parâmetro escalar

ε que resulta no melhor desempenho. Neste exemplo, foi utilizado o método da seção áurea com

0,01 ≤ ε ≤ 30 e critério de parada quando a seção de busca for menor que0,01. O filtro FB(s)

é obtido paraε = 0,8794 após47,2810s de tempo de processamento, superior ao requerido pelo

procedimento de projeto proposto.

A Tabela 7.1 compara os custosH2, δ2
c obtidos com os quatro métodos e|σ| ≤ σL, σL ∈ {1; 3,3}.

O método apresentado em Geromel (1999) obtém solução factível apenas paraσL < 1,6132, o método

apresentado em Tuan et al. (2001) obtém solução factível paraσL < 3,05, e paraσL = 10/3, o sistema

é instável (Barbosa et al., 2005). Os resultados de minimização da função objetivo na síntese são

também apresentados para Geromel (1999), Tuan et al. (2001)e Barbosa et al. (2005), e representam

o custo garantidoH2 obtido.

As funções de transferência dos filtros de 1a e 2a ordem, paraσL = 3,3, calculadas com o método

proposto, são dadas por

Fpr(s) =
0,22975

s + 28,26



7.3 Exemplos Ilustrativos 149

Tabela 7.1: CustoH2, δ2
c (Ex. 7.1).

Método Filtro σL δ2
c (síntese) δ2

c (análise)

Geromel (1999) 2a 1 5,278 3,013

Tuan et al. (2001) 2a 1 2,381 2,245

Barbosa et al. (2005) 2a 1 2,188 2.141

Proposto 2a 1 2,120 2,120

Tuan et al. (2001) 1a 1 3,001 2,910

Proposto 1a 1 2,799 2,799

Geromel (1999) 2a 3,3 não factível

Tuan et al. (2001) 2a 3,3 não factível

Barbosa et al. (2005) 2a 3,3 31.876 28.826

Proposto 2a 3,3 26,725 26,725

Proposto 1a 3,3 29,413 29,413

Fp(s) =
0, 30175(s + 0,4291)

(s + 49,7)(s + 0,2656)

Neste caso o tempo de processamento, de 311,813s, foi bem superior ao caso em queσL = 1.

O tempo de otimização é praticamente o mesmo, o aumento é devido ao tempo necessário para a

validação do custoH2. ParaσL = 1, o próprio custo garantido já possui a precisão requerida, ao

passo que, paraσL = 3,3, são necessárias 144 iterações do algoritmo branch-and-bound para o

cálculo do custoH2.

Exemplo 7.2 Considere o sistema linear invariante no tempo, a tempo contínuo, com dois parâmetros

incertos, adaptado de de Oliveira et al. (2004a):

ẋ(t) =




−2,02 0,16 + σ −0,60 + β

−0,45− 2σ −1,85 + β 0,59− 3σ

−0,19− 3β 0,97 + 4σ −0,57


x(t) +




1

0

0


 v(t)

y(t) =
[

0 0 1
]
x(t)

z(t) =

[
1 0 0

0 1 0

]
x(t)

sendo o domínio de incerteza dado por:Ω = {α = [β σ]T ∈ R
2 : |β| ≤ 1, |σ| ≤ 1}. O

objetivo de projeto é calcular um filtro estritamente próprio que minimiza‖Tev(α,F)‖2, ∀α ∈ Ω.
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Neste caso, as formulações apresentadas em Geromel (1999) eem Tuan et al. (2001) falham em obter

soluções factíveis. Com a formulação apresentada em Barbosa et al. (2005), é necessário realizar uma

pesquisa unidimensional para obter o melhor valor do parâmetro escalarε. O problema de otimização

é factível apenas para0 < ε < 0,1. O melhor desempenho é obtido comε = 0,0212 que resulta no

limite superior de custo na síntese de8,3692 e no valor de custoε-garantidoH2 deδ2
c = 1,2218. As

funções de transferência do filtro são obtidas como sendo:

FB1(s) =
35477,9909(s− 4,322)(s + 1,329)

(s + 2,68× 105)(s2 + 6,699s + 20,64)

FB2(s) =
−19551,3248(s + 19,54)(s− 1,621)

(s + 2,68× 105)(s2 + 6,699s + 20,64)

Com o procedimento de projeto proposto, considerando a versão dual da formulação LMI para

cálculo do custo garantidoH2, e adotando condições iniciaisx0 com valores aleatórios com distri-

buição normal (média zero e variância unitária) eQ(0) = 100I18, após 1.431,8s ou 23 minutos e 52

segundos de processamento, são obtidas as seguintes funções de transferência para o filtro:

Fp1(s) =
−199,8773(s + 2,321)(s + 0,459)

(s + 1,265)(s2 + 26,64s + 1166)

Fp2(s) =
100,6101(s2 − 0,3812s + 9,53)

(s + 1,265)(s2 + 26,64s + 1166)

Este projeto garante o custoδ2
c = 0,5168, que é cerca de 57,6% menor que o obtido com a formulação

apresentada em Barbosa et al. (2005).

Neste caso, como o pior caso da normaH2 ocorre no interior do politopo, são necessárias quatro

iterações do procedimento, com a adição de três pontos de pior caso no conjunto finito considerado

na etapa de síntese, inicializado como o conjunto dos vértices do politopoΩ e finalizado como sendo

Ω̃ = {[−1 −1]T , [1 −1]T , [1 1]T , [−1 1]T , [0,3750 −0,0156]T , [1 −0,2188]T , [0,3281 0,0469]T}.
A Figura 7.2 apresenta as superfícies da normaH2 ao quadrado nas primeira, segunda e quarta

iterações do procedimento de projeto. Através desta figura épossível verificar o funcionamento do

procedimento de projeto que, a cada iteração, busca reduziro pico da superfície nas coordenadas

correspondentes aos vértices e aos pontos de pior caso obtidos nas iterações anteriores. O efeito é

o de “suavizar” a superfície de forma gradativa. A Figura 7.3mostra a evolução do custoH2 ao

quadrado com o número de iterações, na qual é verificada a convergência do procedimento proposto.
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Figura 7.2: Evolução da superfície da normaH2 ao quadrado (Ex. 7.2).
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Figura 7.3: Evolução do custoH2 (Ex. 7.2).

A Figura 7.4(a) apresenta a partição do espaço de incerteza ea localização dos três pontos adici-

onais no cálculo do custoH2 na última iteração.
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Figura 7.4: Partição do domínio de incerteza e localização das coordenadas de pior caso de norma
H2 (Ex. 7.2).

Observe que tanto o filtro obtido com a formulação apresentada em Barbosa et al. (2005) como

os filtros obtidos com o procedimento de projeto apresentam funções de transferência de fase não-

mínima. Através do procedimento proposto é fácil impor que as funções de transferência sejam de

fase mínima por intermédio da introdução de restrições adicionais sobre os zeros no problema de
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otimização auxiliar. As funções de transferência de fase mínima são obtidas como:

F1(s) =
−158,3148(s + 2,236)(s + 0,4624)

(s + 1,265)(s2 + 25,98s + 941,1)

F2(s) =
75,1569(s2 + 0,01986s + 10,29)

(s + 1,265)(s2 + 25,98s + 941,1)

correspondendo aδ2
c = 0,5195, valor similar ao obtido sem a restrição sobre os zeros do filtro.

Exemplo 7.3 Considere o sistema incerto a tempo discreto, analisado em Xie et al. (2004), descrito

pelas seguintes matrizes:

A =




0,6 + 0,05a 0,1 0,2 + 0,05b −0,3 −0,2 + 0,05c 0

0,05a 0,4 −0,3 + 0,05b 0,2 0,1 + 0,05c 0,1

0,3 + 0,05a −0,2 0,1 + 0,05b −0,1 0,05c −0,2

−0,1 + 0,05a 0,3 0,1 + 0,05b −0,3 0,1 + 0,05c 0,05

0,1 + 0,05a 0,2 −0,1 + 0,05b 0,1 0,3 + 0,05c 0,1

0,3 + 0,05a 0,1 −0,2 + 0,05b 0,3 0,2 + 0,05c −0,3




B =
[

1 0 0 0 1 0
]T

, C =
[

1 0 1 0 0 0
]
,

D = 0,5, L =
[

1 0 0 0 0 1
]
,

cujo domínio de incerteza é um hiper-retângulo com 8 vértices: Ω = {α = [a b c]T ∈ R
3 : |a| ≤ 5,

|b| ≤ 3, |c| ≤ 2}. O objetivo de projeto é obter filtros estritamente própriosde ordem completa e

reduzida que minimizem o pior caso da norma‖Tev(α,F)‖2, ∀α ∈ Ω. Como condições iniciais do

algoritmo de otimização,x0 é formado por números aleatórios com distribuição normal (média zero e

variância unitária) eQ0 = 10Ik(k+2), para o projeto do filtro de ordemk. Neste exemplo, para reduzir

o custo computacional, é considerado o cálculo dos custos com ε = 0,01.

A Tabela 7.3 apresenta os custosε-garantidosH2 ao quadrado,δ2
c , calculados com precisão rela-

tiva de 1%, dos filtros obtidos com as formulações apresentadas em Shaked et al. (2001), em Geromel

et al. (2002) e em Xie et al. (2004), todas com funções de Lyapunov dependentes de parâmetros, sendo

que a última considera a busca de dois parâmetros escalares para redução de conservadorismo, e dos

filtros de ordem completa e reduzidos calculados com o procedimento de projeto proposto. Observe

que o procedimento de análise apresentado no Capítulo 4 proporciona uma comparação muito mais

justa do que a realizada em Xie et al. (2004) para este mesmo exemplo.
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Tabela 7.2: CustosH2, δ2
c (Ex. 7.3).

Método Ordem do Filtro CustoH2, δ2
c

Shaked et al. (2001) 6a 2,06

Geromel et al. (2002) 6a 1,80

Xie et al. (2004) 6a 1,31

Proposto 6a 0,94

Proposto 5a 0,94

Proposto 4a 0,94

Proposto 3a 0,94

Proposto 2a 1,01

Proposto 1a 1,04

Os filtros calculados com o procedimento de projeto propostode ordemk ≥ 3 resultam no mesmo

custoH2, sendo 54%, 48% e 28% menor do que os custos obtidos pelas formulações apresentadas

em Shaked et al. (2001), em Geromel et al. (2002) e em Xie et al.(2004), respectivamente. A título de

ilustração, as funções de transferência dos filtros de ordemcompleta e de terceira ordem calculadas

pelo procedimento de projeto proposto são dadas por:

F6(z) =
1,0263(z − 0,7741)(z + 0,7283)(z − 0,2053)(z2 + 0,4884z + 0,1063)

(z − 0,8423)(z + 0,6364)(z2 − 0,1047z + 0,0215)(z2 + 0,6921z + 0,2428)

F3(z) =
1,0227(z − 0,8156)(z + 0,5411)

(z − 0,8677)(z2 + 0,7243z + 0,2075)

A Figura 7.5 apresenta a partição final do domínio de incerteza no cálculo do custoH2 para o filtro

de1a ordem após 13 iterações do procedimento de análise de desempenho apresentado no Capítulo 4.

Como exemplo de posicionamento regional de pólos, considereo projeto do filtro de terceira

ordem com a restrição adicional de que os pólos do filtro estejam localizados no semi-plano direito

dentro do disco de raio 0,8 e centrado na origem:D = {z ∈ C : Real(z) > 0, |z| < 0,8}. A função

de transferência do filtro calculada neste caso é dada por:

F(z) =
1,0472(z − 0,6881)(z − 0,253)

(z − 0,7962)(z2 − 0,007812z + 0,0908)

que resulta emδ2
c = 0,94, igual ao obtido sem a restrição de posicionamento regionalde pólos.
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Figura 7.5: Partição final do domínio de incerteza no cálculodo custoH2 (Ex. 7.3).

Exemplo 7.4 Considere o seguinte sistema incerto discreto no tempo tratado em Palhares e Peres

(2001):

x(k + 1) =

[
0 −0,8

1,2− σ −0,5

]
x(k) +

[
0

1

]
v(k) +

[
−0,45

0,35

]
w(k)

y(k) =
[

0,35 + β −0,65
]
x(k) + 1,3v(k) + 0,4w(k)

z(k) =
[

0,2 0
]
x(k)

sendo o domínio de incerteza dado por:Ω = {α = [σ β]T ∈ R
2 : 0 ≤ σ ≤ 0,5 , 0 ≤ β ≤ 1}.

O objetivo de projeto é obter um filtro estritamente próprio de ordem completa que minimiza o

pior caso da norma‖Tev(α,F)‖2 e que garanta que o pior caso da norma‖Tew(α,F)‖∞ seja menor

queγ = 2, ∀α ∈ Ω.

A Tabela 7.3 apresenta os resultados de projeto para a formulação LMI baseada em estabilidade

quadrática, como apresentado em Palhares e Peres (2001), e para o procedimento proposto. Os resul-

tados do procedimento proposto foram obtidos com as condições iniciais equivalentes aAf = 0,9I2,

Bf e Cf com todos os elementos iguais a 1 eQ0 = 100I8. Neste caso, o procedimento proposto

obtém um resultado 24% menor do que a formulação LMI.
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Tabela 7.3: CustosH2, δ2
c (Ex. 7.4).

Método Palhares e Peres (2001)Proposto

CustoH2, δ2
c 0,0871 0,0666

CustoH∞, γc 1,5157 1,4169

As matrizes do filtro calculadas com o procedimento propostoparaγ = 2 são

Af =

[
0,3080 0,5976

−0,9214 −0,2979

]
, Bf =

[
0,2548

0,1170

]

Cf =
[
−0,1196 0,3225

]

Para este exemplo, o procedimento proposto obtém soluções factíveis paraγ ≥ 1,39 enquanto a

formulação LMI é factível apenas paraγ ≥ 1,90.

7.4 Conclusões

Neste capítulo, o procedimento geral de projeto proposto foi utilizado para síntese de filtros ro-

bustosH2/H∞, com posicionamento regional de pólos, para sistemas lineares invariantes no tempo,

a tempo contínuo ou discreto, com domínios politópicos de incerteza. A síntese por intermédio de

otimização realizada diretamente no espaço dos parâmetrosdo filtro, reduz o conservadorismo que

aparece nas formulações baseadas em LMIs. Além disso, o procedimento proposto permite incluir

restrições adicionais sobre a estrutura do filtro. Um exemplo interessante desta flexibilidade de pro-

jeto é considerar restrições sobre os zeros das funções de transferência do filtro de modo a garantir

filtros de fase mínima. Tais restrições são difíceis de seremtratadas por formulações LMI.

Considerando os exemplos analisados, o procedimento de projeto obtém resultados melhores ou

iguais aos dos procedimentos baseados em LMIs além de ter a capacidade de obter soluções para

problemas em que as formulações LMI não são factíveis.



Capítulo 8

Redução de Modelos

8.1 Introdução

Aproximação de sistemas complexos de alta ordem por modelosde baixa ordem mais simples é

um dos problemas fundamentais da teoria de sistemas lineares merecendo ainda a atenção de vários

pesquisadores. SejaG(λ) um sistema linear invariante no tempo estável de ordemn, comλ repre-

sentandos ou z em caso de sistemas a tempo contínuo ou discreto, respectivamente. Nesta tese, o

problema de redução de modelos é obter uma aproximaçãoGr(λ) de ordemr, comr < n, de modo

que uma normap do erro de redução,‖E(λ)‖p, comE(λ) , G(λ) − Gr(λ), seja minimizada. O

termo ordem é empregado como sendo a dimensão do vetor de estado da realização mínima (reali-

zação controlável e observável) deG(λ), também conhecido como grau de McMillan. A escolha da

norma depende da aplicação, podendo ser consideradas, por exemplo, as normasH∞ e/ouH2.

No caso de sistemas precisamente conhecidos, os métodos mais conhecidos de redução de mode-

los são os métodos de redução balanceada (Moore, 1981) e de redução pela aproximação da norma

de Hankel ótima (Glover, 1984), ambas aplicadas sobre modelos balanceados. Outra possibilidade de

redução de modelos é a minimização da norma do erro de reduçãoconsiderando problemas de otimi-

zação baseados em desigualdades matriciais lineares (LMIs) estendendo resultados já conhecidos na

área de síntese de controladores (Helmersson, 1994). O problema de redução de modelos é similar

ao problema de síntese de controladores dinâmicos de ordem reduzida que resulta em formulações

não convexas em termos de desigualdades matriciais bilineares (BMIs). Em Grigoriadis (1995) é

apresentado um algoritmo iterativo para a minimização da normaH∞ do erro de redução de sistemas

lineares a tempo contínuo e discreto. Em Geromel et al. (2004) o problema de redução de modeloH∞

eH2 de sistemas discretos no tempo em termos de BMIs é transformado em um problema sub-ótimo,

baseado em LMIs, através da fixação de parte das variáveis evitando com isso a necessidade de um

procedimento iterativo. De forma semelhante, em Ebihara e Hagiwara (2004b) é apresentada uma

157
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formulação convexa baseada em LMIs para o problema de redução H∞ de sistemas contínuos no

tempo, no qual uma matriz é fixada para tornar o problema convexo, obtendo resultados relacionados

com os obtidos pelo método de aproximação da norma de Hankel ótima. O mesmo problema é resol-

vido por estratégia semelhante em Geromel et al. (2005). Em Kanno (2005) o problema de redução

de modelos, com critérioH2, para sistemas a tempo contínuo e discreto, é resolvido pelométodo de

projeções alternadas, apresentando uma discussão interessante sobre a escolha da condição inicial no

algoritmo de otimização. Mais informações sobre redução demodelos conhecidos, baseada em for-

mulações balanceadas, podem ser encontradas em Gugercin e Antoulas (2000), Gugercin e Antoulas

(2004) e em suas referências.

No caso de sistemas incertos, alguns trabalhos recentes apresentam formulações para obtenção

de modelos reduzidos fixos. Uma das estratégias utilizadas éa generalização do método de redução

balanceada para tratar de sistemas incertos como, por exemplo, em Beck et al. (1996) que apresenta

um método baseado na solução de um par de LMIs acopladas (problema não convexo) para lidar com

modelos por transformação fracional linear (LFT). Em Assunção e Peres (1999) também é apresen-

tado um método para obter um modelo reduzido fixo em que o problema de otimização é novamente

formulado em termos de restrições LMIs acopladas, exigindoum algoritmo iterativo, que pode ser

aplicado a sistemas discretos no tempo com incertezas politópicas. Em Trofino e Coutinho (2004)

é tratado o problema de redução de modelos com critérios de otimalidadeH2 eH∞, considerando

sistemas contínuos lineares invariantes no tempo, com modelo politópico, sendo apresentadas for-

mulações baseadas em LMIs nas quais o modelo aproximado de ordem completa é formatado de tal

modo que possa ser isolado o modelo reduzido com a ordem desejada, para isso sendo necessária a

escolha de uma matriz não singular arbitrária. Em Halevi e Shaked (2004) é considerada uma abor-

dagem similar para o critérioH2, porém incluindo dois parâmetros escalares de sintonia quedevem

ser pesquisados para gerar o resultado menos conservador. Outro problema importante é a obtenção

de modelos reduzidos que reproduzem o modelo de incerteza. Em Halevi et al. (1997) é considerado

o problema de obter modelos reduzidos dependentes de parâmetros, porém, ao invés de dependência

afim de parâmetros é considerada uma dependência não linear dos parâmetros. Em Dolgin e Zeheb

(2004) é apresentado um método de aproximação por modelos incertos porém limitado a sistemas

incertos discretos no tempo monovariáveis (SISO) nos quaisa incerteza aparece sobre os coeficientes

do modelo por resposta ao impulso finita (FIR). Em Wu (1996) é apresentado um procedimento para

cálculo de modelos reduzidos politópicos de sistemas politópicos lineares a tempo contínuo, conside-

rando como critério de otimalidade o custo garantidoH∞ do erro de redução, baseado no método de

projeções alternadas. Em Wu e Jaramillo (2002) é abordado o mesmo problema só que considerando

um procedimento baseado no algoritmo de complementaridadedo cone.

Neste capítulo, o procedimento geral de projeto será aplicado ao problema de redução de modelos



8.2 Redução de Modelos Balanceada 159

com aproximação por modelos reduzidos fixos, politópicos oucom dependência afim de parâmetros.

8.2 Redução de Modelos Balanceada

As formas mais clássicas de redução de modelos são baseadas em modelos balanceados. Consi-

dere o sistema linear invariante no tempo, estável, de grau de McMillan n, representado por

G(λ) ,

[
A B

C D

]
⇔ δ[x(t)] = Ax(t) + Bw(t)

y(t) = Cx(t) + Dw(t)
(8.1)

sendoA ∈ R
n×n, B ∈ R

n×p, C ∈ R
q×n, D ∈ R

q×p, λ representandos ou z e δ[·] denotando

o operador derivada,δ[x(t)] = dx(t)/dt, ou o operador deslocamento,δ[x(t)] = x(t + 1), para

sistemas a tempo contínuo ou discreto, respectivamente.

Os gramianos de controlabilidade e observabilidade,P = P T ≻ 0 e Q = QT ≻ 0, respectiva-

mente, podem ser calculados como sendo as soluções das seguintes equações de Lyapunov:

AP + PAT + BBT = 0 (8.2)

AT Q + QA + CT C = 0 (8.3)

no caso de sistemas a tempo contínuo e

APAT − P + BBT = 0 (8.4)

AT QA−Q + CT C = 0 (8.5)

no caso de sistemas a tempo discreto.

SeG(λ) é controlável e observável, uma realização balanceada deG(λ) é uma realização em que

os gramianos de controlabilidade e observabilidade são iguais a uma matriz diagonal:

P = Q = Σ ,




σ1Im1
0 . . . 0

0 σ2Im2

. ..
...

...
. .. . .. 0

0 . . . 0 σkImk




(8.6)

sendoσ1 > σ2 > . . . > σk > 0 os valores singulares de Hankel deG(λ) com multiplicidadesmi

tais que
∑k

i=1 mi = n. Os valores singulares de Hankel são definidos comoσi ,
√

λi(PQ), i =

1, . . . , k, não sendo alterados por uma transformação de similaridade. Estes valores informam o peso
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da influência de cada variável de estado da realização balanceada sobre a relação entrada-saída de

G(λ). Deste modo, uma forma de redução de modelo é descartar as variáveis de estado associadas

aos menores valores singulares de Hankel (Moore, 1981).

Considere a seguinte partição da realização balanceada deG(λ), x = [xT
1 xT

2 ]T , tal que:

G(λ) =




A11 A12 B1

A21 A22 B2

C1 C2 D


 (8.7)

e a respectiva partição do gramiano:Σ = diag(Σ1, Σ2), com Σ1 , diag(σ1Im1
, . . . , σsIms

) e

Σ2 , diag(σs+1Ims+1
, . . . , σkImk

), sendoσs ≪ σs+1. A eliminação das variáveis de estadosx2(t),

menos significativas na relação entrada-saída de G(s), podeser feita por dois modos diferentes: trun-

camento ou residualização (Skogestad e Postlethwaite, 1996). No truncamento, o modelo reduzido de

ordemr =
∑s

i=1 mi, Gr(λ), é obtido eliminando diretamente as variáveisx2 do modelo balanceado

particionado dado por (8.7):

Gr(λ) ,

[
Ar Br

Cr Dr

]
=

[
A11 B1

C1 D

]
(8.8)

comAr ∈ R
r×r, Br ∈ R

r×p, Cr ∈ R
q×r, Dr ∈ R

q×p.

Na residualização, considera-se nula a variação dex2(t), ou sejaδ[x2(t)] = 0, e a equação resul-

tante é resolvida parax1(t) de modo a obter as matrizes do modelo reduzido assumindo queA22 é

não singular:

Ar , A11 − A12A
−1
22 A21 (8.9)

Br , B1 − A12A
−1
22 B2 (8.10)

Cr , C1 − C2A
−1
22 A21 (8.11)

Dr , D − C2A
−1
22 B2 (8.12)

Em ambos os casos de redução balanceada pode ser provado que

‖G(λ)−Gr(λ)‖∞ ≤ 2(σr+1 + σr+2 + . . . + σk) (8.13)

As diferença entre as duas formas de redução balanceada é queo truncamento garante o mesmo

ganho em altas-freqüências,G(∞) = Gr(∞) = D, ao passo que a residualização garante o mesmo

ganho em regime estacionário,G(0) = D − CA−1B = Gr(0) = Dr − CrA
−1
r Br.
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8.3 Redução de Modelos Incertos

Neste trabalho, o objetivo é apresentar uma estratégia de redução de modelos incertos em que as

matrizes do sistema dado por (8.1) não são precisamente conhecidas. No caso de modelos politópicos,

as matrizes do sistema pertencem a um domínio convexo fechado, ou politopo, que é obtido pela

combinação convexa de seus vértices:

G(λ, θ) =
N∑

i=1

θiGi (8.14)

sendo

Gi ,

[
Ai Bi

Ci Di

]
(8.15)

o conjunto deN vértices conhecidos eθ = [θ1 . . . θN ]T ∈ ΩM o vetor de coordenadas do politopo,

sendoΩM definido como

ΩM ,

{
θ : θi > 0, i = 1, . . . , N,

N∑

i=1

θi = 1

}
(8.16)

No caso de modelos com dependência afim de um vetor de parâmetros incertosp = [p1 . . . pd]
T ,

sendo quepi varia entre valores mínimo,p
i
, e máximo,pi, conhecidos, as matrizes do sistema podem

ser calculadas como

G(λ, p) = G0 +
d∑

i=1

piGi (8.17)

sendoGi, i = 0, . . . , d, como em (8.15), as matrizes que definem a dependência afim dosparâmetros

incertos.

Neste caso,p ∈ Ωp, sendoΩp um politopo na forma de um hiper-retângulo, definido pela combi-

nação dos valores extremos dos parâmetros incertos, ou um politopo de formato qualquer se existirem

restrições lineares adicionais sobre os parâmetros incertos.

O modelo reduzido pode ser um modelo fixo ou um modelo incerto que reproduz a estrutura do

modelo incerto original. No caso de modelos politópicos, o modelo reduzido incerto é dado por

Gr(λ, θ) ,
N∑

i=1

θi

[
Ari

Bri

Cri
Dri

]
(8.18)

sendo(Ari
, Bri

, Cri
, Dri

), i = 1, . . . , N , os vértices do politopo a ser determinado pelo procedi-

mento de projeto eθ ∈ ΩM .
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No caso de modelos com dependência afim de parâmetros, o modelo reduzido incerto é dado por

Gr(λ, p) ,

[
Ar0

Br0

Cr0
Dr0

]
+

d∑

i=1

pi

[
Ari

Bri

Cri
Dri

]
(8.19)

sendo(Ari
, Bri

, Cri
, Dri

), i = 0, . . . , d, as matrizes que caracterizam a dependência afim dos

parâmetros incertos a serem determinadas pelo procedimento de projeto.

8.4 Procedimento de Projeto

Nesta seção é descrito como o procedimento geral de projeto pode ser aplicado ao problema de

redução de modelo. Considere queα representaθ ou p e Ω representaΩM ou Ωp. DefinaΩ̃ como

o conjunto finito de pontos do domínio de incerteza politópico inicializado como o conjunto dos

vértices deΩ:

Ω̃ , Vert(Ω) (8.20)

SejaE(λ) , G(λ)−Gr(λ) o erro de redução de modelo dado por:

E(λ) =




A 0 B

0 Ar Br

C −Cr D −Dr


 (8.21)

A partir deste ponto, os argumentosλ e/ouα poderão ser omitidos por conveniência. Considere

os pontos de “pior caso” no conjunto finito de pontosΩ̃, dado um modelo reduzidoGr:

γ̃p.c. = max
α∈Ω̃
‖E(α)‖∞

δ̃p.c. = max
α∈Ω̃
‖E(α)‖2

(8.22)

e os pontos de “pior caso” em todo o politopo:

γp.c. = max
α∈Ω
‖E(α)‖∞

δp.c. = max
α∈Ω
‖E(α)‖2

(8.23)

com suas correspondente coordenadas

α(∞) = arg max
α∈Ω
‖E(α)‖∞

α(2) = arg max
α∈Ω
‖E(α)‖2

(8.24)



8.4 Procedimento de Projeto 163

Defina agora o conjunto de modelos reduzidos robustamente estáveis:

Γ̃ ,
{

Gr(α) : λi(Ar(α)) ⊂ D, i = 1, . . . , r, ∀ α ∈ Ω̃
}

(8.25)

sendoD ⊂ C a região semi-plano esquerdo ou o disco centrado na origem deraio unitário em caso

de sistemas a tempo contínuo ou discreto, respectivamente.

Será utilizado o seguinte problema auxiliar definido por:

Problema Auxiliar: Dado os escalaresλ1 > 0, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1, ǫ1 > 0 e ǫ2 > 0, encontre o

modelo reduzidoG∗
r, tal que:

G∗
r = arg min

Gr

max
α

(λ1‖E(α)‖∞ + λ2‖E(α)‖2)

sujeito a:





α ∈ Ω̃

Gr ∈ Γ̃

‖E(α)‖∞ ≤ ǫ1

‖E(α)‖2 ≤ ǫ2

O procedimento de projeto apresentado a seguir é adaptado doprocedimento geral de projeto

apresentado no Capítulo 5. O procedimento finaliza quando todas as restrições são atendidas e não

existe possibilidade de reduzir a função objetivo pelo acréscimo de novos pontos, o que é verificado

por um índice de precisão relativaǫδ. Como no procedimento geral de projeto,γc eδc representam os

custosε-garantidosH∞ eH2, respectivamente.

Procedimento de Projeto

Passo 1. Inicialize i← 0,

Ω̃0 ← Vert(Ω).

Passo 2. i← i + 1, Ω̃i ← Ω̃i−1.

Passo 3. Resolva o problema auxiliar para encontrarG∗
r e γ̃p.c. e/ouδ̃p.c.

Passo 4. Se (λ1 > 0 ou ǫ1 <∞) então calculeγc, γp.c. eα(∞) paraG∗
r.

Se α(∞) 6∈ Ω̃i então se {λ1 > 0 e (γp.c. − γ̃p.c.)/γ̃p.c. > εδ} ou γc > ǫ1, então

Ω̃i ← Ω̃i ∪ α(∞).

Passo 5. Se (λ2 > 0 ou ǫ2 <∞) então calculeδc, δp.c. eα(2) paraG∗
r.
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Se α(2) 6∈ Ω̃i então se {λ2 > 0 e (δp.c. − δ̃p.c.)/δ̃p.c. > εδ } ou δc > ǫ2, então

Ω̃i ← Ω̃i ∪ α(2).

Passo 6. SeΩ̃i 6= Ω̃i−1 vá para o passo 2. Caso contrário, fim.

8.5 Exemplos Ilustrativos

Os resultados apresentados nos exemplos a seguir foram computados através do LMI Control

Toolbox para MATLABr em um computador com processador de 2.8Ghz e 1Gb de memória RAM.

Exemplo 8.1 Considere o sistema incerto, linear invariante no tempo, a tempo contínuo (Wu, 1996;

Wu e Jaramillo, 2002; Trofino e Coutinho, 2004):

G(s, p) =




−2 3 −1 1 −2,5 b12 −1,2

0 −1 1 0 1,3 −1 1

0 0 a33 12 1,6 2 0

0 0 0 −4 −3,4 0,1 2

−2,5 1,3 1,6 −3,4 0 0 0

0 −1 2 0,1 0 0 0

−1,2 1 0 2 0 0 0




em quep = [a33 b12]
T ∈ Ωp, sendoΩp = {p ∈ R

2 : −3,5 ≤ a33 ≤ −2,5, −0,5 ≤ b12 ≤ 0,5}.
O problema considerado é calcular um modelo reduzido de 2a ordem que minimize o pior caso de

normaH∞ do erro de redução no domínio de incerteza. Em Trofino e Coutinho (2004) é relatado que

foi obtido o limitanteγc.g. = 5,54 para um modelo reduzido de 2a ordem fixo. Os procedimentos de

aproximação baseados no método de projeções alternadas (Wu, 1996) e no algoritmo de complemen-

taridade do cone (Wu e Jaramillo, 2002) calculam modelos reduzidos politópicos que resultam em

γc.g. = 3,79 eγc.g. = 3,67, respectivamente.

O procedimento proposto é aplicado para calcular os modelosreduzidos de 2a ordem fixo e com

dependência afim de parâmetros. São utilizados como condições iniciais o modelo reduzido obtido

pelo truncamento do modelo balanceado eQ0 = 10I25. São adotados os critérios de parada do

algoritmo cone-elipsoidal,ǫ = 0,01 e Nǫ = 10 e do algoritmo BnB,ε = 0,01. No caso do modelo
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reduzido fixo, após 8 minutos e 46 segundos de processamento éobtido:

Gr(s) =




−1,1062 −1,3692 −2,4644 0,9103 2,5686

0,6334 −0,4245 0,1724 −0,5937 0,8357

2,4290 0,0377 3,1647 0,0607 −0,4967

2,7042 1,0050 0,1718 0,4603 −0,6666

1,2101 0,0083 0,3425 −0,2217 0,4432




que resulta emγc = 3,24, inferior aos resultados obtidos com as formulações baseadas em LMIs,

mesmo comparado com os modelos reduzidos politópicos. A Figura 8.1 apresenta o diagrama de

valores singulares máximos deE(s, p) para os quatro vértices do politopo.
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Figura 8.1: Diagramas de valores singulares máximos deE(s, p) do modelo reduzido fixo para os
vértices do politopo (Ex. 8.1).

No caso do modelo reduzido dependente de parâmetros, paraQ0 = 50I75, após 24 minutos e 39

segundos de processamento é obtido:

Gr(s, p) =




−0,7961 −1,0070 −3,3290 1,2579 2,8928

0,6251 −0,1640 0,5037 −0,5529 0,7351

3,3810 0,4994 4,8763 −0,0235 −0,7463

2,7028 1,0227 −0,3917 0,5720 −0,7653

1,4950 0,2076 0,9797 −0,3661 0,6494
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+ a33




0,0540 0,0728 −0,4728 0,0390 0,2890

0,0116 0,1255 0,2360 −0,0718 −0,0836

0,3006 0,1822 0,7158 −0,0568 −0,0849

−0,1343 −0,0159 −0,2320 0,1559 −0,1008

0,0681 0,0599 0,2629 −0,0485 0,0364




+ b12




−0,0377 0,0452 −0,0150 −0,1038 0,0063

−0,0058 0,0479 −0,0037 −0,0140 −0,0008

−0,0947 −0,0075 −0,0068 −0,0649 −0,0315

−0,0016 0,0388 −0,0327 −0,0333 −0,0094

−0,0343 0,0078 0,0209 −0,0180 −0,0051




que resulta emγc = 3,19, que é apenas 1,6% maior do que o limite inferior estabelecido pelo Te-

orema 2 apresentado em (Wu, 1996) e (Wu e Jaramillo, 2002), e 13,0% menor do que o melhor

resultado relatado em (Wu e Jaramillo, 2002). A Figura 8.2 apresenta o diagrama de valores singula-

res deE(s, p) para os quatro vértices do politopo que pode ser comparado com as Figuras 1 e 2 em

Wu e Jaramillo (2002).
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Figura 8.2: Diagramas de valores singulares máximos deE(s, p) do modelo reduzido dependente de
parâmetros para os vértices do politopo (Ex. 8.1).

Exemplo 8.2 Considere o seguinte sistema incerto, linear invariante no tempo, a tempo discreto,
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apresentado em Assunção e Peres (1999):

G(z, p) =




0,150 0,340 + p1 0,0315 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 −0,2 + p2 0

0,50 0,80 0 0




comp = [p1 p2]
T ∈ Ωp, sendoΩp = {p ∈ R

2 : |p1| ≤ 0,2, |p2| ≤ 0,1}.
Os valores singulares de Hankel do sistema nominal (p1 = p2 = 0) sãoσ1 = 2,0241, σ2 = 1,2414

e σ3 = 0,1576. Considere o problema de reduzir o modelo incerto de ordem 3 para um modelo de

ordem 2 minimizando a normaH∞ parap ∈ Ωp. Com o algoritmo B apresentado em Assunção e

Peres (1999), o valor deγc.g. é reduzido de2,4944 (redução balanceada) para1,7616 (4,9dBs). Com o

procedimento de projeto proposto, após 18s de processamento, é obtido o seguinte modelo reduzido

fixo

Gr(z) =




0,7249 −0,2342 −1,0576

0,3352 −0,7032 0,6546

−0,5161 −0,6504 0,0832

−0,8833 −0,3449 0,0239




que resulta emγc = 1,76, que é similar ao anterior. Projetando um modelo reduzido com dependência

afim de parâmetros, é obtido o seguinte modelo, após 9 minutose 46 segundos de processamento:

Gr(z, p) =




0,7651 −0,2780 −0,9028

0,4187 −0,7148 0,6217

−0,4284 −0,7022 −0,0065

−0,7558 −0,2389 0,0044




+ ∆




0,5747 0,2868 0,0952

−0,2406 −0,3133 −0,0185

0,2025 0,0244 0,0142

−0,0248 0,0516 −0,0269




+ δ




0,0649 0,0085 −0,0261

0,0091 0,1376 −0,0666

−0,1344 0,0456 0,0142

0,0467 0,0252 −0,0134
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que resulta emγc = 0,26 (−11,8dBs), que é 85% menor do que o valor obtido pelos modelos reduzi-

dos fixos. A Figura 8.3 compara os diagramas de valores singulares deE(z, p) obtidos com o modelo

reduzido fixo e o modelo reduzido dependente de parâmetros, para os quatro vértices do politopo. É

verificado que o modelo reduzido fixo pode amplificar o efeito da entrada sobre o erro para determi-

nada faixa de freqüências ao passo que o modelo reduzido dependente de parâmetros sempre atenua

o efeito da entrada em todas as faixas de freqüência e para todo p ∈ Ωp.

A Figura 8.4 mostra as respostas ao impulso do modelo original, modelo fixo de segunda ordem

(Assunção e Peres, 1999), e o modelo incerto de segunda ordem, parap = [0,2 0,1]T , que mostra a

melhor aproximação do modelo reduzido incerto comparado aofixo.
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Figura 8.3: Diagramas de valores singulares deE(z, p) com o modelo reduzido fixo (tracejado) e
modelo reduzido incerto (linha sólida) para os vértices do politopo (Ex. 8.2).

Os resultados obtidos com uma única iteração do procedimento proposto utilizam como condições

iniciais o modelo reduzido obtido pelo truncamento do modelo balanceado eQ0 = I12. São adotados

os critérios de parada do algoritmo cone-elipsoidal,ǫ = 0,01 eNǫ = 10 e do algoritmo BnB,ε = 0,01.

Exemplo 8.3 Considere o sistema discreto no tempo de 8a ordem, com incerteza politópica,G(z) =

α1G1(z) + α2G2(z), α = [α1 α2]
T ∈ Ω, sendoA1 = diag(0,5, 0,55, 0,6, . . . , 0,85), A2 igual a uma
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Figura 8.4: Respostas ao impulso do modelo original (linha pontilhada), modelo fixo de ordem redu-
zida (linha tracejada), e modelo incerto de ordem reduzida (linha sólida) parap = [0,2 0,1]T (Ex. 8.2).

matriz bloco diagonal:

A2 = A1 +




0 0,2 0 . . . 0

0,2 0
. . .

...

0
. .. 0

...
.. . 0 0,2

0 . . . 0 0,2 0




e as demais matrizes são fixas:

B1 = B2 =

[
1 0 . . . 1 0

0 1 . . . 0 1

]T

,

C1 = C2 = [1 . . . 1] e D1 = D2 = [0 0].

O modelo “nominal”, dado porα = [0,5 0,5]T , apresenta os seguintes quatro maiores valores sin-

gulares de Hankel: 11,5543; 2,9482; 0,2377 e 0,0709. Estes valores indicam que modelos reduzidos

de 1a ou 2a ordem produzem uma boa aproximação. Neste exemplo são consideradas aproximações

de 2a ordem e minimização da normaH∞ do erro de redução paraα ∈ Ω.

O modelo reduzido balanceado considerando o modelo “nominal” gera um valor baixo de norma,

‖E(z)‖∞ = 0,4441, porém, considerando todo o politopo é obtidoγp.c. = 7,0637. Para o procedi-

mento proposto, são adotados como condições iniciais o modelo reduzido obtido pelo truncamento

do modelo balanceado eQ0 = I12 e como critérios de parada do algoritmo cone-elipsoidal,ǫ = 0,01
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e Nǫ = 5, e do algoritmo BnB,ε = 0,01. Após 22s de processamento, é obtido o seguinte modelo

reduzido fixo

Gr(z) =




0,6985 0,2777 −1,2923 −1,9760

−0,0698 0,5281 0,9764 −0,4889

−2,3635 0,8454 0,1782 0,0374




que resulta emγp.c. = 5,79 que é similar ao valor5,82 obtido pelo algoritmo B em Assunção e

Peres (1999). Projetando um modelo reduzido politópico, é obtido, após 14m58s de processamento,

o modelo reduzidoGr(z, α) = α1Gr1 + α2Gr2, sendo

Gr1 =




0,7466 0,0746 −1,3406 −1,8109

0,0796 0,7758 1,0135 −0,3597

−2,2779 0,7934 0,1189 0,0584




Gr2 =




0,7153 0,3622 −1,2202 −1,9234

−0,0876 0,7616 1,0298 −0,6619

−2,3653 0,7753 0,1270 −0,0154




que resulta emγp.c. = 0,47, que é 92% menor que o resultado obtido com o modelo reduzido fixo

calculado com o algoritmo B em Assunção e Peres (1999).

Este exemplo é interessante porque ele requer duas iterações do procedimento de projeto. Na 1a

iteração, o cálculo do modelo reduzido pelo procedimento deotimização, considerando apenas os

dois vértices,̃Ω = {[1 0]T ; [0 1]T}, resulta em uma variação da normaH∞ em função deα1 (com

α2 = 1 − α1) tal que o valor máximo ocorre paraα = [0,5625 0,4375]T , fora dos vértices, como

indicado na Figura 8.5 (curva tracejada). Acrescentado este ponto ao conjunto finitõΩ e repetindo a

otimização, a curva da normaH∞ é suavizada, como mostrado na Figura 8.5 (curva sólida), talque

a diferença entre os valores máximos paraα ∈ Ω e paraα ∈ Ω̃ não é significativa (de acordo com o

critério de parada,ǫδ = 0,1) não sendo necessária nova iteração.

8.6 Conclusões

O procedimento geral de projeto foi aplicado ao problema de redução de modelos de sistemas

incertos lineares invariantes no tempo estáveis. Uma vantagem importante do procedimento proposto

é sua capacidade de obter modelos reduzidos fixos ou que reproduzem a estrutura do modelo incerto

original, seja ele modelo politópico ou com dependência afimde parâmetros. Como outras formula-

ções não convexas, não existe garantia de convergência parao mínimo global da norma do erro de

redução. Entretanto, os vários testes já realizados mostram que o procedimento proposto obtém na
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Figura 8.5: NormaH∞ do erro de redução deGr(z, α) na primeira (tracejada) e segunda (sólida)
iterações do procedimento proposto (Ex. 8.3).

prática resultados bastante satisfatórios que podem compensar em determinadas situações o maior

tempo requerido. O problema de cálculo de modelos reduzidosé um problema mais simples que os

tratados nos capítulos anteriores e que, a princípio, pode ser tratado de forma eficiente com procedi-

mentos baseados em formulações LMI, iterativos ou não, que podem ser facilmente estendidos para

o caso de obtenção de modelos reduzidos politópicos. Apesardisto, o procedimento de aproximação

por modelos reduzidos proposto ainda pode ser interessantenos casos em que as formulações LMI

não são factíveis ou não resultem no desempenho desejado.



Capítulo 9

Conclusões Finais

9.1 Sumário das contribuições da tese

Esta tese apresenta as seguintes contribuições na área de Geometria Computacional e Controle

Robusto:

• procedimento de divisão de simplexoorientada pelas arestas emkd, k ≥ 2, para espaços de

dimensãod qualquer, de fácil implementação, baseado em um modelo de simplexo existente

na literatura, que reproduz os resultados já conhecidos limitados aos espaços de duas e três

dimensões (Gonçalves, Palhares, Takahashi e Mesquita, 2006a);

• procedimento de análise deD-estabilidade robustapara sistemas incertos lineares, inva-

riantes no tempo, com domínio politópico de incerteza, que informa se o sistema incerto é

robustamenteD-estável ou, em caso contrário, localiza um sistema no domínio de incerteza

que não éD-estável (Gonçalves, Palhares, Takahashi e Mesquita, 2006d; Gonçalves, Palhares,

Takahashi e Mesquita, 2006b);

• procedimento de análise de desempenho robustobaseado no algoritmo branch-and-bound,

considerando formulações LMI para cálculo de custos garantidos como funções limitantes su-

periores, que calcula os custosH2 ouH∞ de sistemas incertos lineares invariantes no tempo,

com domínio politópico de incerteza, com qualquer precisãorequerida (Gonçalves, Palhares,

Takahashi e Mesquita, 2004; Gonçalves, Campos, Ekel, Palhares, Takahashi e Mesquita, 2004;

Gonçalves, Bastos, Palhares, Takahashi, Mesquita, Campos e Ekel, 2005; Gonçalves, Palhares,

Takahashi e Mesquita, 2006c);

• procedimento geral de projeto de controladores, filtros ou modelos reduzidos, conside-

rando especificações de custoH2,H∞ e posicionamento regional de pólos, para sistemas line-

172
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ares invariantes no tempo com domínios politópicos de incerteza, considerando diretamente os

elementos das matrizes do controlador, filtro ou modelo reduzido como parâmetros de otimiza-

ção (Gonçalves, Palhares e Takahashi, 2004a; Gonçalves, Palhares e Takahashi, 2004b; Gon-

çalves, Palhares e Takahashi, 2005a; Gonçalves, Palhares eTakahashi, 2004; Gonçalves, Pa-

lhares e Takahashi, 2005b; Gonçalves, Palhares e Takahashi, 2006b; Gonçalves, Palhares e

Takahashi, 2006c; Gonçalves, Palhares e Takahashi, 2006a;Gonçalves, Chasin, Palhares, Ta-

kahashi e Mesquita, 2006).

O método simples e eficiente de partição de politopos de qualquer dimensão, apresentado no Ca-

pítulo 2, combina a triangularização de Delaunay, para a decomposição do politopo em uma malha de

simplexos, e a técnica proposta de divisão de simplexo orientada pelas arestas. Este procedimento é

bastante útil para vários problemas na área de otimização, em especial, para os algoritmos de otimiza-

ção global tipo branch-and-bound que são considerados nas estratégias de análise propostas. Além da

simplicidade de implementação, o método proposto também possui a vantagem de trabalhar com ma-

lha de simplexos, que são os politopos com menor número de vértices em uma determinada dimensão.

Esta característica possui influência direta sobre a eficiência dos procedimentos de análise propostos

nesta tese. Outra vantagem de extrema importância do métodode partição de politopos é a aplicação

da técnica de divisão de simplexo orientada pelas arestas que produz o mínimo número de classes

congruentes, evitando a geração de simplexos degenerados que podem comprometer a convergência

do algoritmo branch-and-bound.

O procedimento de análise deD-estabilidade robusta, apresentado em detalhes no Capítulo3,

combina a redução do conservadorismo de condições suficientes LMI pela partição do domínio de

incerteza com um método de grade (discretização do domínio de incerteza). O método de grade

é eficiente devido a eliminação de regiões do domínio de incerteza a partir dos resultados obtidos

pelas condições suficientes LMI. O procedimento proposto funciona, na prática, como uma condição

necessária e suficiente se não for considerado o tempo computacional requerido, limitado pelo número

máximo de iterações (ou partições) permitido. Foram mostradas, através de exemplos, a eficácia e

a eficiência do procedimento proposto, que identificou a estabilidade de 100% dos casos analisados

e requereu, em média, menores tempos computacionais do que as formulações LMI mais eficazes,

porém mais complexas.

A principal vantagem do procedimento proposto para o cômputo dos custos garantidosH2 ouH∞,

apresentado no Capítulo 4, é a capacidade de cálculo com a precisão requerida, o que não é possível

com formulações LMI isoladas. A princípio, são esperados altos tempos computacionais com a apli-

cação do algoritmo branch-and-bound, sendo necessário, nos casos mais complexos, estabelecer um

compromisso entre precisão e custo computacional. Apesar disto, é observado em vários exemplos

que a combinação do algoritmo branch-and-bound com formulações LMI mais simples pode requerer
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menores tempos computacionais do que formulações LMI mais complexas isoladas. Similar ao caso

de análise deD estabilidade, tal eficiência é em parte justificada pela adoção da malha simplicial na

implementação do algoritmo branch-and-bound. Uma segundavantagem do procedimento proposto

é a sua capacidade de localizar as coordenadas do sistema compior caso de norma, informação que

é útil para o procedimento geral de projeto proposto. O procedimento de análise de desempenho

robusto proposto é uma ferramenta útil para aferir o conservadorismo das formulações LMI e para

comparar sistemas projetados por diferentes estratégias de síntese.

O procedimento geral de projeto, apresentado no Capítulo 5, combina uma etapa de síntese (oti-

mização no espaço de parâmetros do controlador, filtro ou modelo reduzido) e uma de análise (análise

robusta de estabilidade e desempenho com localização dos pontos de pior caso), transformando o pro-

blema de otimização do pior caso de um número infinito de sistemas em um domínio de incerteza em

um problema com um conjunto finito de pontos. O conjunto finitode pontos considerados na etapa

de síntese é aumentado gradativamente de acordo com a necessidade avaliada na etapa de análise.

Apesar do procedimento de projeto ser baseado em um problemade otimização não convexo, sem

garantia de convergência para o ótimo global, através de vários exemplos, apresentados nos capítu-

los 6 e 7, foi verificado que é possível projetar controladores robustos por realimentação de estado,

realimentação de saída estática e realimentação de saída dinâmica de ordem fixa, admitindo restrições

de estrutura, inclusive controladores PID, e filtros robustos de ordem fixa com desempenhos iguais

ou superiores em relação aos projetos baseados em formulações LMIs ou BMIs. No Capítulo 8, o

procedimento geral de projeto também é aplicado à aproximação de sistemas incertos por modelos

reduzidos fixos ou com a mesma estrutura do modelo incerto.

9.2 Comentários finais e perspectivas futuras

Apesar do procedimento geral de projeto apresentar desempenho satisfatório em todos os exem-

plos analisados, tendo evoluído desde a primeira versão publicada, ainda existe bastante campo de

pesquisa para o aprimoramento do passo de projeto do controlador ou filtro, pelo algoritmo de otimi-

zação cone-elipsoidal, e do passo de validação pela combinação do algoritmo branch-and-bound com

as formulações de análise baseadas em LMIs.

Com relação ao algoritmo de otimização cone-elipsoidal, como foi verificado, o mesmo tem apre-

sentado bastante eficiência, tanto na obtenção de soluções factíveis como na obtenção dos ótimos

locais, mas ainda pode ser aperfeiçoado no quesito custo computacional, que é relevante quando o

número de parâmetros de otimização é elevado, como é comum emprojetos de controladores por

realimentação dinâmica de saída de ordem completa ou filtrosde ordem completa.

O aspecto mais importante, ao se aplicar o procedimento geral de projeto em um sistema em
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que o espaço de incertezas é de ordem maior ou igual a três, comnúmero de vértices elevado, é o

passo de validação do controlador, filtro ou modelo reduzidopelo algoritmo branch-and-bound. A

aplicação deste algoritmo no problema em análise demanda conhecimentos nas áreas de otimização,

geometria computacional e controle robusto. O mais importante obstáculo enfrentado para utiliza-

ção deste algoritmo na análise de sistemas robustos com incertezas politópicas foi encontrar uma

técnica simples e eficiente de partição do espaço. Com o desenvolvimento do algoritmo de divisão

orientado pelas arestas, esta etapa do trabalho pode ser considerada finalizada. Entretanto, o conser-

vadorismo das formulações de cálculo do custo garantido, utilizado como função limitante superior,

e das formulações de análise de posicionamento regional de pólos, ainda é um problema a ser traba-

lhado. As formulações baseadas em estabilidade quadrática, com função de Lyapunov fixa, exigem

pequeno tempo de processamento por iteração mas demandam número elevado de iterações para con-

vergência. Por outro lado, as formulações de análise baseadas em funções de Lyapunov dependentes

de parâmetros produzem resultados menos conservadores, necessitando menos iterações, mas com

tempo de processamento por iteração elevado em função do número maior de parâmetros de otimiza-

ção. Infelizmente, não foi observada, nos vários exemplos analisados, uma formulação que possa ser

considerada a mais adequada em qualquer situação. No caso docustoH2, mesmo para uma mesma

formulação, as versões primal e dual apresentam comportamentos diferentes de acordo com o sistema

analisado.

Apesar do tempo de processamento elevado em algumas situações, o procedimento de análise

proposto baseado no algoritmo branch-and-bound pode ser considerado, independente da aplicação

no procedimento de projeto proposto, uma importante ferramenta de análise para validação e compa-

ração de desempenho das formulações de análise e projeto baseadas em LMIs. Além disso, a técnica

desenvolvida de partição de espaço pode ser aplicada em conjunto com o algoritmo branch-and-bound

em várias outras situações, não limitadas à área de controle.

Do ponto de vista da aplicação do procedimento geral de projeto proposto, outras possibilidades

a serem pesquisadas incluem:

• Projeto de controladores e filtros robustos aplicados a sistemas incertos com retardo no tempo

(Palhares et al., 2001; Palhares et al., 2005).

• Projeto de controladores e filtros dependentes de parâmetros (Leite e Peres, 2002; Gao, Lam,

Shi e Wang, 2005; Gao, Lam, Xie e Wang, 2005).

• Inclusão de novos tipos de restrições, considerando, por exemplo, a questão da saturação do

controlador (Gomes da Silva Jr. et al., 2003).

• Controle por realimentação da derivada do estado (Abdelaziz e Valá̆sek, 2004).
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• Projeto aplicado a sistemas com incertezas não-estruturadas.

• Projeto de filtros robustos para detecção de falhas (Nobrega et al., 2000; Zhong et al., 2003;

Casavola et al., 2005).

• Projeto de controladores baseados em modelos de referência considerando critérios de otimali-

dadeH2 eH∞.

Com objetivo de aperfeiçoar o desempenho do procedimento geral de projeto, é importante pes-

quisar a aplicação de:

• outras técnicas disponíveis de cálculo dos elipsóides quepodem proporcionar uma convergên-

cia mais rápida do método de otimização baseado no algoritmoelipsoidal;

• outras possibilidades de critério de parada no método de otimização para evitar iterações des-

necessárias do algoritmo, sem redução relevante da função objetivo;

• outros métodos de otimização para determinação dos parâmetros do controlador, filtro ou mo-

delo reduzido, considerando inclusive algoritmos de otimização multiobjetivos;

• outras formulações de análise de custo garantido ou posicionamento regional de pólos, já pu-

blicadas ou sendo desenvolvidas, que poderão proporcionarum desempenho melhor do proce-

dimento de análise proposto.
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