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Resumo

O modelo de regressdo logistica é o método estatistico freqlientemente utilizado
para tratar respostas binérias, e a estimacdo dos seus coeficientes é geralmente feita
usando o método de maxima verossimilhanca. Mas, como tal método baseia-se em
propriedades assintdticas dos estimadores, necessitando de amostras geralmente
grandes, os resultados obtidos da teoria assintética podem ndo ser adequados ou podem
ndo existir, mesmo quando se dispde de amostras grandes, mas cujos dados s&o

esparsos.

Os dados logisticos podem ser classificados em trés categorias mutuamente
exclusivas e exaustivas, segundo Albert e Anderson (1984): Separacdo Completa,
Separagdo Quase-Completa e Overlap. Para as duas primeiras categorias, 0s

estimadores de méaxima verossimilhanca nao existem.

Este trabalho foi motivado por dois bancos de dados reais que estéo classificados na
Categoria de Separacdo Quase-Completa e, portanto, os estimadores de méaxima
verossimilhanca ndo existem. S8o apresentadas duas propostas de solucdo da literatura
(regressdo logistica exata e adicdo de uma pequena constante aos dados) e, ainda, uma
nova solugdo que consiste simplesmente em retirar, aleatoriamente, uma observagéo de
uma das caselas ndo-nulas (com mesmo valor da covaridvel ou mesmo valor da

resposta) e adiciona-la a casela nula.

Atraves de SimulacGes de Monte Carlo, foram comparadas as trés propostas de
solugdo quanto ao Erro Quadratico Médio, em que os melhores resultados foram
obtidos pela adicdo de uma pequena constante aos dados e pela eficicia da nova

proposta.



Abstract

The logistic regression model is the statistical method frequently used to deal with
binary responses and the estimation of their coefficients is usually done using the
method of maximum likelihood. But as this method is based on the asymptotic
properties of the estimators, it needs sample sizes generally large, so the theory
asymptotic’s results cannot be appropriate or cannot exist, even when we have the use

of large samples, but their data are sparse.

The logistic data can be classified into three mutually exclusive and exhaustive
categories, according to Albert and Anderson (1984): complete separation,
quasicomplete separation and overlap. For the first two categories, the maximum
likelihood estimators do not exist.

This researche has been motivated for two real data sets that are classified on the
category of separation quasicomplete and, consequently, there are no maximum
likelihood estimators. Then, two proposals from the literature (exact logistic regression
and addition of a small constant in data) were discussed and it was presented the new
proposal, that consists in taking away randomly the results of any of the non-null cell

(with same value from covariable or same response value ) and add it to the null cell.

The comparison of the proposals is done by using simulations of Monte Carlo. The
criterion used for this comparison was the mean-square error. The best results obtained
were based on the addition of a small constant in data and the effectiveness of the new

proposal.



Capitulo 1

Introducao

Variaveis categoricas aparecem, com grande frequéncia, em estudos da area da
salde. Elas podem ser do tipo nominal (como € o caso da variavel sexo) ou ordinal
(quando h& uma ordenacdo entre as categorias - como € o caso da varidvel nivel de
desnutricdo classificado como leve, moderado ou grave). A varidvel que apresenta
apenas duas categorias € chamada de binaria ou dicotdbmica, cujos resultados s&o
codificados, usualmente, como 0 (auséncia) ou 1 (presenca) de determinada

caracteristica. Por exemplo, um paciente pode ter (ou ndo) uma determinada doenca.

O modelo de regressdo logistica € o método estatistico freqlientemente utilizado
para tratar respostas binarias (Hosmer e Lemeshow,1989). A estimacéo dos coeficientes
de um modelo de regressdo logistica € geralmente feita usando o método de maxima
verossimilhanga. Mas, como tal método baseia-se em propriedades assintdticas dos
estimadores, necessitando de amostras geralmente grandes, os resultados obtidos da
teoria assintotica podem ndo ser adequados ou podem ndo existir, mesmo quando

dispde-se de amostras grandes, mas os dados sao esparsos.

Albert e Anderson (1984) mostraram que 0s conjuntos de dados logisticos podem
ser classificados em trés categorias mutuamente exclusivas e exaustivas : Separagdo
Completa, Separacdo Quase-Completa e Overlap. Eles também mostraram que o0s

estimadores de maxima verossimilhanga ndo existem para as duas primeiras categorias.

Este trabalho foi motivado por dois bancos de dados reais que estdo classificados na
Categoria de Separacdo Quase-Completa e, portanto, os estimadores de méaxima

verossimilhanca ndo existem. O primeiro banco de dados refere-se a um grupo de



pacientes submetidos a craniotomia, em que a resposta de interesse € a ocorréncia (ou
ndo) de meningite nos primeiros 30 dias ap6s a cirurgia e duas covariaveis sao
consideradas na explicacdo dessa variavel resposta: Gravidade do caso (0: baixa; 1:
alta) e duracdo da cirurgia (em horas). Este banco de dados foi fornecido pelo Sr.
Braulio Roberto Gongalves Marinho Couto, sendo proveniente do Hospital Séo
Francisco de Assis, localizado em Belo Horizonte, MG.

O segundo banco de dados refere-se ao estudo de possiveis associa¢bes de hemorragia
peri-intraventricular no parto e vérias covariaveis de interesse. Este banco de dados foi

fornecido pelo Professor Marcos Borato Viana (Departamento de Pediatria, UFMG).

Encontra-se também neste trabalho um terceiro banco de dados (Minitab, versdo
12.2) referente a taxa de pulsacao (0: baixa; 1: alta) de um grupo de individuos e duas
covariaveis sdo consideradas na explicacdo dessa variavel resposta: peso (em quilos) e
fumante (0: ndo; 1: sim). Este banco de dados estd classificado na categoria de

separacgdo overlap e, portanto, existem estimadores de méaxima verossimilhanca.

Nas SecOes 1.1 e 1.2, deste capitulo, apresentam-se 0s modelos lineares
generalizados e, o modelo de regressdo logistica, respectivamente. A Secdo 1.3

apresenta os objetivos e a organizacao desta dissertacao.

1.1- Modelos Lineares Generalizados

Os modelos lineares generalizados (MLG), introduzidos por Nelder & Wedderburn
(1972), cuja referéncia classica € McCullagh e Nelder (1989), sdo especificados por trés
componentes: um componente aleatorio, que identifica a distribuicdo de probabilidades
da varidvel resposta; um componente sistematico, que especifica uma funcéao linear de
variaveis explicativas e parametros; e uma funcéo de ligacdo, que descreve a relacéo
funcional entre o componente sistematico e o valor esperado do componente aleatorio.

Ou melhor :



» O componente aleatério de um MLG fica explicitamente identificado pelas

realizacbes independentes da varidvel resposta vy (v,,---,Y ) e por sua

1 n
distribuicdo de probabilidades, que deve pertencer a familia exponencial. Esta
familia inclui vérias distribuigdes importantes, como a Poisson e a Binomial.

Por exemplo :

e Quando cada Y, assumir apenas dois resultados possiveis (classificados

como sucesso ou fracasso) tem-se a distribuicdo Bernoulli. Uma

generalizagdo desta situagéo seria considerar cada Y, como sendo 0 numero

de sucessos em um numero fixo de realiza¢6es de um experimento. Assim, é
assumida a distribuicdo Binomial,

e Quando cada Y, é o resultado de uma contagem ndo-negativa, a distribuicéo

assumida é a de Poisson.

» O componente sistematico de um MLG relativo a um vetor » = (,, -, n,),

chamado preditor linear, é composto por um conjunto de variaveis explicativas
X (matriz de planejamento) e pelo vetor de (p +1) parametros s do modelo.

Assim,

n=Xpg.

» O terceiro componente de um MLG ¢é a ligacdo entre 0s componentes

sistematico e aleatorio, isto ¢, a funcdo de ligacdo monotona g dada por

g(u)=Xp em que u=E(Y).

A fungdo g é a maneira como a média da resposta vy esta associada ao preditor

linear » .



Um caso classico do modelo linear generalizado é o modelo linear normal
Y, = X,B +e, i=1,---,n,

em que os elementos e, sdo independentes e todos tém distribuicdo Normal, com média

0 e variancia o *. Este € um modelo linear generalizado porque os elementos de v séo
varidveis aleatérias independentes v, com distribuicdo N (x,,o ), que pertence a

familia exponencial. Neste caso, a funcdo de ligacdo ¢ é a identidade, isto &,

9(u,)=m,.
1.2- O Modelo de Regresséao Logistica

Considere agora modelos lineares generalizados que usam como ligagcdo a fungéo

log it , dada por

g(#,)=log it(u,)= log [“—] =X/ i=1,n, (1.1)
(1_lui)

em que:

e cada v, tem distribuicdo Bernoulli, pertencente a familia exponencial. As

respostas v, s sdo independentes e o modelo & conhecido como o de

regressao logistica;

* log { - ] é chamado de funcdo g it € sua interpretacdo natural consiste
1- p,

no logaritmo da chance.

€
e u =Py, =1]|X,]= — = —;

o (Q-pu)=pPrlY,=0|X, ]z ——;



e ovetor x, éai-esima linha da matriz de planejamento x ;

e p éumvetor de (p +1) pardmetros a serem estimados.

Os modelos de regressdo logistica sdo usados para determinar os fatores que estdo
associados, independentemente, a ocorréncia do evento de interesse e para estimar a
probabilidade de um individuo, caracterizado pelos valores das covariaveis,

desenvolver o evento de interesse.

A escolha da funcdo de ligacdo log it na construcdo do modelo para respostas
binarias tem vérias razdes, como, por exemplo: facilidade computacional,
comportamento sigmoidal de sua distribuicdo acumulada e, principalmente, pela

facilidade na interpretacdo dos parametros do modelo.
Apresenta-se, a seguir, dois exemplos para ilustrar a utilizacdo deste modelo.

Exemplo 1: Considere um grupo de 102 pacientes submetidos a craniotomia em que a
resposta de interesse Y € a ocorréncia (ou nao) de meningite nos primeiros 30 dias apds
a cirurgia. Duas covariaveis sdo consideradas na explicacdo desta variavel resposta:

X, :Gravidade do caso (0: baixa e 1: alta) e x, :duracdo da cirurgia (horas). Estes

dados foram fornecidos pelo Sr. Braulio Roberto Goncalves Marinho Couto e €
proveniente do Hospital Sdo Francisco de Assis, localizado em Belo Horizonte, MG,
Brasil, de julho de 1991 a junho de 1992. O modelo logistico é dado por :

|Og[%]:ﬂo+ﬂlxil+ﬂzxi2 i=12,--,102 .

As estimativas dos parametros sdo os valores que maximizam a verossimilhancga do
modelo. Supondo que as observacdes vém de pacientes diferentes sendo, portanto,

independentes, a verossimilhanga é apenas o produto da probabilidade de ocorréncia de



cada resposta observada. Chamando de L a funcdo de verossimilhanca, pode-se

escrever

Considere os dados do Exemplo 1 na Tabela 1.1.

Tabela 1.1- Dados referentes a um grupo de 102 pacientes submetidos a

L(ﬁ)_f[ Priy, =

yi I X

X\ B

craniotomia.

X4 X, N; | N X4 X, N: | No X1 X, N: | N
0 250 | 0 1 1 200 1 0 | 6 0 1,00 i 0 3
1 133 | 0 1 0 125 | 0 1 0 600 | 0 3
1 6,00 | 0 2 0 217 | 0 1 1 150 | 1 1
0 450 | 0 1 1 650 | 0 1 1 10,00 | 1 0
0 150 | 0 3 1 100 | 0 | 3

0 133 1 0 4 1 400 | 0 | 4

0 500 | 0 3 1 300 | 0 | 8

1 075 | 0 1 0 400 | 0 | 8

0 200 | 0 8 0 475 | 0 1

0 350 | 0 3 0 300 | 0 |13

1 325 | 0 1 1 800 | 0 1

0 183 | 0 4 0 550 | 0 1

1 700 | 0 1 0 267 | 0 1

0 167 | 0 1 0 225 | 0 1

0 800 | 0 1 0 700 1 0 | 2

1 350 | 0 1 0 367 | 0 1

0 317 . 0 1 0 233 1 0 1

1 550 | 0 1 0 650 | 0 1

em que:

X1: gravidade do caso (0: baixa e 1: alta)

X,: duracgdo da cirurgia (em horas)

N; : nimero de ocorréncias de meningite

No: nimero de casos em que ndo ocorreu a meningite

(1.2)



em que cada uma das K possiveis combinagdes dos valores das covariaveis apresentam

N,, sucessos para N, observagoes, a expressao (1.2) pode ser escrita da seguinte forma

i=1

L(B)=T1 [e—ﬁﬁJ R (13)

(1+e”” )

A expressdo do logaritmo da fungdo verossimilhanga para s ,istoé, n L(g)=1(8),
X 1 _
para u, = S (1-u,)=—— fica
1+e"” 1+’

k

1(5) = 3 IN, by a,+ (N, = N, )log (1- u,)]. (1.4)

i=1
Por definicédo, os estimadores de maxima verossimilhanca sdo os valores de s que

maximizam a expressdo (1.4) ou, equivalentemente, os valores de g que sdo a solugédo

para o sistema de (p + 1) equacdes obtido por fazer o vetor escore igual a zero. Isto é,

a;f)zui(ﬂ):zxij(’\lu—Nilui):O; J=1p+l

em que x, € 0 j-éimo elemento de x,. Em geral, o método iterativo de Newton-

Raphson é usado para resolver esse sistema de equacgoes.

Exemplo 2: Considere um grupo de 92 individuos em que a resposta de interesse Y é a
Taxa de Pulsacdo (0: baixa ; 1: alta). Duas covariaveis sdo consideradas na explicacéo

dessa variavel resposta: x,: peso; x,: fumante (0:ndo ; 1:sim) e N, : nimero respostas

0; N, :numero respostas 1. Os dados estdo apresentados na Tabela 1.2 .



Tabela 1.2- Dados referentes a um grupo de 92 individuos em que a
resposta de interesse é a Taxa de Pulsacéo.

X1 Xo 1 Ng | Ng X1 Xo 1 No | Np Xy Xo 1 No | Np
215 0 1.0 153 1 0 i1 125 0 4 10
195 0 1.0 150 1 2 12 123 0 1 .0
190 1 2 10 150 0 4 12 122 0 1.0
190 0 2 10 148 0 1.0 121 1 0 1
185 1 1.0 145 1 1.0 120 0 3 10
180 1 11 145 0 3 11 118 0 1 1
180 0 1.0 142 0 1.0 116 0 0 . 2
175 1 1.0 140 1 0 i1 115 0 2 10
175 0 1.0 140 0 2 11 112 1 1.0
170 1 2 10 138 0 11 110 0 2 0
170 0 2 10 136 0 ! 108 1 110
165 0 1.0 135 1 ! 108 0 110
164 1 1.0 135 0 2 0 102 0 110
160 1 11 133 0 1.0 95 0 0 1
160 0 2 10 131 1 0 i1

157 0 1.0 130 1 2 0

155 1 2 10 130 0 2 11

155 0 7 11 125 1 0 i1

O modelo logistico é dado por :
log [L]=ﬂ0+ﬂlxil+ﬂzxiz i=1,2,--,92.
- u)

O modelo ajustado é dado por :

log [L] =1,987 - 0,0250 Peso + 1,1930 Fumante
(1 —H,

Existem situacbes em que a funcdo 1(5) ndo tem valor maximo para valores finitos

dos coeficientes de regressdo. Isto significa dizer que ndo existem estimativas de

méaxima verossimilhanga. O Exemplo 1 é um exemplo de uma situagdo sem estimativas

de méxima verossimilhanca. Nesse caso, a fungdo de verossimilhanca € mondtona.



Albert e Anderson (1984) mostraram que o0s conjuntos de dados logisticos podem ser
classificados em trés categorias mutuamente exclusivas e exaustivas: Separagédo
Completa, Separacdo Quase-Completa e Overlap, e que os estimadores de méaxima
verossimilhanca ndo existem para as duas primeiras categorias. O Exemplo 2 ilustra a
situacdo em que os dados encontram-se na categoria Overlap mostrando, portanto, as
estimativas de méaxima verossimilhanca. Albert e Anderson (1984) e Santner e Duffy
(1986) forneceram técnicas complicadas para classificar um conjunto de dados logistico
em uma dessas trés categorias. Tais técnicas tornam-se simples quando se tém duas
covariaveis sendo, uma delas, binéria. Essa € a situacdo do Exemplo 1, j& mencionado
anteriormente. O Exemplo 3, apresentado a seguir, também ilustra a situacdo de

inexisténcia de estimativas de maxima verossimilhanca.

Exemplo 3: Considere um grupo de 104 pacientes onde a resposta de interesse Y é a
presenca (ou ndo) de hemorragia peri-intraventricular no parto. Esse banco de dados foi
fornecido pelo Professor Marcos Borato Viana (Departamento de Pediatria, UFMG).
Vérias covariaveis foram consideradas para a possivel explicacdo dessa variavel

resposta:

X, : uso de corticéide (0: N&o; 1: Sim)

X, : tipo de parto (0: cesariano; 1: vaginal)

X , : peso ao nascimento (0: > 1000 gramas; 1: <1000 gramas)

X, : IGC (ldade Gestacional Calculada : em semanas)

X . : presenca de infeccéo (0: ndo; 1: provavel; 2: confirmada)

X, : numero de dias em que a crianga permaneceu  sob  ventilagdo mecanica
assistida (VM)

X , :ventilagdo por pressdo positiva (VPP) — ambu — ressuscitador auto inflavel (O:

Né&o; 1: Sim)

Os dados esté@o apresentados no ANEXO Al.



Esta classificacdo de um conjunto de dados logistico, segundo Albert e Anderson

(1984), é descrita com cuidado no préximo capitulo.
1.3- Objetivos e Organizacao desta Dissertacao

O objetivo deste trabalho é propor solugdes alternativas ao ajuste usual do modelo
de regressao logistica, quando ndo existem estimadores de maxima verossimilhanga. O
Capitulo 2 apresenta a classificacdo de dados logisticos segundo Albert e Anderson
(1984) definindo as trés categorias, mutuamente exclusivas e exaustivas, que indicam a
existéncia (ou ndo) de estimativas de maxima verossimilhanca. Mostra-se ainda que 0s
bancos de dados deste trabalho estdo na categoria de Separagdo Quase-Completa e,
portanto, ndo apresentam estimadores de méaxima verossimilhanca. As propostas
alternativas de solucdo aparecem no Capitulo 3 e, no Capitulo 4, apresenta-se 0s
resultados de simulacGes para as trés propostas de solucdo. Este estudo é finalizado com

os resultados e conclusdes no Capitulo 5.
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Capitulo 2

Existéncia (ou n&o) de Estimadores de Maxima

Verossimilhanca: Definicdo e Exemplos

O problema de maximizacdo do logaritmo da funcdo de verossimilhancga (1.4) sera

examinado considerando as configuracdes possiveis de n pontos amostrais no espaco de

observacdo % " . Como ja dito anteriormente, as configuracdes possiveis caem em trés
categorias mutuamente exclusivas e exaustivas: separagdo completa, separacdo quase-
completa e overlap. Em cada caso, concentra-se na solucdo finita de maéxima
verossimilhanca, e no valor do maximo da funcédo de verossimilhanca (1.4). Considera-
se, ainda, que a ndo existéncia da estimativa de maxima verossimilhanca significa
auséncia de um méaximo finito. Apresenta-se a seguir a definicdo destas categorias

segundo Albert e Anderson (1984) e ilustra-se para uma situacdo em que p = 2.

2.1- Definicéo das Categorias de Separacao
A definicdo destas categorias segundo Albert e Anderson (1984) segue-se.
2.1.1- Separacdo Completa

Pode-se dizer que existe separacdo completa nos pontos amostrais se existe um
vetor g e ® *™* que aloca corretamente todas as observacdes aos seus grupos (j = 0,1),
tal que, paratodo i e E

X!B >0 icE e

X/B<0 iecE

11



em que E, € o conjunto de linhas identificadas da matriz x com valor de

Y = j (j=0,1). AFiguraZ2.1(a) ilustra esta categoria de separacdo para % *.

2.1.2- Separacédo Quase-Completa

Quando o conjunto de dados X ndo é completamente separado, é preciso fornecer

outro conceito de separacdo. Existe separacdo quase-completa dos pontos amostrais se

existe um vetor g < % *" tal que, paratodo i< E epara j=0,1

X! <0 ieE (2.1)

com igualdade para, pelo menos, um valor de i. A Figura 2.1(b) ilustra esta categoria

de separacdo para % *. Os dados dos Exemplos 1 e 3, apresentados no Capitulo 1,

pertencem a essa categoria, como sera mostrado.

2.1.3- Overlap

Se ndo existem, nos pontos amostrais, nenhuma das duas separagdes (completa ou

quase-completa), esses estdo, necessariamente, na categoria de separacdo overlap.
Existe separacdo overlap dos pontos amostrais, se existe um vetor g % " tal que,

paratodo i< E epara j=0,1

X/f<0 ieE, €

0
X/p>0 ieE

1t

A Figura 2.1(c) ilustra esta categoria de separacao para % °.
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Albert e Anderson (1984) também mostraram que o0s estimadores de maxima
verossimilhanca ndo existem para as categorias de Separacdo Completa e Quase-
Completa. O Exemplo 2, mencionado no Capitulo 1, ilustra dados classificados na
categoria de Separacdo Overlap, apresentando as estimativas de méaxima

verossimilhanca.

(a) (b)

+ v=o0

0O v=1

X2
@
3

|

X2

(c)

o0 o * veo Figura 2.1- Configuracbes possiveis de pontos

o

v — o o amostrais no caso de duas covaridveis,
X, e X, edois grupos (O para Y=1) e (+ para

1 2
Y=0). Categoria de separacéo:
(@) completa.
(b) quase-completa.

(c) overlap.

X2
@
3

|

2.2- Situacg0es Reais : Separacéao Quase-Completa

A andlise de respostas binarias utilizando o modelo de regressdo logistica, mostra
que ndo s&o raras as situagdes reais na categoria de separacdo quase-completa. Isso gera
um grave problema, pois a andlise estatistica fica comprometida pela inexisténcia de
estimadores de maxima verossimilhanca. Essa situacéo esta freqiientemente associada a
existéncia de uma varidvel explicativa categérica. A situacdo de quase-separacao é

identificada com uma casela nula cruzando essa covariavel categdrica com a resposta
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binaria. O Exemplo 1, apresentado no Capitulo 1, ilustra essa condicdo. Nesta secdo

Vamaos provar esse fato.
2.2.1- Caso 1 — Uma Unica Covariavel Binaria

Considere a representagéo da Tabela 2.1 resultante do cruzamento de Y com X,

binéria.

Tabela 2.1- Cruzamento da covariavel binaria
X, com a resposta Y.

X 1
vy 5 . Total
0 a b atb
1 c d c+d
Total a+c b+d at+b+c+d=N

Teorema 1: Se qualquer uma, mas somente uma, das caselas da Tabela 2.1 for nula,

0 conjunto de dados esta na categoria de separacdo quase-completa.

Demonstracéo:

» Sea=0, g'=(-11) éum vetor que satisfaz as condicbes para que os dados
estejam na categoria de separacdo quase-completa (2.1), pois:
® X/p=p,+p,X,= fazendo p'=(-11)= X/p=-1+X,
e paray =0 (ieE,):X,=1 = X/B=0 = X/p=0

e paray =1 (ieE,):



» Seb=0, p'=(0 -1) é um vetor que satisfaz as condi¢des para que os dados
estejam na categoria de separacdo quase-completa (2.1), pois:
 X/p=p,+p%x,=> fazendo p'=(0 -1)= x/p=-X,

e paray =0 (ieE;):X,=0 = X/B=0 = X/B=0

il

e paray =1 (ieE,):

» Sec=0, g'=( -1) € um vetor que satisfaz as condi¢cdes para que os dados
estejam na categoria de separacéo quase-completa (2.1), pois:
® X/p=p,+p8%,= fazendo p'=(1 -1)=> X/p=1-X,

e paray =0 (ieE,):

e paray =1 (ieE,):X,=1 = X/p=0 = X/B<0
» Sed=0, g'=(0 1) € um vetor que satisfaz as condicGes para que os dados
estejam na categoria de separacao quase-completa (2.1), pois:

o X/p=p,+p%X,= fazendo p'=(0 1)= Xx/p=X,

e paray =0 (ieE,):

* paray =1 (iEEl):xu:O = X/p=0 = X/p<0
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Desta forma, o Teorema 1 fica provado.
2.2.2- Caso 2 — p Covariaveis, incluindo uma Binéaria

Suponha que seja considerada uma sequéncia de covariaveis  quaisquer

e que, sem perda de generalidade, x, é binaria. Considere a

1

1’ 2 ! p!?
representacdo da Tabela 2.1 resultante do cruzamento de Y com X;: binéria. O vetor
B e R™" que satisfaz as condicBes para que estes dados estejam na categoria de

separa¢do quase-completa segue diretamente daquele obtido no Teorema 1. Isto é:

» Sea=0, g'= [—1 1 0 - oj € um vetor que satisfaz as condigdes
p+1

para que os dados estejam na categoria de separacdo quase-completa (2.1).

» Seb=0,p'= [o -1 0 - oj € um vetor que satisfaz as condicGes para
pe1
que os dados estejam na categoria de separa¢do quase-completa (2.1).
» Sec=0, p8'= [1 -1 0 - oj é um vetor que satisfaz as condicdes para
pi1
que os dados estejam na categoria de separacdo quase-completa (2.1).

» Sed=0, p'= (o 10 - oj é um vetor que satisfaz as condicGes para
p+1

que os dados estejam na categoria de separacdo quase-completa (2.1).

Isto mostra que, independente do numero de covaridveis que estejam sendo
consideradas, com X; binaria e na situacdo da Tabela 2.1, existe um vetor
p (com p+1 parametros ) que satisfaz as condi¢cbes para que os dados
estejam na categoria de separagdo quase-completa se existir uma, mas somente uma,

casela nula.
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Exemplo 1 revisado: Considerando ainda os dados do Exemplo 1, a Tabela 2.2 mostra
0 cruzamento da variavel resposta, ocorréncia de meningite durante os primeiros 30
dias apos a cirurgia e a covariavel gravidade do caso ( x,). Como pode ser observado,
existe uma casela nula nesta tabela e, de acordo com o Teorema 1, e Albert & Anderson
(1984), ndo existe estimador de maxima verossimilhanga para estes dados. A Figura 2.2
também mostra graficamente que estes dados estdo na categoria de separagdo quase-

completa.

Tabela 2.2- Cruzamento da covariavel binaria x , com a resposta N, .
Xi: gravidade do caso

Ni: ocorréncia de meningite 0: baixa 1: alta Total
0: ndo 68 32 100
1:sim 0 2 2
Total 68 34 102
10 — 0 v-o

1l
s

Duracdo da cirurgia

ONIImdnIno a0 000 O

I I I
0,0 0,5 1,0

Gravidade do caso

Figura 2.2- Pacientes submetidos a craniotomia.
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2.2.3- Caso 3 — Uma Unica Covariavel Categdrica, com 3 Categorias

Este caso refere-se a situagdo em que a covaridvel x, é categdrica, com mais de
duas categorias ou classificagbes. Suponha que a varidvel categorica x, tenha trés

categorias, isto é, x,:0,1, 2. O cruzamento resultante desta covariavel com Y estd

apresentado na Tabela 2.3.

Tabela 2.3- Cruzamento da covaridvel categorica
X , com aresposta Y.

X1
Y o 1 2 Total
0 a b ¢ atb+c
1 d e f d+e+f

Total A+d b+e c+f a+b+c+d+e+f=N

Essa covariavel, em situacOes reais, € representada por variaveis indicadoras. Isto é,

usa-se duas variaveis indicadoras para representar x, que tem trés categorias. Uma

forma usual de representacdo esta apresentada na Tabela 2.4.

Tabela 2.4- Variaveis indicadoras x , e x,
representando a covariavel x , com trés categorias.

Xu X1z
0 0 0
X1 1 1 0
2 0 1

Sera mostrado que se uma, e somente uma, das caselas da Tabela 2.3 for nula, o

conjunto de dados estara na categoria de separacdo quase-completa.
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Teorema 2: Se qualquer uma, mas somente uma, das caselas da Tabela 2.3 for nula,

0 conjunto de dados esta na categoria de separagdo quase-completa.

Demonstracao:

A Tabela 2.5 mostra o cruzamento das duas variaveis indicadoras de x, com a

resposta.

Tabela 2.5- Cruzamento das variaveis indicadoras com v .

X1 X12
0 1 0 1
0 a+c b atb c
Y
1 d+f e d+e f

» Se a =0, tem-se a seguinte configuragéo:

Y X11 X12
0 1 0 A
0 1 0
0 1 0
0 0 1 > E,
0 0 1
0 0 1
J
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1 0 0
1 1 0
1 1 0 >{3
1 1 0
1 0 1
1 0 1

1 0 1
J

e p'=(-111) é um vetor que satisfaz as condi¢Ges para que os dados
estejam na categoria de separacdo quase-completa (2.1), pois:

® X/'B=p,+P Xy +B,X,, = fazendop' =(-111)=
X/B=—-1+X, +X,,

e paray =0 (ieE,): X/ =0 paratodoie E, e, portanto, X /g = 0

e paray =1 (ieE,): X/<0

» Seb=00Ue=0 OUc=0 ou f =0 segue imediatamente, pelo Teorema 1,

que o conjunto de dados esta na categoria de separacdo quase-completa.

» Se d =0, tem-se a seguinte configuragéo:

20



11 12

0 | 0
0 | 0
1 | 0
1 | 0 >ED
1 | 0
0 | 1
0 | 1

1 | o |
1 | 0
1 | 0

y e
0 | 1
0 | 1
0 | 1

J

p'=@0 -1 -1) é um vetor que satisfaz as condi¢BGes para que os dados
estejam na categoria de separacdo quase-completa (2.1), pois:

X!p=pBy+ B, Xy +B,%X, = fazendop' =1 -1 -1)=

X!B=1-X,, -X.,,

paray =0 (ie E,): X/820

paray =1 (ieE,): X/B<0
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Segue que o Teorema 2 esta provado.
Duas observacgdes devem ser registradas com relacdo a extensdo deste resultado :

1- Existem outras formas de criar varidveis indicadoras para representar a
covariavel x . No entanto, o Teorema 2 continua valendo com prova similar.

2- A prova do Teorema 2 para covariaveis categoricas com mais de trés

classificacOes segue de forma similar.

2.2.4- Caso 4 —p Covariaveis, incluindo  uma Categorica, com 3

Categorias

Suponha que seja considerado um conjunto de covariaveis quaisquer

X,, X,, -, X €que, sem perda de generalidade, x , é categorica. Suponha ainda que

1 2
a varidvel categorica tenha 3 classificacOes, isto €, x, :0,1, 2, e que suas indicadoras
sejam x ,, (indicadora da categoria 1) e x, (indicadora da categoria 2), como

apresentado na Tabela 2.4.

O vetor pew®" que satisfaz as condi¢bes para que esses dados estejam na

categoria de separacdo quase-completa segue diretamente daquele obtido no Teorema 2.

Isto é:

> Sea:o,tem-sequeﬂ':|—1 110 - 0
\ }p+1

» Seb=o0,tem-se que /3'[0
(

-10 0 - 0\
J

» Sec=0,tem-seque g'=,0

\
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( |

> Sedzo,tem-sequeﬂ/=|1 -1-1.0 - 0,
k )p-v-l

> Seeo,tem-sequeﬂ'[o 10 0 - 0

g

» Se f =0,tem-seque ' = 01 0 - 0

A seguinte situacao real ilustra essa secéo.

Exemplo 3 revisado: Considere os dados do Exemplo 3. O cruzamento da variavel
resposta de interesse Y: presenca (ou ndo) de hemorragia peri-intraventricular no parto
com a covariavel x . : presenca de infeccdo (0: ndo; 1: provavel; 2: confirmada) esta
apresentado na Tabela 2.6. Nota-se a presenca de uma casela nula no cruzamento da

resposta Yy com essa variavel categorica.

Tabela 2.6- Cruzamento da resposta Y com a variavel categorica x ,

y x , . Infeccdo
Hemorragia g0 1: provavel 2: confirmada | @
0: grau 1 11 22 58 N
1: graus 2 a 4 0 5 8 13
Total 11 27 66 104

Isso significa que os estimadores de maxima verossimilhanca ndo existem para esse

conjunto de dados.
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Capitulo 3

Propostas de Solucéao

Como foi visto no Capitulo 2, podem existir situacbes em que as estimativas de
méaxima verossimilhanca (ML) ndo existem (Albert & Anderson,1984). A literatura
apresenta algumas propostas de solucdo para o caso de Separacdo Completa e Quase-
Completa (Colosimo, Franco e Couto, 1995; King e Ryan, 2002). Neste capitulo serdo
apresentadas duas propostas da literatura: regressdo logistica exata e adicionar uma
pequena constante aos dados e, ainda, propor uma nova solucdo, que é mais simples e

facil de ser implementada.
3.1- Regressao Logistica Exata

A idéia do método de Regressao Logistica Exata (RLE), proposto por Cox (1970),
era basear a inferéncia em distribuicbes permutacionais exatas das estatisticas
suficientes correspondentes aos parametros de interesse da regressdo, condicionada nas

estatisticas suficientes dos parametros restantes (Inferéncia Condicional Exata).

A regressdo logistica exata foi vista, durante muito tempo, como uma abordagem
computacionalmente inviavel, o que resultou num método raramente usado. Foi
Tritchler (1984) quem deu o primeiro passo que permitiu que a abordagem pudesse ser
usada atraves da producdo de um método numérico. Vale mencionar também a
contribuigéo neste sentido de Hirji, Mehta e Patel (1987, 1988), Hirji (1992) e Mehta e
Patel e Senchaudhuri (1998, 2000).

O LogXact é o unico software disponivel comercialmente que suporta a inferéncia

condicional exata para a regressdo logistica. 1sso porque, a cada nova versdo, vem
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aumentando enormemente o poder dos algoritmos numeéricos. Assim, esse software sera

usado para obter os resultados.

Esta secdo descreve a teoria para a Inferéncia Condicional Exata e utiliza um
exemplo, apresentado por Souza (2.000), que mostra claramente a utilizacdo dessa

teoria. Os outros dois exemplos seguintes sdo 0s ja mencionados neste texto.
3.1.1- O Modelo, a Verossimilhanca e as Estatisticas Suficientes

Sejam v, ,v,,---, v, variaveis aleatorias binarias independentes em que, para cada v, ,

existe um vetor (px1) de varidveis explicativasx, = (x ,, X .-, X, ). Seja x, a

probabilidade de que v, =1. A regressdo logistica, conforme (1.1), modela a

dependénciade », em x . através da relagdo

Iog[ L J—x;ﬁ, i=1,-,n (3.1)

emaque g8 =(8,.8,.8, B, )' apresenta (p +1) parametros desconhecidos. A funcéo

de verossimilhanca, conforme (1.3), ou a probabilidade de um conjunto de valores

observados y ,y,, .y, é

exp [Z yi(X{ﬂ)}

i=1

ITE+ o0 (x5)]

i=1

ou, equivalentemente,
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- 1
exp {Z yi(ﬂo +ﬂlxil+ﬁzxi2 o ﬂpXiP)J
(3.2)

Pr(Yl =YY, =Y, Y, = yn): N
H [1+exp (ﬂ0+ﬂlxi1+ﬂzxi2 +"'ﬂpxip)]
i=1

A forma wusual de fazer inferéncias sobre s, e g7, em que

B = (B — B,1) consiste em maximizar (3.2) com respeito a esses coeficientes de

regressao.

Suponha que tem-se interesse em fazer inferéncias sobre g, e considera-se s,
como um parametro de perturbagdo. Assim, ao invés de estimar s, atraves da funcéo

de verossimilhanga ndo-condicional (3.2), pode-se elimina-lo condicionando nos

valores observados de sua estatistica suficiente

A funcéo de verossimilhanca condicional resultante esta, assim, livre do parametro s,

conforme segue

[ .
exp LZ Y, X /B J
Pr(Y,=y,Y, =y, .Y =y Im)= Fl T (3.3
> e LZ in{ﬁ*J

i=1

em que o somatério externo no denominador de (3.3) é sobre o conjunto

R :{(ylryzn"'xyn):z Yi = m]}
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Pode-se agora abordar a inferéncia sobre s ° de duas formas : assintética e exata. Uma
abordagem assintdtica consiste em maximizar a fungdo de verossimilhanca condicional
(3.3). A inferéncia exata sobre s~ € baseada na distribuicdo permutacional de suas
estatisticas suficientes. Pode-se observar na forma de (3.3) que o vetor de estatisticas

suficientes para g~ €

t=> vy, X,,
i=1
e sua distribuicdo é
c(t)ye'”
Pr(T, =t,,T,=t,, T =t )= ®)
3 c(u)e"”

em que c(t) = #S(t), com

( " " |
S(t)=<t(y1,yzwwyn)12 Yi=m Yy =ty jzl,---,pJ},

em que #s representa 0 numero de elementos distintos em s, e 0 somatorio no

denominador é sobre todo u para o qual c(u)>1. Em outras palavras, c(t) é a

contagem do numero de seqiéncias binarias da forma (y, vy, --,y,) tal que

>y, =m e Yyx, =t j=1-,p.Alnferéncia exata sobre " requer o calculo
i=1

i=1
dos coeficientes tal como c(t) no qual algumas das estatisticas suficientes sdo fixadas

nos seus valores observados e outras precisam variar sobre toda a sua extenséo.
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3.1.2- Inferéncia Condicional Exata para 4,

Suponha que, sem perda de generalidade, deseja-se fazer inferéncias sobre um dnico

parametro s . Pelo principio da suficiéncia, a distribuicdo condicional de T  dado

t,.t,,-.t,, depende apenas de s . Seja f(t, |5,) representando a probabilidade

p

condicional pr(t, =t |T,=t,.T, =t ). Entdo

em que o somatorio no denominador estd sobre todos os valores de u para o qual

eft,.t,,~~.t, ,,u)>1. Como esta probabilidade ndo envolve os parametros de

perturbagéo (5,.4,.-. 4, ), pode-se usa-la para fazer inferéncias sobre s .

3.1.3- llustracéo: Estudo de Dose-Resposta

A andlise de dados para estudos do tipo dose-resposta, isto é, estudos em que as
unidades experimentais (em geral, cobaias) sdo tratadas com dosagens diferentes de
uma determinada droga, se baseia em um modelo gue relaciona a probabilidade de uma

resposta binaria a dosagem usada da droga.

Considere K diferentes doses x,,x,,---,x, de uma determinada droga e que, sem

perda de generalidade, x, < x, <-- < x, .Parai=1,2,---,k, sejam:

n, : nUmero total de animais tratados com a dose x, ;
y, : numero de animais que responderam positivamente;

u , - probabilidade de o animal responder positivamente a dose x, .
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O modelo de regressao logistica associado a esse caso é

xl,/}

emque u, = Assim, a distribuicdo conjunta de v, e dada por

1+e"”

[ (n, ( . v
|H[ ]exp B v+ B'Y vix ||
PrlY, = yi =L k)= Bl L - (3.4)
ITh+ew (g5 %)

i=1

emaque g = (5, .58,).

As estatisticas suficientes para os parametros g, e g séo, respectivamente,
m=>vy, e t=> yX.

Assim, substituindo m e t, a distribuicdo conjunta de m e T é dada por

c(m,t)exp (ﬂo m + [}*t)
> c(u,v)exp (ﬂou +,B*v)

(uv)eQ

em que

@ - j(U.V):Z Yi :u'z YiX =Vv,0< y; < nili :l:"',kl e c(m,t)= z H [nlJa
L i i J i1 Y
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quando a soma é realizada sobre toda a seqiiéncia {0 <y, <n.,i=1,---,k} paraaqual

m=>y, e t=> yX.

No modelo logistico (3.1), testar a inexisténcia de efeito da dose € 0 mesmo que testar a

hipotese nula s* = o. Para eliminar o efeito do parametro de perturbagdo s, , usa-se a

distribuigéo condicional de T dado M = m, dada por

c(m,t)exp (,B* t)
> c(m,v)exp (B v)

veQ(m)

em que Q(m)={v:(m,v)e Q}.

PriT =t|IM =m]=

Sob H,

Pr[T =tIM =m; 8" = 0]

A titulo de ilustracdo, considere um estudo simples do tipo dose-resposta realizado com

somente 9 cobaias.

Tabela 3.1- Dados de um estudo do tipo dose-resposta

Resposta Dose(x,)

(y,) 0 1 2 Total
Presente (1) 0 0 2 2
Ausente (0) 3 3 1 7

Total 3 3 3 9
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O modelo de regressao logistica € log [ £ ] = x,f, em que x, = 0,1,2 S&0 as doses
1- p,

comi=1,2,3.

Os valores das estatisticas suficientes para os parametros s, e s sdo, respectivamente

3

m=>y,=>Vy,=Y,+Y,+y,=0+0+2=2= m=2 e

i=1

t=> v, =Y VX = X Y, + Y, X, = (0.0)+(0.1)+(22)=4= t=4

As possiveis configuracdes para 0s valores das estatisticas suficientes para 0s

parametros g, e p° estdo representadas na Tabela 3.2.

3

3
Agora, € preciso gerar H[ ] pois existem valores repetidos de (m ,7). Os

resultados encontram-se na Tabela 3.3 onde estdo realcados os valores para
c(M.T)=c(2,7),uma vez que o valor obtido para a estatistica suficiente para s, foi
m = 2. Desta forma,

Pr[T =tiM =2; 87]

ndo depende de 5, .

A probabilidade condicional de T dado M, sob H , € dada por:

Pr(T =t|M =m; g =0]=
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Para m = 2, tem-se:

PriT =t|M :2;,8:0]:&
> c(2,v)
veQ(2)
Como t =0,1,2,3,4, tem-se:
c(2,0) 3
PrfT=0|M =2;=0]=——=—=0,0833
> c(2,v) 36
veQ(2)
c(2,1) 9
PriT =1|M =2; 8 =0]=——=—=0,2500
> oc(2,v) 36
veQ(2)
c(2,2) 2
PriT=2|M =2;8=0]=———=—=0,3333
> c(2,v) 36
veQ(2)
Pr[T =3|M :z;ﬁzo]:M=i =0,2500
> oc(2,v) 36
veQ(2)
Pr[T = 4|M :2;ﬂ:0]:ﬂ:i =0,0833
> c(2,v) 36

veQ(2)

Note que, para t = 4, 0 valor-p exato equivale a 2 x 0,0833 = 0,1667.

32



Tabela 3.2- Possiveis configuracGes para os valores das estatisticas suficientes

para g, e p".
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3.1.4- Exemplos Revisados

Exemplo 1 revisado: Considerando os dados do Exemplo 1, a Tabela 3.4 mostra os
resultados do ajuste do modelo logistico atraves do software LogXact.

Tabela 3.4- Resultados do ajuste do modelo logistico usando o0 método exato.

Covariéavel 4 IC para g (95%)  valor - p
x . : gravidade do caso (0: baixae 1: alta)  1,3302  [-1,2657 ; =) 0,3125
x , : durac8o da cirurgia (em horas) 0,3776 [-0,1778 ; 0,9665] 0,1711

Exemplo 3 revisado: Considerando os dados do Exemplo 3, a Tabela 3.5 mostra 0s

resultados do ajuste do modelo logistico através do software LogXact.

Tabela 3.5- Resultados do ajuste do modelo logistico usando o0 método exato.

Covariavel 4 IC para s (95%) valor - p

X , . uso de corticoide (0: ndo e 1: sim) -2,6641 [-6,9216;-0,1995] 0,0266
X , : tipo de parto (0:cesariano e 1: vaginal)  -0,2811 [-2,8769;1,7770] 1,0000
X ,: Peso (gramas) a0 nascer (0:> 1000 e 1: 1,1308  [-1,0547;3,6539] 0,4308

<1000)
x , . idade gestacional calculada (semanas) 0,2195  [-0,1494,0,5949] 0,2412
x ., : indicadora de infeccdo (1:provavel)  -1,1499  [-3,8715;+« ) 1,0000

X ., - indicadora de infecgdo (2:confirmada) -2,6728  [-6,3364; +x ) 1,0000
X VM 0,0887 [0,0319;0,1608] 0,0010

6

X, » VPP (0:nZo e 1:sim) 1,8947 [-0,1780;4,6421] 0,0845

Pode-se observar que o método exato encontra estimativas para os parametros do

modelo. No entanto, a covariavel que gera a condigdo de separacdo quase-completa
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apresenta uma grande incerteza na sua estimativa caracterizada pelo valor infinito do
seu limite superior do intervalo de confianga. Este fato ocorre nos dois conjuntos de
dados. Isso significa que as estimativas geradas para a variavel que gera a situacdo de

quase-separacdo nao sao confiaveis.

3.2 - Adicionar uma Constante aos Dados

O procedimento de adicionar uma pequena constante k , proxima de zero, ao
conjunto de dados categdrico tem sido muito comum, principalmente em tabelas de
contingéncia esparsas. Uma solucdo que consiste em deixar o conjunto de dados indicar
qual é a melhor constante a ser usada no intervalo (0, 0,5] aparece em Colosimo, Franco
e Couto (1995). Este procedimento é simples e consiste em adicionar uma constante

selecionada para cada N, e N, . Colosimo, Franco e Couto (1995) utilizaram de

repeticdes de Monte Carlo para encontrar a melhor constante. Todas as repetices
usadas nas simulacdes geraram conjuntos de dados na categoria de separacdo quase-
completa. O Erro Quadratico Médio (EQM) foi a medida estatistica usada como critério
para escolher, dentre uma série de constantes, a mais adequada. Serdo usadas neste
trabalho as constantes 0,02 e 0,03.

3.2.1- Exemplos Revisados
Exemplo 1 revisado: Considerando os dados do Exemplo 1, as Tabelas 3.6 e 3.7
mostram o0s resultados do ajuste do modelo logistico apds adicionar as constantes

K =0,02 € K = 0,03 aos dados.

Tabela 3.6- Ajuste do modelo de regressao logistica, adicionando k = 0,02 .
Covariavel Estimativa |Cpara g (95%) Valor — p

X, : gravidade do caso

_ 2,0968 [- 1,0380; 5,2316] 0,1899
(0:baixa el:alta )

X , : duragdo da cirurgia
0,3434 [- 0,1407 ; 0,8275] 0,1644

(em horas )
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Tabela 3.7- Ajuste do modelo de regresséao logistica, adicionando k = 0,03 .
Covariavel Estimativa  |C para g (95%) Valor - p

X, : gravidade do caso

_ 1,7687 [- 0,8989 ; 4,4363] 0,1937
(0:baixa el:alta )

X , - duragdo da cirurgia

0,3229 [-0,1373; 0,7831] 0,1690

(em horas )

Exemplo 3 revisado: Considerando os dados do Exemplo 3, as Tabelas 3.8 e 3.9
mostram o0s resultados do ajuste do modelo logistico apds adicionar as constantes

K =0,02 e K = 0,03 aos dados.

Tabela 3.8- Ajuste do modelo de regressao logistica, adicionando k = 0,02 .

Covariavel Estimativa  |C para g (95%) Valor - p
X, -1,6317 [-3,3745; 0,1111] 0,0665
X, -0,3095 [-1,8953 ; 1,2763] 0,7021
X, 0,1187 [-0,1682 ; 0,4056] 0,4176
X, 0,0406 [0,0028 ; 0,0784] 0,0352
X, 1,1095 [-0,3905 ; 2,6095] 0,1471
X, 0,6434 [-0,8476 ; 2,1344] 0,3977
X, 1,4393 [-3,1877 ; 6,0663] 0,5421
X 0,5538 [-4,0812 ; 5,1888] 0,8148

-~

Tabela 3.9- Ajuste do modelo de regressao logistica, adicionando k = 0,03 .

Covariavel Estimativa  |C para g (95%) Valor - p
X, -1,4333 [-3,0166 ; 0,1499] 0,0760
X, -0,2609 [-1,7842 ; 1,2624] 0,7371
X, 0,1050 [-0,1692 ; 0,3792] 0,4529
X, 0,0381 [0,0018 ; 0,0744] 0,0399
X, 1,0100 [-0,3971; 2,4171] 0,1595
X, 0,5754 [-0,8458 ; 1,9966] 0,4274
X, 1,1673 [-2,6827 ; 5,0173] 0,5524
X 0,3640 [-3,4819 ; 4,2099] 0,8528

~
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Pode-se notar que os resultados obtidos para Kk = 0,02 e K = 0,03 sd0 Similares, tanto

no Exemplo 1 quanto no Exemplo 3.

3.3- Proposta Nova

Este procedimento consiste em retirar aleatoriamente uma observacdo de uma das
caselas ndo-nulas (com mesmo valor da covariavel ou mesmo valor da resposta) e
adiciona-la a casela nula. Ou seja, deve-se trocar o resultado de uma observagdo. Com
isso, torna-se possivel usar o modelo logistico na sua forma usual através dos softwares
estatisticos disponiveis, pois o conjunto de dados ndo mais estard na condicdo de

separacdo quase-completa.

Para maior clareza desta proposta, considere a representacdo da Tabela 3.10
resultante do cruzamento da covaridvel binéria x ,com a resposta Y. Note que a casela
c=0.

Tabela 3.10- Cruzamento da covariavel
binaria x , com a resposta Y, com c=0

X 1
vy 5 : Total
0 30 15 45
1 0 2 2
Total 30 17 47

De acordo com o Teorema 1, o conjunto de dados estd na categoria de separacdo
quase-completa. Esta proposta sugere a retirada aleatoria de uma observacao da casela

ndo-nula (y =0e X, =0,0u Y =1e X, =1) que represente o maior total (neste caso,

30) e adiciona-la a casela nula. Assim, a tabela 3.10 fica alterada para
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Tabela 3.11- Cruzamento da covariavel
binaria x , com a resposta Y, com c=1

X 1
v 5 . Total
0 29 15 44
1 1 2 3
Total 30 17 47

Os dados dispostos agora, como na Tabela 3.11, permitem que o modelo logistico possa

ser ajustado normalmente.

Note que, retirando a observacdo da casela que representa 0 maior valor, ndo esta sendo

questionado o qudo sério seriamudar de (y =0e X, =0) para(y =1e X, =0).

Para exemplificar melhor esta proposta de solucdo, serdo usados os dados dos

Exemplos 1 e 3.

3.3.1- Exemplos Revisados

Exemplo 1 revisado : Considere a representacdo dada na Tabela 2.1 resultante do
cruzamento de Y com x, binéria. De acordo com os resultados apresentados na Tabela
2.2, temos que a casela c¢=o0. Sera apresentada a solucdo proposta em que a

observagdo retirada aleatoriamente pertence as caselas a (mesmo valor de x,) e d

(mesmo valor da resposta N, ).

> Retirada aleatéria de uma observacéo da casela a = 68 resultante do cruzamento

de x,=0eN,=0.

1

O numero 22 foi sorteado de forma aleatdria, que corresponde ao paciente 26,

conforme a Tabela 3.10.
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Tabela 3.10- Sele¢do aleatoria da observacdo da casela a = 68 a
ser adicionada a casela nula.
PACIENTE X1 X2 N1 ORDEM N° ALEATORIO

26 0 3,5 0 22 22

Ao adicionar esta observacao a casela nula, a Tabela 2.2 fica mudada conforme
a Tabela 3.11 e os resultados para o ajuste do modelo logistico encontram-se na
Tabela 3.12.

Tabela 3.11- Cruzamento da covariavel binaria x , com a resposta N,

apos adicionar a casela nula a observacao da casela a = 68 .
Xi: gravidade do caso

Ni: ocorréncia de meningite  0: baixa 1:alta  Total
0: néo 67 32 99
1:sim 1 2 3
Total 68 34 102

Tabela 3.12- Ajuste do modelo de regressdo logistica, apds adicionar a
casela nula a observacdo da casela a = 68 .

Parametro B ICpara g (95%) Valor - p
X, : gravidade do caso 1246 0.329
(0 :baixa e1:alta) ’ [-1,2569 ; 3,7489] 7
X, : duragéo da cirurgia
(em horas ) 03425 101385;08035) 0163

> Retirada aleatoria de uma observacéo da casela d = 2 resultante do cruzamento

de x,=1eN, =1.

1

O numero 1 foi sorteado de forma aleatoria, que corresponde ao paciente 100,

conforme a Tabela 3.13.
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Tabela 3.13- Selec¢do aleatoria da observacdo da casela d = 2 a

ser adicionada a casela nula.
PACIENTE X1 X2 N1 ORDEM N° ALEATORIO

100 1 1,5 1 1 1

Ao adicionar esta observacdo a casela nula, tem-se a Tabela 3.14 e os resultados

para o ajuste do modelo logistico encontram-se na Tabela 3.15.

Tabela 3.14- Cruzamento da covariével binaria x, com a resposta N,

apos adicionar a casela nula a observacédo da casela d = 2 .
Xi: gravidade do caso

Ni: ocorréncia de meningite  0: baixa 1:alta  Total
0: ndo 68 32 100
1:sim 1 1 2
Total 69 33 102

Tabela 3.15- Ajuste do modelo de regressao logistica, ap6s adicionar a
casela nula a observacgéo da casela d = 2 .

Parémetro B ICpara g (95%) Valor - p
X, :gravidade do caso
0,286 [-2,7598 ; 3,3318] 0,854
(0 : baixa e1:alta )
X, : duracéo da cirurgia
0,4998 [-0,1111 ;1,1107] 0,109

(em horas )

Exemplo 3 revisado: Considere a representacdo dada na Tabela 2.3 resultante do

cruzamento de Y com x, categdrica. De acordo com os resultados da Tabela 2.6, tem-
se que a casela d = 0. Sera apresentada a solucdo proposta em que a observagédo

retirada aleatoriamente pertence as caselas a e (e ou f).
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> Retirada aleatdria de uma observacdo da casela a = 11 resultante do cruzamento

de x,=0evy =o0.

O namero 9 foi sorteado de forma aleatdria, que corresponde a paciente 60.

Ao adicionar essa observacdo a casela nula, a Tabela 2.6 fica mudada conforme
a Tabela 3.16 e, os resultados para o ajuste do modelo logistico encontram-se na
Tabela 3.17.

Tabela 3.16- Cruzamento da resposta vy com a variavel categorica x _,

apos adicionar a casela nula a observacao da casela a = 11 .
Infeccdo

Hemorragia 0:ndo 1:provavel 2:confirmada Total

0:graul 10 22 58 90
1l:graus2 a4 1 5 8 14
Total 11 27 66 104

Tabela 3.17- Ajuste do modelo de regressdo logistica, apds adicionar a
casela nula a observacdo da casela a = 11 .

Parémetro Vi IC para g (95%) Valor — p
X, -2,1062 [-4,0145 ; -0,19794] 0,031
X, -0,0095 [-1,8682 ; 1,84917] 0,992
X, 1,0578 [-0,7129 ; 2,82846] 0,242
X, 0,2884 [-0,0568 ; 0,63356] 0,102
X, -1,086 [-3,8868 ; 1,71484] 0,447
X, -2,5 [-5,4322 ; 0,43216] 0,095
X, 0,10076 [0,0363 ; 0,16519] 0,002
X 1,7344 [-0,0131 ; 3,48194] 0,052

-~
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> Retirada aleatoria de uma observacdo da casela (eou f) resultante do

cruzamentode x, =1€Y =10U X, =2 €Y =1.

O numero 9 foi sorteado de forma aleatdria que corresponde a paciente 53.

Ao adicionar esta observacédo a casela nula, a Tabela 2.6 fica mudada conforme
a Tabela 3.18 e os resultados para o ajuste do modelo logistico encontram-se na
Tabela 3.109.

Tabela 3.18- Cruzamento da resposta vy com a variavel categorica x _,
apos adicionar a casela nula a observacdo da casela = 8.
Infeccao

Hemorragia 0:n&o 1:provavel 2:confirmada Total

0:graul 11 22 58 91
1l:graus2 a4 1 5 7 13
Total 12 27 65 104

Tabela 3.19- Ajuste do modelo de regressdo logistica, apds adicionar a
casela nula a observacdo da casela f = 8.

Parametro Vi IC para g (95%) Valor — p
X, -3,047 [-5,6871; -0,40688] 0,024
X, -0,196 [-2,2756 ; 1,88356] 0,853
X, 1,1675 [-0,7919 ; 3,12691] 0,243
X, 0,3020 [-0,0904 ; 0,69439] 0,131
X, 0,016 [-3,3415 ; 3,37348] 0,993
X, -1,762 [-5,1469 ; 1,62292] 0,308
X, 0,11402 [0,0413;0,18672] 0,002
X 2,307 [0,1608 ; 4,45320] 0,035

~

Esta proposta que consiste simplesmente em retirar aleatoriamente uma observagao de
uma das caselas ndo-nulas (com mesmo valor da covaridvel ou mesmo valor da

resposta) e adiciona-la a casela nula, gera estimativas parecidas para os parametros do
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modelo independente de onde é tirada a observacdo a ser acrescentada a casela nula,

exceto para a covariavel que gera a condicdo de separacdo quase-completa.
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Capitulo 4

Simulacgbes de Monte Carlo

Com os resultados da andlise dos dados, surgem perguntas como: Qual € a melhor
proposta de solucdo? Que medida estatistica usar para ajudar a identificar qual é a

melhor proposta?

Apds gerar em torno de 1.000 simulacbes, o critério que sera usado para ajudar a
identificar a melhor proposta de solucdo (Regressdo Logistica Exata; Soma de uma
pequena constante k aos dados; Alocacdo de uma observacdo da casela vizinha a
casela nula) seré baseado no Erro Quadratico Médio (EQM).

Para obter o EQM foi usado parte de um programa em Fortran desenvolvido para
gerar os resultados apresentados em Colosimo, Franco e Couto (1995). Este programa
foi atualizado (Fortran PowerStation 4.0) na proposta apresentada que soma uma
pequena constante K aos dados e, ainda, acrescentado a ele, a proposta que aloca uma
observacdo da casela vizinha a casela nula. Foram fixados os valores das covariaveis

X, e X ,do Exemplo 1 e os betas foram escolhidos, de modo que, a chance dos dados

1

cairem na situacdo de quase-separacdo fosse mais freqiiente. Dados na situacdo overlap
foram totalmente descartados. Os mesmos vY's simulados que foram gerados neste
programa em Fortran foram armazenados em um arquivo para serem processados no
LogXact para a execucdo da proposta que usa a regressao logistica exata. Gerado o
arquivo de saida do LogXact, foram guardadas as estimativas dos betas e usados 0s seus

resultados para calcular o EQM num programa em Delphi.

Na se¢édo seguinte apresenta-se o calculo do EQM.
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4.1- Calculo do Erro Quadratico Médio

As trés propostas de solucéo apresentadas nesta dissertacdo tém como objetivo gerar

as estimativas dos parametros e, conseqlientemente, 0 EQM, dado por

EQM

em que:

em que:

=(5—ﬂj

N = Numero de Repeticdes Validas,

B = valores verdadeiro s.

A

+ Var (/J;)

As Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam os resultados do Erro Quadratico Médio para

as trés propostas de solucdo, respectivamente.

Tabela 4.1- Calculo do EQM para a Proposta de Solucdo que usa a Regressdo

Logistica Exata.

BETAS Erro Quadratico Médio
A A, A, N
BETA0=-9; BETA1=3.0; BETA2=0.1 | 41,02618 | 6,397636 | 0,1550247 786
BETA0=-8; BETA1=3.0; BETA2=0.1 | 27,76298 | 5,922798 | 0,1477597 802
BETA0=-7; BETA1=3.0; BETA2=0.1 | 16,26940 | 4,615071 | 0,1645181 858

Dentre as 1.000 simulagdes de Y devem-se subtrair os casos em que a distribuicao

condicional da estatistica suficiente para o parametro de interesse é degenerada. 1sso
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justifica o fato de que o numero efetivo de simulacdes na Tabela 4.1, representado por

N, ndo totaliza 1.000.

Tabela 4.2- Célculo do EQM para a Proposta de Solugdo que usa a Soma da
Constantek = 0,02 aos dados.
BETAS Erro Quadratico Médio
B B, B, N
BETAO0=-9; BETA1=3.0; BETA2=0.1 15,81359 | 1,93785 0,09110 1.000
BETA0=-8; BETA1=3.0; BETA2=0.1 8,83495 | 1,81893 0,08955 1.000
BETAO=-7; BETA1=3.0; BETA2=0.1 4,19854 | 1,41465 0,08910 1.000

Tabela 4.3- Calculo do EQM para a Proposta de Solucdo que Aloca aleatoriamente
uma Observacdo da Casela Vizinha a Casela Nula.

BETAS Erro Quadratico Medio
B B, B, N
BETAO0=-9; BETA1=3.0; BETA2=0.1 28,01917 | 9,70956 0,03975 910
BETAO0=-8; BETA1=3.0; BETA2=0.1 25,54767 | 9,66912 0,06623 902
BETA0=-7; BETA1=3.0; BETA2=0.1 12,55776 | 9,65856 0,09846 923

Nota-se que, em geral, a proposta que usa como solucdo a Regressdo Logistica

Exata parece ser a pior, uma vez que apresentou 0s maiores valores para o EQM. Ja a

proposta que gerou os melhores valores para 0 EQM foi aquela que soma a constante

K = 0,02 aos dados.
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Capitulo 5

Resultados e Conclusoes

5.1- Resultados

As tabelas-resumo (Tabelas 5.1 e 5.2) para os exemplos 1 e 3, citados no texto,

mostram os resultados para as trés propostas de solucéo.

Tabela 5.1- Resultados dos ajustes para 0 Exemplo 1, usando as trés propostas.

Covariavel Método Exato Adicionar k Proposta Nova
ﬁf\ IC para ﬂ valor - p VanKrde /§ IC para ﬂ valor - p| Casela IC para ﬂ valor - p
1,3302 [-1,2657 ; © ] 0,3125 K=0,02 2,0968 [-1,0380 ; 5,2316] 0,1899 | a=68 1,246 [-1,2569 ; 3,7489] 0,329
X 1 K=0,03 1,7687 [-0,8989 ; 4,4363] 0,1937 | d=2 0,286 [-2,7598 ; 3,3318] 0,854
0,3776  [-0,1778;0,9665] 0,1711 K=0,02 0,3434  [-0,1407 ; 0,8275] 0,1644 | a=68 0,3425 [-0,1385;0,8235] 0,163
X 2 K=0,03 0,3229 [-0,1373; 0,7831] 0,1690 | d=2 0,4998 [-0,1111;1,1107] 0,109
Grafico 5.1- Valor-p para o
Exemplo 1 para cada Proposta
0,4
0,3125 0,329
a 0,3 -
1
< O Beta 1
© 0,2 - 1711
© B Beta 2
>
0,1 A
0 T .
Exato Adiciona K Nova
Proposta

Figura 5.1- Resultados do Valor-p considerando cada proposta de solucéo para 0s
dados do Exemplo 1.
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Pode-se notar, através da Tabela 5.1 e da Figura 5.1, que nenhuma das covariaveis
sdo importantes para explicar a ocorréncia de meningite nas trés propostas de solucéo.
As estimativas de s, sdo bem parecidas nas trés propostas de solugéo, conforme Figura

5.1(h).

Tabela 5.2- Resultados dos ajustes para 0 Exemplo 3, usando as trés propostas.

Covariavel Método Exato Adicionar k Proposta Nova

valor - p

valor — p K valor - p| Casela A
B IC para 3

,é IC para 3 B IC para 3

2,664 [6,0216,;-0,1995] 0,0266 | K=0,02  -1,6317 [3,3745;0,1111] 0,0665 | a=11 _ -2,1062 [4,0145;-0,1979] _ 0,031
K=0,03  -14333 [-30166;0,1499] 00760 | f=8  -3,047 [56871;-04069] 0,024
0,281 [-2,8769;1,7770] 1,0000 | K=0,02  -0,3095 [-1,8953;12763] 0,7021 | a=11  -0,0095 [-1,8682;158492] 0,992
K=0,03  -0,2609 [17842;1,2624] 07371 | f=8 0196 [-2,2756;1,8836] 0,853
1,131  [-1,0547;3,6539] 04308 | K=0,02  0,1187 [-0,1682;0,4056] 04176 | a=11  1,0578 [-0,7129;2,8285] 0,242
K=0,03 01050 [0,1692;03792] 04529 | f=8 11675 [0,7919;31269] 0,243
0219 [0,1494;05949] 02412 | K=0,02 00406 [0,0028;0,0784] 00352 | a=11  0,2884  [-0,0568;0,6336] 0,102
K=0,03 00381 [0,0018:0,0744] 00399 | f=8 03020 [0,0904;0,6944] 0131
1,149 [-38715;+c0 ] 10000 | K=002 1,095 [0,3905;26095] 01471 | a=11  -1,086  [-3,8868;17148] 0447
K=003 10100 [0,3971;24171] 0,595 | f=8 0016 [33415;33735] 0,993
-2673  [-63364;+00 ] 10000 | K=0,02 06434 [08476;21344] 03977 | a=11 25  [54322;04322] 0,095
K=0,03 05754 [0,8458;1,9966] 04274 | f=8  -1762 [51469;16229] 0,308
0089  [0,0319;0,1608] 00010 | K=0,02 14393 [-3,1877;6,0663] 05421 | a=11  0,10076 [0,0363;0,1652] 0,002
K=0,03 11673 [2,6827;50173] 05524 | f=8 0,140 [0,0413:;0,1867] 0,002
1,895 [0,1780;4,6421] 00845 | K=0,02 05538 [-4,0812;51888] 08148 | a=11 17344 [-0,0131;34819] 0,052
K=0,03 03640 [34819;4,2099] 08528 | f=8 2,307 [0,1608;4,4532] 0,035

-

N}

w

IS

o
=

o
)

o

X X X X X X X X

-~

Grafico 5.2 - Valor-p para o
Exemplo 3 para cada Proposta

o 0,8 @ Exato
C_CGJ 0,6 B Adiciona K
> 04 0 Nova

O_.—I—|

Beta Beta Beta Beta Beta Beta Beta Beta
1 2 3 4 51 52 6 7

Betas estimados

Figura 5.2- Resultados do Valor-p considerando cada proposta de solucéo para os
dados do Exemplo 3.
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Pode-se notar, através da Tabela 5.2 e da Figura 5.2, que as covariaveis importantes
para explicar a presenca (ou ndo) de hemorragia peri-intraventricular no parto em
cada uma das trés propostas de solucdo séo, para um nivel de significancia de 5% :

Método Exato :

X , : uso de corticdide (0: N&o; 1: Sim)

: nimero de dias em que a crianga permaneceu sob ventilacdo

6 *

X

mecanica assistida (VM)
Nova Proposta :

X , : uso de corticdide (0: N&o; 1: Sim)

: nimero de dias em que a crianga permaneceu sob ventilacdo

6 *

X
mecanica assistida (VM)

X, :ventilagdo por pressdo positiva (VPP) —ambu (0: N&o; 1: Sim)

Adiciona a constante K=0,02 :

X, : IGC (ldade Gestacional Calculada : em semanas)

5.2- Conclusoes

Trés solucBes foram propostas para uma situacdo de regressdo logistica em que a

analise padrdo ndo pode ser aplicada. As propostas: Soma de uma Pequena Constante

K = 0,02 aos dados e, Alocacdo de uma Observacdo Vizinha a Casela Nula tornaram

possivel usar o modelo logistico na sua forma usual, numa situacdo em que 0s

estimadores de maxima verossimilhanca ndo existem. Os resultados baseados no Erro

Quadratico Médio foram melhores para tais propostas, se comparados com aquela que

usa a Regressdo Logistica Exata.
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O procedimento que consiste em adicionar uma pequena constante, préxima de
zero, aos dados parece ser uma solucdo razoavel e simples quando os dados estdo

classificados na categoria de Separacdo Quase Completa.

O uso da Regressdo Logistica Exata, através do software LogXact, como uma das

propostas de solugdo, apresentou as seguintes limitacoes :

e Quando a funcéo de verossimilhanca condicional ndo pode ser maximizada,
0 LogXact calcula uma estimativa pontual ndo-viciada da mediana (MUE),
que, neste caso, deve ser usada com cautela. A variavel que gera a situacao
de quase-separacdo apresenta intervalo de confianca para o parametro

correspondente com limite indeterminado;

e O Logxact trabalha com um numero limitado de varidveis (colunas) no

arquivo de dados, o que gerou dificuldades para gerar os resultados;
e Em determinadas situagdes esse programa ndo gerou alguns betas,

apresentando a informacdo de que a distribuicdo condicional da estatistica

suficiente para o pardmetro de interesse era degenerada.
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ANEXO Al

Tabela Al - Dados referentes a 104 pacientes onde a resposta de

interesse é a presenca (ou ndo) de hemorragia peri-intraventricular

no parto.

No

Ny

X7

Xe

37

10
27

23

25
12

30
14

16

25
29

Xs

X4

30
29
30
30
29
33
29
28
32

33
34

32

31

31

24
32

32

28
27
28
24
28
32

33
28
28
32

30
30
27

28
28
28
29
34
31

28
27

X3

Xz

Xy
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No

A\

X7

Xe

49

13
13

40

15

14

84

11

18

40

34

57

Xs

X4

27
37

30
26
29
29
29
31

32

33
27
32

26
29
31

34
28
28
27
35
25
28
29
28
34
29
29
29
28
31

29
36
30
30
31

29
30
30
29
30
27
28
29
34
28

X3

X2

X1
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No

Ny

X7

Xe

13

39

11

18

23

26

39
22

Xs

X4

32

31

28
36
30
29
30
27

27

32

27

25
27
27

27

X3

Xz

Xy
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