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Resumo

A regressao polinomial local é uma abordagem nao paramétrica
para andlise de regressao, aplicavel quando a relagao entre a variavel
resposta e as covariaveis nao é satisfatoriamente estabelecida por
um modelo paramétrico. A estimacao da superficie é feita em cada
ponto aplicando a funcao de regressao linear a certa quantidade de
observacoes vizinhas ao ponto. Para tanto, é necessario determi-
nar o tamanho da vizinhanga ao redor do ponto no qual a fungao
de regressao é estimada (janela) e a fungao que pondera essas ob-
servacoes vizinhas (funcao nicleo). O objetivo desse trabalho é
estimar um modelo de regressao nao paramétrica para casos em
que se tem uma variavel resposta e duas preditoras, todas elas
continuas, para pontos no interior do suporte da densidade con-
junta das covariaveis. No texto sao discutidas formas de se obter
a janela global (a mesma para todos os pontos) e local (é diferen-
te para cada ponto), e sao apresentadas propostas de estimagGes
para a variancia condicional, a matriz Hessiana e o coeficiente de
determinagao. As simulagoes mostraram que o ajuste por janela
diagonal global produz resultados melhores, com menores erros e
maior aproximacao a superficie teérica, do que as janelas escalares
global e local. O coeficiente de determinacgao obtido nas aplicagoes
em dados reais pelo ajuste nao paramétrico é superior ao do modelo
paramétrico, melhorando a explicagao da variabilidade da resposta

e permitindo identificar os pontos onde o ajuste foi razoavel.

Palavras-chave: Regressao polinomial local; Variancia condicional;

Parametro de suavizacgao; Coeficiente de determinagao.
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Abstract

The local polynomial regression is a nonparametric approach to
regression analysis, relevant when the relation among the response
and the predictors cannot be well established by a parametric
model. The surface estimation is done at each point by application
of linear regression function to determined amount of observations
in neighborhood of the point. Therefore, it is necessary to deter-
mine the size of the neighborhood around the point in which the
regression function will be estimated (bandwidth), and the function
that sets weights to the neighbors observations (kernel). The pur-
pose of this dissertation is to estimate a nonparametric regression
model for cases which we have one response and two predictors,
all continuous, to points at interior of support of the joint density
function of predictors. In the text will be discussed ways to obtain
the global bandwidth (the same to all points) and local (is differ-
ent to each point), and will be presented purposes of estimation
to conditional variance, Hessian matrix and determination coeffi-
cient. The simulation results shows that the fit by global diagonal
bandwidth produces better results, with lower errors and better
approximation to theoretical surface, when compared to constants
bandwidths global and local. The determination coefficient ob-
tained in applications to real data in nonparametric fit is upper
than the parametric model, making better the explanation of the
variability of response and allowing indentify the points where the

adjust was reasonable.

Keywords: Local Polynomial Regression; Conditional Variance;

Smoothing Parameter; Determination coefficient.
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Capitulo 1

Introducao

A analise de regressao é uma metodologia estatistica que per-
mite modelar a relacao entre uma variavel dependente e uma ou
mais variaveis independentes. Na regressao paramétrica a forma
do relacionamento funcional entre essas variaveis é conhecida, e é
possivel interpretar os parametros estimados. Ja na regressao nao
paramétrica nao ha a necessidade de um conhecimento a prior: da
forma a ser assumida pela funcao. A consequéncia da flexibilidade
do modelo nao paramétrico é a estimagao de um numero elevado

de parametros, os quais, por isso, nao permitem interpretacgao.

Uma vez apropriado o ajuste do modelo paramétrico, este é
preferivel por permitir interpretacao dos parametros e por estar
disponivel na maioria dos softwares estatisticos. A modelagem
nao paramétrica se apresenta entao como uma alternativa para os

casos em que o modelo paramétrico nao é razoavel.

A analise descritiva dos dados pode fornecer pistas a favor da
inadequacao do modelo paramétrico, como uma relagao nao linear
apresentada na dispersao entre a variavel resposta e uma das pre-
ditoras. Na analise de residuos pode ser verificado o atendimento
as suposicoes de normalidade e homocedasticidade dos mesmos. O
nao atendimento as suposigoes descritas sobre os residuos fornece

evidéncias contra o uso do modelo paramétrico.

Na literatura estatistica ha diversos métodos para estimagao
de modelos de regressao nao paramétricos como regressao local,

splines, modelos aditivos generalizados e projection pursuit, en-



tre outros (Fan e Gijbels, 1996). Nessa dissertagao foi utilizado o

modelo de regressao local.

A modelagem local consiste em aplicar um modelo de regressao
polinomial localmente, isto é, para cada ponto x, modelar a funcao
de regressao ao redor do ponto aplicando a técnica de regressao
polinomial a uma determinada fragao de dados em volta de = (Fan
e Gijbels, 1995). A estimacao da superficie de regressao é feita
através de suavizacao. Para tanto, ha dois pontos fundamentais:
a determinacao do tamanho da vizinhanca ao redor do ponto z
no qual a fungao de regressao é estimada e a fungao que pon-
dera os pontos utilizados na estimacao local (Marquetti e Viali,
2004). Geralmente essa fungao atribui maior peso aos pontos mais

proximos de r e menor peso aos mais distantes.



1.1 Revisao Bibliografica

Em 1979, Cleveland propés o método LOWESS (Locally Weighted
Scatterplot Smoothing), cuja motivagao foi a procura de um método
robusto nao influenciado pela presenca de outliers na variavel res-
posta. O LOWESS esta restrito ao caso univariado (somente uma
covaridvel). Opsomer e Ruppert (1997) trataram o problema da
regressao polinomial local bivariada através da 6tica dos modelos
aditivos para o caso homoscedastico. Yang e Tschernig (1999) con-
sideraram o caso heteroscedastico e propuseram formas de encon-
trar janela escalar global e matriz diagonal para o caso multivari-
ado. Ye, Hyndman e Li (2006) trabalharam o caso heteroscedastico
bivariado na estimacao da funcao de regressao, porém, utilizavam
a mesma janela para as duas covariaveis. Ruppert e Wand (1994)
estudaram os estimadores de regressao local multivariada e con-
seguiram obter expressoes para o vicio e variancia do estimador

para todos os pontos de estimagao, inclusive os de fronteira.

A respeito da estimacgao nao-paramétrica da densidade bivari-
ada, Wand e Jones (1994) propuseram a regra de referéncia nor-
mal para o caso univariado, e Zhang, King e Hyndman (2006) uti-
lizaram um algoritmo Markov chain Monte Carlo (MCMC) para
obter uma estimativa para a matriz de janelas no caso multivari-
ado. Lima e Atuncar (2009) utilizaram a método bayesiano através

da minimizagao da funcao perda para obter a matriz de janelas.

Para a estimacgao da variancia condicional da funcao de regressao,
Ruppert et al. (1997), e Fan e Yao (1998), estudaram o caso
univariado e propuseram um estimador baseado na aplicagao da
regressao linear local dos residuos quadraticos. Cai, Levine e Wang
(2009) abordaram o caso multivariado com efeitos fixos usando uma

generalizacao do estimador baseado em diferencas.



Sobre qualidade do ajuste nao paramétrico, Huang e Chen (2008)
propuseram uma forma de se obter a tabela ANOVA e o coeficiente
de determinacao, localmente e globalmente, nos casos univariado e

multivariado.

No presente texto, o problema da estimagao do parametro de
suavizagao foi abordado de trés formas: estimacgao da janela escalar
global (método do vizinho mais préximo), janela diagonal global
(método do vizinho mais préximo) e janela escalar local (mini-
mizagao do erro quadratico médio). O estimador local de janela
depende de quantidades desconhecidas, como a densidade conjunta
das covaridveis, a variancia condicional e a matriz Hessiana (ma-
triz de derivadas de segunda ordem da fungao de regressao). Para
a estimacao da densidade bivariada foi utilizada uma abordagem
Bayesiana baseada na minimizacao da fung¢ao perda (Lima e Atun-
car, 2009). Para a estimagao da variancia condicional foi repro-
duzida a ideia de Fan e Yao (1998) para o caso bivariado, ou seja,
aplicacao da regressao nao paramétrica aos residuos quadraticos.
A estimagao da matriz Hessiana foi feita através de um modelo
de regressao ciibica local que, por expansao em série de Taylor,
fornece estimadores naturais para as entradas dessa matriz. Para
avaliar a qualidade do ajuste, foi reproduzida a metodologia pro-
posta por Huang e Chen (2008) para a estimagao do coeficiente de

determinagao no caso univariado.



1.2 Objetivos

O objetivo desse trabalho é estimar e implementar computacional-

mente um modelo de regressao nao paramétrica:

m(x1, ) = BE(Y|(X1, X2) = (21, 22))

para o caso em que se tem uma variavel resposta e duas preditoras,
todas elas continuas, através de regressao linear local, avaliar a
qualidade do ajuste através do coeficiente de determinacao e da
variancia local, testar os modelos estimados através de simulagao e
aplicar a problemas reais. Esse texto sera direcionado a estimacgao
da funcgao de regressao em pontos no interior do suporte da fungao

f, a funcao de densidade conjunta de (X, X5).

Para atingir o objetivo dessa dissertacao, serao apresentados o
estudo e a aplicacao de alguns estimadores: da matriz de derivada
segunda da fungao m (matriz Hessiana), da varidncia condicional

de Y e da densidade conjunta das covaridveis (X;, X3).



1.3 Organizacao da dissertacao

O contetdo desse texto esta organizado em cinco capitulos e trés
apéndices. O capitulo 1 compreende a introdugao, revisao de lite-
ratura e objetivos. O capitulo 2 aborda os aspectos metodolégicos,
comecando com uma apresentacao do problema de estimacao da
funcao de regressao de forma nao parameétrica, discutindo a es-
colha da funcao nicleo, a obtencao da matriz Hessiana, a estimacao
do parametro de suavizagao, da variancia condicional, da densi-
dade conjunta das covariaveis e do coeficiente de determinacao. O
capitulo 3 apresenta os resultados das simulagoes. O capitulo 4 as
aplicacoes a problemas reais. O capitulo 5 contém as conclusoes
e propostas de trabalhos futuros. No Apéndice A esta a demons-
tracao do teorema estabelecido por Ruppert e Wand (1994) para
obtencao de expressoes para o vicio e a variancia do estimador de
regressao polinomial local. O Apéndice B e o Apéndice C contém,
respectivamente, as superficies estimadas das fungoes de regressao

e das variancias condicionais, obtidas nas simulagoes.



Capitulo 2

Métodos

2.1 O problema

O modelo de regressao nao paramétrica com duas variaveis predi-

toras é definido por:

Y, = m(xu, ZL‘QZ‘> + Ul/Q(l'li, in)EZ‘, = 1, . n. (21)

onde v(.) = Var(y|zy, z2) é finita e conhecida como fungao de variancia
condicional. Como v(.) pode variar com os valores de z; e x5, 0 mo-
delo é dito ser heteroscedastico. Os ¢;’s sao variaveis aleatorias com
média zero e variancia unitiria e independentes dos (z1,1z5)’s e m é

a funcao de regressao.

Seja uma amostra aleatéria (X1, X1o,Y1), (Xo1, X290, Y2), ..oy (Xin,
Xon, Y,) proveniente de uma populagao (X;, X5,Y),onde Y;,i =1,...n
é o vetor de respostas e os X;;s, i=1,..,n e j=1,2 sao vetores de
variaveis preditoras em R? com densidade comum f tendo suporte

supp(f) € R%2. O modelo (2.1) pode entao ser reescrito por:

Y; = m(Xh»,Xgi) + UI/Q(XM, XQZ')GZ‘, 1= 17 N (22)



onde, no contexto de efeitos aleatdrios,
m(ry,x2) = E(Y[(X1, X5) = (21, 72)) (2.3)

v(zy,x0) = Var(Y|(X1, X2) = (1, 22)) (2.4)

sao, respectivamente, a média e a variancia condicionais de Y dado
(X17X2) = ($1,$2)-

A regressao local, dessa forma, nao estima a funcao de regressao
globalmente, e sim na vizinhanca de cada ponto = = (z,7;). Para
isso, utiliza um parametro para determinar o tamanho da vizinhan-
ca do ponto, a chamada matriz de suavizagao B, e uma funcao K,
conhecida como funcao niticleo, que pondera o conjunto de pon-
tos ao redor do ponto x. O problema de estimacao da funcao de
regressao m pelo método de minimos quadrados ponderados con-

siste em minimizar:

n

{Yi = Bo — Bi(X1s — 21) — BoXia — 1)} Kp(Xiy — w1, Xig — 22) (2.5)
2

=1

onde B é uma matriz nao-singular, simétrica, positiva definida e de

dimensao 2x2 e K é um niicleo bivariado tal que [, K(u)du=1e

1

KB(U) = W

K (B '?u) (2.6)

onde |B| é o determinante da matriz B.

A funcao ntucleo deve ser continua, simétrica e atribuir maior
peso a observacgoes mais proximas e menor peso a observagoes mais
distantes do ponto no qual a funcao sera estimada. O que deter-
mina se um ponto é préximo ou distante é a matriz B. Para o
caso bivariado, Fan e Gijbels (1996) utilizaram o niicleo esférico de

Epanechnikov em suas simulagoes, o qual tem a seguinte forma:

4 2

Kp(ui,ug) = 5—2(1 — i —uy) (2 _uz<n) (2.7)



onde S; = 27/I'(1) denota a area da superficie da esfera bidimen-

sional. Os momentos

po(Kg) = /R 2 uu® K p(u)du

R2
sao facilmente obtidos por:

po(Ke) = 5, R(KE) = oo 2:8)

Assim como em Lima e Atuncar (2009), nesse trabalho sera uti-
lizado o nucleo gaussiano nas simulacoes e aplicagoes, cujo formato

no caso bivariado é dado por:

Ke(ui,up) = (277)7169529 {—1/2(U1, uz)T(Ul, Uz)} (2.9)

A minimizacao de (2.5) é realizada com respeito a 5 = (5, 51, 52),

onde entao:

0 .
Bo = m($171’2) € ﬁj = a7m(1’17$2>7 Jj=12 (2-10)

J

A solugao do problema através do método de minimos quadra-
dos ponderados é dada por:

m((x1,19); B) = el (XIW,X,) ' XIW,Y (2.11)

onde e é um vetor de dimensao 3x1 com a primeira entrada igual
a 1 e as demais iguais a zero. Para a expressao acima, assume-se

ainda que X1, X, é nao singular, e as matrizes sao as seguintes:



1 X11 — T X21 — X2
1 X12 — T X22 — X2

1 X —x1 Xop — 22

W, = diag {Kp(X11 — 21, Xo1 — x2), ..., Kp(X1, — x1, Xop — 2)}

B =

bll b12
621 b22

Se for denotado por [ o estimador do vetor 3, os estimadores
da funcao de regressao bivariada m e de suas 2 primeiras derivadas

parciais de primeira ordem sao:

A

. 5 9, 5
m($17I2) =B, e a—m(xl,@) = ﬁj, Jj=12 (2-12)
Zj

Através da segunda parte da expressao (2.12) podem ser esti-
madas as entradas do vetor de derivadas parciais de primeira ordem

da fungao m, o vetor ﬁm(x):

~ 8777,/01’1
D) = [ D1 O ]
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2.2 A matriz Hessiana

Outra quantidade importante para a modelagem local é a matriz
de derivadas parciais de segunda ordem da funcao m, conhecida

como matriz Hessiana, dada por:

9*m 2*m
2
Hale)= | 5 050

0x2011 013

As entradas da matriz Hessiana sao desconhecidas. Para estima-
las, foi utilizada a generalizagao do método para obter as derivadas
da fungao m apresentadas por Fan e Gijbels (1995) para o caso
univariado. Ruppert e Wand (1994) estudaram o estimador de
derivadas de ordens superiores do modelo de regressao local uni-
variado. Eles mostraram que, quando a diferencga entre o grau do
polinémio e a ordem da derivada a ser estimada era impar, o vicio
do estimador era menor do que quando essa diferenca era par. Para
esta dissertacao sera estimada a derivada de segunda ordem, entao
€ necessario estimar um polindomio de terceiro grau. Considere uma

expansao de ordem 3 da fungao m(z1, z2) em torno do ponto (z9,z9):

om om
m(zy, z2) ~ m(ay, 25) + a0 (21 — 20) + 8_x8(x2 z9) (2.13)
1 &*m na  0*m o 1 9*m 0n2
+§ (81_(1))2(1‘1 - xl) + m(wl - .171)(1'2 - ZE2) + 5 (axg)z (xQ - I2>
1 m Pm

11



Comparando a férmula (2.13) ao problema de minimos quadra-

dos ponderados com polinéomio de grau 3 dado por:

n

Z(Yz‘ — Bo — Bi(1; — m(1)) — Bo(wa; — fg) — B3(x15 — x?)Q (2.14)

=1
—Ba(w1; — aY) (wes — 29) — Ps(wa; — 2)?
—fB(w1; — ab)? = Br(w1; — 27)? (w2 — )

—Bs(x1i — 90[1))@21‘ - 1’8)2 — Bo(w2i — xS)g)KB(:cu - f(l), Loi — 1‘(2))

Sao obtidos os estimadores para as entradas da matriz Hessiana:

0*m A
aary = 2 (2.15)
9*m A
gm__ 2.16
929929 — (2.16)
*m A
g2~ " (217)

12



2.3 A variancia condicional

A literatura de regressao nao paramétrica apresenta varios métodos
para a estimagao da variancia condicional. Nesse trabalho, foi
usada a generalizagao do método que Fan e Yao (1998) apresen-
taram para o caso univariado. Dada a fungao de regressao m(.), o
problema de estimar v(.) torna-se um problema de regressao nao

paramétrica quando toma-se como ponto de partida a relacgao:

Er|(Xy, Xs) = (1, 22)] = v* (2.18)
onde r = [Y —m(X1,X2)]> . O estimador linear local de v? é 02,
e considerando 7 = [Y — (X, X5)]>, pode ser obtido através da

minimizacao de:

=1

{Z [ri — a— B1(X1i — x1) — Bo( Xy — 22)]* Kp(X1; — w1, Xoi — 562)} (2.19)

Basicamente, a estimacao da variancia condicional segue o se-

guinte algoritmo (Fan e Yao, 1998):

1. Estima-se m(xy,z2).

2. Calculam-se os residuos quadraticos 7; = [Y; — m(Xy;, X5;)]%, i =

1,..,n.

3. Estima-se & utilizando a Férmula 2.19.

13



2.4 Propriedades do estimador m

Se for denotado por R(K) = [;, K(u)*du, e atendendo as seguintes
suposigoes (Ruppert e Wand, 1994):

e Suposicao A;: O nicleo K tem suporte compacto tal que o
seu segundo momento é definido por py(K)I = [, uu” K (u)du,
com /y(K) # 0. Os momentos de ordem impar de K sao
iguais a zero (condicao satisfeita por nitcleos esfericamente

simétricos).

e Suposicao Ay: O ponto z = (x1,27) estd contido em supp(f).
Em 2z, v é continua, f é continuamente diferenciavel e todas
as derivadas de segunda ordem de m sao continuas. Além
disso, f(z) >0 e v(x) > 0.

e Suposicao As: A sequéncia de matrizes de janelas B, é tal que
n~!|B,| e cada entrada de B, tendem a zero quando n — oo,

com B, permanecendo simétrica e positiva definida.

Podem ser obtidas expressoes para o vicio e para a variancia
de m, condicionados a amostra. Antes de enunciar o Teorema, é
conveniente definir o que é ordem em probabilidade. Pode-se dizer
que uma sequéncia de variaveis aleatérias Y,, é tal que Y, = o,(k,),
se Y,,/k, — 0 em probabilidade (Defini¢ao 2.4.1) e que Y,, = O,(k,),
se Y, /k, é limitado em probabilidade (Defini¢cao 2.4.2) (Lehmann e
Casela, 1998).

Definicao 2.4.1: Convergéncia em Probabilidade

Y,, converge para Y em probabilidade se, para todo ¢ > 0, P(]Y,,—
Y| >¢€) — 0 quando n — oo (Barry James, 2004).

Notagao: Y, Ly,

Definigao 2.4.2: Sequéncia limitada em Probabilidade

Uma seqiiéncia de variaveis aleatérias Y,, é limitada em proba-
bilidade se, dado um ¢ > 0, hd um M e n, tal que P(|Y,| > M) < ¢
para todo n > ng (Lehmann e Casela, 1998).
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Ou seja, dizer que Y,, = 0,(k,) significa dizer que, em relacao a n,
a ordem de k,, é maior que a ordem de Y,,. Similarmente, dizer que
Y, = O,(k,) significa que, em relacao a n, a ordem de Y,, é similar a

ordem de k,.

Teorema (Ruppert e Wand, 1994): Seja z = (x1,22) um elemento
fixo no interior de supp(f). Assumindo verdadeiras as suposigoes

Al - A3 e denotando por ¢r(B) o trago da matriz B, entao:

E {in(z; B) — m(@)| X1, o, Xo} = 1/20 (K )tr (BHon(2)) + 0, (tr(B)) (2.20)

Var {m(z; B)| X1, ... X, } = {n ' |B|72R(K)/ f(z) } v(z)(1+0,(1)) (2.21)

Essas expressoes representam o vicio e variancia condicionais do
estimador da fungao m. Particularmente, sob algumas condigoes,
m(z; B) é assintoticamente normal com vicio e varidncia assintética
dadas por essas expressoes. A demonstracao do Teorema pode ser

vista no Apéndice A.
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2.5 O parametro de suavizacao

A matriz de janelas representa o parametro de suavizagao respon-
savel por controlar o tamanho da vizinhanca do ponto x onde a
funcao nucleo sera aplicada. A escolha da matriz B esta ligada a
variabilidade e ao vicio da estimativa da funcao de regressao: se as
entradas de B forem pequenas, o vicio da estimativa tende a ser
pequeno, porém a variabilidade tende a ser grande; se as entradas
de B forem grandes, o vicio tendera a ser grande e a variabilidade
a ser pequena. Quando as entradas de B sao muito grandes, a
superficie estimada aproxima-se de uma regressao linear (Fan e
Gijbels, 1995 e Marquetti e Viali, 2004).

A matriz de janelas é dita global quando é a mesma para todos
os pontos de interesse z = (r1,x2) em que a fungao sera estimada. A
escolha da janela global falha quando encontra vizinhancgas vazias, o
que pode ocorrer nas caudas da distribuicao ou de forma frequente
quando se estima uma fungao de mais de uma dimensao. Para re-
solver o problema das vizinhancas vazias, pode-se obter a matriz de
janelas local, a qual pode ser escolhida convenientemente de modo
a ter sempre um nimero pré-determinado de pontos (Marquetti e
Viali, 2004).

E comum usar para matriz de janelas uma estrutura da forma
B =bl. O uso de uma matriz de janelas da forma diagonal significa
que as duas covariaveis sao independentes e que os elipsdides tém
seus eixos na mesma diregao dos eixos das variaveis preditoras. Ja
para uma matriz de janelas completa os eixos dos elipsdides corres-
pondem aos autovetores dessa matriz (Ruppert e Wand, 1994). A
seguir serao apresentadas duas formas de se obter a janela global

(escalar e diagonal) e uma forma de se obter a janela escalar local.
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2.5.1 Janela Escalar Global

O método do vizinho mais préximo

Para a utilizacao do método do vizinho mais préximo para o caso
bivariado, consideremos a distancia entre pontos em R?, calculada

através da distancia euclidiana:

p(z,y) = V(21 — y1)? + (w2 — 92)? (2.22)

A vizinhanga de uma observagao particular x; = (xy,Tg2) € de-
terminada pela janela associada b, dada pelo r-ésimo menor valor
obtido de p(zy,z;), parai = 1, ... , n. O valor de r pode ser obtido
como o inteiro mais proximo da quantidade nd, onde n é o tamanho
da amostra e d é tal que 0 < d < 1. Segundo Cleveland (1979), para
regressao polinomial de ordem 1 escolher d entre 0,2 e 0,8 produz
resultados satisfatérios. Para esse caso, se as covariaveis forem me-
didas em escalas diferentes recomenda-se usar a forma padronizada

delas.
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2.5.2 Janela Diagonal Global

O método do vizinho mais préximo

Uma vez que, em certas situagoes, as unidades de medida das
variaveis preditoras podem ser diferentes, e consequentemente tam-
bém a variancia delas, a utilizagcao de uma janela diagonal torna-se
atraente. O método do vizinho mais préximo nesse caso consiste
em aplicar a cada uma das preditoras uma janela diferente. A ideia
é basicamente aplicar o método da janela escalar global a cada uma

das covariaveis.

A distancia euclidiana, neste caso, sera calculada para cada uma

das preditoras:

Pj(%‘j)z |C(]Z‘j—l’j|, i:1,2,...,nej:1,2. (223)

A janela b; da j-ésima variavel, j = 1,2, sera dada pelo r-ésimo
valor de p;, apés ordenagao do mesmo. O valor de r pode ser obtido
da mesma forma que foi obtido para janela escalar global. A matriz

diagonal entao sera:

B = diag {131, 132} (2.24)
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2.5.3 Janela Escalar Local

Minimizagao do erro quadratico médio

Ye, Hyndman e Li (2006) abordaram o problema da minimizagao
das expressoes obtidas por Ruppert e Wand (1994) para o vicio e
a variancia do estimador da regressao local (Férmulas 2.20 e 2.21).
Os autores objetivavam encontrar uma expressao para um esti-
mador de janela escalar local, agregando a informacao da heteros-
cedasticidade do modelo para melhorar a estimagcao do parametro
de suavizacao. Nas simulacoes apresentadas no artigo, mostraram
que a janela escalar local apresentava melhores resultados que a

global. A expressao por eles obtida para o caso bivariado foi:

1/6
i) EL\X) = = ~ 2.25
751(7) (mf<x)82<ﬂm<x>>> (2:25)

onde s(H,,(z)) é a soma dos termos da matriz Hessiana. Como a
expressao depende de quantidades desconhecidas, é preciso estima-

las e substituir dentro da férmula (método plug-in).

19



2.6 A densidade conjunta das covariaveis

Seja X o vetor (X;, X;) com densidade conjunta f. O estimador da

densidade f no ponto (z,z;) é:

A

Flz,22)|Bl = | Kp[(X1,Xs) — (21, 22)] dF} (w1, 22) (2.26)

R2

Considerando a fungéo nicleo definida pela Férmula 2.6 e F), (1, 22)
a funcao de distribuicao empirica. O nicleo estimador de f sera

dado por:

~

f (21, 29)| B] = %Z |BI 7Kg [(X1, X2) — (21, 22)] (2.27)

Para a estimacao da matriz de janelas 222, Lima e Atuncar
(2009) utiliza um método Bayesiano que consiste na minimizagao
da funcao de perda a posterior: definida como a distancia entre a

matriz B real e a matriz B estimada (B). Tal proposta é descrita a

seguir.

Seja 7(B) a distribuigao a priori de B. A distribuicao a poste-

riori, dado (z,z,), é dada por:

_ Jl(&,29)|B]w(B)
m{B|(x1,22)} = T/ (21, 22)|B] (B)dB (2.28)

Nota-se que 7(B|(x1, z2)) nao pode ser obtida diretamente porque
a densidade f((z1,x2)|B) nao é conhecida. Mas como a densidade é

igual a:

Ei {Kp((X1, X2) — (71,22))}
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Um estimador natural seria:

~

fl(zr,22)|B) = 07" Y~ K [(X1, Xo) — (21, 2)]

=1

Pode entao ser obtido um estimador para a distribuicao a pos-
teriori substituindo f((z1,22)|B) por f((z1,22)|B) na férmula 2.28.

O ntcleo utilizado foi o gaussiano.

Seja B um estimador de B e L = L(E, B) a fungao perda. Entao,

a perda esperada a posteriori associada a B é dada por:
E{L(B,B)|(;c1,a:2)} - /L(é,B)w(B\(:pl,xz))dB (2.20)

E assim, seguindo a regra de Bayes, o estimador da matriz B é

a matriz solugao do seguinte problema:

B(x1,25) = Mingey {E [L(B, B[(xl,xg))]} (2.30)

onde ¥ é o espago das matrizes positivas definidas. Dois tipos de
funcao perda sao comumente usadas, a fungao de perda entroépica
(L1) e a fungao de perda quadratica (L,). As férmulas e os respec-

tivos estimadores de Bayes sao dados abaixo.

Ly = tr(BB™') — log(BB™') — 2 (2.31)
By (11, 25) = [Ex(B™)] ™ 2.32)

Ly = tr(B — B)? 2.33
By(x1,15) = E-(B) 2.34)
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2.6.1 A distribuicao a priori

A distribuicao a priort utilizada para B foi a Wishart inversa, sob

a notagao B ~ Wl,(q,V), cuja fungao densidade é dada por:

_ VIR B P eap [—tr(VB ) /2]

B 21T (q)2)

(2.35)

onde ¢ > 2 representa os graus de liberdade, V é uma matriz 2122
positiva definida, chamada matriz escala e I'y(.) é funcdo gama
generalizada. A distribuicao de Wishart é uma generalizagcao da
distribuicao gama de dimensoes miuiltiplas, e faz parte de uma
familia de distribuigoes de probabilidade para modelar matrizes
nao-negativas-definidas. Esses tipos de distribuicoes sao impor-
tantes na estimacao de matrizes de covariancia em estatistica mul-
tivariada.

Sobre os parametros ¢ e V da distribuigao, estudos empiricos
mostraram que a utilizacao de ¢ = 7 é razoavel no caso bivariado
e V pode ser estimado pela matriz de covariancias de (X, X3). Se
a matriz de covariancias for desconhecida, pode ser estimada pela

matriz de covariancias amostral.
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2.6.2 Estimadores da matriz de janelas

Através dos resultados mostrados anteriormente, é possivel obter
o estimador de Bayes para a matriz B em cada ponto (zi,z;). Se

for utilizada a funcao de perda L;, o estimador é dado por:

. n AT
By (21, 29) = [Zl_lqai 1Z }

(2.36)

E se for utilizada a funcao de perda L,, o estimador é dado por:

Balon,2) = ZL 2% (2.57)
Onde:
Ay = {[(X1, X2) = (21,22 [(X1, X2) = (,22)] " + V| (2.38)
E:
by = A (2.39)

Z?:l |A;|~(a+1)/2
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2.7 Coeficiente de Determinacao

Huang e Chen (2008) propuseram formas de calcular o coeficiente
de determinacao R? tanto para casos com apenas uma variavel pre-
ditora quanto para casos com varias preditoras. Os coeficientes de
determinagao locais e global foram estimados utilizando a mesma

ideia proposta para o caso univariado.

A SSE local foi definida como o quociente entre a expressao 2.5

e a soma dos pesos locais:

~2
n S Y=V Kp(Xa — e, X — )
E ;B) = 24
SSE((x1,72); B) TRt ey %)

O denominador da férmula 2.40 é o ntcleo estimador da funcao
de densidade. A SST local é definida como:

SST((x1,1); B) = e Ei N _;(}x iB;)E")_ 7 Xai = 22) o

E a SSR local é definida como:

L N2
n~t Yoy {Y - Y} Kp(Xy; — 21, Xoi — x2)

SSR(({L‘l,iL'Q);B) = x (242)
f((w1,22); B)
Assim, pode ser definido o R? pontual:
R2((21,59): B) = 1 SSE((w1,72); B)  SSR((x1,22); B) (2.43)

© SST((xy,35); B)  SST((x1,25); B)
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Para se obter o coeficiente de determinacao global, deve-se in-

tegrar as versoes locais das somas de quadrados (dos residuos, da

regressao e total) apresentadas anteriormente.

SST(B) = 5 SST((x1,x3); B)f((x1,x5); B)da

SSE(B) = /R SSE((xy,x); B)f((x1, x2); B)dx

SSR(B) = /R  SSR((w1, 22); B) f((21,22); B)dx

E o R? global torna-se:

25
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Capitulo 3

Simulacoes

3.1 Comparacao dos métodos de escolha do

parametro de suavizacao

Os modelos usados nas simulacgoes sao adaptacoes dos modelos a-
presentados por Ye, Hyndman e Li (2006) nos estudos numéricos

para regressao bivariada.

Y = zxs + {Var } % e (3.1)

Var, = (Xo — X1)? para X1 >3 e X5 >3; e 0,5 caso contrario.

Y =22+ 4 {Vary}'e (3.2)

Vary = (Xy — X1)? para X1 >3 e X5 >3; e 0,5 caso contrario.

Y = x1 4 2sen(1,5x9) + {Var3}1/2 € (3.3)

Vars = (Xo — X1)? +2 para X; >3 e X5 >3; e 0,5 caso contrario.
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Y = sen(z1 + x2) + 26723 + {Var ) e (3.4)

Vary = (Xo — X1)* +2 para X, >3 e X5 >3; e 0,5 caso contrario.

Os dados foram simulados para 4 modelos (Férmula 2.2), onde
e ~ N(0,1), com as covariaveis X; e X, provenientes de uma dis-
tribuicao normal bivariada com vetor de médias p = (3,4) e matriz

de covariancias >;, 1 = 1,2, 3,4 ilustrando as seguintes situagoes:

1. Variaveis preditoras independentes (correlagao igual a zero) e

com variancias parecidas:

2. Varidveis preditoras independentes (correlagao igual a zero),

mas com variancias diferentes:
0,2 0

22 - ’
0 2,0

3. Variaveis preditoras dependentes, com correlacao positiva p =

0,46 e variancias parecidas:
1,0 0,5
23 — Y Y
0,5 1,2

4. Variaveis preditoras dependentes, com correlagao negativa p =

—0,46 e variancias parecidas:
1,0 -0,5
24 — ) Y
—-0,5 1,2
Foram geradas 100 amostras aleatérias de tamanho 200 de cada
modelo. Para avaliar a qualidade do ajuste, foi utilizado o erro

quadratico médio integrado (EQMI), obtido a partir da integragao

dos erros quadraticos médios (EQM):
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EQM = n~' {m(xy, vi) — m(zi, a:l-g)}Z (3.5)

A integracao dos erros quadraticos médios foi feita através de
metodologia de integracao numérica. Além da comparagao do
EQMI para os 3 métodos de selecao do parametro de suavizagao,
foi possivel avaliar a qualidade do ajuste através da comparacgao
das curvas tedricas e estimadas e do valor médio do R? global. As
simulagoes foram feitas no software livre R (R Development Core
Team) versao 2.7.2. As amostras de distribuicao normal bivariada
foram simuladas com fungoes do pacote mizxAK (Komarek, 2010)
e as superficies apresentadas com fungoes do pacote rgl (Adler e
Murdoch, 2009).

A Tabela 3.1 apresenta os valores médios dos EQMI’s e dos R?
globais para os 3 métodos, por modelo e situacao. Para todos
os modelos, a janela diagonal global apresenta os menores EQMI’s
médios nas 4 situagoes. A janela escalar local parece gerar um vicio
maior, porque na maioria dos casos avaliados apresentou EQMI
médio maior que os outros dois métodos. A situacao 2 apresentou

maiores EQMTI’s para todos os modelos.

Em relacao aos valores médios dos R? globais, os maiores valores
ocorreram para a janela escalar global nas situacoes 1 e 2 e para a
janela diagonal global para as situagoes 3 e 4, no caso do modelo 3.1.
Para os modelos 3.2 e 3.3, em todas as situagoes o maior R? global
médio foi da janela diagonal global. Para o modelo 3.4, na situagao
2 0 maior R? ocorreu para janela diagonal global, enquanto para as
outras situacoes ocorreu na janela escalar global. O potencial de
explicacao da variabilidade da resposta é pequeno para o modelo 3.4
nas 4 situagoes. Isso provavelmente ocorre porque o valor médio da

variavel resposta é zero, de forma que o ruido domina a informacgao.
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Tabela 3.1: Valores médios dos EQMI’s e do R? global para os 4 modelos nas 4

situagoes

Modelos Estatisticas Situacdo 1 ~ Situagdo 2 Situagdo 3  Situagao 4

Modelo 3.1

Janela escalar global EQMI 0,0021 0,0190 0,0092 0,0048
R? 0,9809 0,9917 0,9987 0,9956

Janela diagonal global EQMI 0,0017 0,0162 0,0079 0,0038
R? 0,9803 0,9916 0,9988 0,9957

Janela escalar local EQMI 0,0021 0,0210 0,0091 0,0051
R? 0,9790 0,9909 0,9985 0,9949

Modelo 3.2

Janela escalar global EQMI 0,0022 0,0195 0,0097 0,0068
R? 0,9875 0,9580 0,9985 0,9990

Janela diagonal global EQMI 0,0020 0,0167 0,0074 0,0052
R? 0,9862 0,9458 0,9984 0,9990

Janela escalar local EQMI 0,0023 0,0202 0,0096 0,0085
R2 0,9850 0,9414 0,9979 0,9986

Modelo 3.3

Janela escalar global EQMI 0,0080 0,0353 0,0247 0,0143
R2 0,6488 0,6667 0,8106 0,7272

Janela diagonal global EQMI 0,0077 0,0303 0,0159 0,0103
R? 0,6434 0,6228 0,8074 0,7214

Janela escalar local EQMI 0,0083 0,0463 0,0250 0,0171
R2 0,6266 0,5395 0,7552 0,6485

Modelo 3.4

Janela escalar global EQMI 0,0079 0,0371 0,0151 0,0114
R? 0,1817 0,2410 0,2840 0,2748

Janela diagonal global EQMI 0,0073 0,0318 0,0136 0,0102
R? 0,1795 0,2446 0,2825 0,2692

Janela escalar local EQMI 0,0085 0,0407 0,0164 0,0126
R? 0,1443 0,1796 0,1770 0,2217

As Figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 mostram as superficies tedricas e

estimadas para o modelo 3.1 nas 4 situagoes. As aproximacgoes as

curvas tedricas mostraram-se razoaveis. As figuras para os demais

modelos nas 4 situacgoes podem ser vistas no Apéndice B. Para os

modelos 3.2, 3.3 e 3.4 pode-se notar boas aproximacoes a superficie

tedorica. Porém, para os modelos 3.3 e 3.4, podem ser observados

problemas de fronteira nas estimacoes.

Tecnicamente, as superficies estimadas por janela escalar local

teriam um potencial de suavizagao maior que a dos outros métodos.

Esse fato pode ser explicado pela incorporacao das estimativas da

variancia condicional local e da matriz Hessiana na estimacao da
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janela local. Segundo Ruppert e Wand (1994), cada entrada da
matriz Hessiana reflete uma medida de curvatura da funcao m no
ponto r em uma direcao particular. Assim, quanto maior for o
’alisamento’ exposto pela superficie, maior também sera o vicio da
estimativa da funcao de regressao.

Diante desses resultados, o método escolhido para a estimagao
da variancia condicional foi a janela diagonal global, por apresentar

menores erros.

30



35 40
30 30

25 25

20 20

15 15

10 10

5

Malha de X2

Malha de X2
Malha de X1

Malha de X1

Malha de X2

Malha de X2
Malha de X1

Malha de X1

Figura 3.1: Estimacao do modelo 3.1 na situacao 1: (a) Tedrico; (b) Janela escalar
global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local.
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Figura 3.2: Estimagao do modelo 3.1 na situacdo 2: (a) Tedrico; (b) Janela escalar
global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local.
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global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local.
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3.2 Estimacao da variancia condicional

Para avaliagcao da estimacao da variancia condicional também foi
utilizado o EQMI. A Tabela 3.2 mostra os EQMI’s dos 4 modelos
nas 4 situacoes. Pode ser observado que os menores EQMI’s ocor-
reram na situacao 1, e os maiores EQMI’s ocorreram na situacao
2.

Tabela 3.2: Valores médios dos EQMI’s da estimagao da varidncia condicional

para os 4 modelos nas 4 situagoes

Modelos Situacao 1  Situagao 2 Situagdao 3  Situacao 4

Modelo 3.1 0,0014 0,7293 0,0773 0,0900
Modelo 3.2 0,0012 1,3507 0,0809 0,0672
Modelo 3.3 0,0048 1,7280 0,0756 0,0696
Modelo 3.4 0,0051 1,2330 0,1223 0,0767

As figuras 3.5, 3.6, 3.7 e 3.8 mostram a dispersao do R? estimado
vs a variancia condicional estimada para os quatro modelos nas qua-
tro situagoes. Nos graficos estao desenhadas a curva de regressao
nao paramétrica estimada pelo método LOWESS (Cleveland, 1979)
afim de ilustrar como é dada a relagao entre esses dois estimadores.
Para todos modelos pode-se observar uma tendéncia de decresci-
mento do R? A medida que aumenta a varidncia na maioria das
situagoes. Pode ser visto ainda que os modelos 3.1 e 3.2 apresen-

tam R? locais maiores, em média, do que os modelos 3.3 e 3.4.

Os graficos com as superficies tedricas e estimadas de variancia
para os 4 modelos nas 4 situagoes estao apresentados no Apéndice
C. As aproximacoes foram razoaveis a curva tedrica, com problemas

de fronteira aparecendo somente no modelo 3.4.
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38



(a) (b)

L= =T
°

g w 8 =
E ° E © °
3 g
g g :
% o 2w
g o 2 o
£ E
£ o
@ @
e T4 @ T4
- o o <
2 2
& kS
= S
T o] T oo
S o 2 o
8] O

o o

o 7 o 7

T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 1] 1 2 3 4
Vari&ncia condicional estimada Variancia condicional estimada
(<) (d)

o ] o
8 S

@ ©
g 2 E =]
& 8
o o
S o T @ - o
g o 2 o7
g E
E E °

- -
3 o 3 o7
@ Py
5 5
5 5
g o T o
3 o S o
(8] 8]

o o

o 7 o 7

T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0.0 05 10 15 20 25 30
Variancia condicional estimada Variancia condicional estimada

Figura 3.8: Diagrama de dispersdo R? estimado vs variancia condicional estimada
para o Modelo 3.4 segundo as 4 situagoes: (a) Situagao 1; (b) Situagao 2; (c)
Situacao 3 e (d) Situacao 4.
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Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Aplicacao 1

A mortalidade por homicidios é crescente, um problema de satide
publica em paises em desenvolvimento, afetando principalmente
jovens do sexo masculino de 15 a 29 anos. Fato este observado
nas principais metrépoles brasileiras. Como objetivo de investigar
a relagao entre o nivel de desenvolvimento do municipio e a esco-
laridade com a taxa de mortalidade por homicidios, foi realizado
um estudo ecolégico com dados de municipios do Estado de Minas
Gerais - Brasil com mais de 50.000 habitantes, do ano de 2006.

As variaveis utilizadas foram a taxa de mortalidade por homi-
cidio da populagao de 15 a 29 anos (por cem mil habitantes), per-
centual de freqiiéncia ao ensino médio de jovens de 15 a 17 anos
e o Indice Mineiro de Responsabilidade Social (IMRS). O IMRS
é um indicador composto que expressa o nivel de desenvolvimento
dos municipios mineiros, avaliando a situacao de cada um em nove
dimensoes: renda, saide, educacao, demografia, seguranca publica,
gestao, habitacao e meio ambiente, cultura e desporto e lazer. Os
dados foram obtidos do software Indice Mineiro de Responsabili-
dade Social - versao 2009 (Fundacao Joao Pinheiro, 2009).

As estatisticas descritivas das variaveis mostram taxa média de

mortalidade por homicidio na populacao de 15 a 29 anos de 35,95

40



(desvio-padrao 40,09) por cem mil habitantes. A taxa média de
frequéncia (em percentual) ao ensino médio para jovens de 15 a 17
anos foi de 46,33 (desvio-padrao 7,76) e o IMRS médio foi de 0,65
(desvio-padrao 0,04) para os 67 municipios (Tabela 4.1). A taxa
de mortalidade por homicidio apresenta grande dispersao, o que
pode ser verificado pela diferenga entre o maximo e o minimo e
pelo desvio-padrao. A taxa média de frequéncia ao ensino médio é
inferior a 50% para jovens entre 15 e 17 anos, e a diferenga entre os
municipios parece nao ser tao grande em relacao a essa variavel e

em relacao ao IMRS, que apresentou um desvio-padrao pequeno.

Tabela 4.1: Estatisticas descritivas - Aplicagao 1

Variaveis N Minimo Mediana Média Desvio-padrao Méximo
Tx de mortalidade 67 0,00 20,42 35,95 40,09 170,70
IMRS 67 0,55 0,66 0,65 0,04 0,74
Tx freq. ensino médio 67 31,24 47,27 46,33 7,76 62,30

Nos diagramas de dispersao das varidveis duas a duas (Figura
4.1) foi ajustada a curva de regressao nao paramétrica do método
LOWESS (Cleveland, 1979), afim de fornecer uma indicacao do
sentido das relacoes na analise exploratdria. E possivel verificar nos
diagramas que o aumento do IMRS e da frequéncia ao ensino médio
dos jovens de 15 a 17 anos diminuem a taxa de mortalidade por
homicidio. A dispersao entre as duas variaveis preditoras evidencia
a existéncia de correlacao entre elas. O coeficiente de correlagao de
Pearson para as duas variaveis foi de 0,40 e a normalidade bivariada
das duas nao foi rejeitada (p-valor 0,1156) pelo teste feito através

do pacote energy (Rizzo, 2008) do software R versao 2.7.2.
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Figura 4.1: Diagramas de dispersao para as varidveis: (a) IMRS vs Tx de mor-
talidade; (b) Tx frequencia ao ensino médio vs Tx de mortalidade e (c) IMRS wvs

Tx frequencia ao ensino médio.

Diante da evidéncia de relacao entre as variaveis preditoras
com a variavel resposta, foi ajustado o modelo paramétrico de
regressao linear multipla aos dados (Montgomery, 1992). No ajuste
paramétrico (Tabela 4.2), as duas varidveis foram significativas (p-
valor do teste t-Student < 0,05), apesar de o erro padrao dos co-
eficientes ter sido alto. O R? obtido no modelo paramétrico foi de
0,1849. A andlise dos residuos (Figura 4.2) revelou violagao das

suposicoes de normalidade e homoscedasticidade dos mesmos.

Tabela 4.2: Modelo paramétrico para a Aplicacao 1

Parametros Estimativas FErro Padrao P-valor
Intercepto 273,89 75,54 0,001
IMRS -254.,89 126,32 0,047
Tx freq. ensino médio -1,56 0,63 0,016
R2 =0,1849

Estatistica F: 8,484 (p = 0,001)
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Figura 4.2: Gréficos de anédlise de residuos do modelo paramétrico: (a) His-
tograma dos residuos, (b) Dispersao entre os valores ajustados e os residuos

padronizados e (c) QQ-plot dos residuos.

A seguir foi ajustado o modelo nao paramétrico de regressao
linear local com janela diagonal global aos dados. O R? obtido foi
de 0,4205. O Gréfico (a) da Figura 4.3 mostra que, & medida que
a variancia aumenta, o R? diminui, sendo uma evidéncia de bom
ajuste. O Gréfico (b) mostra a superficie do R?, onde pode ser visto
que a regiao que abrange a taxa do ensino médio de 40 a 55 teve
R? menor. Na Figura 4.1 (b), pode ser visto que a relagao entre o
percentual de frequéncia ao ensino médio e a taxa de mortalidade
nao é tao marcante nessa regiao. O Gréfico (c) mostra a superficie
estimada, onde pode-se verificar pequena elevagao na taxa de mor-
talidade na regiao os pontos nao foram bem ajustados, segundo a
andlise do contorno da R?. O Grafico da superficie do R? também
oferece evidéncia de que a variancia local nao é constante nos pon-
tos amostrados. E o Gréfico (d) mostra o contorno da superficie
estimada.

A relacao encontrada sugere que a mortalidade por homicidio
em jovens esta relacionada a menores niveis de educacgao e de de-
senvolvimento de um local. Dessa forma, as estratégias de en-
frentamento da violéncia devem considerar investimentos no de-
senvolvimento da populagao, principalmente acoes voltadas para a

educacao de seus cidadaos.
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torno da superficie ajustada.
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4.2 Aplicacao 2

O o0z6nio funciona como um indicador da presenca de oxidantes
fotoquimicos na atmosfera, por ser o principal produto da reagao
ocorrida na mistura dos mesmos na presenca de luz solar. Estudos
recentes mostram que a poluigcao por ozoénio tem forte relagcao com
fatores climéaticos (Confalonieri, 2008). Com o objetivo de inves-
tigar a relagao entre a concentracao de ozénio com a temperatu-
ra e a velocidade do vento, foi realizado um estudo que envolveu
trés varidveis: concentragao de ozoénio (em miligramas por metro
cibico), temperatura (em graus Celsius) e velocidade do vento (em
metros por segundo). As unidades amostrais correspondem a valo-
res médios diarios das medidas. Os dados utilizados foram obtidos
da Companhia Ambiental do Estado de Sao Paulo-Brasil e referem-

se a regiao de Pinheiros, na Capital do Estado, no ano de 2008.

As estatisticas descritivas das varidveis (Tabela 4.3) mostram
que, para as 366 observacoes, a concentracao média diaria de ozo6nio
foi de 17,65 (desvio-padrao 12,04). A temperatura média foi de
20,00 (desvio-padrao 2,91), com pouca variacgao e a velocidade média

do vento foi 1,26 (desvio-padrao 0, 56).

Tabela 4.3: Estatisticas descritivas - Aplicagao 2

Varidveis N  Minimo Mediana Média Desvio-padrao Maximo
Oz6nio 366 0,00 15,11 17,65 12,04 62,26
Temperatura 366 12,25 20,06 20,00 291 26,19
Velocidade do vento 366 0,00 1,26 1,26 0,56 2,65
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O diagrama de dispersao das variaveis duas a duas (Figura 4.4)
mostra relagao positiva entre a temperatura e a concentracao de
ozoOnio, assim como para velocidade do vento e ozonio. O aumento
da temperatura leva a diminuigao da velocidade do vento. O coe-
ficiente de correlacao linear de Pearson entre as duas covariaveis é

—0,1447 e a normalidade bivariada das mesmas foi rejeitada.
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Figura 4.4: Diagramas de dispersao para as varidveis: (a) Temperatura vs Ozonio;

(b) Velocidade do vento vs Ozonio e (c) Temperatura vs Velocidade do vento

Em seguida foi ajustado o modelo paramétrico de regressao li-
near multipla aos dados. Através desse ajuste (Tabela 4.4), pode-
se ver que as duas varidveis sao significativas (p-valor do teste
t-Student < 0,05), e o R? obtido no modelo paramétrico foi de
0,2853. A andlise dos residuos (Figura 4.5) revela violacao das
suposicoes de normalidade e homoscedasticidade dos residuos do

modelo paramétrico.

Tabela 4.4: Modelo paramétrico para a Aplicacao 2

Parametros Estimativas FErro Padrao P-valor
Intercepto -29,89 4,09 0,000
Temperatura 1,90 0,18 0,000
Velocidade do vento 7,57 0,96 0,000
R?2 =0,2853

Estatistica F: 73,86 (p = 0,000)
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Figura 4.5: Gréficos de anélise de residuos do modelo paramétrico: (a) His-
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padronizados e (c) QQ-plot dos residuos.

O ajuste nao paramétrico de regressao linear local com janela
diagonal global alcangou um R? global de 0,3772. O Gréfico (a)
da Figura 4.6 mostra o decrescimento do R? com o aumento da
variancia, evidéncia de um bom ajuste. O Gréfico (b) mostra a
superficie do R?, ilustrando que a varidncia local nao é constante
e os menores R? ocorreram na regiao onde a temperatura varia de
18 a 22 °C. Os Griéficos (c) e (d) mostram a superficie estimada
e o contorno da mesma, respectivamente, onde verifica-se pequena
elevacao da concentracao de ozonio com o aumento da temperatura
e da velocidade do vento, sendo um aumento mais expressivo com
o aumento da temperatura. Esse aspecto foi observado também

nos dados utilizados por Bowman (2006).

Esses resultados sugerem que o aumento da temperatura média
diaria favorece a poluigcao por ozonio, gas extremamente toxico
quando presente na faixa de ar préxima do solo, e que provoca
piora de doengas respiratorias, além de ser corrosivo e diminuir a
vida util dos materiais. A poluigao por ozoénio é, portanto, mais
uma conseqiiéncia a ser enfrentada pelo mundo com o aquecimento

global.
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Capitulo 5

Conclusoes

O aumento do nimero de varidveis (dimensoes) no modelo de
regressao nao paramétrica dificulta o processo de estimacgao local
em termos de dimensoes de matrizes, demonstracoes matematicas,
vizinhangas vazias e etc. Diante do desafio que é estudar o caso
multivariado, optamos por, nesse trabalho, tratar alguns aspectos
da estimacgao no caso bivariado, onde é possivel visualizar curvas e

as formulas sao mais trataveis.

Para a estimacao linear local, foi utilizada o método dos minimos
quadrados ponderados (Ruppert e Wand, 1994), onde os pesos se-
riam dados pela funcao nicleo e seriam dependentes da janela. A
escolha da janela é um dos pontos mais importantes da estimacgao.
Para o caso multivariado nao ha tantas opgoes de métodos na li-
teratura como tem para o caso univariado, porque nesse caso é
necessario estimar uma matriz de janelas, e nao mais apenas um
numero real. Neste texto foram apresentados os métodos de es-
timacao por janela escalar global, janela diagonal global e janela

escalar local.

Apesar de o terceiro método permitir o ajuste local, assume a
mesma janela para as duas covariaveis, o que pode nao ser adequado
para situagoes em que as variancias das mesmas sejam diferentes.
Os resultados das simulagoes mostraram que, nas situagoes em que
as covariaveis eram independentes, a janela diagonal global obteve
menor EQMI. A estimacao via janela diagonal global para situagoes

em que ha correlacao entre as preditoras nao é a mais adequada,
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porém, nao teve um resultado ruim.

O ajuste da janela escalar local depende da estimacao de al-
gumas quantidades, como a variancia condicional, a matriz Hes-
siana e a densidade bivariada das covariaveis. A estimacao da
variancia condicional local permite verificar se a variabilidade local
é a mesma em todos os pontos (homocedasticidade). A proposta
de estimacgao para a matriz Hessiana baseou-se na intuicao para o
caso univariado proposto por Fan e Gijbels (1995) e considerou a
informacao de que a diferenca entre a ordem da derivada e o grau
do polinémio deve ser impar (Ruppert e Wand, 1994). Assim, foi
proposto um estimador baseado na expansao em série de Taylor
de terceira ordem, porém, os resultados obtidos nas simulagoes
considerando o EQMI dos determinantes das Hessianas tedricas e

estimadas nao foi bom.

HA na literatura um método proposto por Fan e Gijbels (1996)
para estimar matriz de janelas locais, o qual depende das estimagoes
das mesmas quantidades desconhecidas de que necessita o método
da janela escalar local. O resultado da estimagao da Hessiana com-
prometeu a aplicacao desse método, de forma que nao o apresen-
tamos nesse texto.

Nas aplicacoes em dados reais, para o primeiro exemplo envol-
vendo taxa de mortalidade por homicidio em jovens de 15 a 29 anos,
apesar de haver correlagao entre as variaveis preditoras e ter sido
aplicado o método de janela diagonal global, os resultados foram
interessantes e as relagoes encontradas sao parecidas com o que foi
observado em estudos anteriores (Macedo et. al. 2001 e Soares
Filho et. al. 2007). Houve aumento significativo no R? do modelo
paramétrico para o nao paramétrico, e a analise da variancia local
da evidéncias contra a suposicao da homocedasticidade necessaria

para a aplicacao do modelo paramétrico.

O segundo exemplo de aplicagcao, que envolveu a concentracgao
média diaria de ozonio, apresentou também resultados parecidos
com os apresentados no estudo de Bowman (2006). Para este exem-
plo, como a correlagao entre as variaveis era baixa, provavelmente
a estimacao foi mais satisfatoria do que para o exemplo anterior.
Houve também aumento do R? em relagao ao modelo paramétrico
e a estimacao da variancia condicional forneceu evidéncias contra
a homocedasticidade.
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A utilizacao de modelos de regressao nao paramétrica represen-
tam uma alternativa importante para situagcoes em que a aplicagao
de modelos paramétricos nao sao adequadas. Em trabalhos poste-
riores, pretendemos estudar outros métodos de estimacao da ma-
triz Hessiana e da variancia condicional, estender as analises para
situagoes com mais de 2 covariaveis, trabalhar a comparacao de

superficies e estudar técnicas de avaliacao da qualidade do ajuste.
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Apeéendice A

Demonstracao do Teorema da
Secao 2.4

Algumas lacunas na demonstragao foram preenchidas durante o
trabalho. Para facilitar a notacao, consideremos

(X; — )T = (X1 — 21, Xjp —9), parai = 1,...,n

e ainda x = (z1,23). A esperancga da fungao m pode ser vista como:

E{m(x; B)} = el (XIW, X,) ' XIW,M (A1)

onde M = [m(X;),....,m(X,)]". Seja Q,,(z) um vetor de dimensao nx1

dado por:

Qu(z) = [(X1 — ) Hp(2)( X1, =), ooy (X, — 2) T Hon (2) (X, —x)}T (A.2)

O Teorema de Taylor implica que:

m(x)

1
Do) + §Qm(flﬁ) + R, (2) (A.3)

M:Xx[
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onde R,,(r) é um vetor de termos remanescentes da série de Taylor.
Quando R,,(r) é multiplicado pela esquerda por el (X?W,X,) ' XTW,,
o resultado é um escalar de ordem desprezivel comparado ao termo
decorrente de ),,(z). Desde que Q,,(z) seja diferente de zero, em
todos os casos esse escalar é um termo de ordem menor, em pro-
babilidade, que tr(B). Entao, das expressoes (A.1) e (A.2),

E {i(x; B) — m(2)| X1, ..., X} = (A.4)

LW X)X, Qo) + 0]

Observe que o termo D,,(z) proveniente na expressao (A.3) desa-
parece na expressao acima, em consequéncia da multiplicacao pelo

vetor el.

A seguir, a multiplicagao matricial n= (X! W, X,):

all(Xi — 33) alg(Xi — 1})

n N XITW,X,) =
CL21(X,L' — QZ) CLQQ(Xi — X

Onde:
ay (X; —x) =n"" z:; Kp(X; — 1) (A.5)
aa(X; —x) =n"" il Kp(X; —z)(X; — )T (A.6)
ag (X; —x) =n"" i Kp(X; — 2)(X; — x) (A7)
age(X; —x) =n"" zj; Kp(X; —2)(X; —2)(X; —2)T (A.8)

Ao analisar o termo a;;(X;—z) e usando alguns resultados padroes
da estimacgao de densidade (Wand e Jones, 1994), pode-se provar

que:
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n! Z Kp(X; — ) = f(z) + 0,(1) (A.9)

O resultado acima é proveniente da proépria definicao de funcao
densidade estimada através da fungao nicleo. Em relagao ao termo

a12(X; — ) = axn (X; — =), prova-se que:
n' Y Kp(X; — 2)(X; — x) = p2(K)BDy(x) + 0,(B1) (A.10)
=1

onde 1 é um vetor 2x1 com as entradas iguais a 1. Para demonstrar

esse resultado, utiliza-se o Teorema Multivariado de Taylor:

Teorema Multivariado de Taylor: Seja g uma funcao d-variada e o,
uma seqiiéncia de vetores dx1 cujos componentes tendem a zero.
Além disso, seja D,(r) o vetor de derivadas parciais de primeira
ordem de g e H,(z) a matriz Hessiana de g, uma matriz dxd com as
entradas (i,j) dadas por % (ver em Wand e Jones, 1994). Entao,
assumindo que todas as entradas de H,(z) sao continuas em uma

vizinhancga de x, tem-se que :

g(x 4+ a,) = g(x) + aZDg(x) +1/2ar H, (2)r, + o(al ) (A.11)

Da expressao (A.10), pode-se ver que:

n! ZKB(Xi —2)(X; —x) = (A.12)
n! Z |B|7V2K (B7V3(X; — ) (Xi — 2)

Substituindo (X;—) = BY?u , a Férmula (A.12) pode ser vista como
uma esperanga, e assim, [, K (u)B"?uf(z + B"/?u)du. Entao, aplica-

se o Teorema Multivariado de Taylor em f(z+B5'/?u) e, considerando
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que a soma de duas funcoes de mesma ordem gera uma fungao que
conserva a ordem das funcoes somadas, o resultado da Férmula
(A.10) é demonstrado.

Ao analisar o termo ax(X; — x), prova-se que:
nT' Y Kp(Xs —a)(Xs — 2)(Xi — 2)" = pa(K) f(2) B+ 0,(B)  (A.13)
i=1

A demonstragao desse resultado é similar & demonstragao do
resultado anterior. Basta aplicar a definicao do nicleo, fazer a
substituicao, montar a formula da esperancga, aplicar o Teorema de

Taylor e usar a propriedade das funcoes de ordem.

Entao, utilizando a teoria de inversao de matriz por blocos (Gen-
tle, 2007), segue que (n‘l(X;‘CFI/I/;XI))_1 é igual a:

[ F(@)™" + 0,(1) —Dy(x)" f(2) 72 + 0,(1)
—D(@)" f(x) 2+ 0,(1) pa(K)f(x)B + 0,(B)

E fazendo as multiplicagoes, mostra-se que n ' XIW,Q,,(z) é

igual a:

[ N Y Kp(Xo — 2)(X; — 2) Hon (2)(X; — 2) ]
nty {KB(Xi —2)(X; — )T H o (2)(X; — x)} (X; — )

Assim, da férmula (A.4), podemos ver que a estimativa do vicio

esperado do estimador m é dada por:

S/ @) E

n! Z Kp(X; — 2)(X; — 2) " Hon(2) (X — x)] (A.14)

2 Dy(@) f(2)E

n! Z Kp(Xi — 2)(Xi — ) Hop (2) (X, — 2)(X; — x)]

Porém, pode-se mostrar que a segunda parte da soma é um

o, {tr(B)} usando a mesma estratégia de demonstragao da Férmula
(A.10) Assim,
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E{m(z; B) — m(z)| Xy, ..., Xn} = (A.15)

%f(:c)lE {nl Z Kp(Xi — 2)(X; — ) Hp (2)(X; — x)} + 0,(tr(B))

Fazendo a substitui¢do (X; — z) = B"?u:

_ % fx)™ / K (u)(B?u)"H, (2)(B?u) f(x + BY?u)du + o,(tr(BY)A.16)

E usando que o traco de uma constante é igual a propria cons-

tante, tem-se que:
_ %tr {Bl/QHm(a;)Bl/z / K(u)uquu} + 0, (tr(B)) (A7)
_ %MQ(K)tr(BHm(az)) 4 o,(tr(B)) (A.18)

A qual corresponde a Férmula 2.20 do Teorema da Secao 2.4.
Para a demonstracao da expressao da variancia do estimador da

fungao m, seja V = diag {v(X3),...,v(X,)}. Entao:
Var{m(xz; B)| X1, ..., X,} = (A.19)

F(XITW, X)X TW VW, X (XTW, X,) e

O resultado de X W,VIW,X, serd uma matriz de dimensao 2x2,

cuja entrada superior esquerda é dada por:

n! Z Kp(X; — z)*0(X;) (A.20)
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Usando o ntucleo definido na Férmula 2.6, fazendo a substituicao
(X; —x) = B2y e tratando a férmula acima como uma esperanca,

a expressao torna-se:
_ BV / K2(u)o(e + BY2u) f(z + BPu)du {1+ 0,(1)}  (A.21)

= |B|'?R(K)v(z) f(z) {1+ 0,(1)}
A entrada superior direita é dada por:
Y Kp(X; — 2)’(X; — ) o(X) (A.22)
i=1

E usando a mesma estratégia utilizada na expressao (A.20) para

obter a expressao (A.21), é obtida uma expressao para (A.22) que
é um O,(|B|*/?).

O termo inferior direito da matriz é:
Y Kp(X — )’ (X — 2)(X; — 2)To(X)) (A.23)
i=1

O qual, através da mesma estratégia utilizada nas expressoes

anteriores, torna-se:

— |B|"Y2B/? {/K2(u)uquu} BYu(x)f(z) 4+ 0,(|B|7V*B)  (A.24)

Entao, fazendo as multiplicagoes e considerando as expressoes
(A.21) e de (A.22) a (A.24), tem-se que:

Var {m(z; B)|Xy, ..., X, } = n B 7Y {R(K)v(z)/f(x)} {1 + 0,(1)FA.25)

A qual corresponde a expressao 2.21 do Teorema.
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Apéendice B

Funcoes de regressao teodricas e
estimadas, por modelos e

situacoes
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Figura B.1: Estimacdo do modelo 3.2 na situagao 1: (a) Tedrico; (b) Janela

MWalha de X1

escalar global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local
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Figura B.2: Estimacdo do modelo 3.2 na situagao 2: (a) Teérico; (b) Janela

escalar global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local
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Figura B.3: Estimacdo do modelo 3.2 na situagao 3: (a) Tedrico; (b) Janela

escalar global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local
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Figura B.4: Estimacdo do modelo 3.2 na situagao 4: (a) Teérico; (b) Janela

escalar global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local

65



(a)

30 35 40

3 Malha de X1

5 5
Qe g
4 4
alha de X2 Malha de X2
3 Malha de X1 3

Figura B.5: Estimagao do modelo 3.3 na situagao 1: (a) Tedrico; (b) Janela
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escalar global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local
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Figura B.6: Estimagdo do modelo 3.3 na situagdo 2: (a) Tedrico; (b) Janela

escalar global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local
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Figura B.7: Estimagao do modelo 3.3 na situagdo 3: (a) Tedrico; (b) Janela

escalar global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local
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Figura B.8: Estimagao do modelo 3.3 na situagao 4: (a) Tedrico; (b) Janela
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Figura B.9: Estimagao do modelo 3.4 na situagao 1: (a) Tedrico; (b) Janela
escalar global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local
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Figura B.10: Estimagao do modelo 3.4 na situacdo 2: (a) Tedrico; (b) Janela
escalar global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local
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Figura B.11: Estimagdo do modelo 3.4 na situacao 3: (a) Tedrico; (b) Janela

escalar global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local
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Figura B.12: Estimagao do modelo 3.4 na situacao 4: (a) Tedrico; (b) Janela

escalar global; (c) Janela diagonal global e (d) Janela escalar local
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Apeéendice C

Funcoes de variancia tedricas e
estimadas, por modelos e

situacoes

aaaaa 1 031

V. Varian
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alha de X1 Malha de X1

Figura C.1: Estimagao da variancia do modelo 3.1 na situagao 1: (a) Tedrica; (b)

Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.2: Estimagao da variancia do modelo 3.1 na situagao 2: (a) Tedrica; (b)
Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.3: Estimagao da variancia do modelo 3.1 na situagao 3: (a) Tedrica; (b)
Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.4: Estimacao da variancia do modelo 3.1 na situagao 4: (a) Tedrica; (b)
Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.5: Estimagao da variancia do modelo 3.2 na situagao 1: (a) Tedrica; (b)
Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.6: Estimagao da variancia do modelo 3.2 na situagao 2: (a) Tedrica; (b)
Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.7: Estimacao da variancia do modelo 3.2 na situagao 3: (a) Tedrica; (b)
Estimada por janela diagonal global.

76



Varianc

Varian
Malha de X2

Malha de X2
Malha de X1 Malha de X1

Figura C.8: Estimagao da variancia do modelo 3.2 na situagao 4: (a) Tedrica; (b)
Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.9: Estimacao da variancia do modelo 3.3 na situagao 1: (a) Tedrica; (b)

Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.10: Estimagao da varidncia do modelo 3.3 na situacao 2: (a) Tedrica;

(b) Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.11: Estimacao da varidncia do modelo 3.3 na situacao 3: (a) Tedrica;
(b) Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.12: Estimagao da variancia do modelo 3.3 na situacao 4: (a) Tedrica,;

(b) Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.13: Estimacao da varidncia do modelo 3.4 na situacao 1: (a) Tedrica;

(b) Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.14: Estimacao da varidncia do modelo 3.4 na situacao 2: (a) Tedrica;

(b) Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.15: Estimagao da variancia do modelo 3.4 na situacao 3: (a) Tedrica,;

(b) Estimada por janela diagonal global.
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Figura C.16: Estimacao da varidncia do modelo 3.4 na situacao 4: (a) Tedrica;

(b) Estimada por janela diagonal global.
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