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RESUMO

Dentre as atividades iniciais para o entendimento do comportamento de um conjunto de
dados estdo a geragdo de um gréfico de dispersao e de um histograma. A anélise desses gréaficos
e o entendimento do assunto no qual os dados estdo inseridos sdo itens importantes de apoio
na identificacdo do método a ser utilizado na estimacao da fun¢ao de regressao e/ou da fungao
densidade de probabilidade. Os métodos de estimacao utilizados estdo divididos em 2 grandes
grupos : paramétricos € ndo paramétricos. Esse trabalho apresenta o estudo desenvolvido uti-
lizando o método ndo paramétrico denominado niicleo-estimador, que compreendeu o estudo
tedrico dos conceitos e férmulas matematicas envolvidas, mas sobretudo a experimentacdo do
método a partir da utilizagdo de rotinas ja desenvolvidas no pacote estatistico R por diversos

trabalhos anteriores , por exemplo : (BESSEGATO et al, 2006) , (MIRANDA, 2007) e (SILVA, 2008)

Palavras-chave: nicleo-estimador, funcao de regressao, funcao densidade.
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1 INTRODUCAO

1.1 Métodos Paramétricos, Nao Paramétricos e Nucleo-estimador

O método nao paramétrico utilizando a técnica de nicleo-estimador para estimacao
da funcdo densidade de probabilidade e da fun¢do de regressao € mais facilmente entendido

partindo-se inicialmente do problema de regressdo simples.

Na regresséo simples, assume-se que uma amostra de pares (X1,Y1), ..., (X;,,Y,) onde Y

€ a varidvel resposta e X a varidvel preditora, satisfaca a condi¢ao :
Yi=Bo+P1Xi+¢€ , ondei=1,2,...,n. (1)

Os erros €; sdo varidveis aleatérias simétricas com média 0, varidncia 6% e ndo correlacionadas.
Entretanto, isso implica que as observagdes estejam aleatoriamente distribuidas em torno de

uma reta, o que muitas vezes nao ocorre.

Meétodos Paramétricos : o modelo linear apresentado em (1) € um exemplo de modelo
paramétrico de regressdo. Para melhor entendermos o termo paramétrico, vamos fixar o valor
de X. Dessa forma, a componente aleatdria €; determina as propriedades de Y. Supondo, como
dito acima, que &; tenha média 0 e varidncia 62, entdo a média da varidvel resposta Y para

qualquer valor da varidvel regressora X € :
E(Y[X =x) =y, = E(Bo+P1x+¢€) =PBo+Pix , pois E(g)=0
Podemos reescrever a equacao (1) como :
yi=m(x;)+€ , ondei=1,2,...,n. (2)

Na equagdo (1) estamos, entdo, assumindo que a forma da funcdo de regressdo m é conhecida
com excecdo dos valores dos 2 pardmetros B ¢ B;. Dai o termo paramétrico uma vez que a

familia de fun¢des do modelo pode ser especificado por um niimero finito de parametros.

A restri¢do da fung@o m pertencer a familia paramétrica impde uma rigidez que muitas



vezes pode ndo ser desejavel. A figura abaixo apresenta um exemplo onde a hipétese de que as

observacdes estio aleatoriamente dispersas ao longo de uma reta estd claramente longe de ser

verdadeira.
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Figura 1: Diagrama de Dispersdo Idade/Log(saldrio) de 205 Trabalhadores Canadenses
(Fonte: Ullah,1985)

Ao se escolher um modelo paramétrico que nao € apropriado para um determinado con-

junto de dados, hé o perigo de se chegar a conclusdes incorretas para a andlise de regressao.

A rigidez da regressdo paramétrica pode ser contornada pela remoc¢do da restricdo da

funcao m pertencer a uma familia paramétrica.

Meétodos Ndo Paramétricos : A motivacdo para utilizacdo de modelos ndo paramétri-
cos para a regressao ¢ bem objetiva, ou seja, ao se deparar com um gréafico de dispersao que
nao apresenta de forma clara um modelo funcional simples, tem-se a necessidade de deixar os
dados decidirem qual fun¢do os descreve melhor sem as restricdes impostas por um modelo

paramético (algumas vezes isso € referenciado como "deixar os dados falarem por si".)

Virios sdo os métodos ndo paramétricos existentes para obter-se uma estimativa de re-

gressdo para a funcdo m. O presente trabalho descreve o método conhecido como niicleo-

estimador.

Niicleo-estimador : A figura 2 mostra um estimador de m para os dados de idade /

log(salério) utilizando o que € conhecido como niicleo-estimador linear local.
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Figura 2:

Nicleo-estimador usando a regressdo linear local baseado nos dados de Idade/Log(saldrio) de 205 Trabalhadores
Canadenses.A curva sélida € a estimativa.As curvas pontilhadas sdo os pesos e a reta ajusta 2 pontos : u e v.
(Fonte: Wand and Jones,1995)

A funcdo que aparece na parte de baixo do grafico € uma fungdo de niicleo-estimador
que normalmente € definida como uma fun¢do densidade de probabilidade simétrica, tal como
a distribui¢do normal. O valor estimado em um determinado ponto € obtido pelo ajuste dos
dados a uma reta utilizando minimos quadrados ponderados, onde os pesos sdo definidos de
acordo com a altura da fun¢@o do nicleo. Isso significa que os dados mais préximos do ponto
considerado tem mais influéncia no ajuste linear do que aqueles que estdo mais distantes. Esses

estimadores fazem parte da classe de estimadores de regressao polinomial local.

Apesar de termos apresentados, até entdo, a aplicacdo do método do nticleo-estimador
na regressao nao paramétrica, esse método pode também ser aplicado na estimacio de funcdes
de densidade de probabilidade.

1.2 Histogramas e estimacio da densidade

O problema da estimagdo do funcdo densidade de probabilidade € uma questdao fun-
damental no entendimento do comportamento dos dados. Nesse topico vamos apresentar um

paralelo entre os histogramas e o método nao paramétrico do nicleo-estimador.

Suponha que X, ..., X, seja uma amostra aleatéria de uma v.a. continua X com fungao
densidade f. O modelo paramétrico de estimacdo da fun¢do f assume que f pertence a uma
familia paramétrica de distribui¢des, tal como a familia normal ou gama, e, a partir de entdo,
procura-se estimar os paradmetros desconhecidos pelo método da médxima verossimilhanga,por
exemplo. Por outro lado, um estimador de densidade ndo paramétrico ndo assume uma forma

especifica para a fungao f.
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O histograma € o estimador de densidade ndo paramétrico mais antigo e mais utilizado.
Ele é normalmente formado pela alocacdo dos dados reais em intervalos de tamanhos iguais,
frequentemente chamados de bloco ou ”bins”. O histograma &, entdo, uma funcao degrau (step
function) sendo a altura a propor¢ao da amostra contida no bloco dividido pelo comprimento de

todos os blocos.

Exemplo de Histograma

0,25

0,20

0,15

Density

0,10

0,05

0,00

Figura 3: Exemplo de Histograma
(Fonte: Prépria, 2011)

Na figura 3, acima, podemos ver um exemplo de histograma totalmente simétrico. A

estimativa da funcdo histograma pode assim ser escrita :

niimero de observacoes no bloco que contém x
nb

fu(xb) =

onde :
n = tamanho da amostra

b = largura do bloco, normalmente chamada janela.

Para se construir histogramas, 2 definicdes devem ser efetuadas a priori : o tamanho do

bloco (binwidth) e os pontos iniciais e finais da malha.
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Figura 4: Histogramas com tamanhos de bloco diferentes,(a) e (b); e histogramas com pontos extremos diferentes,
mas com blocos de mesmo tamanho, (c) e (d). (Fonte: Wand and Jones,1995)

Os 4 graficos acima apresentam histogramas baseados no mesmo conjunto de dados. Os
grificos a) e b) sdo baseados em blocos estreitos e largos, ou seja, b=0.2 e b=0.8 respectiva-
mente. J4 os graficos c¢) e d) mostra que o posicionamento dos pontos extremos também tem
um efeito significativo uma vez que os formatos das densidades sugeridas por esses histogramas

sdo um pouco diferentes.

O tamanho do bloco (binwidth) b é normalmente chamado de pardmetro de suavizagdo

uma vez que ele controla o grau de suavidade a ser aplicado aos dados.

A sensibilidade do histograma ao posicionamento dos pontos extremos da malha nio
ocorre com estimadores de densidade do tipo niicleo-estimador. Outro problema que ocorre
com os histogramas € o fato dele sempre estimar todas as densidades por uma funcdo degrau

(step function).

1.3 Metodologia

A metodologia utilizada para o desenvolvimento deste trabalho foi baseada na leitura
de livros e artigos, discussdes com o orientador e experimentacdo pratica a partir do desenvol-
vimento de rotinas utilizando o pacote R. As rotinas bésicas de estimacdo foram copiadas de

trabalhos anteriores, em especial de (BESSEGATO et al, 2006) , (MIRANDA, 2007) e (SILVA, 2008).
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2  MOTIVACAO E OBJETIVOS

2.1 Objetivo Geral

O objetivo geral do desenvolvimento deste trabalho foi o de obter o conhecimento bésico

de métodos ndo paramétricos para estimagao de fungdes densidade e de fungdes de regressao.

2.2 Objetivos Especificos

Estudar o método do nicleo-estimador para estimac¢do da fun¢do densidade e da funcao

de regressao a partir da utilizagdo prética de rotinas desenvolvidas no pacote estatistico R.

2.3 Motivacao

A curiosidade por métodos niao paramétricos, mesmo sem ainda saber da existéncia de-
les, surgiu ja no inicio do curso de Especializacdo em Estatistica, na segunda parte da disciplina
"Inferéncia Estatistica e Probabilidades", ministrada pelo professor Gregério S. Atuncar. Du-
rante o aprendizado das diversas distribui¢oes (Normal, Gama, Weibull, Exponencial, Erlang,
Poisson, Binomial) muitas vezes surgia o questionamento : "E se nenhuma das premissas ou
parte delas fossem satisfeitas, como estimar a funcao densidade?". Como praticamente todas as
disciplinas do curso de Especializacdo em Estatisticas sdo baseadas em métodos paramétricos,
o trabalho de final de curso foi a oportunidade que vislumbrei para conhecer um pouco de como
estimar a funcdo densidade sem estar preso as restri¢cdes impostas pelos modelos paramétricos.
Ou seja, a minha busca era por algo referenciado por Wand e Jones em (WAND; JONES, 1995)

7z

como : "Letting the data speak for themselves", isto é, "Deixar os dados falarem por si!".
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3 ESTIMACAO DA FUNCAO DENSIDADE PELO METODO DO NUCLEO

3.1 Conceituacao

A estimacgdo da densidade pelo método ndo paramétrico € uma importante ferramenta
para andlise de dados que prové um meio muito efetivo de mostrar a estrutura de um conjunto
de dados logo no inicio da andlise. Ele € especialmente efetivo quando os modelos paramétricos
padrdes ndo sdo apropriados. A figura Exp 1-F mostra como uma estrutura bimodal desvendada
pelo método do nicleo pode ndo aparecer quando utilizamos um modelo paramétrico unimodal
como a normal. Considerando que um dos principais objetivos da andlise de dados é descobrir
estruturas importantes nos dados € desejavel estar de posse de uma ferramenta que estime a

densidade sem assumir que ela tenha uma forma funcional especifica.

No decorrer deste capitulo, serd assumido que estamos trabalhando com amostras ale-
atérias Xi,...,X, extraidas de uma funcdo densidade f continua e univariada. Um sinal de
integral ndo qualificado [ deve ser entendido como a integragdo por todo os nimeros reais, R.

A notacio ¢ = (216%) "' 2exp[—x?/(26?)] serd utilizado para denotar a densidade N(0,6?).

A férmula do nicleo-estimador para a funcao densidade é dada por :
n
fleh) = (nh)~'Y K{(x—X;)/h}  (3)
i=1

Na férmula (3), K é uma fungio que satisfaz a identidade [ K(x)dx = 1, que é cha-
mada de niicleo, € h € um nimero positivo, normalmente chamado de tamanho da janela ou
"bandwidth". Uma férmula mais compacta para o nicleo-estimador pode ser obtida através da

introdugio da notaco Kj,(u) = h~'K(u/h). Com isso, pode-se escrever :

Fh) =n 1Y Ki(x—X;).

i=1

Normalmente escolhe-se K como sendo uma fun¢ao densidade de probabilidade unimo-

dal que é simétrica com respeito a zero. Isso assegura que f(x;/h) seja também uma fungio
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densidade. Entretanto, nucleos que ndo sdo densidades também podem ser usados. A figura 5
ilustra uma estimativa de densidade pelo método do nicleo construida utilizando 5 observacodes

com a fungio niicleo definida como uma densidade N (0, 1),
K(x) = 0(x) = (2m) /212

E importante destacar que foram apresentadas apenas 5 observacdes por motivos didaticos, pois

estimativas reais de densidade envolvem normalmente um nimero bem maior de observacoes.
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Figura 5: Nucleo-Estimador baseado em 5 observagdes
(Fonte: Wand and Jones,1995)

Neste caso é possivel perceber que Kj, é simplesmente a densidade N(0,%4%) onde h
assume o papel de fator de escala determinando o nivel de espalhamento do nicleo. A estimativa
pelo nicleo é construida a partir da centralizacdo do nicleo, baseado em uma escala, para cada
observagdo. O valor de cada estimativa em cada ponto x € simplesmente a média do somatério
ponderado (pela funcdo nicleo) das diferencas entre x e todos os demais pontos. A combinagdo
das contribuicdes de cada ponto significa que nas regides em que hd muitas observagdes a
estimativa do nucleo deve assumir um valor maior assim como é esperado que a densidade

real tenha um valor maior. O oposto deve ocorrer em regides onde ha relativamente menos

observacoes.

E importante informar que a escolha da forma da fungdo nicleo ndo é importante (ndo é
escopo deste trabalho mostrar que essa afirmativa € verdadeira). Entretanto, o valor do tamanho
da janela é muito importante. A figura 6 apresenta 3 estimativas de niicleo em uma amostra de
tamanho n=1000 para uma determinada func¢do densidade (Fonte: Wand and Jones,1995). A

intensidade do alisamento do nucleo efetuado em cada caso € indicado pela escala do nticleo Kj,



16
na base de cada grafico.

Na figura 6(a), com h = 0,06, pode ser visto que o estreitamento do nicleo significa que
a média do processo gerada em cada ponto € baseada, relativamente, em poucas observacoes,

resultando em uma estimativa rudimentar para f. Estimativas com esse formato sdo chamadas

de sub — alisadas (undersmoothed).

Na figura 6(b), temos & = 0,54, que resultou em uma estimativa mais alisada, mas o
alisamento foi super elevado a ponto de fazer desaparecer a bimodalidade da estrutura. Este

¢ um exemplo de superalisamento e estimativas semelhantes sdo chamadas de superalisadas

(supersmoothed).

Entretanto, na figura 6(c) ocorreu um equilibrio da estimativa em relacdo a verdadeira
densidade f, com h = 0,18. Ou seja, os picos da estimativa subalisada foram "alisados"e

a estrutura bimodal foi reestabelecida, obtendo, com isso, uma estimativa mais préxima da

verdadeira densidade.
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Figura 6: Influéncia do Tamanho da Janela na Estimativa do Niicleo
(Fonte: Wand and Jones,1995)

3.2 Experimento 1

Normal Tedrica
e
Funcédo Densidade Estimada : p-value = 0.7483

Histogram of v_dados

04

15

10
=FALSE) (x)
03

Frequency

function(x) dnormix, log
a1

Figura Exp 1-A v_dados FiguraExp 1-B x



Normal Teorica
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Histogram dados 'Normais® (p-value=0.5527), Classes = 10
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Figura Exp 1-D v_cados

Normal Tedrica
e
Nicleo-Estimador : p-value = 0.5527
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Figura Exp 1-F
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Figura Exp 1-H

O Experimento 1 faz uma anélise entre a funcio densidade estimada pelo método do

nucleo a partir de 2 amostras aleatérias normal padrao N(0,1) com p-value igual a 0.7483 e

p-value igual a 0.5527, e a normal tedrica.
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Normal Teorica
[
Nucleo-Estimador : p-value = 0.014

- /

04
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function{x) dnormix, log
0.1

Figura Exp 1-1

Figuras Exp 1-A, Exp 1-D, Exp I-E e Exp 1-G: Histogramas
Figuras Exp 1-B, Exp 1-C, Exp 1-F, Exp 1-H e Exp 1-I :
Curva Preta => Normal Tedrica

Curva Vermelha => Funcao densidade de probabilidade estimada pelo método do niicleo

utilizando as rotinas descritas em (BESSEGATO et al, 2006).

Curva => Funcdo densidade de probabilidade estimada pelo método do nucleo
utilizando as rotinas constantes no pacote R (método de Sheather e Jones (SHEATHER,JONES,
1995)).

Andlise figuras Exp 1-A, Exp I-B e Exp 1-C :

O confronto do grafico gerado pelo método do niicleo-estimador e o histograma nos per-
mite verificar que o grafico do método do niicleo-estimador reflete muito bem o comportamento
dos dados. Isso pode ser visto pelo tombamento da curva para o lado direito onde, pelo histo-
grama, vemos que existe uma concentracao de dados préoximos a 1. Ocorrendo, com isso, um
deslocamento da média para a direita de 0. Efetuando o teste de normalidade de Shapiro-Wilk,
vemos que o p-value = 0.7483 € bem significativo o que é confirmado pelo alto grau de simetria

dos Figuras.
Andlise figuras Exp 1-D, Exp 1-E, Exp 1-F, Exp 1-G, Exp 1-H e Exp 1-1 :

As figuras Exp 1-D, Exp 1-E e Exp 1-F mostram que, mesmo com um p-value elevado
(0.5527), os dados podem ndo ser simétricos tanto quanto esperado e a estimativa pelo nicleo
mostra com destaque como que eles nao sao simétricos. Interessante, também, é compararmos

esses graficos com os das figuras Exp 1-G, Exp 1-H e Exp 1-I, que foram construidos a partir
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de uma amostra aleatéria N(0,1), mas com p-value igual a 0.014 (rejeita-se a hipdtese de nor-
malidade). Ou seja, os graficos G,H e I apresentam dados com maior grau de simetria que os
grificos D,Ee F.

Destaque para o comportamento das rotinas em R onde, para o conjunto de dados utili-
zado em Exp 1-1, as funcdes obtiveram praticamente a mesma estimativa, ao contrdrio do que
ocorreu em Exp 1-F, onde o método Sheather e Jones foi mais sensivel a variabilidade dos dados

e apresentou um resultado mais préximo do histograma.
Dados da Amostra Exp 1-A/B/C :
minimo : -2.067705 ; maximo : 2.676397
Shapiro-Wilk normality test : W = 0.9886, p-value = 0.7483
Dados da Amostra Exp 1-D/E/F :

minimo : -2.467991 ; maximo : 2.461741 ; média : 0.2033009 ; desvio padrdo :
1.052206

Shapiro-Wilk normality test : W = 0.9854, p-value = 0.5527
Dados da Amostra Exp 1-G/H/I :

minimo : -2.435902 ; maximo : 2.199226 ; média : 0.2033009 ; desvio padrio :
1.052206

Shapiro-Wilk normality test : W = 0.9575, p-value = 0.014

3.3 Experimento 2

N(10,1) Tebrica X Paramétrico X Ndcleo-Estimador

Histogram of v_dados_g (p-value=0.8977)

04

Frequency
MNormal Tedrica (10,1)
0z
1

01

Figura Exp 2-A v_dedos_g Figura Exp 2-B w
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N{10,1) Tedrica X Paramétrico X Nucleo-Estimador
(p-value=0.8977)

02 03 04
1

MNormal Tedrica (10,1)

0.1

Figura Exp 2-C Y

O Experimento 2 faz uma andlise entre a funcdo densidade estimada pelo método do
nucleo a partir de uma amostra aleatéria N(10,1) com p-value igual a 0.8978, a normal tedrica

e a normal paramétrica estimada.
Figura Exp 2-A : Histograma
Figuras Exp 2-B e Exp 2-C :
Curva Preta => Normal Teérica (10,1)
Curva Vermelha => Normal Paramétrica Estimada

Curva => Funcdo densidade de probabilidade estimada pelo método do nucleo

utilizando as rotinas descritas em (BESSEGATO et al, 2000).

Analisando os graficos podemos ver claramente como a funcao estimada pelo método
do nicleo é mais realista na descri¢do dos dados. O método paramétrico ndo detectou a maior
distribuicdo dos dados a esquerda do 10. Fato, esse, apresentado pelo nicleo-estimador a partir

de uma suspensao da curva a esquerda do 10.

Interessante destacar que o p-value dos dados do experimento 2 é maior do que o do

experimento 1, no entanto, os dados apresentam menos simetria !
Dados da Amostra Exp 2-A/B/C :
minimo : 7.18514 ; maximo : 12.6136 ; média : 10.00237 ; desvio padrdo : 1.028019

Shapiro-Wilk normality test : W = 0.9941, p-value = 0.8978
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Histogram da Normal (p-value=0.0728), Classes= 10 Histogram da Normal (p-value=0.0728), Classes=24
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Figura Exp 3-E s

3.4 Experimento 3

O Experimento 3 faz uma andlise entre a funcdo densidade estimada pelo método do

nucleo a partir de uma amostra aleatéria normal N(10,1) com p-value igual a 0.0728, a normal
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tedrica e a normal paramétrica estimada :
Figura Exp 3-A : Histograma com 10 classes.
Figura Exp 3-B : Histograma com 24 classes.
Figura Exp 3-C : Histograma com 46 classes.

E interessante notar como o histograma é sensivel ao tamanho da janela e a medida
que aumentamos o numero de classes (diminuimos o tamanho das janelas) mais visivel € a

assimetria dos dados.
Figuras Exp 3-D e Exp 3-E :
Curva Preta => Normal Teérica (10,1)
Curva Vermelha => Normal Paramétrica Estimada

Curva => Funcdo densidade de probabilidade estimada pelo método do ntcleo

utilizando as rotinas descritas em (BESSEGATO et al, 2000).

Curva Azul => Func¢do densidade de probabilidade estimada pelo método do nicleo
utilizando as rotinas constantes no pacote R (método de Sheather e Jones (SHEATHER,JONES,
1995)).

A funcao estimada pelo método do nuicleo mostra como que os dados ndo sdo simétricos
e a concentracdo de dados em torno do nimero 11. J4 a estimacdo pela normal paramétrica
estimada ndo mostra nenhum indicio de nao simetria. Ocorre, apenas, um ligeiro deslocamento

da média.
Dados da Amostra Exp 3-A/B/C/D/E :
minimo : 7.975464 ; maximo : 12.43843 ; média : 10.10871 ; desvio padrao : 1.023901

Shapiro-Wilk normality test : W = 0.9802, p-value = 0.0728

3.5 Experimento 4

O Experimento 4 faz uma andlise entre a fun¢do densidade estimada pelo método do

nucleo a partir de uma amostra aleatéria weibull W(2,5) e a Weibull tedrica.
Figuras Exp 4-A e Exp 4-B : Histogramas
Figuras Exp 4-C e Exp 4-D :

Curva Preta => Weibull Teérica (2,5)
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Histogram da Weibull{80,shape=2,scale=5) Histogram da Weibull{80,shape=2,scale=5)
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Curva Vermelha => Funcao densidade de probabilidade estimada pelo método do nucleo

utilizando as rotinas descritas em (BESSEGATO et al, 2000).

Curva => Funcdo densidade de probabilidade estimada pelo método do ntcleo

utilizando as rotinas constantes no pacote R (Sheather e Jones (SHEATHER,JONES, 1995)).

Analisando os gréficos podemos ver como a funcio estimada pelo método do nucleo é
sensivel ao conjunto de dados em torno do nimero 8, fazendo com que o decaimento da curva

seja mais suave do que o decaimento da Weibull tedrica.
O teste de hipdtese para verificar se a distribuicdo € Weibull obteve o seguinte resultado:

One-sample Kolmogorov-Smirnov test : D = 0.0592, p-value = 0.9259 ; alternative

hypothesis: two-sided
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A Aplicagdo 5 faz uma anélise da funcdo densidade estimada pelo método do nicleo a

partir de dados reais de produ¢do de um determinado produto siderurgico por uma determinada

maquina durante o periodo de agosto/2002 a setembro/2008 que se mostrou ndo ser normal com

p-value igual a 0.00121 ! :

Figuras Apl 5-A e Apl 5-B : Histogramas com classes igual a 10 e 20, respectivamente.

Para efetuarmos as anélises, padronizamos os dados subtraindo a média e dividindo pelo

desvio padrao.

Figura Apl 5-C :

Por questdes sigilosas a fonte dos dados nio pode ser revelada.
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Curva => Funcdo densidade de probabilidade estimada pelo método do nucleo

utilizando as rotinas descritas em (BESSEGATO et al, 2006).

Curva Azul => Funcdo densidade de probabilidade estimada pelo método do nicleo
utilizando as rotinas constantes no pacote R (método de Sheather e Jones (SHEATHER,JONES,

1995)).
Figura Apl 5-D :

Diagrama da Série Temporal de producido em toneladas de produto siderurgico no pe-

riodo de agosto/2002 a setembro/2008.

Comparando os histogramas e as estimativas pelo método do nicleo vemos que o mé-

todo do nicleo mais uma vez apresenta uma estimativa bem ajustada.
Dados da Amostra Apl 5-A/B/C/D :
minimo : -1.665510 ; méximo : 2.018143 ; média : -1.481225e-16 ; desvio padrdo : 1

Shapiro-Wilk normality test : W = 0.9376, p-value = 0.001210

3.7 Aplicacao 6

Histogram Tonelada Produzida (p-value=0.3679) Histogram Tonelada Produzida (p-value=0.3679)
Classes= 10 Classes=23
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Figura Apl 6-A v_dados_z Figura Apl 6-B v_dados_z

A Aplicagdo 6 € equivalente a aplicacdo 5. A diferenca estd no conjunto de dados que,
neste caso, sdo normais (p-value = 0,3679 ). Os dados sdo referentes a producao de um deter-
minado produto siderurgico em uma determinada operacdo do processo produtivo no periodo

de agosto/2002 a setembro/2008 :

Figuras Apl 6-A e Apl 6- B : Histogramas com classes iguais a 10 e 20, respectivamente.
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Ntcleo-estimador dados produgéo operagéo
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Para efetuarmos as andlises padronizamos os dados subtraindo a média e dividindo pelo
desvio padrao.
Figura Apl 6-C :

Curva => Func¢do densidade de probabilidade estimada pelo método do nicleo

utilizando as rotinas descritas em (BESSEGATO et al, 2006).

Curva Azul => Func¢do densidade de probabilidade estimada pelo método do niicleo

utilizando as rotinas constantes no pacote R (método de Sheather e Jones (SHEATHER,JONES,
1995)).

Figura Apl 6-D : Diagrama da Série Temporal de producdo em toneladas de produto
siderdrgico, em uma determinada operagdo do processo produtivo, no periodo de agosto/2002
a setembro/2008.

Comparando os histogramas e as estimativas pelo método do niicleo vemos que o mé-

todo do niicleo mais uma vez apresenta uma estimativa bem ajustada.
Dados da Amostra Apl 6-A/B/C/D :
minimo : -1.789730 ; maximo : 2.633549 ; média : 1.864828e-16 ; desvio padrdo : 1

Shapiro-Wilk normality test : W = 0.9819, p-value = 0.3679
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4 ESTIMACAO DA FUNCAO DE REGRESSAO PELO METODO DO NUCLEO

4.1 Conceituacao

Atualmente existem vdrias técnicas de regressdo ndo paramétrica. As mais populares
sdo aquelas baseadas em funcdes de nicleo, funcdes splines e wavelets. Para cada uma delas,
existem outras técnicas especificas. No contexto da regressao pelo nicleo, técnicas tradicionais
incluem o estimador Nadaraya-Watson(Nadaraya, 1964, (WATSON, 1964)) e outras alternativas
(Priestley e Chao, 1972, Gasser e Miiller,1979).

Neste item apresentaremos uma classe de estimadores de nicleo para regressao chama-
dos de estimadores de niicleo por polinomios locais (Stone,1977,Cleveland, 1979,Miiller, 1987,
Fan, 1992a). Eles estimam a func¢@o de regressao em um ponto especifico através do ajuste "lo-
cal"dos dados a um polindmio de grau p pelo método dos minimos quadrados ponderados. Essa
classe inclui, como um caso especial, o estimador de Nadaraya-Watson uma vez que pode-se
mostrar que ele corresponde ao ajuste de polindmios de grau zero, ou seja, constantes locais.
De particular importancia e simplicidade € o niicleo-estimador linear local, correspondente ao
polindmio de grau 1 (p=1). O niicleo-estimador linear local também possui similaridades com
os estimadores de nicleo tradicionais citados anteriormente, embora ele tenha propriedades as-
sintdticas e comportamento nas extremidades mais favordveis se comparado com os demais.
Adicionalmente serd visto que as propriedades do erro quadratico médio do niicleo-estimador
linear local é andlogo aqueles do nucleo-estimador de densidade. Isso significa que a maioria
das idéias desenvolvidas no contexto da estimacdo da densidade sdo aplicdveis no contexto da

regressao.

A regressdo ndo paramétrica € analisada em dois contextos : fixo e aleatério. No con-
texto univariado fixo o modelo consiste de x1, ..., x, que sdo nimeros nao aleatérios ordenados.
Um modelo fixo espacado igualitariamente é aquele no qual x;| — x; € constante para todo i.

Para modelos fixos assume-se que as varidveis resposta satisfazem :

Yi:m<xi)+vl/2<xi)8i7 = 13"'7”
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onde €1, ...,€, sdo v.a. independentes para as quais

E(g))=0 e Var(g) =1

Chama-se m de funcdo de regressao média ou simplesmente funcdo de regressdo, uma
vez que E(Y;) = m(x;), equanto v é chamada de fungdo varidncia, uma vez que Var(Y;) = v(x;).
Com frequéncia assume-se que v(x;) = 62 para todo i, e nesse caso o modelo é considerado

como sendo homoceddstico. Caso contrario, o modelo é heteroceddstico.

O modelo de regressdo aleatério surge quando observa-se uma amostra bivariada (X;,Y)),

de pares aleatdrios onde o modelo pode ser escrito como :
1/2 .
Y; = m(X;) +v'/2(X))e:, i=1,...n
sendo condicional em X1, ..., X}, € & sdo v.a. independentes com média zero e variincia

unitaria. Entretanto, no contexto do modelo aleatério

mx)=EY|X=x) e v(x)=Var(Y|X =x)

sdo, respectivamente, a média condicional e a variancia condicional de Y dado X = x.

Na figura 7, abaixo, é apresentado um exemplo que mostra como o nucleo-estimador

linear local € construido. A func¢do de regressao verdadeira é

m(x) — 2{(0).65)2] +3 {((xo}l))zz} (3)

compreendida no intervalo [0,1] e € representada pela curva tracejada. As ordenadas
Y1,....Y, foram geradas utilizando
Y; = m(x;) +0.075¢;, i=1,...,100 (4)

onde x; = i/100, e €; sdo v.a. independentes N(0,1). Os pares (x;,Y;) sdo representados

por *.

ey (X, V)
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3.4

3.2

Regression function
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Figura 7: Niicleo-estimador linear local - curva sélida - da funcdo de regressdo dada em (3) baseada em 100
simulacdes (4) - representada pelos x’s. A curva tracejada é a verdadeira funcdo m. As curvas pontilhadas s@o os
nucleos ponderados e os ajustes lineares nos pontos u e v.

(Fonte: Wand and Jones,1995)

Em cada um dos pontos (u e v), a reta pontilhada foi obtida através do ajuste de uma
reta a ¥; utilizando minimos quadrados ponderados onde os pesos sao escolhidos de acordo com
a altura da funcdo de nucleo centralizado no ponto, o que é mostrado pela curva pontilhada na
base da figura 7. Quando o processo de ajuste local é efetuado em cada ponto x € [0,1] o
resultado € a curva sélida. Se K}, for uma funcdo de nicleo com um tamanho de janela 4 entdo,
para a estimativa de um determinado x, o peso atribuido a um ponto particular Y; é Kj,(x; — x).
Dado a forma usual do nucleo isso significa que aquelas observagdes proximas de x tem maior
influéncia na estimativa da regressdao em x do que aquelas que estdo distantes. O montante
dessa influéncia relativa é controlado pelo tamanho da janela & que exerce papel andlogo aquele
do nicleo-estimador da densidade. Se & € pequeno o processo de ajuste linear depente muito
das observacdes que estdo mais proximas de x e tendem a gerar uma estimativa equivalente
a uma curva ligando os pontos. Isso € mostrado na figura 8(a) onde um tamanho de janela
muito pequeno foi utilizado. Por outro lado, tamanhos de janela & grandes tendem a ponderar
as observagdes de forma igualitdria e a medida que / cresce a estimativa tende a uma reta. A

estimativa na figura 8(b) foi obtida a partir de um tamanho de janela muito grande.
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Figura 8: Nucleo-estimador linear local baseado no mesmo conjunto de dados da figura 7, mas com um tamanho
de janela muito pequeno (a) e um tamanho de janela muito grande (b).
(Fonte: Wand and Jones,1995)

Uma extensdo natural do nicleo-estimador linear local € aquele que ajusta, localmente,
polindmios de maior grau. A figura 9 mostra um ajuste local ctibico. Note que os picos e
vales de m sdo melhor estimados pelo ajuste local cibico uma vez que tém mais graus de
liberdade nas regides de curvatura mais elevada do que as retas, embora essa estimativa seja
computacionalmente mais complexa e sofre mais influéncia de um grau maior da variabilidade

da amostra.

3.2 34

Regression function
3.0

2.8

2.6
<

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 9: Nucleo-estimador ctbico local - curva sélida - da fung@o de regressdo dada em (3) baseada em 100
simula¢des (4) - representada pelos x’s. A curva tracejada € a verdadeira fungdo m. As curvas pontilhadas sdo os
nicleos ponderados e os ajustes lineares nos pontos u e v.

(Fonte: Wand and Jones,1995)

Expressdo para o niicleo-estimador polinomial local : Apresentamos, a seguir, a deriva-
cdo da expressao para o nucleo-estimador polinomial local para o contexto fixo. Para o contexto

aleatorio a expressao é a mesma, sendo necessario apenas substituir x; por X;.

Seja p o grau de um polindmio a ser ajustado. No ponto x o estimador 77(x; p, 1) é obtido
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a partir do ajuste do polindmio

Bo+Bi(. —x)+... +Bp(. —x)”

ao par (x;,Yi) usando minimos quadrados ponderados com os pesos sendo a fun¢do niicleo

K (x; —x). O valor de iii(x; p,h) é o ponto do ajuste B onde B = (Bo, ..., BP)T minimiza
- 2
Y {Yi—Bo— . = Bp(xi —x)P Y Kin(xi —x).
i=1

Assumindo a invertibilidade de X” W, X, a teoria padrdo dos minimos quadrados ponderados

conduz a solucdo
B=(xX"'W.X,) 'X'wW,Y

onde Y = (Y1,...,¥,)T é o vetor das varidveis resposta,

I xp—x -+ (x1—x)P

I xp—x -+ (xp—x)P
é uma matrixn X (p+1) e
W, = diag{Kj(x; —x), ..., Kp(x, —x) }

¢ uma matrix diagonal n x n de pesos. Uma vez que o estimador m(x) é o coeficiente do
intercepto obtemos

2 (v T T —1yT

m(x; p,h) = e1 (X; WaXy) " X, WiY

onde e; é o vetor (p+ 1) x 1 com 1 na primeira entrada e 0 nas demais. Para p = 0 existe uma

formula simples para o estimador Nadaraya-Watson

e YL Ky(xi —x)Y;
m(x;0,h) = Y Ky — ) (5)

e o estimador linear local (p =1) :

sh) — 81 (o h) (x; — x) } Ky (xi —x)Y;
§2(x; h)fo(x; h) — §1 (x; h)z

n A
m(x; 1,h) = n! Z {$2(x
i=1

onde

D=

§(h) =n 'Y (6 —x)"Kpy(x; — x)

1

~.

Pelo fato da fungdo niicleo K ser simétrica, pode-se escrever Kj(x — x;) ao invés de

Kp(x; — x), como € para o nicleo-estimador da densidade. A notagdo Kj(x; —x) enfatiza o fato
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de que o nicleo-estimador linear local € uma regressao ponderada nos dados, centralizada em

X.

4.2 Experimento 7

Regressao Nucleo-Estimador Regressao Nucleo-Estimador

¥z
a
I

Figura Exp 7-A PP Figura Exp 7-B PR

Regressao Nacleo-Estimador

24
0
I

Figura 7-C &

O Experimento 7 faz uma anélise entre a fungdo de regressdo estimada pelo método do
niicleo e a func¢do 3 * sen(x) acrescida de um erro, onde o erro tem uma distribuicdo normal

padrao N(0,1), conforme a seguir :

f(x) =3xsen(x)+¢€, onde € N(0,1)

Figura Exp 7-A : Grifico de dispersdo de f(x) e a fungéo 3 x sen(x).

Figuras Exp 7-B e Exp 7-C :
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Curva Vermelha => fungdo 3 « sen(x)

Curva Azul => Funcdo de Regressao estimada pelo método do nucleo utilizando as

rotinas descritas em (BESSEGATO et al, 2006) (estimacao gerada no estagio 2).

Curva => Func¢do de Regressdo estimada pelo método do nucleo utilizando a

rotina ksmooth constante no pacote R.

Podemos ver que a estimagio pelo método do niicleo é bem préxima da funcgdo 3 * sen(x)

, sendo sensivel aos erros acrescidos.

4.3 Aplicacao 8

Tonelada Produzida 2003-2008
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Figura Apl 8-A v_dados_t Figura Apl 8-B

A Aplicagdo 8 mostra a fung¢do de regressdo estimada pelo método do nucleo a par-
tir de dados reais de producdo em toneladas de um produto siderurgico durante o periodo de
janeiro/2003 a junho/2008 !. Os dados reais foram divididos por 1.000 para que as rotinas

suportassem as transformagdes matriciais efetuadas sobre os dados.
Figura Apl 8-A :
Curva => Estimacao da fun¢do estdgio 1.
Curva Azul => Estimacao da funcdo estagio 2.

Podemos ver que a estimagdo pelo método do nicleo consegue captar a evolugao dos

dados no tempo.

'Por questdes sigilosas a fonte dos dados ndo pode ser revelada.
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Regresséo Nacleo-Estimador
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Regresséo Nucleo-Estimador
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A Aplicag@o 9 mostra a fungdo de regressao estimada pelo método do nucleo a partir de

dados da aplicacdo 5, onde € apresentado a producdo, em toneladas, de um determinado produto

siderdrgico por uma determinada maquina durante o periodo de agosto/2002 a setembro/2008

que se mostrou ndo ser normal com p-value igual a 0.00121.% As ordenadas x foram compostas

por i/n, onde i é 0 més representado por nimero inteiro de 1 a 74, e n = 74 o total de meses.

Vemos, mais uma vez, que a funcao de regressao estimada ajusta bem ao dados.

Direcionando nosso foco de andlise para o comportamento dos dados, podemos ver o

seguinte (Figura Exp 9-C):

e Existem 2 periodos distintos : o primeiro periodo possui tendéncia ndo linear ascendente

e o segundo descendente .

e As variancias dos 2 grupos parecem ser diferentes.

ZPor questdes sigilosas a fonte dos dados ndo pode ser revelada.
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e Ha uma queda acentuada entre o final do primeiro periodo e inicio do segundo.

e As funcdes de regressao de cada grupo serdo iguais?

Considerando que os dados podem ser descritos como uma série temporal ndo estaciona-
ria, pois ocorrem dados discrepantes, mudancas na média durante o periodo e a variabilidade se
mostra diferente ao longo do tempo, o método do nucleo pode ser uma alternativa para andlise

de séries temporais dessa natureza.

Finalmente, a anélise inicial nos indica que algum evento ou eventos fizeram com que
houvesse uma alteracdo no comportamento dos dados, ou seja, da produgdo do produto side-
rurgico. Essa andlise mostra a necessidade de um estudo mais aprofundado para identificar as
causas dessa mudanga de forma a poder preparar um plano de a¢do a ser aplicado no processo

produtivo.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

A partir dos experimentos desenvolvidos tanto com dados simulados como com dados
reais, e pela literatura existente sobre o assunto foi possivel perceber que o método de estimagao
pelo nicleo € um método nao paramétrico robusto e maduro, tanto para a estimacdo da fungao

densidade quanto para estimac¢do da fun¢do de regressao.

Essa constatacdo desperta, ainda mais, nossa curiosidade no conhecimento das bases
matematicas que tornam possivel tal estimag¢do, bem como a expansido dessa andlise para o

contexto multivariado.

O aprofundamento tedrico € fundamental para consolidar o conhecimento sobre o as-
sunto e um facilitador para expandir sua aplicabilidade. Dentre as possiveis aplicag¢des, visu-
alizamos sua utilizacdo na andlise de 2 amostras aleatérias de um processo produtivo com o
objetivo de verificar a existéncia ou ndo de desvios / anomalias (exemplo : Aplicacdo 9). Com
isso0, pretendemos propor para a empresa um plano de acdo para acompanhamento da produgdo

da méquina cujos dados de producdo foram utilizados como base para andlise da aplicacdo 9.

Diferentemente dos métodos utilizados na andlise de séries temporais que consideram
apenas a varidvel resposta como parametro, o método do nucleo estimador também considera
o tempo como parametro (veja (5) e (6)). Ou seja, outra linha de estudo que vislumbramos € a
comparacao dos métodos de previsido baseado nas técnicas de séries temporais com o método

do nucleo.

Finalmente, podemos resumir os trabalhos futuros em :

Conhecimento das bases matematicas do método do nucleo-estimador;

Aprofundar o estudo da aplicagdo 9 a ponto de propor um plano de ag@o para a empresa,

se for o caso;

Expansdo do estudo para o contexto multivariado;

Comparacao das estimativas geradas pelo método no nticleo para 2 amostras aleatorias de
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um processo produtivo;

e Comparagdo dos métodos de previsao baseado nas técnicas de séries temporais com 0

método do nucleo.

Sendo assim, esperamos aprofundar, em futuro préximo, o conhecimento sobre o as-

sunto a ponto de apresentar resultados para alguns dos itens acima.
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APENDICE A - ROTINAS R

A.1 Cédigo Experimento 1

FHEFHF R H AR R R R
# Experimento 1

FHEE A R R
### Gera Base de Dados Aleatéria

FHEHEF AR R AR R A R R
### Normal

FHEE A R R
rm(list=1s(all=TRUE))

n <- 74

v_dados <-rnorm(n) # Gera amostra aleatdédria normal

hist (v_dados,breaks=10) # Desenha o histograma

shapiro.test (v_dados) # Efetua teste de normalidade

FHEEH AR A H A H A H AR AR R A R R
### Comando Argumentos Descricgao

FHEFEF R H AR AR R R R R
### func.phi2 (vetor.dados,x) : Calcula Médulo de phi ao quadrado

### alg.lambda (vetor.dados, cota.sup=10,cota.inf=0) : Calcula Lambda
### alg.G (vetor.dados, lambda) : Calcula G

### alg.H (vetor.dados, lambda) : Calcula H

### alg.hop.dens (vetor.dados,G ,flag) : Calcula hop densidade

### alg.hop.F (vetor.dados, H ,flag) : Calcula hop distribuicédo

### func.F.norm (x,hop,vetor.dados) : Calcula Fn(x) (nicleo gaussiano)
FHEF AR FH AR R R
### Carrega as rotinas relacionadas ao método do nucleo-estimador

FHEE AR AR R R

39
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source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.phi2.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\alg.lambda.R")
source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\alg.G.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\alg.H.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\alg.hop.dens.R")
source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\alg.hop.F.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.f.dens.norm.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.F.norm.R")

FHEFHAFF A AR AR AR R R R R R R R R R R
# Pesquisa de Lambda (Limite superior de integracao)

FHEFEEHF A AR AR AR R R R R R R R R R R R R R R A
lambda <- alg.lambda (v_dados)

FHEFEF R H AR R R
# Estimativa de G

FHEF A A F A AR AR AR R R R R R R R R R R
G_hat <- alg.G(v_dados, lambda)

FHEAH AR A H A H A H AR A R R A R R R
# Estimativa da Janela - Nucleo Gaussiano

FHEFHF A HE AR AR R A R R R
flag=0

janela=alg.hop.dens (v_dados,G_hat, flag)

janela

FHEFEF A FE R R AR R R R R
# Estimativas Efetuadas

FHEE A R R
linhas<-c("Lambda", "G", "Janela")

valores<-c(lambda, G_hat, janela)
tabela<-matrix(valores,ncol=1,byrow=T)

dimnames (tabela)<-1list (linhas,"")

cat ("\n ESTIMATIVAS \n")
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print (tabela,width=10)

pontos<-74

maximo<-max (v_dados)
minimo<-min (v_dados)

passo<- (maximo-minimo) /pontos

x.malha<-seqg(minimo, maximo, passo) # Gera a malha (eixo do x )

rotulo=""
eixo.x<-paste("",rotulo)
windows ()
HHEHEF AR
# Desenha a normal tedrica
FHEEH R
plot (function(x) dnorm(x, log=FALSE), -3, 3,
main = "Normal Tedrica \n e \n Funcdo Densidade Estimada : p-value = 0.7483")
idsdssdssissssdsdsdstiasdsssdsisissisitiss;
# Desenha a funcdo estimada pelo método nucleo-estimador
FHEE AR R R
lines(x.malha, func.f.dens.norm(x.malha, janela,v_dados),

type="1",ylab="densidade", xlab=eixo.x,col="red’)

FHEFHFHF R A R R R R R
# Desenha a funcao estimada pelo método nlcleo-estimador :

# Rotinas do pacote R

FHEE AR R R R

lines (density(v_dados,bw="SJ"),col="green’)

A.2 Cédigo Experimento 2

FHEHEHE AR R R R R
# Experimento 2

FhedHHF A A A A R R
rm(list=1s(all=TRUE))
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w<-seq(7,13,0.05)
length (w)
f<-(1/sqrt (2*pi)) *exp (-1/2* (w-10)*2) # Calcula os dados pela normal tedrica

FHEFHEHF AR AR AR R R R R R R R R A
# Desenha normal tedrica com média 10 e desvio padrdo 1
FHEFHAFF A AR AR AR R R R R R R R R R R R
plot (w, f,type="1",ylab="Normal Tedérica (10,1)",xlab="w",

main="N(10,1) Tedrica X Paramétrico X Nucleo-Estimador \n (p-value=0.8977)")

FHEEH AR R R
## Normal Gerada p-value : 0.8977
idsdssdssdssssdsdsistissdssdssssdsdstissdssdsssdasdssissisiisdssi
# Foi gerada uma amostra aleatéria normal com p-value = 0.8977.

# O resultado foi armazenado em arquivo para reprodugdo posterior.

# Segue abaixo o cdédigo utilizado para geragdo da amostra e

# gravacdo em arquivo :

# n <- length (w) # veja a criacdo de "w" no cdédigo acima

## gera uma amostra aleatdria normal

# v_dados_g <-rnorm(n,10,1)

## abre uma conexdo de arquivo para gravacao

# arq_v_dados_g <- file("dados_normal_8977.data", "w")

## grava os dados no arquivo

# cat (v_dados_g, file = arq v_dados_g, sep = "\n")

## fecha arquivo

# close (arq_v_dados_q)

FHEF AR EH AR R AR R R R
# L& arquivo com os dados normais gerados

dt <- read.table("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\dados_normal 8977.data")
v_dados_g <-dt.V1l
# Efetua teste de normalidade

shapiro.test (v_dados_g)

# Calcula a média
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media<-mean (v_dados_g)
# Calculo o desvio padréo
s <-sd(v_dados_g)
# Calcula a funcdo pelo modelo paramétrico
fx<—(1/(sqrt (2*pi) *s)) *exp((-1/(2*s"2)) * (w—media) *2)
# Desenha a curva da normal paramétrica estimada

lines (w, £x,type="1",ylab="Densidade", xlab="w", col="red’)

idgdssissdssssdsdsdstissdssdsdssdsdistissdssdsddsdssissistisiadssi
### Carrega as rotinas relacionadas ao método do

### nucleo-estimador da densidade

FHEFEFHFH AR R R
source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.phi2.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\alg.lambda.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\alg.G.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\alg.H.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\alg.hop.dens.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\alg.hop.F.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.f.dens.norm.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.F.norm.R")

FHEF A A F A AR AR AR R R R R R R R R R R
## Normal Nucleo-Estimador - p-value : 0.8978
FHEFH AR R R R R R

lambda <- alg.lambda (v_dados_g)
G_hat <- alg.G(v_dados_g, lambda)

flag=0
janela=alg.hop.dens (v_dados_g,G_hat, flag)

linhas<-c ("Lambda", "G", "Janela")
valores<-c(lambda, G_hat, janela)
tabela<-matrix(valores,ncol=1,byrow=T)

dimnames (tabela)<-1list (linhas,"")
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cat ("\n ESTIMATIVAS \n")
print (tabela,width=10)

# Desenha a curva da fungdo estimada pelo nucleo-estimador

lines (w, func.f.dens.norm(w, janela,v_dados_g) ,type="1",col="green’)
# Desenha o histograma em outra janela R

windows ()

hist (v_dados_g,breaks=10)

A.3 Cédigo Experimento 3

FHEFEFHFH AR R R R

# Experimento 3

FHEE AR R R

# Normal Tedrica(10,1) X Normal Paramétrica Estimada X nlcleos estimadores

FHEFEF A H AR R R

rm(list=1s(all=TRUE))

w<-seq(7,13,0.05)

length (w)

# Calcula os dados pela normal tedrica
f<—(1/sqrt (2*pi)) *exp (-1/2* (w-10)"2)

FHEE AR R R

# Desenha normal tedrica com média 10 e desvio padrédo 1

FHEFEF R HE R A R R R

plot (w, f,type="1",ylab="Normal Tedérica (10,1)",xlab="w",

main="N(10,1) Tedrica X Paramétrico X Nucleo-Estimador \n (p-value=0.0728)")

idgdssdssdstssdsdsdstissdssdsdssdsdstissdssdsddsdssdssistisisdssi
## Normal Gerada p-value : 0.0728

FHEEH A R R
# Foi gerada uma amostra aleatéria normal com p-value = 0.0728.

# O resultado foil armazenado em arquivo para reproducdo posterior.

# Segue abaixo o cdédigo utilizado para geracdo da amostra e gravacado em arquivo :
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# n <- length(w) # veja a criacdo de "w" no cédigo acima

# gera uma amostra aleatdria normal

¥ v_dados_bp <-rnorm(n,10,1)

# abre uma conexdo de arquivo para gravacgio

# arqg_v_dados_bp <- file("dados_normal_0728.data", "w")

# grava os dados no arquivo

# cat(v_dados_bp,file = arq v_dados_bp, sep = "\n")

# close(arg_v_dados_bp)
idgdssissdssissdsdsdstissdssdsdssdsdstissdssdssdsdsdssistisisdssi

dt <- read.table("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\dados_normal_0728.data")
v_dados_bp <-dt.V1 #observagdo : substitir o ponto de dt.V1 por cifrédo
shapiro.test (v_dados_bp)
tj<-10
hist (v_dados_bp,t],

main = paste("Histogram da Normal (p-value=0.0728), Classes=",t7j))
tj<-20
hist (v_dados_bp, t,

main = paste("Histogram da Normal (p-value=0.0728), Classes=",t7j))
tj<-35
hist (v_dados_bp,t],

main = paste("Histogram da Normal (p-value=0.0728), Classes=",t7j))

# Calcula a média
media<-mean (v_dados_bp)
# Calculo o desvio padréo
s <-sd(v_dados_bp)
# Calcula a funcao pelo modelo paramétrico
fx<—=(1/(sqrt (2*pi) *s)) *exp ((-1/(2*s"2)) * (w—media) "2)
# Desenha a curva da normal paramétrica estimada

lines (w, £x,type="1",ylab="Densidade", xlab="w", col="red’)

HHEF A A F AR AR R R R R R R
## Normal Nucleo Estimadores p-value : 0.0728
FHEEH AR R
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lambda <- alg.lambda (v_dados_bp)
G_hat <- alg.G(v_dados_bp,lambda)

flag=0
janela=alg.hop.dens (v_dados_bp,G_hat, flag)

linhas<-c("Lambda", "G", "Janela")

valores<-c(lambda, G_hat, janela)
tabela<-matrix(valores,ncol=1,byrow=T)

dimnames (tabela)<-1list (linhas,"")

cat ("\n ESTIMATIVAS \n")

print (tabela,width=10)

lines (w, func.f.dens.norm(w, janela,v_dados_bp),type="1",col="green’)

lines (density(v_dados_bp,bw="SJ"),col="blue’)

A.4 Cédigo Experimento 4

FHEFHEFF A AR AR AR R R R R R R R R R R A
# Experimento 4

FHEEH AR R R R R
### Andlise Nucleo-estimador para Distribuicdo Weibull

FHEF AR A H AR AR A AR R AR A AR R R R R R R R R R R R R R

n <-80
v_dados_w <-rweibull(n, 2, 5)
tj<-10
hist (v_dados_w,t7],
main = paste("Histogram da Weibull (80, shape=2,scale=5) \n Classes=",t]))
tj<-20
hist (v_dados_w,t],
main = paste("Histogram da Weibull (80, shape=2,scale=5) \n Classes=",t7))

maximo <- max (v_dados_w)



minimo <- min (v_dados_w)

passo <- (maximo-minimo)/n

x <-seq(minimo,maximo, by=passo)
y <-dweibull (x,2,5)

ks.test (v_dados_w, "pweibull", shape=2,scale=5)

FHEF A H AR AR AR R R A R R R R R R R

# Desenha Weibull Tedérica

igddsdsdsdadassddsdsdsdasssdsdsdsdassddsdsdisdadasdsdsdsdsdiadaidtdadsi

plot (x,y,type="1",main="Weibull Tedrica x Nucleo-Estimador ")

# Verificar se tem como testar weibull sem shape e scale
idsdssdssdssssdsdsistissdssdssssdsdstissdssdsssdasdssissisiisdssi
# Pesquisa de Lambda (Limite superior de integracao)

FHEE AR R R R
lambda <- alg.lambda (v_dados_w)

lambda

FHEE AR R R R
# Estimativa de G

FHEEH AR A H A H A H AR A R A R R R
G_hat <- alg.G(v_dados_w, lambda)

G_hat

FHEFEF R HE A R R R
# Estimativa da Janela - Nucleo Gaussiano

FHEEH A A R R
flag=0

janela=alg.hop.dens (v_dados_w,G_hat, flag)

janela

igddgdsassassadsassdssdsadsadsadiadsadaddisaisdsaddadsadsassadiaadiaia;

# Estimativas Efetuadas

FhHEAHFF A A A A S
linhas<-c("Lambda", "G", "Janela")

valores<-c(lambda, G_hat, janela)

47
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tabela<-matrix(valores,ncol=1,byrow=T)
dimnames (tabela)<-1ist (linhas,"")

cat ("\n ESTIMATIVAS \n")

print (tabela,width=10)

x.malha<-seq(minimo, maximo, passo)

rotulo=""'

eixo.x<-paste("",rotulo)

FHEEH A A R R R
# Desenha Estimativa pelo Nucleo : Rotinas Desenvolvidas

FHEFEF R H AR R R R R

lines(x.malha, func.f.dens.norm(x.malha, janela,v_dados_w),type="1",col="red’)

FHEFHAFF A AR AR AR R R R R R R R R R R R
# Desenha Estimativa pelo Nacleo : Sheather e Jones
FHEFEEAF A AR AR AR R R R R R R R R R R R R R A

lines (density(v_dados_w,bw="SJ"),col="green’)

A.5 Cédigo Aplicacao 5

FHEFEEAF A AR AR R R R R R R R R R R R R

# Aplicacdo 5

FHEE AR R R R

# Dados Reais NAO NORMAIS

FHEF A A F A AR AR AR R R R R R R R R R R R R A

# Normal Tedérica x Dados Reais Paramétrica Estimada x Nicleos Estimadores
FHEEH AR R R R R R
rm(list=1s(all=TRUE))

dt<-read.table ("C:\\Dados Reais Nao Normais-Toneladas Produzidas Maquina 5000.csv")
v_dados_g <-dt.V1 # substituir . por cifréo

shapiro.test (v_dados_g)
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media<-mean (v_dados_g)
s <-sd(v_dados_g)
v_dados_z<- (v_dados_g-media) /s
FHEFHFHFHE R R R R R
## Desenha Histograma dos dados Padronizados
FHEH AR H A R R
tj<-10
hist (v_dados_z,t7],
main = paste("Histogram Tonelada Produzida (p-value=0.00121) \n Classes=",t7))
tj<-20
hist (v_dados_z,t7,

main = paste("Histogram Tonelada Produzida (p-value=0.00121) \n Classes=",t7))

mediaz<-mean (v_dados_z)
sz <-sd(v_dados_z)
# Calcula a funcdo pelo modelo paramétrico

fx<—(1/(sqrt (2*pi) *sz)) *exp ((-1/(2*sz"2) ) * (v_dados_z-mediaz) "2)
FHEE A R R
## Desenha a Normal Tedrica N(0,1)
FHEFEF A H AR R R
plot (function(x) dnorm(x, log=FALSE), -3, 3,

main = "N(0,1) Tedrica x Dados Reais Paramétrico (p-value=0,001210) \n x Nucleo")

igddgdsadsassadsddsdssdsadsadsaddadsadadisdisdsaddadaadsadsadiadiain

## Desenha a Normal Paramétrica Estimada
A A A A R A R

lines (v_dados_z, fx,type="1",ylab="Densidade",xlab="w",col="red’)

FhHeEAHFF A A A A A S
## Normal Nucleo Estimadores p-value : 0,00121

igddgdsassassadsadsdssdsadsadsadiadsadaddisdisdsadsadsadsassadiaadiaia;

lambda <- alg.lambda (v_dados_z)
G_hat <- alg.G(v_dados_z,lambda)
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flag=0
janela=alg.hop.dens (v_dados_z,G_hat, flag)

linhas<-c("Lambda", "G", "Janela")
valores<-c(lambda, G_hat, janela)
tabela<-matrix(valores,ncol=1,byrow=T)
dimnames (tabela)<-1list (linhas,"")

cat ("\n ESTIMATIVAS \n")

print (tabela,width=10)

pontos<-length (v_dados_z)
maximo<-max (v_dados_z)
minimo<-min (v_dados_z)
passo<- (maximo-minimo) /pontos

x.malha<-seq(minimo, maximo, passo)

FHEFEEAF A AR AR AR R R R R R R R R R R R R R A
## Desenha Funcao Densidade Estimada pelo Nacleo - Rotinas desenvolvidas
FHEFEAAF A AR AR AR R R R R R R R R R R R R

lines(x.malha, func.f.dens.norm(x.malha, janela,v_dados_z),type="1",col="green’)

FhHEAAEE A A A A A S S
## Desenha Funcdo Densidade Estimada pelo Nucleo - Rotinas R (Sheader e Jones)

igddgdsadsassadsddsdssdsadsadsaddadsadadisdisdsaddadaadsadsadiadiain

lines (density(v_dados_z,bw="SJ"),col="blue’)

A.6 Cédigo Aplicacao 6

FHEH# AR AR R R R R R R R R
# Aplicacéo 6

FHEFEAAF A AR AR AR R R R R R R R R R R
# Dados Reais NORMAIS

FHEFHEHF AR AR AR R R R R R R R R R R R A
rm(list=1s(all=TRUE))
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FHEEH AR A H A A R R R
## Normal Dados Reais p-value : 0.3679
FHEFHFHFHE R R R R R
dt <- read.table("C:\\Dados Reais Normais - Toneladas Produzidas Operacao 11l.csv")
v_dados_r <-dt.Vl
shapiro.test (v_dados_r)
media<-mean (v_dados_r)
s <-sd(v_dados_r)
v_dados_z<-(v_dados_r-media) /s
FHEEH AR R R
## Desenha Histograma dos dados Padronizados
idsdssdssdssssdsdsistissdssdssssdsdstissdssdsssdasdssissisiisdssi
tj<-10
hist (v_dados_z,t],
main = paste ("Histogram Tonelada Produzida (p-value=0.3679) \n Classes=",t7J))
tj<-20
hist (v_dados_z,t],

main = paste("Histogram Tonelada Produzida (p-value=0.3679) \n Classes=",tj))

mediaz<-mean (v_dados_z)
sz <-sd(v_dados_z)
# Calcula a funcdo pelo modelo paramétrico

fx<=(1/(sqrt (2*pi) *sz)) *exp ((-1/(2*sz"2))* (v_dados_z-mediaz) "2)

PRt AR R R R R R R R R R
## Desenha a Normal Tedrica N(0,1)

FhEfhddtdtdddddddd4444 4444444444 AAAAAAHHA A ISR SRR AR
plot (function(x) dnorm(x, log=FALSE), -3, 3,

main = "N(0,1) Tedrica x Dados Reais Paramétrico (p-value=0.3679) \n x Nucleo")

A AR A A A A A A
## Desenha a Normal Paramétrica Estimada
A A A A R R R R

lines (v_dados_z, fx,type="1",ylab="Densidade",xlab="w",col="red’)
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FHEFHEAF A AR AR AR R R R R R R R R R R R R
## Normal Nucleo Estimadores p-value : 0.3679
FHEEH AR R R

lambda <- alg.lambda (v_dados_z)
G_hat <- alg.G(v_dados_z,lambda)

flag=0
janela=alg.hop.dens (v_dados_z,G_hat, flaqg)

linhas<-c("Lambda", "G", "Janela")
valores<-c(lambda, G_hat, janela)
tabela<-matrix(valores,ncol=1,byrow=T)
dimnames (tabela)<-1list (linhas,"")

cat ("\n ESTIMATIVAS \n")

print (tabela,width=10)

pontos<-length (v_dados_z)
maximo<-max (v_dados_z)
minimo<-min (v_dados_z)
passo<- (maximo-minimo) /pontos

x.malha<-seq(minimo, maximo, passo)

FHEFEEAF AR AR R R R R R R R R R R R R A
## Desenha Funcdo Densidade Estimada pelo Nacleo - Rotinas desenvolvidas

igddadsassassadsadsdsadssdsadsadiadsadaddisaisdsadiadsadsasiadiadiaia

lines(x.malha, func.f.dens.norm(x.malha, janela,v_dados_z),type="1",col="green’)

FhHEAHEE A A A R A R S R
## Desenha Funcdo Densidade Estimada pelo Nucleo - Rotinas R (Sheader e Jones)
FheddHF A A A A A

lines (density(v_dados_z,bw="SJ"),col="blue’)
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A.7 Cédigo Experimento 7

FHEE AR R R
## KERNEL REGRESSION
FHEFEFHFHE A R R
# Experimento 7
FHEEH AR A R
rm(list=1s(all=TRUE))
# Gera malha -pi a pi

pp<-seq(-pi,pi, 1en=90)
# Gera dados da funcdo 3*sen(x)

y<=3*sin (pp)

dt <- read.table("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\dados_normal_8494.data")
v_dados_r <-dt.Vl

shapiro.test (v_dados_r)

# Soma aos dados da funcdo 3*sen(x) erros aleatdérios normais

yz<- y + v_dados_r

FHEEH AR R R R R
# Desenha grdfico de dispersdo entre x e y

FHEF A A F A AR AR AR R R R R R R R R R R R R A
plot (pp, vz, type="p’,col="black’ ,main="Regressao Nucleo-Estimador")

FHEFHEHF A F AR AR R R R R R R R R R A
# Desenha Funcdo 3*sen (x)

FHEFEAFF A AR AR AR R R R R R R R R R R R
lines (pp,y,type="1",col="red")

FHEFEEAF A AR AR AR R R R R R R R R R R R R
# Carrega Rotinas para Estimacdo Ndo Paramétrica da Regresséo

igddgdsadsassadsadsdssdsadsadsadaadsadaddisdssdsadiadaadsadsadiiadiain

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.RSC.R")
source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.IRSC.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.MSE.R")
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source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.IMSE.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.MH.R")

p<-1

a<-2

#0BS: xestrela é o vetor de dados

xestrela <-pp

yestrela <-yz

amplitude<-max (xestrela)-min(xestrela)
malhax0<-seq(min(xestrela),max (xestrela), length=101)
tmalha<-length (malhax0)

txestrela<-length (xestrela)

Hl<-seq(amplitude/txestrela+0.05,amplitude,0.2)
H2<-seq(amplitude/txestrela+0.03,amplitude,0.2)

#0OBS: O acréscimo de 0.05 e 0.03 deve-se ao fato de quando o valor de H

# é muito pequeno as matrizes SN e SN* podem ndo ser invertiveis.

system.time (
estagiol<-sapply (H1, function (h) func.IRSC(malhax0,tmalha,h,xestrela,yestrela,pta))
)
auxiliarh<-(estagiol<=min(estagiol))
for (i in l:length(H1)) {
if (auxiliarh[i]==TRUE) {
h.hat<-H1[i]}

system.time (
estagio2<-sapply (H2, function (h) func.IMSE (malhax0,h,xestrela,h.hat,yestrela,pta,p))
)

auxiliarh2<-(estagio2<=min(estagio2))
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for (1 in 1:length(H2)) {
if (auxiliarh2[i]==TRUE) {
h.hat2<-H2[1]}

HHAFFH A A AR AR AR R R R R R
# Estimacdo da Funcgéo

igddadsassassadsadsddsdsadsadsadiadsadadisditdsaddadaadsassadiadiain

Mpl<-sapply (xestrela, function(x0) func.MH(h.hat,xestrela,yestrela,x0,pta))
Mp2<-sapply (xestrela, function(x0) func.MH(h.hat2,xestrela,yestrela,x0,p))
FHEFEF R H AR R R R R

# Desenha estimacdo : Passo 1

FHEE AR R R R

lines (pp,Mpl, type="1’,col="yellow’)

FHEFEFHFH AR R R R R

# Desenha estimacdo : Passo 2

FHEEH AR R R

lines (pp,Mp2,type='1’,col="blue’)

HHEAHFH A A AR AR R A AR R R R R R R R R R R
# Desenha estimacdo : ksmooth
HHEF AR R R

lines (ksmooth (pp,yz,kernel="normal"),col="green")

A.8 Coddigo Aplicacao 8

FHEEH AR R R R R
# Aplicacédo 8

FHEF A A F A AR AR AR R R R R R R R R R R R R
rm(list=1s(all=TRUE))

dt <- read.table("C:\\Regressao_Dados_Reais_Toneladas_Produzidas_Div_1000.csv")

v_dados_r <-dt.Vl
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v_dados_t <-seq(l,66,1)

shapiro.test (v_dados_r)

plot (v_dados_t,v_dados_r,col='black’,main="Tonelada Produzida 2002-2008")

FHEfd AR R AR E AR R AR AR R R AR A A R R R R R R R R R R R R
# FUNCOES PARA ESTIMACAO NAO PARAMETRICA
HHEF AR R R R R R R R R R R R R R R R

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.RSC.R")
source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.IRSC.R")
source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.MSE.R")
source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.IMSE.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.MH.R")

p<-1

a<-2

#0BS: xestrela é o vetor de dados

xestrela <-v_dados_t

yestrela <-v_dados_r

amplitude<-max (xestrela)-min(xestrela)
malhax0<-seq(min (xestrela),max (xestrela), length=length (v_dados_r))
tmalha<-length (malhax0)

txestrela<-length (xestrela)

Hl<-seq(amplitude/txestrela+0.05,amplitude,0.2)
H2<-seq(amplitude/txestrela+0.03,amplitude, 0.2)

#OBS: O acréscimo de 0.05 e 0.03 deve-se ao fato de quando o valor de H

# ¢ muito pequeno as matrizes SN e SN* podem ndo ser invertiveis.

system.time (
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estagiol<-sapply (H1, function (h) func.IRSC(malhax0,tmalha,h,xestrela,yestrela,pta))
)
auxiliarh<-(estagiol<=min(estagiol))
for (i in l:length(H1)) {
if (auxiliarh[i]==TRUE) {
h.hat<-H1[i]}

system.time (
estagio2<-sapply (H2, function (h) func.IMSE (malhax0,h,xestrela,h.hat,yestrela,pta,p))
)
auxiliarh2<-(estagio2<=min (estagio2))
for (1 in 1:length(H2)) {
if (auxiliarh2[i]==TRUE) {
h.hat2<-H2[1i]}

FHEFF A AR AR E AR R AR AR R AR A AR R R R R R R R R R R R A R
# ESTIMACAO DA FUNCAO

igddgdsadsassadsadsdssdsadsadsaddadsadsdisdssdsaddadaadsadsadiadiain

Mpl<-sapply (xestrela, function(x0) func.MH (h.hat,xestrela,yestrela,x0,pta))
Mp2<-sapply (xestrela, function(x0) func.MH (h.hat2,xestrela,yestrela,x0,p))
FHEFEF R HE R A R R R

# Desenha estimacdo : Passo 1

FHEE A R R

lines (v_dados_t,Mpl, type='1’,col='green’)

FHE#EF R HE R R AR R R R

# Desenha estimacdo : Passo 2

FHEEH A R R

lines (v_dados_t,Mp2,type='1’,col="blue’)
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A.9 Cédigo Aplicacao 9

FHEF A A F A AR AR AR R R R R R R R R R R R A

# Aplicacdo 9 - Ordenada x = i/n , onde 1...74, n=74 => nuimero de meses
FHEHH AR R R AR R
rm(list=1s(all=TRUE))

n=74
x<-c(l:n)
for (i in 1:n) {

x[1]<-1/n

dt<-read.table ("C:\\Dados Reais Nao Normais-Toneladas Produzidas Maquina 5000.csv")
v_dados_g <-dt.Vl
shapiro.test (v_dados_g)

FHEE AR A H A H AR A R R R
## Desenha Histograma dos dados Padronizados
FHEF AR FH AR R AR R R R R
tj<-10
hist (v_dados_g,t],
main = paste("Histogram Tonelada Produzida (p-value=0.00121) \n Classes=",t7]))
tj<-20
hist (v_dados_g,t],

main = paste ("Histogram Tonelada Produzida (p-value=0.00121) \n Classes=",t7))

FHEFHEFF AR AR R R R R R R R R R R R A
# Desenha grdfico de dispersdo entre x e y
HHAFFH A AR AR R R R R R R R

plot (x,v_dados_g,type='p’,col="black’,main="Regressdo Nucleo-Estimador")

FHAHFH A A AR AR A AR A R R R R R R R R R R
# Carrega Rotinas para Estimacdo Ndo Paramétrica da Regresséao

FHEF AR EH AR R AR R R R R R R
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source ("C:\\Nucleo Estimadores RotinasR\\func.RSC.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores RotinasR\\func.IRSC.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores RotinasR\\func.MSE.R")
source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.IMSE.R")

source ("C:\\Nucleo Estimadores - RotinasR\\func.MH.R")

p<-1

a<-2

#0BS: xestrela é o vetor de dados

xestrela <-x

yestrela <-v_dados_g

amplitude<-max (xestrela)-min(xestrela)
malhax0<-seq(min (xestrela),max (xestrela), length=101)
tmalha<-length (malhax0)

txestrela<-length (xestrela)

Hl<-seq(amplitude/txestrela+0.05,amplitude, 0.2)
H2<-seqg(amplitude/txestrela+0.03,amplitude,0.2)

#0BS: O acréscimo de 0.05 e 0.03 deve-se ao fato de quando o valor de H

# é muito pequeno as matrizes SN e SN* podem ndo ser invertiveis.

system.time (
estagiol<-sapply (H1, function (h) func.IRSC(malhax0,tmalha,h,xestrela,yestrela,pta))
)
auxiliarh<-(estagiol<=min (estagiol))
for (i in l:length(H1)) {
i1f (auxiliarh[i]==TRUE) {
h.hat<-H1[1i]}

system.time (
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estagioz2<-sapply (H2, function (h) func.IMSE (malhax0,h,xestrela,h.hat,yestrela,pta,p))
)
auxiliarh2<-(estagio2<=min(estagio2))
for (i in l:length(H2)) {
if (auxiliarh2[i]==TRUE) {
h.hat2<-H2[i]}

HHAHFH A A AR AR A AR A R A R R R R R R R R
# Estimacdo da Funcgéo

FHEF AR EH AR AR AR R R A R R R R R R R

Mpl<-sapply (xestrela, function(x0) func.MH(h.hat,xestrela,yestrela,x0,pta))
Mp2<-sapply (xestrela, function(x0) func.MH(h.hat2,xestrela,yestrela,x0,p))
FHEEH AR R R R

# Desenha estimacdo : Passo 1

FHE AR A A F A F AR AR R A R R AR R R R R R R R

lines (x,Mpl, type="1",col="green’)

FHEE AR R R R

# Desenha estimacdo : Passo 2

FHEEH AR A H A H A H AR A R A R R R

lines (x,Mp2,type="1’,col="blue’)



