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Resumo

O presente trabalho explora, inicialmente de forma intuitiva, algumas questoes da
nao-comutatividade no espaco bem como as motivacoes para o estudo das teorias nao-
comutativas. Em seguida serd dado um sobrevoo em alguns aspectos da teoria quantica
nao-comutativa abordada no plano. Seguindo as regras basicas de nao-comutatividade,
construir estados que saturem as relagoes de incerteza entre coordenadas e momentos e
entre coordenadas apenas, ou seja, obter o minimo de incerteza possivel num dos ob-
servaveis em questao, para uma construcao da algebra nao-comutativa de coordenadas.
Em particular, seguir na busca de estados que saturem, simultaneamente, duas ou mais
das relagoes de incerteza de Heisenberg modificadas, ou seja, valendo para o plano onde
as coordenadas nao comutam e mostrar que o determinante da matriz de covariancia de
Schrodinger, para um estado gaussiano particular, é equivalente a relacao de incerteza de
Heisenberg para dois operadores.

Sera construido o propagador para a particula livre, a partir da construcao da versao
nao-comutativa da onda plana, explorando a ideia de média em estados coerentes. E,
explorar também a ideia da construcao do pacote de ondas, no plano nao-comutativo,
obter sua forma evoluida usando o formalismo de integral de trajetoria, finalizando com a
andlise da transformada de Fourier em espaco. O presente trabalho analisa os resultados

e o que se pode fazer, num proximo projeto, com as ferramentas apresentados.



Abstract

This paper explores initially, in a intuitive form, some questions of non-commutativity
in space well as the motivations for the study of non-commutative theories. Then be given
an overflight in some aspects of quantum theory non-commutative addressed in the plan.
Following the basic rules of the non-commutative, see how to build states that saturate the
uncertainty relations, i.e., get the least possible uncertainty in the observable in question,
for a construction of non-commutative algebra of coordinates. In particular, following the
search of states that saturate both relations Heisenberg uncertainty modified and show
saturation of the Schrodinger’s determinant for a given Gaussian state.

Then, will be built the propagator for the free particle from the construction of non-
commutative version of the plane wave, exploring the idea of average in coherent states.
And also exploring the idea of the construction of wave packet in the non-commutative
plane, get its evolved form using the path integral formalism, ending with the analysis of
the Fourier’s transform in non-commutative space. This paper analyzes the results and
what can be done in a next project, with the tools presented.

Keywords: Aspectos Cinematicos de Teorias Quanticas Nao-Comutativas

i



Sumario

[Abstractl ii
(1 Introducao| 1
1.1 Motivacoes|. . . . . . . . . . e 1
(1.2 Estrutura da Dissertacao| . . . . . . . . . . . .. . ... 4
(1.3 Contribuicoes Originais|. . . . . . . . . . . . . v e 4
2 Aspectos Nao-Comutativos no plano| 5
[2.1 Aspectos Nao-Comutativos no Plano| . . . . .. .. .. ... ... . .... )
[2.2  Evolucao Temporal e Produto estrela] . . . . .. ... ... ... .. .... 12
[2.3  Conservacao da Probabilidade em M.Q.N.C.| . . .. .. .. ... ... ... 13

3 Minimizacao das Relacoes de Incerteza Usando Coordenadas Nao-Comutativas| 17

[3.1 Principio de Incerteza e Eistados Coerentes| . . . . . . . . .. .. ... ... 17
13.2 O Problema e a Representacdo da Algebra Basical . . . . . . .. ... ... 22
(3.3  Minimizando as Relacoes de Incertezal. . . . . . . ... ... ... .. ... 25

[3.3.1 Minimizando a Relacao de Incerteza Entre Coordenadas| . . . . . . 25

[3.3.2  Minimizando a Relacao de Incerteza Entre Coordenada e Momento| 28

[3.4  Trabalhando Com Coordenadas de Representacaol . . . . . ... ... ... 30
3.0 Matriz de Covariancial . . . . . . . . . . .o Lo 32

[4  Formulacao da Mecanica Quantica Nao-Comutativa Usando Estados Co- |

[_erentes| 36
(4.1 Onda Plana Modificada | . . . . .. ... ... o o 0oL 37
[4.2  Propagador da Particula Livre e Unitariedade] . . . . . . .. .. .. .. .. 40

[4.2.1 Propagador da Particula Livrel. . . . . . .. .. ... ... 40

il



[4.2.2  Unitariedade do Propagador[ . . . . . . . .. ... ... ... ....

[4.3  Pacote Gaussiano no Plano N.C. e Evolucao Temporall . . . . . .. .. ..

[4.3.1 Construcao do Pacotedeondas| . . . ... .. ... ... ......

[> Conclusoes e Perspectivas|

[A° Operador Unitario, Operador de Translacao e Operador de Rotacao|

B Maitiz de C Gl

[C Propagador Livre: outro ponto de vistal

[D Ordenacao de Operadores|
[D.1 Ordenacao Normal| . . . . . .. ... ... ... .. ... ... .......
[D.2 Ordenacao de Weyl| . . . . . . . ... .. .. . ... o

v



Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacoes

O conceito de nao-comutatividade nas coordenadas espaciais em mecanica quantica
nao é tao novo. Historicamente, essa ideia foi sugerida, logo nos primoérdios da mecanica
quantica, por Heisenbergﬂ[Q] depois de perceber, entre outros fisicos da época, que as gran-
dezas classicas expressas por funcoes reais deveriam ser abandonadas em favor de novas
grandezas dadas por operadores cujo comutador nao é necessariamente nulo. Ele propos
a existéncia de uma relagao de incerteza ndo nula entre as coordenadas espaciais[23]. A
partir de entao, o espaco de configuracao de um sistema fisico tornou-se nao-comutativo.
Assim, segundo Heisenberg, seria uma maneira de eliminar as singularidades que apare-
cem na Teoria Quéantica Relativistica de Campos|8]. Essas consideragoes em parte leva-
ram Snydelﬂ a publicar o primeiro artigo sobre o tema|2]. Sendo esquecida durante muito
tempo, essa ideia foi retomada recentemente em textos de Teoria de Cordas[I4], [23]. O
reaparecimento de modelos envolvendo caracteristicas do espago-tempo nao-comutativo
também foi impulsionado pelo fato de serem de grande interesse para a formulacao da
Teoria Quéantica da Gravidade[I13]. A ideia é que a comutatividade do espago-tempo é
perdida na escala de Planck )\, = (Gh/c*)'/2 ~ 1.6 x 1073cm. Isso leva a uma relagio de

comutacao tal que da,

'W. K. Heisenberg (1901-1976), fisico teérico alemao, um dos criadores da mecanica quantica, prémio

Nobel de fisica em 1932.
2H. S. Snyder (1913 - 1962), um fisico americano.



onde 0;; = 0¢;;. Aqui, 0 é um parametro real positivo com dimensao de comprimento
ao quadrado e onde €;; = —¢j;, com moédulo igual a um. Essa hipotese de inserir uma
nova regra de nao-comutatividade parece natural pois, assim como uma teoria quantica
usual nao tem seus estados fisicos descritos por pontos no espaco de fase, mas sim por
regioes de area proporcional a A, um espago-tempo N.C. também nao possuiria pontos bem
definidos, mas o proprio espaco fisico se torna borrado (fuzzy), pontos sao dissolvidos em
pequenos planos (enevoados), tal como ocorre no ja tradicional espago de fase quantico.
A relagdo (1.1) posta acima impode possiveis limitagoes na precisdo da localizagdo de
eventos no espaco-tempo, o que de fato deve ser uma caracteristica da Teoria Quéantica da
Gravitacao. Neste contexto, devemos considerar a nao-comutatividade do espago-tempo
como uma teoria efetiva, capaz de levar em conta a existéncia de um comprimento minimo.
Além disso, no limite de baixas energias, § — 0, ela deve recair nas teorias usuais que
conhecemos bem.

Héa véarias formas de interpretar a alteracao da algebra quantica acima mencionada. A

seguir, trés abordagens a essa questdo (ndo necessariamente populares) sdo comentadas:

e Considerar que a existéncia do objeto fe;; # 0 seja tao fundamental quanto a de
hé;;. Esse novo objeto deveria introduzir pequenos desvios nos resultados teéricos
que possuem boa concordancia experimental e possibilitar a resolucao de algum

problema;

e O parametro f¢;; # 0 ¢ introduzido para modelar algum processo fisico desconhe-
cido ou sequéncia de interacoes nao controlada, nao tendo portanto um status de
grandeza fundamental tal qual /d;;. Desta forma, introduz-se a nao-comutatividade
no espacgo-tempo com o intuito de criar um modelo efetivo, o qual poderia ser con-

sistente com muitos dos fendémenos conhecidos ou s6 com alguns muito particulares;

e Visto que a relacdo de ndo-comutatividade entre coordenadas e momentos, [Z;, p;] =
ihd;j, s6 ¢ valida de forma geral em sistemas sem vinculos[9], ha teorias fisicas
que, considerando sua estrutura de vinculos e sob certos limites, tornam-se nao-
comutativas no espaco-tempo, embora originalmente tenham sido formuladas em
um contexto comutativo. Ou seja, nesta abordagem, nao se assume f¢;; # 0 a
priori, mas a nao-comutatividade espaco-temporal é obtida, sob certo limite, como

uma nova descricao para a teoria original.



Essa classificagao foi acima introduzida apenas para proporcionar uma visao geral, po-
rém vaga, de possiveis abordagens & nao-comutatividade espaco-temporal. Nao hé4 na pra-
tica uma distincao bem definida entre essas abordagens. O estudo da nao-comutatividade
espago-temporal advinda da teoria de cordas sob o limite de baixas energias e estudos ge-
rais de sistemas vinculados cuja quantizacao leve a f¢;; # 0 sao bons exemplos da terceira
abordagem. Ainda nao ha no momento condi¢oes de se considerar a nao-comutatividade
espaco-temporal como um principio fundamental, e nem hé indicios experimentais claros
nessa direcao. Por enquanto ela fornece uma estrutura 1til para propor novos modelos
efetivos e estudar outras teorias sob certos limites, como a teoria de cordas no limite de
baixas energias.

Supondo que as componentes I, T, . . ., Tq do operador posicao da Mecanica Quantica
no espaco d-dimensional ndo comutam entre si, mas satisfazem a relacao de comutacao

(1.1), a desigualdade de Cauchy-Schwar#’| implica na relagio de incerteza,
(AZ;)(AZ;) > 1/2]04] (1.2)

isto ¢, a particula descrita pela funcao de onda, ¥, nao pode ser localizada de forma
precisa. Essa relagao de incerteza para a posicao implica uma imprecisao em determinado
ntmero de pontos no espaco: dizemos que o espaco é fuzzy, borrado ou tem uma estrutura
quantica nao-comutativa[l5]. Obviamente, a nao-comutatividade s6 pode se manifestar
num espaco de configuracao com pelo menos duas dimensoes.

Uma vez que uma estrutura no espaco de configuracao nao é observada em escala
macroscopica, é esperado que o parametro da nao-comutatividade, #, deva se manifestar
numa escala do quadrado do comprimento de Plancl] A\ = (Gh/c®). Assim, a nao-
comutatividade do espago pode estar relacionada a distancias muito curtas e a Mecanica
Quantica Nao-Comutativa, (M.Q.N.C), pode ser considerada como uma deformacao da
Mecanica Classical8]. Deste ponto de vista, Uma Teoria Quantica da Gravidade deve
fornecer uma compreensao mais completa da nao-comutatividade do espaco.

Os efeitos matematicos e fisicos causados pela nao-comutatividade do espaco-tempo
sao desconhecidos e ainda é tema de estudo. No contexto da M.Q.N.C., estamos in-
teressados em encontrar consequéncias fenomenologicas da presenca de um espago nao-

comutativo. O principal resultado, no caso de sistemas de particula tnica, é o de que a

3K. H. A. Schwarz (1843-1921), matematico alemao.
4M. K. E. L. Planck, (1858-1947), fisico alemdo, pai da fisica quantica, prémio Nobel de fisica, 1918.



modificacao da algebra obedecida pelos operadores de posi¢ao age como uma modificagao
das equagoes de Schrodinger com a ideia do produto Moyal tal como é feito com coor-
denadas classicas para simular nao-comutatividade em Teoria Quantica de Campos. No

caso da Mecanica Quantica ela destréi a comutatividade dos observéaveis de posicao.

1.2 Estrutura da Dissertacao

Esse trabalho de dissertacao sera apresentado da seguinte maneira. Além do contexto
historico e motivagoes [15], [9], abordadas neste capitulo de introdugao, no capitulo 2 sera
feita uma revisao geral da mecanica quantica nao-comutativa numa descri¢do mais formal
e uma pouco mais abrangente[I5], [18], [§]. No capitulo 3 apresentaremos uma abordagem
diferente com uma possivel representacao da algebra nao-comutativa onde o objetivo é a
busca de estados que saturem pelo menos duas das relagoes de incerteza entre posicoes
e momento simultaneamente, [20], [2I]. Em seguida, no capitulo 4, apresentaremos uma,
formulacao da mecanica quantica nao-comutativa numa forma funcional usando o conceito
de posi¢oes médias tomadas em relacao a estados coerentes, [29], com o objetivo de abordar
algumas caracteristicas cinematicas dessa teoria e analisar alguns aspectos fisicos a partir
do propagador de Feynman para um sistema de particula tnica. E, por fim, o capitulo 5

é deixado para as devidas conclusoes e perspectivas futuras.

1.3 Contribuicoes Originais

As contribuicdes originais deste trabalho estao compiladas no capitulo 3, onde foi cons-
truida a matriz de covariancia para uma dado estado e determinado o determinante de
Schrodinger. O capitulo 4, trata de uma formulacao funcional da mecanica quantica no
espaco de configuracao nao-comutativo com énfase em alguns aspectos cineméticos dessa
teoria usando a ideia de valor médio em estados coerentes. Nessa sessao, serd construido
o propagador Feynman para a particula livre e, consequentemente, analisar aspectos nao-
comutativos, ou seja, qual a influéncia da nao-comutatividade desse novo espaco sob
resultados ja conhecidos da mecanica quantica usual. Trataremos ainda de questoes sobre

unitariedade do propagador, evolucao temporal e transformada de Fourier.



Capitulo 2

Aspectos Nao-Comutativos no plano

Analogamente & Mecanica Quantica padrao, a M.Q.N.C. é formulada como um sis-
tema quantico no espaco de Hilbert de operadores Hilbert-Schmidt agindo no espaco de
configuragao nao-comutativo. Neste capitulo serao abordadas algumas consequéncias da
nao-comutatividade entre coordenadas, sobretudo na sec¢ao (2.1), no espago de sistemas
quanticos nao-comutativos apenas em duas dimensoes. Aqui, faremos uma analogia com
as coordenadas em duas dimensoes, x e y, que chamaremos de z; e x; no espaco de
configuragao nao-comutativo. Apesar de apresentarmos uma visao geral de tal estrutura
optamos por propor uma abordagem com a ideia de se trabalhar com posicoes médias em

estados coerentes neste espaco, que discutiremos com mais detalhes no capitulo 4.

2.1 Aspectos Nao-Comutativos no Plano

A estrutura matematica dessas teorias é um tanto quanto sofisticada, ha muitos traba-
lhos sobre o assunto. Um formalismo elegante e rigoroso pode ser encontrado em[I8], [I5],
[16], [27], por exemplo, estes dois ultimos abordando unicidade e funcionalidade. Desde
os primoérdios da mecanica quantica, o emprego de operadores associados a observaveis
fisicos se tornou de grande ajuda na busca pelo entendimento das leis fundamentais da
natureza. A predicao de resultados experimentais adquiriu uma natureza probabilistica
de carater fundamental, consistentemente com a relacao de incerteza de Heisenberg, a
qual impoe um limite essencial ao conhecimento dos estados dos observaveis fisicos em
questao. Neste contexto, estados deixam de ser descritos por pontos no espacgo de fase

e passam a ser descritos por regioes desse espaco de area minima da ordem de h. Essa



relacao de incerteza é modelada, em conjunto com a definicao de valor esperado da me-
dida de observaveidj_-]7 pela imposicao de que coordenada e seu momento canonicamente

conjugado nao comutam entre si, isto é,
[{%iaﬁj] — Zh(sw 5 ’l,] - 1, 2

Agora considere um espaco de configuracao restrito a duas dimensoes, onde as coor-

denadas z; satisfazem a relacdo de comutagao, segundo introduzido no cap. 1, eq. (1.1),
[i‘l‘, JAZJ] = 2'061']' s Z,j = ]., 2. (21)

onde # > 0 é um parametro real que mede a nao-comutatividade entre as duas coor-
denadas e €;; =—¢;; (onde 6§ = 0 recupera a algebra padrao de Heisenberg em que as
componentes do operador posigao comutam). Considerar a existéncia do parametro 6 # 0
significa introduzir pequenos desvios nos resultados tedricos que possuam boa concordan-
cia experimental e possibilitar assim, a resolucao de algum problema. Algumas referéncias
sobre aspectos gerais fenomenologicos podem ser vistas em [4], [17].

Afim de encontrar uma base para o espaco de configuracao padrao, é conveniente defi-
nir os operadores de criagao/aniquilagao be bt em favor dos operadores I; que representam

as coordenadas no espaco nao-comutativo,

b= —— (& + ids), 2.2
(i1 + it 22)

s r .

bl = —— (2 — idy) (2.3)

satisfazendo a algebra de Fock?]
b,

—

~1. (2.4)

Isso significa que o espaco de configuragao padrao é isomorfico sobre o espago de
Fock, onde ao falar de espago de configuragao padrao, de acordo com[18]| subentende-se
o formalismo usual, ou seja, é feita uma analogia a algebra de operadores do oscilador
harmonico no espaco onde as coordenadas z; comutam. Entao, com essa ideia em mente,

o espaco de Hilbert analogo ao espaco padrao é posto como

AT n n=oo
H, = F =span { |n) = %|0> (2.5)

n=0

! Aqui o chapéu (") significa operador
2V. A. Fock, fisico russo.



onde o span é tomado sob todos os ntimeros complexos e onde |[0) é o estado vacuo
aniquilado por b, ou seja, B\O) = 0. Assim, a forma (2.5) é o espago de configuragao
padrao, H,. A essa altura devemos notar que, devido ao fato de que o parametro nao-
comutativo, 6 (que se presume ser da ordem do quadrado do comprimento de onda de
Planck), ser muito pequeno, os efeitos de nado-comutatividade iriam se manifestar em
escalas de comprimento muito curto. Entao, vendo dessa forma, nao é sensato falar a
nivel classico, ja que qualquer incerteza induzida pela nao-comutatividade se manifestaria
numa escala significativamente menor que as incertezas que sao naturalmente inerentes
as medidas classicas.

Em seguida, o préximo passo é introduzir o equivalente do espaco de Hilbert de funcoes
de quadrado integravel em que os estados fisicos do novo sistema podem ser representados,
em outras palavras, definir o espaco de estados quanticos, que chamaremos de espaco de
Hilbert quantico, H,, e que é uma generaliza¢ao do espago L?. Entdo, consideremos um
conjunto de operadores Hilbert-Schmidt, B(#,), em #,, agindo no espaco de configuracao

nao-comutativo, entao H, é um conjunto desses operadores tais que,

Hq = {w(.fi'l, ii'z) . w(i'l; i’g) € B(%p), t?”p (wT(ﬂAfl, i’g)’l/)(i’l,igg)) < OO} (26)

onde .
trpt(n, 32) = ) (n|t (i, 32)|n) (27)

n=0

¢ o trago[24] sob H,,.

Note que em analogia com a representacao de Schrodingelﬂ as funcoes de quadrado
integravel de coordenadas de posicao sao substituidas por operadores de traco finito, que
sao fungdes de coordenadas de posi¢ao da forma (2.1). Os estados quanticos (operadores)
do sistema sao representados por elementos de H,. O produto interno associado a este
espagco €

(¢(21, &2), (&1, 82)) = try, [@1 (21, &) (81, 22)] - (2.8)

Sobre a notagao[l8], os estados do espago de configuracao nao-comutativo sao da-
dos por |-), na notagao de Diracﬂ Os estados de H, por outro lado sao denotados por
Y(Z1,22) = [¢), com seu dual (1|, que mapeia elementos de H, nos nimeros complexos
por

(Bly) = (9.9) = try(o, ¥). (2.9)

3E. Schrodinger, fisico teérico austriaco, Nobel de Fisica em 1933.
4Paul A. M. Dirac, fisico teérico britanico, Nobel de Fisica em 1933




Agora a élgebra de Heisenberg é substituida pela algebra nao-comutativa, que no plano

temos:
(&5, p;] = o (2.10)
[pi,p;] =0 (2.12)

onde Z;, T;, pi, p; sao todos hermitianos.

Em seguida o problema é achar uma representagao unitaria, em H,, da algebra nao-
comutativa de Heisenberg (2.10), (2.11), (2.12). Primeiro, para fazer uma correspondéncia
mais explicita sobre como o operador momento age na fun¢ao de onda (21, Z2), considere

uma funcdo qualquer (21, Z2) € H,, ela pode ser expandida como

o0

Y(E1,82) = D Cuadl'dy . cmn €C. (2.13)

m,n=0
Apos ordenacao adequada, veja mais detalhes no apéndice D, a acdo do operador P

neste estado, onde 7,7 =1,2, é

A L0
Prp(2y,20) = —magﬁllb(ifljw)
h . - ~m—1-n
= 5(—29) Z CrnnMT T
m,n=0
h.. L.
= o (i, 32) (2.14)

em que o mesmo pode ser feito para a acao do operador P, na mesma funcao.

Entao, usando letras maitsculas para distinguir operador agindo no espaco de Hilbert
quantico daquele operador que age no espaco de configuracao nao-comutativo e através
de uma ordenacao adequada conclui-se que uma representacao de Schrodinger analoga a

representacao padrao pode ser posta da seguinte maneira:

Xi(d1, &2) = 2 (21, B2), (2.15)
Prp(dy, d2) = Zez‘j[fja@/}(fﬁhfz)] (2.16)

onde 9(Z1,%2) € H, Ainda usando a notagdo de [1§], reservamos a notacdo () para
denotar conjugagao hermitiana no espaco de configuragio nao comutativo e (i) para con-
jugacao hermitiana no espago de Hilbert quantico. Sendo assim, podemos fazer uma

combinacao linear dos operadores de posicao,

B= (Xl n z’f(z) : (2.17)

1
V26



. 1 /. X
I — g
Bt = 75 (Xl ZX2>
onde
Bl/}(j:lvi?) - Ew(‘%h‘%Q)v
B (@, i) = blp(@1, o)

e também combinacoes lineares do operador momento,

P

P +iP,,

Pi = pl — ZPQ
em que
pw(i?laiQ) = _Zh\/;[l;ﬂvb(jlai?)]?
Sl (5 4 200 (e
P w(%,%) = ih g[b 7w($1>x2)]

e onde P? = P2 + P? = PP = PP, Podemos ver que de (2.21) e (2.22),

[P, PY] = 0.

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

Ja que o comutador das variaveis ndo-comutativas ¢ diferentes de zero, (2.1), é impos-

sivel realizar simultaneamente medidas das posicoes x; e x5 com boa precisao. O melhor

que se pode fazer é construir um estado no espacgo de configuragao nao-comutativo para

o qual o produto das incertezas seja minima. A nocao de posicao aqui é mantida de tal

forma que uma particula é localizada em torno de um certo ponto[I§].

Em termos do espaco de configuracao nao-comutativo os estados de incerteza minima

na posicao sao representados pelos estados coerentes normalizados|3],

) = e Fe|0)

onde z = \/LQ—G(ml + ix9) é um namero complexo adimensional, em que

blzy = 2l2),

(210" = (]2

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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Assim, das defini¢oes (2.2) e (2.3) se obtém

B = \/g(ihtiﬁ), (2.29)

0 .. .
Ty = i 5(bT —b) (2.30)
com isso as médias desses operadores sao:
i 0, o 0,
(i) = [5G+ =[5+ 2), (231)
A o, e o
(To) = i §<z|(b —b)|z) =i 5(2—2) (2.32)
e
5 \2 0, i ity 0 5, _
(11)* = §<z|(b—|—b) |z) = E(z + 2z 4+ 222+ 1), (2.33)
(25)2 = —g<z|(iﬁ —b)?|2) = —2(22 + 22— 222 1). (2.34)
Com isso,
2 -2 L2t
(AP = ()-8 =, (233)
0
(AP = (3D~ (82 = 5 (2.36)
onde implica na relagao de incerteza saturada:
. . 0
(AZp)(AZy) = > (2.37)

ou seja, esses estados coerentes (2.26) exibem incerteza minima para os valores associados
aos operadores I e Io.
Esses estados do espago de Hilbert quantico, |v), sao formados pelo produto externo

de dois estados coerentes da forma (2.26):

[¥) = |2)(z] (2.38)

que sdo normalizados em rela¢do ao produto interno (2.8), logo sdo operadores Hilbert-

Schmidt. Entretanto, podemos notar a sua nao-ortogonalidade,

(21]22) = tre [(|Zl><21|)i(|z2><z2|)]

R (2.39)
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onde z; e zy sdo adimensionais, e a gaussiana se tornard uma funcao delta de Dirac no

limite comutativo § — 0. Os estados (2.38) também tem a propriedade de que,

~

Bly) = blz)(z] = e F [b,e']|0)(z]

= ze_%EGZBT|O)(z|

= z[Y), (2.40)

ou seja, o operador B, definido em termos dos operadores X e XQ, quando aplicado
ao estado [1)) que pertence ao espago de Hilbert quantico, nos fornece o valor z, onde
z = \/Lz*e@l + ixy).

Dessa forma pode-se realizar novos calculos das médias como foi feito anteriormente
para obter uma relacio como (2.37) . Resolvendo para X; e X, em (2.17) e (2.18), ou

seja,
N 0 - .
X, = \/;(B+B¢), (2.41)
X, = iy/=(B*=B). (2.42)

Com isso as médias desses operadores tomadas em relacao aos estados modificados do

espaco de Hilbert quantico sao:

. 0 0

(R = f5GIB+BY) = /2= +2), (2.43)
(ol = /5GB!~ B)lz) =iy 5~ 2) (2.44)

>\ 2 0 > A2 0, 9 =
(X)jyy = §(z|(B—|—BT) |2) = E(z + 25+ 222+ 1), (2.45)
(X2 = —g(z|(1§T — B)?|2) = —2(22 +22-222 1) (2.46)
(AX)Ry = (R — (X)) = 5. (2.47)
(AXa) = (X — (o)l = 2 (2.48)

onde implica na relagdo de incerteza saturada:

(AX))(AX,) = g (2.49)
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Portanto, os estados [¢)) sdo estados de incerteza minima na posicdo no espago de
Hilbert quantico. Isso implica que esses estados sao os anélogos dos auto-estados de

posicao em H,, ja que eles saturam as relagoes de incerteza (1.2).

2.2 Evolucao Temporal e Produto estrela

Em mecanica quantica convencional a evolucao temporal de um sistema, ou seja, sua

dindmica quantica é dada pela equagao de evolucao de Schrodinger,

ih%w<$1,$2,t) = Hw(xl,xg,t), (250)

em que, aqui os operadores que representam as posicoes r; e To, comutam entre si. Esta
é a equacao fundamental de movimento que determina como estados evoluem no tempo,
onde o hamiltoniano H ¢, em uma dimensao,

P2

Mas, em mecanica quantica nao-comutativa, o hamiltoniano é posto em termos dos
operadores que representam as coordenadas, z;,i = 1,2,---, N do espago de configuracao
nao-comutativo e pelos momentos conjugados a essas coordenadas, p;,j = 1,2,---, N.
Entretanto, tais coordenadas ja nao mais comutam obedecendo as regras de comutacao
(2.10)-(2.12), ou seja, a relagdo entre coordenadas e momento continuam ndao comutando
mas agora a diferenca é que a relacao entre coordenadas nao comutam entre si. Entao o
novo hamiltoniano fica na forma, em duas dimensoes,

]52

Substituindo essa (2.52) em (2.50) ficamos com,
52

L0 .. . . .
zhaw(xl,mg,t) = 2p—m¢($1,$2, t) + V (21, Z2) * (21, Ta, ) (2.53)

em que (I, 9, 1) é a funcdo de onda no espago nao-comutativo e o produto convencional
¢ substituido pelo simbolo (x) que denota o produto Gronewold-Moyal, cuja expansao geral

para duas funcoes, f(x (x) pertencente ao espago nao-comutativo[23] é

fx)*xg(x) = // d k d ])4; FR)GE — k)e $0i5kik ik
89”0 ( )

- )+ Z < ) Oirjr = 03Oy -+ 05, f(2)0iy -+ 05,9()
(2.54)
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onde a primeira derivada parcial na exponencial da segunda passagem de (2.54) age em
f(z) pela esquerda e a segunda derivada parcial age em g(z) pela direita. De forma que,
para 6 = 0, o produto estrela se reduz ao produto padrao. O termo e’%e"jkik; da expansao
acima aparece devido ao efeito nao-comutativo das coordenadas com produto estrela entre

as gaussianas, que sera discutido com mais detalhes no cap. 4. Entao, nesse sentido, temos

uma realizacao da algebra (2.10)-(2.12) que pode ser vista como a representagao[20], [16],

. .0

8
|

onde os Z; e p; obedecem as regras de comutagdo padrao. Logo, o hamiltoniano (2.52)

toma a forma
0 DiDi -
- %Eijpjvpi) = om V(ﬂci

0 . .
- ﬁeijpj) = Ha(%;]%’) (2-57)

H(z;
em que o produto estrela aparecendo em (2.53) entre o potencial e fungao de onda pode

ser visto da seguinte maneira, segundo a expansao vista anteriormente,

V@) xi ) = V) [ g

= V(@ 1) + 00 (1) +

— v (Jvi—i- B, )Mﬂf’,t) (2.58)

50,
calculado até primeira ordem no parametro . Em particular, note que o produto estrela
nao afeta o hamiltoniano da particula livre pois nao hé interacao entre coordenadas da
parte do potencial, possuindo apenas informacao do momento linear, logo a evolucao
acontece como na mecanica quantica padrao, pois nessa realizacao, as componentes do

operador momento, comutam entre si.

2.3 Conservacao da Probabilidade em M.Q.N.C.

Por causa da interpretacao estatistica da funcdo de onda, em geral a probabilidade
desempenha um papel importante na mecanica quantica. Podemos dizer que |1(21, 2o, t)|?
¢ a densidade se probabilidade, p = (2, &5, 1) (21, £9,t), para encontrar a particula na
posi¢do (Z1,Z2) no tempo t. Mas note que a integral de p deve ser 1 em todo o espago

(a particula tem que estar em algum lugar). Em mecanica quantica padrao, os estados
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fisicamente aceitéveis correspondem as solugoes de quadrado-integrdvel para a equacao de
Schrodinger. Em mecanica Quantica comutativa a integral mencionada deve ser constate
no tempo, ou seja, a funcao de onda permanece normalizada & medida que evolui.

Com essa ideia em mente, vamos ver o que acontece com a norma dos novos estado
|1)). Como foi visto anteriormente, essas novas fungdes de onda, analogas as fun¢oes de
quadrado integravel da mecanica quantica padrao, sao fungoes tais que possuem trago
finito equagao (2.6). O objetivo aqui é mostrar que o trago, tomado sobra o espago de
configuragao nao comutativo, dessas novas funcées nao muda com o tempo. Entao, dado
um hamiltoniano .

P2

H= ot Vi, ) (2.59)

onde assumimos que o potencial V (21, &5), visto como um operador agindo no espago de
configuragdo nao-comutativo, seja hermitiano, ou seja, V1(&1,22) = V(21,22) (0 equi-
valente a exigir que o potencial seja real em mecanica quantica comutativa). Assim, a

evolucao temporal de Schrodinger para um dado estado é:

MW — Haab(d1, 20, 1). (2.60)

Analogamente ao caso comutativo, se multiplicarmos a equagao anterior por ¥ (21, 29, )

pela esquerda e o conjugado hermitiano de (2.60) por ¥ (%1, Zo,t) pela direita, temos

1 m62 .1'2, $2, :C1, x1, + [/ x1,x2 * 2(;]

agora subtraindo (2.61) de (2.62):

0 K2 o o
g(ww) = 5 {07 ([#2, [B2, Y]] + [0, [21,9]]) } —
B 2292 { ([, [0, 1] + [0, [21,91]]) } - (2.63)

Agora, usando as identidade de comutadores: [A, BC] = [A, B]C + B[A, C], podemos

organizar os comutadores da seguinte maneira,

(1, T [21, )] = ©T (21, (21, )] + [&1, ¥7)[E1, ) (2.64)
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['%17 [jjlvdﬂ]w] = ['%17 [‘%17 wT]]w + [£17¢T][£17 w] (265)
Isolando o primeiro termo ap6s a igualdade de cada equagao acima:
1/;[[‘%1’ [j”la ¢H = [i’l? 77Z}T[‘il1’ ¢]] - [‘%17 M] [‘ilh 1/}] (266)

e também
[ill’ [ilﬂwT”Qb = [i‘l? [ijl’l/ﬁ]qu)] - [:%luwT][:%17¢] (267)
O mesmo pode ser feito para os comutadores envolvendo I, e a funcao ¥. E ao

substituir essas relagoes em (2.63), obteremos

0 h? R . R R
a(w“wb) = m 292 { an 5U2a¢“ - ['x?awT][l‘Zaw] + [:UlawT[xlawH - xla } -
- 2:;92 (o, oo, 61101 — G, 9, + [, o, 01T — [, 0, 1}

= 92 {2, ¢ [22, 9] = 2, [0, @' 0] + [0, 91y, )] = [, [0, 9001}

E se fizermos a diferenca entre os comutadores obteremos

(@2, [, 0] = [0, [B2, 0] = @29"[2, ¥)] — T [, Y] — Fal, 1] + [, ¢ ]2
= *%2 (W[i"z,w] - [i2>wT]¢) - (¢T[i2>w] - [5%27¢TW) :Z)Z
e com isso pode-se definir a quantidade

h2
jl = 2m,02 (W[fza@b] - [‘%27wT]w) : (268)

Assim,
[0, T[22, Y]] — [&2, [B2, V0] = [22, ju]. (2.69)

O mesmo pode ser feito com os comutadores que envolvem Z; e ¢ obtendo

[, 121, Y]] = 21, [21, T]¢] = [, o] (2.70)
onde
b= iz By, 7 2.71
J2 = 21,02 (¢ [171,77/)] - [xlqub W) : ( . )
Dai ficamos com:
dp .. . L
o [Z2, J1] + [21, Jio] (2.72)

em que p = 1. O resultado anterior é o anilogo da equacdo da continuidade ou fluxo

de probabilidade da mecanica quantica padrao, mas agora, relacionando comutadores
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envolvendo a funcdao no espaco de configuracao nao-comutativo e as coordenadas nao-
comutativas das quais tal fun¢do dependa. Tomando o trago de (2.72) sobre o espaco de
configuracao nao-comutativo, o lado direito desaparece, pois podemos tomar permutacoes
ciclicas com um traco sem alterar seu valor. Portanto,

e (57) = Gptreto) = gy twl) =0 .73

Logo, concluimos que a funcao de onda permanece normalizada & medida que evolui.



Capitulo 3

Minimizacao das Relacoes de Incerteza

Usando Coordenadas Nao-Comutativas

Por volta de 1927 Heisenberg estabeleceu seu principio de incerteza, afirmando que
quando realizamos uma medida das variaveis conjugadas de um dado objeto a maior
precisdo na medida de uma das variaveis acarreta menor precisao na medida da outra|26],
ou seja, ATAp o« h da mecanica quantica padrao, onde h é a constante de Planck. Tal
relacao mostra limitagoes na possibilidade de atribuir, simultaneamente, valores numéricos
para duas variaveis que nao-comutam, onde esses observaveis fornecem uma ideia de como
devem ser incompativeis. Neste capitulo discutiremos as relagoes de incerteza na Mecanica
Quantica usando representagao de coordenadas nao-comutativas|20] no plano em que as

coordenadas x; e x5 estao relacionadas a x e y, por exemplo.

3.1 Principio de Incerteza e Estados Coerentes

Aqui, faremos uma breve revisao das defini¢oes dos principios de incerteza entre dois

observaveis A e B, sujeitos a regra de comutagao
[A, B] = iC, (3.1)

onde a incerteza desses operadores é posta como

A A A A A

(AA) = A — (A)yI, (AB)=B— (B)yl, (3.2)

17
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onde a média é tomada em relagdo ao vetor normalizado |¢). Entdo, dessas defini¢oes

temos

(AA) = (V|(A = (A), 1)), (3.3)
(AB)}, = (I(B = (B),1)°[4). (3.4)
Entdo, definindo para qualquer estado |¢):
X) = (AA)[¢) = (A= (4), DY), (3:5)
) = (AB)lw) = (B — (B), D)|v). (3.6)

Pode-se usar a desigualdade de Schwartz para os estados |x) e |¢),

() (glo) = [(xlo)]*. (3.7)

Se os operadores A e B sao hermitianos, entao AA e AB também devem ser, ou seja,

AAT = AAT e ABT = AB'. Com isso,

(xIx) = (L|(AA)*|y), (3.8)
(8l8) = (L|(AB)?|), (3.9)
(x|8) = (V[(AA)(AB)). (3.10)

Agora, aplicando a relacdo (3.7):
(DA (ABY) > [(AAAB)P. (3.11)
Note que no tltimo termo, AAAB pode ser escrito como
A 1 A A 1 A A
AAAB = §[AA’ AB| + é{AA, AB}.
O comutador é anti-hermitiano e o anti-comutador é hermitiano, assim,

(AAAB)]* = il([ﬁfl, AB)P + Z[({AA ABY)P?

1
4
onde o primeiro termo é imaginario puro e o segundo é real positivo. Entao pode ser

colocado como

(AAAB)P 2 LI((A, B)P (312)
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em que foi usado o fato de [AA, AB] = [A, B]. Com isso, a relacio (3.11) se reduz a

(AA)y(AB)y = SO, (3.13)

[\D|>—‘

levado em conta (3.1) e o fato de a notagao (AAM significa média tomada no estado
|1). A relagao (3.13), é chamada de principio de incerteza generalizado de Heisenberg na
mecanica quantica padrao.

A desigualdade anterior é saturada, ou seja, atinge a igualdade, se e somente se obedece
a relacao:

(A— (A), DY) = —iv(B— (B), DY), ~veR (3.14)

Agindo com a quantidade A — (fl)wl em ambos os lados da equagao (3.14), e usando

a relacdo de comutagao (3.1) temos que
(A= (A), D) = —in[BA- AB),I — (A)
= —iy[(B— (B)y)(A — (A)yD)][v) (3.15)

e usando novamente (3.14), se obtém
(A= (A), 1710) = =7*(B = (B),1)°[¢) +1C W) (3.16)
e, multiplicando por (¢| & esquerda, obtemos
(AA)2 +7*(AB)Z = 4(C)y. (3.17)

Agora, tomando a equagao (3.17) junto com a forma saturada de (3.13) se obtém,

(v #0),
1

2y

Aplicando isso a algebra de Heisenberg para as varidveis canonicas e p, [T, p|] = ih,

(A4} =2(Ch, (BB = (O (3.18)

em que aqui o simbolo tilde (Z,p) se refere a operadores da mecanica quantica usual,

ficamos com a relacao de incerteza

(Az)(Ap) > g (3.19)
Dessa forma (3.19) é saturada se, e somente se,
(T —a)lp) = —iv(p — B)I) (3.20)

onde a = (T)yl e B = (P)yl.



20

Dessa maneira podemos definir os operadores criacao e aniquilagao, com a frequéncia

angular e massa, analogos aos do oscilador harménico, unitarios, (w = 1s7!,m = 1kg, ),

Ccomo:

1

a=——(7 +1p), 3.21
2h( D) (3.21)
1

~t ~ .

a' = —(x —1 3.22
2h( p) (3.22)

com a regra de comutagao [@,a'] = 1. E o espago de Hilbert é gerado pela base de vetores

1 n=oo
H:span{nz—a”o} 3.23
|n) m( )"10) . (3.23)

em que os vetores |n) sdo os auto estados do oscilador harménico.
A fim de encontrarmos a solugao geral de (3.20), impomos que v > 0, pois com v = 0,

(Z — ) ndo pode ter auto-estado normalizado. No primeiro caso, para v = 1, (3.20) pode

ser escrita como,

aly) =z z = L a+1
aly) = z|v), \/ﬁ( +1p). (3.24)

Os auto-estados do operador aniquilagdo sdo chamados estados coerentes|3]. O vacuo
é o estado coerente correspondente a z = 0. Podemos obter outros estados coerentes

através do operador unitério,
Ulz) = 7 = g2l Pesd’ e 5 cC (3.25)
e, usando o lema de Baker-Hausdorff|25],
Ul(z)aU(z) = a+ zI. (3.26)

Dessa forma, outros estados coerentes sao gerados pela acao de tal operador unitario

no estado de vacuo da seguinte maneira,
_1 al 2
2) S U0 = e Helest! o) = 3 30 2y (3.27)
Z =

Agora, considere o caso em que 7 # 1 e obviamente v # 0. Assim, a equagao (3.20)

pode ser escrita da seguinte forma:

Z|Y) +ivply) = alg) +ifyly)

e reorganizando os termos e multiplicando ambos os lados por % se obtém

i) = 2 (3.28)
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onde definimos

2= \/%z <% + iﬁ\/’_y) (3.29)
e i, = \/%i (% + z’ﬁﬁ) , (3.30)
al = \/%_h (% — iﬁﬁ) (3.31)

Esses novos operadores satisfazem a regra de comutacao [a., di] =1, com a,— = a.

Solugoes para a equagao (3.28) podem ser obtidas através dos operadores a., e ELL eo

vacuo |0),. Podemos verificar que, para o operador unitéario, definido da forma:
V(y) = e aml@®-@h7 (3.32)

valendo as seguintes relacoes,

Entao podemos formar solugoes para (3.14) da seguinte forma

2, 7) = e~ 1@ =@ 31z 2d" ). (3.33)

O parametro complexo z estd relacionado aos valores médios de T e p, enquanto v

descreve suas dispersoes:

(AZ)? = %h (3.34)
R
(Ap)? = > (3.35)

Os procedimentos abordados nesta sessao podem ser aplicados também a relacao de

incerteza entre coordenadas que nio comutam (A#;)? = X e (Ady)? = % cujo parametro

0 mede a nao-comutatividade entre elas e cuja discussao se estendera em seguida.
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3.2 O Problema e a Representacao da Algebra Basica

Existem fortes indicacoes vindas, por exemplo, do estudo de teoria de cordas, que
espagos nao-comutativos sejam de grande importancia para a fisica de altas energias[6].
Problemas relacionados a Teoria Quéantica de Campos(TQC) no espaco ndo-comutativo,
poderiam ser simplificados[I4], por exemplo, a presenca do tensor constante #;; implica
na violacao da simetria de Larentz. No entanto Connes et al. [I], provaram que ela surge
como um limite definido da teoria de cordas quando na presenca de um campo magnético
de fundo. Considerando o limite de baixas energias em TQC, no espaco nao-comutativo
entramos no setor da mecanica quantica nao-comutativa. Em particular, consideraremos
o movimento de uma particula livre nos limitando apenas ao plano onde as coordenadas

nao comutam|20] definidas pelas regras de comutacao,

[i‘i, JAZJ] = Z.QEZ‘J'I, (336)
[pi, B;] = 0, (3.38)

com 6 > 0, levando as relagoes de incerteza:

(8d)(8) > (3.39)
(Ad2)(8) 2 5. (3.40)
(A1) (Ais) > § (3.41)

Em particular, estaremos interessados na busca de um estado que sature simultane-
amente as relagdes postas anteriormente, como no caso comutativo, (f# = 0), ou seja,
queremos que tenhamos o minimo de incerteza na medicao dos operadores envolvidos
nessas relacoes. Com a substituicao da algebra basica posta da seguinte maneira,

0
fz‘ = iz + ﬁéij‘ﬁj, (342)

pode ser visto que elas preservam as regras de comutacao de Heisenberg-Weyl postas

anteriormente. Como o parametro que mede a nao comutatividade do espago é da ordem
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de comprimento quadrado, a relagdo (3.42) é satisfeita dimensionalmenteﬂ Aqui, as
coordenadas comutativas, Z;, estao em fun¢ao das coordenadas no plano nao-comutativas,
Z;. Agora, substituindo essa nova representacao nos operadores da mecanica quantica
convencional, as relagoes (3.21) e (3.22) em termos das coordenadas comutativas, z;,

1

onde (w = 1s',m = 1kg), sdo a frequéncia angular e a massa, respectivamente,

R r 1 ) o
a, = —(x;+1p;) = — | 2T; + ==€ip; +1p;
790 = (s gt )
L. . 0 .
= \/_Z_h |:.73z + <Z§Z‘j + ﬁqj) pj:| (344)
e seu conjugado hermitiano,
al = L(i —ip;) = s <£ + ie-»ﬁ» _ iﬁ-)
P \/ﬁ % 7 \/ﬁ % 2% ] 7
1 . , 0 .
levando a regra de comutacao,

Os vetores ortonormais no espaco de Fock sao gerados por,

1 1

. (a})™ (a3)"2]0). (3.47)

h 16
e =) =(a; +al) + ———e;i(a; —ar 4
T \/;(aﬁ—al)—i-%/%ew(aj a) (3.48)

b = —iy/ = (a@; — a)). (3.49)

Note que, apenas o operador z; depende explicitamente do parametro nao-comutativo

e no limite 6 — 0, recai exatamente na forma convencional substituindo as varidveis

'As grandezas #,2 tém dimensdo [L], o momento p,p, [ML/T], o parametro 6 [L?], e a constante

reduzida de Planck h, [M L?/T). Portanto, uma anélise dimensional da relagio (3.42),

[L7]
(1] = (L] + o7 s - M)

[L] = [L] + alL],

mostra uma consisténcia dimensional linear, onde a é uma constante.



24

chapéu pelas variaveis til (Z; — ;). E sempre conveniente se trabalhar com os operadores

criagdo/aniquilacdo modificados. Assim, podemos definir os operadores:

. L

a4+ = E(Gl + Zaz), (350)

N T

a; = ﬁ(al + ZCL2). (351)

Com isso a nova base fica da forma, onde [a,,al] = [a_,al] =1,
1 1 AT \ny (At \n_
[y, no) = (@)™ (al)"0). (3.52)

nyly/n_!

A essa altura podemos interpretar este resultado como sendo dois osciladores harmoni-
cos simples totalmente independentes, ou seja, [a, dT_] =la_, al | =0, sendo um do tipo
a4, e outro do tipo a_. Note que o momento angular em termos das variaveis comutativas

& posto da seguinte forma, L = €;T;pj. Substituindo a transformagao de (3.42) e (3.43),

L= (it o) o (32— o) 5
=T 2hp2 b2 X2 2hp1 b1

L. 0
L= €ijTiPj + %pipi, (353)

ficamos com,

ou ainda,

valendo as regras de comutacao,
[f/, i’z] = Z.hﬁij[fj e [.EJZ] = ihEijﬁj. (354)

Podemos ainda expressar o operador momento angular em termo dos operadores a4 e

dl:
L = (21py — Z2p1) + o (P1D1 + Dapo) , (3.55)
mas
7 N NN T e
(T1D2 — Tap1) = Z[(al +ay)(az — ay) — (Gz + ay) (a1 — ap)]  +
0 i 5 N i .
+ Z[( 2 — ag)(% - ag) + (a1 — ai)(al - ai)}
e
0 . O s Aty o (s Aty
2% (P1D1 + Pop2) = _Z[(al —ay)(a1 — ay) + (ap — @j)(ag — ay)]

substituindo estes dois resultados em (3.55) ficamos com,

b= D +al)(as —ab) — (@ +al)(@ —a)) (3.56)
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que pode ainda ser posto como, com a ajuda do comutador [ay, a2] =0— &1@ &;dl ,

N h o e e e
L= Q_i([al’ as| — [aJ{, ag] +2alay — 2abay)
mas [&17 &2] = [ELL d%] = ighj 10g0
N PN At s At
L= ZQ[alaQ — abay] = hfi(ala, —ala)]
ou ainda,
L = —ihejala; = h(aha, —ala_). (3.57)

O autovalor do operador L para o estado (3.52) é: h(ny —n_).

3.3 Minimizando as Relacoes de Incerteza

Como mencionado anteriormente, as relagoes de incerteza entre operadores nos dao
informacoes no sentido de que quanto mais sabemos sobre a medida de uma grandeza
associada a um deles, menos informagao conhecemos sobre a medi¢ao da outra grandeza
associada ao outro. Nesta sessao sera fornecida a receita para a construcao de estados que
saturem tais relacoes de incerteza, ou seja, construir estados para os quais a incerteza na

medigao dos operadores é a minima possivel.

3.3.1 Minimizando a Relagao de Incerteza Entre Coordenadas

Primeiro vamos em busca dos vetores que saturem a relacdo de incerteza (3.41), que
evolvem as coordenadas Z; e Z5 no espaco nao-comutativo, como consequéncia da relacao
(3.36). Partindo de uma defini¢ao de novos operadores de criagao/aniquilacao em termos

apenas das coordenadas nao-comutativas,

- 1
b= —(21 +129), 3.58
/—20( 1 2) ( )
ot = L(ﬁ;l — idy), (3.59)
V26
com [b,b1] = 1
Tomando a eq. (3.58) e substituindo os valores de Z; e &5 da eq. (3.48), onde ¢;; = —¢;;,
b M L i)+ (@l i) (a+ 2) — ( + iab)
— _— R 7 1Qa a

ol . a,
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. h 0 0
=5 [(1 + %) a_ + (1 — 2—71) &L} , (3.60)

R h 0 6
P T4t _ " \a
b 50 [(1 + %) al + (1 2h) a+} : (3.61)

E também podem ser definidos os seguintes operadores,

L 0\ . 0\ .

h 6 0
= (1 =) al + (1— 2 )a . .
¢ 59 [( + 2h) al + ( 2h> a} (3.63)

Podemos verificar que esses operadores b, ¢, b' e &' formam um conjunto de operadores

ou

com seu conjugado,

com seu conjugado,

de criacdo/aniquilagdo independentes, ou seja,
[0,01] =1, [, ¢ =1

e também,

b,él=0, [&b=0, [bé=0.

Dessa forma, podemos proceder da mesma forma que foi feito na sessao (3.1) e construir
estados que saturam a relacdo (3.41), mas agora fazendo a andlise para os operadores be
¢ e seus conjugados, que estao postos em termos dos operadores a,, a_ e seus conjugados,
que carregam informacao do cardter nao-comutativo do espaco. Logo, seguindo a receita

discutida no final da sessao (3.1) chegamos ao estado da forma
2,70 = e 2 ea D g, (3.64)
Aqui, |¢) é um estado de vacuo aniquilado por 13, ou seja,
blg) = 0. (3.65)

As representacoes dadas pelos operadores I;, ET, e ¢ ¢t sdo unitariamente equivalentes
as definicoes dos operadores a, dl. Usando as transformacgoes de Bogolyubo podemos

calcular as transformagoes:

b=Wa Wt

2N. N. Bogolyubov 1909-1992, matemaético e fisico teérico.
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onde[21]
W = eflara-—alal) (3.66)

em que £ = %ln(%h), ¢ € R. Note que, usando a expansao de Baker-Campbell-Hausdorff,

em que A e B sao quaisquer operadores,
1 1

Temos,

Wa W' = efara-—alal)y —¢@ra—alal)

ecom A=a_e B=¢&(aya_ —alal) os valores dos comutadores sdo:

[B,A]=¢al, [B,[B,A] =&, [B BB, A]]=¢%l
Com isso,
At S L T Y e e
Wa_ W' = a_+fa++§5a_+§5a++-~-
A | R 1.
= a 1+552+--}+a1 {§+§§5+--}

= a_cosh(¢) + al. sinh(¢)

. _ef+ef} ot |:€€—65:|
— 4 |——— | +al |——

e 2

1o [/2a\"?  2r\TVPl 1 [ 2p\"Y? f2n\ Y2
h 0 . 0\ .t
V2 [<1+2_h) - (1—%)%]

~

= b (3.67)

onde usamos que & = %ln(%h) Podemos fazer o mesmo com os outros operadores ficando
com um conjunto de transformacoes que sao unitariamente equivalentes, ou seja, através

de uma transformacao unitaria, podemos obter os novos operadores em termos dos velhos

b=wawt — bt=wal wt (3.68)

e=wawt o =walwt, (3.69)

Esses resultados também podem ser vistos, numa forma mais direta, da seguinte ma-

neira: uma vez definido o operador

W(t) = ptlara— —alal)
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onde t = tin (%), te R, e

b(t) = W()a_Wi(t),
é(r) = Wwnalwi),

entao, 5(0) =a_, ¢'(0) = di enquanto que,

b(t) (01 b(t)
et(t) 10 et(t)
Com isso,
b(t) - 0 t G
ét(t) t 0 al
cosh(t) sinh(t) a_
sinh(t) cosh(t) al.

em que na ultima passagem foi utilizada a matriz de transformacao que leva os operadores
G, a_ nos novos operadores b(t), é(t).

As equacoes de transformagao (3.68) e (3.69) aliadas aos resultados apresentados na
se¢ao (3.1), nos permite concluir que os estados que saturam a relagao (3.41) sdo combi-

nagoes lineares (em relagdo a n, mas com z,~ fixos) dos estados

t)2

2,7, ny) = e 2 W (g)emitmE Gl 1 o). (3.70)

Note que
(W, L] =0, (3.71)

isso implica que os estados para os quais z = 0, v = 1 sao autoestados de L. Lembre-se
de que foi discutido no inicio do capitulo que z esta relacionado com os valores esperados
dos operadores 7 e &5 enquanto que os valores esperados das grandezas 2 e de 73 sao

proporcionais a 7y e a %y’ respectivamente.

3.3.2 Minimizando a Relacao de Incerteza Entre Coordenada e
Momento
Nos concentraremos agora na saturacao da relacao de incerteza entre as componentes

das coordenadas e momentos, relagdes (3.39) e (3.40), seguindo a mesma linha de racio-

cinio da sessao anterior. Primeiro, sdo definidos novos operadores de cria¢ao/aniquilagao
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com a seguinte forma:

- 1

V2h

Agora, substituindo as formas ndo-comutativas de (3.48) e (3.49) ficamos com

d=a + %(5@ —ab), (3.73)
com seu conjugado,
dt =al + %(5@ —ab). (3.74)
E definindo o operador
b= — (& + ipa), (3.75)

¢ =+ (an — al) (3.76)
e

e ie

et =al + E(al —al) (3.77)

cuja equivaléncia unitaria entre os velhos operadores e os novos é

d=TaT", (3.78)
é=Ta,T" (3.79)
onde T tem a forma,
T — 6;;’2191192
= cir(@-a))@—aj) (3.80)

A grandeza T' é o operador dotado de momento que gera a translacao no espaco. Dessa
forma, os estados que saturam (3.39), podem ser escritos como uma combinagao linear,

em relacao a ny mas com z,y fixos, dos estados
|Z, v, n2> = e—%\z|2T6—iln'y[Fz%—(Fz-{)2}ez&{ |TL2, 0> (38]_)

e, consequentemente, os estados que saturam a relagido (3.40) sdo obtidos substituindo,

no estado anterior, 1 <> 2 e # — —60 no operador T, obtendo

2,7y, 1) = e*%\ZIQTTe*ilm[é%*(&l)z}ezﬁg’nh 0) (3.82)
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3.4 Trabalhando Com Coordenadas de Representacao

Na mecanica quantica convencional, ou seja, onde as coordenadas z; € momentos p; nao
comutam, a representacao dos operadores padrao no espaco de fase é:

0
8962- ’

Ti = T, pi = —ih

Portanto, usando as equagoes (3.42) e (3.43), ficamos com a representacao no espago

de fase nao comutativo,

i 9 0
2“9z, T T oy

Note que pela descrigdo feita na sec¢ao (3.1), o estado 1) que satura a relagao (3.41)

A

(3.83)

obedece a seguinte relacao:

(81— a)y = —iv(d2 — B (3.84)

onde o = (Z1)I e = (Z2)I. Substituindo as relagoes de (3.83) para i;, ficamos com

10 0 , i0 0
<l’1+§a—x2—0é)w:—l’)/(x2—56—x1— >w

Reorganizando os termos,

b (v— ; ii) b+ (@1 + i) — (a+ B = 0 (3.85)

cuja solucao geral é do tipo|21],

Uer, ) = f (% vivin) AE ) (3.30)

onde z = (\% — zﬁﬁ) e f é uma fungdo tal que ¢(x1, z5) seja normalizavel. A solugao

(3.86) é a fungao que satura a relacao de incerteza entre & e Z9, ou seja, é a funcao que
torna minima possivel a incerteza da medida associada a estes operadores. Em particular,
o auto-estado de L com autovalor im pode ser posto como,

2m;1 5

__fE mepmety 3.87
NN (357
9

Pode-se checar explicitamente que (&7) = (23) = &.

@b(!)ﬁl, 1‘2) =

Pode-se encontrar uma solu¢ao, ou seja, uma fungao que sature a relacao de incerteza

entre os operadores I, e p; pela equacao que relaciona esses dois observaveis,

1Y = —inmpi1tn. (3-88)
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Logo,
0 0 0
( 5 a y ’ylha—) ¢1 —+ 51711/11 =0 (389)
cuja solucao é
Z’)/lh _ﬁ_w_i_”l—w
Yr=fi|lzi+ g 2 )e Sk 267 (3.90)

onde f; é uma funcao tal que 1, seja normalizavel.
Os estados que saturam (3.40) sdo obtidos mudando as variaveis z; <— x2, § — —0

e 71 — 72. Com isso, a solucao nessas novas condigoes ¢é

2ivoh _ o3 vohe} e
Yo = [2 ($2 Syl I1) TR (3.91)

Pode ser mostrado que nao é possivel construir um estado que sature as relagoes (3.39)
e (3.40) simultaneamente. Inserindo (3.91) em (3.88), temos que as derivadas ficam, com

a funcao v, na forma

o = fQAGB
em que A = (x2 — —%g?hxl) e B= —;%jh — —V;Z;"% — —””21;2:
8¢2 / —th"}/Q h"}/g B
Z2_ 1A _
oz, fa ( 7 oA ——o + — 29 e

3y . 3 i .
e = frAe” = oA (4h e 29:”1) ¢

substituindo essas derivadas em (3.89) e organizando os termos, temos que:

2
/ 2%k 5 _ mmah® _ (30 xh
f2 (:,;2 _ %) <4 o 1=\ 58 + 59 | T2

. = . 4 3.92
fo (o2~ ) (55 - 2) .

Note que os dois lados dessa relacao anterior dependem das variaveis x; e x5 de modo
que é impossivel de se verificar. Mas a pergunta a ser feita agora é : os estados (3.90) e
(3.91) podem ser autoestado do momento angular L com escolhas apropriadas de fie fa?
Inserindo (3.90) na equacao

Lip = hmap (3.93)

vemos que isso é impossivel. E, por altimo, inserindo (3.87) em (3.88), tendo como

resultado

'z . 2710 : V7 1h

f(ﬁ—l—zﬁxz):(l— 39)x1—z”y:v2+z< +7f) (394)

f(fv_1+i\/_x) (LW_ M) '
/A T2 2 T A
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onde a condi¢do de consisténcia (o lado direito deveria depender apenas de % + iy/YT2)

implica que

mh _

R

Entao, sob essa condi¢ao, a solugao para (3.94) leva a
f= Cob (hvivim) =2 =( S rivae) (3.95)

Dessa forma, inserindo em (3.87) podemos concluir que ¢ ndo é normalizavel. Isso
mostra que as relagoes de incerteza (3.40) e (3.41) ndo podem ser saturadas simultanea-
mente, ou seja, para um dado estado 1, no maximo uma das relagoes de incerteza podem

ser saturadas.

3.5 Matriz de Covariancia

Embora nao exista estados que saturem as relacoes de incerteza entre coordenadas e
momento, (3.40) e (3.41), simultaneamente, os limites inferiores podem ser aproximados

tanto quanto se deseja. Tomemos um estado do tipo,

25 2 2
pwy, 9) = || Ze 00T, (3.96)
s

Com isso podemos ver que, usando (3.93), com m = 0, f)w = 0 e os valores médios de

coordenadas e momentos, usando as representagoes (3.83):

+oo
<i’1> = / f1\¢(331,$2)\2d1’1d$2

teo 0 O
= /Oo (N <£E1 + %0_1'2) pdxidxy
=0 (3.97)

“+o00
(Tg) = / To|th (21, 22)Pdzydas

o

oo 0 0
= /_ 1/}* (x2 _ %6_x1> Q/deldl’g

o0

= 0 (3.98)
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E também

+oo
) = / Pulob (o, ) Py

—00

+o0 o
—o0 8:161

= 0 (3.99)

pelo fato da derivada primeira fornecer apenas x;, a integral de uma funcao impar se

anula. O mesmo acontece com,
(pa) = 0. (3.100)
Agora as quadraturas:

+o0
<ﬁ> = / ﬁ|@/}($1a$2)|2d2€1d$2

o0 92 82 o
_ * 2 7 ¥ . .
= /oo w <I1 1 8{E% +Z6.T18x2) wdl’ldl’g
1 0%
= I + Vi (3.101)
O mesmo para
1 0%
~A9 _ e
(2) = 5T (3.102)

“+o00
@ = / P21 (wr, 2) [P dzrdes

o

—+o00 a 2
_ / " (‘”%7) Wl
—00 1
= OR’. (3.103)
Da mesma forma,
(p3) = OR? (3.104)
Assim,
h? 92h252
(A21)*(Ap1)* = 1 + 1 (3.105)
Por simetria,
h?  0%h%5?

Ao (Apy)? = —
(AT (AR =+

(3.106)
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onde as médias foram calculadas no estado ¥ (x1,z2) que é normalizavel para qualquer
0 > 0. Os limites sao saturados para 0 — 0, mas, este estado se torna nao-normalizavel
neste limite.

Pode ser definida uma matriz de Covariancia da relacao entre quaisquer dois operado-
res que nos déa informacao de suas variancias e das interacoes entre eles, veja mais detalhes

no apéndice B, da seguinte forma,

2 o
9%, TAA

24y, Ay )
UA17A2 UAQ
A2 (A1 Ay + A A
_ ) _< 1>_ ) 2< 1 2_ 2 1> (3107)
%<A2A1 + A Ay) (A3)
onde A; e Ay sao quaisquer operadores de uma forma mais geral, e em principio e a barra

sobre eles indica seus desvios. Portanto, a matriz de covariancia associada aos operadores

Z1 e py é posta da forma

o O34
Zihﬁl = i 1271’1
0-1511571 O‘ﬁl
1 626
L+% o
= [45 * (3.108)
0 oh?

onde foram substituidos os valores das variancias (termos sem interagoes) e covariancias
(interagoes entre eles) discutidos na sessao anterior. Dessa forma, assim como na mecanica
quantica usual, pode-se calcular a relacao de incerteza de Schrodinger escrita em termos

do determinante de X;, 5 como

1 0%
det (Zihﬁl) = 577,2 |:B + T:|
h?  0%h262
= 7 + T (3.109)
E da mesma forma se obtém,
1 0%
det (2552’]32) = 5h2 |:E + T:|
h?  02h%6?
= 7 + T (3.110)

Esse resultado indica que quando a nao-comutatividade das coordenadas é introduzida,
a relacao de incerteza de Schrodinger escrita em termos do determinante possui uma cor-
recao proporcional ao quadrado do parametro que mede essa nao-comutatividade. Além

disso, se impusermos que no limite § — 0, se recupera o resultado usual.
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Para o estado especifico considerado a matriz de covariancia associada aos operadores

T1 e Ty pode ser posta na forma,

_ 0361 031,29
Ei‘hi? = 5
O, O3,
1 025
L+ %] 0
= [45 ! R E (3.111)
o [+

Assim, o determinante de Schrodinger para esses operadores fica,

1 %)
d@t (Eiﬁlﬁ@) = |:4—5 + T:|

1)’ 0\*

onde foi desprezado termos da ordem de 64, ja que esse pardmetro é muito pequeno. Nova-
mente, para o estado considerado, esse resultado tras a informacao da nao-comutatividade
entre T1 e To, pois o primeiro termo da equacao acima, para o estado referido, se refere

ao termo usual para o caso comutativo. Para 6 = 0,

det (S, 2,) = <%)2 (3.113)

Isso se deve ao estado especifico tratado.



Capitulo 4

Formulacao da Mecanica Quantica
Nao-Comutativa Usando Estados

Coerentes

Grande parte da fisica atual é formulada utilizando um poderoso mecanismo criado por
Feynmannﬂ conhecido como integral de caminho ou trajetoria, com aplicacoes que vao
desde teoria de calibrd?] em fisica de altas energias a fisica do estado sélido e também
em mecanica estatistica. Neste contexto usaremos uma nova forma de deduzir o propa-
gador de Feynman[7]. As principais ideias e técnicas aqui abordadas sdo para a andlise
de uma particula livre no espaco nao-comutativo. Uma breve revisao sobre integral de
caminho em mecanica quantica convencional é posta no apéndice C. Aqui serd procu-
rada a representacao via integral de caminho para o propagador da mecanica quantica
nao-comutativa.

Uma das dificuldades de se trabalhar com geometrias nao-comutativas é realizar calcu-
los explicitos em termos de coordenadas que nao comutam. Na mecanica quantica padrao
(onde as coordenadas espaciais comutam assim como os momentos) é possivel encontrar
uma combinacao adequada de coordenadas espaciais que definem novas coordenadas, com
a nao-comutatividade se manifestando como um campo magnético externo constante[29].

Na abordagem de Teoria Quéantica de Campos (T.Q.C), uma ideia similar ndo pode ser

IR. P. Feynman, fisico norte-americano, premio Nobel da fisica em 1965.
2Representam uma classe de teorias fisicas baseadas na ideia de que as transformacoes de simetria

podem ser locais ou globais.

36
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aplicada desde que os campos quanticos sejam funcgoes de coordenadas de posicao apenas
e os momentos conjugados a essas coordenadas nao aparecam. Neste caso, é costume
formular uma teoria de campo nao-comutativa em termos de funcoes de variaveis que nao
comutam, dotadas de um produto estrelaﬂ (* — product). Entretanto, nessa formulacao,
propriedades basicas da ndo-comutatividade, isto é, a existéncia de um corte (UV) natural,
devido a incerteza da posicao, nao é transparente.

Em particular, o propagador livre ndo é afetado pelo produto estrela (x — product),
como se a nao-comutatividade nao tivesse nenhum efeito sobre a particula. A existéncia de
um comprimento minimo no plano nao comutativo deve se manifestar ja no propagador
livre, que é propriedade (geométrica) do espaco e nao da interagao entre campos. Na

busca de tal Propagador sera usado (h=1J-s=1ML?*T™1).

4.1 Onda Plana Modificada

Trabalhos recentes propoem calcular o propagador de Feynmann no espago nao co-
mutativo usando estados coerentes|29|, [22]. Dessa forma, a amplitude de transi¢ao é
definida com coordenadas médias de posicao de dois estados coerentes, com isso a nao-
comutatividade é vista pela evolucao de gaussianas de estados coerentes. Somente uma
representacao da algebra N.C. é envolvida em termos das variaveis comutativas. Os es-
tados coerentes, neste contexto, sao auto-estados de uma combinacao de operadores de
posicao, eles sao estados de posicoes médias definidas. Assim, eles agem como um con-
junto que substitui os auto-estados de posi¢ao admissiveis da teoria comutativa. A ideia
principal na formulacdo de modelos nao-comutativos sem o uso do produto estrela é o
uso de valores esperados entre estados coerentes. Desse modo, a nao-comutatividade no
plano pode ser descrita pelo conjunto de coordenadas q;, q, que nao comutam entre si,

satisfazendo a édlgebra
(41, ) = 70 (4.1)

Essa relacao nos diz que nao existe auto-estados comuns a esses dois operadores. As-
sim, nao se pode trabalhar na representacao de coordenadas da mecanica quantica padrao.

O parametro 6 tem dimensao de comprimento quadrado e mede a nao-comutatividade de

30 produto convencional é substituido por uma expansdo que leva em conta a ordenacio adequada

devido a nao-comutatividade entre as coordenadas envolvidas, visto no cap. anterior.
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coordenadas. Como consequéncia da relagdo (4.1), a ndo-comutatividade no plano é di-
vidida em regioes de area 6. Dizemos que o espaco estd borrado e ndo temos informacgao
de pontos neste espaco, onde se pode achar um conjunto de estados que permite definir o
valor médio de uma fungao F(q,,q,). A vantagem é que valores médios nao representam
autovalores, logo podem ser medidos simultaneamente, apesar da nao-comutatividade das

coordenadas. Operadores de criagao/aniquilacao podem ser definidos como|29]

A =q +1qy, (4.2)
AT A
A =q, —iq,. (4.3)

A regra de comutacao desses operadores é
[A,A" =20 (4.4)

Note que o limite comutativo § — 0 corresponde ao limite classico, A — 0, de mecanica
quantica. Os estados coerentes [5], sdo definidos como auto-estados dos operadores (4.2)

e (4.3) que tém a vantagem de possuir auto-estados
A|z) = z|z), (4.5)
A = (2] (4.6)
onde os estados coerentes normalizados tém a forma explicita
1) = e—de A g (4.7)

em que z sdo os autovalores complexos e |0) é o vacuo aniquilado pelo operador A. Se
for definido wvalores esperados de coordenadas que nao comutam em estados coerentes da

seguinte forma:

AT ~
. A +A
Flanle) = (el=—5—12)
= = ;LZ = Re(2)
E o mesmo para a média do operador qs,,
A-'- ~
. -A +A
(#laple) = (zl—F5—I2)
= _22;_ - Im(z)
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em que ¥ = (x1,x2) representa a posicGo média da particula no plano ndo-comutativo.
Dessa forma, a qualquer funcao das coordenadas no espago nao-comutativo associa-se uma

outra funcao das coordenadas médias neste espaco com a ajuda dos estados coerentes:

F= F(q.17q.2) — 2/} = Q/)(flfl,Iz), ou Sejaa
¥(2) = (1F(Qn ay)l2). (4.10)

Considere a versao nao-comutativa da onda plana como sendo o operador exp(ip’- q)
onde p'= (p1,p2) € um vetor de duas componentes reais. Logo, o valor médio do operador

onda plana é
(z]ePrautiP29:| ) — Ne’eéﬂﬁ'f (4.11)

onde foi explorado a expansao de Backer-Hausdorff

ip+AT+ip_A ip+AT eip_Aeij;* [AT,A}

€ (&

st
— WP+A ir—A —Opip-

N 1 (4.12)
onde,
1 .
ps = 5(171 +ips). (4.13)

A equagdo (4.11) diz que p'é canonicamente conjugado a posigdo média & e podemos
pensar nele como momento linear médio. Sendo assim, podemos interpretar a equacao
(4.11) como sendo a fungao de onda que representa uma particula livre no plano nao-

comutativo, ou seja,
2
Ual@) = (pl)e = 0T, (4.14)
Com a ajuda do conjunto completo no espaco de momento, podemos calcular a am-

plitude entre dois estados de diferentes posigoes médias usando a fun¢do de onda (4.14),
+00 d2—*
— = o p — —
Wi = |

+o0 27 H
_ / (;l_f';z 0% i (F=)
m

= e~ . (4.15)

Note que o efeito da ndo-comutatividade na amplitude (4.15) substitui a fungao delta
de Dirac convencional por uma gaussiana cujo comprimento V8 corresponde ao compri-

mento minimo no espago borrado. Podemos definir a amplitude em (4.15) como uma
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funcao delta no espago nao-comutativo, definida em termos de posicoes médias neste

espaco,
(71T)s — 00(Z — 7) (4.16)

No limite comutativo § — 0, temos, de (4.15), uma funcao delta de Dirac convencional,
ou seja,

lim(§17)9 = 0(7 — 7) (4.17)

4.2 Propagador da Particula Livre e Unitariedade

Com o desenvolvimento da teoria quantica de campos o formalismo funcional de integral
de caminho demonstrou ser uma ferramenta poderosa, incorporando naturalmente varias
propriedades da teoria. Serd feita aqui uma andlise sobre o propagador da particula livre
no espaco N.C. levando em conta a nova versao da onda plana discutida nas sessoes

anteriores. Em seguida, serd analisado se tal propagador é unitario.

4.2.1 Propagador da Particula Livre

Usando a notagao de Dirac e representacao de Heisenberg podemos escrever a amplitude
de transicdo (Zr, t7|Z;, t;) para uma particula que inicialmente esta no estado |7;,t;) e evo-
luir para a posicao |Z,tf) num tempo ¢ posterior. Entao, afim de construir o propagador

para a particula livre a evolucao temporal de uma estado inicial é
|Zf, t) = U(t)|7:) (4.18)

onde U(t) é o operador evolugao temporal. Portanto, a amplitude de transicao sera dada
por

(g 7|75 ti) = (TeU(ty — t)|T5) = (Tyle” M|z (4.19)

em que, em principio, o Hamiltoniano acima, independente do tempo, é uma func¢ao geral
de ¥ e p, ou seja, H = H(Z,p). Uma vez conhecida a amplitude podemos determinar

como estado inicial evolui no tempo. Definindo a amplitude de transicao como o kernel,

<ff, tf|fi, ti> = ’C(ff, tf; fi, ti).
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Inicialmente, podemos definir uma amplitude de transicao entre dois pontos vizinhos

bem proximos|[19)], comegando da posigao Z; no tempo t; = 0 por

(Tiv1,€l73,0) = (Tipa|U(e)|Ts)
= (Tip]e "|z)
= (Fipa|]l —icH + O(?)|7) (4.20)

te—1; tr P , . . . :
onde ¢ = * = §, N & o nlimero de intervalos de tempo iguais a €. Usando o conjunto

completo no espaco de momento em duas dimensoes,

+oo dz—»,
Di o\ .
/ (zﬂ)g‘pl><pl|:1 2217“'7]\[

o0

+o0 dQﬁZ e H(E )
(Foreldn0) = [ BTl () (4.21)
e com a ajuda da versdo nao-comutativa da fun¢ao de onda de particula livre (4.14),
+o0 d2 o . ] Lo 02
(@ovroelii 0o = [ gy T AT, (4.22)
oo (2m

Portanto, somando todos os caminhos discretos conectando os pontos ; em t; = 0 e

Zy num tempo t; e levando o nimero de intervalos para o infinito teremos,
+oo N+1
— L= . . 2 — 2 — — —
Ko(Zf,tp;2;,0) = lim A%, - d°Tn H (T, |2, 0)g

N—oo

N +o00 N1 400 d2
— ; 272
: &%(H/_m “@)( [la)-

— fz+1 " Di - 0 )
<eop e — H(@. ) — 5| ¢ (4.23)

21e

Note que, no limite continuo com £ — 0 podemos escrever

+o0 - N+1 +o0 d2
Ko(Z¢, T;;,0) —]&gnoo H/ d° /

T / T 27
xexp{i/ T - pdt —i/ { (@, p) + 9p ]dt}. (4.24)

A esta altura, vamos considerar agora o hamiltoniano da particula livre e usar uma

importante identidade, feita a seguir, para transformar a primeira integral temporal acima

T' i Td i T :
/ Z-pdt = / —|[Z - pldt —/ r-p
0 0 dt 0

Y T .,
_ /d(f-ﬁ)— 7t (4.25)
T 0

numa integral espacial:
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Logo
+oo . ,
Ko(Z,T;9,0) = / [Dplé[plexp {z/ (@-p) — / {— + 22_T] dt } (4.26)
oo y
em que foi usada a abreviagao [Dp] = ( | f+°° ‘f’;;) e onde o funcional delta de

Dirac, 6[p] é representado como uma integral de Fourier|7] sobre as funcoes #(t)
. +OO z . 12
d[pl = [DZ)exp {z/ [Z - pldt } (4.27)
oo y
mas, observe que para a particula livre o momento p é uma constante de movimento,
dp
dt

dessa forma, como pode ser visto com mais detalhes no apéndice C, o propagador em

(4.26) se reduz a

+oo 0 TT1 52 0
Ko(Z,T;9,0) = / (2ﬂ)2exp {Z[p -]y — Z/o {_Zm + _QZT} dt }

1 +o0 ) . 252 .
= 2/ d“p exp{—(zT—i—mé’)%—Fz(x—y)-p}

=p=0, p = constante

27)* ) o
_ (2;)2 /_:onﬁ exp{z[ (zT+m0)2p—;+( — ) 17”-(4-28)

oo

temos que,

Ko(Z,T;7,0) = % {%} exp{—%%}. (4.29)

Note que se impusermos o limite § — 0 recuperamos a forma original do propagador
para a particula livre no espaco onde as componentes das coordenadas comutam. E, no

limite de 7" — 0, (4.29) toma a forma,

L 1 z — y)?
Ko(Z,7) = 5§ ©%P {—%} . (4.30)

Portanto, podemos concluir que no limite 7" — 0 o propagador nao é uma funcao delta,
lim Ky (. 5) # 3(% — §) (4.31)

T—0
mas uma gaussiana no espaco nao comutativo onde a melhor localizacao possivel da

particula é uma pequena regidao, uma célula de area 6. Mas, se tomarmos o limite do

propagador para o parametro # ficando cada vez mais proximo de zero,

lim ICo (Z, §) = (¥ — 7)) (4.32)

6—0

ficamos com uma funcao delta modificada no espaco barrado.
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4.2.2 Unitariedade do Propagador
Da propriedade de unitariedade do operador evolugao,
Ut to)UT (1) = 1. (4.33)
Tomando o conjunto completo,

/d22|;?)<2| =1, (4.34)
e como a variavel de integracao é Z, podemos aplicar (Z| & esquerda e |) a direita, obtendo
/ d*ZK (T, Z; 1, t0)KCH(Z, Tt to) = 62(Z — §) (4.35)

onde o propagador Ky tem a forma (4.29). Entao identificando a integral como
T = /d2ZlC(f, Zit, t0) KN (Z, 7 L, o). (4.36)

Ja vimos que o propagador (7, T'; ¥, 0) é identificado como uma fun¢ao delta apenas

no limite # — 0. Entdo calculemos a integral em (4.36), primeiro identificando o termo

1 m 1 1
2(mf—t) 2(9+ 1) T (4.37)
em que,
10 1 (%)
ap = ; ar = 5 —"= (4.38)
@ T e (5
E definido,
B = ar —iar (4.39)
o nosso propagador (4.29) fica da seguinte forma,
2 oy _ B s
K(z,zt) = —e . (4.40)
T
Com isso (4.36) fica
7= % d? 76~ PE=2)7 =67 (00" (4.41)
T

Mas o expoente fica:

—B(E = 2)? = B (F— ) = —(B+ B + 28T + B)F — (B + 5.
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Logo,
T— | B|2e—(67+6°) / (25367726757 (4.42)
completando quadrado temos que:
B+B)E - 287 — FPE = (B+5 [z—— -
(B+8)F - 287597 = (B+8) |7=
2057 + 59’
A8+ 5%)
E definindo,
(5f+%%§):15
(8+5%)
a grandeza 7 fica da seguinte maneira,
L ge-(sz24807) S (8480 [(7- 47— 22
I = SlPe ]
1 = * 21
_ F’m?e—(b’x%,@ i) / d2 7o~ (B+B87) (32 —224)
2 # 7)2
_ L IBE sy Ca® (4.43)

2 aR
em que (f + (%) = 2ag. Mas,
gy gy o VTEBDE (B BB+ 5 + (57 + )

B+5) (B +5%)
(8P + 18P — 218Pa7
(B + 5%)

22 A2

_ _|5| ($_y) ) (444)
QO[R

Assim,
7o LIBF et (4.45)

2m aR

Mas note que:

B> _ BB _ (af +af)

QR QR QR
em que
2 2
o, oy _ |18 1 (@)
:>(aR+aI) - 502+(i 2] 592 (1)2
02+ (£)’] |
+
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Com isso,
B _ L
R 20 .
Dessa forma temos,
1 (@=9)*
I et —_— - ] . 446
<47T(9) 7 (4.46)

Assim como o propagador da particula livre se mostrou ser uma delta de Dirac apenas
no limite comutativo, este resultado nos diz o kernel livre s6 se torna unitario também

sob o limite 8 — 0.

4.3 Pacote Gaussiano no Plano N.C. e Evolucao Tem-

poral

4.3.1 Construcao do Pacote de ondas

Estamos em busca de um pacote de ondas, em analogia com com a mecanica quantica
convencional, que possa representar a particula livre no plano nao-comutativo. Entao,

definindo o operador pacote de ondas da seguinte maneira,

(a7+a)
Ve, q) = Ne ™2 (4.47)

onde N é uma constante de normalizacao a ser encontrada e onde os operadores q; e Qs
obedecem as regras de comutacgao (4.1). Como foi argumentado na sessao 4.1, pode-se
associar uma funcao de coordenadas no espaco nao-comutativo a uma funcao de coor-
denadas médias neste espaco. Logo, tomando a média do operador pacote de ondas em

(4.47) nos estados coerentes de (4.7):

Ve(Z) = (2lda(ar, az)l2) (4.48)
(a:+a3)
¢G(2) = N<Z|€_ 252 |Z>7 (4.49)

e, tendo definido os operadores de criagao/aniquilacao em (4.2) e (4.3), de onde obte-

remos

(af +a3) = N +90, (4.50)

com

N=A'A, (4.51)
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teremos:

N
ba(Z) = Ne 352 (z]e” 252 |2). (4.52)
Se propormos uma mudanca de variavel do tipo,

/ A

A — — 4.53
Vi (453

levando a regra de comutagao
AAT =1, (4.54)

Dessa forma podemos realizar os procedimentos usuais analogos aos da mecanica quan-

tica padrao em que

!

AZ) =22, (4.55)
AT = () (4.56)

onde z' = z/v/26. E também,
Ly = e A g (4.57)

com A |0) = 0. Esses estados |2) podem ser expandidos na base dos estados:

N n
n') = %m (4.58)

em que,
N ) = n'|n), (4.59)
onde X
N = - — N= 20N | (4.60)
Com isso, /
12') = 6_\Z’2|2 ”/200 (Z/:;L! In')

onde § = —6%. Logo
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125/
2 z ’
; n':
n

(1N |2y = 7l P(=¢f), (4.61)
Mas 2z = /26, entio
<z/\eéN 12} = o~ o (1<), (4.62)

Agora, podemos expandir o termo (1 — 65) no expoente e considerar apenas termos
de 22 ordem em 6, ja que tal parametro é muito pequeno em primeira ordem:

Aglzl?

<z,|efN 2) = e 2 (4.63)

onde \g = 1 — &. Portanto, nosso pacote de ondas (14) fica da forma:

0 Aglzl?

Yg(?) = Ne 2%e” 27 (4.64)

onde, aqui, Z = 7 = (z1,22) e |2|> = 22 + 23 e cuja funcao normalizada pode ser posta,
em uma dimensao, como

Yg(z1) = {@} " o (4.65)

e de forma anéaloga para a procura de ¥g(z2).

4.3.2 Evolucao Temporal

O pacote de ondas que representa a particula livre no plano N.C. é da forma (4.65), e

usando o propagador livre de Feynman construido anteriormente, em uma dimensao:

Kolor —21,) = [(271r)2 (z’j;iqft)} et (4.66)
Definindo,
Qo(t) = ﬁ (4.67)
. / l V2 o, "2
Ky(xy — 2q,t) = [(Z_W)Qe(t)} e 2 @) (4.68)

Em geral, a evolu¢ao temporal de uma fungio de onda inicial (7, y), usando o for-

malismo de propagador de Feynman, é

— +OO o = - — —
Y(r' t) = / dr K (r" vt t0)0(r' to). (4.69)

e}



48

No nosso caso,

+o0
W, 1) = / iz K (20, 7, )z, 0) (4.70)
logo,
W, t) = Ne— 524 / T i A (o0 ) mis
onde,

N [éﬁ?ﬁ—?]/

Identificando a integral como do tipo:

/+Oo dueilov?+bu] — Z'_ﬂ-efi%'
e a
Entao,
W(a1,t) = Ne~ 524t \/ge (4.71)
onde aqui,

e substituindo ficamos com,

QG@) : Qg (t)+ =8
r1,t) = e 02 4.72
Mas note que,
Q2(t) T iXgQp(t)
—Qp(t) + pvel i v
Qy(t) + 62 (QG(t) + 2‘52)
dai,
1/2 g Q1) 2
1] (1) % [(Q (t)ge)}*“l
x1,t) = e o ez 4.73
vt = s | SR (.73
onde,
m
Qy(t) = :
olt) (imf — t)
Mas observe ainda que:
] [
(Q(t) + 22) (imf —t)| * [ (im0 —t) 162
1 1
= : = , 4.74
100 &+ )] 0t e
onde foi definido
0o

52
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ou, )
P00+ %) T (o + k) (476)
162 U@ + m2sa
E definindo,
2 o[ o BN
Bj(t) =0 {09 + m264] (4.77)
temos que a fun¢ao de onda normalizada fica da forma, com \g, 0y, By(t) € R,
1/2 A w2 it
W(ay,t) = {—V)‘Wa e_zBegé) (0—23%) (4.78)
’ VT By(t) '
onde,
_ 0 _ 0o
AH:l_ﬁ’ 09:14—?
de forma que, se § — O:
/\9 — 1, g — 1
t2
Bg(t) — 0 1—|—m254 :B(t)
recuperamos a forma padrao da funcao de onda no espago comutativo,
1 1/2 . S
W(xy,t) = [ e 2B\ me/ (4.79)
V7B ()

4.4 Versao Nao-comutativa da Transformada de Fou-
rier

A versao nao-comutativa da transformada de Fourier leva em conta o fato dito ante-
riormente de que podemos associar a toda fungdo F(q,,q,) uma funcdo F(z) da forma
como foi definido em (4.10). A Transformada de Fourier pode ser definida de tal forma
que

d*p .

F(:) = [ GEEG) clean(ipia,)2) (480
nas sessoes anteriores vimos que (z|exp(ip;q;)|z) significa o valor médio da onda plana,
levando em conta a nao-comutatividade das coordenadas, nos estados coerentes. Isso nos
fornece a versdo nao-comutativa da onda plana, como foi visto na sessao (4.1). Dessa

forma, a equacao anterior pode ser posta na forma

P - [ Gitean {5 +5a} (4.81)
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onde ¥ = (x1,23) e p'= (p1,p2).

Esse resultado indica que a nao-comutatividade produz uma gaussiana com um fator
de amortecimento. Se escolhermos f(p) = constante, que corresponde a0 maximo espa-
lhamento no momento[30], portanto nao sabemos sobre 0 momento mas sabemos sobre

sua posicao média no espago nao-comutativo, a transformada de Fourier leva ao resultado

F(&) = (ﬁ) cxp {—;“i;} | (4.82)

que identificamos como uma distribuicdo gaussiana. Pode ser visto que a gaussiana se
lembra da nao-comutatividade do espaco por um fator oscilante.

Mesmo que o momento tenha espalhamento maximo no espaco nao-comutativo, o me-
lhor que podemos dizer é que a incerteza nas coordenadas se reduz a uma largura minima
proporcional a v/6, indicando um borrfio no espaco. E, no limite § — 0, recuperamos a
funcao delta de Dirac usual. Como resultado, pode-se afirmar que a nao-comutatividade
pode ser introduzida na transformada de Fourier, substituindo ondas planas por pacotes

de ondas gaussianas.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Este trabalho discute que a nao-comutatividade no plano pode ser formulada com um
certo formalismo expondo que os estados do espago de Hilbert quéntico, [¢), formados
por estados coerentes, sao estados de incerteza minima na posicao, ja que eles saturam
as relagoes de incerteza induzida pela relagdo de comutacao (2.1). Mostra também que
a funcéo de onda em tal espaco permanece normalizada a medida que o tempo passa. E
discutido ainda que é possivel construir estados que saturam qualquer uma das relacoes
de incerteza na posicao mas nao é possivel a construcao de estados que saturam mais
de uma dessas relacoes de incerteza simultaneamente, ou seja, para um dado estado no
méaximo uma das relagoes das desigualdades (3.33)-(3.35) pode ser saturada.

Foi construida a versao nao-comutativa da onda plana, que leva em conta a nao-
comutatividade das coordenadas, através da média tomada em estados coerentes, mos-
trando que em tal espaco a onda plana contém um fator gaussiano acoplado e que, no
limite & — 0, se reduz a onda plana usual. Esses estados coerentes descrevem estados fisi-
cos através de coordenadas médias neste espago. Foi visto também um modelo de integral

de trajetoria para a mecanica quantica no plano nao-comutativo e avaliado o propagador

para a particula livre e apds a construcao de um pacote de ondas, foi feita sua evolucao

51
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recuperando os resultados conhecidos no limite comutativo. A versao nao-comutativa da
transformada de Fourier, que ao tomarmos f(p) = constante, que equivale a um méaximo
espalhamento no momento, obtemos uma distribuicao gaussiana que se lembra da nao-
comutatividade do espaco por um fator gaussiano em 6, mostrando que a incerteza nas
coordenadas se reduz a uma largura minima proporcional a V8. Como resultado, pode-
se afirmar que a nao-comutatividade pode ser introduzida na transformada de Fourier,
substituindo ondas planas por pacotes de ondas gaussianas descritas por posi¢oes médias
em tal espago.

Uma generalizagao imediata desse trabalho seria estudar a integral de caminho de ou-
tros tipos de interagao Hamiltonianas usando o mecanismo de média em estados coerentes
e também utilizando a representacao da algebra vista no capitulo 3, para hamiltonianas
quadraticas. E também usar essa formulacao de média de uma funcao em estados coe-
rentes e construir uma matriz de covariancia dos observaveis de posicao. E na construcao

da funcao de Green, estudar questoes abordadas em T.Q.C. relacionadas a divergéncia

UV/IR.



Apéndice A

Operador Unitario, Operador de

Translacao e Operador de Rotacao

Um operador linear, a nivel de Mecanica quantica usual, é dito unitario se satisfaz a
relacao

UU =UU =1 (A.1)

em que I é o operador identidade. Sendo U um operador unitario, considere as transfor-

macoes das funcoes de onda,

V) =UbF) e ¢ (F) =UH®T). (A.2)

Entao, sabemos que uma transformacao, implementada por um operador unitario,
conserva os produtos escalares|25]. O operador deslocamento ou de transla¢do, definido
por D,i(z) = ¥(z + a) para um deslocamento na dire¢do de z, em que a é um nimero
real. Assim, podemos escrever,

/

¥ (2) = Dat(z) = ¢p(x + a) (A.3)

em que T, = —i%. Observe que a diferenca entre ' (z) e 1 (z) é originada pela acio do
operador iaT, sobre a funcao ¢(z). Chamamos T, de operador infinitesimal de translacao

ao longo da direcao de x. Em mecéanica Quéantica, relacionamos o operador T}, ao operador

momento linear p, = —z'a%. Assim, o gerador infinitesimal de translacao é posto como
T, = %. (A4)

Pode-se verificar que D! D, = I é unitario e que T} = T, é hermitiano. Mas sabe-

mos que uma translacao finita numa distancia a é gerada por uma série de translacoes
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infinitesimais, em que devemos considerar um limite lim (%). Entao, temos

n—oo
/ T EZE _ 3 3Pz
¥(@) = lim (140528 ) (@) = e F (o) (A.5)
Generalizando para trés dimensoes,
Y (7) = e Y(F). (A.6)

Logo, o operador, unitéario, de translacao fica definido como

. ap-T

D;'ZeZ h

(A7)

onde Dy ¢ dotado de momento linear que é o gerador de translacao.
De forma semelhante podemos obter um operador dotado de momento angular res-

ponséavel por uma rotacao de certo sistema fisico. dessa forma podemos definir

R(3¢) = 1+ 53¢ L=ei® L (A.8)

que é o operador de rotacao unitario, que, atuando sobre a fun¢ao de onda de um sistema,
produz a mesma funcao de onda rodada por um angulo dp. Sabemos também de que se

comuta com o hamiltoniano do sistema entdo ele ¢ uma constante de movimento|25].



Apéndice B
Matriz de Covariancia

Afim de expressar o desvio quadratico médio o, pode-se definir a quantidade

g =9 — (xlgl)1 (B.1)

que é uma espécie de operador deslocado, onde a média é tomada no estado |x). Com
isso pode-se coloca-lo como
2 2
oy = (X9 [x)- (B.2)

2

Considerando agora os desvios quadréiticos médios no estado |x), o

e o2, de dois
observaveis g e h, nao necessariamente compativeis, resulta, usando a desigualdade de
Schwartz, que o produto aga,% satisfaz & desigualdade escrita em termos dos operadores

deslocados,
aron = (XIG ) (XR2IX) = [(xlgxhy ) 1P (B.3)

O valor esperado do produto g, h, é em geral complexo se esses operadores nao comu-

tam. Assim,

[(Xghx O = (Re{xlgyhylx))® + (Im{x|gyhal X))
> (Im{x|gxha|X))? (B.4)

Usando a hermiticidade de g e h,

Im(x|ghylx) = % [OXlgxln|x) — (Xl gxhy]X) 7]
= 5 o b — (xlhngy )
= (I A1) = o {xl Al (B.5)
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De onde
{(xIlg; M[x)

T40h > T (B.6)

Nessa relacao hd um limite inferior para o produto dos desvios quadraticos médios
associados aos dois operadores num estado |x) em termos dos valores médios nesse estado
do comutador dos operadores associados a esses observaveis e pode portanto ser visto
como uma relacao geral de incerteza. Esse limite inferior em geral depende do estado
considerado. Ele pode, em particular, ser zero mesmo se os observaveis nao sejam compa-
tiveis, como ocorre, por exemplo, se |y) é autovetor de um dos operadores. Existe porem
uma situacao em que essa relacao geral de incerteza implica uma limitacao independente
do estado considerado para o produto dos desvios quadréaticos médios. Ela corresponde ao

caso em que o comutador [g, ] € um multiplo da unidade, como ocorre com os operadores

associados as coordenadas e ao seu momento conjugado,
p,q] = —ih (B.7)

que leva a relacao de incerteza,

(B.8)

0p0yq Z 5

. 2, : h,
ou seja, para qualquer vetor de estado o produto 0,0, ¢ sempre maior que 3. Estados

para os quais essa desigualdade vale como igualdade sao chamados de estados de incerteza
minima.

Mas o fato do quadrado da parte real ter sido eliminada arbitrariamente em (B.4) res-
tringe o conjunto de estados de incerteza minima[I1], pois para que a relagao de incerteza
valha como igualdade é preciso nao apenas que a desigualdade de Schwartz valha como
igualdade mas também que o quadrado da parte real desprezado se anule. Schrodinger
havia percebido isso e num dos seus trabalhos ele conserva a contribuigao da pate real|28],

sendo levado a desigualdade,

Xl (gx iy + Pygy)1X)
9

2
1
0407 > + 51 xlg Al (B.9)

que interpreta como estabelecendo uma relagao entre trés quantidades : (a) o produto dos
quadrados dos desvios quadréticos médios; (b) o modulo quadrado da metade do valor
médio e; (¢) “uma quantidade que pode ser definida como o quadrado do desvio médio

do produto, com a condicao de que a nao-comutatividade seja levada em conta, isto é, o

desvio médio do produto deve ser definido como a média aritmética de

(X gyl |x) e (X gy ) (B.10)
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que sao as expressoes mistas completamente analogas a 03 eo?”

. Esta terceira quantidade
recebe o nome de covaridncia dos operadores g e h no estado |x). Definindo-a como o2,

e definindo a matriz de covariancia como

g Ogh

2
Ohg Oh

onde pode ser visto que a relacao geral de incerteza de Schrodinger pode ser escrita em

termos do determinante de Y, como

det(S) > S|(xllg, hIIX)I* (B.11)

N | —

em que, para o caso das variaveis canoénicas p e ¢, satisfazendo as relacoes de incerteza de

Heisenberg, ¢é

A\ 2
det(X,p) > (5) : (B.12)

Essa relacao difere da relacao de incerteza de Heisenberg por termos que envolvem a
covariancia o,,. Schrodinger observa ainda que na teoria classica das flutuagoes estatisti-
cas o anulamento da covariancia é uma condigdo necessdria (mas nao suficiente) para a
independéncia estatistica das flutuacoes de cada uma das variaveis e que mesmo no caso
de variaveis dinamicas quanticas canonicamente conjugadas, existem vetores de estado

|x) para os quais a covariancia ndo € nula, indicando a presenca de correlagoes entre as

respectivas flutuagoes quanticas.



Apéndice C
Propagador Livre: outro ponto de vista

Uma propriedade fundamental para o estudo de integral de caminho ¢ a amplitude de
probabilidade, pois podemos calcular a amplitude de transicao (z', t |z, t,) para uma par-
ticula que inicialmente esta no estado |zg,%y) no tempo ¢y e evoluir para a posicao |z, t)
num tempo t. Segundo Feynman e Dirac[12], uma particula se move simultaneamente ao
longo de todas as trajetorias possiveis ligando os pontos finais e iniciais. Mas nem todas
as trajetorias sao iguais ainda que dizem respeito a fungoes de onda com mesmo valor ab-
soluto: S[y(t)] de um certo caminho que liga os dois pontos de extremidade fixa determina,
a fase da amplitude de propagacao associado a essa trajetoria. O fator de fase correspon-
dente a qualquer caminho individual pode ser escrito na forma exp {£S[y(¢), p(t)]} e uma
boa maneira de escrever o comportamento quantico da particula é através da soma dos

possiveis caminhos tracados por ela. A amplitude de evolui-la de zy até x é
Awo, w) =Y ®ly(t), p(t)] (C.1)
xo

onde

Dly(t), p(t)] = K - er WO, (C2)

Uma soma desse tipo é uma integral funcional. Entao, dividindo o intervalo de tempo

[t,to]por N + 1 subintervalos, ou seja, t1,t9, -, t;, -+, tys1 de modo que
t=ty , t =tyg (C.3)
onde pode-se escolher os subintervalos acima de mesmo comprimento,
tis1—ti=¢ (C.4)

o8
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de tal forma que

ty =t + ke , k=0,--- N+1 (C.5)
Logo, a amplitude entre dois pontos vizinhos é

A(Giv1s tiv1s Gis i) = (Givs Liva|gis ). (C.6)
Assim, a amplitude do primeiro subintervalo é

(@,€lg,0) = (qle™"|a)

= 0(¢—q) —i(gHg) + O(?)
= /s—ie:vp {Z {p(d —q) —cH <p> %ﬂ } (C.7)
generalizando,

dp; . i+1 1+ Qi
(Qi1, tialgi, ti) = / %fﬂp {Z [ (i1 — @) — H (B-, %) (tig1 — tz)] } . (C8)

A amplitude total é o produto das amplitudes associadas a cada subintervalo e inte-
grando para todas as trajetorias possiveis,

N+1

A(q',t';q,t) = hm /dQ1/dCI2 /dQN H (Git1: tiva| g i)
N+1
- (T1f o) (11 / dm)

N+1
, — k- + Qi—
exp{zz [pk% Q=1 _ <Pk, 4k 2% 1)1 (t _tkl)}

— [t

Jwi [ {i [ i~ aiar} ©9)

Agora, numa abordagem diferente das expostas normalmente na literatura, e reco-

X

nhecendo que a integral de caminho atribui um papel especial para toda a familia de
trajetorias que sao solucoes da equagao classica de movimento[7]. Logo, podemos escre-

ver o primeiro termo na agao como

T T d T
/p-cjdt = / —Ip- th—/ q - pdt
0 o dt 0
= /d / q - pdt. (C.10)
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. e . . L . / ’
Assim, para um ponto inicial arbitrario ¢ = zo num tempot =tgefinalx =z emt =T,
teremos que

x

K(z,v0;T) = N [Dy(t)][Dp(t)}X

o

< en{y|f i) - [ Caty(t) () ~ / TdtHo<p>} b

Nota-se que, enquanto o primeiro termo é a integral de uma diferencial total e, por-
tanto, independe do caminho que liga os dois pontos (zg, ), o segundo termo depende
linearmente da trajetoria y(t). Um olhar mais atento mostra que é uma distribuicao delta

de Dirac (um funcional) representada como uma integral de Fourier sobre as funcoes y(t):

L :[Dy(t)]exp {_ % /OT dty(t) .p<t)} =0 {%} (C.12)

que nao desaparece apenas quando seu argumento é nulo, ou seja, quando o momento p

é solucao da equacao classica de movimento,

dp_

= 0 — p(t) = constante = q. (C.13)

Uma vez que as trajetorias y(t) sdo separadas, a integral resultante é ndo nula apenas

quando a variavel de integragao sobrevive. Pode ser colocado

K(z, 20, T) ZN/[Dp<t>]5 [%} 6arp{%/x:d(p-y)}exp{—%/ontHo(p)} (C.14)

onde apenas a familia de trajetorias constantes contribui para a integral.



Apéndice D
Ordenacao de Operadores

Na transicao da mecanica cléssica para a mecanica quantica nao existe, a principio,
nenhuma regra estabelecida para a ordenacao de operadores. Embora essa questao seja
irrelevante no contexto classico, em um sistema quantico ela é de fundamental impor-
tancia. A evolucao temporal desses sistemas é regida por operadores hamiltonianos que,
em geral, sao funcoes das coordenadas generalizadas ¢; e seus momentos canonicamente

conjugados p;, obedecendo a regra de comutacao,

,ou seja, quando se trata de varidveis que nao comutam, a construcao de operadores
quanticos a partir de seus anédlogos classicos ¢ ambigua levando a predicoes divergentes
entre si. Isso é, inclusive, tema de embates filoséficos sobre a interpretacao da teoria
e o quanto ela realmente nos informa sobre a natureza. Dentre as formas possiveis de
ordenacgao de operadores, as duas mais conhecidas sao a ordenacao normal e a ordenacao

Weyl.

D.1 Ordenacao Normal

A ordenacao é tal que operadores de momento sao colocados a esquerda dos operadores

de posi¢ao. Ex.

rp — pT
A AD ~ A ~D A A A
p° +pr — PT+pPT
rpr — ]ﬁz
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Portanto, para uma hamiltoniana H (Z,p) sujeita a ordenagao normal:
WIH D) = [ eHE Dl

27Th/ (2, p)e  Fe=dp (D-2)

onde (p|z) =

D.2 Ordenacao de Weyl

A ordenacao de Weyl|[10] é feita de modo a gerar todas as combinagoes possiveis de

ordenacao, sendo gerada e manipulada de forma bastante simples. Ex:

. Lo
p — §(xp+pa:)
L ...
pr — S(@p+ pi)
1
Pp — §(§:Qﬁ+m+m2)
1
ipr — g(i:QﬁJri:ﬁj:Jrﬁch)
Sabe-se que:
A ~\ N N! nQmsn . m
(oz:c—i—ﬁp) = Z]\,ma /8 (SL’p )o.w. (D3)
n+m=

Na expressao acima, o termo entre parénteses do lado direito da equacao corresponde
a ordenagao de Weyl do produto (z"p™):

ST AT n!m‘ T AN nAm— AN 2N
("™ )ow. = g (F"P™ + PE"P" T 4 4 P7E")

ou seja, a expansao (3) gera a ordenacao de Weyl. De forma geral, a expressao

(az+Bp) __ ! o B (T
S S SR B )

N=0n+m=N -~ -
(ag+pp)N

gera todas as ordenagoes possiveis entre quaisquer pares de poténcias de z e p. Utilizando

a formula da Baker-Campbell-Hausdor para quaisquer dois operadores que nao comutam,

obtém-se:

o B+t

af s~ af hafB _ haB
e2efPeT = eTe 1

St i epprits?

= eadthp (D.5)
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portanto,

/

(@ ||y = (2 |eF e |2)

_ / (' e % [p) (ple®Pe ¥ |z} dp

!
oxT

= [T ) plaldp

1 . / o
= o e iR E=T) Prt gt gy, (D.6)

dessa forma, o elemento de matriz do operador hamiltoniano na ordenacao de Weyl é

dado por

/ 1 D / 4+
2 H (& Plow|z) = — [ e @)y p)d D.7
(& 1H G o) = 5 | (550) D7)
que é conhecida como descricao de ponto médio.

Esse resultado é geral, apesar de parecer fundamental, é possivel demonstrar que o

formalismo das integrais de trajetoria independe da ordenacao escolhida, desde que a

aproximacao de rede seja coerente com o sistema a ser descrito.
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