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Resumo

Nesta dissertacao sao apresentadas as analises de dois conjuntos de dados reais que
dispoem de informacao espacial. O primeiro banco de dados corresponde a uma aplicacao
da 4rea médica em que o objetivo é estudar o tempo de vida de pacientes com cancer de
nasofaringe no estado de Connecticut, EUA, e o segundo banco de dados é constituido por
uma amostra de individuos que vivem em municipios pertencentes a regiao metropolitana
de Belo Horizonte, e que foram vitimas de tentativa de homicidio. Considerando uma
abordagem Bayesiana e assumindo que os tempos de falha seguem distribuicao Weibull,
os modelos de fragilidade gama e lognormal, que nao levam em conta a estrutura de
dependéncia espacial presente nos dados, e o modelo CAR intrinseco, que acomoda tal
estrutura de dependéncia, foram ajustados para ambos os bancos de dados. A fim de se
avaliar o efeito de diferentes especificacoes a priori sobre os modelos ajustados uma analise
de sensibilidade foi conduzida. Os modelos que apresentaram o melhor ajuste foram entao
comparados, e mapas com as fragilidades estimadas para cada area foram construidos.
Com base nos mapas obtidos foi possivel observar a existéncia de um padrao do risco da
ocorréncia do evento de interesse nas areas estudadas, indicando a presenca de estrutura
de dependéncia espacial nos dois bancos de dados analisados.

Palavras-chave: Dados de sobrevivéncia, modelo de riscos proporcionais, modelos de
fragilidade.
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Abstract

In this work the analyses of two real data sets with spatial information available are
presented. The first data set corresponds to an application of the medical field in which
the objective is to study the life of patients with nasopharyngeal cancer in Connecticut,
USA, and the second data set comprises a sample of individuals living in municipalities
belonging to the metropolitan region of Belo Horizonte, who were victims of attempted
murder. Considering a Bayesian approach and assuming that the failure times follow
Weibull distribution, the gamma and lognormal frailty models, which do not take into
account the spatial dependence structure present in the data, and the intrinsic CAR
model, which accommodates such dependence structure, were adjusted for both data
sets. In order to evaluate the effect of different prior specifications on the fitted models
a sensitivity analysis was conducted. The best fitted models were then compared, and
maps displaying the estimated frailties for each area were built. Based on such maps it was
possible to observe the existence of a risk pattern of the occurrence of the event interest
over the areas under study , indicating the presence of spatial dependence structure in
both databases analyzed.

Keywords: Survival data, proportional hazard models, frailty models.



1 Introducao

A analise de sobrevivéncia é uma das areas da estatistica que vem crescendo a partir da
década de 80 sob forte influéncia da evolucao dos computadores e das técnicas estatisticas
para anélisar dados de sobrevivéncia. Um fato importante é que esta técnica é aplicada
principalmente em situacoes na quail os dados sao censurados, por exemplo, quando alguns
individuos envolvidos no estudo nao "experimentam" o evento de interesse, ou seja, nao
"falham" até o fim do estudo (GIOLO; COLOSIMO, 2006). Sem a presenca da censura
nos dados, continuam validas outras técnicas estatisticas além da analise de sobrevivéncia,

como analise de regressao e planejamento de experimentos.

Segundo Banerjee et al. (2003), o uso de modelos de sobrevivéncia para a modelagem
de dados que envolvem efeitos aleatorios (ou fragilidades, como usualmente sao referidos
estes efeitos em andlise de sobrevivéncia), estao se tornando cada vez mais comuns. O
termo fragilidade foi introduzido por Vaupel et al. (1979) em um contexto envolvendo
dados de mortalidade e Lancaster (1979) incorporou este termo na modelagem do tempo

de duracao de desemprego.

Apesar de introduzido em 1979, Clayton (1978) ja havia aplicado o termo fragilidade
(mas sem levar em conta o conceito de fragilidade) em um estudo sobre analise multivari-
ada de dados de sobrevivéncia. Mais tarde Clayton e Cuzick (1985) incorporou também o
termo de fragilidade em contexto de modelagem da correlagao entre os grupos. Whitmore
e Lee (1991) baseando na definicao dos modelos de fragilidade, examinaram a distribui-
¢ao gama inversa sobre o termo de fragilidade. Por sua vez Banerjee et al. (2003) utiliza
o modelo condicional autorgeressivo (CAR), para incorporarar em sua modelagem um
termo de fragilidade espacial nas suas andlises sobre os dados de mortalidade infantil no

estado de Minnesota.

Existem diversas razoes para incluirmos um ou mais termos de fragilidade na mode-
lagem de dados de sobrevivéncia. Por exemplo, podemos incluir o termo de fragilidade

para capturar a heterogeneidade nao observada associada aos individuos/elementos que



sao objeto de estudo. De uma maneira geral, podemos dizer que ha sempre um grande
numero de covariaveis que, caso pudessem ser medidas, dariam informacao suficiente para
mostrar as diferencas entre individuos. Neste contexto, o termo fragilidade pode ser utili-
zado para representar a auséncia daquelas covariaveis que nao foram incluidas no modelo
porque nao dispomos de informacao acerca dos seus valores individuais, ou simplesmente
pelo nosso desconhecimento da sua existéncia. Modelos de fragilidade também sao bas-
tante utilizados em situacgoes nas quais os dados de sobrevivéncia sao observados em
grupos ou (conglomerados) de individuos/elementos. Nestes casos, usualmente termos de
fragilidades sao adicionados & modelagem para representar os diferentes grupos, que por
sua vez sao assumidos serem independentes. Tais modelos sao conhecidos na literatura de
analise de sobrevivéncia como modelos de fragilidade compartilhada, uma vez que todos
os individuos/elementos pertencentes ao mesmo grupo compartilham o mesmo termo de

fragilidade.

Neste trabalho consideraremos a situacao em que dados de sobrevivéncia sao observa-
dos em grupos que sao espacialmente organizados. Especificamente, nossos grupos repre-
sentam regides geograficas, como, por exemplo, cidades ou condados de um determinado
estado, etc. Assim, é razoavel suspeitarmos que termos de fragilidade associados a areas
ou regioes que sao proximas uma das outras tendem a ser similares em magnitude. Em
outras palavras, estamos interessados em modelar a possivel estrutura (ndo observada)
de dependéncia espacial presente nos dados de sobrevivéncia. Modelos de sobrevivéncia
que incluem informacao espacial tem se tornado cada vez mais comuns. Em particular,
dados de area tem sido bastante utilizados para se modelar de dados de sobrevivéncia com
informacao espacial disponivel, e a modelagem deste tipo de dados é, tradicionalmente,
feita através do modelo CAR proposto por Besag (1974). Diversos estudos aplicam o
modelo CAR, como é observado nos trabalhos de Banerjee e Carlin (2004), Cooner et
al. (2006), Bastos e Gamerman (2006), Diva et al. (2007, 2008), Pan et al. (2013), entre
outros. Neste trabalho de dissertacao, consideraremos dados de area que serao modelados
pelo modelo CAR.

Nesta dissertagao sao apresentadas as andlises detalhadas de dois conjuntos de dados
reais. O primeiro banco de dados corresponde a uma aplicacao da area médica em que
o objetivo é estudar o tempo de vida de pacientes com cancer de nasofaringe no estado
de Connecticut, EUA. Para este banco de dados serao consideradas para a andlise al-
gumas variaveis explicativas, tais como sezo, idade, raga, nuimero de tumores primdrios
e o condado em que vive cada paciente. O segundo banco de dados é constituido por

uma amostra de individuos que vivem em municipios pertencentes a regiao metropolitana



de Belo Horizonte (RMBH), e que foram vitimas de tantativa de homicidio. A variavel
resposta neste caso ¢ o tempo até a ocorréncia da segunda tentativa de homicidio, e o

nosso interesse sera estudar se existe algum tipo de padrao espacial presente nos dados.

Este trabalho apresentara a seguinte estrutura de organizagao: no Capitulo 2 serao
apresentados os conceitos basicos em andlise de sobrevivéncia, algumas funcoes de inte-
resse, o modelo Weibull e de riscos proporcionais. No Capitulo 3 serao apresentados os
procedimentos Bayesianos utilizados para a gerar as amostras a posteriori. Os diferentes
modelos com fragilidade serao descritos no Capitulo 4 e a aplicagao com base nos da-
dos reais mencionados anteriormente sera feita no Capitulo 5. Capitulo 6, apresenta as

conclusoes e os trabalhos futuros.



2 (Conceitos basicos em andlise de
sobrevivéncia

A anélise de sobrevivéncia consiste em um conjunto de técnicas estatisticas para ana-
lise de dados referentes a medicoes de tempo a partir de um instante inicial até a ocor-
réncia de um determinado evento de interesse numa populagao. No entanto, nem sempre
é possivel observar o evento de interesse para todos os individuos pertencentes ao estudo,
devido, em geral, a certas restricoes no processo de coleta de dados, situacao em que
surgem as designadas observacoes censuradas. De fato, nos estudos envolvendo dados de
sobrevivéncia, o tempo de vida de alguns individuos pode nao ser conhecido com exatidao,
havendo apenas informagao incompleta. Segundo Giolo e Colosimo (2006), observagoes
censuradas podem ocorrer por varias razoes, como € o caso, por exemplo, da perda de
acompanhamento de pacientes no decorrer do estudo, ou devido a nao ocorréncia do evento

de interesse até o término do experimento.

Observacoes censuradas se caracterizam em dois tipos de mecanismos de censura,
nomeadamente: mecanismo de censura nao informativo e mecanismo de censura informa-
tivo. O mecanismo de censura nao informativo é aquele no qual o conhecimento do tempo
de censura de um individuo nao fornece mais informagao sobre a sobrevivéncia futura
do individuo além da que, teriamos se ele tivesse continuado no estudo. Na realidade,
trata-se de uma hipotese de independéncia entre os mecanismos geradores de falha e de
censura, e garante que individuos cujo tempo de vida foi censurado num determinado
instante, tenham o mesmo risco de sofrer uma falha futura em comparacao com aqueles
que ainda nao "experimentaram'" o evento de interesse nesse instante. Em outras pa-
lavras, um mecanismo de censura diz-se nao informativo se a ocorréncia dessa censura ¢
independente do mecanismo que provoca a falha. Caso contrario, dizemos que mecanismo

de censura é informativo.

Em anélise de sobrevivéncia as censuras podem ser classificadas em trés tipos:

1. Censura a direita: ocorre quando o tempo até a ocorréncia do evento de interesse



esta a direita do tempo observado;

2. Censura a esquerda: ocorre quando o tempo até a ocorréncia do evento de interesse

esta a esquerda do tempo observado;

3. Censura intervalar: ocorre quando é conhecido apenas o intervalo de tempo no qual

o evento de interesse ocorreu, sendo o tempo exato de ocorréncia desconhecido.

A censura a direita é a mais frequente na pratica. As circunstancias nas quais pode
ocorrer este tipo de censura sao varias. Por exemplo, ao considerarmos um ensaio clinico
ou qualquer outro estudo experimental cuja finalidade seja a andlise de tempos de vida,
é natural ainda existirem individuos no fim do estudo para os quais nao foi observada a
morte. Por outro lado, a perda de acompanhamento de individuos em risco, a interrupcao
do tratamento para alguns doentes devido a fortes efeitos secundarios ou a ocorréncia da
morte por outra causa diferente da causa de interesse, sao também situacoes de censura
a direita. A censura a esquerda é o tipo de censura que ocorre com menor frequéncia na
pratica. Um exemplo bastante elucidativo de censura a esquerda surge quando se pretende
estudar a idade em que uma crianca consegue realizar determinada tarefa. Assim, como
antes do inicio do estudo, é possivel que algumas criangas ja saibam realizar essa tarefa, as
observacoes correspondentes sao censuradas a esquerda. Finalmente, a censura intervalar
ocorre com bastante frequéncia em problemas da area médica. Este tipo de censura esta
associado, em geral, a experimentos nos quais pacientes/elementos sdo acompanhados

periodicamente para o monitoramento da ocorréncia do evento de interesse.

Neste trabalho de dissertacao serda assumido que os tempos de falha estao sujeitos
a ocorréncia de censura a direita, e que o mecanismo de censura é nao informativo. A

censura a direita pode ser classificada em:

1. Censura do Tipo I: ocorre quando o estudo é terminado ap6s um periodo pré-

estabelecido de tempo.

2. Censura do Tipo II: ocorre quando o estudo ¢ finalizado apods a ocorréncia do evento

de interesse para um ntmero pré-estabelecido de individuos.

3. Censura do Tipo III: também conhecida como censura aleatoria, e na pratica médica
é o que mais ocorre. Ela acontece quando um paciente é retirado do estudo sem
ter se verificado o evento de interesse, como por exemplo, se um paciente morre por

uma causa diferente da causa em estudo.



A Figura (2.1)(a) ilustra o caso em que todos os individuos envolvidos no estudo
"experimentam" evento de interesse. As Figuras (2.1)(b),(c) e (d) ilustram os trés tipos

de censura que podem ocorrer.

Censuras do tipo I e IT ocorrem com maior frequéncia na area de engenharia enquanto
a censura do tipo III ou censura aleatoria é frequentemente observada na area médica.

Ao longo deste trabalho de dissertacao, assumiremos o mecanismo de censura aleatorio.
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Figura 2.1: Ilustracao de mecanismos de censura, em que "e" representa falha e "o" re-
presenta a censura. Fonte: Giolo e Colosimo (2006)

De acordo com Giolo e Colosimo (2006) uma representagao simples do mecanismo de
censura aleatoria é feita usando duas variaveis aleatorias T e C', em que T' que representa
o tempo de falha, isto é, o tempo de ocorréncia do evento de interesse, e C' representa o

tempo de censura associado ao paciente.

Os dados de sobrevivéncia sao comumente representados pelo par (Y;,4;), em que Y;
é o tempo de falha ou censura e §; é uma variavel indicadora de falha ou censura, isto é,
(6; = 1) se Y; é o tempo de falha e (6; = 0) se Y; é o tempo de censura. Dessa forma, Y; é

representado por:
Y = min{T;, Ci},

em que 11,75, ..., T, sao variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas

com funcao de distribuicao F' e independentes de C4, (s, ..., C), que também sao variaveis



aleatorias independentes e identicamente distribuidas com funcao de distribuicao G.

A variavel indicadora §;, © = 1...,n, pode ser representada da seguinte maneira
1 se T, <C;
52' = ’
0 se, T; >C;
parai=1...,n.

2.1 Funcoes de Interesse em Analise de Sobrevivéncia

De maneira geral, suponha que se pretende dar um acompanhamento a pacientes
por um certo periodo de tempo, ap6s o diagnostico de uma determinada doenca, e que
durante esse periodo registra-se um determinado nimero de 6bitos. Uma forma simples
de descrever este cenario é através do calculo da taxa de mortalidade média. No entanto,
em situacoes em que a taxa de mortalidade nao é constante ao longo do tempo, a taxa
média perde seu peso para descrever tal cenario, enfatizando a necessidade da analise de
sobrevivéncia. De fato, segundo Carvalho et al. (2011), ao empregar técnicas de analise de
sobrevivéncia somos capazes de responder a uma variedade de questoes nao respondidas

pelos métodos descritivos classicos.

Nesta secao, serao apresentadas funcoes basicas de anélise de sobrevivéncia. Por
meio dessas funcoes serd possivel responder a varias situacoes, nas quais o processo de

ocorréncia de eventos ao longo do tempo é o foco de interesse.

Seja T' uma variavel aleatoria continua nao negativa que representa o tempo até ocor-
réncia de um evento de interesse. Em anélise de sobrevivéncia, a distribuicao da variavel
aleatoria 1", pode ser especificada através da funcao de sobrevivéncia, fungao da taxa de

falha (ou risco), ou da fungao densidade de probabilidade.

Uma funcao de grande interesse pratico em analise de sobrevivéncia é a chamada
fungao de sobrevivéncia, denotada por S (t), e definida como sendo a probabilidade de um

individuo sobreviver um tempo superior a ¢, ou seja
S(t) = P(T>t)

— 1-P(T<?t)
= 1-F(t).



A distribuicao da variavel aleatéria T° também pode ser determinada pela func¢ao
densidade de probabilidade, que é definida como sendo o limite da probabilidade do evento
de interesse ocorrer em um intervalo de tempo pequeno, [t, t+At), dividida pela amplitude
do intervalo, At, isto é,

L PLT <t+ At)
f(t)_Ahtglo At

A funcgao risco, h(t), é definida como sendo a probabilidade de falha durante um
intervalo de tempo muito pequeno, dado que o evento nao ocorreu até o inicio do intervalo.
De maneira simples, assumindo que o individuo estava vivo no inicio do intervalo, qual é

a chance dele ter uma falha nesse curto intervalo de tempo. A funcao risco ¢ dada por

L PH<T<t+AUT 1) f(1)
ht) = fim, Al IO} (2.1)

Segundo Lee e Wang (2003), a fungao risco é também chamada funcao taxa de falha

instantanea. Assim a funcao risco acumulada é dada por
H(t) = / h (u) du. (2.2)

As trés funcoes apresentadas acima sao matematicamente equivalentes, uma vez que
sendo conhecida uma delas, as outras duas podem ser obtidas naturalmente por meio de
derivagao. Por exemplo, a fungao densidade pode ser obtida derivando-se a funcao de
distribuicao sobrevivéncia, isto €,

d d d

f(t) = @F(t) = %[1 —S(t)] = —%S(t)- (2.3)

Substituindo a Equagao (2.3) na Equagao (2.1) obtemos a fun¢ao risco:

—45 (1) d
— _ dt — . 2.4
hit) = e =~ 0B S (1) (2.4
Integrando a Equagao (2.4) no intervalo de (0,¢] e usando o fato de que S (0) = 1,

temos
t

S(t) =exp{—H (t)} = exp —/h(u) du p . (2.5)

Logo, das Equagoes (2.2) e (2.5) concluimos :

f(#)=h(t)exp{—H (1)} (2.6)



2.2 Modelo Weibull

Em anélise de sobrevivéncia, como vimos no comeco desta dissertacao, a variavel res-
posta é o tempo, T, até ocorréncia de um evento de interesse. Vimos também que esta
variavel resposta pode ser caracterizada por diversas funcgoes: funcao de sobrevivéncia,
funcao de densidade de probabilidade e fungao risco. Uma questao importante encontrada
dentro do campo de andlise de sobrevivéncia ¢ a escolha da distribuicao da variavel alea-
toria T'. A informacao que se tem, é que esta variavel aleatoria é continua e nao-negativa,
dessa forma a escolha da distribuicao normal sobre 7" é descartada, uma vez que essa

distribuicao assume valores negativos.

Carvalho et al. (2011) discutem diversas distribuigoes de probabilidades adotadas so-
bre a variavel aleatoria 7. Fazem parte deste grupo as ditribuicoes Weibull, log-normal e
gama. Segundo Carvalho et al. (2011) é desejavel decidir por distribui¢oes de probabili-
dades que se adaptam a uma grande variedade de situagoes, como é o caso da distribui¢ao
Weibull.

Seja T uma variavel aleatoria com fungao de distribuicao Weibull, isto é, T ~ Weibull(a, ),

entao as suas funcoes de densidade e de sobrevivéncia sao respectivamente:

f(t|Y) = ayexp{—t"}

S(t]4) = exp{—1°)
em que t > 0, ¥ = («,7), @ > 0 é o parametro de forma e v > 0 é parametro de escala.

Com base na Equacao (2.4), temos que a fungao risco é definida da seguinte forma:

At = % log (i)

d
(=~
dt( 7t%)

= ayt* . (2.7)

O valor do parametro « ¢ de grande interesse pratico, uma vez que este determina a
forma da fungao risco, como ilustrado na Figura (2.2). A fungao risco é decrescente se

a < 1, crescente se o > 1 e constante para a = 1.

Na Figura (2.2) observamos cinco cenarios de fungoes risco associados a distribuigao

Weibull. Notamos que, a cada valor do parametro de forma, a curva da funcao risco se
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Figura 2.2: Exemplos de fungoes risco associadas a distribuicao Weibull

comporta de maneira diferente. Por exemplo, em situacoes que o valor do parametro
de forma é menor que um (o = 0.85), o risco é maior no intante inicial e esse risco
vai diminuindo a medida que o tempo vai passando. Em situacoes em que o valor do
parametro de forma é maior que um, como por exemplo o = 3, notamos um crescimento

rapido da curva da funcao risco.

2.3 Funcao de Verossimilhanca

Vimos no inicio deste capitulo que a distingao entre falha e censura é geralmente feita
com base na variavel indicadora e que o tipo de mecanismo de censura a direita mais
comum, assumido nesta dissertacao, ¢ a censura aleatoéria. Nesta secao, veremos como

construir a funcao de verossimilhanca para dados de censura a direita.

Sejam T e C variaveis aleatorias independentes representando, respectivamente, os
tempos de falha e censura. Assuma que g(c) e G (c) sao fungdes de densidade e de
sobrevivéncia, respectivamente, da variavel aleatoria C'. Entao, para o i-ésimo individuo

temos que
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e Se for observada uma censura

p(Yi=10,=0)=P(C;=t,T, > Ci) = P(C; = ,T; > t) = g(t|]\)S(t;9);

e Se for observada uma falha

p(Yi=t0=1)=P(1;=tT,<C;)=P(T; =t,C; > t) = f(t|) G (t|A).
A combinagao dos dois cendrios resulta a seguinte verossimilhanca:

L(9|D) = Hfﬂ¢ A TT 9 (NS (604) D = (6.6 i = 1....n}

i=r+1

em que 1 e A sdo vetores de parametros associados a f() e G(), respectivamente, r repre-
senta o numero de observacoes nao-censuradas n —r corresponde o nimero de observacoes

censuradas.

Baseando-se na suposicao de que o mecanismo de censura é nao-informativo, isto é,
a funcao de distribuicao G nao envolve o vetor de parametros 1, isto é, como ¥ # A, a

funcao de verossimilhanca toma a seguinte forma:

p) o [ f talw) ] S (tilw). (2.8)
i=1 i=r+1
Aplicando a variavel indicadora §;, i = 1,...,n na Equacdo (2.8), temos
L () oc JT LS (tlw)]™ [S (tilap)) =" (2.9)
i=1

Substituindo na Equacdo (2.9) a relacdo (2.6) segue que

¢Wc41 (b)) S(ti]p) (2.10)

2.4 Modelo de Riscos Proporcionais

Em andlise de sobrevivéncia, variaveis explicativas (ou covariaveis) sao usualmente
introduzidas na modelagem através da funcao risco. Neste contexto, o modelo de riscos
proporcionais, proposto por Cox (1972), surge como o modelo de regressao mais popular

encontrado na literatura.
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O modelo de Cox ¢é dado por
h(tilx) = ho(ti) exp{x;B} ;i = 1,....n, (2.11)

em que ho(-) é chamada funcao risco base, que é afetada multiplicativamente pelo termo

exponencial que envolve as covariaveis, e pode ser modelada paramétrica ou nao-parametricamente,
i

x; = (241, ....x5) € 0 vetor de covariaveis e 3 = (f1,...,0,) ¢ o vetor dos coeficientes de

regressao.

Devido ao fato da funcgao risco base hg(-) poder ser modelada paramétrica ou nao-
parametricamente, o modelo de riscos proporcioanis é frequentemente referido na litera-
tura como um modelo semiparamétrico. Além disso, o termo "riscos proporcionais" deve-
se ao fato de que a razao entre as funcoes risco associadas a quaisquer dois elementos é
constante com relacao ao tempo, isto é, dados ¢ e 5 dois individuos diferentes

h (t|x;) _ o (t) exp {x; 8}
h(t|x;)  ho(t)exp{x;8}

= exp{x;8 — x;3}.

Quando a funcao risco base é modelada parametricamente, como o caso considerado
nesta dissertagao, a funcao de verossimilhanca é obtida de maneira similar aquela apre-
sentada na Secao 2.3. Logo, segue que

n

L(B,%|D) = [ [[ho(til9) exp(xiB)]* exp {—Ho (t|%) exp(xi8)} ,

i=1

em que D = {(t;,6;,%x;) :i=1,...,n}.
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3 Inferéncia Bayesiana

Em inferéncia estatistica, é fundamental medir a informacao sobre a quantidade de
interesse ¢ com base nos dados e conhecimentos a priori sobre 8 . Um dos procedimentos
utilizados para a solucao deste problema é o uso da abordagem Bayesiana, que consiste
em caracterizar a informacao dos dados combinada com conhecimento a prior: sobre
a quantidade 6. Esta incerteza, pode assumir diferentes graus, que por sua vez, sao
representados através de modelos probabilisticos sobre # assumindo valores no espaco

paramétrico ©.

Seja H a informacao inicial sobre um parametro 6, # € ©. Considerando que esta
informagao pode ser expressa de forma probabilistica, p(6|H). Segundo Migon e Gamer-
man (1999) normalmente a informacao em H nao é suficiente, sendo necessario métodos
de experimentacao, que consistem na observacao das quantidades aleatorias, denotadas
por Y, que caracterizam a populacao em estudo. Antes de se observar a quantidade Y,
é sempre importante avaliar a distribuicao amostral dessa quantidade, representada por

p(Y |0, H), vale ressaltar que estas quantidades aleatorias dependem do parametro 6.

Sejay = (y1,---,Yn), uma realizacao do vetor aleatorio Y. Entao a quantidade de
informacao disponivel sobre o parametro 6 é aumentada de H para H* = HN{Y =y},
em que, H* C H. Observemos agora que toda informacao disponivel sobre o parametro
0 & descrita por p(f|y, H), por meio da passagem de p(0|H) para p(f]y, H), através do

Teorema de Bayes.

Teorema 1 Seja 0 uma quantidade de interesse e desconhecida. A informagao que dispo-
mos sobre 0, que € resumida probabilisticamente por meio de p(0|H), pode ser aumentada
observando-se uma quantidade aleatoria Y associada a 0. Seja p(y|0, H) a distribui¢ao
amostral que define esta relagao. A distribuicao atualizada de 0 € obtida por

_p0,y|H) p(yl0, H)p(0|H)

POy H) ="y = oyl
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em que

py|H) = /@ oy 6| )6,

Este resultado ¢ conhecido como Teorema de Bayes, em homenagem ao seu idealizador,
Reverendo Thomas Bayes. Note que o termo p(y|H) nao depende de 0, isto é, o termo
1/p(y|H) é uma constante normalizadora. Note também que o fator H é comum a todos
os termos, e pode ser omitido para facilitar a notagao. Desta forma, o teorema de Bayes

pode ser reescrito da seguinte maneira

p(0ly) o p(y|0)p(9)

em que p(y|f) é a fungao que relaciona a observagao y e o parametro desconhecido 6. A
cada valor fixo de y, esta relacao fornece a plausibilidade ou verossimilhanca, para cada

um dos possiveis valores de 6§ € O e p(f) é chamada distribuicao a priori.

A distribuicao a posteriori de 6, p(f]y), contém toda informacao de que dispomos
para fazermos inferéncias sobre 6. Nas secoes 3.1 e 3.2 sera descrito brevemente como é

feita a estimacao pontual e por intervalo respectivamente, sob o paradigma Bayesiano.

3.1 Estimacao Pontual

Suponha, sem perda de generalidade, que 6 é um escalar. Entao, dada a distribuicao
a posteriori p(f]y), uma estimativa pontual para 6 pode ser obtida a partir de alguma

medida de tendéncia central. Trés escolhas sao: a média a posterior:

Eloly] = / _oploly)an.

a mediana a posteriori

0
9:/ p(0ly)do 0.5,

— 0o
e a moda a posteriori

~ ~

0:p(ly) = Sl;pp(9\Y)-

E importante ressaltar que, se a ditribuicao a posteriori for unimodal e simétrica,

como é o caso da distribuicao normal, a média, a mediana e a moda serao iguais. No
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entanto, no caso de distribuicao multimodal, a moda serd a pior medida de tendéncia
central a escolher. Por outro lado, a média a posterior: pode sofrer influéncia dos valores
extremos, tornando-se assim uma medida nao robusta, concluo que devo optar pela moda.

No entanto apesar dos problemas com outliers, a média é bastante utilizada na literatura.

Analogamente, como medida de variabilidade podemos tomar a variancia a posteriori,

Varlfly] = E[0*ly]— (E[f]y])?
_ / 0p(60]y)do — ( / Op(0ly)do)2,
6cO

0c®

ou ainda o desvio padrao a posterior: definido por
Sdfly] = /Var[0ly].

Uma outra quantidade considerada é o percentil & a posteriori, que é uma medida de

posicao e indica valor abaixo do qual cai um grupo de observacoes e é dador por

’

Q) - / p(6ly)do = €.

em que ' €O e € (0,1).

3.2 Estimacao por Intervalo

Na inferéncia classica, um dos procedimentos utilizados para verificar se covariaveis
sao estatiticamente significativas consiste na avaliacao dos intervalos de confianca dos
parametros associados a cada covariavel. Este procedimento é também valido no caso
Bayesiano. Na realidade, no contexto de inferéncia Bayesiana, recorre-se aos chamados
intervalos de credibilidade (C).

Suponha que se deseja encontrar os percentis £/2 e 1 —¢/2 da distribuigao a posteriori

de 6, isto é, os pontos g7, e gy tais que

/ " p0ly)do = £/2

/ T p(6ly)do =1 €/2.

E facil notar que P(q, < 0 < qu) = 1 — &, isto &, a probabilidade de # pertencer ao

intervalo (qr,qu) é de 100(1 — &)%. O intervalo apresentado acima é chamado intervalo
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de credibilidade e possui uma interpretacao probabilistica direta.

3.3 Amostrador de Gibbs

Na maioria das vezes nao é possivel obter uma expressao fechada a para distribuicao a
posteriort de 0, sendo necessario o uso de métodos numeéricos para que a analise Bayesiana
possa ser realizada. Existem varios métodos numeéricos utilizados para solucionar este
problema, dentre os quais destacam-se os métodos de simulacao de Monte Carlo via
Cadeias de Markov (MCMC), e em particular o amostrador de Gibbs, que sera utilizado

neste trabalho.

Os métodos MCMC sao métodos de simulacao estocasticos baseados na construcao de
cadeias de Markov cuja distribuigao estacionéria é p(f|y). Em linhas gerais os métodos
MCMC requerem apenas o conhecimento do niicleo de p(f|y), e fornecem uma maneira
de se obter amostras de p(f|y). Inferéncias sobre as quantidades de interesse sao, entao,

realizadas com base nas amostras geradas da distribuicao a posteriori.

O amostrador de Gibbs é um método MCMC bastante popular devido a sua eficiéncia
na solucao de problemas multidimensionais complexos. Considere um modelo com £ pa-
rametros, isto ¢, @ = (0y,...,0;). Para implementar o amostrador de Gibbs, é necessario

que seja possivel obter cada uma das distribuicoes condicionais completas a posteriort,
{p(0:l0;2i,y), i =1,... k}.

Dado um conjunto arbitrario de valores iniciais {9&0), . ,9,(60)}, o algoritmo do amos-

trodor de Gibbs funciona da seguinte maneira:

Para (s =1:9):

Passo 1: Seleciona-se 9%5) a partir de p(6,]0571, 057", ..., 05 y)

Passo 2: Seleciona-se 958) a partir de p(62]605,0571, ..., 0: 7 y)

Passo k: Seleciona-se 9,(5) a partir de p(0|05,05,...,0;_1,y)

Segundo Geman e Geman (1984), sob certas condiges de regularidades que sao satis-
feitas na maioria dos problemas, pode-se mostrar que, ap6s um nimero suficientemente

grande de iteracoes, a cadeia de Markov formada pelas distribui¢oes condicionais comple-
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tas apresentadas acima converge para a distribuicao a posteriori de 6, obtendo portanto,

uma amostra da distribuicao a posteriori.

A questao que se coloca é de como saber o nimero de iteracoes necessirias para
a convergéncia da cadeia para a distribuigao estacionaria p(f|y). Varios procedimentos
foram propostos para se testar o problema da convergéncia cadeia. Uma excelente revisao
sobre tais testes de convergéncia pode ser encontrada em (COWLES; CARLIN, 1996).
Nesta dissertacao serao utilizados os testes propostos Heidelberger e Welch (1983), Geweke

(1992), disponiveis no pacote coda do software R.

3.3.1 Selecao de Modelos

Um critério para comparacao de modelos Bayesianos bastante utilizado na literatura
¢ o chamado Critério de Informagao do Desvio (DIC). Grande parte da popularidade
do DIC deve-se ao fato desse método estar implementado em softwares como WinBUGS
e OpenBUGS. Nesta dissertacao serd utilizado o software OpenBUGS para o ajuste dos
modelos em estudo, entao a comparacao dos modelos ajustados serd feita utilizando-se o
DIC.

O DIC foi proposto por Spiegelhalter et al. (2002) como uma generalizagao do Critério
de Informagao de Akaike (AIC). Tal generalizacao é baseada na distribuicao a posteriori

da estatistica desvio,
D(0) = —2log f(y]0) + 2logm(y),

em que f(y|0) é a funcao de verossimilhanga e m(y) é uma fun¢ao que depende apenas

dos dados observados.

A proposta do DIC é resumir o ajuste do modelo através do valor esperado a posteriori
da estatistica desvio, D = Egy[D], e da compleribilidade do modelo determinada pelo
namero de parametros efetivos, denotado por pp. Spiegelhalter et al. (2002) mostraram
que, em situagoes envolvendo modelos Gaussianos, é possivel mostrar-se que o niimero de
parametros efetivos é o valor esperado da estatistica desvio menos o desvio das esperancas

calculadas com base nas distribuicoes a posteriori, isto é,

pp = Egy[D] — D(Epy[0])
~ DD
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Logo, temos o DIC definido como

DIC = D+pp

A escolha do melhor modelo é feita comparando os valores do DIC de todos os modelos

ajustados; quanto menor o valor do DIC, melhor serd ajuste do modelo.
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4 Modelos de Fragilidade

Segundo Rocha (2011), é pratica comum em andlise de sobrevivéncia assumirmos
que individuos com caracteristicas (covariaveis) similares sejam homogéneos. Entretanto,
em diversas situacoes praticas essa suposi¢ao pode nao ser razoavel. Como exemplo
desta situacao, consideremos um estudo clinico no qual sao envolvidos individuos com
caracteristicas idénticas, frequentemente observa-se que apesar de estes individuos fazerem
parte de um grupo homogéneo em relacao as covariaveis consideradas, diferem entre si
na reacao quando submetidos ao mesmo tratamento, ou no modo como cada individuo

absorve outros fatores.

De uma maneira geral, a heterogeneidade entre individuos que apresentam covariaveis
similares pode ser vista como decorréncia da nao inclusao de uma ou mais variaveis ex-
plicativas na modelagem de dados. A auséncia de tal(is) covariavel(is), por sua vez, pode
ser atribuida ao desconhecimento da(s) mesma(s), ou ainda, devido a impossibilidade de
se observar ou medir tal(is) variavel(is). Neste contexto, a necessidade de se incluir na
modelagem de dados de sobrevivéncia fontes de heterogeneidade nao observadas levou ao
surgimento dos chamados modelos de fragilidade. Introduzido por Vaupel et al. (1979), o
termo fragilidade é usado para designar as covariaveis nao observadas que descrevem os

fatores de risco desconhecidos ou que nao podem ser medidos.

Modelos de fragilidade também tém sido extensivamente utilizados na modelagem
de dados de sobrevivéncia multivariados que compreendem, por exemplo, tempos de so-
brevivéncia associados a: (i) membros de uma mesma familia; (ii) individuos sujeitos a
miltiplos eventos do mesmo tipo (eventos recorrentes); ou ainda, (iii) grupos de individuos
provenientes de diferentes areas ou regioes interligadas entre si. Em qualquer um desses
casos, a suposicao de independéncia entre os tempos associados a individuos pertencentes

a um mesmo grupo (ou recorréncia de eventos em um mesmo individuo) ndo é razoavel.

No contexto multivariado, a fragilidade é um efeito aleatorio (nao observavel) que é

compartilhado por elementos pertencentes a um mesmo grupo ou conglomerado e atua de
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maneira multiplicativa na fungao risco. O modelo de fragilidade mais comum é o chamado
modelo de fragilidade compartilhada, que corresponde a uma generalizagao do modelo de
riscos proporcionais, através da introducao do efeito aleatorio, e é definido do seguinte

modo
h(til|xil, Zl) = ho(til)zl exp(xilﬁ), = 1, Lei= 1, Ny, (41)

em que hg(t;) é a funcao risco de base, x; € um vetor 1 x p de covariaveis associado
ao i-ésimo individuo do [-ésimo conglomerado, 3 é um vetor p x 1 de coeficientes de
regressao e z; ¢ a fragilidade (ndo observada) associada ao I-ésimo grupo com distribuigao
de probabilidade conhecida com média 1 e variancia desconhecida 7. Valores grandes
de 7 indicam grande heterogeneidade entre os individuos ou grupos, enquanto pequenos

valores indicam auséncia ou pequena heterogeneidade entre os individuos ou grupos.

A partir do modelo (4.1), pode-se observar que individuos com valores de fragilidades
superiores a um tendem a ter maior possibilidade de experimentar o evento de interesse
enquanto os individuos com valores menores que um Sao mMenos propensos a ocorréncia

do evento de interesse.

O modelo com fragilidade apresentado em (4.1) preserva a estrutura do modelo de
riscos proporcionais dado em (2.11). A razao das fungoes risco de dois elementos, entre-
tanto, pode depender tanto da diferenca entre as covariaveis quanto da diferenca entre os

grupos. Temos os seguintes cenarios a considerar:

1. Para dois elementos 7 e j com covariaveis diferentes pertencentes a um mesmo grupo

[, temos

ho (t) 2 exp {Xzﬂ}
ho (t) 21 exp {x;8}

ou seja, a razao das fungoes risco entre os elementos ¢ e 7 depende apenas da diferenca

R(t) = = exp{(x; — x;)8},

entre suas respectivas covariaveis.

2. Analogamente, para individuos pertencentes a grupos diferentes (digamos [ e k) que

apresentam um mesmo conjunto de covariaveis X temos

 ho(Daes{xB) -
R(t) = ho(t)z;i exp {xB} z_;i’

isto é, o risco relativo é funcao da razao entre as fragilidades associadas aos respec-

tivos grupos dos individuos.

3. Finalmente, se forem comparados dois individuos com covariaveis diferentes, x; e
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X, pertencentes em grupos distintos [ e k, entao

= hol)zexp By _ 2 exp {(x; — X,
- ho(t)z exp {x;8} T p{(x; )8}

ou seja, o risco relativo depende tanto da diferenca entre as covariaveis quanto da

R(t)

diferenca entre os grupos, tornando impossivel a sua interpretagao.

Assim, h(t;|x;, z;) € uma func@o risco condicional ao efeito aleatorio z;. O modelo
marginal (integrando com respeito a z), em geral nao preserva a estrutura de riscos pro-
porcionais. De fato, a estrutura de riscos proporcionais s6 é preservada se a fragilidade
segue uma distribuigdo estavel positiva (KLEIN; MOESCHBERGER, 1997; HOUGA-
ARD, 2000).

A verossimilhan¢a (condicional) envolvendo os dados completos (dados observados e

dados nao observados) é dada por

L ng

L(B,%|Deomp) = [ [ [ [170(talep)z exp(xuB)] exp {—Ho(talth)z exp(xaB)},  (4.2)

=1 i=1
em que Deomp = {(ti, 0y X, z1) :l=1,...,Lyi=1,...,m} denota os dados completos.

Logo, a verossimilhanga marginal é obtida integrando-se (4.2) com respeito a densi-
dade g(z|@), isto &,

L(B.%. ¢ Daps) = / LB, | Deomp) (2] d)d2 (4.3)

em que Dyps = {(ti, 0, xy) :l=1,...,L,i=1,...,n} denota os dados observados.

A fungao de verossimilhanga dada em (4.3) é bastante complicada uma vez que, em
geral nao possui uma forma analitica fechada, sendo necessario uso de métodos de integra-
¢ao numérica. Entretanto, sob o paradigma Bayesiano, este problema pode ser facilmente
contornado se utilizarmos o amostrador de Gibbs para gerarmos uma amostra da distri-

buigao conjunta a posteriori de (3, ¢, v, z).

Uma questao que naturalmente se coloca, ao reconhecermos a necessidade da utiliza-
¢ao de um modelo que inclua heterogeneidade nao observada, é a da escolha da distribuigao
da variavel aleatoria Z (fragilidade ndo observada ou efeito aleatorio). De fato, precisa-
mos identificar qual é a distribuicao de probabilidade adequada sobre Z através da qual

conseguiremos estimar a variancia 7.

Como vimos no comeco deste Capitulo 4, existem dois cenarios distintos sobre o efeito

aleatorio. Um dos cenarios estd associado aos efeitos aleatorios nao correlacionados, em
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que se assume independéncia entre os individuos ou grupos, e o outro cenario que tange
aos efeitos aleatorios correlacionados, neste caso tomando em consideracao a estrutura de
dependéncia entre os grupos. Cada um dos cenérios descritos acima, suporta certos tipos
de distribuigoes. Segundo Lawson (2008), as distribuigdes gama e log-normal tem sido
bastante utilizadas para modelagem do efeito aleatorio quando nao se assume a suposi¢ao
de dependéncia entre os grupos, e os modelos (CAR), especificamente os modelos Condi-
cionais Autoregressivos Improprios ou Intrinsicos (ICAR) demonstram maiores vantagens
na modelagem do efeito aleatorio assumindo dependéncia entre os grupos (BANERJEE

et al., 2004).

4.1 Modelo de Fragilidade Gama

Segundo Vaupel e Yashin (1983), Hougaard (1984, 2000), a distribui¢ao gama tem sido
mais utilizada como distribuicao da fragilidade, por apresentar vantagens sob o ponto de
vista do tratamento matemético, uma vez que a distribuicao gama corresponde a tnica
distribuicao de fragilidade para qual a funcao de verossimilhanca marginal apresenta forma

fechada. O modelo de fragilidade gama é definido como no modelo (4.1), isto é,

h (tu|xi, z1) = ho (ta) zi exp {xuB} ,

considerando agora que as fragilidades z;, [ = 1, ..., L, sao assumidas serem uma amostra

independente de variaveis aleatorias Z; com distribuicao gama de parametros 7 e n, isto
é, Z; ~T(n,n).

A suposicao assumida no modelo com fragilidade gama é que a variavel aleatoria Z
deve ter média um para garantir a identificabilidade do modelo. Com base nos parametros
assumidos nesta distribuigao, esta suposi¢do nao é vilada, uma vez que, E[z] = 1 e

Var(z) = 1/n. Teremos heterogeneidade entre os grupos para pequenos valores de 7.

4.2 Modelo de Fragilidade Log-normal

Outra distribuicao bastante utilizada na pratica para os efeitos aleatorios é a dis-
tribuicao log-normal (HOUGAARD, 2000). No entanto esta distribuigdo apresenta uma
desvantagem uma vez que a verossimilhanca marginal nao possui forma fechada, sendo
necessario aplicacao do método de integracao numérica. O método de quadradura gaus-

siana tem-se destacado bastante para solucionar o problema da verossimilhan¢a marginal
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para esta distribuicao.

O modelo com fragilidade log-normal é um modelo que ainda preserva a estrutura de

riscos proporcionais (veja Equacdo (2.11)) e é definido do seguinte modo

h(tulza,z) = ho(ta) zexp{xuB}
= ho (tq) exp{xuB + wi}

em que w; = logz, [ = 1,..., L, sao variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas. Banerjee et al. (2003) trabalharam em seu artigo, com a distribui¢ao normal
de média zero e precisao 7 desconhecida, isto é, wj sy N (0,7). De fato, para que o
modelo de fragilidade log-normal seja identificavel, o termo do efeito aleatorio deve ter
meédia zero. Neste caso valores pequenos de 7 indicam um alto grau de heterogeneidade

entre os grupos.

4.3 Fragilidade espacial

Os modelos com fragilidade compartilhada gama e lognormal apresentados nas se¢oes
anteriores foram contruidos com base na suposi¢ao de independéncia entre os grupos ou
conglomerados. Como ja foi mencionado anteriormente, se os grupos representarem areas,

no entanto, a suposicao de independéncia entre os grupos pode deixar de ser razoavel.

O modelo CAR improprio, proposto por Besag et al. (1991), fornece uma maneira
bastante atrativa para modelarmos efeitos espaciais associados a dados de area. Este
modelo depende de uma matriz de proximidade Vy«, cujas entradas vy assumem valor
1 se as areas k e [ possuem fronteiras comuns (evento denotado por k ~ [), e zero caso
contrario. E possivel mostrar que a distribuicdo condicional completa (a priori) associada

a cada unidade de area ¢ dada por

(wrlw(-r) ~ N <Z wy /vy, ; ¢Uk.> ; (4.4)

lepy

em que w(_p) = {w; : I # k}, i denota o conjunto de indices associados as areas vizinhas
a area k, v, = Zl# v € 0 numero de areas vizinhas a area k e ¢ é um parametro de
precisao que controla a variabilidade comum associada ao conjunto de todas as areas sob
investigagdo. A fim de garantirmos a identificabilidade do modelo (4.4) devemos impor
a restricao 25:10% = 0. Esta restricao pode ser imposta numericamente através da

recentralizacao do vetor w ao redor de sua propria média em cada iteragao do amostrador



Gibbs.
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5 Aplicacoes

Neste capitulo serao apresentadas as analises de dois bancos de dados reais. No pri-
meiro banco de dados a variavel resposta é o tempo até a morte de pacientes diagnosticados
com cancer de nasofaringe em 8 condados do estado de Connecticut, EUA. O segundo
banco de dados reais é referente aos crimes em 8 municipios pertencentes a RMBH, em

que a variavel resposta é o tempo entre a primeira e a segunda tentativa de homicidio.

Para a geracao das amostras a posteriori das quantidades de interesse foram utilizados
os softwares R e OpenBUGS interligados por meio do pacote rbugs. Os scripts utilizados
para o ajuste dos modelos estao disponiveis no Apéndice. Para cada modelo ajustado, foi
gerada uma tnica cadeia com 600 mil iteracoes, das quais foram descartadas as primeiras
100 mil iteragoes (periodo de aquecimento da cadeia). Para diminuir a autocorrelagao da
amostra gerada foi considerado um salto (lag) de 100 iteragoes, resultando em amostras

de tamanho 5000 das distribuicoes a posteriori das quantidades de interesse.

Para ambos os bancos de dados analisados nesta dissertacao foram ajustados o modelo
de riscos proporcionais de Cox (M1), e trés modelos de fragilidade compartilhada, a saber:
fragilidade gama (M2), fragilidade log-normal (M3), e o modelo CAR intrinsico para
fragilidade espacial (M4).

Nesta dissertacao foi assumido que os tempos de resposta em ambos bancos de dados
seguem a distribuicao Weibull, o que implica que funcao risco base considerada seréd a
Equagao (2.7). A fim de garantir identificabilidade do modelo, o parametro de escala
da distribuicao Weibull serd assumido como sendo igual a 1, uma vez que consideraremos

o intercepto na modelagem. A funcao risco considerada na modelagem é, entao, dada por

h(talxi, 1) = at® "z exp{x;3}.

Para o parametro de forma « da distribuicao Weibull e os coeficientes da regressao

B’s, comuns em todos os modelos ajustados, as seguintes especificacoes a priori foram
consideradas: a ~ T'(1073,1073) e B ~ N(0,107%), k = 1,...,p. A escolha da dis-
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tribuicao a priori do parametro de forma o« da distribuicao Weibull foi feita de modo
a ter média 1 (note que, quando a = 1 a fungdo risco é constante) e variancia 1000,
isto &, a ~ ['(1072,107%), e dos coefcientes de regressio de modo a terem meédia zero
(estatisticamente nao significativos) e variancia 1000, isto é, 8 ~ N(0,1073). Para os
hiperparametros 1, 7 e ¢ associados aos modelos M2, M3 e M4, respectivamente, foi con-
duzida uma anélise de sensibilidade, em que foram consideradas as seguintes distribui¢oes
a priori: 1'(1,1), I'(0.1,0.1), I'(0.01, 0.01) e I'(0.001, 0.001). Para obtencao de melhores re-
sultados da analise de sensibilidade, foram consideradas prior: mais informativas e menos

informativas, com a mesma média (média=1) e diferentes valores da variancia.

A convergéncia da cadeia foi verificada mediante aplicacao das técnicas de Heidel-
berger e Welch (1983), Geweke (1992). Os resultados dos testes de convergéncia sao

mostrados no Apéndice.

5.1 Aplicacao a dados de Cancer

Os dados de cancer de nasofaringe nos condados do estado de Connecticut, nos EUA,
sao referentes & um periodo de acompanhamento de 34 anos (1973 & 2007). Nesse pe-
riodo temos uma amostra de 560 pacientes sendo registadas 390 mortes (69.64%). Foram
consideradas as seguintes variaveis explicativas: sezo (feminino=1, masculino=0), ra¢a

(branco=1, outros=0), idade (em anos) e nimero de tumores primdrios.

Na Tabela 5.1 sao apresentados os valores do DIC e o nimero de parametros efetivos,
pp, dos trés modelos de fragilidade ajustados considerando-se as diferentes especificagoes a
priori para os hiperparametros 7, 7 e ¢. Com base na Tabela 5.1 verificou-se que o melhor
modelo com fragilidade gama, (M2), é obtido considerando-se n ~ I'(0.001,0.001), uma
vez que apresenta menor valor do DIC (4125), entre todas as especifica¢oes a priori do
hiperparametro 7, exceto a especificacao I'(0.01,0.01). De fato, apesar das distribui¢oes
a priori 1°(0.001,0.001) e I'(0.01, 0.01) apresentarem o mesmo valor de DIC, considarando
I'(0.001,0.001) obtém-se um modelo com um nimero de parametros efetivos (pp = 7.968)
proximo ao nimero de parametros incluidos no modelo, 6 (5 componentes de 8 mais 1 do

parametro da distribuicao Weibull, ).

De modo anéalogo, o melhor modelo de fragilidade log-normal (M 3), é obtido considerando-
se 7 ~ 1'(0.001,0.001), uma vez que apesar de ilustrar o mesmo valor de DIC em relagao
a especificagdo G(0.01,0.01), apresenta um niimero de parametros efetivos, pp = 7.92

proximo ao nimero de parametros incluidos no modelo. No caso do modelo de fragilidade
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Tabela 5.1: Analise de sensibilidade das distribuicoes a priori dos hiperparametros n, 7 e
¢ - Aplicacao aos dados de cancer-Valores de DIC.

Distribuicoes a priori

Modelo Hiperp. I(1,1) I(0.1,0.1) (0.01,0.01)  I(0.001,0.001)
M2 n  4130.0 (12.09) 4127.0 (10.52) 4125.0 (3.894) 4125.0 (7.968)
M3 T 4130.0 (12.05)  4127.0 (10.49)  4125.0 (8.46)  4125.0 (7.92)
M4 ¢ 4127.0 (8.998) 4121.0 (3.951) 4125.0 (7.249)  4123.0 (5.221)

espacial, (M4), o melhor modelo é obtido considerando-se ¢ ~ I'(0.1,0.1). Estas consta-
tacoes, nos levam a concluir que nos dois primeiros cenarios, quanto menos informativa
for a especificagao a priori do hiperparametro que controla a variancia do efeito aleatorio,
melhor é a qualidade de ajuste, e neste tultimo modelo, (M4), a distribui¢ao a priori do

hiperparametro ¢, informativa tende a determinar um bom ajuste do modelo.

Também foi ajustado um modelo sem efeito aleatorio (M1), isto é, o modelo de Cox,
tendo se obtido como valor de DIC=4125, com ntimero de parametros efetivos, pp = 6.074.
Comparando este valor de DIC com o dos outros trés modelos, M2, M3 e M4, conclui-se
que o modelo M4, com hiperparametro ¢, que tem como distribuigao a priori I'(0.1,0.1),
possui melhor ajuste para modelar os dados de cancer de nasofarainge, uma vez que

apresentou o menor valor de DIC (4121).

A fim de avaliar o impacto da variacao das especificacoes das distribuicoes a priori
dos hiperparametros 1, 7 e ¢, sobre o parametro de forma o da Weibull, recorreu-se aos
boxplots como ilustrado na Figura 5.1. Observamos que os modelos M2 e M3 apresentam
um padrao idéntico na sua distribuicao a posteriori & medida que variamos de uma dis-
tribuicao a priori para outra. Entretanto, a distribuicao a posteriori de oo obtida a partir
do modelo M4 mostrou-se um pouco sensivel as especificacoes a priori para . A medida
que a variancia aumenta, a distribuicao a posteriori de ¢ tende a concentrar-se em valores

menores.

Do modo analogo ao parametro de forma da distribuicao Wezbull, foi feita uma ané-
lise de sensibilidade para cada um dos coeficientes de regressao associados as covariaveis

consideradas na modelagem, de acordo com as diferentes especificagdes a priori para n, 7
e ¢.

A Figura 5.2 apresenta o bozplot da distribuicao a posterior: do coeficiente de regressao
associado a covariavel idade. Verificamos que em todos os modelos de fragilidade este
coeficiente apresenta caracteristicas a posteriori similares, indicando nao ser sensivel para

as diferentes especificacoes a prior:i dos hiperparametros n e 7, respectivamente associados
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Figura 5.1: Boxplots da distribuicao a posteriori de o para dados de cancer

aos modelos M2 e M3) e com tendéncias de apresentar os mesmos valores das medianas
a posteriori. O cendario observado com base na covariavel idade, foi igualmente verificado

nas demalis covariaveis incluidas no modelo.

Para o modelo M1 e os modelos M2, M3 e M4, selecionados na analise de sensibili-
dade exibida na Tabela 5.1, foi feita uma anélise dos parametros associados as covariaveis.
Na Figura 5.3 estao ilustrados os bozplots referentes as distribuigoes a posterior: desses
parametros. Observamos similaridades nas caracteristicas dos parametros em suas distri-
buic¢oes, isto é, a distribuicao a posteriori de cada um dos parametros nao se diferencia de
um modelo para o outro. De fato, se considerarmos por exemplo o parametro associado
a covariavel ¢dade nos modelos M1, M2, M3 e M4, notamos um comportamento similar

em sua distribuicao a posteriori.

Como na Figura 5.3, na Figura 5.4 a similaridade da distribuicao a posteriori é ob-

servada apenas nos trés primeiros modelos, M1, M2, M3, desta vez considerando o pa-
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Figura 5.2: Boxplots da distribuicao a posteriori do coeficiente de regressao associado a
covariavel idade para dados de cancer

rametro de forma « da distribuicao Weibull. De fato, a distribuicao a posteriori deste
parametro apresenta valor mediano superior no modelo M4, em relacao ao valor apresen-

tado por outros modelos.
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Tabela 5.2: Estimativas das distribuicoes a posterior: dos parametros associados ao mo-
delo M4 para dados de cancer

média desvio limite inferior limite superior

a 0.7533 0.0328 0.6925 0.8188

intercepto  -2.9761 0.2729 -3.5070 -2.4520

sexo -0.0371 0.1142 -0.2633 0.1823

raca -0.1459 0.1852 -0.4905 0.2378

idade  0.5909 0.0583 0.4825 0.7119

n° de tumores primérios -0.1679 0.0929 -0.3418 0.0176
¢ 11.7564 8.6700 0.4279 29.2000

Com o objetivo de avaliar a contribuicao de cada uma das covariaveis assumidas na
modelagem, recorreu-se ao melhor modelo mais bem ajustado (M4) escolhido anterio-
mente com base no DIC. Os resultados apresentados na Tabela 5.2, mostram a média,
desvio padrao e intervalos HPD para o parametro de forma « da distribuicao Wewbull,
para o hiperparametro que controla a variancia da fragilidade espacial e também para
cada uma das covaridveis incluidas no modelo. Notamos que apenas os parametros [,
(intercepto) e By (idade), sao estatisticamente significativos, uma vez que os intervalos

HPD de cada um deles nao contém zero.

Com base no modelo M4, mantendo inalteradas as covariaveis sexo, ra¢a e numero de
tumores primdrios, a cada variagao unitaria na covariavel idade, condicionado em cada
fragilidade, o risco dos pacientes com cancer no estado de Connecticut experimentarem o

evento de interesse (morte), aumenta em média €**9% = 1.81.

Ainda na Tabela 5.2 observamos que o intervalo HPD esté a esquerda de 1, implicando

que a funcao risco é decrescente, conforme mostra a Secao 2.2.

Um outro parametro de interesse neste estudo ¢ aquele que controla a precisao da
fragilidade, neste caso representado por ¢. O valor da média a posteriori do parametro

<$ = 11.7564, indicando um baixo nivel de heterogeneidade entre as areas.

Uma maneira de analisar dados de sobrevivéncia espacialmente arrajandos é pelo ma-
peamento dos termos dos efeito aleatorio. Na Figura 5.5 sao apresentadas as fragilidades
estimadas pelos modelos M2, M3 e M4 mais bem ajustados na anélise de sensibilidade.
Com base no mapa fornecido pelo modelo M4, que apresentou o menor DIC dentre todos
os modelos considerados, nota-se que os condados localizados na regiao sudoeste (Fairfield
e New Haven) tém menor risco de morte em decocorréncia de cancer de nasofaringe que
nos demais condados do estado. Os condados de Litchfield e Middlesex, por outro lado,

apresentaram o maior risco dentre todos os condados do estado, enquanto os condados
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Tabela 5.3: Analise de sensibilidade das distribui¢oes a priori dos hiperparametros n, 7 e
¢ - Aplicacao aos dados de crimes-Valores de DIC

Distribuicoes a priori

Modelo Hiperp.  I(L,1) (0.1,0.1) (0.01,0.01) I(0.00,0.001)
M2 " 1437 (10.0) 1434 (8.553) 1432 (7.324) 1431 (6.54)
M3 T 1437 (9.979) 1434.450 (8.485) 1432 (7.271) 1431 (6.692)
M4 ¢ 1435 (5.536) 1432 (5.672) 1429 (3.665) 1431 (6.002)

de New London, Windham, Tolland e Hartford apresentaram risco intermediario de 6bito
devido ao cancer de nasofaringe. E importante observar, também, que os mapas forneci-
dos pelos modelos M2 e M3, que nao consideram a estrutura espacial, diferem do mapa

fornecido pelo modelo M4, podendo levar a conclusoes enganosas.

5.2 Aplicacao a dados de crimes

Como abordado anteriomente no comeco deste Capitulo, a segunda aplicacao deste
trabalho de dissertacao esta relacionada aos dados sobre crimes ocorridos na RMBH,
registados num periodo de 4 anos (2008 a 2012) tomando em consideragdo uma amostra de
118 individuos que sofreram duas tentativas de homicidio. O homicidio foi consumado em
26.3% dos casos registados. As analises foram feitas considerando as seguintes covariaveis:
sexo, (branco—1, outros—0), idade,(em anos), local (indicadora: 1— as duas tentativas de
homicidio ocorreram no mesmo municipio e 0 caso contrario) e consumado (indicadora: 1=
o homicidio foi consumado na segunda tentativa do crime e 0 caso contrario). A variavel
resposta para esta esta aplicacao como foi abordado ainda no comeco deste Capitulo é o

tempo entre a primeira e a segunda tentativa de homicidio.

Os resultados ilustrados na Tabela 5.3 fornecem os valores do DIC e o nimero de
parametros efetivos, pp em paréntesis, a partir dos quais foi possivel fazer uma anélise de
sensibilidade dos trés modelos de fragilidade ajustados considerando as diferentes especi-
ficagoes a priori sobre os hiperparametros n, 7 e ¢. Com base na Tabela 5.3, verificou-se
que os melhores modelos de fragilidade (menor DIC—1431) gama (M2) e log-normal (M3)
foram obtidos considerando-se como especificacdo a priori paran e 7 a 1'(0.001,0.001). De
modo analogo, no caso do modelo de fragilidade espacial, (M4), o melhor modelo (menor
DIC=1429) é obtido considerando a I'(0.01,0.01) como distribui¢ao a priori para ¢. Em
geral, especificacoes a priori menos informativas, tendem a determinar melhor ajuste com

base nestes dados de crimes.

Foi igualmente ajustado um modelo M1 sem a fragilidade (ndo observada), tendo se
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obtido o valor de DIC=1430, com nimero de parametros efetivos, pp = 5.975. Compa-

rando este DIC com o valor dos menores DIC dos trés modelos, M2, M3 e M4, opta-se

pelo modelo M4 com distribuigao a priori ¢ ~ I'(0.01,0.01) e o menor DIC.
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Figura 5.6: Boxplots da distribuicao a posteriori de o para dados de crimes

Para analisar a sensibilidade do parametro de forma a da distribuicao Weibull, uti-

lizando as diferentes especificagoes das distribuicoes a priori dos hiperparametros 7, 7

e ¢ associados as variancias dos efeitos aleatorios inclusos nos modelos M2, M3 e M4

respectivamente, foram construidos os bozplots, da Figura 5.6. No modelo M2 notamos

que cada amostra a posteriori tende a mostrar, caracteristicas similares as observadas nas

outras amostras. Como por exemplo, a variabilidade observada com base na priori I'(1, 1)

no modelo M2 é identicamente observada na priori I'(0.001, 0.001), assim como em outras

especificagoes a priori ao nivel do modelo M2.

Estas caracteristicas da distribuicao a posteriori de «, observadas nos boxplots obtidos

para o modelo M2, sao verificadas também nos bozplots obtidos com base no modelo
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M3. O cenario muda quando consideramos os resultados para o modelo M4; note que o
parametro de forma da distribuicao Weibull sofre influéncia das variacoes de especificacoes
a priori do hiperparametro ¢ que controla a variancia da fragilidade espacial. De fato,
considerando distribuicoes a prior: menos informativas, observamos que os valores das

medianas a posteriori tornam-se menores.

Em geral, o parametro de forma da distribuicao Weibull nao foi influenciado pelas
variacoes de especificacao a priori ao nivel dos modelos M2 e M3 e nao sofreu efeitos na
mudanga do modelo M2 para o M3. Entretanto, notamos evidentes efeitos da variagao
de priori ao nivel do modelo M4, indicando diminuicao gradual da mediana a posterior:

a medida que consideramos priori menos informativas.

Os procedimentos aplicados ao parametro de forma da distribuicao Weibull, no que
concerne a analise de sensibilidade, também foram usados para cada uma das covariaveis
incluidas nos modelos de fragilidade. A Figura 5.7 apresenta os boxplots da distribuicao a
posteriori do coeficiente de regressao associado a covariavel sexo. Verifica-se caracteristicas
similares em todos os modelos de fragilidade, com priori menos informativas apresentando
maiores valores da mediana a posteriori . Para as demais covariaveis incluidas no modelo
foi observado que diferentes especificacoes a a priori para n, 7 e ¢ nao influenciam nas
distribuicoes a posteriori dos coeficientes de regressao. Os graficos destas covariaveis sao

mostrados no Apéndice.
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Figura 5.7: Boxplots da distribuicao a posteriori do coeficiente de regressao associado a
covariavel sero para dados de crimes

Os bozplots mostrados na Figura 5.8 ilustram o comportamento da distribuicao a pos-
teriori dos coeficientes associados as covariaveis incluidas no modelo M1 e nos modelos
M2, M3 e M4 mais bem ajustados de acordo com DIC. Observamos uma similaridade
de comportamento dos coeficientes de regressao em todos os modelos, como por exemplo,
a presenca dos valores extremos (outliers) observados em cada coeficiente de regressao do
modelo M4, tende a se manter nos restantes modelos. Uma outra similaridade nos quatro
modelos considerados, é observada para o intercepto que apresenta um valor da mediana a
postertori inferior aos valores medianos a posteriori dos coeficintes das covariaveis conside-
radas na modelagem, além de indicar maior variabilidade, uma vez que apresentou maior
intervalo interquartilico em todos os modelos. Em geral, cada coeficiente de regressao a
postertori tende a manter o seu comportamento, a medida que mudamos de um modelo

para o outro.
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Na Figura 5.9 observamos os bozplots da distribuicao a posteriori do parametro de
forma « da distribuicao Weibull para cada um dos quatro modelos considerados. Notamos
a presenca de caracteristicas que dao similaridade na sua distribuicao nos trés primeiros
modelos, M1, M2 e M3. Por exemplo, em cada modelo, o parametro tende a ilustrar a
mesma variabilidade a posteriori, uma vez que apresenta a mesma diferenca interquarti-
lica, com tendéncias de apresentar o mesmo valor da mediana a posteriori. Entretanto,
este parametro sofre mudancas da sua distribuicao a posteriori, quando consideramos o
modelo de fragilidade espacial, M4. De fato, com base neste modelo, o parametro possui
um valor da mediana a posteriori superior, o mesmo se observa para os valores minimo e
maximo. Em geral, o parametro de forma « da distribuicao Wewbull tem comportamento
a posteriori similar nos modelos sem fragilidade e com fragilidade gama e log-normal,

sofrendo modificacoes quando consideramos o modelo de fragilidade espacial.

A fim de analisar a contribuicao de cada covariavel recorreu-se ao modelo M4 com
priori ¢ ~ 1'(0.01,0.01) e menor DIC. Na Tabela 5.4, além de observarmos as estimativas
da média a posteriori, do desvio padrao a posteriori e do intervalo HPD de 95% para
cada coeficiente de regressao associado a cada covariavel, temos também estimativas para
as distribuicoes a postertori do parametro de forma o da distribuicao Weibull e do hi-
perparametro ¢ que controla a variancia da fragilidade espacial. Notamos que nenhuma

covariavel incluida no modelo é estatisticamente significativa, uma vez que o intervalo
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Tabela 5.4: Estimativas das distribuicoes a posterior: dos parametros associados ao mo-
delo M4 para dados de crimes

média  desvio limite inferior limite superior

a 1.0187  0.0827 0.8576 1.1850
intercepto  -3.8551  0.8389 -5.4970 -2.2580
sexo -1.1365  0.7021 -2.3920 0.3277

idade -0.0022  0.0085 -0.0194 0.0141
lugar -0.1034  0.2810 -0.6483 0.4692
consumado -0.1306  0.2248 -0.5948 0.2813
¢ 43.0138 55.2408 0.0758 152.5000

HPD de cada um dos coeficientes de regressao contém o zero. Estes resultados mostram
que, por exemplo, nao faz diferenca se as tentativas de homicidios ocorrerem no mesmo
lugar. De modo anélogo verificamos que o parametro de forma da distribuicao Weibull
nao é estatisticamente significativo, uma vez que nao se rejeita a hipotese nula deste pa-
rametro assumir o valor um, isto é, (Hy : @ = 1), que implica numa fungao risco constante

ao passar do tempo.

Na Figura 5.10 sao apresentados as fragilidades estimadas a posterior: associadas aos
modelos M2, M3 e M4 mais bem ajustados. O mapa obtido com base no modelo M4
aponta que as areas localizadas na regiao oeste do mapa tendem a apresentar maior risco
de ocorréncia de homicidios que os municipios localizados na regiao leste do mapa. Tal
resultado estd de acordo com o que era esperado, uma vez que os municipios localizados
na regiao oeste do mapa sao sabidamente mais violentas que aqueles localizados na regiao
leste. E importante observar também que o padrao de distribuicao do risco de ocorréncia
da segunda tentativa de homicidio associado ao modelo M4 é diferente daquele observado
nos mapas obtidos com base nos modelos M2 e M3. Tal resultado pode ser explicado
pela estrutura de dependéncia espacial considerada pelo modelo M4, que nao é levada em

conta nos modelos M2 e M3.
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6 Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho foram feitos estudos de modelos de sobrevivéncia com efeitos aleatorios.
Foram considerados o modelo de riscos proporcionais e os modelos de fragilidade, que sao
uma generalizagao do modelo de riscos proporcionais. Dentro dos modelos de fragilidade,
trés distribuicoes sobre o termo do efeito aleatorio foram assumidas, duas delas suportam
situacoes em que nao se assume a suposicao de dependéncia espacial, nomeadamente, as
distribuicoes gama e log-normal e a terceira distribuicao assumida, ¢ bastante aplicada
na situacao em que se assume a suposicao de dependéncia espacial, neste caso o modelo
ICAR.

Os modelos estudados foram aplicados a dois bancos de dados reais, referentes aos
dados de cancer de nasofaringe no estado de Connecticut, EUA, e dados de crimes ocor-
ridos em municipios pertencentes a regiao metropolitana de Belo Horizonte, Brasil. Para
cada banco de dados foi realizada uma analise de sensibilidade com base nas diferentes
especificagoes a priori (com diferentes graus de informacao) para os hiperparametros as-
sociados as variancias dos efeitos aleatorios de cada modelo de fragilidade considerado.
Com base nas anélises de sensibilidade realizadas, observou-se que os modelos M2 e M3
apresentaram desempenho bastante similar em termos de DIC e pp para ambos os bancos
de dados analisados. Verificou-se também que os melhores ajustes para os modelos M2 e
M3 nos dois bancos de dados foram obtidos com base nas especificagoes a priori menos
informativas, diferentemente do modelo M4, que apresentou melhor desempenho quando

distribuicoes a priori mais informativas foram consideradas.

Em geral o parametro de forma o da distribuicao Weibull nao se mostrou sensivel
as especificacoes a priori dos hiperparametros associados aos modelos M2 e M3 para
ambos bancos de dados. Entretanto verificou-se que a massa da distribuicao a posterior:
de a tende a concentrar-se em valores menores a medida que a distribuicoes a prior: me-
nos informativas sao assumidas para os hiperparametros da distribuicao da fragilidade.
Verificou-se também que as distribuicoes a posterior: dos coeficientes de regressao asso-

ciados as covariaveis incluidas nos modelos M2, M3 e M4 sao similares para dados de
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cancer. Entretanto, para os dados de crimes o intercepto e o coeficiente de regressao as-
sociado & covariavel sero mostraram-se sensiveis as especificacoes a priori para todos os

modelos estudados.

As distribuicoes dos coeficientes de regressao associados aos modelos mais bem ajus-
tados mostraram-se bastante similares, independentemente do banco de dados analisado.
No entanto o parametro de forma da distribuicao Weibull associado ao modelo M4 e
aos dadoss de crimes apresentou uma pequena diferenca em relagao aos demais modelos

estudados.

A funcao risco de base estimada para os dados de cancer é decrescente, o que implica
que o risco de morte em decorréncia de cancer de nasofaringe para a populacao em estudo
diminui com o passar do tempo. Foi observado também que apenas a covariavel idade
contribui significativamente para explicar o risco de ocorréncia de 6bito devido ao cancer
de nasofaringe. A funcao risco para dados de crimes que é afetada unicamente pelos
termos de efeito aleatorio, tende a se manter constante ao passar do tempo. Em geral,
embora a funcao risco de se "experimentar'o evento de interesse seja constante, em certos
municipios da RMBH ela tende a diminuir e em outros aumenta, igualmente observamos

este comportamento nos condados do estado de Connecticut.

Para ambos os bancos de dados analisados, verificou-se que os mapas com as fragili-
dades estimadas pelos modelos M2 e M3, que nao levam em consideracao a estrutura de
dependéncia espacial, diferiram dos mapas com as fragilidades estimadas fornecidas pelo
modelo M4, que foi apontado como o modelo mais bem ajustado. Portanto, os resultados
encontrados nessa dissertacao ressaltam a importancia de se utilizar os modelos que levem
em consideracao a estrutura de dependéncia espacial presente nos dados de sobrevivéncia

a fim de se obter resultados mais confiaveis.

Para trabalhos futuros, serao feitas analises dos dados sobre crimes na regiao me-
tropolitana de Belo Horizonte, com base na modelagem ezponencial. Seria interessante
também desenvolver estudos simulados para avaliar o comportamento do modelo diante

de diferentes cenérios.
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Apéndice

Tabela 6.1: Testes de convergéncia para as cadeias do parametro do Modelo M4 para
dados de cancer

Heidelberg and Welch-P,q,,  Geweke(Zopservados )

Q@ 0.9365 -0.1030

int 0.1607 0.7793

sexo 0.2342 0.6018

raca 0.0555 -1.4311

idade 0.0849 1.0375

n° primarias 0.6115 0.9888
[0) 0.6811 -1.3597

Tabela 6.2: Testes de convergéncia para as cadeias do parametro do Modelo M4 para
dados de crimes

Heidelberg and Welch-P,y,.  Geweke(Zopservados )

« 0.6252 0.6655
intercepto 0.8262 0.4382
Sexo 0.9470 -0.2288

idade 0.2573 -1.2427
lugar 0.8759 -0.4924
consumado 0.5964 -1.1074

0] 0.9418 -0.5523
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