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Resumo

Nesta dissertação são apresentadas as análises de dois 
onjuntos de dados reais que

dispõem de informação espa
ial. O primeiro ban
o de dados 
orresponde a uma apli
ação

da área médi
a em que o objetivo é estudar o tempo de vida de pa
ientes 
om 
ân
er de

nasofaringe no estado de Conne
ti
ut, EUA, e o segundo ban
o de dados é 
onstituído por

uma amostra de indivíduos que vivem em muni
ípios perten
entes à região metropolitana

de Belo Horizonte, e que foram vítimas de tentativa de homi
ídio. Considerando uma

abordagem Bayesiana e assumindo que os tempos de falha seguem distribuição Weibull,

os modelos de fragilidade gama e lognormal, que não levam em 
onta a estrutura de

dependên
ia espa
ial presente nos dados, e o modelo CAR intrínse
o, que a
omoda tal

estrutura de dependên
ia, foram ajustados para ambos os ban
os de dados. A �m de se

avaliar o efeito de diferentes espe
i�
ações a priori sobre os modelos ajustados uma análise

de sensibilidade foi 
onduzida. Os modelos que apresentaram o melhor ajuste foram então


omparados, e mapas 
om as fragilidades estimadas para 
ada área foram 
onstruídos.

Com base nos mapas obtidos foi possível observar a existên
ia de um padrão do ris
o da

o
orrên
ia do evento de interesse nas áreas estudadas, indi
ando a presença de estrutura

de dependên
ia espa
ial nos dois ban
os de dados analisados.

Palavras-
have: Dados de sobrevivên
ia, modelo de ris
os propor
ionais, modelos de

fragilidade.
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Abstra
t

In this work the analyses of two real data sets with spatial information available are

presented. The �rst data set 
orresponds to an appli
ation of the medi
al �eld in whi
h

the obje
tive is to study the life of patients with nasopharyngeal 
an
er in Conne
ti
ut,

USA, and the se
ond data set 
omprises a sample of individuals living in muni
ipalities

belonging to the metropolitan region of Belo Horizonte, who were vi
tims of attempted

murder. Considering a Bayesian approa
h and assuming that the failure times follow

Weibull distribution, the gamma and lognormal frailty models, whi
h do not take into

a

ount the spatial dependen
e stru
ture present in the data, and the intrinsi
 CAR

model, whi
h a

ommodates su
h dependen
e stru
ture, were adjusted for both data

sets. In order to evaluate the e�e
t of di�erent prior spe
i�
ations on the �tted models

a sensitivity analysis was 
ondu
ted. The best �tted models were then 
ompared, and

maps displaying the estimated frailties for ea
h area were built. Based on su
h maps it was

possible to observe the existen
e of a risk pattern of the o

urren
e of the event interest

over the areas under study , indi
ating the presen
e of spatial dependen
e stru
ture in

both databases analyzed.

Keywords: Survival data, proportional hazard models, frailty models.
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1 Introdução

A análise de sobrevivên
ia é uma das áreas da estatísti
a que vem 
res
endo a partir da

dé
ada de 80 sob forte in�uên
ia da evolução dos 
omputadores e das té
ni
as estatísti
as

para análisar dados de sobrevivên
ia. Um fato importante é que esta té
ni
a é apli
ada

prin
ipalmente em situações na quail os dados são 
ensurados, por exemplo, quando alguns

indivíduos envolvidos no estudo não "experimentam" o evento de interesse, ou seja, não

"falham" até o �m do estudo (GIOLO; COLOSIMO, 2006). Sem a presença da 
ensura

nos dados, 
ontinuam válidas outras té
ni
as estatísti
as além da análise de sobrevivên
ia,


omo análise de regressão e planejamento de experimentos.

Segundo Banerjee et al. (2003), o uso de modelos de sobrevivên
ia para a modelagem

de dados que envolvem efeitos aleatórios (ou fragilidades, 
omo usualmente são referidos

estes efeitos em análise de sobrevivên
ia), estão se tornando 
ada vez mais 
omuns. O

termo fragilidade foi introduzido por Vaupel et al. (1979) em um 
ontexto envolvendo

dados de mortalidade e Lan
aster (1979) in
orporou este termo na modelagem do tempo

de duração de desemprego.

Apesar de introduzido em 1979, Clayton (1978) já havia apli
ado o termo fragilidade

(mas sem levar em 
onta o 
on
eito de fragilidade) em um estudo sobre análise multivari-

ada de dados de sobrevivên
ia. Mais tarde Clayton e Cuzi
k (1985) in
orporou também o

termo de fragilidade em 
ontexto de modelagem da 
orrelação entre os grupos. Whitmore

e Lee (1991) baseando na de�nição dos modelos de fragilidade, examinaram a distribui-

ção gama inversa sobre o termo de fragilidade. Por sua vez Banerjee et al. (2003) utiliza

o modelo 
ondi
ional autorgeressivo (CAR), para in
orporarar em sua modelagem um

termo de fragilidade espa
ial nas suas análises sobre os dados de mortalidade infantil no

estado de Minnesota.

Existem diversas razões para in
luirmos um ou mais termos de fragilidade na mode-

lagem de dados de sobrevivên
ia. Por exemplo, podemos in
luir o termo de fragilidade

para 
apturar a heterogeneidade não observada asso
iada aos indivíduos/elementos que
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são objeto de estudo. De uma maneira geral, podemos dizer que há sempre um grande

número de 
ovariáveis que, 
aso pudessem ser medidas, dariam informação su�
iente para

mostrar as diferenças entre indivíduos. Neste 
ontexto, o termo fragilidade pode ser utili-

zado para representar a ausên
ia daquelas 
ovariáveis que não foram in
luídas no modelo

porque não dispomos de informação a
er
a dos seus valores individuais, ou simplesmente

pelo nosso des
onhe
imento da sua existên
ia. Modelos de fragilidade também são bas-

tante utilizados em situações nas quais os dados de sobrevivên
ia são observados em

grupos ou (
onglomerados) de indivíduos/elementos. Nestes 
asos, usualmente termos de

fragilidades são adi
ionados à modelagem para representar os diferentes grupos, que por

sua vez são assumidos serem independentes. Tais modelos são 
onhe
idos na literatura de

análise de sobrevivên
ia 
omo modelos de fragilidade 
ompartilhada, uma vez que todos

os indivíduos/elementos perten
entes ao mesmo grupo 
ompartilham o mesmo termo de

fragilidade.

Neste trabalho 
onsideraremos a situação em que dados de sobrevivên
ia são observa-

dos em grupos que são espa
ialmente organizados. Espe
i�
amente, nossos grupos repre-

sentam regiões geográ�
as, 
omo, por exemplo, 
idades ou 
ondados de um determinado

estado, et
. Assim, é razoável suspeitarmos que termos de fragilidade asso
iados a áreas

ou regiões que são próximas uma das outras tendem a ser similares em magnitude. Em

outras palavras, estamos interessados em modelar a possível estrutura (não observada)

de dependên
ia espa
ial presente nos dados de sobrevivên
ia. Modelos de sobrevivên
ia

que in
luem informação espa
ial tem se tornado 
ada vez mais 
omuns. Em parti
ular,

dados de área tem sido bastante utilizados para se modelar de dados de sobrevivên
ia 
om

informação espa
ial disponível, e a modelagem deste tipo de dados é, tradi
ionalmente,

feita através do modelo CAR proposto por Besag (1974). Diversos estudos apli
am o

modelo CAR, 
omo é observado nos trabalhos de Banerjee e Carlin (2004), Cooner et

al. (2006), Bastos e Gamerman (2006), Diva et al. (2007, 2008), Pan et al. (2013), entre

outros. Neste trabalho de dissertação, 
onsideraremos dados de área que serão modelados

pelo modelo CAR.

Nesta dissertação são apresentadas as análises detalhadas de dois 
onjuntos de dados

reais. O primeiro ban
o de dados 
orresponde a uma apli
ação da área médi
a em que

o objetivo é estudar o tempo de vida de pa
ientes 
om 
ân
er de nasofaringe no estado

de Conne
ti
ut, EUA. Para este ban
o de dados serão 
onsideradas para a análise al-

gumas variáveis expli
ativas, tais 
omo sexo, idade, raça, número de tumores primários

e o 
ondado em que vive 
ada pa
iente. O segundo ban
o de dados é 
onstituído por

uma amostra de indivíduos que vivem em muni
ípios perten
entes à região metropolitana
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de Belo Horizonte (RMBH), e que foram vítimas de tantativa de homi
ídio. A variável

resposta neste 
aso é o tempo até a o
orrên
ia da segunda tentativa de homi
ídio, e o

nosso interesse será estudar se existe algum tipo de padrão espa
ial presente nos dados.

Este trabalho apresentará a seguinte estrutura de organização: no Capítulo 2 serão

apresentados os 
on
eitos bási
os em análise de sobrevivên
ia, algumas funções de inte-

resse, o modelo Weibull e de ris
os propor
ionais. No Capítulo 3 serão apresentados os

pro
edimentos Bayesianos utilizados para a gerar as amostras a posteriori. Os diferentes

modelos 
om fragilidade serão des
ritos no Capítulo 4 e a apli
ação 
om base nos da-

dos reais men
ionados anteriormente será feita no Capítulo 5. Capítulo 6, apresenta as


on
lusões e os trabalhos futuros.
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2 Con
eitos bási
os em análise de

sobrevivên
ia

A análise de sobrevivên
ia 
onsiste em um 
onjunto de té
ni
as estatísti
as para aná-

lise de dados referentes a medições de tempo a partir de um instante ini
ial até a o
or-

rên
ia de um determinado evento de interesse numa população. No entanto, nem sempre

é possível observar o evento de interesse para todos os indivíduos perten
entes ao estudo,

devido, em geral, a 
ertas restrições no pro
esso de 
oleta de dados, situação em que

surgem as designadas observações 
ensuradas. De fato, nos estudos envolvendo dados de

sobrevivên
ia, o tempo de vida de alguns indivíduos pode não ser 
onhe
ido 
om exatidão,

havendo apenas informação in
ompleta. Segundo Giolo e Colosimo (2006), observações


ensuradas podem o
orrer por várias razões, 
omo é o 
aso, por exemplo, da perda de

a
ompanhamento de pa
ientes no de
orrer do estudo, ou devido a não o
orrên
ia do evento

de interesse até o término do experimento.

Observações 
ensuradas se 
ara
terizam em dois tipos de me
anismos de 
ensura,

nomeadamente: me
anismo de 
ensura não informativo e me
anismo de 
ensura informa-

tivo. O me
anismo de 
ensura não informativo é aquele no qual o 
onhe
imento do tempo

de 
ensura de um indivíduo não forne
e mais informação sobre a sobrevivên
ia futura

do indivíduo além da que, teríamos se ele tivesse 
ontinuado no estudo. Na realidade,

trata-se de uma hipótese de independên
ia entre os me
anismos geradores de falha e de


ensura, e garante que indivíduos 
ujo tempo de vida foi 
ensurado num determinado

instante, tenham o mesmo ris
o de sofrer uma falha futura em 
omparação 
om aqueles

que ainda não "experimentaram" o evento de interesse nesse instante. Em outras pa-

lavras, um me
anismo de 
ensura diz-se não informativo se a o
orrên
ia dessa 
ensura é

independente do me
anismo que provo
a a falha. Caso 
ontrário, dizemos que me
anismo

de 
ensura é informativo.

Em análise de sobrevivên
ia as 
ensuras podem ser 
lassi�
adas em três tipos:

1. Censura à direita: o
orre quando o tempo até a o
orrên
ia do evento de interesse
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está à direita do tempo observado;

2. Censura à esquerda: o
orre quando o tempo até a o
orrên
ia do evento de interesse

está à esquerda do tempo observado;

3. Censura intervalar: o
orre quando é 
onhe
ido apenas o intervalo de tempo no qual

o evento de interesse o
orreu, sendo o tempo exato de o
orrên
ia des
onhe
ido.

A 
ensura à direita é a mais frequente na práti
a. As 
ir
unstân
ias nas quais pode

o
orrer este tipo de 
ensura são várias. Por exemplo, ao 
onsiderarmos um ensaio 
líni
o

ou qualquer outro estudo experimental 
uja �nalidade seja a análise de tempos de vida,

é natural ainda existirem indivíduos no �m do estudo para os quais não foi observada a

morte. Por outro lado, a perda de a
ompanhamento de indivíduos em ris
o, a interrupção

do tratamento para alguns doentes devido a fortes efeitos se
undários ou a o
orrên
ia da

morte por outra 
ausa diferente da 
ausa de interesse, são também situações de 
ensura

à direita. A 
ensura a esquerda é o tipo de 
ensura que o
orre 
om menor frequên
ia na

práti
a. Um exemplo bastante elu
idativo de 
ensura à esquerda surge quando se pretende

estudar a idade em que uma 
riança 
onsegue realizar determinada tarefa. Assim, 
omo

antes do iní
io do estudo, é possível que algumas 
rianças já saibam realizar essa tarefa, as

observações 
orrespondentes são 
ensuradas à esquerda. Finalmente, a 
ensura intervalar

o
orre 
om bastante frequên
ia em problemas da área médi
a. Este tipo de 
ensura está

asso
iado, em geral, a experimentos nos quais pa
ientes/elementos são a
ompanhados

periodi
amente para o monitoramento da o
orrên
ia do evento de interesse.

Neste trabalho de dissertação será assumido que os tempos de falha estão sujeitos

a o
orrên
ia de 
ensura à direita, e que o me
anismo de 
ensura é não informativo. A


ensura à direita pode ser 
lassi�
ada em:

1. Censura do Tipo I: o
orre quando o estudo é terminado após um período pré-

estabele
ido de tempo.

2. Censura do Tipo II: o
orre quando o estudo é �nalizado após a o
orrên
ia do evento

de interesse para um número pré-estabele
ido de indivíduos.

3. Censura do Tipo III: também 
onhe
ida 
omo 
ensura aleatória, e na práti
a médi
a

é o que mais o
orre. Ela a
onte
e quando um pa
iente é retirado do estudo sem

ter se veri�
ado o evento de interesse, 
omo por exemplo, se um pa
iente morre por

uma 
ausa diferente da 
ausa em estudo.
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A Figura (2.1)(a) ilustra o 
aso em que todos os indivíduos envolvidos no estudo

"experimentam" evento de interesse. As Figuras (2.1)(b),(
) e (d) ilustram os três tipos

de 
ensura que podem o
orrer.

Censuras do tipo I e II o
orrem 
om maior frequên
ia na área de engenharia enquanto

a 
ensura do tipo III ou 
ensura aleatória é frequentemente observada na área médi
a.

Ao longo deste trabalho de dissertação, assumiremos o me
anismo de 
ensura aleatório.
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Figura 2.1: Ilustração de me
anismos de 
ensura, em que "•" representa falha e "◦" re-

presenta a 
ensura. Fonte: Giolo e Colosimo (2006)

.

De a
ordo 
om Giolo e Colosimo (2006) uma representação simples do me
anismo de


ensura aleatória é feita usando duas variáveis aleatórias T e C, em que T que representa

o tempo de falha, isto é, o tempo de o
orrên
ia do evento de interesse, e C representa o

tempo de 
ensura asso
iado ao pa
iente.

Os dados de sobrevivên
ia são 
omumente representados pelo par (Yi, δi), em que Yi

é o tempo de falha ou 
ensura e δi é uma variável indi
adora de falha ou 
ensura, isto é,

(δi = 1) se Yi é o tempo de falha e (δi = 0) se Yi é o tempo de 
ensura. Dessa forma, Yi é

representado por:

Yi = min{Ti, Ci},

em que T1, T2, ..., Tn são variáveis aleatórias independentes e identi
amente distribuídas


om função de distribuição F e independentes de C1, C2, ..., Cn que também são variáveis
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aleatórias independentes e identi
amente distribuídas 
om função de distribuição G.

A variável indi
adora δi, i = 1 . . . , n, pode ser representada da seguinte maneira

δi =




1 se

0 se,

Ti ≤ Ci

Ti > Ci

,

para i = 1 . . . , n.

2.1 Funções de Interesse em Análise de Sobrevivên
ia

De maneira geral, suponha que se pretende dar um a
ompanhamento à pa
ientes

por um 
erto período de tempo, após o diagnósti
o de uma determinada doença, e que

durante esse período registra-se um determinado número de óbitos. Uma forma simples

de des
rever este 
enário é através do 
ál
ulo da taxa de mortalidade média. No entanto,

em situações em que a taxa de mortalidade não é 
onstante ao longo do tempo, a taxa

média perde seu peso para des
rever tal 
enário, enfatizando a ne
essidade da análise de

sobrevivên
ia. De fato, segundo Carvalho et al. (2011), ao empregar té
ni
as de análise de

sobrevivên
ia somos 
apazes de responder a uma variedade de questões não respondidas

pelos métodos des
ritivos 
lássi
os.

Nesta seção, serão apresentadas funções bási
as de análise de sobrevivên
ia. Por

meio dessas funções será possível responder à várias situações, nas quais o pro
esso de

o
orrên
ia de eventos ao longo do tempo é o fo
o de interesse.

Seja T uma variável aleatória 
ontínua não negativa que representa o tempo até o
or-

rên
ia de um evento de interesse. Em análise de sobrevivên
ia, a distribuição da variável

aleatória T , pode ser espe
i�
ada através da função de sobrevivên
ia, função da taxa de

falha (ou ris
o), ou da função densidade de probabilidade.

Uma função de grande interesse práti
o em análise de sobrevivên
ia é a 
hamada

função de sobrevivên
ia, denotada por S (t), e de�nida 
omo sendo a probabilidade de um

indivíduo sobreviver um tempo superior a t, ou seja

S(t) = P (T > t)

= 1− P (T ≤ t)

= 1− F (t).
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A distribuição da variável aleatória T também pode ser determinada pela função

densidade de probabilidade, que é de�nida 
omo sendo o limite da probabilidade do evento

de interesse o
orrer em um intervalo de tempo pequeno, [t, t+∆t), dividida pela amplitude

do intervalo, ∆t, isto é,

f (t) = lim
△t→0

P (t ≤ T < t+△t)

△t
.

A função ris
o, h(t), é de�nida 
omo sendo a probabilidade de falha durante um

intervalo de tempo muito pequeno, dado que o evento não o
orreu até o iní
io do intervalo.

De maneira simples, assumindo que o indivíduo estava vivo no iní
io do intervalo, qual é

a 
han
e dele ter uma falha nesse 
urto intervalo de tempo. A função ris
o é dada por

h (t) = lim
△t→0

P (t ≤ T < t+△t|T ≥ t)

△t
=
f (t)

S (t)
. (2.1)

Segundo Lee e Wang (2003), a função ris
o é também 
hamada função taxa de falha

instantânea. Assim a função ris
o a
umulada é dada por

H (t) =

t∫

0

h (u) du. (2.2)

As três funções apresentadas a
ima são matemati
amente equivalentes, uma vez que

sendo 
onhe
ida uma delas, as outras duas podem ser obtidas naturalmente por meio de

derivação. Por exemplo, a função densidade pode ser obtida derivando-se a função de

distribuição sobrevivên
ia, isto é,

f (t) =
d

dt
F (t) =

d

dt
[1− S(t)] = −

d

dt
S (t) . (2.3)

Substituindo a Equação (2.3) na Equação (2.1) obtemos a função ris
o:

h (t) =
− d

dt
S (t)

S (t)
= −

d

dt
log S (t) . (2.4)

Integrando a Equação (2.4) no intervalo de (0, t] e usando o fato de que S (0) = 1,

temos

S (t) = exp {−H (t)} = exp



−

t∫

0

h (u) du



 . (2.5)

Logo, das Equações (2.2) e (2.5) 
on
luimos :

f (t) = h (t) exp {−H (t)} . (2.6)
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2.2 Modelo Weibull

Em análise de sobrevivên
ia, 
omo vimos no 
omeço desta dissertação, a variável res-

posta é o tempo, T , até o
orrên
ia de um evento de interesse. Vimos também que esta

variável resposta pode ser 
ara
terizada por diversas funções: função de sobrevivên
ia,

função de densidade de probabilidade e função ris
o. Uma questão importante en
ontrada

dentro do 
ampo de análise de sobrevivên
ia é a es
olha da distribuição da variável alea-

tória T . A informação que se tem, é que esta variável aleatória é 
ontínua e não-negativa,

dessa forma a es
olha da distribuição normal sobre T é des
artada, uma vez que essa

distribuição assume valores negativos.

Carvalho et al. (2011) dis
utem diversas distribuições de probabilidades adotadas so-

bre a variável aleatória T . Fazem parte deste grupo as ditribuições Weibull, log-normal e

gama. Segundo Carvalho et al. (2011) é desejável de
idir por distribuições de probabili-

dades que se adaptam a uma grande variedade de situações, 
omo é o 
aso da distribuição

Weibull.

Seja T uma variável aleatória 
om função de distribuiçãoWeibull, isto é, T ∼ Weibull(α, γ),

então as suas funções de densidade e de sobrevivên
ia são respe
tivamente:

f(t|ψ) = αγ exp{−γtα}

e

S(t|ψ) = exp{−γtα}

em que t ≥ 0, ψ = (α, γ), α > 0 é o parâmetro de forma e γ > 0 é parâmetro de es
ala.

Com base na Equação (2.4), temos que a função ris
o é de�nida da seguinte forma:

h(t) = −
d

dt
logS(t|ψ)

= −
d

dt
(−γtα)

= αγtα−1. (2.7)

O valor do parâmetro α é de grande interesse práti
o, uma vez que este determina a

forma da função ris
o, 
omo ilustrado na Figura (2.2). A função ris
o é de
res
ente se

α < 1, 
res
ente se α > 1 e 
onstante para α = 1.

Na Figura (2.2) observamos 
in
o 
enários de funções ris
o asso
iados à distribuição

Weibull. Notamos que, a 
ada valor do parâmetro de forma, a 
urva da função ris
o se
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Figura 2.2: Exemplos de funções ris
o asso
iadas a distribuição Weibull

.


omporta de maneira diferente. Por exemplo, em situações que o valor do parâmetro

de forma é menor que um (α = 0.85), o ris
o é maior no intante ini
ial e esse ris
o

vai diminuindo à medida que o tempo vai passando. Em situações em que o valor do

parâmetro de forma é maior que um, 
omo por exemplo α = 3, notamos um 
res
imento

rápido da 
urva da função ris
o.

2.3 Função de Verossimilhança

Vimos no iní
io deste 
apítulo que a distinção entre falha e 
ensura é geralmente feita


om base na variável indi
adora e que o tipo de me
anismo de 
ensura à direita mais


omum, assumido nesta dissertação, é a 
ensura aleatória. Nesta seção, veremos 
omo


onstruir a função de verossimilhança para dados de 
ensura à direita.

Sejam T e C variáveis aleatórias independentes representando, respe
tivamente, os

tempos de falha e 
ensura. Assuma que g (c) e G (c) são funções de densidade e de

sobrevivên
ia, respe
tivamente, da variável aleatória C. Então, para o i-ésimo indivíduo

temos que
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• Se for observada uma 
ensura

p (Yi = t, δi = 0) = P (Ci = t, Ti > Ci) = P (Ci = t, Ti > t) = g(t|λ)S(t;ψ);

• Se for observada uma falha

p (Yi = t, δi = 1) = P (Ti = t, Ti ≤ Ci) = P (Ti = t, Ci ≥ t) = f (t|ψ)G (t|λ) .

A 
ombinação dos dois 
enários resulta a seguinte verossimilhança:

L(ψ|D) =
r∏

i=1

f (ti|ψ)G (ti|λ)
n∏

i=r+1

g (ti|λ)S (ti|ψ) , D = {(ti, δi) : i = 1 . . . , n}

em que ψ e λ são vetores de parâmetros asso
iados à f() e G(), respe
tivamente, r repre-

senta o número de observações não-
ensuradas n−r 
orresponde o número de observações


ensuradas.

Baseando-se na suposição de que o me
anismo de 
ensura é não-informativo, isto é,

a função de distribuição G não envolve o vetor de parâmetros ψ, isto é, 
omo ψ 6= λ, a

função de verossimilhança toma a seguinte forma:

L (ψ) ∝
r∏

i=1

f (ti|ψ)
n∏

i=r+1

S (ti|ψ) . (2.8)

Apli
ando a variável indi
adora δi, i = 1, . . . , n na Equação (2.8), temos

L (ψ) ∝
n∏

i=1

[f (ti|ψ)]
δi [S (ti|ψ)]

1−δi . (2.9)

Substituindo na Equação (2.9) a relação (2.6) segue que

L (ψ|D) ∝

n∏

i=1

[h (ti|ψ)]
δi S(ti|ψ) (2.10)

2.4 Modelo de Ris
os Propor
ionais

Em análise de sobrevivên
ia, variáveis expli
ativas (ou 
ovariáveis) são usualmente

introduzidas na modelagem através da função ris
o. Neste 
ontexto, o modelo de ris
os

propor
ionais, proposto por Cox (1972), surge 
omo o modelo de regressão mais popular

en
ontrado na literatura.
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O modelo de Cox é dado por

h (ti|x) = h0(ti) exp {xiβ} , i = 1, . . . , n, (2.11)

em que h0(·) é 
hamada função ris
o base, que é afetada multipli
ativamente pelo termo

exponen
ial que envolve as 
ovariáveis, e pode ser modelada paramétri
a ou não-parametri
amente,

xi = (xi1, ....xip) é o vetor de 
ovariáveis e β = (β1, . . . , βp)
′

é o vetor dos 
oe�
ientes de

regressão.

Devido ao fato da função ris
o base h0(·) poder ser modelada paramétri
a ou não-

parametri
amente, o modelo de ris
os propor
ioanis é frequentemente referido na litera-

tura 
omo um modelo semiparamétri
o. Além disso, o termo "ris
os propor
ionais" deve-

se ao fato de que a razão entre as funções ris
o asso
iadas a quaisquer dois elementos é


onstante 
om relação ao tempo, isto é, dados i e j dois indivíduos diferentes

h (t|xi)

h (t|xj)
=
h0 (t) exp {xiβ}

h0 (t) exp {xjβ}
= exp{xiβ − xjβ}.

Quando a função ris
o base é modelada parametri
amente, 
omo o 
aso 
onsiderado

nesta dissertação, a função de verossimilhança é obtida de maneira similar àquela apre-

sentada na Seção 2.3. Logo, segue que

L(β,ψ|D) =
n∏

i=1

[h0(ti|ψ) exp(xiβ)]
δi exp {−H0(ti|ψ) exp(xiβ)} ,

em que D = {(ti, δi,xi) : i = 1, . . . , n}.
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3 Inferên
ia Bayesiana

Em inferên
ia estatísti
a, é fundamental medir a informação sobre a quantidade de

interesse θ 
om base nos dados e 
onhe
imentos a priori sobre θ . Um dos pro
edimentos

utilizados para a solução deste problema é o uso da abordagem Bayesiana, que 
onsiste

em 
ara
terizar a informação dos dados 
ombinada 
om 
onhe
imento a priori sobre

a quantidade θ. Esta in
erteza, pode assumir diferentes graus, que por sua vez, são

representados através de modelos probabilísti
os sobre θ assumindo valores no espaço

paramétri
o Θ.

Seja H a informação ini
ial sobre um parâmetro θ, θ ∈ Θ. Considerando que esta

informação pode ser expressa de forma probabilísti
a, p(θ|H). Segundo Migon e Gamer-

man (1999) normalmente a informação em H não é su�
iente, sendo ne
essário métodos

de experimentação, que 
onsistem na observação das quantidades aleatórias, denotadas

por Y, que 
ara
terizam a população em estudo. Antes de se observar a quantidade Y,

é sempre importante avaliar a distribuição amostral dessa quantidade, representada por

p(Y|θ,H), vale ressaltar que estas quantidades aleatórias dependem do parâmetro θ.

Seja y = (y1, . . . , yn), uma realização do vetor aleatório Y. Então a quantidade de

informação disponível sobre o parâmetro θ é aumentada de H para H∗ = H ∩ {Y = y},

em que, H∗ ⊂ H . Observemos agora que toda informação disponível sobre o parâmetro

θ é des
rita por p(θ|y, H), por meio da passagem de p(θ|H) para p(θ|y, H), através do

Teorema de Bayes.

Teorema 1 Seja θ uma quantidade de interesse e des
onhe
ida. A informação que dispo-

mos sobre θ, que é resumida probabilisti
amente por meio de p(θ|H), pode ser aumentada

observando-se uma quantidade aleatória Y asso
iada à θ. Seja p(y|θ,H) a distribuição

amostral que de�ne esta relação. A distribuição atualizada de θ é obtida por

p(θ|y, H) =
p(θ,y|H)

p(y|H)
=
p(y|θ,H)p(θ|H)

p(y|H)
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em que

p(y|H) =

∫

Θ

p(y, θ|H)dθ.

Este resultado é 
onhe
ido 
omo Teorema de Bayes, em homenagem ao seu idealizador,

Reverendo Thomas Bayes. Note que o termo p(y|H) não depende de θ, isto é, o termo

1/p(y|H) é uma 
onstante normalizadora. Note também que o fator H é 
omum a todos

os termos, e pode ser omitido para fa
ilitar a notação. Desta forma, o teorema de Bayes

pode ser rees
rito da seguinte maneira

p(θ|y) ∝ p(y|θ)p(θ)

em que p(y|θ) é a função que rela
iona a observação y e o parâmetro des
onhe
ido θ. A


ada valor �xo de y, esta relação forne
e a plausibilidade ou verossimilhança, para 
ada

um dos possíveis valores de θ ∈ Θ e p(θ) é 
hamada distribuição a priori.

A distribuição a posteriori de θ, p(θ|y), 
ontém toda informação de que dispomos

para fazermos inferên
ias sobre θ. Nas seções 3.1 e 3.2 será des
rito brevemente 
omo é

feita a estimação pontual e por intervalo respe
tivamente, sob o paradigma Bayesiano.

3.1 Estimação Pontual

Suponha, sem perda de generalidade, que θ é um es
alar. Então, dada a distribuição

a posteriori p(θ|y), uma estimativa pontual para θ pode ser obtida a partir de alguma

medida de tendên
ia 
entral. Três es
olhas são: a média a posteriori

E[θ|y] =

∫

θ∈Θ

θp(θ|y)dθ,

a mediana a posteriori

θ̂ :

∫ θ̂

−∞

p(θ|y)dθ = 0.5,

e a moda a posteriori

θ̂ : p(θ̂|y) = sup

θ

p(θ|y).

É importante ressaltar que, se a ditribuição a posteriori for unimodal e simétri
a,


omo é o 
aso da distribuição normal, a média, a mediana e a moda serão iguais. No
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entanto, no 
aso de distribuição multimodal, a moda será a pior medida de tendên
ia


entral a es
olher. Por outro lado, a média a posteriori pode sofrer in�uên
ia dos valores

extremos, tornando-se assim uma medida não robusta, 
on
luo que devo optar pela moda.

No entanto apesar dos problemas 
om outliers, a média é bastante utilizada na literatura.

Analogamente, 
omo medida de variabilidade podemos tomar a variân
ia a posteriori,

V ar[θ|y] = E[θ2|y]− (E[θ|y])2

=

∫

θ∈Θ

θ2p(θ|y)dθ − (

∫

θ∈Θ

θp(θ|y)dθ)2,

ou ainda o desvio padrão a posteriori de�nido por

Sd[θ|y] =
√
V ar[θ|y].

Uma outra quantidade 
onsiderada é o per
entil ξ a posteriori, que é uma medida de

posição e indi
a valor abaixo do qual 
ai um grupo de observações e é dador por

Q(ξ) :

∫ θ
′

−∞

p(θ|y)dθ = ξ,

em que θ
′

∈ Θ e ξ ∈ (0, 1).

3.2 Estimação por Intervalo

Na inferên
ia 
lássi
a, um dos pro
edimentos utilizados para veri�
ar se 
ovariáveis

são estatiti
amente signi�
ativas 
onsiste na avaliação dos intervalos de 
on�ança dos

parâmetros asso
iados à 
ada 
ovariável. Este pro
edimento é também válido no 
aso

Bayesiano. Na realidade, no 
ontexto de inferên
ia Bayesiana, re
orre-se aos 
hamados

intervalos de 
redibilidade (C).

Suponha que se deseja en
ontrar os per
entis ξ/2 e 1−ξ/2 da distribuição a posteriori

de θ, isto é, os pontos qL e qU tais que

∫ qL

−∞

p(θ|y)dθ = ξ/2

e ∫ ∞

qU

p(θ|y)dθ = 1− ξ/2.

É fá
il notar que P (qL < θ < qU ) = 1 − ξ, isto é, a probabilidade de θ perten
er ao

intervalo (qL, qU) é de 100(1 − ξ)%. O intervalo apresentado a
ima é 
hamado intervalo
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de 
redibilidade e possui uma interpretação probabilísti
a direta.

3.3 Amostrador de Gibbs

Na maioria das vezes não é possível obter uma expressão fe
hada a para distribuição a

posteriori de θ, sendo ne
essário o uso de métodos numéri
os para que a análise Bayesiana

possa ser realizada. Existem vários métodos numéri
os utilizados para solu
ionar este

problema, dentre os quais desta
am-se os métodos de simulação de Monte Carlo via

Cadeias de Markov (MCMC), e em parti
ular o amostrador de Gibbs, que será utilizado

neste trabalho.

Os métodos MCMC são métodos de simulação esto
ásti
os baseados na 
onstrução de


adeias de Markov 
uja distribuição esta
ionária é p(θ|y). Em linhas gerais os métodos

MCMC requerem apenas o 
onhe
imento do nú
leo de p(θ|y), e forne
em uma maneira

de se obter amostras de p(θ|y). Inferên
ias sobre as quantidades de interesse são, então,

realizadas 
om base nas amostras geradas da distribuição a posteriori.

O amostrador de Gibbs é um método MCMC bastante popular devido a sua e�
iên
ia

na solução de problemas multidimensionais 
omplexos. Considere um modelo 
om k pa-

râmetros, isto é, θ = (θ1, . . . , θk)
′

. Para implementar o amostrador de Gibbs, é ne
essário

que seja possível obter 
ada uma das distribuições 
ondi
ionais 
ompletas a posteriori,

{p(θi|θj 6=i,y), i = 1, . . . , k}.

Dado um 
onjunto arbitrário de valores ini
iais {θ
(0)
1 , . . . , θ

(0)
k }, o algorítmo do amos-

trodor de Gibbs fun
iona da seguinte maneira:

Para (s = 1 : S):

Passo 1: Sele
iona-se θ
(s)
1 a partir de p(θ1|θ

s−1
2 , θs−1

3 , . . . , θs−1
k ,y)

Passo 2: Sele
iona-se θ
(s)
2 a partir de p(θ2|θ

s
1, θ

s−1
3 , . . . , θs−1

k ,y)

.

.

.

Passo k: Sele
iona-se θ
(s)
k a partir de p(θk|θ

s
1, θ

s
2, . . . , θ

s
k−1,y)

Segundo Geman e Geman (1984), sob 
ertas 
ondições de regularidades que são satis-

feitas na maioria dos problemas, pode-se mostrar que, após um número su�
ientemente

grande de iterações, a 
adeia de Markov formada pelas distribuições 
ondi
ionais 
omple-
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tas apresentadas a
ima 
onverge para a distribuição a posteriori de θ, obtendo portanto,

uma amostra da distribuição a posteriori.

A questão que se 
olo
a é de 
omo saber o número de iterações ne
essárias para

a 
onvergên
ia da 
adeia para a distribuição esta
ionária p(θ|y). Vários pro
edimentos

foram propostos para se testar o problema da 
onvergên
ia 
adeia. Uma ex
elente revisão

sobre tais testes de 
onvergên
ia pode ser en
ontrada em (COWLES; CARLIN, 1996).

Nesta dissertação serão utilizados os testes propostos Heidelberger e Wel
h (1983), Geweke

(1992), disponíveis no pa
ote 
oda do software R.

3.3.1 Seleção de Modelos

Um 
ritério para 
omparação de modelos Bayesianos bastante utilizado na literatura

é o 
hamado Critério de Informação do Desvio (DIC). Grande parte da popularidade

do DIC deve-se ao fato desse método estar implementado em softwares 
omo WinBUGS

e OpenBUGS. Nesta dissertação será utilizado o software OpenBUGS para o ajuste dos

modelos em estudo, então a 
omparação dos modelos ajustados será feita utilizando-se o

DIC.

O DIC foi proposto por Spiegelhalter et al. (2002) 
omo uma generalização do Critério

de Informação de Akaike (AIC). Tal generalização é baseada na distribuição a posteriori

da estatísti
a desvio,

D(θ) = −2 log f(y|θ) + 2 logm(y),

em que f(y|θ) é a função de verossimilhança e m(y) é uma função que depende apenas

dos dados observados.

A proposta do DIC é resumir o ajuste do modelo através do valor esperado a posteriori

da estatísti
a desvio, D = Eθ|y[D], e da 
omplexibilidade do modelo determinada pelo

número de parâmetros efetivos, denotado por pD. Spiegelhalter et al. (2002) mostraram

que, em situações envolvendo modelos Gaussianos, é possível mostrar-se que o número de

parâmetros efetivos é o valor esperado da estatísti
a desvio menos o desvio das esperanças


al
uladas 
om base nas distribuições a posteriori, isto é,

pD = Eθ|y[D]−D(Eθ|y[θ])

= D −D(θ).
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Logo, temos o DIC de�nido 
omo

DIC = D + pD

= 2D −D(θ).

A es
olha do melhor modelo é feita 
omparando os valores do DIC de todos os modelos

ajustados; quanto menor o valor do DIC, melhor será ajuste do modelo.
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4 Modelos de Fragilidade

Segundo Ro
ha (2011), é práti
a 
omum em análise de sobrevivên
ia assumirmos

que indivíduos 
om 
ara
terísti
as (
ovariáveis) similares sejam homogêneos. Entretanto,

em diversas situações práti
as essa suposição pode não ser razoável. Como exemplo

desta situação, 
onsideremos um estudo 
líni
o no qual são envolvidos indivíduos 
om


ara
terísti
as idênti
as, frequentemente observa-se que apesar de estes indivíduos fazerem

parte de um grupo homogêneo em relação às 
ovariáveis 
onsideradas, diferem entre si

na reação quando submetidos ao mesmo tratamento, ou no modo 
omo 
ada indivíduo

absorve outros fatores.

De uma maneira geral, a heterogeneidade entre indivíduos que apresentam 
ovariáveis

similares pode ser vista 
omo de
orrên
ia da não in
lusão de uma ou mais variáveis ex-

pli
ativas na modelagem de dados. A ausên
ia de tal(is) 
ovariável(is), por sua vez, pode

ser atribuída ao des
onhe
imento da(s) mesma(s), ou ainda, devido a impossibilidade de

se observar ou medir tal(is) variável(is). Neste 
ontexto, a ne
essidade de se in
luir na

modelagem de dados de sobrevivên
ia fontes de heterogeneidade não observadas levou ao

surgimento dos 
hamados modelos de fragilidade. Introduzido por Vaupel et al. (1979), o

termo fragilidade é usado para designar as 
ovariáveis não observadas que des
revem os

fatores de ris
o des
onhe
idos ou que não podem ser medidos.

Modelos de fragilidade também têm sido extensivamente utilizados na modelagem

de dados de sobrevivên
ia multivariados que 
ompreendem, por exemplo, tempos de so-

brevivên
ia asso
iados à: (i) membros de uma mesma família; (ii) indivíduos sujeitos a

múltiplos eventos do mesmo tipo (eventos re
orrentes); ou ainda, (iii) grupos de indivíduos

provenientes de diferentes áreas ou regiões interligadas entre si. Em qualquer um desses


asos, a suposição de independên
ia entre os tempos asso
iados a indivíduos perten
entes

a um mesmo grupo (ou re
orrên
ia de eventos em um mesmo indivíduo) não é razoável.

No 
ontexto multivariado, a fragilidade é um efeito aleatório (não observável) que é


ompartilhado por elementos perten
entes a um mesmo grupo ou 
onglomerado e atua de
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maneira multipli
ativa na função ris
o. O modelo de fragilidade mais 
omum é o 
hamado

modelo de fragilidade 
ompartilhada, que 
orresponde a uma generalização do modelo de

ris
os propor
ionais, através da introdução do efeito aleatório, e é de�nido do seguinte

modo

h(til|xil, zl) = h0(til)zl exp(xilβ), l = 1, ...L e i = 1, ..., nl, . (4.1)

em que h0 (til) é a função ris
o de base, xil é um vetor 1 × p de 
ovariáveis asso
iado

ao i-ésimo indivíduo do l-ésimo 
onglomerado, β é um vetor p × 1 de 
oe�
ientes de

regressão e zl é a fragilidade (não observada) asso
iada ao l-ésimo grupo 
om distribuição

de probabilidade 
onhe
ida 
om média 1 e variân
ia des
onhe
ida η. Valores grandes

de η indi
am grande heterogeneidade entre os indivíduos ou grupos, enquanto pequenos

valores indi
am ausên
ia ou pequena heterogeneidade entre os indivíduos ou grupos.

A partir do modelo (4.1), pode-se observar que indivíduos 
om valores de fragilidades

superiores a um tendem a ter maior possibilidade de experimentar o evento de interesse

enquanto os indivíduos 
om valores menores que um são menos propensos à o
orrên
ia

do evento de interesse.

O modelo 
om fragilidade apresentado em (4.1) preserva a estrutura do modelo de

ris
os propor
ionais dado em (2.11). A razão das funções ris
o de dois elementos, entre-

tanto, pode depender tanto da diferença entre as 
ovariáveis quanto da diferença entre os

grupos. Temos os seguintes 
enários a 
onsiderar:

1. Para dois elementos i e j 
om 
ovariáveis diferentes perten
entes a um mesmo grupo

l, temos

R (t) =
h0 (t) zl exp {xiβ}

h0 (t) zl exp {xjβ}
= exp{(xi − xj)β},

ou seja, a razão das funções ris
o entre os elementos i e j depende apenas da diferença

entre suas respe
tivas 
ovariáveis.

2. Analogamente, para indivíduos perten
entes a grupos diferentes (digamos l e k) que

apresentam um mesmo 
onjunto de 
ovariáveis x temos

R(t) =
h0(t)zl exp {xβ}

h0(t)zk exp {xβ}
=
zl
zk
,

isto é, o ris
o relativo é função da razão entre as fragilidades asso
iadas aos respe
-

tivos grupos dos indivíduos.

3. Finalmente, se forem 
omparados dois indivíduos 
om 
ovariáveis diferentes, xi e



21

xj, perten
entes em grupos distintos l e k, então

R(t) =
h0(t)zl exp {xiβ}

h0(t)zk exp {xjβ}
=
zl
zk

exp {(xi − xj)β} ,

ou seja, o ris
o relativo depende tanto da diferença entre as 
ovariáveis quanto da

diferença entre os grupos, tornando impossível a sua interpretação.

Assim, h(til|xil, zl) é uma função ris
o 
ondi
ional ao efeito aleatório zl. O modelo

marginal (integrando 
om respeito a z), em geral não preserva a estrutura de ris
os pro-

por
ionais. De fato, a estrutura de ris
os propor
ionais só é preservada se a fragilidade

segue uma distribuição estável positiva (KLEIN; MOESCHBERGER, 1997; HOUGA-

ARD, 2000).

A verossimilhança (
ondi
ional) envolvendo os dados 
ompletos (dados observados e

dados não observados) é dada por

L(β,ψ|Dcomp) =

L∏

l=1

nl∏

i=1

[h0(til|ψ)zl exp(xilβ)]
δil exp {−H0(til|ψ)zi exp(xilβ)} , (4.2)

em que Dcomp = {(til, δil,xil, zl) : l = 1, . . . , L, i = 1, . . . , nl} denota os dados 
ompletos.

Logo, a verossimilhança marginal é obtida integrando-se (4.2) 
om respeito a densi-

dade g(z|φ), isto é,

L(β,ψ,φ|Dobs) =

∫

z

L(β,ψ|Dcomp)g(z|φ)dz (4.3)

em que Dobs = {(til, δil,xil) : l = 1, . . . , L, i = 1, . . . , nl} denota os dados observados.

A função de verossimilhança dada em (4.3) é bastante 
ompli
ada uma vez que, em

geral não possui uma forma analíti
a fe
hada, sendo ne
essário uso de métodos de integra-

ção numéri
a. Entretanto, sob o paradigma Bayesiano, este problema pode ser fa
ilmente


ontornado se utilizarmos o amostrador de Gibbs para gerarmos uma amostra da distri-

buição 
onjunta a posteriori de (β,φ,ψ, z).

Uma questão que naturalmente se 
olo
a, ao re
onhe
ermos a ne
essidade da utiliza-

ção de ummodelo que in
lua heterogeneidade não observada, é a da es
olha da distribuição

da variável aleatória Z (fragilidade não observada ou efeito aleatório). De fato, pre
isa-

mos identi�
ar qual é a distribuição de probabilidade adequada sobre Z através da qual


onseguiremos estimar a variân
ia η.

Como vimos no 
omeço deste Capítulo 4, existem dois 
enários distintos sobre o efeito

aleatório. Um dos 
enários está asso
iado aos efeitos aleatórios não 
orrela
ionados, em
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que se assume independên
ia entre os indivíduos ou grupos, e o outro 
enário que tange

aos efeitos aleatórios 
orrela
ionados, neste 
aso tomando em 
onsideração a estrutura de

dependên
ia entre os grupos. Cada um dos 
enários des
ritos a
ima, suporta 
ertos tipos

de distribuições. Segundo Lawson (2008), as distribuições gama e log-normal tem sido

bastante utilizadas para modelagem do efeito aleatório quando não se assume a suposição

de dependên
ia entre os grupos, e os modelos (CAR), espe
i�
amente os modelos Condi-


ionais Autoregressivos Impróprios ou Intrínsi
os (ICAR) demonstram maiores vantagens

na modelagem do efeito aleatório assumindo dependên
ia entre os grupos (BANERJEE

et al., 2004).

4.1 Modelo de Fragilidade Gama

Segundo Vaupel e Yashin (1983), Hougaard (1984, 2000), a distribuição gama tem sido

mais utilizada 
omo distribuição da fragilidade, por apresentar vantagens sob o ponto de

vista do tratamento matemáti
o, uma vez que a distribuição gama 
orresponde a úni
a

distribuição de fragilidade para qual a função de verossimilhança marginal apresenta forma

fe
hada. O modelo de fragilidade gama é de�nido 
omo no modelo (4.1), isto é,

h (til|xil, zl) = h0 (til) zl exp {xilβ} ,


onsiderando agora que as fragilidades zl, l = 1, ..., L, são assumidas serem uma amostra

independente de variáveis aleatórias Zl 
om distribuição gama de parâmetros η e η, isto

é, Zl ∼ Γ(η, η).

A suposição assumida no modelo 
om fragilidade gama é que a variável aleatória Z

deve ter média um para garantir a identi�
abilidade do modelo. Com base nos parâmetros

assumidos nesta distribuição, esta suposição não é vilada, uma vez que, E[zl] = 1 e

V ar(zl) = 1/η. Teremos heterogeneidade entre os grupos para pequenos valores de η.

4.2 Modelo de Fragilidade Log-normal

Outra distribuição bastante utilizada na práti
a para os efeitos aleatórios é a dis-

tribuição log-normal (HOUGAARD, 2000). No entanto esta distribuição apresenta uma

desvantagem uma vez que a verossimilhança marginal não possui forma fe
hada, sendo

ne
essário apli
ação do método de integração numéri
a. O método de quadradura gaus-

siana tem-se desta
ado bastante para solu
ionar o problema da verossimilhança marginal
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para esta distribuição.

O modelo 
om fragilidade log-normal é um modelo que ainda preserva a estrutura de

ris
os propor
ionais (veja Equação (2.11)) e é de�nido do seguinte modo

h (til|xil, zl) = h0 (til) zl exp {xilβ}

= h0 (til) exp{xilβ + wl}

em que wl = log zl, l = 1, ..., L, são variáveis aleatórias independentes e identi
amente

distribuídas. Banerjee et al. (2003) trabalharam em seu artigo, 
om a distribuição normal

de média zero e pre
isão τ des
onhe
ida, isto é, wl
i.i.d
∼ N (0, τ). De fato, para que o

modelo de fragilidade log-normal seja identi�
ável, o termo do efeito aleatório deve ter

média zero. Neste 
aso valores pequenos de τ indi
am um alto grau de heterogeneidade

entre os grupos.

4.3 Fragilidade espa
ial

Os modelos 
om fragilidade 
ompartilhada gama e lognormal apresentados nas seções

anteriores foram 
ontruídos 
om base na suposição de independên
ia entre os grupos ou


onglomerados. Como já foi men
ionado anteriormente, se os grupos representarem áreas,

no entanto, a suposição de independên
ia entre os grupos pode deixar de ser razoável.

O modelo CAR impróprio, proposto por Besag et al. (1991), forne
e uma maneira

bastante atrativa para modelarmos efeitos espa
iais asso
iados a dados de área. Este

modelo depende de uma matriz de proximidade VL×L, 
ujas entradas vkl assumem valor

1 se as áreas k e l possuem fronteiras 
omuns (evento denotado por k ∼ l), e zero 
aso


ontrário. É possivel mostrar que a distribuição 
ondi
ional 
ompleta (a priori) asso
iada

a 
ada unidade de área é dada por

(ωk|ω(−k)) ∼ N

(
∑

l∈ϕk

wl/vk.;φvk.

)
, (4.4)

em que ω(−k) = {ωl : l 6= k}, ϕk denota o 
onjunto de índi
es asso
iados às áreas vizinhas

à área k, vk. =
∑

l 6=k vkl é o número de áreas vizinhas a área k e φ é um parâmetro de

pre
isão que 
ontrola a variabilidade 
omum asso
iada ao 
onjunto de todas as áreas sob

investigação. A �m de garantirmos a identi�
abilidade do modelo (4.4) devemos impor

a restrição

∑L
k=1 ωk = 0. Esta restrição pode ser imposta numeri
amente através da

re
entralização do vetor ω ao redor de sua própria média em 
ada iteração do amostrador
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Gibbs.
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5 Apli
ações

Neste 
apítulo serão apresentadas as análises de dois ban
os de dados reais. No pri-

meiro ban
o de dados a variável resposta é o tempo até a morte de pa
ientes diagnosti
ados


om 
ân
er de nasofaringe em 8 
ondados do estado de Conne
ti
ut, EUA. O segundo

ban
o de dados reais é referente aos 
rimes em 8 muni
ípios perten
entes à RMBH, em

que a variável resposta é o tempo entre a primeira e a segunda tentativa de homi
ídio.

Para a geração das amostras a posteriori das quantidades de interesse foram utilizados

os softwares R e OpenBUGS interligados por meio do pa
ote rbugs. Os s
ripts utilizados

para o ajuste dos modelos estão disponíveis no Apêndi
e. Para 
ada modelo ajustado, foi

gerada uma úni
a 
adeia 
om 600 mil iterações, das quais foram des
artadas as primeiras

100 mil iterações (período de aque
imento da 
adeia). Para diminuir a auto
orrelação da

amostra gerada foi 
onsiderado um salto (lag) de 100 iterações, resultando em amostras

de tamanho 5000 das distribuições a posteriori das quantidades de interesse.

Para ambos os ban
os de dados analisados nesta dissertação foram ajustados o modelo

de ris
os propor
ionais de Cox (M1), e três modelos de fragilidade 
ompartilhada, a saber:

fragilidade gama (M2), fragilidade log-normal (M3), e o modelo CAR intrínsi
o para

fragilidade espa
ial (M4).

Nesta dissertação foi assumido que os tempos de resposta em ambos ban
os de dados

seguem a distribuição Weibull, o que impli
a que função ris
o base 
onsiderada será a

Equação (2.7). A �m de garantir identi�
abilidade do modelo, o parâmetro de es
ala γ

da distribuição Weibull será assumido 
omo sendo igual a 1, uma vez que 
onsideraremos

o inter
epto na modelagem. A função ris
o 
onsiderada na modelagem é, então, dada por

h(til|xi, zl) = αtα−1zl exp{xiβ}.

Para o parâmetro de forma α da distribuição Weibull e os 
oe�
ientes da regressão

β's, 
omuns em todos os modelos ajustados, as seguintes espe
i�
ações a priori foram


onsideradas: α ∼ Γ(10−3, 10−3) e βk ∼ N(0, 10−3), k = 1, . . . , p. A es
olha da dis-
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tribuição a priori do parâmetro de forma α da distribuição Weibull foi feita de modo

a ter média 1 (note que, quando α = 1 a função ris
o é 
onstante) e variân
ia 1000,

isto é, α ∼ Γ(10−3, 10−3), e dos 
oef
ientes de regressão de modo a terem média zero

(estatisti
amente não signi�
ativos) e variân
ia 1000, isto é, βk ∼ N(0, 10−3). Para os

hiperparâmetros η, τ e φ asso
iados aos modelosM2, M3 eM4, respe
tivamente, foi 
on-

duzida uma análise de sensibilidade, em que foram 
onsideradas as seguintes distribuições

a priori: Γ(1, 1), Γ(0.1, 0.1), Γ(0.01, 0.01) e Γ(0.001, 0.001). Para obtenção de melhores re-

sultados da análise de sensibilidade, foram 
onsideradas priori mais informativas e menos

informativas, 
om a mesma média (média=1) e diferentes valores da variân
ia.

A 
onvergên
ia da 
adeia foi veri�
ada mediante apli
ação das té
ni
as de Heidel-

berger e Wel
h (1983), Geweke (1992). Os resultados dos testes de 
onvergên
ia são

mostrados no Apêndi
e.

5.1 Apli
ação a dados de Cân
er

Os dados de 
ân
er de nasofaringe nos 
ondados do estado de Conne
ti
ut, nos EUA,

são referentes à um período de a
ompanhamento de 34 anos (1973 à 2007). Nesse pe-

ríodo temos uma amostra de 560 pa
ientes sendo registadas 390 mortes (69.64%). Foram


onsideradas as seguintes variáveis expli
ativas: sexo (feminino=1, mas
ulino=0), raça

(bran
o=1, outros=0), idade (em anos) e número de tumores primários.

Na Tabela 5.1 são apresentados os valores do DIC e o número de parâmetros efetivos,

pD, dos três modelos de fragilidade ajustados 
onsiderando-se as diferentes espe
i�
ações a

priori para os hiperparâmetros η, τ e φ. Com base na Tabela 5.1 veri�
ou-se que o melhor

modelo 
om fragilidade gama, (M2), é obtido 
onsiderando-se η ∼ Γ(0.001, 0.001), uma

vez que apresenta menor valor do DIC (4125), entre todas as espe
i�
ações a priori do

hiperparâmetro η, ex
eto a espe
i�
ação Γ(0.01, 0.01). De fato, apesar das distribuições

a priori Γ(0.001, 0.001) e Γ(0.01, 0.01) apresentarem o mesmo valor de DIC, 
onsidarando

Γ(0.001, 0.001) obtém-se um modelo 
om um número de parâmetros efetivos (pD = 7.968)

próximo ao número de parâmetros in
luídos no modelo, 6 (5 
omponentes de β mais 1 do

parâmetro da distribuição Weibull, α).

De modo análogo, o melhor modelo de fragilidade log-normal (M3), é obtido 
onsiderando-

se τ ∼ Γ(0.001, 0.001), uma vez que apesar de ilustrar o mesmo valor de DIC em relação

a espe
i�
ação G(0.01, 0.01), apresenta um número de parâmetros efetivos, pD = 7.92

próximo ao número de parâmetros in
luídos no modelo. No 
aso do modelo de fragilidade
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Tabela 5.1: Análise de sensibilidade das distribuições a priori dos hiperparâmetros η, τ e

φ - Apli
ação aos dados de 
ân
er-Valores de DIC.

Distribuições a priori

Modelo Hiperp. Γ(1, 1) Γ(0.1, 0.1) Γ(0.01, 0.01) Γ(0.001, 0.001)
M2 η 4130.0 (12.09) 4127.0 (10.52) 4125.0 (8.894 ) 4125.0 (7.968)

M3 τ 4130.0 (12.05) 4127.0 (10.49) 4125.0 (8.46) 4125.0 (7.92)

M4 φ 4127.0 (8.998) 4121.0 (3.951) 4125.0 (7.249) 4123.0 (5.221)

espa
ial, (M4), o melhor modelo é obtido 
onsiderando-se φ ∼ Γ(0.1, 0.1). Estas 
onsta-

tações, nos levam a 
on
luir que nos dois primeiros 
enários, quanto menos informativa

for a espe
i�
ação a priori do hiperparâmetro que 
ontrola a variân
ia do efeito aleatório,

melhor é a qualidade de ajuste, e neste último modelo, (M4), a distribuição a priori do

hiperparâmetro φ, informativa tende a determinar um bom ajuste do modelo.

Também foi ajustado um modelo sem efeito aleatório (M1), isto é, o modelo de Cox,

tendo se obtido 
omo valor de DIC=4125, 
om número de parâmetros efetivos, pD = 6.074.

Comparando este valor de DIC 
om o dos outros três modelos, M2, M3 e M4, 
on
lui-se

que o modelo M4, 
om hiperparâmetro φ, que tem 
omo distribuição a priori Γ(0.1, 0.1),

possui melhor ajuste para modelar os dados de 
ân
er de nasofarainge, uma vez que

apresentou o menor valor de DIC (4121).

A �m de avaliar o impa
to da variação das espe
i�
ações das distribuições a priori

dos hiperparâmetros η, τ e φ, sobre o parâmetro de forma α da Weibull, re
orreu-se aos

boxplots 
omo ilustrado na Figura 5.1. Observamos que os modelosM2 e M3 apresentam

um padrão idênti
o na sua distribuição a posteriori à medida que variamos de uma dis-

tribuição a priori para outra. Entretanto, a distribuição a posteriori de α obtida a partir

do modeloM4 mostrou-se um pou
o sensível as espe
i�
ações a priori para α. A medida

que a variân
ia aumenta, a distribuição a posteriori de φ tende a 
on
entrar-se em valores

menores.

Do modo análogo ao parâmetro de forma da distribuição Weibull, foi feita uma aná-

lise de sensibilidade para 
ada um dos 
oe�
ientes de regressão asso
iados às 
ovariáveis


onsideradas na modelagem, de a
ordo 
om as diferentes espe
i�
ações a priori para η, τ

e φ.

A Figura 5.2 apresenta o boxplot da distribuição a posteriori do 
oe�
iente de regressão

asso
iado à 
ovariável idade. Veri�
amos que em todos os modelos de fragilidade este


oe�
iente apresenta 
ara
terísti
as a posteriori similares, indi
ando não ser sensível para

as diferentes espe
i�
ações a priori dos hiperparâmetros η e τ , respe
tivamente asso
iados
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Figura 5.1: Boxplots da distribuição a posteriori de α para dados de 
ân
er

aos modelos M2 e M3) e 
om tendên
ias de apresentar os mesmos valores das medianas

a posteriori. O 
enário observado 
om base na 
ovariável idade, foi igualmente veri�
ado

nas demais 
ovariáveis in
luídas no modelo.

Para o modelo M1 e os modelos M2, M3 e M4, sele
ionados na análise de sensibili-

dade exibida na Tabela 5.1, foi feita uma análise dos parâmetros asso
iados às 
ovariáveis.

Na Figura 5.3 estão ilustrados os boxplots referentes as distribuições a posteriori desses

parâmetros. Observamos similaridades nas 
ara
terísti
as dos parâmetros em suas distri-

buições, isto é, a distribuição a posteriori de 
ada um dos parâmetros não se diferen
ia de

um modelo para o outro. De fato, se 
onsiderarmos por exemplo o parâmetro asso
iado

à 
ovariável idade nos modelos M1, M2, M3 e M4, notamos um 
omportamento similar

em sua distribuição a posteriori.

Como na Figura 5.3, na Figura 5.4 a similaridade da distribuição a posteriori é ob-

servada apenas nos três primeiros modelos, M1, M2, M3, desta vez 
onsiderando o pa-
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Figura 5.2: Boxplots da distribuição a posteriori do 
oe�
iente de regressão asso
iado à


ovariável idade para dados de 
ân
er

râmetro de forma α da distribuição Weibull. De fato, a distribuição a posteriori deste

parâmetro apresenta valor mediano superior no modeloM4, em relação ao valor apresen-

tado por outros modelos.
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Tabela 5.2: Estimativas das distribuições a posteriori dos parâmetros asso
iados ao mo-

delo M4 para dados de 
ân
er

média desvio limite inferior limite superior

α 0.7533 0.0328 0.6925 0.8188

inter
epto -2.9761 0.2729 -3.5070 -2.4520

sexo -0.0371 0.1142 -0.2633 0.1823

raça -0.1459 0.1852 -0.4905 0.2378

idade 0.5909 0.0583 0.4825 0.7119

n

o

de tumores primários -0.1679 0.0929 -0.3418 0.0176

φ 11.7564 8.6700 0.4279 29.2000

Com o objetivo de avaliar a 
ontribuição de 
ada uma das 
ovariáveis assumidas na

modelagem, re
orreu-se ao melhor modelo mais bem ajustado (M4) es
olhido anterio-

mente 
om base no DIC. Os resultados apresentados na Tabela 5.2, mostram a média,

desvio padrão e intervalos HPD para o parâmetro de forma α da distribuição Weibull,

para o hiperparâmetro que 
ontrola a variân
ia da fragilidade espa
ial e também para


ada uma das 
ovariáveis in
luídas no modelo. Notamos que apenas os parâmetros β1

(inter
epto) e β4 (idade), são estatisti
amente signi�
ativos, uma vez que os intervalos

HPD de 
ada um deles não 
ontém zero.

Com base no modeloM4, mantendo inalteradas as 
ovariáveis sexo, raça e número de

tumores primários, a 
ada variação unitária na 
ovariável idade, 
ondi
ionado em 
ada

fragilidade, o ris
o dos pa
ientes 
om 
ân
er no estado de Conne
ti
ut experimentarem o

evento de interesse (morte), aumenta em média e0.5909 = 1.81.

Ainda na Tabela 5.2 observamos que o intervalo HPD está a esquerda de 1, impli
ando

que a função ris
o é de
res
ente, 
onforme mostra a Seção 2.2.

Um outro parâmetro de interesse neste estudo é aquele que 
ontrola a pre
isão da

fragilidade, neste 
aso representado por φ. O valor da média a posteriori do parâmetro

φ̂ = 11.7564, indi
ando um baixo nível de heterogeneidade entre as áreas.

Uma maneira de análisar dados de sobrevivên
ia espa
ialmente arrajandos é pelo ma-

peamento dos termos dos efeito aleatório. Na Figura 5.5 são apresentadas as fragilidades

estimadas pelos modelos M2, M3 e M4 mais bem ajustados na análise de sensibilidade.

Com base no mapa forne
ido pelo modeloM4, que apresentou o menor DIC dentre todos

os modelos 
onsiderados, nota-se que os 
ondados lo
alizados na região sudoeste (Fair�eld

e New Haven) têm menor ris
o de morte em de
o
orrên
ia de 
ân
er de nasofaringe que

nos demais 
ondados do estado. Os 
ondados de Lit
h�eld e Middlesex, por outro lado,

apresentaram o maior ris
o dentre todos os 
ondados do estado, enquanto os 
ondados
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Tabela 5.3: Análise de sensibilidade das distribuições a priori dos hiperparâmetros η, τ e

φ - Apli
ação aos dados de 
rimes-Valores de DIC

Distribuições a priori

Modelo Hiperp. Γ(1, 1) Γ(0.1, 0.1) Γ(0.01, 0.01) Γ(0.001, 0.001)
M2 η 1437 (10.1) 1434 (8.553) 1432 (7.324) 1431 (6.54)

M3 τ 1437 (9.979) 1434.450 (8.485) 1432 (7.271) 1431 (6.692)

M4 φ 1435 (5.536) 1432 (5.672) 1429 (3.665) 1431 (6.002)

de New London, Windham, Tolland e Hartford apresentaram ris
o intermediário de óbito

devido ao 
ân
er de nasofaringe. É importante observar, também, que os mapas forne
i-

dos pelos modelos M2 e M3, que não 
onsideram a estrutura espa
ial, diferem do mapa

forne
ido pelo modelo M4, podendo levar a 
on
lusões enganosas.

5.2 Apli
ação a dados de 
rimes

Como abordado anteriomente no 
omeço deste Capítulo, a segunda apli
ação deste

trabalho de dissertação está rela
ionada aos dados sobre 
rimes o
orridos na RMBH,

registados num período de 4 anos (2008 à 2012) tomando em 
onsideração uma amostra de

118 indivíduos que sofreram duas tentativas de homi
ídio. O homi
ídio foi 
onsumado em

26.3% dos 
asos registados. As análises foram feitas 
onsiderando as seguintes 
ovariáveis:

sexo, (bran
o=1, outros=0), idade,(em anos), lo
al (indi
adora: 1= as duas tentativas de

homi
ídio o
orreram no mesmo muni
ípio e 0 
aso 
ontrário) e 
onsumado (indi
adora: 1=

o homi
ídio foi 
onsumado na segunda tentativa do 
rime e 0 
aso 
ontrário). A variável

resposta para esta esta apli
ação 
omo foi abordado ainda no 
omeço deste Capítulo é o

tempo entre a primeira e a segunda tentativa de homi
ídio.

Os resultados ilustrados na Tabela 5.3 forne
em os valores do DIC e o número de

parâmetros efetivos, pD em parêntesis, a partir dos quais foi possível fazer uma análise de

sensibilidade dos três modelos de fragilidade ajustados 
onsiderando as diferentes espe
i-

�
ações a priori sobre os hiperparâmetros η, τ e φ. Com base na Tabela 5.3, veri�
ou-se

que os melhores modelos de fragilidade (menor DIC=1431) gama (M2) e log-normal (M3)

foram obtidos 
onsiderando-se 
omo espe
i�
ação a priori para η e τ a Γ(0.001, 0.001). De

modo análogo, no 
aso do modelo de fragilidade espa
ial, (M4), o melhor modelo (menor

DIC=1429) é obtido 
onsiderando a Γ(0.01, 0.01) 
omo distribuição a priori para φ. Em

geral, espe
i�
ações a priori menos informativas, tendem a determinar melhor ajuste 
om

base nestes dados de 
rimes.

Foi igualmente ajustado um modelo M1 sem a fragilidade (não observada), tendo se
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obtido o valor de DIC=1430, 
om número de parâmetros efetivos, pD = 5.975. Compa-

rando este DIC 
om o valor dos menores DIC dos três modelos, M2, M3 e M4, opta-se

pelo modelo M4 
om distribuição a priori φ ∼ Γ(0.01, 0.01) e o menor DIC.
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Figura 5.6: Boxplots da distribuição a posteriori de α para dados de 
rimes

Para analisar a sensibilidade do parâmetro de forma α da distribuição Weibull, uti-

lizando as diferentes espe
i�
ações das distribuições a priori dos hiperparâmetros η, τ

e φ asso
iados às variân
ias dos efeitos aleatórios in
lusos nos modelos M2, M3 e M4

respe
tivamente, foram 
onstruídos os boxplots, da Figura 5.6. No modelo M2 notamos

que 
ada amostra a posteriori tende a mostrar, 
ara
terísti
as similares às observadas nas

outras amostras. Como por exemplo, a variabilidade observada 
om base na priori Γ(1, 1)

no modeloM2 é identi
amente observada na priori Γ(0.001, 0.001), assim 
omo em outras

espe
i�
ações a priori ao nível do modelo M2.

Estas 
ara
terísti
as da distribuição a posteriori de α, observadas nos boxplots obtidos

para o modelo M2, são veri�
adas também nos boxplots obtidos 
om base no modelo
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M3. O 
enário muda quando 
onsideramos os resultados para o modelo M4; note que o

parâmetro de forma da distribuiçãoWeibull sofre in�uên
ia das variações de espe
i�
ações

a priori do hiperparâmetro φ que 
ontrola a variân
ia da fragilidade espa
ial. De fato,


onsiderando distribuições a priori menos informativas, observamos que os valores das

medianas a posteriori tornam-se menores.

Em geral, o parâmetro de forma da distribuição Weibull não foi in�uen
iado pelas

variações de espe
i�
ação a priori ao nível dos modelos M2 e M3 e não sofreu efeitos na

mudança do modelo M2 para o M3. Entretanto, notamos evidentes efeitos da variação

de priori ao nível do modelo M4, indi
ando diminuição gradual da mediana a posteriori

à medida que 
onsideramos priori menos informativas.

Os pro
edimentos apli
ados ao parâmetro de forma da distribuição Weibull, no que


on
erne à análise de sensibilidade, também foram usados para 
ada uma das 
ovariáveis

in
luídas nos modelos de fragilidade. A Figura 5.7 apresenta os boxplots da distribuição a

posteriori do 
oe�
iente de regressão asso
iado à 
ovariável sexo. Veri�
a-se 
ara
terísti
as

similares em todos os modelos de fragilidade, 
om priori menos informativas apresentando

maiores valores da mediana a posteriori . Para as demais 
ovariáveis in
luídas no modelo

foi observado que diferentes espe
i�
ações a a priori para η, τ e φ não in�uen
iam nas

distribuições a posteriori dos 
oe�
ientes de regressão. Os grá�
os destas 
ovariáveis são

mostrados no Apêndi
e.
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Figura 5.7: Boxplots da distribuição a posteriori do 
oe�
iente de regressão asso
iado à


ovariável sexo para dados de 
rimes

Os boxplots mostrados na Figura 5.8 ilustram o 
omportamento da distribuição a pos-

teriori dos 
oe�
ientes asso
iados às 
ovariáveis in
luídas no modelo M1 e nos modelos

M2, M3 e M4 mais bem ajustados de a
ordo 
om DIC. Observamos uma similaridade

de 
omportamento dos 
oe�
ientes de regressão em todos os modelos, 
omo por exemplo,

a presença dos valores extremos (outliers) observados em 
ada 
oe�
iente de regressão do

modeloM4, tende a se manter nos restantes modelos. Uma outra similaridade nos quatro

modelos 
onsiderados, é observada para o inter
epto que apresenta um valor da mediana a

posteriori inferior aos valores medianos a posteriori dos 
oe�
intes das 
ovariáveis 
onside-

radas na modelagem, além de indi
ar maior variabilidade, uma vez que apresentou maior

intervalo interquartíli
o em todos os modelos. Em geral, 
ada 
oe�
iente de regressão a

posteriori tende a manter o seu 
omportamento, à medida que mudamos de um modelo

para o outro.
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Figura 5.9: Boxplot das distribuições a posteriori dos α�s para dados de 
rimes

Na Figura 5.9 observamos os boxplots da distribuição a posteriori do parâmetro de

forma α da distribuiçãoWeibull para 
ada um dos quatro modelos 
onsiderados. Notamos

a presença de 
ara
terísti
as que dão similaridade na sua distribuição nos três primeiros

modelos, M1, M2 e M3. Por exemplo, em 
ada modelo, o parâmetro tende a ilustrar a

mesma variabilidade a posteriori, uma vez que apresenta a mesma diferença interquartí-

li
a, 
om tendên
ias de apresentar o mesmo valor da mediana a posteriori. Entretanto,

este parâmetro sofre mudanças da sua distribuição a posteriori, quando 
onsideramos o

modelo de fragilidade espa
ial, M4. De fato, 
om base neste modelo, o parâmetro possui

um valor da mediana a posteriori superior, o mesmo se observa para os valores mínimo e

máximo. Em geral, o parâmetro de forma α da distribuição Weibull tem 
omportamento

a posteriori similar nos modelos sem fragilidade e 
om fragilidade gama e log-normal,

sofrendo modi�
ações quando 
onsideramos o modelo de fragilidade espa
ial.

A �m de analisar a 
ontribuição de 
ada 
ovariável re
orreu-se ao modelo M4 
om

priori φ ∼ Γ(0.01, 0.01) e menor DIC. Na Tabela 5.4, além de observarmos as estimativas

da média a posteriori, do desvio padrão a posteriori e do intervalo HPD de 95% para


ada 
oe�
iente de regressão asso
iado a 
ada 
ovariável, temos também estimativas para

as distribuições a posteriori do parâmetro de forma α da distribuição Weibull e do hi-

perparâmetro φ que 
ontrola a variân
ia da fragilidade espa
ial. Notamos que nenhuma


ovariável in
luída no modelo é estatisti
amente signi�
ativa, uma vez que o intervalo
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Tabela 5.4: Estimativas das distribuições a posteriori dos parâmetros asso
iados ao mo-

delo M4 para dados de 
rimes

média desvio limite inferior limite superior

α 1.0187 0.0827 0.8576 1.1850

inter
epto -3.8551 0.8389 -5.4970 -2.2580

sexo -1.1365 0.7021 -2.3920 0.3277

idade -0.0022 0.0085 -0.0194 0.0141

lugar -0.1034 0.2810 -0.6483 0.4692


onsumado -0.1306 0.2248 -0.5948 0.2813

φ 43.0138 55.2408 0.0758 152.5000

HPD de 
ada um dos 
oe�
ientes de regressão 
ontém o zero. Estes resultados mostram

que, por exemplo, não faz diferença se as tentativas de homi
ídios o
orrerem no mesmo

lugar. De modo análogo veri�
amos que o parâmetro de forma da distribuição Weibull

não é estatisti
amente signi�
ativo, uma vez que não se rejeita a hipótese nula deste pa-

râmetro assumir o valor um, isto é, (H0 : α = 1), que impli
a numa função ris
o 
onstante

ao passar do tempo.

Na Figura 5.10 são apresentados as fragilidades estimadas a posteriori asso
iadas aos

modelos M2, M3 e M4 mais bem ajustados. O mapa obtido 
om base no modelo M4

aponta que as áreas lo
alizadas na região oeste do mapa tendem a apresentar maior ris
o

de o
orrên
ia de homi
ídios que os muni
ípios lo
alizados na região leste do mapa. Tal

resultado está de a
ordo 
om o que era esperado, uma vez que os muni
ípios lo
alizados

na região oeste do mapa são sabidamente mais violentas que aqueles lo
alizados na região

leste. É importante observar também que o padrão de distribuição do ris
o de o
orrên
ia

da segunda tentativa de homi
ídio asso
iado ao modelo M4 é diferente daquele observado

nos mapas obtidos 
om base nos modelos M2 e M3. Tal resultado pode ser expli
ado

pela estrutura de dependên
ia espa
ial 
onsiderada pelo modelo M4, que não é levada em


onta nos modelos M2 e M3.
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6 Con
lusões e trabalhos futuros

Neste trabalho foram feitos estudos de modelos de sobrevivên
ia 
om efeitos aleatórios.

Foram 
onsiderados o modelo de ris
os propor
ionais e os modelos de fragilidade, que são

uma generalização do modelo de ris
os propor
ionais. Dentro dos modelos de fragilidade,

três distribuições sobre o termo do efeito aleatório foram assumidas, duas delas suportam

situações em que não se assume a suposição de dependên
ia espa
ial, nomeadamente, as

distribuições gama e log-normal e a ter
eira distribuição assumida, é bastante apli
ada

na situação em que se assume a suposição de dependên
ia espa
ial, neste 
aso o modelo

ICAR.

Os modelos estudados foram apli
ados a dois ban
os de dados reais, referentes aos

dados de 
ân
er de nasofaringe no estado de Conne
ti
ut, EUA, e dados de 
rimes o
or-

ridos em muni
ípios perten
entes à região metropolitana de Belo Horizonte, Brasil. Para


ada ban
o de dados foi realizada uma análise de sensibilidade 
om base nas diferentes

espe
i�
ações a priori (
om diferentes graus de informação) para os hiperparâmetros as-

so
iados às variân
ias dos efeitos aleatórios de 
ada modelo de fragilidade 
onsiderado.

Com base nas análises de sensibilidade realizadas, observou-se que os modelos M2 e M3

apresentaram desempenho bastante similar em termos de DIC e pD para ambos os ban
os

de dados analisados. Veri�
ou-se também que os melhores ajustes para os modelos M2 e

M3 nos dois ban
os de dados foram obtidos 
om base nas espe
i�
ações a priori menos

informativas, diferentemente do modelo M4, que apresentou melhor desempenho quando

distribuições a priori mais informativas foram 
onsideradas.

Em geral o parâmetro de forma α da distribuição Weibull não se mostrou sensível

às espe
i�
ações a priori dos hiperparâmetros asso
iados aos modelos M2 e M3 para

ambos ban
os de dados. Entretanto veri�
ou-se que a massa da distribuição a posteriori

de α tende a 
on
entrar-se em valores menores a medida que a distribuições a priori me-

nos informativas são assumidas para os hiperparâmetros da distribuição da fragilidade.

Veri�
ou-se também que as distribuições a posteriori dos 
oe�
ientes de regressão asso-


iados às 
ovariáveis in
luídas nos modelos M2, M3 e M4 são similares para dados de
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ân
er. Entretanto, para os dados de 
rimes o inter
epto e o 
oe�
iente de regressão as-

so
iado à 
ovariável sexo mostraram-se sensíveis às espe
i�
ações a priori para todos os

modelos estudados.

As distribuições dos 
oe�
ientes de regressão asso
iados aos modelos mais bem ajus-

tados mostraram-se bastante similares, independentemente do ban
o de dados analisado.

No entanto o parâmetro de forma da distribuição Weibull asso
iado ao modelo M4 e

aos dadoss de 
rimes apresentou uma pequena diferença em relação aos demais modelos

estudados.

A função ris
o de base estimada para os dados de 
ân
er é de
res
ente, o que impli
a

que o ris
o de morte em de
orrên
ia de 
ân
er de nasofaringe para a população em estudo

diminui 
om o passar do tempo. Foi observado também que apenas a 
ovariável idade


ontribui signi�
ativamente para expli
ar o ris
o de o
orrên
ia de óbito devido ao 
ân
er

de nasofaringe. A função ris
o para dados de 
rimes que é afetada uni
amente pelos

termos de efeito aleatório, tende a se manter 
onstante ao passar do tempo. Em geral,

embora a função ris
o de se "experimentar"o evento de interesse seja 
onstante, em 
ertos

muni
ípios da RMBH ela tende a diminuir e em outros aumenta, igualmente observamos

este 
omportamento nos 
ondados do estado de Conne
ti
ut.

Para ambos os ban
os de dados analisados, veri�
ou-se que os mapas 
om as fragili-

dades estimadas pelos modelos M2 e M3, que não levam em 
onsideração a estrutura de

dependên
ia espa
ial, diferiram dos mapas 
om as fragilidades estimadas forne
idas pelo

modeloM4, que foi apontado 
omo o modelo mais bem ajustado. Portanto, os resultados

en
ontrados nessa dissertação ressaltam a importân
ia de se utilizar os modelos que levem

em 
onsideração a estrutura de dependên
ia espa
ial presente nos dados de sobrevivên
ia

a �m de se obter resultados mais 
on�áveis.

Para trabalhos futuros, serão feitas análises dos dados sobre 
rimes na região me-

tropolitana de Belo Horizonte, 
om base na modelagem exponen
ial. Seria interessante

também desenvolver estudos simulados para avaliar o 
omportamento do modelo diante

de diferentes 
enários.
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Apêndi
e

Tabela 6.1: Testes de 
onvergên
ia para as 
adeias do parâmetro do Modelo M4 para

dados de 
ân
er

Heidelberg and Wel
h-Pvalor Geweke(ZObservados)
α 0.9365 -0.1030

int 0.1607 0.7793

sexo 0.2342 0.6018

raça 0.0555 -1.4311

idade 0.0849 1.0375

n

o

primárias 0.6115 0.9888

φ 0.6811 -1.3597

Tabela 6.2: Testes de 
onvergên
ia para as 
adeias do parâmetro do Modelo M4 para

dados de 
rimes

Heidelberg and Wel
h-Pvalor Geweke(ZObservados)
α 0.6252 0.6655

inter
epto 0.8262 0.4382

sexo 0.9470 -0.2288

idade 0.2573 -1.2427

lugar 0.8759 -0.4924


onsumado 0.5964 -1.1074

φ 0.9418 -0.5523
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Figura 6.1: Boxplots da distribuição a posteriori do inter
epto para dados de 
ân
er
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Figura 6.2: Boxplots da distribuição a posteriori do 
oe�
iente de regressão asso
iado à


ovariável sexo para dados de 
ân
er



46

G(1,1) G(0.1,0.1) G(0.01,0.01) G(0.001,0.001)

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

M2

ra
ça

G(1,1) G(0.1,0.1) G(0.01,0.01) G(0.001,0.001)

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

M3

ra
ça

G(1,1) G(0.1,0.1) G(0.01,0.01) G(0.001,0.001)

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

M4

ra
ça

Figura 6.3: Boxplots da distribuição a posteriori do 
oe�
iente de regressão asso
iado à


ovariável raça para dados de 
ân
er
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Figura 6.4: Boxplots da distribuição a posteriori do 
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iente de regressão asso
iado à
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Figura 6.5: Boxplots da distribuição a posteriori do inter
epto para dados de 
rimes
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Figura 6.6: Boxplots da distribuição a posteriori do 
oe�
iente de regressão asso
iado à


ovariável idade para dados de 
rimes
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Figura 6.7: Boxplots da distribuição a posteriori do 
oe�
iente de regressão asso
iado à


ovariável lugar para dados de 
rimes
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