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Resumo

Seja F' um corpo e denote por Z, o grupo dos inteiros médulo n. Nesta dissertagao,
estudaremos a descricao de uma base finita para as identidades polinomiais Z,-graduadas
da algebra das matrizes n x n sobre F', quando n > 2. Métodos diferentes sao empregados
conforme a caracteristica do corpo. Se caracteristica de F' é zero, estudaremos o artigo
de Vasilovsky, sendo que uma das estratégias fundamentais é a reducao do estudo das
identidades polinomiais Z,-graduadas ao trabalho com polindmios multilineares. No caso
em que F' é um corpo infinito de caracteristica qualquer, lidaremos com o artigo de
Azevedo, precisando nos concentrar nos polinomios multi-homogéneos, o que torna o

problema mais dificil, e técnicas como as matrizes genéricas sao utilizadas.
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Abstract

Let F' be a field and denote by Z, the group of integers modulo n. In this dissertation,
we will study a description of a finite basis for the Z,-graded polynomial identities of the
matrix algebra of order n over F', when n > 2. Different methods are employed according
to the characteristic of the field. If the characteristic of F' is zero, we will to study the
paper of Vasilovsky, in which one of the main strategies is to reduce the study of the Z,-
graded polynomial identities to work with multilinear polinomials. In the case where F'
is an infinite field of any characteristic, we will use the paper of Azevedo, focusing on the
study of the multihomogeneous polynomials. This fact makes the problem more difficult,

and techniques such as generic matrices are employed.
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Introducao

A Teoria das PI-algebras, também chamada de PI-Teoria, estuda a classe das
algebras que satisfazem uma identidade polinomial, isto é, a classe das Pl-algebras. Dize-
mos que um polinomio f(z1, s, ...,x,) em varidveis ndo comutativas é uma identidade
polinomial para uma algebra A, se f se anula quando avaliado em quaisquer elementos de
A. Se existe uma identidade polinomial nao nula para A, dizemos que esta algebra é uma
PI-algebra. Por exemplo, se C' é uma algebra comutativa, entao [y, zs] := x129 — X921
¢ uma identidade polinomial de C e portanto C' é uma Pl-algebra. Outros exemplos
interessantes sao as algebras nilpotentes de indice de nilpoténcia n, que claramente sa-
tisfazem identidades do tipo xjxs - - - ,,. Além disso, pode-se provar que a dlgebra Ms(F')
das matrizes 2 x 2 sobre um corpo F, satisfaz a identidade f(xi,zo,x3) = [[ml, x2]2 ,x3}.
Temos ainda que a algebra de Grassmann F de dimensao infinita satisfaz a identidade
f(zq, 29, 23) = [[T1, 22] , 23]. Assim, a classe das PI-dlgebras é ampla e engloba as dlgebras
comutativas, algebras de dimensao finita, algebras nilpotentes, a algebra de Grassmann,

entre outras.

O desenvolvimento da Teoria das Identidades Polinomiais teve inicio por volta de 1930
pelo matematico Dehn (ver [5]), mas foi a partir de 1948 que essa teoria realmente se
desenvolveu, apés o artigo de Kaplansky (ver [10]), onde o autor nos mostra que toda PI-
algebra primitiva é uma algebra simples e de dimensao finita. Em 1950, Amitsur-Levitzki
(veja [2]) demonstraram que a &lgebra M, (F') das matrizes n x n satisfaz a identidade
standard de grau 2n. Este resultado marcou o come¢o de uma nova abordagem a PI-

teoria, que visa descrever as identidades de uma dada algebra.

Em Pl-teoria, descrever as identidades polinomiais para uma certa algebra é, em geral,



um grande desafio. Sendo A uma algebra associativa, denotamos o conjunto das identi-
dades polinomiais dessa dlgebra por Id(A) e este é um ideal da élgebra associativa livre
F (X) fechado por qualquer endomorfismo desta algebra. Ideais com esta propriedade
sao chamados T-ideais. Descrever as identidades de A significa encontrar um conjunto
gerador para Id(A) como T-ideal. Em 1950, W. Specht (ver [18]) levantou a seguinte
questao: “Toda algebra associativa sobre um corpo de caracteristica zero possui uma base
finita para suas identidades polinomiais?”. Este problema ficou conhecido como Problema
de Specht e, ao longo das préoximas décadas, apenas resultados parciais foram obtidos, até
que Kemer (ver [11]) deu uma resposta positiva para esse problema. Uma das principais
ferramentas usadas por Kemer para resolver o Problema de Specht foram as identidades
polinomiais Z,-graduadas.

Mais geralmente, se G é um grupo abeliano aditivo, entao uma &algebra A é G-

graduada se pode ser escrita como soma direta de subespagos A = @ A9 de modo que,
geG
para quaisquer g,h € G, temos AW AN C AWM No caso particular em que G = Zo,

temos que A = A® @ AD ¢ denominada uma superalgebra ou dlgebra Z,-graduada.

Um exemplo importante e que serd utilizado no nosso trabalho sao as Z,-graduacoes
da dlgebra M, (F). Dado t € Z,, seja M, (F)® o subespaco de M, (F) gerado por todas
0)

as matrizes elementares E;; tais que j — i = . Assim, M, (F)© consiste das matrizes da

forma
ai 1 0 0
0 as o
) a1,17a2,27---7an,n GF
0
0 0 An.n

0 0 ai,t+1 0 0

0 0 0 a2,t4+2 0

0 0 0 0 Gntn |
An—t+1,1 0 0 0 0

0 Q. t 0 0 0



onde A1 ¢+41,02¢t42;5 - - -y An—t.ny An—t+1,15 - - -5 At € F. Note que Mn(F) = @ Mn(F>(Z),
t€Zn,
e ainda, para 1,7 € Z,, temos que M, (F)DM,(F)® C M,(F)#®_  E, portanto, a

decomposigao acima define uma Z,-graduacao da élgebra M, (F') que, para simplificar a

notacao, denotaremos por M,,.

Se considerarmos a &lgebra livre F'(X) com X = U X® podemos definir uma

BeqG
G-graduacao para esta algebra da seguinte maneira. Observe, primeiramente, que os

monomios z;, z;, - - - ;,, comk = 0,1,...;2;,%4,,...,2;, € X, formam uma base de F' (X)
como espaco vetorial. Uma varidvel z € X tem grau homogéneo 3, e denotamos a(z) =
B,sex € X¥_ O grau homogéneo de um monémio m = Ty Ty, - T, tal que z;, € X
¢ definido como a(m) = a(z;,) + a(zy,) + ...+ a(z;, ). Para 8 € G, denote por F (x)®
o subespaco de F' (X) gerado por todos os mondmios que tém grau homogéneo 5. Assim,

F(X) = @F (X)? determina uma G-graduacdo em F (X) e esta algebra com esta
BeG
graduagao serd denotada por F (X)Y".

Um exemplo interessante de superalgebra é a dlgebra de Grassmann E com sua Zs-gra-
duacao natural, também denominada graduagao candnica, e dada por £ = F Oy ON
onde E® ¢ o centro de E ¢ EM a parte anticomutativa de E. Dada uma superslgebra
A= A0 ¢ AD, podemos construir, a partir da graduacio canonica de E, uma outra
superalgebra, denominada envolvente de Grassmann de A e dada por G(A) := (A0 ®
E(ﬁ)) D (A(T) ® E(T)),

Vale mencionar que a teoria desenvolvida por Kemer na solugao do problema de Specht
se baseia em uma teoria estrutural de T-ideais e envolve o estudo de identidades Z,-
graduadas e as envolventes de Grassmann. Em particular, Kemer (ver [12]) provou que
toda PI-algebra associativa A sobre um corpo de caracteristica zero é Pl-equivalente a
envolvente de Grassmann de uma superélgebra associativa finitamente gerada B e em [13],
esse resultado foi simplificado ainda mais. Mais precisamente, mostrou-se que Id(A) =

Id(G(B)) para alguma superdlgebra associativa B de dimensao finita.

Além disso, em [12], Kemer estudou as importantes dlgebras T-primas, que sao 4l-
gebras cujos T-ideais sao T-primos. Dizemos que um 7T-ideal I é T-primo se a inclusao

I)I; C I, sendo I, e I, T-ideais, implicar em Iy C [ ou I, C I. Kemer mostrou em



seus trabalhos que os tnicos T-ideais T-primos nao triviais em caracteristica zero sao
Id(M,(F)), 1d(M,(E)) e Id(Mg,(E)), onde E ¢ a élgebra de Grassmann de dimensao
infinita e My, (F) é a subédlgebra de My ;(E) formada pelas matrizes da forma ( 2 K )
onde A € My (,(E®), B € My, (EM), C € My, (EM) e D € My (ED).

Ao longo das décadas, surgiram varios trabalhos importantes no sentido de descrever
as identidades polinomiais G-graduadas de algumas algebras G-graduadas. Se A =

@ A9 é uma slgebra G-graduada, dizemos que um polinémio G-graduado f(z1, ..., z,)

geG
€ F(X)9 é uma identidade G-graduada de A se f(ai,...,a,) = 0, para todo a; €

Ale) g, € Aleln)) Neste caso, escrevemos simplesmente f = 0 em A. O conjunto
de todas as identidades polinomiais G-graduadas da algebra G-graduada A é denotado
por Id(A)9" e este é um Tg-ideal, isto é, um ideal de F (X)?" fechado por qualquer endo-
morfismo G-graduado de F' (X)?". Vale mencionar que, se A é uma PI-dlgebra associativa
sobre um corpo de caracteristica zero e A é G-graduada por um grupo G finito, entao

Id(A)9" é finitamente gerado como Tg-ideal (veja [1] e [19]).

Em 1992, Di Vincenzo [8] provou que, sobre um corpo de caracteristica zero, todas as
identidades polinomiais Zy-graduadas de M; ; (E) seguem de y;y2—y2y1 € de 21 2023+ 232921,
onde y1, 92 € X© e 21, 25, 23 € XD Paraisto, ele trabalhou com polinémios multilineares
e demonstrou primeiramente que todas as identidades polinomiais Zs-graduadas de Mo
seguem de y1ys — Yoy € de 212923 — 232921. Vale mencionar que, no caso mais geral em que
o corpo ¢ infinito e tem caracteristica qualquer, apesar de nao podermos nos limitar aos
polinomios multilineares, podemos nos concentrar nos polinémios multi-homogéneos. Esta
estratégia foi usada por Azevedo e Koshlukov [14] em 2002 para provar que o resultado
de Di Vincenzo sobre as identidades Z,-graduadas de My também ¢é valido para corpos
infinitos de qualquer caracteristica. Para provar esse fato, Azevedo e Koshlukov utilizaram

uma ferramenta importante, que sao as matrizes genéricas Z,-graduadas.

Lembramos ao leitor que, em geral, as matrizes genéricas Z,-graduadas sao ma-
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trizes n X n da forma

0 o0 M0 0

0 o o 32 0

0 0O 0 0 (=t
g 0 0o ... 0

0 .. yi(") 0 o --- 0

onde ygk), com 1 < k <nei>1,sao variaveis comutativas. Denotaremos por R a dlgebra
gerada pelas matrizes genéricas Z,-graduadas n x n. O ponto chave da demonstracao de

Azevedo e Koshlukov mencionada acima é usar, no caso particular em que n = 2, o fato

F(X)9"

de existir um isomorfismo entre TaM)T

% e R. Desta forma, as manipulacoes em
podem ser feitas em R.

Como foi visto anteriormente, sobre um corpo de caracteristica zero, Id(M,(F)) é um
ideal T-primo, que aparece com destaque na classificacao de Kemer, portanto é muito im-
portante descrever estas identidades. Em 1973, Razmyslov [17] encontrou uma base, com
nove elementos, para as identidades polinomiais (ordindrias) de Ms(F') sobre um corpo
de caracteristica zero. Em 1981, Drensky (ver [6]) melhorou esse resultado encontrando
uma base com duas identidades. No entanto, até o presente momento, nao se tem uma
descri¢ao completa de Id(M,(F')) no caso em que n > 3. Assim, considerar M, (F) mu-
nida de sua Z,-graduagao natural, que estamos denotando por M,,, e estudar Id(M,,)9"
para n > 3 é extremamente relevante, uma vez que a compreensao do seu comportamento
auxilia no entendimento das identidades ordindrias de M, (F).

Motivado por Shestakov, Vasilovsky estudou o problema de encontrar uma base finita
explicita para as identidades polinomiais Z,-graduadas de M, no caso em que n > 2. Vale
mencionar que, assim como Di Vincenzo havia feito no caso em que n = 2, Vasilovsky (ver
[21]) trabalhou com polindmios multilineares para descrever, no caso n > 2, essas identi-
dades sobre um corpo de caracteristica zero. Por outro lado, Azevedo (ver [3]) trabalhou
com polinomios multi-homogéneos, para descrever, no caso n > 2, essas identidades sobre
corpos infinitos de caracteristica qualquer. Vale destacar que esta dissertacao tem como

foco os artigos [21] e [3] e estd estruturada da forma que descreveremos a seguir.
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No Capitulo 1, apresentaremos os conceitos basicos, assumindo que o leitor tem co-
nhecimento de algebra linear basica, espagos vetoriais e conceitos relacionados. Iniciamos
com a definicao de algebras e resultados relacionados e apresentamos a definicao de algebra
associativa livre, e outros exemplos relevantes. Em seguida, trataremos das identidades
polinomiais ordindarias, além do conceito de T-ideais e, por fim, falaremos dos polinomios
multilineares e polinomios multi-homogéneos e suas propriedades.

No Capitulo 2, consideramos F' um corpo e G um grupo abeliano aditivo. Comecamos
definindo uma algebra G-graduada, daremos alguns exemplos, entre eles nosso principal
objeto de estudo desta dissertacao, as algebras M,,. Em seguida, falaremos das identi-
dades polinomiais G-graduadas.

O Capitulo 3 trata de matrizes genéricas tanto no caso ordinario como no caso gra-
duado. Em ambos os casos veremos definicoes, exemplos e teoremas importantes sobre
matrizes genéricas que ajudarao no desenvolvimento do Capitulo 4.

No Capitulo 4, principal capitulo da nossa dissertacao, faremos um estudo cuidadoso
das identidades polinomiais Z,-graduadas de M, para n > 2. Apresentaremos os re-
sultados supracitados de Vasilovsky e de Azevedo, que trabalham, a partir de diferentes
métodos, com os casos em que F' é um corpo de caracteristica zero e F' é um corpo infinito
de caracteristica arbitraria, respectivamente.

A dissertacao termina com as consideracoes finais, nas quais apresentamos os resul-
tados de [20], [4], [15]. Mais precisamente observamos que, além da Z,-graduagao M,,,
a algebra M, (F') possui uma Z-graduagao natural. De modo andlogo ao que ocorreu no
caso Zn-graduado, Vasilovsky ([20]) e Azevedo ([4]) estudaram as identidades polinomiais
Z-graduadas de M, (F) quando a caracteristica do corpo F' é zero e quando o corpo F'
¢ infinito de caracteristica qualquer, respectivamente. E interessante ainda considerar a
algebra UT, (F') das matrizes triangulares superiores de ordem n, com sua Z,-graduacao
induzida de M,(F). A descricao das identidades polinomiais Z,-graduadas de UT, (F)
foi feita por Koshlukov e Valenti ([15]), que trabalharam sobre um corpo F' infinito de
caracteristica qualquer. Com a apresentacao destes resultados finalizamos nossa disser-

tacao.



Capitulo 1
Pl-algebras

Nesse capitulo, apresentaremos alguns resultados gerais que ajudarao a compreender me-
lhor o texto. Além disso, desejamos trabalhar com a Pl-teoria, e para isso, definiremos
PlI-algebra, alguns resultados importantes e muitos exemplos. Veremos também algumas
propriedades de polinomios multilineares e multi-homogéneos. Ao longo deste capitulo,

F' denotara um corpo.

1.1 Algebras

Nesta secao, apresentaremos os conceitos de algebra, subdlgebra, homomorfismo de alge-

bra e algebras livres. Apresentaremos também alguns exemplos relevantes.

Definicao 1.1.1. Uma F-dlgebra (dlgebra sobre F' ou simplesmente dlgebra) é um
par (A, ), onde A € um espago vetorial e x € uma operacdo bindria em A, x : AX A — A,

que satisfaz

(1) (a+b)xc=a*xc+bxc;

(i) ax(b+c)=axb+axc;
(iii) (Aa)*b=ax (Ab) = Aax*b),

para quaisquer a,b,c € A e A € F.



Na definicao acima, a operacao * é chamada multiplicacao. Para simplificar a notacao,
vamos denotar a F-dlgebra (A, *) por A, e escreveremos ab em vez de a x b, para a,b € A.
Um subconjunto § é uma base da algebra A, se ¢ uma base de A como espago
vetorial. Neste caso, definimos a dimensao da algebra A como sendo a dimensao do

espaco vetorial A.

Definicao 1.1.2. Dizemos que uma dlgebra A é:
(i) associativa se (ab)c = a(bc);

(ii) comutativa se ab = ba;

(iii) wnitdria se o produto possui elemento neutro, isto é, se existe um elemento 1, € A

tal que

lpaa=aly =a,
para quaisquer a,b,c € A.

No texto trabalharemos com algebras associativas e unitdrias.

Seja A é uma algebra associativa. Definimos o comutador de peso 2 de A por
la,b] = ab—ba, a,b € A, (1.1)
e, de modo geral, definimos o comutador de peso n > 3 de A por

lat, ... an_1,a,) = [[a1,...,an_1],a,], com a; € A. (1.2)
Vejamos alguns exemplos de algebras.

Exemplo 1.1.3. (Algebra das Matrizes) Paran € N, o espago vetorial M,(F) das
matrizes n X n com entradas em F, munido da multiplicacao usual de matrizes, € uma
algebra, cuja unidade é a matriz identidade I,,. Destacamos nesta dlgebra as matrizes
elementares onde, para 1 < i, j < n, F;; ¢ a matriz cuja unica entrada nao nula é 1 e

estd situada na 1-ésima linha e j-ésima coluna. O produto dessas matrizes € dado por
Eij By = 0, Ey

8



com

0, se j#k
dji =
1, se j==k.

As matrizes elementares formam uma base de M, (F) como espago vetorial.

Exemplo 1.1.4. Seja V' um espago vetorial com base {e1, ez, ...} e F um corpo de ca-
racteristica diferente de dois. Definimos a dlgebra de Grassmann (ou dlgebra ex-

terior) de V', denotada por E, como sendo a dlgebra com base
{1, ei,€i, - ei iy <ig < -+ <ig, k>1}

e que tem o produto definido pela relagao

eiej = —eje;, para quaisquer i,j € N.
Definiremos em E os sequintes subespacos vetoriais:
(i) EO, gerado pelo conjunto {1,e; e, - --e; |m par};
(ii) ED, gerado pelo conjunto {e; e, - - -e;, |m dmpar}.
Claramente, £ = E® & ED como espaco vetorial. Como e;ej = —eje;, temos que

(i~ ein )€€ e5) = (1) (ej.e55 - 5 ) (eneiy - €3,,),

para quaisquer m,k € N, e assim, ar = xa para quaisquer a € EO e E. Assim,
EO) estd contido no centro de E, Z(E). Mostra-se facilmente que o centro de E estd
contido em EO ¢, com isso, temos que E© = Z(E). E ainda, bc = —cb para quaisquer

bce EW.

Exemplo 1.1.5. O espago vetorial F[X] dos polinémios na varidvel x com coeficientes

em F', munido do produto usual de polinomios, € uma dlgebra comutativa.
Apresentaremos agora os conceitos de subalgebra e de ideal bilateral.

Definigao 1.1.6. Seja A uma dlgebra. Entao,



(1) Um subespago vetorial B de A é uma subdlgebra de A se 1 € B e B ¢é fechado para

multiplicacao;,
(ii) Um subespago vetorial I de A é um ideal bilateral de A se AI C 1 elACI.

No texto, sempre que nos referirmos a ideais, estaremos, a menos de mencao em

contrério, nos referindo a ideais bilaterais.

Exemplo 1.1.7. O conjunto das matrizes triangulares superiores n X n. com entradas em

F, UT,(F), € uma subdlgebra de M, (F).
Seja A uma algebra. Entao

(i) A é nilpotente se existe um inteiro fixo n > 1 tal que o produto de quaisquer n
elementos de A é igual a zero. O menor niimero n com essa propriedade é o indice

de nilpoténcia da dlgebra A.

(ii) A ¢é nil se, para cada a € A, existe um inteiro n > 1 tal que a” = 0. Uma é&lgebra A

¢ uma nil algebra de indice limitado n se a™ = 0, para todo a € A.

Exemplo 1.1.8. Considere a F'-dlgebra das matrizes triangulares estritamente superiores
de ordem n, cuja multiplicacao € o produto usual de matrizes. Esta dlgebra é uma dlgebra
nilpotente com indice de nilpoténcia n.

De fato, sendo A uma matriz triangular estritamente superior, entdo podemos escrever

A como

A= Z OéijEij = Z aijEi'

1<i<j<n 2<i+1<j<n

onde a;j € F. Desde que j > i+ 1 el > k+1, para j =k teremos | > i+ 2. Assim,

como EijEy = 0L, entao

A=Y ByE;

3<i+2<j<n

onde B;; € F. Repetindo esse mesmo processo, seque que

A" = Z Vi Eij

m+1<i+m<j<n

onde v;; € F. Logo, para m > n, temos que A™ = {0}, concluindo assim o exemplo.

10



Agora, vamos definir homomorfismos de algebras.

Definicao 1.1.9. Sejam A e B duas F'-dlgebras. Dizemos que uma transformacao linear
¢ : A — B é um homomorfismo de dlgebras se p(ab) = p(a)e(b), para todos os

elementos a,b € A.

O conjunto kergp := {a € A|p(a) = 0} é chamado nicleo de ¢ e¢ o conjunto
Imy = {p(a)la € A} é dito imagem de . Diremos que um homomorfismo de al-
gebras ¢ : A — B é um isomorfismo, se ele for bijetivo.

Considere uma algebra A e um ideal I de A.

Definicao 1.1.10. Sejam a,b € A. Dizemos que a € congruente a b modulo I, e

escreveremos a =; b, sea —b € I.

A congruéncia é uma relacao de equivaléncia e a classe de equivaléncia de a é o conjunto
{b € Ala =; b} e serd denotada por @ e também por a + I. O conjunto das classes de

equivaléncia serd denotado por A/I.

Definicao 1.1.11. Sejam A uma dlgebra e I um ideal. Considere as sequintes operacoes
em A/I:
Ma+1)= X a+I;
(a+ D)+ b+1)=(a+0b)+ I

(a+I1)b+1)=ab+ 1,

para a,b € A, N € F. FEstas operacoes independem da escolha dos representantes das
classes, portanto, estio bem definidas. Temos ainda que A/l com estas operagdes € uma

dalgebra, a dlgebra quociente de A por I.
Exemplo 1.1.12. Dado n > 2, Z,, € a dlgebra quociente de Z por nZ.

Uma vez que definimos os principais conceitos de algebra, enunciaremos o classico
Teorema de Isomorfismos de Algebras, védlido também para grupos, espacos vetoriais e

anéis.

Teorema 1.1.13. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras. Entao ker(p) é um

ideal bilateral de A e a dlgebra A/ker(p) € isomorfa a Im(yp).
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A demonstracao desse teorema é essencialmente a mesma do caso de anéis, tomando-se
cuidado em verificar que o isomorfismo de anéis, nesse caso, também preserva a multipli-
cagao por escalar.

Definiremos agora algebras livres em uma classe de algebras e construiremos a algebra
livre na classe das &lgebras associativas com unidade. Vale lembrar que os conceitos

basicos na Pl-teoria sao definidos nestas algebras.

Definigao 1.1.14. Seja B uma classe de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra B € B é
livre na classe B se existe X C B tal que X gera B e, para cada dlgebra A € B e cada
aplicacao h : X — A, existe um unico homomorfismo de dlgebras p : B — A estendendo

h. Nestas condigoes, dizemos que B ¢é livremente gerada por X.

Vamos agora construir um importante exemplo de algebra livre na classe de todas as
algebras associativas com unidade.

Seja X = {x1,x2,...} um conjunto nao vazio e enumeravel de variaveis nao comutati-
vas. Definimos uma palavra em X como sendo uma sequéncia finita x;, z;, - - - x;,, com
neN ez €X. Definimos o comprimento da palavra x;,;, - - - z;, como sendo
n. Quando n = 0, denominamos essa palavra de palavra vazia e a denotamos por
1. Dizemos que duas palavras x; x;, ---x;, € xjxj, ---x;, sao iguais se n = m e se
i1 = J1, o = Jo, . yin = Jn. Seja F'(X) o espago vetorial cuja base é formada por
todas as palavras de X, incluindo o 1. O produto de um escalar em F' por uma palavra
é chamado monémio. O produto de dois monomios é dado por justaposigao. Assim, se
QL Ty -+ T4, € P34, -+ xj, sa0 dois monomios em F' (X), o produto destes é dado por
afxi Ty - T, TjyTjy - T4, Os elementos de F' (X) sdo somas formais desses monomios,

e recebem o nome de polinémios. Observe que X gera F' (X) como algebra e que F' (X)

¢é uma algebra associativa com unidade.

Proposicao 1.1.15. A dlgebra F (X) € livre na classe de todas as dlgebras associativas

com unidade.

Demonstragao. Seja B a classe das édlgebras associativas com unidade. Entao F (X)
pertence a B e X gera F' (X) como &lgebra. Para cada A € B e para cada aplicagao

h: X — A, temos que existem a; € A tal que h(z;) = a;, para i € N. Entdo existe uma
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unica aplicagao linear ¢, : F'(X) — A tal que pp(1) = 14 € @p(zi, -+ x3,) = @i, -+ - a;,,.

Temos que ¢, é um homomorfismo de dlgebras e é o inico que satisfaz ¢,|x = h. Portanto

F (X) é livre na classe das dlgebras associativas com unidade. ]

1.2 Identidades polinomiais

Neste capitulo estudaremos as identidades polinomiais ordinarias. As identidades polino-

miais graduadas serao abordadas no Capitulo 2.

Definigao 1.2.1. Um polinémio f(x1,2a,...,2,) € F(X) € uma identidade polino-
maal para uma dlgebra A se

f(alaa27"'7ak) :07

para quaisquer ai,as, . ..,ar € A. Adotaremos a notagao f =0 em A.

O polinémio nulo f = 0 é sempre uma identidade polinomial para qualquer algebra A
e é chamado de identidade polinomial trivial de A. Desejamos, sobretudo, estudar
algebras que possuem identidades polinomiais nao triviais. Assim, consideremos a seguinte

definicao.

Definigao 1.2.2. Se uma dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial, entdo

A é dita uma PI-dlgebra (ou dlgebra com identidade polinomial).
Vejamos alguns exemplos de Pl-algebras.

Exemplo 1.2.3. Se A é uma dlgebra comutativa, entao f(x1,x2) = [x1, 23] € uma iden-

tidade polinomial de A.

Exemplo 1.2.4. Toda dlgebra associativa nilpotente A é uma Pl-dlgebra, pois sen € o

indice de nilpoténcia de A, entdo A satisfaz a identidade f(xq,%2,...,2,) = T1T9 -+ Tp.

Exemplo 1.2.5. Toda dlgebra nil de indice limitado n é uma Pl-dlgebra, pois satisfaz a

identidade f(x1) = z¥.

Exemplo 1.2.6. A dlgebra UT,(F) €é uma Pl-dlgebra, pois satisfaz a identidade

fxe, .. w) = |1, 9] -+ [Xon_1, T2n]. Isto decorre de duas observagoes importantes. A

13



primeira € que o comutador de duas matrizes triangulares superiores € wma matriz triangu-
lar estritamente superior. A outra observacao € que, conforme mencionamos no Exemplo
1.1.8, a dlgebra das matrizes triangulares estritamente superiores n X n, € nilpotente, com

indice de nilpoténcia n. Entdo, se Ay, As, ..., As, € UT,(F), temos
[A1, Ag] -+ [Agn1, Agn] = 0,
concluindo o nosso exemplo.

Exemplo 1.2.7. Considere o polinomio

Sta(@1,. o, x0) = > (=1)7e(1) " Toim),

0ESn
onde S, € o grupo simétrico de grau n que permuta os simbolos 1,2,....n e (=1)7 € o
sinal da permutacao o. Esse polinomio € chamado de polinémio standard de grau n.
Por exemplo, para n = 2, Sty(x1,22) = T129 — Tox1 = [21,22]. O Teorema de

Amiatsur-Levitzki afirma que Sto,(x1,...,%2,) € uma identidade polinomial para a dl-

gebra das matrizes M, (F'). A prova desse teorema pode ser vista em [2].

Exemplo 1.2.8. A dlgebra Ms(F') das matrizes 2 x 2 sobre F, satisfaz a identidade
flzy, 29, 23) = [[3:1, x2]2 ,xg]. De fato, se A € My(F), entdo o polindmio caracteristico de
A é dado por N + tr(A)X\ + det(A), onde tr(A) e det(A) sio o trago e o determinante
da matriz A, respectivamente. Por outro lado, se A, B € Ms(F), entao tr([A, B]) = 0.
Diante dessas duas informagoes, temos que [A, B]> = — det[A, B] I, onde I, ¢ a matriz
tdentidade 2 X 2. Uma vez que Iy comuta com todas as matrizes 2 X 2, concluimos o

resultado.

Exemplo 1.2.9. A dlgebra de Grassmann E definida no Exemplo 1.1.4 satisfaz a iden-
tidade

f(xy,m9,23) = [[$1, 902] ,$3] .
Como EO = Z(E), para verificar que E satisfaz f, basta mostrar que se a,b € FE,
entio [a,b] € EO. Agora, se a ou b pertencem a E©, entio [a,b] = 0 € E®. Se
a,b € ED | entio ab e ba tém ambos comprimento par e, portanto, la,b] € E© . Desde

que E = EO ¢ ED | seque o resultado.
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Em geral, estamos interessados em estudar o conjunto de todas as identidades de A,

para isso, considere a definicao abaixo.

Definicao 1.2.10. Dada uma dlgebra A, definimos o conjunto de todas as identidades

polinomiais de A por
Id(A)={feF(X) | f=0 em A}.
Denote por End(F' (X)) o conjunto de todos os endomorfismos ¢ de F (X). Note que,
se f(x1,29,...,2,) € Id(A) e ¢ € End(F (X)), entao,
p(f(1, 22, wn)) = f(@(21), (22), - - o))

Como ¢(zy) € F(X), para todo 1 < k < n, e f € Id(A), segue imediatamente que
fle(ar), o(2), ... p(xn)) € 1d(A).

Definigao 1.2.11. Um ideal I de F (X) é um T-ideal, se é fechado sob todos os en-
domorfismos de F(X), em outras palavras, I é um T-ideal se o(I) C I, para todo
¢ € End(F (X)).

Logo, do que vimos acima, temos que /d(A) é um T-ideal, denominado 7-ideal de
A. Reciprocamente, dado um 7-ideal I, existe uma algebra B tal que I = Id(B), basta
considerar a dlgebra B = F (X) /I.

Definigao 1.2.12. Dado um subconjunto S C F (X), o T-ideal gerado por S, denotado

como (S)p, € o conjunto
(S) = spanp{wip(flwe|f € S, ¢ € End(F (X)), wi, w2 € F (X)}.
Exemplo 1.2.13. Se A € uma dlgebra comutativa, entdo
Id(A) = ([z1, 22])p -

Exemplo 1.2.14. Se F' é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entdao (veja

em [16] e [9])
Id(E) = ([z1, 22, 23]) 1,

onde E € a dlgebra de Grasmmann definida no Exemplo 1.1.4.
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Exemplo 1.2.15. Razmyslov em [17] encontrou uma base, com nove elementos, para as
identidades polinomiais de My(F') sobre um corpo de caracteristica 0. Drensky, em [6],

refinou esse resultado e provou que
2
Id(MQ(F)) - <St4('r17 X2, T3, 'r4)7 [[x17 $2] ) .133:| >T .

Definigao 1.2.16. Seja S um conjunto de polinémios em F (X) e f € F(X). Dizemos
que f € uma consequéncia dos polinémios em S, se f € (S),, o T-ideal gerado pelo

conjunto S.

Definicao 1.2.17. Dois conjuntos de polinomios sao equivalentes se geram o mesmo

T-ideal.

1.3 Polindmios multilineares e multi-homogéneos

Nesta se¢ao, definiremos dois tipos de polinomios que serao essenciais nos préximos capi-

tulos. Enunciaremos e demonstraremos alguns resultados importantes.
Definicao 1.3.1. Considere os elementosu = axy iy -+ 4, € [ = (x1, 29, ... 2,) de F(X).

(i) O grau do monémio u, deg u, é o comprimento da palavra u, no nosso caso,

deg u =m;
(ii) O grau do monémio u em x;, deg,,u, é o nimero de ocorréncias de x; em u;
(iii) O grau do polinémio f, deg f, € o maior grau entre os mondémios de f;

(iv) O grau de f em z;, deg.,f, é€ o maior valor de deg,,u, onde u é um mondémio de

f.
Exemplo 1.3.2. Seja f = f(x1, T2, ¥3) = Ti012379 + 1103 — T37050309. Entdo
deg., [ = 2, deg., [ =4, deg,,f = 1.

Definicao 1.3.3. Um polinomio f ¢ homogéneo na varidvel x;, se x; aparece com o
mesmo grau em todos os monomios de f. Se f € homogéneo em todas as suas varidveis,

dizemos que f € multi-homogéneo.
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Exemplo 1.3.4. O polinomio f = f(x1, T9, ¥3) = 30201 Tox3— 1303701 +221 27329 € multi-
homogéneo, enquanto o polinéomio g = g(x ) = dx xird — 5¢h ¢
g ; ENg p g = 9\%1,T2,T3) = *¥L1TyT3 — T1X3T1L2T3 € NOMOGENEO

apenas na varidvel Ts.

Se m(xy,2a,...,x;) é um mondémio de F (X), definimos o multigrau de m pela
k-upla (aq,as,...,ax), onde a; = deg,,m. A soma de todos os monoémios de f € F (X)
com o mesmo multigrau é chamada componente multi-homogénea de f. Observemos
que f € F (X) é multi-homogéneo se, e somente se, possui uma tinica componente multi-

homogénea.

Exemplo 1.3.5. Considere o polinémio f(xy,xa,13) = Tox3T3T9+Tox309+7523 € F (X).
f possui duas componentes multi-homogéneas, a saber, ToT3x3Ty € ToT3To + T3T3, Onde a

primeira componente tem multigrau (2,2,1) e a sequnda tem multigrau (0,2,1).

Um resultado muito importante é o teorema a seguir. Ele nos diz que se F' é um corpo
infinito e queremos descrever Id(A), entao podemos nos ater apenas aos seus polinémios

multi-homogéneos.

Teorema 1.3.6. Seja F' um corpo infinito. Se f =0 é uma identidade polinomial para a
dalgebra A, entdo toda componente multi-homogénea de [ ainda € uma identidade polino-

mial para A.

Demonstragao. Sejam f = f(x1,xs,...,2%) € [d(A) e n = deg,, f. Para cada 0 <i < n,
consideremos f;(z1, xa,...,2x) como sendo a soma de todos os monémios que tém grau i
em z7. Entao, f = fo+ fi+- -+ fu. Queremos mostrar que f; € Id(A), 0 <1i < n. Como
F' ¢ infinito, podemos escolher n + 1 elementos distintos «ag, aq, ..., a, de F' e assim, para

cada 0 < j < n, temos
g = flajey,za, .. an) = fo+ajfi+aifot - +a) fo (1.3)

Como f = 0 em A, entdao g; = 0 em A. Assim, para cada ai,...,a; € A, denotando

fi = filay, ..., ax), segue de (1.3) que ﬁ) + ajfl + .- +a§-‘f; = 0, para todo 0 < j < n.
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Logo,

1 Qg - CYSL fo 0
1 o -+ af ]71 0
1 a, - a” I 0

Para avaliar se esse sistema homogéneo tem solugao nao trivial, basta verificar o que ocorre
com o determinante da matriz a esquerda que é diferente de zero; ja que essa matriz é uma
matriz de Vandermonde, com os «;’s todos distintos. Assim essa matriz é invertivel. Com
isso, concluimos que ﬁ = 0, para todo 0 < i < n, e assim, fy, f1,..., fn s@o identidades
polinomiais para a dlgebra A.

Repetindo esse mesmo processo para xo, T3, ..., T, concluimos a demonstragao desse

teorema. ]

No caso em que F' tem caracteristica zero, podemos trabalhar com polinomios mais

simples.

Definicao 1.3.7. Um polinémio linear em x; é um polinomio de grau 1 em z;. Se
um polinomio € linear em cada varidvel que ocorre em f, dizemos que esse polinomio é

multilinear.

Exemplo 1.3.8. O polinomio f = f(x1, 29, x3) = brexsr+x32100— 12322 € multilinear,
-, l A . _ _ 2 _ 3 2 ’ l -, l
jd o polinomio [ = f(x1, 29, 13) = 301032 + 1123 — L3523 9 € linear apenas na varidve

xIs3.

E importante observar que todo polinomio multilinear é multi-homogéneo. E ainda,

f(zy,x9,...,2x) € F(X) é multilinear se é multi-homogéneo com multigrau (1,1,...,1),
————

k vezes
e, neste caso,

f = Z UoTo(1)To(2) " " Lo(k),

oESk
onde a, € F.

Observagao 1.3.9. Se f = (x1,xa,...,x1) € um polinémio multilinear em uma varidvel,

por exemplo x1, entao

S (Z QiYis L2, - - - ,$k> = Zaz’f(yuwm s T),

18



para todo oy € F, y; € F (X).

Observacao 1.3.10. Seja A uma F-dlgebra gerada, como espaco vetorial, pelo conjunto
B sobre F. Se o polinomio multilinear f se anula em B, entao f € uma identidade
polinomial para A.

De fato, sejam a; = oty ..., an = Y apiu; elementos de A, com us € B. Temos
que f(ay,...,an) = fO o, ..., Y apu;). Como f é multilinear, pela Observagao

1.8.9, seque que f(ay,...,a,) =y, Qi -+ i, f(Uiyy ..y u,) = 0.
—_—
0

Observacao 1.3.11. Seja f = f(z1,29,...,2%) € F(X) um polindmio multi-homogéneo
de grau n em x1. Para y; e yo varidveis distintas pertencentes a X — {xy,...,xx}, con-

sideremos o sequinte polinomio

hy1,y2, T2y -y x) = (1 +y2, T2y -y x) — f(Y1, @, -y 2x) — f(y2, Ty ..o xp).
Claramente, se f € uma identidade polinomial para A, entdo o polinomio h também o é.
E ainda, deg,;h = degy, f, 2 <1 <k, e o grau de h nas varidveis y; e ya € menor que o
grau de h em x1. Pode-se mostrar que h # 0 se a caracteristica de F é zero. Podemos
repetir esse processo até que a primeira varidvel tenha grau 1. Se fizermos isso em todas
as varidveis envolvidas neste processo, obtemos um polinomio multilinear. Esse processo

¢ chamado de multilinearizacao do polinémio f.
O proximo exemplo ilustra essa observacao.

Exemplo 1.3.12. Considere o polinomio f(x1) = 3. Observe que f é multi-homogéneo

de grau 3 em x1. Sejam y; e ys varidveis em X. Entao, tomando h como

h(yi,2) = flyn +y2) — flyn) — fy2),

temos que
h(y1,y2) = Yiyatn + Youi + Y31 + Yiy2 + Y5 + Yot ye.

Observe que, nesse novo polinomio, deg, h = deg,,h = 2. Vamos repetir esse mesmo
processo, mas agora para a variavel y,. Sejam zy e zy varidveis em X, e considere o

polinémio g(z1, z2,ya) dado por

9(21, 22, y2) = h(z1 + 22, 92) — h(21,92) — h(22,Y2),
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temos entao que
9(21, 22, 12) = 21Y222 + 22Yo21 + Yo2122 + Y22021 + 2122y + 222172,

e assim consequimos um polinomio multilinear nas varidveis zq, za, Ys.
Se considerarmos agora u(xy, x2) = x3x3, para linearizar esse polinémio, comegariamos

linearizando 3, obtendo
_ 4 4 4 4 4 4
v(21, 22, Yo, Ta) = 21Y222Ty + 2222105 + Y22120T5 + Y22221T5 + 2122Y2Ty + 2221Ya Ty

e, em sequida, repetiriamos, de modo andlogo ao caso anterior, o mesmo processo, mas

agora para I%

Um dos principais resultados sobre polinomios multilineares sera descrito no préximo
teorema. Ele nos diz que, se a caracteristica de F' é zero, entao podemos reduzir nosso

estudo das identidades de uma algebra ao trabalho com polindmios multilineares.

Teorema 1.3.13. Se F' € um corpo de caracteristica zero, entao todo polinomio nao nulo

f € F(X) € equivalente a um conjunto finito de polinomios multilineares.

Demonstracao. Para demonstrar esse teorema, precisamos observar mais de perto o pro-
cesso de multilinearizagao. Como a caracteristica de F' é zero, entao F' ¢ infinito e assim,
pela demonstracao do Teorema 1.3.6, podemos supor que f é multi-homogéneo. Considere

d = deg,, f. Aplicando o processo de linearizagao na variavel z;, temos

d

P yowa, o mn) = fn + 2@, i) = Y gilyn v, T, -, 7).
=0

onde deg,,g9; =1, degy,9; =d — i e degy,g; = deg,, f, 2 <t <k.

Como F' ¢ infinito, aplicando novamente o Teorema 1.3.6 temos, para 1 < ¢ < d — 1,
que os polinémios g; sao consequéncias de f, ou seja, (91,92, .-, Ja—1)p < <]?>T Como
<f>T C (f)y, concluimos que os polinémios g;s sao consequéncias de f.

Por outro lado, para todo valor de 1,

d
gi(y1,y1,$27 cee ,ﬂck) = (Z,)f<y1,l’2, c. ,xk).

d

Uma vez que a caracteristica de F' é zero, segue que (Z) # 0 e, portanto, f é uma

consequéncia de todos os ¢gis, para 1 <i < d— 1, isto é, (f); C (91,92, -, Gd-1)p- O
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Uma consequéncia imediata desse teorema é o corolario abaixo.

Corolario 1.3.14. Se a caracteristica de ' € zero, entao todo T-ideal é gerado, como

T-ideal, por seus polinomios multilineares.
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Capitulo 2

(G-graduacoes e identidades

G-graduadas

Neste capitulo, introduziremos o conceito de algebra G-graduada por um grupo abeliano
aditivo, daremos alguns exemplos, entre eles a graduagdo natural para a dlgebra M, (F')
que serd estudada no Capitulo 4. Também definiremos as identidades polinomiais

G-graduadas de uma &lgebra G-graduada e veremos alguns exemplos.

2.1 (G-graduacgoes

Seja A uma algebra sobre um corpo F' e considere G um grupo abeliano aditivo.

Definigao 2.1.1. Uma dlgebra A é G-graduada se pode ser escrita como soma direta

de subespacos

A= @A(g)

geqG

de modo que, para quaisquer g, h € G, temos
AW A Algth)

Os subespacos A9 sdo denominados componentes homogéneas de A e os elementos
de A9 elementos homogéneos de grau homogéneo g.
No caso particular em que G = Z,,, usaremos o termo dlgebra n-graduada ao nos

referirmos a dlgebra A.
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Se G = Zy, entio A = A® @ AD ¢ também denominada uma superdlgebra e as
componentes A© ¢ AV sGo chamadas de componetes pares e impares, respectiva-

mente.

Definigao 2.1.2. Um subespaco B C A € graduado ou homogéneo se B = @ (B N A(g)).
geG

Veremos agora alguns exemplos de algebras G-graduadas.

Exemplo 2.1.3. Se A é uma dlgebra, entao podemos escrever

A= @A(Q),

geG

onde A® = A e AY) = {0}, para todo g € G — {e}, onde e denota o elemento identidade
de G. FEsta graduacao é chamada graduagao trivial. Portanto, qualquer dlgebra pode

ser graduada por qualquer grupo através da graduacao trivial.

Exemplo 2.1.4. A dlgebra de Grassmann E possui uma Zs-graduacdo natural: E =
E® @ ED onde E® ¢ ED sio os espacos definidos no Exemplo 1.1.4. Esta graduacio

¢ denominada Zo-gradua¢cao candénica de E.

Exemplo 2.1.5. Seja My(F) a dlgebra das matrizes 2 x 2 sobre F. A dlgebra My(F)
possui a sequinte 2-graduacio: My(F) = My(F)© & My(F)D, onde

© a 0
My (F)Y = |a,d € F
0 d

¢ a subdlgebra de My(F) consistindo de todas as matrizes diagonais e
© b
My (F)D = | bce F
0
¢ o subespago de My(F') de todas as matrizes com 0 na diagonal. Desta forma, My(F),

com a 2-graduacgao dada acima, € uma superdlgebra.

Exemplo 2.1.6. Seja M, (F) a dlgebra das matrizes n x n. Dado o € Z,, seja M

o subespaco de M, (F') gerado por todas as matrizes elementares E;; tais que j —i = o
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Assim, M,(F)© consiste das matrizes da forma

a1 0 0
0 as o
s al’l,ag,g,...,anm € F,
0
0 0 ann

e, para 0 <t <n—1, temos que Mn(F)@ consiste das matrizes da forma

0 ... 0 aiin 0 . 0
0 cee 0 0 a2 t42 0
0 0 0 0 Untn |
n—t+1,1 0 0 0 0
0 At 0 0 0
onde a1 ,441,02,+2; - - - Qn—tn; Op—t41,1, An—t4225 - - -, Ant € I

Observemos que M, (F) é soma direta dos subespacos M, (F)® s, isto ¢,
M, (F) = @ Mn(F)(a)7

e ainda, para o, 3 € ZL,, temos

E, portanto, a decomposi¢ao acima define uma Z,-graduacio da dlgebra M, (F'). Para
simplificar a notagao, denotaremos a dlgebra Z,-graduada M, (F) por M,, e suas compo-

nentes homogéneas M, (F)*) por M.

Exemplo 2.1.7. Considere {X(a)|a € G} uma familia de conjuntos enumerdveis e dois

a dois disjuntos. Tome X = U X ¢ denote por F (X) a dlgebra associativa livremente

aceG
gerada pelo conjunto X. Podemos definir uma G-graduacao para dlgebra livre F (X) do

sequinte modo. Observe, primeiramente, que 0s monomios

TiyTiy - Ty, com bk =0,1,..05 @y, 24y, ..., x4, € X,
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formam uma base de F (X) como espaco vetorial. Uma varidvel x € X tem graw
homogéneo B3, e denotamos a(z) = B, se v € XB. O grau homogéneo de um
monoémio m = v;,T;, - - ;. tal que x; € X € definido como:

a(m) = a(x;,) + a(z,) + ...+ ax;,).

Para f € G, denote por F(X)(ﬁ) o subespaco de F (X) gerado por todos os monomios

que tém grau homogéneo . Observe que
FX) Fx)? c F(x) va,p e G,

assim,
F(X)=@PFx)
aeG
determina uma G-graduagao em F (X) e esta dlgebra com esta graduagdo serd denotada
por F(X)" . Se f € F(X)? dizemos que f é um polinémio G-graduado de grau

homogéneo 3.

No caso particular em que n = 2, usamos em geral uma notacao especial para a
dlgebra livre F (X)9". Mais precisamente, consideramos Y = {y;|i € N} e Z = {z;|i € N}
dois subconjuntos disjuntos de X tais que X =Y U Z. Assumimos que as variaveis do
conjunto Y tém grau homogéneo par e as variaveis do conjunto Z tém grau homogéneo
fmpar. Assim, um mondémio tem grau homogéneo par (respec. impar) se possui um
nimero par (respec. impar) de varidveis no conjunto Z. O espago formado por todos os

monomios de grau par (respec. impar) é denotado por F' (X >(6) (respec. F' (X >(D).

Definigao 2.1.8. Sejam A = @A(g) e B = EBB(Q) algebras G-graduadas. Dizemos
geG geqG
que uma aplica¢ao ¢ : A — B é um homomorfismo de dlgebras G-graduadas (ou

simplesmente um homomorfismo G-graduado), se ¢ é um homomorfismo de dlgebras
que satisfaz o(AY) C BY, para todo ¢ € G. Dizemos que ¢ ¢é um isomorfismo
de dlgebras G-graduadas (ou simplesmente isomorfismo graduado), se p é um

homomorfismo de dlgebras G-graduadas bijetivo.
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2.2 Identidades G-graduadas

As identidades polinomiais definidas no primeiro capitulo, no caso ordinario, sao natural-

mente estendidas para as algebras G-graduadas.

Definicao 2.2.1. Seja A = @ A9 uma dlgebra G-graduada. Um polinémio G-graduado
geG

flz1, 2. 2,) € F(X)9 é uma identidade G-graduada de A se

flay,ag,...,a,) =0

para todo ay; € A@E)) q, € Al@n) Neste caso, escrevemos simplesmente f =0 em

A.
Vejamos alguns exemplos de identidades G-graduadas.

Exemplo 2.2.2. Seja A = @A(g) uma dlgebra G-graduada, e seja f(x1,x9,...,2,) €
geG
F{(X) uma identidade ordindria de A. FEntao se considerarmos a dlgebra G-graduada

F <X>(gr) e tomarmos varidveis x; € X = U X teremos que o polinémio G-graduado
aceG

flry, 2o, . 2) €EF (X)(QT), ¢ uma identidade G-graduada de A.

Exemplo 2.2.3. Seja A = @ AY) wma dlgebra G-graduada com a graduacdo trivial (ver
geG
Eremplo 2.1.3). Se a(xy) € G — {e}, entio x1 € F (X)) ¢ uma identidade G-graduada

de A.

Exemplo 2.2.4. Seja E = E© @ ED o graduacio canénica da dlgebra de Grassmann,
(ver Exemplo 2.1.4). Entao [y1,vs], [y1,21] € 2122+ 2021, com y1,y2 €Y € 21,29 € Z, sdo
identidades Zs-graduadas de E. Para mostrar isso, basta observar que Z(E) = EO ¢ que
para quaisquer by, by € E(T), temos que biby 4+ boby = 0.

Exemplo 2.2.5. Seja My(F) = My(F)© @ My(F)D a 2-graduacio natural definida no
Ezemplo 2.1.5. Entao os polindmios 1y1Yys — Yal1 € 212023 — 232221 sao identidades Zio-

graduadas de My(F).

Definigao 2.2.6. Dada uma dlgebra A munida de uma G-graduacdo, definimos o con-

junto de todas as identidades polinomiais G-graduadas de A por
Id(A)Y" ={fe F(X) | f =0 em A}.
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No estudo das identidades ordinarias, o conceito de T-ideal é de extrema importancia.

Para o caso das identidades G-graduadas, temos um conceito analogo, a saber, o Tg-ideal.

Definigao 2.2.7. Um ideal I de F (X)?" é um Tg-ideal se é fechado sob todos os F-
endomorfismos G-graduados v : F (X)) — F(X)?", isto é, v(I) C I, para todo endo-
morfismo G-graduado v de F (X)7".

Claramente, I é um Tg-ideal se, e somente se, f(g1,¢2,...,9,) € I para quaisquer
flzy,...;x,) €l eg €F (X)(a(zi)). Se A é uma &dlgebra G-graduada, entdao o conjunto
Id(A)9" das identidades G-graduadas de A é um Tg-ideal de F (X)?". Quando G = Z,,

nos referiremos a 7),-ideal ao invés de Tg-ideal.
Definicao 2.2.8. Considere um conjunto S C F (X)?".

(i) O Tg-ideal gerado por S, (S);,., ¢ a intersecio de todos os Tg-ideais de F'(X)”

que contém S.

(ii) Um polinémio f € F (X)?" é uma T-consequéncia de S, se f € (S),, .

G

Note que, se denotarmos por End?"(F (X)?") o conjunto de todos os endomorfismos

G- graduados de F (X)?" entao
(S) 1, = spanp{wip(flwa|f € S, ¢ € End” (F (X)), wi,wy € F(X)""}.

Exemplo 2.2.9. Sejam A = @A(g) uma dlgebra G-graduada com a graduacgao trivial
geG

(ver em 2.1.3) e S um subconjunto de F' (X). Se Id(A) = (f(z1,...,x,)|f(21,...,2,) € )7,
entdo, Id(A)" = (f(yr, .. yn)su | a(y)) = e, f(z1,...,2,) € S,a(u) € G —{e})..

Exemplo 2.2.10. Seja E = E© & EWD o graduacio candnica da dlgebra de Grassmann,
(ver 2.1.4). Entao, 1d(E)"" = ([y1y2], [y121] , 2122 + 2221>T2-

Exemplo 2.2.11. Seja Ms(F') a dlgebra das matrizes 2 x 2 munida da 2-graduacao des-
crita no Exemplo 2.2.5. Entdo, foi provado por Di Vincenzo ([8]), no caso em que F €
um corpo de caracteristica zero, e por Koshlukov e Azevedo ([14]), no caso em que F €

um corpo infinito de caracateristica qualquer, que
Id(MQ(F»gT = <[y1a yQ]v R1%2%23 — ZSZ2ZI>T2 .
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Agora, vamos definir polindmios multi-homogéneos e multilineares G-graduados e al-
guns resultados, no caso em que A é uma algebra G-graduada. Como as demonstracoes

sao analogas ao caso ordinario, omitiremos as demonstracoes.

Definigao 2.2.12. Um polinomio G-graduado f € F(X)?" é dito homogéneo na va-

ridvel x; € X, se x; aparece com o mesmo grau em todos os monomios de f. Se f é

homogéneo em todas as varidveis, entdo diremos que f ¢ multi-homogéneo.

Teorema 2.2.13. Seja F' um corpo infinito. Se f = 0 é uma identidade polinomial
G-graduada para a dlgebra G-graduada A, entao toda componente multi-homogénea de f

também € uma identidade G-graduada para A.

Um polinémio importante, que ¢ um caso particular de polindmios multi-homogéneos,

sao os polinomios multilineares.

Defini¢ao 2.2.14. Um polinomio graduado f € F (X)*" ¢ linear na varidvel x; € X,
se x; aparece com grau 1 em cada monomio de f. Se f € linear em todas as suas varidveis,

diremos que f € multilinear G-graduado.

O préximo resultado nos diz que, em um corpo de caracteristica zero, todo Tg-ideal é

gerado por seus polinomios multilineares G-graduados.

Teorema 2.2.15. Todo polinémio ndio nulo f € F (X)) é uma Tg-consequéncia de um

conjunto finito de polinomios multilineares G-graduados.

O préximo resultado mostra uma importante relagao entre os conceitos de identidades

graduadas e identidades ordinarias.

Proposicao 2.2.16. Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduacoes tais
que Id(A)9" C Id(B)9", entao Id(A) C Id(B). Além disso, se Id(A)9" = Id(B)?", entao
Id(A) = Id(B).

Demonstragao. Consideremos a algebra associativa livre F' (Y), onde Y = {y1,92,...} é

um conjunto nao vazio e enumeravel de varidveis ndo comutativas e seja f = f(y1,...,Yn)
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uma identidade ordindria de A. Dados by, by,...,b, € B, tomemos b;, € BY tal que,

para 1 <7 <nege€ G, temos

bi=Y b,

geG

Para cada b;, # 0, podemos associar uma variavel x;, € X (9). Consideremos o polinémio

f1 :fl(xle,...,xlg,...,xge,...) :f (leg,...,2$ng> €F<X>gr

geG geG

Como f € Id(A), entao f; € Id(A)I", e assim, pela hipétese do teorema, temos que

fi € 1d(B)?". Fazendo as substituicoes z;, = b; , para 1 <i <n, g € G, temos

f(by,....by) =f (Zblg,...,ang> = filbi, .y by, ey bo, ) =0,

geG geG

concluindo nosso resultado. O
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Capitulo 3

Matrizes genéricas

A algebra das matrizes genéricas, que definiremos neste capitulo, constitui um modelo
bastante 1til da algebra relativamente livre sobre um corpo infinito. Definiremos e enun-
ciaremos algumas propriedades da algebra das matrizes genéricas. Dividiremos esse capi-
tulo em duas segoes. A primeira, onde estudaremos o caso ordindrio, e a segunda secao

onde estudaremos o caso graduado, que serd nossa ferramenta no proximo capitulo.

3.1 Caso ordinario

Seja F' um corpo infinito arbitrario e, para um inteiro n > 2, considere a F-algebra dos

polinémios em infinitas varidveis comutativas:
D =Flyl) | 1<pg<ni>1].

Definicao 3.1.1. As sequintes matrizes n X n com entradas em €1,

Yi ‘= Z yz(af])quv i > 17
pg=1

sao chamadas matrizes genéricas n X n. Denotaremos por R, a dlgebra gerada pelas

matrizes genéricas n X n.

Exemplo 3.1.2. Para n = 2, temos:

2
Q=Fyl) [1<pqg<2i>1] eyi= > y)Ey, i>1.
p,q=1
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Assim, as matrizes genéricas com entradas em g sdo:

1 @) 2 @2 @ @

i = Yir Y2 Yy = Yir Y2 vi = Yir. Y2
1 — 1 1 3 2 — 9 9 g ey T — i i g e
yél) yéz) yél) ?/§2) yé ) yé2)
Logo, Ry € a dlgebra gerada por yi,ys,... € assim os elementos de Ry sao da forma

f(yl,...,yk) com f(l'l,...,l'k) c F<X>

Para qualquer F-algebra comutativa C', temos que as matrizes n X n com entradas em

C podem ser obtidas especializando as matrizes genéricas, isto €,

a= Z YoaLipg, Ypg € C,

p,g=1

é obtido a partir de
1
= U Ep
pyq=1

(1)

substituindo a variavel ypé por 7pq, Para 1 < p,q < n.

O préximo resultado faz uma ponte entre as algebras relativamente livres % e

as matrizes genéricas R,,, no caso em que F' é um corpo infinito.

Teorema 3.1.3. Considere um corpo F' infinito. Entdo a dlgebra R,, é isomorfa a dlgebra

relativamente livre F (X)) /Id(M,(F)), isto é,

oo )
" Id(M,(F))
Demonstracao. Considere a aplicagao
F(X)
F(X) = Td(Mn (F))

x, = x;+ Ld(M,(F)).
Pela propriedade universal da &lgebra livre F'(X), a aplicagdo acima induz um tnico
homomorfismo sobrejetor de dlgebras 7y, definido por
. F(X)
- F<X> — Td(M (F))
flre, ..o ze) = fxg,.. x) + Id(M,(F)).
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Analogamente, como R,, é gerada pelas matrizes genéricas, e, novamente, usando a pro-
priedade universal da algebra livre F' (X), a aplicacdo que associa cada x; € X a um

elemento genérico y; induz um tnico homomorfismo sobrejetor de algebras

Ty F(X) — R,
f(xla"ka) = f(ylaayk)

A fim de provarmos o teorema, é suficiente mostrarmos que kerm; = kerms, pois assim

FIX) o PX) ) o

teremos, pelo Teorema de Isomorfismo de Algebras, QUE TG (F) = form — kerm

Se f(x1,...,xx) € kermy, entdo f(y1,...,yx) = 0 e queremos provar que f(xy,...,zx) €
Id(M,(F)). Dados Ay, ..., Ay € M,(F), especializando as varidveis y;’s pelos elementos
A;’s temos que, como f(y1,...,yx) = 0, segue que f(Ay,...,Ax) =0, ou seja, f também
¢ uma identidade para M, (F') e, portanto, f(z1,...,x) € kermy, e assim, kermy C kermy.

Por outro lado, seja f(z1,...,x;) uma identidade para M, (F) e, suponhamos, por
absurdo, que f(y1,...,yx) # 0. Entao, existem A;’s tais que, ao especializarmos as
varidveis y;’s por essas A;’s, temos que f(Ajy, ..., Ax) # 0. Absurdo. Assim, kerm; = kerm,

concluindo nossa demonstragao. O]

3.2 Caso graduado

Assim como a algebra das matrizes genéricas nos auxilia no estudo da algebra relativa-

F(X)

mente livre m s

podemos definir, de forma similar, a algebra das matrizes genéricas

Zyn-graduadas, que nos auxiliarao no estudo da élgebra Z,-graduada relativamente livre

%. Essa algebra é uma ferramenta importante para a caracterizagao das identi-

dades Z,-graduadas de M, (F') no caso em que F' é um corpo infinito de caracteristica

qualquer.

Definicao 3.2.1. Seja Q) = F [yz-(k) | 1<k<n;i>1| a dlgebra dos polindmios co-
(k

; ). Para 0 < i <n—1, vamos denotar por M,(Q); o

mutativos gerada pelas varidveis y ;

subespago de M, (S2) que consiste de todas as matrizes da forma
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onde f1, fo, ...

fn €Q.

f1

O préximo exemplo ajudara a entender melhor o comportamento dessas matrizes.

Exemplo 3.2.2. Considerando o espago das matrizes 3 x 3, M3(Q2), sejam A e B per-

tencentes a My(Q)D, com

A:

onde fi, f2, f3, g1, 92 € g3 € L.

0 fi 0
0 0 f
fz 0 0

Entao, o produto de A por B € dado por

AB =

0

f293

0

B —

0

fson

0 &

0 0 g2

g3 0

Y

Y

e assim AB € M3(Q)®. Em geral, se A € M3(Q)® e B € Ms(Q)Y), entio observamos

que AB € Ms(Q)+),

O proximo lema nos mostra que a decomposicao dada na Defini¢ao 3.2.1 caracteriza

uma Z,-graduagao para a algebra M, (£2).

Lema 3.2.3. Sejam f1, fo, ..

0 .0

0 .0

A= 0 0
fr—igr -+ 0

0 fn

h
0

‘7fn7g17927‘ e
0 0
fa 0
0 fnfi
0 0
0 0

, gn polinomios de ), e considere as matrizes

e
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g 0 .- 0
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com0<1,7<n—1.

Entao
0 0 f19i, 0 0
0 e 0 0 f2gi2 0
AB = 0 0 0 0 o feGis
fx+1giz+1 T 0 0 0 T 0
O e fTLgi7L 0 0 T 0

com iy = (i+k—1)modn+1 ez =n— (i+ j)modn.

Demonstracdo. Antes de comecarmos a demonstracao, observemos que, na matriz A, o
elemento fi ocupa a posigao (k,i+k),sei+k <ne(k,i+k—n),sei+k>n. Logo,

podemos escrever a matriz A da seguinte forma

A= kaEkz+k+ Z JiEkitk—n-

k=n—i+1

Analogamente, para a matriz B, temos

B = ZglEl’]Jrl—i_ Z ngl,ngl n-

l=n—j+1
Entao
n—i n—j
kaglElm+kEl]+l+Z Z T B i B jsint
k=1 =1 k=1 l=n—j+1

n n—j n n
+ Z kaglEk,iJrkanl,jH"‘ Z Z Je91 Bk ik—nEijti—n.

k=n—it+1 =1 k=n—i+1l=n—j+1

Note que, para cada 1 < k < n — ¢ fixo, temos, pelas propriedades de matrizes
elementares, que o tunico elemento da linha k£ de AB que pode ser nao nulo aparecera
quando ¢ + k = [, e serd dado por frg;ix. Se 1 < i+ k < n — j, entao este elemento
aparecera na coluna j +1 = j+1+ k. Por outro lado, se n — 7+ 1 < i+ k < n, entao este

elemento aparecerd na coluna j+1l—n=7j5+i+ k —n.
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De modo analogo, para cada n — ¢+ 1 < k < n fixo, teremos que o tnico elemento
da linha k£ de AB que pode nao ser nulo aparecera quando i + k — n = [, e sera dado
por fiGitk—n. Se 1l < i1+ k—n < n—7j, entao este elemento aparecerd na coluna
j+1l=7+1+k—n. Por outro lado, se n — 7+ 1 <1+ k —n < n, entao este elemento
aparecera na coluna j+[l—n=7+1+ k — 2n.

Assim, em todos os casos temos que, na linha k, o tnico elemento que pode ser nao

nulo é frg;, com

1+ k, se 1+ k<n,
Iy =
1+ k—n, se 1+ k> n.
e, portanto,
ir = (i +k—1) mod n+1, (3.1)

concluindo a primeira parte da demonstracao.
A fim de determinarmos x tal que f,g;, aparece na tultima coluna da matriz AB,
observemos, primeiramente, que o indice i, de f,g;, da matriz AB acompanha o indice

n — j da matriz B, assim

iy =n—j. (3.2)
Entao, de (3.1) e (3.2) temos
ip=n—j=({+xz—1)modn+1
Vamos dividir em dois casos,

e 1 <i+x<n

Neste caso,
1+ =n—7,
e assim,
r=n—(i+7]).
e +x>n
Entao

t+r—n=n-—],
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logo,

r=n—(+j—n).

Em ambos os casos,

x=mn—(i+j) mod n,
concluindo a demonstracao do lema. O

Para simplificar a escrita, usaremos a notagao «(x;) tanto para denotar um elemento de
Zy, (0 grau homogéneo da variavel z; em Z,), quanto um elemento de Z (seu representante
pertencente a {0,1,...,n — 1}). No contexto ficard claro a quem estamos nos referindo.

Denotaremos por R a subalgebra Z,-graduada de M, (§2) gerada pelas matrizes da

forma
0 o 4P o 0
0 o o y? 0
A = 0 | | (P A (3.3)
ylnewot ) 0 0o .. 0
0 g™ 0 o 0
para ¢ > 1.

Exemplo 3.2.4. Considere o caso em que n = 3.

o Se a(xy) =0, entdo

w00
Ay = 0 y?) 0 ;
0 0 y?
o Se afxy) =1, entao
0o Y o
A= 0o o 42 [;
y’ 00



o Se a(xy) =2, entdo

0o o0 gy
A= 4® 0 o0
0o ¢ o

Assim, a definicao de A; depende do grau homogéneo de x;. Note ainda que, dado
um monomio 0 # m(zy,...,zx) € F(X), ao avaliarmos em Ay, ..., Ay, teremos uma
matriz que obedece a Z,-graduacao e que, em cada entrada nao nula, aparecem produtos
de elementos de (2.

A relacao entre as matrizes genéricas Z,-graduadas e a algebra Z,-graduada relati-
vamente livre F (X)?" /Id(M,(F))¢" é dada no préximo teorema e sua demonstragio é

similar ao caso ordinario.

Teorema 3.2.5. Seja F' um corpo infinito. A dlgebra Z,-graduada relativamente livre

F(X)?" JId(M,(F))I" € isomorfa a dlgebra R.
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Capitulo 4

Identidades Z,-graduadas de M, (F)

Seja M, a algebra M, (F) com a Z,-graduacao natural. Neste capitulo, estudaremos
os resultados obtidos por Vasilovsky [21] e por Azevedo [3]. Eles descreveram uma base
finita para as identidades polinomiais Z,-graduadas de M, quando F' é um corpo de
caracteristica zero e quando F' é um corpo infinito, respectivamente.

Iniciamos considerando os polinomios Z,-graduados

T1Ty — Taxy, com o)) = az) =0 (4.1)

T1xTy — Toxxy, com a(zy) = a(xe) = —a(x) (4.2)

e mostrando que estes polinomios sao, independentemente da caracteristica de F', identi-

dades Z,-graduadas de M,,.
Lema 4.0.6. Os polinomios (4.1) e (4.2) sao identidades Z,-graduadas de M,,.

Demonstracao. Observe que os elementos de ./\/l,(?) sao matrizes diagonais e, como quais-
quer duas matrizes diagonais comutam, temos que o polinémio (4.1) é uma identidade
graduada de M,,.

Considere as substitui¢oes dos polinémios (4.2) por elementos da forma
T = Eihjl’ To = Eig,jg e T = Ensa (43)

onde xq, x9 € Mﬁ? exr € M&m), 0<t<n-—1. Entao
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‘ i+t se 11+t <mn,
=
kil—i-t—n, se i1+t >mn;
(
j2_t7 s€ ]2—?521»
igz
\jQ—t+n, se Jo —t <1
s+ 1, se s+1<n,
r =

s+t—n, se s+t >n.

Como os polinémios (4.2) sao multilineares, a fim de verificar que os mesmos sao
identidades Z,-graduadas de M,,, é suficiente avalid-los para as substitui¢oes (4.3) dadas
aclma.

Vamos mostrar que

Ei, i ErsEi, , #0 se, e somente se, Jji=1=7Js e i1 =8 =iy, (4.4)

pois assim teremos que, em todos os casos,

Eihjl ET,SEiQ,jz = Einz ET,SEZ'1J1 )

provando que (4.2) é uma identidade Z,-graduada de M,,.

Comecemos notando que, pela definicao de matrizes elementares, temos

Ei i ErsEi, , #0 se, e somente se, h=r e S = 19.

Observemos que, neste caso,

e jy=1+1t e r=s+t—nnao podem ocorrer simultaneamente, pois senao, como
J1 = r, terifamos

h+t=s+t—n,

o que implica que

n=s—1,
o que nao é possivel desde que 1 < s,i; < n.
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e s=r—t e iy = jo—t+n nao podem ocorrer simultaneamente pois, caso contrario,
como iy = s, teriamos

r—t=yjo—t+n,

e assim,

n=r-—/jsa, onde 1< 775 < n.
Entao, quando j; =14, +t, temos r = s+t e iy = jo — t e, portanto,
h=8s=r—t=j—1t=1% e ji=r=s+t=1iy+1t=7.
De modo analogo, se j1 =i+t —n,entaor =s+t—n e iy = jo —t +n, e assim,
w=s=r—t+n=jH—1t+n=1u e ji=r=s+t—m=is+t—n=js.

Portanto, se j; =r e s = iy, entao tanto no caso em que j; = 7; + £, cOmo no caso
J1 =11+t —n, temos que (4.4) é verificado, concluindo assim nossa demonstragao.

]

Nosso objetivo principal é mostrar que, se F' é infinito, entao todas as identidades poli-
nomiais Z,-graduadas de M,, seguem dos polindémios (4.1) e (4.2). Para isto, denotemos
por Z, o T,-ideal gerado pelos polindémios (4.1) e (4.2).

Estudemos primeiramente o caso em que a caracteristica de F' é igual a zero.

4.1 Caracteristica de [’ igual a Zero

Os resultados aqui apresentados foram descritos por Vasilovsky (ver [21]) em 1999. Ao
longo desta sec¢ao, F' denotard um corpo de caracteristica zero. Comecemos o nosso estudo

com as seguintes definigoes.

Definicao 4.1.1. Considere x1,x2,...,x, € X e 0 € Si. Definimos o monomio multi-
linear em x1, 29, ..., x) correspondente a permutacdo o por
Mg = Mg (T1, T2, ..., Tk) = To(1)To(2) * * To(k)-
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Observe que, se denotarmos por I a permutacao identidade, entao,
my; = my(T1,Ta, ..., Tx) = T1To - - - Ty
Note ainda que,
a(my) = a(my) = a(zy) + a(z) + - - + a(zy).
Definicao 4.1.2. Uma substituicao standard S é uma substituicao da forma
1 =FE,, v2o=FEyj, ..., v,=FE;_j, (4.5)

onde

js - is = Oé(xs>a (46)

de modo que E;, ;, € MEPED e 19k

Para f(x1,xa,...,2;) € F(X)? e uma substitui¢ao standard S, denotaremos por f|g
o valor de f correspondente a substituicao S. Note que se f é multilinear e se f|s = 0
para toda substituicao standard S, entao f é uma identidade graduada de M,,.

Pela definigdo de matrizes elementares, quando uma substituigao standard (4.5) é feita,

o valor do monémio m,(z1, xs, ..., xy) é diferente de zero se, e somente se,

Jo(1) = la(@)s Jo@) = lo@3), - Jo(k=1) = lo(k), (4.7)

e, neste caso,

Mo|s = Eio-(l)vjo(k)'

Definigao 4.1.3. Para um monémio my(xq,xs,...,2x), 0 € Sk, € quaisquer inteiros
1 <p<q<Ek, denotamos por m[f"ﬂ a subpalavra obtida a partir de m, descartando os

primeiros p — 1 e os ultimos k — q fatores, ou seja,

MmN = To) To(pr1)  Tolq)-
O exemplo abaixo ajudara a entender essa definigao.

Exemplo 4.1.4. Se m, (21, %, T3, T4, T5) = ToX5T1T3T4, entdo

m[2’4] = T5X1T3 € TTII([,1

)4 —
. ] = T2X5T1T3.
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Uma vez que definimos alguns conceitos importantes, vamos demonstrar alguns lemas

que ajudarao na prova do resultado principal.

Lema 4.1.5. Para qualquer o € Sy, existe uma substituicao standard S tal que

mo-(l'l,l'z,...,l'k)’s 7é 0.

Demonstracao. Para provar esse lema, faremos inducao em k.
Para k = 1, temos

me (1) = 271.
Entéao, tomando S tal que x; = E;,, com n — i = a(x1), temos
Me(11)|s = Eipn # 0.

Seja k > 1 e suponha agora que vale para kK — 1. Aplicando a hipétese de inducao a

mt 7k_1], temos que existe uma substituicao standard S com

Lo(1) = Eihjl? Lo(2) = Ei27j27 oy To(k-1) = Eik—lujk—l’ (4'8)

tal que

mi* g =B, ;. #0.

Entao, se a(z,()) = t, tomando S’ satisfazendo (4.8) e

l‘g(k) =F

Jk—1:Jk>
onde
. jk—l + tv s5€ jk:—l +t S n,
JE =
Jpo1+t—mn, se jp_1+t>n,
temos
mﬂ(zb L2, .- ?xk)ls’ = Eihjqujqu/@ = Eihjk # 0.

]

Lema 4.1.6. Seja S uma substituicao standard satisfazendo (4.5). Se my|s # 0 entao,

para todo 1 < p < q <k, temos
oz(m[f"ﬂ) = Jo(g) — lo(p)-

42



Demonstracao. Sabemos que m[f’Q] = Top)To(p+1) " To(g—1)Ta(q)- Entao

a (mPU) = a (To4)Tope1) - * Ta(g—1)Tolg))

= a (To(g) + @ (To(g-1)) + -+ @ (Toprn) + @ (To())

= Jo(q) — lolg) T Jo(g—1) = to(g—1) T " T Jo(p+1) = lo(p+1) + Jo(p) — lo(p)-

Como m,|s # 0 entao, segue de (4.7), que

a (mPY) = o) = io(g) + io(q) — lot—1) T + lo(pr2) — lo(pr1) T lopr1) — logp)
= ja(q) - iv(p)'

O

Nos préximos resultados, se dois polinomios f,g € F (X)?" sao tais que f é equivalente

a g médulo Z,,, isto é, f — g € Z,,, entao usaremos a notacao

[ =z, 9

Lema 4.1.7. Se, para uma permutacao o € Sy, existir uma substituicao standard S tal

que
Mo (x1, Tay ..., Tk)|s = my(x1, 2o, ..., 21)|s # 0,
entao
Mo (L1, T, ..., X)) =1, Tins(Ta,x3,...,Tk),
para algum monomio ng(xe, T3, ..., Tx) = Ty Togy " To(pys COM 0 € Si_;.

Demonstracao. Se o(1) = 1, temos claramente o nosso resultado.
Suponha entdo o(1) # 1. Neste caso, vamos quebrar o monémio m,, em pedagos com
apropriados graus homogéneos, para que possamos usar as informagoes sobre Z,, de modo

a produzir o resultado desejado. Comecamos observando que
1=0"Yo(1) <o '(1).

Seja s o menor inteiro que aparece antes do 1 ao percorrer o monomio m, da esquerda

para a direita. Claramente s > 2. Tome t = s — 1. Entao,
1<o M(t+1) <o }(1) <o ().
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Considerando
pi=o0t(t+1), ¢:=011) e r:=0"'(t),

temos

I<p<g<m.
E ainda, como m,|s = my|s, temos
ip1) = i1
Além disso, como m,|g # 0, segue de (4.7) que
Jo(i-1) = lo(1), para todo 2 <[ <k.
Analogamente, como my|g # 0, temos
Ji—1 =1, para todo 2 <[ < k.
Juntando as informagoes acima temos
Jo(g=1) = lo(q) = 11 = lo(1),  Jo(r) = Jt = b1 = lo(p)

e, quando p > 1, temos também
Jo(p-1) = lo(p)-

Estudemos entao os dois casos possiveis:
e p>1
Nesse caso, temos
Jor) = lop) = Jo-1) € lo(q) = Jo(g-1) = lo(1);
o que implica que
Jo(r) = lo(a) = lo() ~ Jola-1) = Jop-1) ~ lo(1) = to,

para algum ¢y € Z.

Assim, pelo Lema 4.1.6,



K _]' e NN JR—

« (mf[qu ]) = Jo(g-1) ~ lo(p) = —lo
a (mlP™) = o0y = i) = to,

e, portanto, como o polinomio (4.2) pertence a Z,,, segue que

My = ml[j_l’p_l]ma[f"vq_l]m([gvr]mg'i'lvk] =7 m[qvﬂm[ffq_l]ml[jlap_l]m['r'i'lak}

n o o Y

e assim

Mo =1, Lo(q) To(q+1) """ La(r)To(p) """ La(q-1)To(1) " " Lo(p—1)To(r+1) """ Lo(k)
N AN

-~

1 ns(22,...,2k)
o que implica
me =1z, 33'1715(172, s 75Ck)'
e p=1
Neste caso,

Jolg=1) = lalq) = lo(1) = la(p) = Jo(r)
o que implica que
o () = g~ T = 0
a (M) = Jotr) = ot = 0.

Como o polinémio (4.1) pertence a Z,, entao

mO’ — m[lvq_l]m[qu]m[T—"_l’k] EI m[qvﬂmg’q_l]mg"'i'lvk}'

ag g g n ag
E assim, como w,(,) = x1 temos, analogamente ao caso anterior, que
my =z, Ting(T2,...,xk),
para algum monomio n,,.

Com isso finalizamos a demonstracao.

]

Agora, veremos que, qualquer monomio m, que satisfaz as hipéteses do Lema 4.1.7, é

equivalente, médulo Z,,, ao monomio my.
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Lema 4.1.8. Se, para uma permutacao o € Sy, existir uma substituicao standard S tal

que
Mo (21, T, ..., Tk)|s = my(x1, o, ..., x1)|s # 0,
entao
My (21, T, ..., Tx) =1, my(x1, 22, ..., Tk).

Demonstracao. Segue do Lema 4.1.7 que

Mo (T1, Tay ..., Tk) =1, T1ns(T2, T3, ..., Tk),

para algum monomio n5(xa, T3, ..., Tr) = Ts2)Ts(3) -+ Tok), 0 € Sk—1-

Seja r o maior inteiro positivo tal que

Mo (1, Tay ..., Tk) =7, T1T2 - TpNr (Tpg 1, Tigay + o o, T)s

para algum monoémio multilinear n. = n-(Ty41, Trga, ..., Tk) = Trr41)Tr(ri2) -

comT € Sp_,_1.

Para concluirmos o lema, basta mostrar que r = k, pois assim teremos

My (x1, Tay ..., Tk) =7, T1To -+ + Tk

Tr(k),

Vamos supor que r < k e considerar S uma substituigdo da forma (4.5) tal que

Mmey|s = my|s # 0. Sabemos que

ZT1xg - IrnT|S = Eil,jl T Eu,jrnT’S = Ez‘l,jﬂlr|s7 (4-9)
e
mils = Ei jy - B, {xraZeie - it [s = By A1 @2 - 2 s (4.10)
Por outro lado, como m, =z, 123 - - x,n, e L, C Id(M,,)9", entao my—x1x9 - - - XNy €
Z, C Id(M,)9 e assim (my—x129 - - - 0, )|s = 0 0 que implica que m,|s = x129 - - - T, 07 |5
e assim z12 - - - T, 0. |s = my|s # 0. Logo, segue de (4.9) e (4.10) que
N (Try1s Tryas - Tk)|s = Trp1Trya -+ x5 # 0.
Pelo lema anterior, existe um monomio multilinear n./(x, 2, T,43,...,Tx), com 7 €
Si_r_1 tal que
n7($r+17 Lri2y .- ,IL‘k) =7, Tr41ly ($r+2a Lr43y - .- ,ZEk).

46



E assim,

My =1, T1T2 - TpZpp1 Ny (Tpgo, Togsy - ., Tk),
contrariando a escolha do r. O

Corolario 4.1.9. Se, para duas permutacoes o e T € Sy, existe uma substituicao standard

S tal que
Mo (T1, Ta, . .., xx)|s = M (21, Za, ..., Tk)|s # 0,
entao

Mo (1, Tay .., Tk) =1, M (T1, Ta, ..., Tp).

Demonstracdo. A fim de podermos aplicar o Lema 4.1.7, facamos a mudancga de variavel

r) = ), com 1 <[ < k.

Temos
/ / / _ / / / .
Myt (L1, ;- ) = i) 1) Trotg(h) = Tr(rlo(1) Tr(r10(2)) """ Lr(r—lo(k))
= To(1)To(2) " " To(k) — ma(Il, To,. .. 7xk)
e
/ / / /AW /
mp(xh, Ty, ..., x)) = 1Ty - XY, = Tr)Tr(2)  Trh) = M (T1, T2 ., Tp). (4.11)
Logo, como my(x1, Ta, ..., xk)|s = m. (21, T2, ..., x1)|s # 0, segue que
/ / / / / /
My-15(2], Ty, ... x))|s = myp(2), x5, ..., 2} )|s # 0.

Aplicando o lema anterior, temos
Mme—1g (), xh, . xh) =1, mr(x], b, ..., 2.
Assim, de (4.1) e (4.11), concluimos que
Mo (T1, Tay .., k) =z, Mo (T1, T, ..., T8),
como desejavamos mostrar. O

A seguir veremos o principal resultado desta secao.
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Teorema 4.1.10. Se caracteristica de F € zero, entdo todas as identidades polinomiais

graduadas da dlgebra Z,-graduada M, sdo consequéncias de

1179 — Towy, a(z1) = a(z) =0

T1TTy — Toxxy, or1) = a(xs) = —a(x).

Demonstracao. Ja vimos no Lema 4.0.6 que os polinomios (4.1) e (4.2) sao identidades
graduadas de M,,. Assim o T),-ideal Z,, gerado pelos polinomios (4.1) e (4.2) esta contido
em [d(Z,)9". Queremos mostrar que, se f(x1, 2, ..., x;) # 0 é uma identidade polinomial
graduada de M,,, entao f € Z,. Como a caracteristica de F' é zero, podemos supor f
multilinear.

Seja r o menor inteiro nao negativo tal que o polinomio f pode ser expresso, médulo

Z,, como uma combinagao linear de » monomios multilineares, ou seja,

.
[ =z, E Aoy Mgy
q=1

com 0 # a,, € F, 0, € Sg. A fim de mostrarmos que f € Z,, basta mostrar que r = 0,
pois assim teremos f =z, 0.

Suponha r > 0. Entao, pelo Lema 4.1.5, existe uma substituicao standard S tal que

Mg, ‘S 7é 0.

Uma vez que f é uma identidade graduada de M,,, entao f|s = 0 e assim

.,
Aoy Mey |S - - Z aaqmaq |S-
q=2
Como
Me,|s € {Eijli,7 =1,2,...,n} U{0}, 1 <q <,
existe pelo menos um nimero inteiro p € {2,3,...,r} tal que

map‘S = moj‘s 7A 0.
Pelo Corolario 4.1.9 segue que
Mo, =1, Mo,
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Portanto,

p—1 r
f =z, (aal + aap) Moy + Z aaqmcq + Z aaqmaq-
q=2 q=p+1
Absurdo, pela escolha do r. Assim,
f EIn 0

4.2 F é um Corpo Infinito

Na secao anterior, estudamos as identidades polinomiais Z,-graduadas de M,, quando
F é um corpo de caracteristica zero. Nesta segao, baseados no artigo [3], trataremos as
identidades polinomiais Z,-graduadas de M,,, no caso mais geral em que F' é um corpo

infinito. Assim, até o final desta secao, consideraremos que F' é um corpo infinito.

Conforme vimos, Vasilovsky [21] provou que, quando F' é um corpo de caracteristica
zero, todas as identidades polinomiais Z,-graduadas de M,, seguem de (4.1) e (4.2). O

mesmo resultado foi encontrado por Azevedo em [3] quando F' é um corpo infinito.

No entanto, vale ressaltar que, ao trabalharmos sobre um corpo de caracteristica zero,
podemos assumir que os polindmios sao multilineares e, com isso, conseguimos o resultado.
Quando o corpo é infinito, nao podemos, em geral, utilizar desse fato. Sendo assim,
foi preciso encontrar outra forma de obter os resultados pretendidos. Em [3], Azevedo
utilizou polindomios multi-homogéneos e matrizes genéricas para conseguir os resultados.
Desta forma, utilizaremos as defini¢oes e notagoes vistas na Secao 2 do Capitulo 3. Para a

conveniéncia do leitor, lembramos que as matrizes genéricas A; estao definidas por (3.3).

O proximo resultado nos diz o que ocorre ao avaliarmos um monomio nao nulo Z,-

graduado por matrizes genéricas.

Lema 4.2.1. Para todo mondmio ndo nulo m(xy,...,x;) € F(X)? de comprimento q,
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existem inteiros 1 <iy < --- <, <k e{ki,....k,x} C{1,2,...,n} tais que

0O .- 0 yz(fl)...yl(fq) 0 --- 0
0 - 0 0 wo 0
m(Ay, ..., Ay) = 0 0 0 0 we |
Wgp1 -0 0 0O --- 0
0 Wy 0 0O --- 0
onde w, = yz(l(lirer) mod n + 1) ygkﬁr_% mod n + 1)’ 2<r<n.

Antes de iniciarmos a demonstracao do lema, facamos um exemplo para entender

melhor o que acontece com esse monomio m ao avaliarmos nas matrizes A;’s.

Exemplo 4.2.2. Considere o monomio m(zy,xs) = zix; € F(X)?, onde a(r)) =2 ¢
a(xg) = 1. Vamos avaliar esse polinomio na subdlgebra Zs-graduada de M5(S2) gerada

pelas matrizes A;’s definidas em (3.3). Temos

0 0 oy 0o 4 0
Ar=1 4% 0 o e Ay=10 o 4
0o Y o w00
Assim,
0 v "yt 0
A3AL = 0 0 v syt
v ys 0 0

(k)

Uma vez que as varidveis y; ' ’s sao comutativas, podemos ordenar os produtos de tal modo

que os indices 1’s estejam em ordem crescente. Teremos entao,

0 uilysys” 0
AZA = 0 0 viys”ys”
yi sy 0 0

E assim, usando a notacdo do Lema 4.2.1, temos q = 3,k = 2,11 = 1,iy = 13 = 2,
$:2,]€1:3,]€2:1,k3:2.
Note que, uma vez que, ordenando os indices, determinamos a primeira linha

yz(fl)yi(?)ygf:‘) (que neste caso ¢ igual a y\>ySV Y ), consequimos escrever toda a matriz.
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Basta, para cada 1 < j <3, somarmos 1 ao valor de (k; +1r — 2)mod 3, obtendo assim o
“expoente” t;. na expressao w, = ygrl)yg”)yg“), com r = 2,3. Por exemplo, na sequnda

linha temos

Wy = y§(3+2—2)m0d3+1)y£(1+2—2)mod3+1)y§(2+2—2)mod3+1) o 51) §2)y§3)

Vale ressaltar que essa mao € a unica forma de reescrever esse produto, pois, como 0S

indices 19 = 13 = 2, podemos, na primeira linha, também trocar a ordem das varidveis
ndi d 3),,2), (1) ind ;

que aparecem com esses indices (escrevendo y,” Ys Yy ') € ainda assim manteremos nossa

condi¢ao iy < iy < iz (obtendo entdo wy e ws de modo andlogo ao que ja foi feito acima).

Demonstracao. A prova desse lema utiliza as ideias do exemplo acima. Usaremos indugao
sobre o comprimento q.

Se ¢ = 1, temos que o mondémio m tem comprimento 1, ou seja,

m(xy) = 7.

Assim,
0 0y 0 0
0 0 0 y? 0
m(A1) = A1 = 0 R 0 0 0 . ygn—a(m))
y%”‘a(”“)“) -0 0 0 .. 0
0 . ygn) 0 0 o 0
N P _ _ ~ (r—=1) mod n + 1 .
este caso, i1 = L,k =L,z =n—a(r)) e w, =y 2 <7 < n, e assim temos

o resultado.

Se ¢ > 1, considere o monémio n(zy, xs,. .., x;) de tamanho ¢ — 1, obtido excluindo a

ultima variavel do monémio m, ou seja,
m(zy, ..., x5) = n(xy,...,x5)x;, para algum 1 <1 < k.

Nossa hip6tese de indugao é que o resultado é valido para o monoémio n(zy,...,xy),

entdo, existem inteiros 1 <43 < iy < ... <4,y < ke {ki,ko,... kp1,t} C{1,2,...,n}
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tais que

(k1) (kq—1)
0 0y "'yiq,ll 0 --- 0
0 - 0 0 o 0
n(Ay, Ay, ... Ag) = 0o --- 0 0 0 - m
Ne+1 0 0 0 0
0 cee T 0 0 --- 0
onde n = ygl(kl—l—r—Q)modn—&—l) L yl(jlji,1+r—2)modn+1)7 2<r<n.
Agora, n(Ay, Ay, ..., Ap)A; é igual a
0 .- 0 y§f”~-~y§fﬁ;” 0o --- 0 0 .0 yl(l) 0
0 - 0 0 o 0 0 e 00 y?
My1 -+ 0 0 0 --- 0 yl("*a(x’)“) o0 0 0
0 T 0 0 0 0 g0 9
e, pelo Lema 3.2.3, esse produto ¢ igual a
kqo1) (i
0 0 ?Jgfl)"'yzgq,ll)yl(h) 0 0
0 0 0 2y’ 0
0 0 0 0 nxyl(jm)
Nar1ye ) 0 0 0 0
0 nnyl(jn) 0 0 0

onde j, = (n—t+r—1)modn+1ex=n—(n—1t+ alx;))modn.

Note que j; = (n — t)modn + 1 e assim

Gr=(n—t+1)4+7r—2)modn+1= (j; +r+2)modn + 1,

para 2 <r < n.
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Desta forma, tomando i, = [ e k, = 71, temos

0O .- 0 yl(fl)...yz(fq) 0 --- 0
0 0 0 wa 0
m(Al,...,Ak):TL(Al,...,Ak)Al: 0 0 0 0 - wy ,
Wat1 0 0 0 0
0 Wn, 0 0 0
onde W, = nryl‘(jT) _ yzgl(k1+r—2)m0dn+1) o yg:fql,1%»1"72)modn+1)ygkq-‘,—7’—2)modn—&—1)7 29<r<ne

{ki,... kg, x} €{1,2,...,n}. Note que temos 1 < i3 <--- <4,y <kei, <k, masnao
temos a garantia que ¢,y < i,. Assim, reordenando as varidveis, se necessério, concluimos

Nnosso teorema. O

O proximo lema é uma consequéncia imediata do Lema 4.2.1.

Lema 4.2.3. Sejam m(xq,...,x;) e n(xy,...,x;) dois monomios de F(X)". Se as
matrizes m(Ay, ..., Ag) e n(Ay, ..., Ax) tém, na primeira linha, a mesma entrada nao

nula, entdo m(Ay, ..., Ax) =n(Ay, ..., Ag).

IN

Demonstracao. Uma vez que demonstramos o Lema 4.2.1, sabemos que existem 1 < 44

o < ... <iy,<ke {kika, ...,k x} C{1,2,...,n}, assim como existem 1 < j; < jp <

o <gp<ke{li,lo,....l,t} C{1,2,...,n} tais que

0 .- 0 yl(fl)...yl(fq) 0 .- 0

0 - 0 0 wa 0

m(Al,Az,...,Ak): 0 o 0 0 0 - wy
Wet1 0 0 0 0

0 Wn 0 0 0
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(ll) . (lp) 0 - O

0 0 Yj, " Y,
0 -0 0 12 0
n(Ay, Ag, ..., Ag) = 0 --- 0 0 o - n |,
N1 -+ O 0 0O --- 0
0 - M 0 0 --- 0
onde w, = y2(1(k1+r72)modn+1) o ygkq—&—r—Z)modn—i-l) en, = yj(fll+r72)modn+1) o ](‘Z(;lp+r—2)m0d n + 1)‘

Como a primeira entrada nao nula das matrizes coincidem, temos que x =t e ¢ = p.
E ainda, como i1 < iy < -+ < gy e J; < jo < oo+ < g, SEgUE qUE
i = J1, 12 =J2,---, lg = Jp
Reordenando, se necessario, concluimos que
ki =1, ke =1a,..., kg =1,
Logo, wy =19, w3 =13, ...,w, = N,, € assim concluimos o resultado. O

O proximo lema é uma importante ferramenta para prosseguirmos nossos estudos.

Lema 4.2.4. Sejam m(xy,...,x;) € n(xy,...,x;) dois monomios de F (X)) tais que
m(Aq, ..., Ar) = n(As,..., A;). Se x, € uma varidvel de m(xy,...,T5) € My, My SGO
monomios de F (X)" tais que m = myx,ms, entdo existem monomios ny,ny € F (X)7
tais que n = nyx,ny e a(my) = a(ng).

Demonstragao. Seja x, uma varidvel de m(x....,z;) e suponha que existam m; e my €

F(X)? tais que m = myz,ms. Pelo Lema 4.2.1 sabemos que existem monomios

Wiy eeos Wy My, M € £ e inteiros 0 < 2,5 < n —1 tais que

0 o 0w, 0 -0
0 e 000wy 0

ml(Ala"'7Ak) = 0 0 0 0 - wn
Wp_izi - 0 0 0 - 0
0 wp, 0 0 0
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0 0 m 0 0
0 0 0 0
ma(Ag, ..., Ap) = 0 0 0 0 N
Mn—j+1 0 0 0 0
0 M 0 0 0
Note que os graus homogéneos de my (A, ..., Ag) e mo(Ay,..., Ax) em R sdo, respecti-
vamente, i e j. Pelo Lema 3.2.3, temos
0 0wyt 0 0
0 0 0wyl 0
mq (Al, c. ,Ak)Ap = 0 0 0 0 wfyz(f“) s
ww+1y;z()iw+1) 0 0 0 0
0 ways™ 0 0 0
nyp
onde i, = (1 + 7 — 1)modn+ 1 e x =n — (i + a(x,)) mod n. Logo,
m(Al, Ce ,Ak) = (ml(Al, Ce ,Ak)Ap)mQ(Al, Ce ,Ak>
0 0 wiys s, 0 0
0 0 0wt 0
— (i),
0 0 0 WitYp My, )
Wty i 0 0 0
0 Wyt 0 0
nYp Mjn
onde jy=(n—2z+s—1)modn+1et=n—(n—z+ j)modn.

Desta forma, a variavel yp“) deve aparecer pelo menos uma vez na primeira linha

de TL(Al, ..

monodmios ny e ny € F(X)Y" tais que n =

em R é 1, pois senao a variavel y,(fl)

LOgO, ml(Al, . ,Ak) (§ nl(Al, ..

a(my) = a(ny).

., Ag), pois, por hipdtese, m(Ay,..

L Ag) = n(Aq, ..., Ag). Assim, existem
n1T,ny € o grau homogéneo de ny (A, ..., Ay)
nao apareceria na primeira linha de n(Ay, ..., Ag).

., Ag) tém o mesmo grau homogéneo em R e, portanto,

O
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Observacao 4.2.5. No caso geral, sejam m(xq,...,xx) en(xy,...,xg) dois monomios de

F(X)" tais que m(Ay, ..., Ax) = n(Aq,..., Ax). Procedendo de modo andlogo ao lema

acima, obtemos que se x, € uma varidvel de m(zy,...,xx) € my,...m; sio monémios de
F{(X)" tais que m = My TpMaTpMs « - - My_1T,My, entao existem monomios ni, . ..,n; €
F(X)" e uma correspondéncia biunivoca ¢ : {1,...,1} — {1,...,1} tais que n =

M TpNaTypNg - = N1 TpNy € Q(MiTpMaTymg - - - My) = (N1TpNaTpNg - = - Ny(y) ), Para todo t =

1,2,...,1.

A fim de ilustrar a correspondéncia biunivoca ¢ : {1,...,l} — {1,...,l} mencionada

acima, vejamos o préximo exemplo.

Exemplo 4.2.6. Considerando a subdlgebra R 2-graduada de My(S)) temos que, se
m(xy, To, T3) = T103T121%9 € N(T1, Lo, T3) = Tox 1212123 G0 dois mondmios de F (X)7"

tais que a(x) = a(z3) = 1,a(zz) = 0, entdo

yMyPy gDy 0

2) (1) (2) (1) (2
0 uys un s

m(Ala AQ; A3) -

Ay, Ay, Ag) = Py gl 0
n( 1,412, 3) - (2),.(2), (1), (2), (1)
0 Yo "Y1 Y1 Y1 Y3

(k)

Como as varidveis y; ', 1 <k <2, 1<1¢ <3 sao comutativas, seque que

m(Ay, Ag, A3) = n(Ay, Ay, As),

e assim a primeira hipotese da Observacao 4.2.5 € satisfeita. Consideremos entao a
varidvel xy.

Se

~

mi mo

m=_1 xx3T12129,
——

ol
(9]

entdo estamos nas condigoes do Lema 4.2.4 e temos ainda que a(my) =

a(mixyms) = 0. Note que, se considerarmos tanto a decomposi¢ao

n= Ty T1T171T3,
~N =

ni ng
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como a decomposi¢ao

N =2T2X1X1T1_ X3 ,
—— =~

n1 no
teremos a(ny) = a(my) = 0 e a(nzing) = a(mixims) = 0 e assim basta tomar ¢ a
aplicagdo identidade definida no conjunto {1,2}.

Vale ressaltar que, em geral, sempre que estamos nas condi¢oes do Lema 4.2.4, pode-
mos tomar o a aplicagao identidade.

Por outro lado, se

m=_1 x 23 x1_1 x1 29,
~ T~ N~
mi ma ms ma
temos a(my) = 0, a(mizims) = 0, a(mizymezims) = 1 e a(mixymezymsrimy) =

0. Neste caso, existe uma unica maneira de decompor o monomio n na forma n =

n1T1Nex1N3x1Ny. Essa decomposicao € dada por

n= x9 r1_1 x1_ 1 x1 23,
~ NN~
ny n2 n3 ng

e assim, temos a(ny) = 0, a(njzing) = 1, a(nzinering) = 0 e a(nirnarnzring) =
0. Neste caso, ndo podemos considerar ¢ a aplicacio identidade, pois a(mixyms) #
a(nyzing). No entanto, se tomarmos a permutagio ¢ : 1 — 1, 2 =3, 3 — 2, 4 — 4,
teremos:
a(my) = a(ny) =0;
——
a(ncp(l))
a(mizims) = a(nyzinering) = 0;
—_————
a(nlzvlmn(P(Q))
a(m1$1m2$1m3) = 04(”196’1712) =1
———
a(n111n¢(3))
a(mixymexrymsrimy) = 9(n1x1n2x1n3x1n4)1 =0.

a(nizingq))

Note que, em geral, se m = miximexy - - - x1My entao, ao decompor n, € possivel, usan-
do as ideias do Lema 4.2.4, encontrar uma decomposicdo na forma n = nirineXy - - - T11y
tal que, ao se comparar os graus homogéneos dos termos m = miTrimsxy -+ - T1My, COM

t=1,2,...,1, com aqueles da forma n = nyxinsxy---x1Ns, com s = 1,2,...,1, teremos
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a mesma quantidade de cada grau homogéneo e assim podemos sempre estabelecer uma

bijecao .

O proximo lema nos diz que se m(Ay, ..., Ax) = n(Ay, ..., A), entdo teremos que
m(zy,...,xx) =1, n(xq, ..., k).
Lema 4.2.7. Sejam m(xy,...,xx) e n(zy,...,xx) dois monomios de F(X)?. Se
m(Ay, ..., Ar) = n(Ay, ..., Ag), entao m(zq,...,x5) =z, n(r1, ..., xx).

Demonstracao. Seja ¢ o comprimento do monoémio m. Faremos inducao em ¢. A ideia
¢é encontrar monomios com graus homogéneos apropriados para que possamos trabalhar
modulo Z,,. Se ¢ = 1, temos obviamente o resultado.

Suponha agora que ¢ > 1. Seja x; a primeira varidavel de m. Entao m = lx;m’/, para
algum m’ € F (X)? e assim, pelo Lema 4.2.4, existem dois monomios ny,ne € F (X))

tais que
n = nyx;ng, com a(n;) = a(l) =0.
Consideremos os trés casos possiveis e mostremos que, em cada caso, existirao quatro

monomios nz, ng, ng, nig € F (X)?" tais que

n = nyngringnig, a(nimg) =0 e a(ngwng) = 0.

Caso 1. Existem dois monoémios m; e my em F (X)?" tais que m = x;mix;my €
a(x;my) = 0. Se denotarmos mgy = 1, temos m = mgyx;mix;m2, € assim

a(my) =0, a(mer;mi) =0 e a(mezymizymsy) = a(m). (4.12)

Pela Observacao 4.2.5, existem trés monomios nsz,ng,ns € F (X)?" tais que n =
nsx;narins € uma correspondéncia biunivoca ¢ : {0,1,2} — {3,4,5} tal que
a(mizimazims - - -my) = a(niainging - - Nyry) com t = 0,1,2. Assim, cada um

dos graus homogéneos
a(ng), a(ngzing) e a(ngringens) = a(n)

estd associado a exatamente um dos graus homogéneos de (4.12). Como a(m) =
a(n) (pois m(Ay, ..., Ax) =n(A, ..., Ay)) teremos, necessariamente,

a(nz) =0 e a(nzr;ng) =0.
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Se tomarmos

n=_1 mn3 x; ng T;ns,
N
n7  ng ng  nio

teremos a(nyng) = a(nz) =0 e a(ngzing) = a(nzz;ng) = 0.

Caso 2. Existem duas variaveis z, e z;, e seis monomios m, ms, n3, ng4, N5, Ng €M
F (X)) tais que m = mix,rpMa, N = N3TN4TN5TpNe, N1 = N3TeNg, a(my) =
a(ng) e a(miz,) = a(ngzengxing). Neste caso, como a(my) = a(ng), segue
que a(miz,) = a(ngz,). Logo, a(ngz,) = a(miz,) = a(ngz.nir;ns), e assim,
a(ngwins) = 0.

Tomando

N ="ngle Ny Tj N5 TpNg,
SN NN
nr ng ng nio

temos a(nyng) = a(nzreng) = a(ny) =0 e a(ngzing) = a(ngxns) = 0.

Caso 3. Nao ocorre nenhum dos dois casos anteriores. Seja x; uma variavel que

aparece em n;. Entao existem monomios n3,ny € F (X)?" tais que
Ny = N3Tng.

Assim, n = nsgxpng, com ny = nax;ne. Pelo Lema 4.2.4, existem dois mondmios

my,my € F(X)" tais que m = myxpmy, com a(mi) = a(ng). Se escrevemos
m= T,
entao temos que existe r € {1,...,¢} tal que k =i, e assim my; = x;, ---x;,_, 0 que
implica que
a(ng) = (@i, -+ i, )
Usando novamente o Lema 4.2.4, mas agora considerando a decomposicao m =
Ty - T, Ty Tiny - oo Ty, Sabemos que existem mondmios ns,ng € F (X)? tais
—_——

que

n=nsT; ,Ng com a(ns) = alx; ).

Como estamos na situagao em que nao ocorre nenhum dos casos anteriores, o com-

primento de nsz;, ,, precisa ser menor que o comprimento de n;;.
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De fato, se o comprimento de nsw;,,, ¢ igual ao comprimento de n;x;, entao ns = n,

e x;,, = ;e como x; =; (j& que x; é a primeira varidvel de m), temos

M = Ty Liy * " L Ly Liyyp " T

com a(x;my) = oz --x;) = alns) = a(ny) = 0, ocorrendo o Caso 1. Por
outro lado, se o comprimento de nsx; _, ¢ maior que o comprimento de n;x;, como

n = NsT; N € N = N3T; Ny T;iNg, SEGUE que IT; , aparece em ny, € assim, existe um
——

ni
monoémio 15 € F (X)?" tal que ny = nyx;,, ,ne. Se tomarmos x, = z;, € T, = T;,,,,

temos

m=X;- - xir—lxirxir+1 eIy

q

=Tj L Lol Lipyg " " Tig
N——

e N = N3TaNal;Ns TyNg,
————
m} ml "5

e ainda, a(m}) = a(x; - x;_ ) = a(ng), a(miz,) = a(x;---z;) = a(ns) =

a(nszxrangz;ns), ou seja, estamos nas condi¢oes do Caso 2.

Assim, o comprimento de nsz;,,, ¢ menor ou igual ao comprimento de n; e, portanto,
7;,,, também aparece em n;. Podemos repetir esse mesmo processo para r + 1,
r+2,..., com isso, concluimos que existe um ro € {1,...,q} tal que, para r > r,
todo x;, aparece em n; 0 mesmo numero de vezes que em z;, -x; e, toda

Tipgyn " Tig

variavel de n; estd em Ty Ty " Ty Logo

0=a(n) = a(@i, i, ., )

Seja x; a primeira varidvel de n. Entao, pelo Lema 4.2.4 existem monomios my, ms €
F(X) tais que m = myz;ms, com a(my) = «(l) = 0. Como z; aparece em

Tip Tipy 4y Tigy €XiStem monomios msg, my € F (X)7" tais que
m = MmzMmyx;ms

COM MyTjMs = Ti, Ty, - Ty, € a(mamy) = a(my) = 0. Entdo, a(maz;ms) =

(i, Tiy oy i) = a(ng) = 0.
Trocando as letras m por n (e consequentemente 13, my, M5 € T; POT Nz, Ny, N5 € Ty,

respectivamente) obtemos

n = n3nawny com a(nzng) = 0 e a(ngwns) = 0.
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Tomando

n= n3 ng xr; ng 1 ,
~ N
nr nsg ng nio

temos a(nyng) = a(nzny) =0 e a(nsgxing) = a(nyx;ns) = 0.

Assim, em todos os casos, existem quatro monomios ny, ng, ng, nig € F (X)?" tais que

n = nyngrngnig, a(nyng) =0 e a(ngr;ng) = 0.
Entao, definimos:

Tingnyngny,  se a(ng) =0,
W(Zy,...,2x) =

T;NgNgN7N1g, se Oé(TLg) 7é 6
e Se a(ng) =0, como a(ngz;ng) = 0, segue que a(x;ng) = 0. Assim, como a(z;ng) =0
e a(nyng) = 0, usando a identidade z 2y = w7, com a(x;) = a(ry) = 0, temos
que

\($in9)(n7n8)nlg =7, \(nmg)(xmg)nw .

-~ -~

W(@1,..rz) (@1, )
e Se (ng) # 0, como a(nmg) = 0 e a(ngzng) = 0, temos que a(ny) = a(zng) =
—a(ng) e, usando a identidade zyzxy = xoxwy, com a(x;) = a(ry) = —a(z),
concluimos que

(ﬂfing)ns(n7)n10 =7, (n7)n8($in9)n1o-
NG J/ J/

wW(Z1,..., %) n(x1,...,Tk)

Portanto, em todas as situacoes, temos
W(Zﬂl,...,l‘k) =7, n(xl,...,xk). (413)
Assim,
w(xy, ..., xr) —n(xy, ...,z € T,.
Do Lema 4.0.6, temos que Z,, C Id(M,,)?". Pelo isomorfismo provado no Teorema 3.2.5,

concluimos que Id(R)Y" = Id ( )T ) - = Id(M,,)?", onde R ¢ a algebra das matrizes

n

genéricas graduadas. Entao,
W(Al, N ,Ak) = TL(Al, N ,Ak)
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Como n(Ay, ..., Ax) = m(Ay, ..., Ag), temos
W(Al, PN ,Ak) = m(Al, ce ,Ak)

Sejam agora wq e mg dois mondomios de F (X)?" tais que w = x;wg e m = x;mg. Como

w(Ay, ..., Ay) =m(A, ..., Ag), do Lema 3.2.3 segue que
WO(A17 ce 7Ak) = m0<A17 s JAk)

Como o comprimento de wq ¢é igual ao comprimento de mg que é k — 1, usando nossa

hipétese de inducao, temos

WO(xla s ,l’k) =z, mU(Ilv s ,l'k;).
Assim,
riWo(T1, ..., Tk) =1, Timo(T1, ..., 74)
(. ~~ - ~~ -
w(x1,...,Tk) m(z1,...,)

e, portanto, de (4.13) temos
n(xy,...,xx) =z, Wz, ..., 2%) =1, m(z1, ..., xx),

provando o lema. O]

Demonstraremos agora o teorema principal desta secao. A demonstragao desse teo-
rema é analoga a demonstracao do Teorema 4.1.10, com as devidas adaptacoes por estar-

mos no caso em que F é um corpo infinito.

Teorema 4.2.8. Sobre um corpo infinito de caracteristica qualquer, todas as identidades

polinomiais graduadas da dlgebra Z,-graduada M, sdo consequéncias de

T1T9 — Towy, a(z1) = a(zy) =0

1Ty — Toxxy, a(xy) = a(ra) = —a(x).

Demonstragao. Considerando Z,, o T,-ideal gerado pelas identidades (4.1) e (4.2), foi
provado no Lema 4.0.6 que (4.1) e (4.2) sao identidades graduadas de M,,, assim, Z,, C
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Id(M,,)". Para concluir a prova do teorema, basta mostrar a inclusdo contraria, ou seja,
queremos mostrar que se f(xy,za,...,x;) # 0 é uma identidade polinomial graduada de
M, entao f € Z,. Pelo Teorema 2.2.13, podemos supor que f é uma identidade graduada
multi-homogénea de M,,.

Seja r o menor inteiro nao negativo tal que o polindmio f pode ser expresso, moédulo

Z,, como uma combinagao linear de » monoémios multi-homogéneos, ou seja,

r
f E-Zn E : a’qmq 9
q=1

com0#a, € F, mgy € F(X), 1<¢q<r. Afimde mostrarmos que f € Z,, basta
mostrar que r = 0, pois assim teremos f =z, 0.
Suponhamos r > 0. Como f é uma identidade graduada de M, e Id(R)?" =

gr gr
Id <%) = 1d(M,,)" entdo,

f(Al,...,Ak) :0

e assim
T

alml(Al, . ,Ak) = — Zaqmq(Al, e ,Ak>

q=2

Como as entradas nao nulas sao monomios de R, segue que existe pelo menos um nimero
inteiro p € {2,3,...,r} tal que my(Ay,..., A;) e my(Ay, ..., Ag) tém, na primeira linha,
a mesma entrada nao nula.

Pelo Lema 4.2.3 segue que my (A1, ..., Ay) = m,(Ay, ..., Ag) e assim, pelo Lema 4.2.7,
temos

miy =z, Myp.

Portanto,

p—1 r
f =z, (a1 +ay,)m;+ Z agmg + Z agmy.
q=2 q=p+1
Absurdo, pela escolha do r. Assim,
f EIn O
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Consideracoes Finais

A &lgebra de matrizes M, (F') se destaca por ser uma das mais importantes PI-dlgebras
e por ser T-prima. Conforme vimos, M, (F') possui uma Z,-graduacao natural dada por

M,(F) = @ M, (F)® onde M,(F)® é o subespaco de M, (F) gerado por todas as
€ Ln
matrizes elementares E;; tais que 7 — 7 = a. Nesta dissertacao, estudamos os resultados

de Vasilovsky ([21]) e Azevedo ([3]), os quais encontraram, por diferentes métodos, uma
mesma base para as identidades Z,-graduadas de M,,, nos casos em que F' é um corpo de
caracteristica zero e um corpo infinito de caracteristica qualquer, respectivamente. Mais
precisamente, eles provaram que as identidades Z,-graduadas de M,, sao consequéncias
dos polindmios z1x9 — Tory, com a(z1) = a(re) = 0, e T12wy — Toxwy, com a(zy) =
a(zy) = —a(x).

E interessante mencionar que, conforme relatado pelo préprio Vasilovsky em [20], ao
tentar descrever as identidades Z,-graduadas de M,,, o autor encontrou uma base para
as identidades Z-graduadas de M, (F), no caso em que a caracteristica de F é zero.

Mais precisamente, Vasilovsky considerou M, (F) munida de sua natural Z-graduacao

M,(F) = @Mn(F)(t), onde M, (F)® é o subespago de M, (F) gerado por todas as
teZ
matrizes elementares Ej; tais que j —i = t. Assim, M,(F)® consiste de matrizes da

forma
ain O 0
0 a
° 22 , se t=0;
0
0 0 apn

64



0 0 0 az t+2 0
e[ o0 ... 0 o0 0 o ntm | se 0<t<n-—1,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
® [ gy 0O - 0 0 - 0], s —(n=1)<t<0;
0 at42,2 0 0 0
0 0 -+ @pny O == 0
0 0 0
0 0 I
o | ,ose [t =,
. T : 0
0 0 0

onde todas as entradas das matrizes acima sao elementos de F'.

Note que, baseados no estudo do caso Z,-graduado, temos que claramente

1Ty — Taxy, com a(x1) = a(xs) =0

T1ToT3 — T3Towy, com a(xy) = ars) = —a(xs)

sao identidades Z-graduadas de M, (F). Além disso, desde que M, (F)® =0 se |t| > n,
temos também que

x1, com |a(z)| >n

¢ uma identidade polinomial Z-graduada de M, (F).
Assim, se dado um monémio Z-graduado multilinear m(xy,...,z,) = x;, 2y - - x;, €

T

inteiros 1 < p < ¢ < r, denotamos por |oz(m[p’q])‘ o médulo do grau homogeéneo da

65



subpalavra mP4 (ver Definicdo 4.1.3) e consideramos
a(m) == max{|a(mP)|| 1 <p<g<r},

entdo, se a(m) > n temos que m é uma identidade Z-graduada de M, (F).
Desta forma, precisamos nos ater apenas aos monomios multilineares m tais que
a(m) < n — 1. Utilizando polinémios multilineares, Vasilovsky demonstrou uma série

de lemas que resultaram no seguinte teorema.

Teorema 4.2.9. Seja F' um corpo de caracteristica zero. FEntao todas as identidades

polinomiais Z-graduadas da dlgebra Z-graduada M, (F') sao consequéncias de
x1, com |a(xq1)| > n,

T1Te — Towy, com a(xy) = a(zy) =0

T1ToT3 — XT3y, com a(xy) = a(xs) = —a(z2).

O mesmo resultado foi provado por Azevedo em [4], quando F' é um corpo infinito de
caracteristica qualquer, e a prova dada por Azevedo é analoga a prova do Teorema 4.2.8.

Finalizamos esta dissertacao observando que a Z,-graduacao de M, (F') estudada nesta
dissertacao induz uma natural Z,-graduacao na algebra das matrizes triangulares su-
periores de ordem n, UT,(F'), e mencionando um resultado interessante, provado por
Koshlukov e Valenti em [15], sobre as identidades Z,-graduadas de UT,,(F'), quando F é
um corpo infinito de caracteristica qualquer. Mais precisamente, a algebra UT,(F') ad-

mite uma Z,-graduagao natural UT,,(F) = @ UT,(F)*, onde UT, (F)* é o subespago de
QELn,
UT, (F) gerado pelas matrizes E;; tais que j —i = «. Considerando essa Z,-graduacao,

Koshlukov e Valenti provaram o seguinte teorema.

Teorema 4.2.10. Se F' é um corpo infinito, entao todas as identidades Z,-graduadas de

UT,(F) sdo consequéncias de

r1Ty — xax1, a(x1) = a(ry) =0

r1To, a(zy) + alzg) > n.
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Note que a primeira identidade da dlgebra Z,-graduada UT,,(F') é a mesma encontrada
para a algebra Z,-graduada M, (F). Isto ocorreu, pois as componentes homogéneas de

grau zero de UT,,(F') e M, (F') coincidem.
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