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Resumo: Este artigo propde uma extensdo da carta de controle npy proposta por Wu et al. (2009)
tornado-a adequada para o controle de processos bivariados. A carta de controle npy monitora a
média de um processo através da inspecao por atributo. A avaliagdo de uma unidade como conforme
ou ndo-conforme torna-se capaz de monitorar a média de um processo através da substituicdo dos
usuais limites de controle pelos limites de alerta. A partir da otimizacao desses limites de alerta e
considerando a simplicidade na inspecgédo por atributo, a carta npy pode ser uma alternativa viavel em
processos de controle bivariados.

Palavras-chave: Controle de qualidade; controle estatistico do processo; processos bivariados,
inspecdao por atributos, ARL.

1. Introducéo
No controle estatistico da qualidade, embora a inspe¢éo por atributo seja menos dispendiosa,

ela estd associada a um controle menos poderoso na deteccao de alteragdes no processo de
producdo. Montgomery (2004) aponta como vantagem a utilizagdo dos gréaficos de controle X e R por
fornecerem uma indicacdo de problema iminente, permitindo a tomada de acfes corretivas antes que
defeitos sejam realmente produzidos. O que ndo seria possivel com os gréficos de controle p, ¢ e u,

gue fazem uso de inspecdes por atributos.

Wu et al. (2009) propés, entdo, uma nova carta de controle np, chamada np,. Essa nova carta
de controle apresenta um desempenho usualmente maior que a carta X, considerando os mesmos
custos de inspecdo. A carta npy, € semelhante a carta np, tendo como principal diferenca a
substituicdo dos limites de controle pelos limites de alerta (warning limits). Dessa forma, ainda que se
trate de inspecdo por atributo, a carta de controle sinaliza uma possivel alteragdo da média do

processo, antes que um defeito seja realmente produzido.

No projeto da carta npy é necessario o conhecimento sobre a média e o desvio padrdo do
processo quando sob controle, assim como a definicdo do tamanho da amostra (n) e o menor ARLsc
permitido, isto €, o menor nimero médio desejado de amostras até que um falso positivo seja
produzido. A partir dessas definicbes Wu et al. (2009) indica como € possivel, numericamente, definir

os limites de alerta respeitando o ARLsc escolhido.

Por tratar-se de inspecdo por atributo, pode ser entendido que os limites de alerta sédo os
parametros para criagcdo dos gabaritos de inspecédo, e que a indicacdo de processo fora de controle
da-se por um numero determinado de medidas em uma amostra fora das especificacfes desse

gabarito.
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Tanto a carta proposta por Wu et al. (2009), quando a carta X foram projetadas para o
monitoramento de processos univariados. A proposta desse trabalho é estender a aplicacdo da carta
npx, de modo que possa ser aplicada no controle de processos bivariados e comparar o seu
desempenho com a carta T2 de Hottelling. A carta T2 de Hottelling foi definida por ser a versao
anéaloga da carta X de Shewhart para casos multivariados (MONTGOMERY, 2004).

2. Projeto e implementacdo de uma carta npx para o caso bivariado

Considere um processo bivariado sob controle com as variaveis X;~N(Ux1,0x1) € X2~N(Hx2,0x2)
associadas respectivamente a duas caracteristicas de qualidade de uma particular unidade

produzida, em que o coeficiente de correlacéo entre € X; e X, dado por p . Seja os limites superior e

inferior de alerta para X; e X;, dados respectivamente por W:: = U, +WOo,, ; W'X'l = U, —WOo,, ;

Wls

Xp

M., +WOo,, e W)'(i2 = i, —Wo,,. Neste sentido, a probabilidade de uma unidade da produgao

estar fora dos limites de alerta é calculada pela equagéo Eq. (1).

P =1-
Wy Wy _ _ 2 2 _ X, — X, — 2
1 eXp 1 . (X:L l:lxl) _ p(xl :uxl)( 2 :uxz) + ( 2 ::lxz) dx1de
—w,—wy 270, O \/1—,02 2(1-p°%) o, 059, X,
(1)

A estatistica do teste sera baseada no numero de ndo conformidades (U) em uma amostra com n
unidades. Se U for inferior ou igual a u entdo o processo sera considerado sob controle. Uma vez que
as unidades séo classificadas como dentro ou fora dos limites de alerta de forma independente, U

segue uma distribuicdo binomial, como mostrado na Eq. (2).

n
P(U =u) =(uj Py po) "
)

O ARLsc é dado por 1/0‘, em que & (conhecido como o Erro Tipo I) é calculado de acordo com a
Eqg. (3).
u (n _
a :1_2( i J poI (1_ po)(n_l)
i=0
3
O valor de ARLsc (1/ & )é escolhido pelo projetista da carta. Portanto as Equagdes (1) e (3) permitem

determinar respectivamente os limites de alerta (w,-w) e 0 niumero de ndo conformidades em uma



amostra (u) de tal forma a satisfazer o valor fixado do ARLsc. No entanto, podem existir mais de uma

solugédo para u e (w,-w).

Neste sentido, com intuito de obter apenas uma solu¢do, podemos obter os valores de u e (w,-w)
gue satisfacam o valor do ARLg fixado, mas também que minimize o valor do ARLy. O valor de ARLfc
constitui-se no nimero médio de amostras necessarias para detectar a mudanca ocorrida na média

do processo.

Suponha que as médias das variaveis aleatdrias X; e X, podem migrar respectivamente para

Ly =ty +0,0, € p, =, +05,0,, quando o processo estiver fora de controle, sendo que &;;5,

sd0 numeros reais. Assim, com a mudanca da média, a probabilidade da unidade estar fora dos
limites de alerta é dada por:

Py =1-
Wyp Wy _ — ) 2 — X, — > X, — )2

eXp 1 . (X1 fxl) _ p(xl ﬂxl)( 2 /uxz) + ( 2 /:’lxz) dX1de
Wy, 270, O, J1-p° 2(1-p7) Oy, 0,9, Oy,

(4)

Assim, ARLfc pode ser calculado por 1/ (1— ), em que S é dado por:

1-4 =1—im B, (1— )™

(5)

Nosso objetivo é entdo determinar os limites de alerta e o nimero maximo de unidades nao
conformes (fora dos limites de alerta) de tal forma a minimizar o ARLfc. A expressdo mostrada na Eq.
(6) sintetiza o nosso objetivo.

(Wg ;W ;u)=arg ( min )[ARLfc(wxl;sz;u;ﬂ;;#;)]

Wx1:Wx21U

(6)
3. Estudos comparativos

Para compararmos a carta T2 de Hottelling e a carta npy, a (erro tipo I) foi fixado como
0,0027, as médias p; e y, foram fixadas como zero e os desvios padrdes o; e 0, foram fixados como
um (processo padronizado). A correlagdo entre as varidveis X; e X, foi definida como 0,3. Outros
valores também foram avaliados, mas os resultados se mostraram equivalentes. No Anexo 2 sdo

mostrados os resultados considerando a corregéo 0,6 e 0,9.



Para que o desempenho também fosse comparado na situacéo do processo fora de controle,
foram calculados os ARLfc para alteragdes na média do processo com incrementos (6) de 0,25 a 3,5.
O incremento © é a magnitude da alteragao da média do processo em termos do desvio padréo. Para
0 célculo dos valores de ARLfc para as cartas T2-Hoteling e npy bivariada, foi desenvolvida uma

macro no Matlab (Anexo 1).

Na tabela 1 sdo mostrados os resultados obtidos. Na coluna (1) e (2) temos os incrementos
() que representam as altera¢cdes das médias u; e y, , respectivamente. Na coluna (3) estdo os
resultados obtidos pela carta T2 de Hottelling, com tamanho da amostra (n) igual a 5. E nas colunas

(4), (5), (6) e (7) os resultados obtidos pela carta npy para diferentes tamanhos de amostras.



TABELA 1 - Valores comparativos do ARL para as cartas T2 de Hottelling e Npy

1) ) 3 4 5) (6) )
T2Hoteling Carta npx Carta npx Carta npx Carta npy
n=5 n=5 n=10 n=20 n=50
O Ox
LSC=11,829 LSC=2 LSC=3 LSC=6 LSC=13
- w=2,111 w=2,124 w=1,928 w=1,843
0,00 0,00 370,37 371,30 371,85 369,52 370,13
0,25 0,00 169,08 295,97 278,11 252,33 210,61
0,50 0,00 46,12 162,11 129,58 93,55 51,09
0,75 0,00 14,30 72,09 47,33 26,29 9,72
1,00 0,00 5,57 30,27 16,72 7,70 2,56
1,25 0,00 2,75 13,27 6,57 2,90 1,25
1,50 0,00 1,70 6,42 3,10 1,54 1,02
1,75 0,00 1,27 3,52 1,81 1,13 1,00
2,00 0,00 1,09 2,21 1,30 1,02 1,00
2,25 0,00 1,03 1,58 1,09 1,00 1,00
2,50 0,00 1,01 1,27 1,02 1,00 1,00
2,75 0,00 1,00 1,12 1,00 1,00 1,00
3,00 0,00 1,00 1,04 1,00 1,00 1,00
3,25 0,00 1,00 1,01 1,00 1,00 1,00
3,50 0,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,25 0,25 133,81 246,27 219,88 187,74 138,29
0,50 0,50 29,33 93,85 65,45 40,07 16,74
0,75 0,75 8,26 31,25 17,36 8,10 2,71
1,00 1,00 3,25 11,44 5,60 2,49 1,17
1,25 1,25 1,76 5,00 2,45 1,31 1,01
1,50 1,50 1,24 2,66 1,46 1,04 1,00
1,75 1,75 1,07 1,71 1,13 1,00 1,00
2,00 2,00 1,01 1,29 1,03 1,00 1,00
2,25 2,25 1,00 1,11 1,00 1,00 1,00
2,50 2,50 1,00 1,04 1,00 1,00 1,00
2,75 2,75 1,00 1,01 1,00 1,00 1,00
3,00 3,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
3,25 3,25 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
3,50 3,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

A partir dos resultados da Tabela 1, e considerando que os célculos foram realizados com
alteracdes nas médias entre 0 e 3,5 (0 < © < 3,5) e tamanhos de amostras iguais a 5, 10, 20 e 50, é

importante observar que:

1. Ambas as cartas apresentaram valores semelhantes para o ARLsc, isto é, o mesmo

desempenho para a situagao sobre controle.



2. Paratamanhos de amostras iguais (n=5) a carta T2 de Hottelling € superior a carta npy para
detectar alteragdes na média (8) para os tamanhos amostrais testados na carta npy. Quando
a alterac@o na média ocorre em apenas uma variavel, as cartas apresentam desempenhos
semelhantes somente quando 6>3,25. Quando a alteragdo acontece nas duas médias, o

desempenho se iguala a partir de 6=2,75;

3. Quanto maior o tamanho da amostra, melhor o desempenho da carta npy. Considerando
n=20 para a carta npx, seu desempenho supera a carta T? de Hottelling a partir de =1,50
guando a alteracdo da média acontece em apenas uma média. Quando a variacao acontece
nas duas médias, o desempenho da carta npx supera a carta T2 de Hottelling a partir de
0=0,75. Considerando n=50, a carta npy supera a carta a carta T2 de Hottelling a partir de
0=0,95 quando a alteragdo acontece somente em uma média, e em 6=0,50 quando a

alteracéo ocorre nas duas médias.

As avaliacBes nos permitem a concluir que a carta npx bivariada pode ser uma alternativa para a
carta T2-H0teling quando a variacdo na média é grande e 0 custo de inspegdo por atributos é

significativamente inferior a efetiva medi¢c&o das unidades produzidas.

4. Conclusdes

A carta npx, assim como proposto, permite obter desempenho superior a carta T2 de
Hottelling para o monitoramento de processos. Essa diferenca ocorre principalmente para os casos
em que a amostragem por atributo apresenta custo consideravelmente menor que a amostragem
realizada por medidas continuas, isto €, para os casos em que é possivel utilizar um nimero maior de

medidas sem onerar o custo.

A escolha da carta mais adequada para monitoramento de um processo nao é funcdo apenas
do custo de inspecdo, mas também dos resultados esperados com o adequado monitoramento. A

carta np, € uma alternativa para processos que apresentam grandes dificuldades de quantificacdo

gue poderiam ser evitados com a utilizacéo da inspec¢ao por atributo.

A comparacdo entre as cartas T2 de Hottelling e a carta npy mostrada nesse trabalho, embora
tenha considerando diversos valores para alteragées nas médias (0 < & < 3,5), nao utilizou dados
histéricos do proprio processo. Assim, para estudos futuros, sugerimos uma avaliagcdo conjunta do

processo Cusum (cumulative sum control chart) com a proposta npy.
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Anexo 1

clear all

tic

tamanho=50;

alfa=0.0027;

=1

for u=1:tamanho-1 %Testando os possiveis u’s.

format long
global ul u2 corr

corr=0.3;

Vex1=1; %Variancia sob Controle de X1
Vex2=1; %Variancia sob Controle de X2

Vfx1=1; %Variancia fora de Controle de X1
Vfx2=1; %Variancia fora de Controle de X2

MU(1,1)=0; %Média 1 sob Controle
MU(1,2)=0; %Média 2 sob Controle

MUf(1,1)=0.5; %Média 1 fora Controle
MUf(1,2)=0.5; %Média 2 fora Controle

%Matriz de Covariancia sob Controle

Sigma (1,1)=Vcx1;

Sigma (2,2)=Vcx2;

Sigma (1,2)=corr*(Sigma(1,1)"0.5)*(Sigma(2,2)"0.5);
Sigma (2,1)=corr*(Sigma(1,1)*0.5)*(Sigma(2,2)"0.5);
%Fim da matriz

cont=1
for w=0.5:0.001:6 %pesquisando o w ideal condicionado a um particular valor de u.

ul=MU(1,1);
u2=MU(1,2);
y = 1-dblquad(‘'fl',-w,w,-w,w,1.e-6);

W (cont)=w;

prob(cont)=y;
sa(cont)=1-binocdf(u,tamanho,y);
cont=cont+1;

end

sal=abs(sa-alfa);

[sa2, pos]=min(sal);

probl=prob(pos);



Is=W (pos); %valor 6timo de w condicionado a u.
li=-Is;

ul=MUf(1,1);
u2=MUf(1,2);
yl = 1-dblquad('f1',li,Is,li,Is,1.e-6);

P1=1-binocdf(u,tamanho,yl);

% Caculando valores que superam o Corte
sa(pos);

NMA1=1/P1; %ARLFC p/ npx bivariado;
LC=icdf('chi2',1-alfa,2);
pnc=tamanho*((MUf-MU))*(Sigma”"(-1))*(MUf-MU)’;
Poderc=1-cdf('ncx2',LC,2,pnc);

NMA2=1/Poderc; %ARLfc para T2Hoteling.

Resultado(j,1)=tamanho;
Resultado(j,2)=sa(pos);
Resultado(j,3)=u;
Resultado(j,4)=ls;
Resultado(j,5)=NMA1;
Resultado(j,6)=NMA2;
=+

end
toc

Resultado
[opt, pos]=min(Resultado(:,5)); %Definindo os valores 6timos.

W
Resultado(pos,4)
U=
Resultado(pos,3)
'ARL'
Resultado(pos,5)
'ARLT2'
Resultado(pos,6)



function F=f1(x,y) %Céalculo da Integral dupla relativa aos limites de alerta.
global ul u2 corr

F1=1./(2*pi.*((1-corr"2).70.5));

F2=-0.5.*(1./(1-corr."2));

F3=((x-ul)."2);

F4=-2.*corr.*(x-ul).*(y-u2);

F5=((y-u2).”2);

F=F1.*exp(F2.*(F3+F4+F5));



Anexo 2

TABELA 2 - Valores comparativos do ARL para as cartas T2 de Hottelling e Npy (correlagéo 0,6)

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
T2Hoteling Carta npx Carta npx Carta npx Carta npy
n=5 n=5 n=10 n=20 n=50
O 02
LSC=11,829 LsC=1 LSC=3 LSC=5 LSC=12
- w=2,611 w=2,091 w=2,030 w=1,849
0,00 0,00 370,37 369,81 370,81 371,54 369,41
0,25 0,00 132,22 293,17 274,83 251,07 205,58
0,50 0,00 28,68 160,26 125,35 91,22 47,72
0,75 0,00 8,05 72,36 4477 25,30 8,84
1,00 0,00 3,17 31,23 15,58 7,39 2,36
1,25 0,00 1,73 14,06 6,10 2,80 1,20
1,50 0,00 1,23 6,92 2,90 1,51 1,01
1,75 0,00 1,06 3,81 1,72 1,12 1,00
2,00 0,00 1,01 2,38 1,25 1,02 1,00
2,25 0,00 1,00 1,67 1,08 1,00 1,00
2,50 0,00 1,00 1,32 1,02 1,00 1,00
2,75 0,00 1,00 1,14 1,00 1,00 1,00
3,00 0,00 1,00 1,05 1,00 1,00 1,00
3,25 0,00 1,00 1,02 1,00 1,00 1,00
3,50 0,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,25 0,25 155,46 247,11 226,57 196,51 147,80
0,50 0,50 39,02 99,94 71,71 45,75 19,98
0,75 0,75 11,62 36,83 19,90 9,86 3,27
1,00 1,00 4,51 14,70 6,52 3,02 1,27
1,25 1,25 2,29 6,71 2,82 1,48 1,01
1,50 1,50 1,48 3,55 1,62 1,09 1,00
1,75 1,75 1,17 2,18 1,20 1,01 1,00
2,00 2,00 1,05 1,54 1,05 1,00 1,00
2,25 2,25 1,01 1,24 1,01 1,00 1,00
2,50 2,50 1,00 1,09 1,00 1,00 1,00
2,75 2,75 1,00 1,03 1,00 1,00 1,00
3,00 3,00 1,00 1,01 1,00 1,00 1,00
3,25 3,25 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
3,50 3,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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TABELA 3 - Valores comparativos do ARL para as cartas T2 de Hottelling e Npy (correlagéo 0,9)

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
T2Hoteling Carta npx Carta npx Carta npx Carta npy
n=5 n=5 n=10 n=20 n=50
Oa Xz LSC=11,829 Lsc=1 LSC=3 LSC=5 LSC=12
- w=2,535 w=1,996 w=1,933 w=1,745
0,00 0,00 370,37 370,14 369,66 371,33 370,51
0,25 0,00 36,43 279,38 252,31 224,65 172,03
0,50 0,00 4,15 139,05 98,32 66,61 29,68
0,75 0,00 1,41 58,72 31,59 16,47 5,10
1,00 0,00 1,04 24,76 10,79 4,91 1,64
1,25 0,00 1,00 11,24 4,42 2,08 1,07
1,50 0,00 1,00 5,69 2,27 1,28 1,00
1,75 0,00 1,00 3,25 1,47 1,05 1,00
2,00 0,00 1,00 2,10 1,16 1,01 1,00
2,25 0,00 1,00 1,53 1,04 1,00 1,00
2,50 0,00 1,00 1,25 1,01 1,00 1,00
2,75 0,00 1,00 1,10 1,00 1,00 1,00
3,00 0,00 1,00 1,04 1,00 1,00 1,00
3,25 0,00 1,00 1,01 1,00 1,00 1,00
3,50 0,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,25 0,25 173,62 253,51 234,03 205,73 158,62
0,50 0,50 48,69 107,18 79,18 52,01 23,87
0,75 0,75 15,31 40,88 23,07 11,74 3,96
1,00 1,00 5,97 16,69 7,69 3,56 1,40
1,25 1,25 2,93 7,69 3,28 1,66 1,03
1,50 1,50 1,79 4,06 1,82 1,15 1,00
1,75 1,75 1,31 2,46 1,28 1,02 1,00
2,00 2,00 1,11 1,70 1,08 1,00 1,00
2,25 2,25 1,03 1,33 1,02 1,00 1,00
2,50 2,50 1,01 1,14 1,00 1,00 1,00
2,75 2,75 1,00 1,05 1,00 1,00 1,00
3,00 3,00 1,00 1,02 1,00 1,00 1,00
3,25 3,25 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
3,50 3,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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