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Resumo

Dado o sucesso do método de Regularização Impĺıcita em separar e analisar as arbi-

trariedades espúrias, vindas do tratamento de integrais divergentes, nos propusemos

a aplicá-lo em três casos distintos. No primeiro, calculamos a correção de Coulomb C
para a condutividade a.c. de part́ıculas de Dirac sem massa interagentes no grafeno,

no limite sem colisão, utilizando a abordagem do tensor polarização. As arbitrarie-

dades são fixadas somente pela invariância de rotação espacial O(2) do modelo, que

equivale à transversalidade do tensor de polarização. Consequentemente, C é deter-

minada (19−6π)/12 neste modelo efetivo. No segundo caso, estudamos a QED3, e as

consequências da invariância de rotulação dos momentos na quebra da simetria da pa-

ridade da teoria. No terceiro caso, consideramos um modelo efetivo constitúıdo pela

QED4 usual com a adição de uma interação não-mı́nima, que viola Lorentz (propor-

cional a um 4-vector bµ fixo). Mostramos que a invariância de calibre da QED usual,

considerada como um limite do modelo para bµ → 0, desempenha um papel impor-

tante na discussão dos termos que violam Lorentz e que são induzidos radiativamente

em ordem de 1-loop.
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Abstract

Given the Implicit Regularization’s success to separate and analyse spurious arbitrari-

ness, which arise while treating divergent integrals, we proposed to apply this method

in three distinct cases. In the first, we compute the Coulomb correction C to the a.c.

conductivity of interacting massless Dirac particles in graphene using the polariza-

tion tensor approach. Arbitrary parameters are fixed on physical grounds exploiting

only spatial O(2) rotational invariance of the model which amounts to transversa-

lity of the polarization tensor. Consequently C is unequivocally determined to be

(19− 6π)/12 within this effective model. In the second case, we study the QED3 and

the consequences of momentum routing invariance for the violation of the theory’s

parity symmetry. In the third case, we consider an effective model formed by usual

QED4 with the addition of a nonminimal Lorentz violating interaction (proportional

to a fixed 4-vector bµ). We show that gauge invariance from usual QED, considered

as a limit of the model for bµ → 0, plays an important role in the discussion of the

radiatively induced Lorentz violating terms at one-loop order.



iv

Declaração
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SUMÁRIO vi

5.4 Discussão sobre contribuições de ordens superiores . . . . . . . . . . . 47
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“If there is a Universal and supreme Conscience I am an idea in it.

After I have died God will go on remembering me,

and to be remembered by God,

to have my consciousness sustained by the Supreme Conscience,

is no that, perhaps, to be immortal?”

Mighel de Unamuno1

1Tragic Sense of Life trans. J.E. Crawford Flitch, Dover, New York, 1954.
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1 Introdução

Quando se utilizam métodos perturbativos em Teoria Quântica de Campos, fre-

quentemente é necessário usar um método de regularização para lidar com divergências

inerentes à análise das teorias. Alguns dos métodos mais comuns encontrados na li-

teratura incluem a Regularização Dimensional, introduzida por Giambiagi e Bollini

em [1, 2] e por ’t Hooft e Veltman em [3], no qual os cálculos são feitos em d + ε

dimensões e ao final é tomado o limite de ε → 0; Regularização Pauli-Villars, intro-

duzida por Pauli e Villars em [4] que, a grosso modo, consiste em trocar o propagador

1/k2 → 1/k2 − 1/(k2 + M2) e depois tomar o limite de M → ∞; e a Regularização

Cutoff que trabalha com a simples ideia de impor um limite superior nas integrais

divergentes no espaço de momentos. Apesar de evitarmos escolher um destes como

o melhor método, sempre nos confrontamos com algum ńıvel de comparação, especi-

almente se os métodos de regularização computam diferentes valores para a mesma

grandeza f́ısica. A razão dessa discrepância, encontrada com frequência na literatura,

é devido ao modo que cada método lida com as divergências contidas nos cálculos.

Essas diferenças acabam gerando um certo desconforto, e, por isso, seria interessante

achar um método que fosse capaz de lidar com as divergências sem regularizar, criando

uma estrutura independente de regularização.

O grupo de Teoria Quântica de campos de BH, sob coordenação da Profa. Dra.

Maria Carolina Nemes e do Prof. Marcos Donizeti Sampio, criou em conjunto com o

Prof. Orimar Battistel, no final da década de 90, um método com essa caracteŕıstica

[5] chamado Regularização Impĺıcita. Para explicar a ideia por trás do método, usa-

mos as ideias discutidas em [19]: quando lidamos com um modelo onde as contri-

buições quânticas radiativas são finitas, há casos onde algumas dessas correções não

podem ser determinadas pela teoria. Estas correções são arbitrariedades carregadas

pelos cálculo da teoria, e é por causa destas correções deles que diferentes métodos

de regularização são capazes de extrair diferentes valores. Então, como é sugerido

pelo mesmo autor, o processo ideal é deixar estes termos, finitos mas indefinidos,

2



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 3

sem calcular até o final das contas do modelo e deixar o encargo da definição des-

sas arbitrariedades para os experimentos ou simetrias f́ısicas. É exatamente isso que

conseguimos fazer com o método de Regularização Impĺıcita, que está explicitado no

caṕıtulo 2.

Considerando o espaço crescente de pesquisas de métodos de TQC aplicadas ao

estudo de materiais nanoestruturados, resolvemos estudar uma discrepância encon-

trada na literatura [6, 8, 13, 14, 15] nos valores da correção quântica da condutividade

a.c. do grafeno. Este cálculo, apresentado no caṕıtulo 3, é feito em um modelo base-

ado em teoria quântica de campos constrúıdo em 2+1 dimensões, mas que do ponto

de vista prático acaba se tornando um estudo do método em 2 dimensões euclidia-

nas, que a principio não tem nenhuma ambiguidade quanto a manipulação sobre sua

dimensionalidade.

Apesar de não ser necessário no caso de 2 dimensões euclidianas, uma carac-

teŕıstica importante do método de Regularização Impĺıcita é que ela opera na di-

mensão f́ısica do modelo. Isto significa que não há nenhuma continuação anaĺıtica ou

manipulação dimensional. Como consequência, o método acaba se tornando um bom

candidato para modelos senśıveis à dimensão, como por exemplo as teorias quirais

e topológicas. Assim, aplicamos no caṕıtulo 4 o método no estudo da QED3, que é

uma teoria topológica de Chern-Simons. A Regularização Dimensional, que é uma

perfeita candidata para QED4, falha devido à continuação anaĺıtica da álgebra do

tensor antissimétrico de Levi-Civita εµνρ que não é bem definida em dimensões não-

inteiras. Nosso interesse era explorar as consequências da simetria da invariância de

rotulação dos momentos na anomalia de paridade e nas arbitrariedades dos cálculos

da teoria. Uma motivação adicional para este estudo é devido ao uso das proprie-

dades topológicas da QED3 para construção de modelos de Isolantes Topológicos em

Matéria Condensada.

Outro cenário interessante no qual destaca a importância de se atuar na dimensão

f́ısica do modelo é a QED4 estendida, que inclúı termos tipo aether capazes de gerar

radiativamente termos tipo Chern-Simons. Estes tipos de termo não estão presentes

na QED4 convencional, e foram mostrados [68, 69] ser capazes de produzir resultados

amb́ıguos perturbativos para o Tensor de Polarização do Vácuo. Por isso, aplicamos

o método de regularização impĺıcita para entendermos a fonte de tais ambiguidades

e se são posśıveis de serem resolvidas baseando-se na invariância de gauge da teoria.
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Os resultados deste estudo estão presentes no caṕıtulo 5.

Em resumo, esta tese se divide da seguinte maneira: no caṕıtulo 2 apresentamos

o método da Regularização Impĺıcita e como analisar os parâmetros arbitrários dos

modelos; no caṕıtulo 3 aplicamos o método de regularização para resolver as am-

biguidades surgidas na correção quântica para a condutividade a.c. do grafeno; no

caṕıtulo 4 analisamos os efeitos diretos da invariância de rotulação de momentos em

diagramas de Feynman na geração da anomalia da paridade em QED3; no caṕıtulo

5, utilizamos a Regularização Impĺıcita em uma teoria estendida da QED4 para pre-

vermos sobre a produção de termos que violam a simetria de Lorentz; no caṕıtulo

6 tecemos comentários gerais, conclusões e perspectivas futuras sobre as aplicações

estudadas. Adicionalmente, o apêndice A serve de suporte para os cálculos mais

extensos do caṕıtulo 3.



2 Sobre a Regularização Impĺıcita

A Regularização Impĺıcita é um método no espaço de momentos que opera na

dimensão f́ısica do espaço-tempo do modelo estudado. Ela assume a existência de uma

regularização impĺıcita (e.g. um cutoff de momento) para uma amplitude geral de

Feynman em n-loop. Essa consideração é somente para podermos aplicar a identidade

matemática

1

[(k + p)2 − µ2]
=

1

(k2 − µ2)
− (p2 + 2p · k)

(k2 − µ2)[(k + p)2 − µ2]
, (2.1)

nos propagadores que demonstram seu conteúdo divergente como uma integral básica

de divergência. Esse tipo de integral recebe esse nome pois é escrita somente em

termos dos momentos internos. Como sua definição matemática depende do grau

de divergência, podemos dar um exemplo de uma integral básica logaritmicamente

divergente em n dimensões de Minkowski:

Ilog(µ
2) ≡

∫
dnk

(2π)n
1

(k2 − µ2)n/2
. (2.2)

Quando uma amplitude de n-loop é considerada, podemos reduzir os n − 1 mo-

mentos internos pela subtração criteriosa das subdivergências. Uma integral básica

de divergência pode ser absorvida na definição das constantes de renormalização sem

ser calculada explicitamente, como veremos na seção 2.5. As derivadas dessas inte-

grais em relação a uma escala arbitrária de massa são também exprimı́veis em termos

das próprias integrais básicas de divergência, mas possuem um grau de divergência

superficial menor. Dessa forma, as funções do grupo de renormalização podem ser

consistentemente avaliadas dentro desse método. A estratégia é compat́ıvel com a

versão local da “BPHZ forest formula”, que se baseia na subtração dos contratermos

locais [39] e, por isso, concorda com a localidade, invariância de Lorentz e unitari-

edade. Podemos exemplificar tomando o caso onde o comportamento ultravioleta é

logaŕıtmico. Ali, uma amplitude de 1-loop de Feynman é composta como uma função

finita de momentos externos, uma integral básica de divergência (e.g. Ilog(λ
2)) e

5
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termos de superf́ıcie descritos pela derivada total de uma integral no espaço de mo-

mentos. A origem desses termos de superf́ıcie provêm das integrais de loop com

divergência logaŕıtmica Iµν...log (λ2), que podem conter um produto de momentos in-

ternos carregando ı́ndices de Lorentz µ, ν, . . . no integrando. Estas integrais de loop

com divergência logaŕıtmica podem ser expressas de uma forma precisa como o pro-

duto dos tensores da métrica simetrizados nos ı́ndices de Lorentz por uma integral de

divergência básica Ilog(λ
2), acrescida de um termo de superf́ıcie. Esses termos de su-

perf́ıcie, locais e dependentes de regularização, são intrinsecamente arbitrários no que

diz respeito ao seu valor. Foi mostrado que colocá-los para zero corresponde a exigir

invariância de rotulação de momentos nos loops de um diagrama de Feynman [18].

Além disso, foi provado [40] que uma versão com v́ınculos da regularização impĺıcita,

na qual os termos de superf́ıcie são sistematicamente colocados para zero, preserva

as identidades de Ward para gauge e supersimetria. Essas arbitrariedades são distin-

tas de parâmetros finitos relacionados com a liberdade da escolha das constantes de

renormalização que usualmente são fixados pelas condições de renormalização (i.e. a

escolha de um ponto de renormalização). Neste método de regularização, os termos de

superf́ıcie podem ser extráıdos de uma forma consistente, permitindo uma discussão

clara sobre as ambiguidades envolvendo a manipulação de integrais divergentes.

Por agir na dimensão f́ısica de teoria, a regularização impĺıcita é particularmente

útil para modelos de dimensão espećıfica. Nestas situações, métodos de regularização

dimensional são falhos por causa das ambiguidades na continuação anaĺıtica da di-

mensão do espaço-tempo. Teorias de Campos supersimétrica, quiral e topológicas são

exemplos de modelos senśıveis à dimensão. Como referência adicional sobre o estudo

do método e suas aplicações, sugerimos os artigos [35, 37, 38, 39].

Para exemplificar o uso da Regularização Impĺıcita e suas interpretações, mos-

tramos suas relações em diferentes dimensões, das quais faremos uso ao longo da

tese.
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2.1 1+1 Dimensões: Modelo de Schwinger

Para ilustrar esse método em um caso simples, 1, discutiremos a geração quântica

de massa para os fótons na eletrodinâmica quântica em 1+1 dimensões do espaço-

tempo de Minkowski (conhecido como Modelo de Schwinger). Por simplicidade, consi-

deramos os férmions sem massa. Além disso, a geração de massa do fóton é avaliada

através de um tensor de polarização do vácuo, que, por sua vez, é finito, mesmo

sendo superficialmente (logaritmicamente) divergente. Isso também é exatamente o

que ocorre no caso do tensor polarização e função de vértice do cálculo da condutivi-

dade. Vamos verificar como simetrias do modelo podem ou não fixar os parâmetros

intŕınsecos arbitrários.

No modelo de Schwinger

L = iψ̄∂ψ − eψ̄γµAµψ −
1

4
(Fµν)

2 , (2.3)

o fóton sem massa em ńıvel árvore adquire a massa de e2/π em correções a 1-loop,

com e sendo a constante de acoplamento. Como o termo de massa para o campo de

gauge A deve ser proporcional a A2, precisamos calcular o tensor de polarização do

vácuo

Πµν
S (p) = itr

∫
d2k

(2π)2
γµ
i

k/
γν

i

k/+ p/
. (2.4)

Uma concepção posśıvel para as matrizes de Dirac é γ0 = σ2, γ1 = iσ1, onde σj são

as usuais matrizes de Pauli.

Podemos usar a Regularização Impĺıcita para avaliar a amplitude acima. Após

fazermos a álgebra do traço, separamos o conteúdo divergente em termos do momento

de loop usando a identidade (2.1). Nesta identidade, µ é a massa fict́ıcia para o elétron,

que pode ser tomada para zero no final. Este limite é bem definido em modelos salvos

de infravermelho. Com isso, é posśıvel mostrar, como em [41],

Πµν
S (p) =

1

π

(υ + 2

2
gµν − pµpν

p2

)
, (2.5)

no qual o parâmetro arbitrário dependente de regularização υ é a diferença entre duas

1Podemos fazer uma conexão deste caso de 1+1 dimensões com o caso da condutividade a.c. do

grafeno, desenvolvida no caṕıtulo 3. Pois após integrarmos as frequências nas integrais do modelo

do grafeno, teremos integrais de momento em 2 dimensões de um espaço euclidiano.
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integrais logaritmicamente divergentes:

υgµν =

∫
d2k

(2π)2

gµν
(k2 −m2)

− 2

∫
d2k

(2π)2

kµkν
(k2 −m2)2

≡ ∆2D
µν . (2.6)

Se o parâmetro arbitrário for calculado explicitamente pela Regularização Dimensio-

nal ou Pauli-Villars, ele será avaliado como zero. Esse fato está em consonância com o

caráter transversal do tensor polarização exigido pela invariância de gauge. A massa

gerada radiativamente para o fóton é de m2
γ = e2/π. Entretanto, seguindo R. Jac-

kiw em [19] nós podemos considerar υ como um parâmetro arbitrário indeterminado.

Esse é um bom exemplo de correções radiativas que são finitas mas indeterminadas,

e como tais elas deveriam ser fixadas baseadas em simetrias ou fenomenologia. Dessa

forma, podemos atribuir um termo nulo para υ tanto pela transversalidade quanto

pelo valor “fenomenológico”gerado para a massa do fóton, caso essa massa existisse.

Entretanto, na sua versão quiral, o Modelo de Schwinger Quiral exibe uma con-

servação não-simultânea anômala da corrente vetorial e quiral [42], similar à famosa

anomalia de triângulo AVV [43]. A apresentação democrática da anomalia entre as

duas identidades de Ward só pode ser realizada se υ é deixado como arbitrário. O

cálculo por si só não decide qual identidade de Ward é satisfeita. Em outras palavras,

como indicado em [19], a resposta para tal amplitude anômala não é intŕınseca à

própria amplitude, mas depende do contexto em que ela emerge. Por isso, como a re-

gularização de Pauli-Villars ou Dimensional preservam invariância de gauge vetorial,

é importante ressaltar que essa pode não ser a opção correta caso a invariância quiral

precise ser garantida.

Por outro lado, é posśıvel que ∆2D
µν possa ser escrito2 como um termo de superf́ıcie,

isto é,

∆2D
µν =

∫
d2k

(2π)2

∂

∂kν

( kµ
(k2 −m2)

)
. (2.7)

Em [18, 40] foi discutido que diferenças particulares entre integrais divergentes de loop

com o mesmo grau de divergência tal como ∆2D
µν estão intimamente relacionadas com

a invariância de rotulação de momento em um diagrama de Feynman arbitrário. Ou

seja, designar os termos de superf́ıcie para zero implementa a invariância de rotulação.

Tal propriedade acaba sendo uma condição necessária para qualquer regularização

invariante de gauge e supersimétrica que opera na dimensão f́ısica do modelo teórico

2Transformar a equação (2.6) na (2.7) só é posśıvel para uma classe de regularizadores que deixe

a integral de superf́ıcie bem definida.
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de campos. Essa abordagem pode ser generalizada a uma ordem arbitrária de loops

[40] e é usada no caṕıtulo 4.

Para concluir essa discussão envolvendo o modelo de Schwinger, o parâmetro de-

pendente de regularização υ, que aparece como a diferença entre integrais logaritimi-

camente divergentes, deveria ser considerado indeterminado apesar da amplitude ser

finita. Citando Jackiw em [19]: “Os gráficos de Feynman do modelo de Schwinger

não necessitam ser regularizados, mas eles dão uma polarização de vácuo com uma

parte local indeterminada.”É essa indeterminação que deve ser fixada, tomando por

premissa os argumentos f́ısicos e não sua regularização. É claro que a regularização

de Pauli-Villars ou Dimensional consentem com a invariância de gauge, e de fato o

cálculo expĺıcito dos termos de superf́ıcie, usando regularização dimensional, os avalia

como zero. Estas discussões sugerem que quebras quânticas de simetrias em teoria de

perturbação é de alguma forma conectada com o colapso da invariância de rotulação

de momentos nos loops de diagramas de Feynman.

Como dito anteriormente, o cálculo expĺıcito das integrais de loop é necessário.

As constantes de renormalização em uma teoria quântica de campos renormalizável

podem ser definidas em termos das integrais básicas de divergências. Neste caso

de 1 + 1 dimensões a 1-loop, em uma escala de massa arbitrária positiva (grupo de

renormalização) λ, temos

Ilog(m
2) = Ilog(λ

2)− b2 ln
(m2

λ2

)
, (2.8)

com

b2 = − i

(4π)
. (2.9)

Esta relação é conhecida como relação de escala.

É posśıvel, entretanto, construir uma parametrização expĺıcita geral para as inte-

grais básicas de divergência exibindo os parâmetros arbitrários dependentes de regu-

larização, e revelando o comportamento divergente através de um cutoff. Isso permite

um cálculo que preserve simetria (por exemplo, em teorias de campos de gauge) ainda

que seja utilizado um cutoff ŕıgido, já que valores espúrios não serão atribúıdos para

os parâmetros intrinsecamente arbitrários. Exemplificando o argumento, considere a

derivação independente de regularização de Ilog(m
2) em relação a m2

dIlog(m
2)

dm2
= − b2

m2
. (2.10)
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De mesma forma
dIµνlog(m

2)

dm2
= −g

µν

2

bn
m2

, (2.11)

onde

Iµνlog(m
2) ≡

∫
d2k

(2π)2

kµkν

(k2 −m2)2
. (2.12)

Uma parametrização geral que respeita as relações acima é dada por

Ilog(m
2) = b2 ln

(
Λ2

m2

)
+ α1,

Iµνlog(m
2) =

gµν

2

[
b2 ln

(
Λ2

m2

)
+ α′1

]
, (2.13)

em que α1, α′1 são constantes arbitrárias sem dimensão dependentes de regularização,

e Λ é um cutoff ultravioleta.

A arbitrariedade do termo de superf́ıcie, definido em (2.7), se torna evidente já

que

∆µν
2D ≡ gµνIlog(m

2)− 2Iµνlog = (α1 − α′1)gµν

= υgµν . (2.14)

Termos de superf́ıcie com um número arbitrário de ı́ndices de Lorentz podem

também ser definidos desde que sua geração em ordem arbitrária de loops esteja de

acordo com o teorema BPHZ, tornando a abordagem unitária, local e invariante de

Lorentz [18, 40].

Outras grandezas similares que podem ser definidas nessa dimensionalidade e que

serão úteis no estudo do modelo para o grafeno são: a integral básica de divergência

linear

Ilin(m2) ≡
∫

d2k

(2π)2

1

(k2 −m2)1/2
; (2.15)

e o termo de superf́ıcie da diferença entre integrais linearmente divergentes

Ξ2D
µν ≡

∫
d2k

(2π)2

gµν
(k2 −m2)1/2

−
∫

d2k

(2π)2

kµkν
(k2 −m2)3/2

. (2.16)

2.2 2+1 Dimensões

Podemos redefinir as grandezas da seção anterior para 2 + 1 dimensões. Elas

terão a mesma utilidade para o estudo da Regularização Impĺıcita na QED3 feito no
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caṕıtulo 4. Começamos pela definição da integral básica de divergência linear

Ilin(m2) ≡
∫

d3k

(2π)3

1

k2 −m2
. (2.17)

Esta integral pode ser parametrizada como fizemos em (2.13):

Ilin(m2) ≡ −2
√
π
√
m2

(4π)
3
2

+ c1Λ (2.18)

onde c1 é uma constante arbitrária de integração e Λ é o cutoff ultravioleta.

O único termo de superf́ıcie necessário será

Ξµν(m
2) ≡

∫
d3k

(2π)3

gµν
p2 −m2

− 2

∫
d3k

(2π)3

kµkν
(k2 −m2)2

. (2.19)

Porém, outro termo com ı́ndices Lorentz adicionais também pode ser definido pela

diferença de integrais básicas de divergência linear:

Ξµναβ(m2) ≡(gµνgαβ + gµαgνβ + gµβgνα)

∫
d3k

(2π)3

1

p2 −m2

− 8

∫
d3k

(2π)3

kµkνkαkβ
(k2 −m2)3

. (2.20)

2.3 3+1 Dimensões

Para estudarmos o caso da QED4 estendida, no caṕıtulo 5, definimos as mesmas

grandezas para 3 + 1 dimensões. Começamos pelas integrais básicas de divergência

logaŕıtmica

Ilog(m
2) ≡

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
. (2.21)

Podemos escrever uma relação de escala como

Ilog(m
2) = Ilog(λ

2)− i

(4π)2
ln
(m2

λ2

)
. (2.22)

Da mema forma, definimos a integral básica de divergência quadrática como

Iquad(m
2) ≡

∫
d4k

(2π)4

1

k2 −m2
. (2.23)

Um termo de superf́ıcie que será usado é a diferença de integrais quadraticamente

divergentes

Υµν ≡
∫

d4k

(2π)4

gµν
k2 −m2

− 2

∫
d4k

(2π)4

kµkν
(k2 −m2)2

. (2.24)
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Outros dois termos utilizados são definidos pela diferença de integrais logaritmica-

mente divergentes:

∆µν ≡
∫

d4k

(2π)4

gµν
(k2 −m2)2

− 4

∫
d4k

(2π)4

kµkν
(k2 −m2)3

, (2.25)

∆µναβ ≡ g{µνgαβ}

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
− 24

∫
d4k

(2π)4

kµkνkαkβ
(k2 −m2)4

, (2.26)



3 Condutividade A.C. do Grafeno

O valor da condutividade a.c. do grafeno corrigido pela interação de Coulomb tem

sido um assunto de debate na literatura recente. Sua forma geral para frequências

pequenas pode ser obtido no contexto de técnicas de grupo de renormalização [6, 7, 8],

baseado em relações de escala válidas perto do ponto quântico cŕıtico, conforme se vê

na notação:

σ(ω) = σ0

(
1 + C e2

vF + e2

4
ln Λ

ω

)
. (3.1)

Na relação acima σ0 = e2/4~, é conhecida como “condutividade mı́nima” (na ausência

de interações), medida em [10, 9] como σ0 = (1, 01 ± 0, 04)e2/4~, onde vF é a velo-

cidade do férmion de Dirac, que é renormalizada por e2

4
ln Λ

ω
devido à interação de

Coulomb, e Λ é um cutoff superior [11]. Na referência [12], foi discutido dentro da

abordagem perturbativa da Teoria Quântica de Campos que as divergências podem

ser renormalizadas na velocidade de Fermi e funções de onda do elétron. Portanto,

observáveis f́ısicos que incluem as correções da interação de Coulomb para as proprie-

dades ópticas do grafeno são independentes de cutoff. O coeficiente C é uma constante

universal, que pode ser calculada por um modelo que leve em conta as interações de

Coulomb entre os férmions. A fim de obter C, a maioria dos cálculos dependem de

uma análise perturbativa de elétrons interagentes por Coulomb sem desordem. En-

tretanto um cálculo completo da estrutura eletrônica baseado em um Hamiltoniano

reaĺıstico de tight-binding foi feito em [46]. Em teoria perturbativa diagramática,

em primeira ordem da interação elétron-elétron, os diagramas de Feynman que con-

tribuem para a função resposta densidade-densidade e corrente-corrente (expressado

juntos por um tensor de polarização) podem ser desenhados em analogia com a ele-

trodinâmica quântica teórica [47]. A estrutura geral do tensor polarização pode ser

estabelecido em fundamentos geométricos, bem como pela equação de continuidade

∇ ·~j +
∂ρ

∂t
= 0, (3.2)

13
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que expressa a função resposta densidade-densidade em termos da função resposta

corrente-corrente. Embora a geometria do ret́ıculo do grafeno seja C6 simétrico,

o modelo efetivo de baixa energia pode ser tratado aqui como espacialmente O(2)

simétrico. Dessa forma, enquanto a invariância rotacional conduz para a transversali-

dade do tensor de polarização, a equação de continuidade restringe a forma da função

de vértice de Coulomb, levando a uma identidade tipo-Ward-Takahashi similar em

QED [13], [14]. Vamos explorar isso na seção 3.51. Entretanto, foi alegado em [47]

que embora a equação de continuidade seja válida em um ńıvel não interagente, ela

falha quando as interações entre elétrons é levada em conta. Isso ocorre devido aos

infintos ultravioletas que demandam um cutoff ŕıgido de momento.

Os principais resultados encontrados na literatura são obtidos usando a Fórmula

de Kubo [6, 15, 14, 13], o Operador de Polarização do Elétron [15, 13] e a Equação

Cinética [15, 8], que produzem diferentes resultados para C, dependendo de como

cada método lida com as integrais divergentes intermediárias. Por exemplo, em [15]

foi mostrado que quando regularizando o potencial coulombiano, um cutoff ŕıgido

na integral para grandes momentos produz os mesmos resultados pelos três métodos

mencionados. Por outro lado, um cutoff suave resulta em C = (19 − 6π)/12 em

todos os métodos. Usando a Fórmula de Kubo e um cutoff ŕıgido, C foi encontrada

como (25 − 6π)/12 em [6], enquanto que em [13] o valor de C mostrado dependia

da ordem em que se tomavam os limites das fronteiras de integração, resultando em

C = (11− 3π)/6 ou em C = (25− 6π)/12. Além disso em [14], ainda no esquema da

Fórmula de Kubo, C foi parametrizada como C = 19−6π
12
− 1

2
ln be−1/2, onde o parâmetro

b depende de como o cutoff foi introduzido na contribuição principal para σ(ω). Os

autores explicaram que se o cutoff for introduzido na integral de momento associada

com o potencial de Coulomb, então b = e1/2, resultando em C = (19 − 6π)/12;

enquanto que, se o mesmo cutoff for introduzido nas funções de Green, b = e−1/2

resultando em C = (25 − 6π)/12. Tendo em vista essa ambiguidade, os autores

evocaram a conservação da carga expressa pela transversalidade do tensor polarização

e da identidade tipo-Ward-Takahashi. Eles afirmaram, fazendo uso de uma mudança

ingênua na variável de integração (exploraremos com mais detalhes na seção 3.2), que

a transversalidade é compat́ıvel com ambos os valores de b. No entanto, se levamos

em conta a identidade tipo-Ward-Takahashi, somente é posśıvel o valor b = e1/2.

O método que utiliza tight-binding ab initio feito em [46] afirma que a ambiguidade
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caracterizada pelas várias abordagens é relacionada à anomalia quiral no sistema. Isso

seria consequência de uma separação obscura entre a f́ısica infravermelha e ultravio-

leta. Por isso a regularização do modelo efetivo é uma questão importante e essencial.

Os autores em [46] também apontam que seus resultados são compat́ıveis com [13];

ou seja C = 11−3π
6

, onde a Regularização Dimensional foi utilizada mesmo sabendo-se

que ela é problemática quando usado em teorias anômalas em 2+1. Por esta razão,

a Regularização Dimensional deve ser manipulada com cuidado quando for descrever

anomalias quirais [48, 19]. É sabido que a regularização não deveria fazer nenhuma

escolha em particular de uma identidade de Ward axial ou vetorial em presença de

anomalias, tal como a anomalia quiral de Adler-Bardeen-Bell-Jackiw (ABJ) [43]. A

regularização deveria exibir a anomalia em um “modo democrático” para que seja

posśıvel distinguir as anomalias espúrias das f́ısicas.

A priori a Regularização Dimensional parece ser uma boa candidata para lidar

com esse problema, se levarmos em conta seu sucesso em cálculos perturbativos ba-

seados em diagramas de Feynman de teorias de gauge no Modelo Padrão de f́ısica de

part́ıculas. Nesse contexto, além de preservar as Identidades de Ward que codificam

a invariância local de gauge U(1), uma biblioteca de integrais de Feynman está dis-

pońıvel em livros textos [17, 16]. De qualquer forma, cuidados devem ser exercidos

com as validades dessas integrais em dimensões menores que 4 (ver apêndice A.2).

Em [13], os autores utilizaram a abordagem do Operador Polarização e a Regula-

rização Dimensional para lidar com as integrais divergentes intermediárias no cálculo

da condutividade. Nesse artigo eles afirmaram que em um resultado anterior pu-

blicado em [6], de mesma autoria, faltava uma continuação dimensional consistente

para as matrizes de Pauli e, por isso, esse resultado violava a identidade tipo-Ward-

Takahashi para a função de vértice de Coulomb, proveniente de (3.2). Ademais, foi

alegado que um termo faltante (ausente na dimensão f́ısica), relacionado a continuação

do espaço-tempo da algebra da matriz sigma, seria o culpado pela discrepância entre

os resultados para C, (25− 6π)/12 em [6] e (11− 3π)/6 em [13].

A proposta desta nossa contribuição é trazer alguma luz para essa controvérsia,

aplicando o método do Operador de Polarização, assim como feito em [13], e usar uma

abordagem independente de regularização que opera na dimensão f́ısica do modelo.

Esta proposta que chamamos de Regularização Impĺıcita foi explorada no caṕıtulo

2. Uma peculiaridade importante da Regularização Impĺıcita, que a faz ideal para
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calcular a condutividade, é sua forma clara de parametrizar termos arbitrários vindos

de diferentes integrais logaritmicamente divergentes (termos de superf́ıcie), contendo

apenas uma variável de integração (o momento de loop) de uma forma independente

de regularização. Isto parece ser o cerne dos resultados controversos para C. Em

nossos cálculos, obtivemos para a condutividade a.c.

C = 2πα +
19− 6π

12
, (3.3)

onde α é uma constante arbitrária finita (termo de superf́ıcie definido em (2.6)),

que parametriza a dependência da regularização. Como discutido no caṕıtulo 2,

parâmetros arbitrários, de teorias finitas, decorrentes do cancelamento de integrais

divergentes, deveriam ser fixados por simetrias do modelo em questão ou de feno-

menologia. No caso presente, mostraremos que α é inequivocamente fixado em zero

somente pela estrutura transversal geral do tensor de polarização inferida pela in-

variância rotacional espacial O(2). Consequentemente, temos que C = 19−6π
12

. Dois

aspectos são dignos de nota. O primeiro desses aspectos diz respeito à equação de

continuidade (cuja validade é controversa quando interações são consideradas [47])

que leva à identidade tipo-Ward-Takashi para a função de vértice [13]. Vê-se que essa

identidade não desempenha nenhum papel na determinação de α. Em segundo lugar,

α pode ser calculada como sendo zero na Regularização Dimensional, o que indica,

a principio, que tal regularização deveria concordar com o nosso resultado, mas esse

não é o valor obtido em [13]. Mesmo não desempenhando o papel que esperaŕıamos,

faremos um estudo do resultado da identidade tipo-Ward-Takashi para a função de

vértice. É importante, contudo, manter em mente que o modelo é preditivo devido à

transversalidade derivada de uma propriedade de simetria geral que ainda continua

válida com a presença de interações. Desenharemos um mapa com os diferentes valo-

res de C para diferentes avaliações do parâmetro dependente de regularização α que

é, por si, arbitrário, devendo assim ser fixado com base em requerimentos de simetria.

Do ponto de vista experimental, a melhor área de prova para C - constante que

os valores controversos diferem por uma ordem de grandeza em magnitude - reside

na transparência óptica do grafeno, já que a transmitância é relacionada com a con-

dutividade no regime óptico em t(ω) = (1 + 2πσ(ω)/c)−2. Dados experimentais em

transmissão óptica [10] sugerem uma correção negligenciável para a correção devido

à interação de Coulomb, o que é compat́ıvel com o valor C = 19−6π
12
≈ 0.01. Ainda

de acordo com [10], as propriedades ópticas do grafeno residem sobretudo em sua
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estrutura bidimensional e em um espectro eletrônico sem gap, mas não envolve a

quiralidade de seus portadores de carga [46].

3.1 O Modelo

Começando de um modelo com tight-binding com o vizinho mais próximo, a lei

de dispersão eletrônica linear perto do ńıvel de Fermi E(p) = ±vFp, vF ≈ 108 cm/s é

consistente com a estrutura eletrônica de baixa energia do grafeno. O sinal de ± se

refere a banda de condução (energia positiva) e banda de valência (energia negativa).

Então o Hamiltoniano do grafeno monocamada pode ser descrito por quasipart́ıculas

sem massa de Dirac, bidimensionais, com a velocidade da luz substitúıda por vF e o

pseudo-spin correspondente aos ı́ndices da sub-rede [20]. Assim:

Ĥ =

∫
d2~r ψ†(~r)vF~σ · ~pψ(~r) + e2

∫
d2~rd2~r′

ψ†(~r)ψ(~r)ψ†(~r′)ψ(~r′)

|~r − ~r′|
, (3.4)

onde ~σ = (σx, σy). Note que inclúımos uma interação de Coulomb de dois-corpos

entre os elétrons [21].

O modelo de Dirac para o grafeno foi proposto em 1984 por Semenoff, DiVincenzo e

Mele [22, 23], vinte anos antes de sua descoberta experimental por Geim e Novoselov

[24], que acabaram ganhando o prêmio Nobel em 2010 pelas inovações experimen-

tais feitas com o grafeno. Tal analogia permite em principio uma investigação dos

fenômenos quânticos relativ́ısticos em experimentos de bancada. Ademais, pode-se à

principio explorar as ferramentas teóricas de campos quânticos envolvendo férmions

planares, nomeadamente a Eletrodinâmica Quântica em 2+1 dimensões, para cal-

cular por exemplo o operador polarização definido através de uma ação efetiva dos

férmions na presença de campos eletromagnéticos. O tensor de polarização pode ser

interpretado em termos da condutividade do grafeno [13], assim como ser usado para

descrever outros fenômenos interessantes, como os efeitos Hall e de Faraday, a taxa

de absorção de luz em folhas de grafeno, e a interação de Casimir no grafeno [25, 26].

É claro que se deve ter em mente que estamos tratando as interações elétron-elétron

efetivamente através de um potencial coulombiano não-relativ́ıstico. Alguns autores

argumentam que a descrição teórica completa para as propriedades eletrônicas do

grafeno deve ser caracterizada por cargas pontuais movendo-se em um espaço bidi-

mensional enquanto os fótons se propagam em três dimensões espaciais, fazendo com
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que a descrição teórica através de campos quânticos reside em algum lugar entre a

QED3 e a QED4 [21].

Baseado no teorema de flutuação-dissipação [27], o valor esperado do operador de

tempo real da densidade de corrente elétrica J(~r, t) pode ser relacionado com o tensor

polarização em tempo imaginário

Πµν(τ, ~r) = 〈T [jµ(τ, ~r)jν(0, 0)]〉, (3.5)

com

jµ(τ, ~r) = (ψ†(τ, ~r)ψ(τ, ~r), vFψ
†(τ, ~r)~σψ(τ, ~r)), (3.6)

onde µ = 0, 1, 2, e ψ(τ, ~r) são campos sem massa com duas componentes.

A relação de dispersão linear também implica em uma densidade nula para os

estados de part́ıcula única no ńıvel de Fermi, o que sugere que os efeitos da interação

de Coulomb entre os elétrons são fracos. Além disso, o grafeno pode ser considerado

um ĺıquido de Fermi e por isso os parâmetros de interação efetiva decrescem em

temperaturas e frequências pequenas, até atingirem uma saturação [28]. Em resumo,

os efeitos devido às interações elétron-elétron parecem contribuir para uma pequena

correção positiva para a condutividade [6].

A função correlação no espaço rećıproco Πµν(qµ), com qµ = (iΩ, ~q) e ~q = (q1, q2),

será calculada com a expansão da constante de acoplamento até a ordem de e2, assim

como em [13]. Isto é:

Πµν(qµ) = Π0
µν(qµ) + δΠµν(qµ, V~k), (3.7)

onde Π0
µν representa a contribuição não-interagente que caracteriza a condutividade

mı́nima, e δΠµν é a primeira correção devido a interação de Coulomb entre as quasi-

part́ıculas. Ainda,

V~k =

∫
d2~rei

~k·~rV (~r) =
2πe2

|~k|
. (3.8)

Explicitamente, o termo principal em (3.7) é

Π0
µν(qµ) = −4

∫ ∞
−∞

dω

2π

∫
d2k

(2π)2
tr[Gk(iω)σµGk+q(iω + iΩ)σν ] (3.9)

onde 4 é o número de cópias dos campos fermiônicos de duas componentes para o

grafeno e Gk é o propagador fermiônico, que pode ser operacionalizado em

Gk(iω) =
iω + ~σ · ~k
ω2 + ~k2

. (3.10)
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Definindo P0
µ como em [13]

P0
µ(qµ) =

∫ ∞
−∞

dω

2π

∫
d2k

(2π)2
Gk(iω)σµGk+q(iω + iΩ) (3.11)

Π0
µν pode ser abreviado em

Π0
µν(qµ) = −4Tr[P0

µ(qµ)σν ]. (3.12)

Em uma forma similar, a primeira correção para a função correlação pode ser

escrita como

δΠµν(qµ) =− 4

∫
d2p

(2π)2

∫ ∞
−∞

dω′

2π
Tr[Pµ(~p, ~q, ω,Ω)Gp+q(iω

′ + iΩ)σνGp(iω
′)]

+ 4

∫
d2k

(2π)2

∫ ∞
−∞

dω

2π

∫
d2p

(2π)2

∫ ∞
−∞

dω′

2π
{V~k−~p Tr[A1 +A2]}, (3.13)

onde Pµ é a função de vértice

Pµ(~p, iω; ~p+ ~q, iω + iΩ) = −
∫

d2k

(2π)2

∫ ∞
−∞

dω

2π
V~k−~pGk(iω)σµGk+q(iω + iΩ) (3.14)

e

A1 = Gk(iω)σµGk+q(iω + iΩ)σνGk(iω)Gp(iω
′)

A2 = Gk(iω)σµGk+q(iω + iΩ)Gp+q(iω
′ + iΩ)Gk+q(iω + iΩ)σν

A correção para a condutividade pode ser relacionada com o segundo termo da

expansão da componente espacial do tensor polarização [13, 15]

σ(Ω, |q|) =
e2

~
iΩ

q2 − Ω2
δΠxx(Ω + i0, |q|) (3.15)

onde a condutividade a.c. é dada por limq→0 σ(Ω, |q|) .

3.2 Restrições de Simetria

Como discutido em [19], em teorias onde as correções radiativas são finitas, os

parâmetros arbitrários vindos do cancelamento de integrais divergentes devem ser

fixados por simetrias do modelo estudado ou pela fenomenologia. Esse é exatamente a

situação com a qual estamos nos confrontando quando fazemos o cálculo das correções
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de Coulomb para a condutividade a.c. do grafeno. A simetria rotacional espacial

O(2) é preservada tanto no caso não-interagente quanto no caso com a interação de

Coulomb. Por este motivo, podemos construir a seguinte estrutura geral para o tensor

polarização [49],[13]:

Πµν(q) = ΠA(qµ)Aµν + ΠB(qµ)Bµν , (3.16)

com

Bµν = δµi

(
δij −

qiqj
~q2

)
δjν e (3.17)

Aµν = gµν −
qµqν
~q2
−Bµν , (3.18)

com ΠB(qµ) sendo sua componente espacial transversa. Consequentemente, Πµν(q) é

transverso: qµΠµν(q) = 0. Utilizando a equação (3.7), podemos escrever:

qµ[Π0
µν(qµ) + δΠµν(qµ)] = [Π0

µν(qµ) + δΠµν(qµ)]qν = 0. (3.19)

Para olharmos a transversalidade do primeiro termo acima, começamos avaliando

a parte não-interagente do operador de polarização P0
µ vindo das equações (3.11) e

(3.12). Os detalhes desse cálculo podem ser encontrados no apêndice A.1 (e algumas

observações sobre o uso das formulas de Regularização Dimensional em D = 2 neste

contexto podem ser encontradas no apêndice A.2). Explicitamente

P0
µ(qµ) =

√
Ω2 + q2

64

[
σµ − 2δµ0 −

(iΩ + ~σ · ~q)σµ(iΩ + ~σ · ~q)
Ω2 + q2

]
−
√
q2

64

[
σµ − 2δµ0 −

~σ · ~qσµ~σ · ~q
q2

]
+

π

64
βδµ0 (3.20)

onde β é um parâmetro arbitrário (termo de superf́ıcie definido em (2.16)) com di-

mensões de momento definido como

βδlj =

∫
k

δjl
(k2 + ∆2)1/2

−
∫
k

kjkl
(k2 + ∆2)3/2

(3.21)

e ∆2 é definido em (A.4). Dessa forma a transversalidade da parte não-interagente

pode ser calculada como

qµTr
(
P0
µσν
)

=0−
√
q2

64
qµTr

[
σµσν − 2δµ0σν −

~σ · ~qσµ~σ · ~qσν
q2

]
+ qµ

π

64
βδµ0Trσν (3.22)
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Note que apenas o primeiro termo do lado direito de (3.20) é transverso, enquanto o

restante dos termos resulta, após alguma álgebra,

qµTr
(
P0
µσν
)

=
(
β
π

2
−
√
q2
) (−iΩ)δν0

16
(3.23)

que é transversa apenas se β é fixada como

β =
2
√
q2

π
. (3.24)

Assim, partimos para estudar as propriedades da transversalidade de ordem O(e2) da

correção δΠµν(q). Por uma questão de conveniência e comparação com a literatura,

definimos

Σp,q(iΩ) =

∫
d2k

(2π)2

∫ ∞
−∞

dω′

2π
Vk−pGk+q(iω

′ + iΩ), (3.25)

onde ΣΩ,p,0 é usualmente chamada de auto-energia do elétron, em analogia com a

QED. Usando essa definição, podemos escrever formalmente

qµδΠµν(qµ) = 4

∫
d2k

(2π)2

∫ ∞
−∞

dω

2π

{
Tr[Gk(iω)σνGk(iω)Σp,0(0)]

− Tr[Gk+q(iω + iΩ)σνGk+q(iω + iΩ)Σp,q(iΩ)]
}
, (3.26)

onde usamos diretamente a identidade

qµσµ = −iΩ12×2 + ~q · ~σ

= G−1
ω+Ω,k+q −G

−1
ω,k. (3.27)

Devido à identidade do propagador∫ ∞
−∞

dω

2π
Gk+q(iω + iΩ)Gk+q(iω + iΩ) = 0 (3.28)

e, usando a propriedade de ciclicidade do traço, o estudo da transversalidade de δΠµν

equivale à investigação do comutador de [Gω+Ω,k+q,ΣΩ,p,q]. Para esse propósito pode-

mos desenvolver mais a expressão para ΣΩ,p,q. Partindo de (3.25), depois de fazer a

parametrização de Feynman [16] para completar o quadrado da variável de integração

no denominador, e uma prolongada álgebra (explorada com maior detalhamento no

apêndice A.4), podemos escrever

Σp,q = Σp+q,0 + e2πα~σ · ~q, (3.29)
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onde α é o mesmo termo de superf́ıcie que aparece no cálculo de C, e é dada por

αδij ≡
∫

d2k

(2π)2

δij
k2 +m2

− 2

∫
d2k

(2π)2

kikj
(k2 +m2)2

=

∫
d2k

(2π)2

∂

∂kj

(
ki

k2 +m2

)
. (3.30)

Além disso, seguindo os passos dito anteriormente (explorados no apêndice A.3),

podemos demonstrar que Σp+q,0 ∝ ~σ · (~p+ ~q), ou, de forma mais completa,

Σp+q,0 =
e2

8
~σ · (~p+ ~q)

[
4πIlog(λ

2)− ln

(
(~p+ ~q)2

λ2

)
+ 4 ln 2− 4πα

]
. (3.31)

Com esses resultados podemos discutir a transversalidade de δΠµν . Por causa de

(3.31), podemos perceber que

[Gk+q(iω + iΩ),Σp+q,0(iΩ)] = 0. (3.32)

Portanto, se tomarmos (3.29), logo

[Gk+q(iω + iΩ),Σp,q(iΩ)] = πe2α [Gk+q(iω + iΩ), ~σ · ~q] . (3.33)

Como o comutador no lado direito da equação acima não é nulo em geral, podemos

concluir que a transversalidade da correção de Coulomb para o tensor de polarização

implica em

α = 0. (3.34)

Note que esse é o mesmo argumento ilustrado na seção 2.5 para a QED2, onde a

invariância de gauge fixa o valor do parâmetro arbitrário como zero também.

3.3 O Cálculo da Condutividade A.C.

De acordo com a seção 3.1, o primeiro termo da função correlação (3.7) resulta na

condutividade mı́nima. Para verificar esse fato, usamos P0
µ calculado na seção 3.2:

P0
µ(qµ) =

√
Ω2 + q2

64

[
σµ − 2δµ0 −

(iΩ + ~σ · ~q)σµ(iΩ + ~σ · ~q)
Ω2 + q2

]
−
√
q2

64

[
σµ − 4δµ0 −

~σ · ~qσµ~σ · ~q
q2

]
(3.35)

onde usamos β = 2
√
q2/π como dado pela equação (3.24).
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Depois de tomar o traço em (3.12) e, usando a relação entre o tensor polarização

e a condutividade (3.15), conseguimos encontrar a conhecida condutividade mı́nima

σ0 =
1

4

e2

~
. (3.36)

Note, entretanto, que o valor de β não entra no cálculo da condutividade pois o termo

proporcional a β some no limite onde q2 vai para zero. Desta forma, a condutividade

mı́nima é independente de regularização.

Para a correção da condutividade, nós tomamos a expansão em ordem de e2,

δΠµν(qµ), definida na seção 3.1 e a separamos em duas partes:

δΠµν(iΩ, 0) = δΠa
µν(iΩ, 0) + δΠb

µν(iΩ, 0) (3.37)

onde o primeiro termo δΠa
µν expressa a correção para chamada auto-energia (em

analogia com a QED)

δΠa
µν(iΩ, 0) = 8

∫ ∞
−∞

dω

2π

dω′

2π

∫
d2k

(2π)2

d2p

(2π)2
V~k−~p

tr
[
G~k(iω)σµG~k(iω + iΩ)σνG~k(iω)G~p(iω

′)
]
, (3.38)

e o segundo δΠb
µν é chamado de correção para o vértice (continuando com a mesma

analogia)

δΠb
µν(iΩ, 0) = 4

∫ ∞
−∞

dω

2π

dω′

2π

∫
d2k

(2π)2

d2p

(2π)2
V~k−~p

tr
[
G~k(iω)σµG~k(iω + iΩ)G~p(iω

′ + iΩ)σνG~p(iω
′)
]
. (3.39)

Usando a equação (3.15) podemos verificar no apêndice A.5 que δΠa
µν resulta em

contribuição

σa = −σ0e
2

(
πIlog(λ

2) +
1

4
lnλ2 − πα +

3

2
ln 2− 1

4
− 1

2
ln Ω

)
(3.40)

enquanto δΠb
µν , por sua vez, resulta

σb = σ0e
2

(
πIlog(λ

2) +
1

4
lnλ2 + πα +

3

2
ln 2

−1

2
ln Ω− π

2
+

1

12
(4 + 3π) +

4− π
4

)
. (3.41)
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A fim de obter a correção para a condutividade, esses termos devem ser combina-

dos para obtermos

σc = σ0e
2

(
2πα +

19− 6π

12

)
. (3.42)

É interessante notar que as divergências logaŕıtmicas Ilog(λ
2) e a dependência da

escala de renormalização expressa por ln(λ2) acabam se cancelando no final como

esperado. Também é importante ressaltar, como discutido no inicio deste caṕıtulo,

que o resultado da condutividade acima carrega um parâmetro intrinsecamente ar-

bitrário que caracteriza a dependência dos resultados na regularização escolhida. Em

nosso caso, utilizando os argumentos de simetria do modelo, explorados na seção 3.2,

conseguimos determinar α = 0, o que fixa o valor da correção da condutividade acima

em

C =
19− 6π

12
. (3.43)

Por outro lado, podemos proceder à discussão olhando para outros resultados para

C, que aparecem na literatura utilizando outros métodos de regularização.

Utilizando formulas de livros textos de Teoria Quântica de Campos [16, 17] na

definição de α, pela equação (3.30), é posśıvel mostrar que a Regularização Dimen-

sional computa essa constante como zero. Esse resultado indica que a prinćıpio esse

método de regularização também deveria levar a C = 19−6π
12

, contrariamente ao re-

sultado achado em [13]. Uma avaliação direta de (3.30), utilizando um cutoff ŕıgido,

produz 1/(4π), que, por sua vez, se avaliado em (3.42), resulta em C = 25−6π
12

. Sur-

preendentemente, essa avaliação viola a transversalidade, já que o comutador (3.33)

não se anula.

A t́ıtulo de comparação com os nossos resultados, recordamos o cálculo apresen-

tado em [14], no qual foi usado um regulador tipo cutoff no pontencial de Coulomb

para obter o resultado da auto-energia

Σs(~p) =
1

4
e2~σ · ~p ln

[
4Λb

p

]
, (3.44)

onde a constante b pode assumir dois valores: b = e1/2 e b = e−1/2. Usando a versão

euclidiana da parametrização geral para Ilog(λ
2), equação (2.13),

Ilog(λ
2) =

1

4π
ln

(
Λ2

λ2

)
+ b̃, (3.45)
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podemos reescrever nosso resultado para Σp,0 (cálculado no apêndice A.3)

Σp,0 =
e2

8
~σ · ~p

[
ln

(
Λ2

λ2

)
+ b̃+ lnλ2 − ln p2 + 4 ln 2− 4πα

]
. (3.46)

Note que os parâmetros arbitrários α e b̃ são independentes. O primeiro é um termo

de superf́ıcie discutindo na seção 2.5, enquanto o segundo é uma arbitrariedade na

parametrização geral de Ilog(λ
2). Dessa forma, podemos reescrever b̃ = ln b, para

reformular a equação acima como

Σp,0 =
e2

4
~σ · ~p

[
ln

(
4Λb

p

)
− 2πα

]
, (3.47)

que é basicamente a equação (3.44) com o termo de superf́ıcie. Em nosso cálculo,

a arbitrariedade representada pelo parâmetro b se cancela na adição de (3.40) com

(3.41), já que ela faz parte da integral divergente básica Ilog(λ
2), enquanto o termo

de superf́ıcie α sobrevive (como mostrado no apêndice A.4) tanto no cálculo da con-

dutividade 3.3 quanto na transversalidade (3.2).

3.3.1 Efeitos da Identidade tipo-Ward para a Função de Vértice

Nesta seção olhamos para a consideração feita em [13], de que uma identidade

tipo-Ward-Takahashi poderia ser derivada, similar a uma que aparece na prescrição

teórica de campos da QED. Para isso, foi definido a “função de vértice”Λµ derivada

da transformada de Fourier da função matriz de quatro pontos πµ(~r1 − ~r, t1 − t, ~r −
~r2, t− t2) = 〈Ttjµ(t, ~r)ψ(t1, ~r1)ψ†(t2, ~r2)〉, de tal forma que

πµω,k;ω+Ω,k+q = Gω,kΛ
µ
ω,k;ω+Ω,k+qGω+Ω,k+q, (3.48)

levando a

qµΛµ
ω,k;ω+Ω,k+q = Σω+Ω,k+q,0 − Σω,k,0. (3.49)

Para derivar (3.49) é importante notar que a equação de continuidade foi usada em

sua forma ingênua ∇ ·~j + ∂ρ
∂t

= 0 que, de acordo com [47], não é satisfeita no sistema

interagente. Assumindo que (3.49) é válida para a função de vértice de Coulomb até

primeira ordem da constante de acoplamento,

δΛµ(Ω, p, q) = −
∫
~k,ω

2πe2

|~p− ~k|
Gω,kσµGω+Ω,k+q, (3.50)
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que de acordo com (3.49) deve satisfazer

qµδΛµ(Ω, p, q) = Σω+Ω,p+q,0 − Σω,p,0. (3.51)

Para verificar explicitamente em quais condições essa identidade é satisfeita, resolve-

mos ambos os lados da equação (3.51), usando a técnica de Regularização Impĺıcita.

O lado direito da equação, calculado no apêndice A.4, resulta em

Σp,q − Σp,0 = e2~σ · ~p
{
−1

8
ln

[
(~p+ ~q)2

p2

]}
+ e2~σ · ~q

{
π

2
Ilog(λ

2) +
1

8
lnλ2 +

1

2
ln 2− 1

8
ln (~p+ ~q)2

}
+ e2~σ · ~q

(πα
2

)
. (3.52)

O lado esquerdo de (3.51), calculado no apêndice A.6, é

qµPµ = e2~σ · ~p
{
−1

8
ln

[
(~p+ ~q)2

~p

]}
+ e2iΩ

{
1

8
− πα

2

}
+ e2~σ · ~q

{
π

2
Ilog(λ

2) +
1

8
lnλ2 +

1

2
ln 2− 1

8
ln (~p+ ~q)2

}
+ e2~σ · ~q

(
1

8

)
, (3.53)

onde α é exatamente o mesmo termo de superf́ıcie que aparece nos cálculos de C e no

estudo da transversalidade de δΠµν . Claramente a identidade tipo-Ward-Takahashi

(3.51) somente é satisfeita se

α =
1

4π
. (3.54)

Esse resultado é incompat́ıvel com a transversalidade de δΠµν , que exige que α = 0,

e curiosamente, o α acima leva para o resultado C = 25−6π
12

.

Surpreendentemente, nossos cálculos sugerem que a Regularização Dimensional

também seria incompat́ıvel com (3.51) já que ela avalia α em zero. Acreditamos

que, de fato, a equação de continuidade precisa ser modificada como sugerido em

[47], o que explicaria a violação da identidade tipo-Ward-Takahashi em sua forma

ingênua. Certamente a transversalidade do tensor polarização de vácuo e a identi-

dade de Ward Takashi [16] em QED4 devem ser válidas em todas as ordens de teoria

de perturbação. Reproduzimos estritamente essa propriedade com um único valor

de α = 0 [41, 35, 36, 40, 18], assim como a Regularização Dimensional, expressando
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invariância de gauge e de rotulação de momentos nos diagramas de Feynman. En-

tretanto, esse não é necessariamente o caso em um modelo efetivo não-relativ́ıstico,

tal qual usamos aqui para descrever correções da interação de Coulomb de part́ıculas

de Dirac para o grafeno. Também não é garantido que, por respeitar a identidade

tipo-Ward-Takahashi, o esquema de regularização vá produzir o exato valor de C para

o sistema f́ısico [47, 44]. Curiosamente, o valor α = 1/(4π) que satisfaz (3.51), resulta

em uma correção C = 25−6π
12

. Entretanto, o modelo efetivo representado pela Hamil-

toniana (3.4) tem poder preditivo pois o único parâmetro livre α é inequivocamente

fixado pela exigência da transversalidade do tensor de polarização, que é geral e é

uma propriedade bem definida na presença das interações.

3.4 Considerações Finais

Empregamos uma análise independente de regularização que manifestadamente

preserva parâmetros arbitrários dependentes de regularização que deveriam ser fixa-

dos pelas simetrias do modelo em questão. Por isso, essa análise é especialmente

interessante para lidar com os cálculos da condutividade do grafeno, que envolvem

contribuições separadas, e que são divergentes mas possuem somas finitas e depen-

dentes de regularização. Baseando-se na simetria espacial O(2), que é traduzida na

transversalidade do tensor de polarização, um parâmetro livre α foi fixado em zero.

Isso resulta em C = 19−6π
12
≈ 0.01, que está de acordo com as medições experimentais

[10] e está de acordo com a Regularização Dimensional, pois α é avaliado em zero

se for calculado explicitamente por esse método (ver também [50]). Por outro lado,

se esse parâmetro arbitrário for avaliado utilizando um cutoff ŕıgido, por exemplo,

α = 1/(4π), a transversalidade é quebrada, resultando em C = 25−6π
12
≈ 0.51. É im-

portante mencionar que não foi utilizado o recurso da identidade tipo-Ward-Takahashi

para o vértice, pois sua validade na presença de interações foi contestada em [47], e a

transversalidade é o suficiente para fixar o único parâmetro livre do modelo.



4 Anomalia da Paridade na QED3

O interesse nos resultados da QED3 se encontra ativo ainda hoje. Em parte, isso

se deve à massa topológica induzida radiativamente [52], que é o principal ingrediente

de modelos teóricos de Isolantes Topológicos [55] em Matéria Condensada. Interes-

santemente, esse termo de massa produzido quebra uma das simetrias da lagrangiana

clássica: a paridade. Essa anomalia foi bem explorada em [52, 51], onde a Regu-

larização Pauli-Villars foi utilizada para demonstrar que essa quebra de paridade é

introduzida ao se aplicar uma regularização invariante de calibre. Isto é, é a escolha

da regularização que promove a seleção de qual simetria ficaria respeitada.

Além do método de Pauli-Villars utilizado inicialmente, muito se debateu [56, 57,

59, 60, 61] sobre o uso de outros métodos de regularização, sobre suas consequências e

das posśıveis ambiguidades geradas pelos métodos no cálculo perturbativo. O caso da

Regularização Dimensional é particularmente interessante. Por ser um método criado

para respeitar a simetria de calibre, a priori parece ser uma boa proposta empregá-lo

para compararmos com os resultados via Pauli-Villars. Mas como foi mostrado em

[56], o uso ingênuo desse método não deixa a teoria bem definida, principalmente na

parte finita dos cálculos. Isso se deve à álgebra do tensor antissimétrico de Levi-Civita

εµνρ, que não é bem definida em dimensões não-inteiras. Além disso, ao resolver a

parte divergente é necessário fazer uma continuação anaĺıtica das fórmulas encon-

tradas em livros textos, já que a solução se encontra fora do limite de validade das

fórmulas usuais.

Para evitar tais ambiguidades ao sair da dimensão f́ısica do problema e analisar

ambiguidades provenientes da regularização, a Regularização Impĺıcita foi utilizada

em [35]. Os autores mostraram que o método se mostrou igualmente válido e mais

simples, já que evita um primeiro passo necessário apontado por [58], que é a uti-

lização da Regularização HCD (higher covariant derivative). Com o avanço do próprio

método da Regularização Impĺıcita [18], aprendemos que uma análise mais delicada

do papel dos rótulos pode render uma melhor compreensão sobre as simetrias em

28
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questão no modelo. Nesse mesmo artigo foi mostrado que a invariância de rotula-

gem de diagramas de Feynman é uma condição necessária e suficiente para garantir

a simetria de calibre abeliana em qualquer ordem de loop. Conclúımos então que

seria interessante voltar ao caso da QED3 e implementar a mesma metodologia para

compreendermos melhor o que o rótulo pode nos dizer sobre o caso levantado em

[51, 52] das simetrias de calibre e paridade.

Outra razão para analisarmos o caso da QED3 é devido à pesquisa teórica de Iso-

lantes Topológicos em Matéria Condensada, que utiliza modelos constrúıdos a partir

de teorias de Chern-Simons [55]. Mesmo com as questões sobre o uso da Regula-

rização Dimensional levantadas em [56], vemos artigos, e.g. [54], usando o método

sem abordar as questões de ambiguidade vindas da continuação anaĺıtica dimensional

usada pelo método. Ali os autores afirmam usar a Regularização Dimensional devido

ao aparante sucesso do seu uso em um modelo tipo Teoria Quântica de Campos para

o grafeno [13], cujo resultado foi debatido e contestado no caṕıtulo 3.

Separamos nossa análise em duas seções diferentes: uma para o cálculo da QED3

abeliana convencional e outra para um caso não-abeliano da QED3.

4.1 Caso Abeliano

Dado a Lagrangiana do modelo

L = ψ̄ (iγµ∂µ − eγµAµ −m)ψ − 1

4
FµνF

µν , (4.1)

começamos olhando para a expansão perturbativa da ação efetiva da QED3 com rótulo

arbitrário. A proposta é empregar a Regularização Impĺıcita e analisar o efeito dos

rótulos na simetria de calibre e, consequentemente, a simetria de paridade. Para isso

olhamos, na expansão a 1-loop da ação, os termos capazes de produzir uma massa

efetiva; ou seja, os termos quadráticos em Aµ:

Γ[A] =
1

2

∫
d3k

(2π)3
Aν(k)Πνµ(k)Aµ(k), (4.2)

onde Πνµ é o tensor polarização do vácuo

Πνµ(k) =

∫
d3p

(2π)3
tr [S(k + p+ α)γνS(p+ α)γµ] , (4.3)
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α é o rótulo arbitrário do diagrama de Feynman, e S(p) é o propagador fermiônico

S(p) =
i

/p−m
=
i(/p+m)

p2 −m2
. (4.4)

Para computar o traço do tensor polarização (4.3), usamos os resultados em 3D das

matrizes γµ:

tr[γµγν ] = 2gµν , (4.5)

tr[γµγνγρ] = 2iεµνρ, (4.6)

tr[γµγνγργσ] = 2 (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ) . (4.7)

Com isso, obtemos três partes para o tensor polarização

Πνµ(p) = nνµ +mνµ + lνµ, (4.8)

onde nνµ, mνµ e lνµ são as partes com as divergências lineares, logaŕıtmicas e os

termos finitos respectivamente:

nνµ =

∫
d3p

(2π)3

2 [2 (p+ α)ν (p+ α)µ − ((p+ α)2 −m2) gνµ][
(k + p+ α)2 −m2

]
((p+ α)2 −m2)

, (4.9)

mνµ =

∫
d3p

(2π)3

2 [kν(p+ α)µ + kµ(p+ α)ν − k · (p+ α)gνµ][
(k + p+ α)2 −m2

]
((p+ α)2 −m2)

, (4.10)

lνµ =

∫
d3p

(2π)3

2imερνµ [(p+ k + α)ρ − (p+ α)ρ][
(k + p+ α)2 −m2

]
((p+ α)2 −m2)

. (4.11)

Como existe a possibilidade de se fazer uma mudança na variável de integração nos

termos finitos e com divergência logaŕıtmica, os termos mνµ e lνµ produzem já um

resultado conhecido [35]. Dessa forma, apenas resta olharmos para os termos em nνµ.

Para separar as partes divergentes, finitas e as dependências dos rótulos, aplicamos a

identidade (2.1) consecutivas vezes e obtemos

nνµ = 2gνµIlin(m2)− 2f νµ1 (m2)− 2f νµ2 (m2) + 2f νµ3 (m2) (4.12)

onde definimos

Ilin(m2) =

∫
d3p

(2π)3

1

p2 −m2
, (4.13)

f νµ1 (m2) =

∫
d3p

(2π)3

gνµ [(k + α)2 + 2(k + α) · p]
(p2 −m2)2 [(k + p+ α)2 −m2]

, (4.14)

f νµ2 (m2) =

∫
d3p

(2π)3

2(p+ α)ν(p+ α)µ [k2 + 2k · (p+ α)]

((p+ α)2 −m2)2 [(k + p+ α)2 −m2]
, (4.15)

f νµ3 (m2) =

∫
d3p

(2π)3

2(p+ α)ν(p+ α)µ

((p+ α)2 −m2)
(4.16)
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Podemos demonstrar que f νµ1 (m2) = −f νµ1 (m2) fazendo duas mudanças consecutivas:

p→ −p−k e p→ p+α. Sabemos que a mudança na variável de integração neste caso

é permitido por estarmos lidando com termos finitos e com divergências logaŕıtmicas.

Isso nos permite concluir que f νµ1 (m2) = 0. Já o termo f νµ2 (m2) pode ser demonstrado

independente de α, pois como possui apenas termos finitos e divergências logaŕıtmicas,

podemos transformar p+ α→ p, obtendo assim um resultado já conhecido [35].

O termo f νµ3 (m2) ainda pode ser decomposto usando a identidade (2.1)

f νµ3 (m2) =

∫
d3p

(2π)3

2pνpµ

(p2 −m2)2
+

∫
d3p

(2π)3

2αναµ

(p2 −m2)2

−
∫

d3p

(2π)3

4(p+ α)ν(p+ α)µ(α2 + 2p · α)

(p2 −m2)2 ((p+ α)2 −m2)

+

∫
d3p

(2π)3

2(p+ α)ν(p+ α)µ(α2 + 2p · α)2

(p2 −m2)2 ((p+ α)2 −m2)2 . (4.17)

O primeiro termo acima pode ser somado ao Ilin da eq.(4.12), obtendo o termo de

superf́ıcie definido em (2.19)

Ξνµ =

∫
d3p

(2π)3

gνµ

p2 −m2
− 2

∫
d3p

(2π)3

pνpµ

(p2 −m2)2
. (4.18)

Para mostrar o resultado dos outros termos, completamos o quadrado, adicionamos

e subtráımos massa (α2 + 2p ·α)2 → (α2 + 2p ·α)[(p+α)2−m2 +m2− p2] no último

termo de (4.17) para somar com o penúltimo, obtendo

−
∫

d3p

(2π)3

2(p+ α)ν(p+ α)µ(α2 + 2p · α)

(p2 −m2)2 [(p+ α)2 −m2]

−
∫

d3p

(2π)3

2(p+ α)ν(p+ α)µ(α2 + 2p · α)

(p2 −m2) [(p+ α)2 −m2]2
. (4.19)

Para juntar os dois termos, fazemos uma mudança no segundo p → −p − α. Da

junção ainda podemos fazer o mesmo procedimento de completar o quadrado, somar

e subtrair massa

−
∫

d3p

(2π)3

2αναµ

(p2 −m2)2
+

∫
d3p

(2π)3

2(pναµ + pµαν + αναµ)

(p2 −m2)[(p+ α)2 −m2]
. (4.20)

Note que o primeiro termo aparece com sinal trocado em (4.17). Já o segundo termo

pode ser mostrado nulo, pois uma mudança de p+ α→ −p o transforma apenas em

um sinal global, como f νµ1 (m2).
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Somando os resultados, podemos escrever

nνµ = 2Ξνµ −
∫

d3p

(2π)3

4pνpµ [k2 + 2k · p]
(p2 −m2)2 [(k + p)2 −m2]

. (4.21)

É valido ressaltar que os procedimentos de completar o quadrado ou de adição e sub-

tração podem alterar os graus de divergência, com consequências viśıveis no resultado

das integrais. Para assegurar-nos, também resolvemos as integrais de forma expĺıcita

e achamos os mesmos resultados aqui apresentados.

O mais importante é que agora demonstramos diretamente que o resultado não

depende dos rótulos. Assim, resta-nos apenas o cálculo das integrais do Tensor Pola-

rização

Πνµ(p) = 2Ξνµ −
∫

d3p

(2π)3

4pνpµ [k2 + 2k · p]
(p2 −m2)2 [(k + p)2 −m2]

+

∫
d3p

(2π)3

2 [kνpµ + kµpν − k · pgνµ][
(k + p)2 −m2

]
(p2 −m2)

+

∫
d3p

(2π)3

2imερνµ [(p+ k)ρ − pρ][
(k + p)2 −m2

]
(p2 −m2)

. (4.22)

O resultado é conhecido [35]

Πνµ(p) = 2Ξνµ + 2H1(p2,m2)ενµρpρ + 2H2(p2,m2)

(
pνpµ

p2
− gνµ

)
, (4.23)

onde

H1(p2,m2) =
i

4π

[
m√
p2

ln

(
1 +

√
p2/4m2

1−
√
p2/4m2

)]
, (4.24)

H2(p2,m2) =
1

4π

[
√
m2 − 1

4
√
p2

(p2 + 4m2) ln

(
1 +

√
p2/4m2

1−
√
p2/4m2

)]
. (4.25)

Como conhecemos o termo de superf́ıcie Ξνµ, ele deve ser fixado pelas simetrias da

teoria ou medidas experimentais [53, 19]. Neste caso da QED3 abeliana, as duas

simetrias da lagrangiana clássica são: Gauge e Paridade. A discussão levantada em

[51, 52] é justamente sobre a anomalia quântica criada pelos termos resultantes em

(4.23). Enquanto os termo que acompanham H1(p2,m2) e H2(p2,m2) são invariantes

de calibre, o termo que acompanha H1(p2,m2) não é invariante por paridade.

A priori, podeŕıamos dizer que o termo de superf́ıcie deveria ser capaz de re-

produzir dois posśıveis resultados. Cada um preservando uma simetria espećıfica.
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Dessa forma, podeŕıamos concluir que a escolha da regularização é o que determi-

naria qual simetria sobreviveria no resultado. Para analisarmos de uma forma mais

completa, podemos partir de uma versão mais completa de Ξνµ incluindo uma posśıvel

dependência do rótulo α, como se vê abaixo:

Ξνµ(α,m2) =

∫
d3p

(2π)3

gνµ

(p+ α)2 −m2
− 2

∫
d3p

(2π)3

(p+ α)ν(p+ α)µ

((p+ α)2 −m2)2 . (4.26)

Para primeiramente analisarmos a dependência em m2 iniciamos derivando

d

dm2
Ξνµ(α,m2) = gνµ

∫
d3p

(2π)3

1

((p+ α)2 −m2)2 −
∫

d3p

(2π)3

4(p+ α)ν(p+ α)µ

((p+ α)2 −m2)3

=
i

(4π)
3
2

√
π

m2
gνµ − i

(4π)
3
2

√
π

m2
gνµ

= 0. (4.27)

Com isso, conclúımos que Ξνµ(α) não depende de m2. A seguir, aplicamos o mesmo

procedimento para α

d

dαλ
Ξνµ(α) =

∫
d3p

(2π)3

2(p+ α)ν(p+ α)µ2(p+ α)λ

((p+ α)2 −m2)3

−
∫

d3p

(2π)3

2
(
gνλ(p+ α)µ + gµλ(p+ α)ν

)
((p+ α)2 −m2)2

=

∫
d3p′

(2π)3

4p′νp′µp′λ

(p′2 −m2)3
− 2

∫
d3p′

(2π)3

gνλp′µ + gµλp′ν

(p′2 −m2)2

= 0. (4.28)

Ambas as partes são nulas pois são ı́mpares em p. Os únicos parâmetros livres que

restam em Ξνµ são uma constante de integração c′ e o grau de divergência Λ. Uti-

lizando a parametrização da divergência linear (2.18), podemos analisar a primeira

parte de (4.26)

−gνµ i

(4π)
3
2

√
πm2 − c′1Λgνµ, (4.29)

e a segunda

gνµ
i

(4π)
3
2

√
πm2 + c′2Λgνµ. (4.30)

Somando-as temos a forma geral posśıvel para o termo de superf́ıcie

Ξνµ = −(c′1 − c′2)Λgνµ. (4.31)
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A dependência em m2 foi cancelada, como o esperado de (4.27). A única opção para

obtermos um resultado finito para o termo de superf́ıcie é caso c′1 seja o mesmo que

c′2, ou seja c′1 = c′2; desta forma Ξνµ = 0.

Como o único termo não-invariante de calibre no Tensor Polarização foi aqui

demonstrado ser zero. Podemos concluir que as parametrizações (4.29) e (4.30) nesta

analise estão conectadas com a invariância de calibre da teoria. Então, podemos

concluir que

Πνµ(p) = 2H1(p2,m2)ενµρpρ + 2H2(p2,m2)

(
pνpµ

p2
− gνµ

)
. (4.32)

No limite m→∞, o Tensor Polarização vai para

Πνµ(p) =
i

4π

m

|m|
ενµρpρ. (4.33)

Apesar dos resultados estarem de acordo com os achados anteriores, pela Regu-

larização Pauli-Villars [51, 52] e pelo primeiro uso da Regularização Impĺıcita [35], o

método aplicado neste caso foi conceitualmente diferente. Diferentemente de propor

usar uma regularização invariante de calibre ab initio, o que já supostamente levaria

à quebra da paridade, pudemos empregar um método olhando para a liberdade de

rotulação dos momentos da perturbação da lagrangiana original da QED. O uso de

método capaz de reproduzir um resultado que deixe a paridade como a boa simetria,

deverá quebrar a invariância de calibre necessariamente. Caso seja interessante estu-

dar uma teoria sem a violação da paridade, seria necessário partir de uma QED3 com

uma ação modificada, como por exemplo [62].

4.2 Caso não-Abeliano

Outro caso não menos interessante de se estudar, nem que seja por uma questão

de curiosidade matemática, é o caso não-abeliano da QED3. Nesta seção, nos restrin-

gimos a um caso especifico de não-comutatividade, também estudado em [51], onde

o campo de calibre é constante (Aµa =constante) mas não comuta: [Aµ, Aν ] 6= 0, onde

Aµ = gAµaτa/2i e τa são as matrizes de Pauli. Para a teoria não-abeliana:

Ieff [A] = −itr ln( /D +m), (4.34)

/D(x) = −i(/∂ + /A). (4.35)
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Como Aµ =constante, a integração em
∫
d3x nada mais é que o volume. Então,

podemos olhar direto para a Lagrangiana:

Leff [A] = i

∫
d3p

(2π)3
ln det(/p+ /α− i /A+m), (4.36)

onde α é novamente um rótulo arbitrário.

Por questões de conveniência, passamos para o cálculo da ação efetiva no espaço

Euclidiano. Para isso, fazemos uma rotação de Wick e introduzimos (−iA0, A1, A2)→
(A3, A1, A2):

Leff [A] = i

∫
d3p

(2π)3
ln det[σµ(pµ + αµ − iAµ) + im]. (4.37)

A matriz Aµa pode ser diagonalizada fazendo rotações no espaço e no espaço de isospin.

Dessa forma, o determinante da equação acima se torna

det
[
σµ
(

(p+ α)µ − g

2
Aµaτa

)
+ im

]
=
(
(p+ α)2 +m2

)2
+ 2(p+ α)2trA2 + ∆ (4.38)

− 4
[
(p1 + α1)2A2

1 + (p2 + α2)2A2
2 + (p3 + α3)3A3

3

]
,

∆ = 2m2trA2 +
(
A2
)2 − tr∗F 2 + 8im detA. (4.39)

Podemos normalizar Ieff adicionando um termo tal que Ieff [A]− Ieff [A = 0] = 0

Leff =

∫
d3p

(2π)3

{
ln
[(

(p+ α)2 +m2
)2

+ 2(p+ α)2trA2 + ∆

− 4
[
(p1 + α1)2A2

1 + (p2 + α2)2A2
2 + (p3 + α3)3A3

3

] ]
− ln

(
p2 +m2

)2
}

=

∫
d3p

(2π)3
ln

[
1 +

2(p+ α)2trA2

((p+ α)2 +m2)2 +
∆

((p+ α)2 +m2)2

−4 [(p1 + α1)2A2
1 + (p2 + α2)2A2

2 + (p3 + α3)3A3
3]

((p+ α)2 +m2)2

]
.

Expandindo o logaritmo

Leff =

∫
d3p

(2π)3

{
2(p+ α)2trA2

((p+ α)2 +m2)2 −
4 [(p1 + α1)2A2

1 + (p2 + α2)2A2
2 + (p3 + α3)3A3

3]

((p+ α)2 +m2)2

+
∆′

((p+ α)2 +m2)2 +
2m2trA2

((p+ α)2 +m2)2

}
+ . . . , (4.40)

onde ∆′ = (trA2)2− tr∗F 2 +8im detA. Neste estágio, podemos notar que as integrais

são muito similares às do caso abeliano. Elas são iguais às (4.12), mas com os ı́ndices
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µ e ν contráıdos. Dessa forma, é posśıvel fazer a mesma análise feita na seção anterior,

para concluirmos que o resultado é independente dos rótulos. Por isso, a partir desse

ponto, deixaremos de denotar os termos α nos cálculos.

Ao levarmos em conta os termos quadráticos Aµ, já que são capazes de quebrar

a invariância de calibre da teoria, podemos ignorar o resto dos termos da expansão.

Olhando para os termos divergentes, podemos juntar o primeiro e último termo da

equação (4.40) e abrir o traço da matriz A que agora está diagonalizada:∫
d3p

(2π)3

2 (p2 +m2) (A2
1 + A2

2 + A2
3)

(p2 +m2)2 =

∫
d3p

(2π)3

2 (A2
1 + A2

2 + A2
3)

(p2 +m2)

= 2
(
A2

1 + A2
2 + A2

3

)
Ilin(m2), (4.41)

onde Ilin(m2) foi definido em (4.13).

A outra parte divergente está no segundo termo da eq.(4.40), que podemos separar

nas coordenadas:∫
d3p

(2π)3

p2
1

(p2 +m2)2 =
1

(2π)3

∫
p2dp

∫ π

0

sin(θ)dθ

∫ 2π

0

dφ
p2 sin2(θ) cos2(φ)

(p2 +m2)2

=
1

(2π)3

4π

3

∫ ∞
0

dp
p4

(p2 +m2)2 (4.42)∫
d3p

(2π)3

p2
2

(p2 +m2)2 =
1

(2π)3

∫
p2dp

∫ π

0

sin(θ)dθ

∫ 2π

0

dφ
p2 sin2(θ) sin2(φ)

(p2 +m2)2

=
1

(2π)3

4π

3

∫ ∞
0

dp
p4

(p2 +m2)2 (4.43)∫
d3p

(2π)3

p2
3

(p2 +m2)2 =
1

(2π)3

∫
p2dp

∫ π

0

sin(θ)dθ

∫ 2π

0

dφ
p2 cos2(θ)

(p2 +m2)2

=
1

(2π)3

4π

3

∫ ∞
0

dp
p4

(p2 +m2)2 . (4.44)

Podemos transformar as integrais acima em

1

(2π)3

∫ ∞
0

dp
p4

(p2 +m2)2 ⇒
1

4π

∫
d3p

(2π)3

p2

(p2 +m2)2 , (4.45)

obtendo para o segundo termo de (4.40)∫
d3p

(2π)3

−4 (p2
1A

2
1 + p2

2A
2
2 + p3

3A
3
3)

(p2 +m2)2 = −4

3

∫
d3p

(2π)3

p2 (A2
1 + A2

2 + A2
3)

(p2 +m2)2 . (4.46)

Para parametrizar a integral divergente acima, primeiramente derivamos em m2 para

podermos obter uma integral finita em p

−4

3

∫
d3p

(2π)3

−2p2 (A2
1 + A2

2 + A2
3)

(p2 +m2)3 =
2
√
π (A2

1 + A2
2 + A2

3)

(4π)
3
2

√
m2

. (4.47)
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Integrando de volta em m2 parametrizamos o segundo termo de (4.40)

+4
(
A2

1 + A2
2 + A2

3

) √π√m2

(4π)
3
2

− 2c1Λ, (4.48)

onde c1 é uma constante arbitrária e Λ é a divergência.

Já que na lagrangiana original não há termos quadráticos em Aµ para absorver as

divergências via Renormalização, partimos para analisar as divergências lineares da

equação (4.40) encontrados nas partes (4.41) e (4.48). Podemos utilizar a relação de

escala (2.18) da integral básica de divergência linear:

Ilin = −2
√
π
√
m2

(4π)
3
2

+ c2Λ. (4.49)

Deixamos c2 como uma constante diferente daquela presente em (4.48), já que ambas

surgem de fontes diferentes. Dessa forma, podemos somar os termos (4.41) e (4.48)

parametrizados:

Ldiveff =
(
A2

1 + A2
2 + A2

3

) [
−4

√
π
√
m2

(4π)
3
2

+ 2c2Λ + 4

√
π
√
m2

(4π)
3
2

− 2c1Λ

]
= 2

(
A2

1 + A2
2 + A2

3

)
(c2 − c1) Λ. (4.50)

Para que a parte divergente de Leff seja nula, podemos explorar a arbitrariedade

da parametrização do Ilin fixando c1 = c2. O mesmo resultado é obtido via Regula-

rização Impĺıcita, caso optássemos por somar e subtrair massa ao termo da equação

(4.46) ao invés de usar o procedimento de derivar e integrar em m2. Se tivéssemos

escolhido esse caminho, teŕıamos as mesmas constantes de integração multiplicando

Λ, porém os coeficientes seriam diferentes. A única forma de lidarmos com o termo

quadrático trA2 seria colocar as constantes para zero e, com isso, não podeŕıamos

preservar a divergência linear de cada integral. Por isso, escolhemos a forma mais

geral apresentada nesta seção pois conseguimos lidar com os termos quadráticos em

Aµ sem eliminar a priori o caráter divergente das integrais.

Este mesmo resultado pode ser encontrado no caso da Regularização Dimensio-

nal. O único problema que pode surgir dá-se no caso de tentarmos usar a continuação

anaĺıtica (ver apêndice A.2) das fórmulas de integrais em N -dimensões [16]. Se fosse

adicionado e subtráıdo massa, como explicado no parágrafo anterior, a parte diver-

gente das integrais não se cancelam. Neste caso, diferentemente da parametrização

usada em (4.49) na Regularização Impĺıcita, não há liberdade para colocarmos o

termo restante para zero.



5 QED4 com acoplamento não-minimo

A covariança de Lorentz e a simetria CPT são ingredientes básicos para a cons-

trução de teorias de campos quânticos locais. Consequentemente, elas estão presentes

na construção do Modelo Padrão das interações fundamentais. Entretanto, modelos

que violam Lorentz e CPT tem sido uma área de intensa investigação na última

década, [63]-[110] como um posśıvel limite de uma teoria mais fundamental. A for-

mulação de um Modelo Padrão Estendido (SME) [63]-[66] abre um leque de possibi-

lidades de estudo, dentre os quais nos interessam particularmente os setores de gauge

e fermiônico.

No setor de gauge, percebemos que os estudos são normalmente concentrados em

dois tipos de termos: o termo tipo-Chern-Simons CPT-impar de Carroll-Field-Jackiw

[77] e um termo quadrático CPT-par no tensor de campo eletromagnético [64]. No

setor fermiônico, as pesquisas têm sido focadas em um termo axial que viola Lorentz e

CPT, basicamente por ter havido uma controvérsia sobre a geração do termo Carroll-

Field-Jaciw radiativamente [83]-[31].

Recentemente, o interesse em termos CPT-par cresceu devido ao desenvolvimento

do conceito de aether e do estudo de dimensões extras. Em [67], os autores discu-

tem o uso de campos tensoriais (aether) que violam Lorentz com valores esperados,

alinhados com dimensões extras para mantê-las escondidas. Os termos que violam

Lorentz dos setores de gauge, de férmions e de escalares viriam da interação entre

estes campos com os campos aether. Em [68] e [69], a geração quântica desses termos

de interação aether foram estudadas. Particularmente, no caso da eletrodinâmica

[69], o termo de acoplamento mı́nimo foi substitúıdo por um não-mı́nimo que viola

Lorentz. O termo de interação aether foi gerado quando a auto-energia do fóton foi

calculada, com um coeficiente que é dependente de regularização no caso de 4 di-

mensões do espaço-tempo. Mais especificamente, foram feitos os cálculos em 3, 4 e

5 dimensões com diferentes métodos de regularização, e apenas em 4 dimensões foi

detectado ambiguidades nos cálculos.

38
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Nesta parte do trabalho, consideramos um versão modificada da Eletrodinâmica

Quântica em 4 dimensões com o acoplamento entre o fóton e o férmion composto por

dois termos: um não-mı́nimo e um mı́nimo. Este modelo já foi considerado em outros

trabalhos [70, 71, 72] no contexto da Mecânica Quântica Relativ́ıstica. Em [71] o

modelo foi usado para calcular correções do espectro de Hidrogênio e colocar fortes

restrições na magnitude do parâmetro que viola Lorentz. Em [72] o modelo foi usado

para estudar a geração de momento magnético vindo do acoplamento não-mı́nimo, já

que um pequeno momento de dipolo magnético de part́ıculas neutras podem assinalar

uma violação da simetria de Lorentz. Aqui analisaremos as correções quânticas para

o setor fotônico, considerando a teoria como um modelo efetivo. Este é apenas um

de muitos outros posśıveis termos não-renormalizáveis que violam Lorentz. Além

do rico conteúdo f́ısico explorado a ńıvel árvore em [70, 71, 72], a motivação para a

investigação presente é o aspecto interessante com que é posśıvel gerar radiativamente

ambos termos CPT-par e de Carroll-Field-Jackiw (CFJ). Embora a geração quântica

do termo CFJ de um termo axial no setor fermiônico já ter sido investigada, a presente

possibilidade ainda não foi explorada.

O fato do modelo ser invariante de calibre nos permite fazer uma análise inte-

ressante dos valores de ambos os coeficientes dos hipotéticos termos gerados radia-

tivamente CPT-par e ı́mpar. De fato, mostramos que as correções finitas a 1-loop

que violam Lorentz são suprimidas caso seja usado uma regularização que respeite a

invariância de gauge. Entretanto, um método que viola gauge, seguido por um con-

tratermo que restaura simetria no setor simétrico em Lorentz abre a possibilidade de

tais induções. Em cálculos de ordem superior para o parâmetro que viola Lorentz, as

restrições que foram constrúıdas em [71] colocam fortes v́ınculos para a estrutura dos

contratermos. Para um modelo efetivo, a energia de cutoff é um parâmetro importante

e deve ser estabelecido por motivos f́ısicos subjacentes. Caracteŕısticas desejadas de

uma Teoria Quântica de Campos, como causalidade e estabilidade, podem ser perdi-

das em energias muito altas [75, 76]. Por isso, propomos uma condição que o cutoff

deve satisfazer a fim de prevenir a proliferação de novos termos em ordens acima de

1-loop.

Esta parte da pesquisa está organizada da seguinte maneira: a primeira seção é

dedicada à apresentação do modelo; a segunda seção apresenta uma análise na geração

a 1-loop de termos que violam Lorentz no setor puramente de gauge; na terceira seção
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apresentamos os cálculos, que utilizando a invariância de gauge é capaz de fixar os

coeficientes das correção quânticas a 1-loop; na quarta seção analisamos, em bases

gerais, a predizibilidade do modelo em ordens superiores a 1-loop usando argumentos

de simetria. Por fim, apresentamos nossos comentários finais na quinta seção.

5.1 O Modelo

Começamos considerando a ação usada em [69] em 4 dimensões do espaço-tempo,

na qual o termo de acoplamento mı́nimo da QED é substitúıdo por um termo de

interação não-minima que viola Lorentz −eψ̄εµναβγβbµFναψ, com bµ sendo um vetor

constante que seleciona uma direção fixa do espaço-tempo. Este termo pode ser

mostrado como invariante de gauge, bastando para isso transformar ψ → eiα(x)ψ e

Aµ → Aµ + ∂µα(x), para notarmos que o termo não varia. Ainda assim, a ação toda

não é invariante devido à falta do acoplamento mı́nimo. Como os autores mostraram,

quando a correção de 1-loop para a função de dois pontos do fóton é calculada, um

termo aether dependente de regularização é gerado. Para tal modelo não há uma

forma de fixar o coeficiente desse termo.

Nossa intenção nessa parte do trabalho é analisar uma versão modificada desse

modelo [70], [71], [72], no qual a invariância de gauge da ação original é restaurada

pela presença do termo de acoplamento mı́nimo juntamente com o não-mı́nimo que

viola Lorentz:

Σ =

∫
d4x

{
−1

4
FµνF

µν + ψ̄
(
i∂/−m− eA/− eεµναβγβbµFνα

)
ψ

}
. (5.1)

O termo de interação contém duas contribuições: o vértice tradicional da QED e o

que viola Lorentz. Além do fato de Σ ser invariante de gauge, nós veremos que suas

correções quânticas de 1-loop podem produzir dois tipos de termos que violam Lorentz

no setor fotônico: o termo aether CPT-par e o termo tipo-Chern-Simons de Carroll-

Field-Jackiw CPT-́ımpar [77]. Interessa-nos a possibilidade de fixar os coeficientes

desses termos, baseado em argumentos de invariância de calibre. Estas contribuições

são geradas pelo tensor de polarização do vácuo, composto em ordem de 1-loop por

apenas um diagrama. Efetivamente, essa amplitude pode ser decomposta em quatro

partes, já que do ponto de vista calculacional o problema é equivalente ao de que
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existem dois vértices diferentes,

Πµν(p) = Πµν
11 (p) + Πµν

12 (p) + Πµν
21 (p) + Πµν

22 (p). (5.2)

Os ı́ndices inferiores são referentes aos vértices, onde 1 (2) se refere ao acoplamento

mı́nimo (não-mı́nimo). Na equação acima, o primeiro termo corresponde à QED tra-

dicional, os dois termos cruzados são responsáveis pelo termo de Chern-Simons e o

último termo gera a parte CPT-par. Podemos tecer alguns comentários se considerar-

mos toda a amplitude. Os termos que possivelmente violam Lorentz, nomeadamente

os últimos três, são individualmente invariantes de gauge. Dessa forma, se focarmos

simplesmente nestas peças não conseguimos trazer nenhuma luz à discussão, se nossa

intenção for usar a simetria de gauge para fixar os coeficientes arbitrários do mo-

delo. É importante reforçar que estamos considerando a invariância de gauge da ação

(transversalidade do tensor de polarização do vácuo), que é uma condição um pouco

menos restritiva à principio, e que permite um termo tipo-Chern-Simons.

Primeiramente, escrevemos todas as contribuições de 1-loop para a auto-energia

do fóton:

Πµν
11 = −tr

∫
k

ieγνs(p+ k)ieγµs(k)

= e2tr

∫
k

γνs(p+ k)γµs(k) = e2T µν , (5.3)

Πµν
12 = −tr

∫
k

(
−2ieεαβνργ

ρbα(−pβ)
)
s(p+ k)ieγµs(k)

= 2e2εαβνρbαpβT
µρ, (5.4)

Πµν
21 = −2e2εαβµρbαpβT

ρν (5.5)

e

Πµν
22 = −4e2(εαβνρbαpβ)(ελσµδbλpσ)T ρδ, (5.6)

onde

T µν = tr

∫
k

γνs(p+ k)γµs(k), (5.7)

com s(k) sendo o propagador fermiônico e
∫
k

significa
∫
d4k/ (2π)4. Observamos que,

devido à estrutura de Lorentz de T µν , é posśıvel concluir que Πµν
12 = Πµν

21 .
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5.2 As correções radiativas violadoras de Lorentz

As correções de 1-loop para a auto-energia do fóton são dadas pelas equações (5.3)-

(5.6). Agora focaremos nas últimas três contribuições, que são as posśıveis fontes de

violação de Lorentz no setor puramente fotônico. Começamos considerando a forma

geral do tensor T µν , sem calcular explicitamente a amplitude, para então focar na

parte de interesse da amplitude e determinar os coeficientes.

Analisando primeiro as duas contribuições idênticas vindas das equações (5.4) e

(5.5), que podem produzir um termo CPT-́ımpar tipo-Chern-Simons de Carroll-Field-

Jackiw. Temos

Πµν
12 + Πµν

21 = 4e2εαβνρbαpβT
µρ, (5.8)

no qual

T µρ =
(
pµpρ − p2gµρ

)
Π(p2) + αm2gµρ + βpµpρ (5.9)

é a expressão mais geral para T µρ. Π(p2) é a função que pode incorporar as di-

vergências e α, β são constantes adimensionais. O termo tipo-Chern-Simons é dado

por

Πµν
CS = lim

p2→0
(Πµν

12 + Πµν
21 ) . (5.10)

Então vemos que

Πµν
CS = 4αm2e2εαβνµbαpβ. (5.11)

Podemos realizar uma análise similar para o termo CPT-par:

Πµν
22 = −4e2(εαβνρbαpβ)(ελσµδbλpσ)T ρδ. (5.12)

Agora precisamos apenas das partes de T ρδ com p2 = 0. Então

Πµν
par = −4αe2m2(εαβνρbαpβ)(ελσµρbλpσ)

= −4αe2m2gνκbαpβbλpσεαβκρε
λσµρ. (5.13)

Usando as propriedades do tensor de Levi-Civita, podemos fazer as contrações para

obter

Πµν
par = −4αe2m2

{(
pµpν − p2gµν

)
b2

+(p · b)2gµν − (p · b) (pµbν + pνbµ) + p2bµbν
}
. (5.14)
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Os primeiros dois termos juntos possuem a forma de Maxwell e não são de inte-

resse. As últimas quatro contribuições dão a seguinte correção para a densidade de

Lagrangiana:

Laether = 2αe2m2 (bµFµν)
2 , (5.15)

que é o termo tipo-aether analisado em [67] e gerado em [68] e [69], no qual bµ

desempenha o papel de um campo aether. Esse termo pode ser mapeado em um

termo CPT-par clássico proposto em [64],

Lpar = −1

4
κµναβF

µνFαβ, (5.16)

desde que possamos estabelecer a relação

κµναβ = −2αe2m2 (gµαbνbβ − gναbµbβ + gνβbµbα − gµβbνbα) . (5.17)

Na sequência, realizamos uma tentativa de avaliar a constante α. Como discutido

acima, podemos escrever αm2gµν = T µν(p = 0). Então temos

αm2gµν =

∫ Λ

k

tr [γµ(k/+m)γν(k/+m)]

(k2 −m2)2

= 4

∫ Λ

k

2kµkν − (k2 −m2)gµν

(k2 −m2)2

= 4

∫ Λ

k

{
2

kµkν

(k2 −m2)2
− gµν

(k2 −m2)

}
= −4

∫ Λ

k

∂

∂kµ

{
kν

(k2 −m2)

}
, (5.18)

onde o ı́ndice Λ indica que as integrais são divergentes e necessitam de alguma regu-

larização.

O cálculo acima revela que α é originado de um termo de superf́ıcie vindo da dife-

rença entre duas integrais quadraticamente divergentes, igual ao termo (2.24). Como

foi observado em [68], note que esse coeficiente é totalmente dependente de regula-

rização. Na próxima seção, faremos uma discussão mais geral, a fim de determinar

essa constante, nos baseando em argumentos de simetria [19].
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5.3 A correção de 1-loop da auto-energia transver-

sal do fóton

Quando levamos em conta as correções radiativas, uma questão que naturalmente

surge é a possibilidade de violação de alguma identidade de Ward-Takahashi. Em

outras palavras, nos questionamos se existe alguma anomalia no modelo. Nesta seção,

mostraremos que, já que a QED convencional é invariante de gauge, não é posśıvel

haver um tensor de polarização de vácuo não-transverso no presente modelo.

Começaremos contraindo o momento externo pµ com a amplitude total. Temos

pµΠµν = e2pµT
µν + 2e2εαβνρbαpµpβT

µρ

−2e2εαβµρbαpµpβT
ρν − 4e2(εαβνρbαpβ)(ελσµδbλpµpσ)T ρδ. (5.19)

Podemos notar que os últimos termos são identicamente nulos pois o tensor antis-

simétrico de Levi-Civita está contráıdo com o produto simétrico pµpβ. O segundo

termo também é nulo pela mesma razão, já que a estrutura de Lorentz de T µρ é do

tipo apresentada na equação (5.9). Desta forma, ficamos apenas com a primeira con-

tribuição, que não é nada além do termo da QED convencional. Isto mostra que, para

o tensor de polarização do vácuo, uma violação da simetria de gauge em um modelo

modificado é posśıvel somente se a mesma violação ocorrer na QED tradicional.

Para concluir esta seção, podemos obter algumas condições que o esquema de

regularização deve satisfazer a fim de respeitar a transversalidade de Πµν . Como

veremos, isso está intimamente conectado na possibilidade de geração de termos que

violam Lorentz, que foram discutidos na última seção. Se analisarmos o primeiro

termo da equação (5.19), ou seja

pµT
µν =

∫
k

tr
{
γνs(k) /p s(k + p)

}
= −

∫
k

tr

{
γν

1

/k −m /p
1

/k + p/−m

}
. (5.20)

Usando a identidade p/ = (/k + /p−m)− (/k −m), temos que

pµT
µν = −

∫ Λ

k

tr

{
γν

1

/k −m

}
+

∫ Λ

k

tr

{
γν

1

/k + /p−m

}
= −4

∫ Λ

k

kν

(k2 −m2)
+ 4

∫ Λ

k

(k + p)ν

[(k + p)2 −m2]
. (5.21)
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Na expressão acima, o primeiro termo é nulo e o segundo difere dele apenas por uma

mudança no momento de integração. Já que o segundo termo é linearmente diver-

gente, ele difere do primeiro apenas por um termo de superf́ıcie. O ı́ndice Λ indica que,

já que as integrais são divergentes, elas precisam ser regularizadas. Em vez de usar-

mos uma regularização em particular, a deixaremos implicitamente como explicado

no caṕıtulo 2. Para a identificação do termo de superf́ıcie, usamos recursivamente,

no segundo termo acima, a identidade (2.1) para obter

pµT
µν = −4pν

{
α1 + p2(α3 − 2α2)

}
, (5.22)

onde os αi’s são os termos de superf́ıcie definidos em (2.24), (2.25) e (2.26):

α1gµν ≡
∫ Λ

k

gµν
k2 −m2

− 2

∫ Λ

k

kµkν
(k2 −m2)2

=

∫ Λ

k

∂

∂kµ

(
kν

(k2 −m2)

)
, (5.23)

α2gµν ≡
∫ Λ

k

gµν
(k2 −m2)2

− 4

∫ Λ

k

kµkν
(k2 −m2)3

=

∫ Λ

k

∂

∂kµ

(
kν

(k2 −m2)2

)
(5.24)

e

α3g{µνgαβ} ≡ g{µνgαβ}

∫ Λ

k

1

(k2 −m2)2
− 24

∫ Λ

k

kµkνkαkβ
(k2 −m2)4

, (5.25)

o que significa que

g{µνgαβ}(α3 − α2) =

∫ Λ

k

∂

∂kβ

[
4kµkνkα

(k2 −m2)3

]
. (5.26)

Vemos que a fim de obter um tensor de polarização do vácuo transverso, existem

duas possibilidades: a primeira fixa todos os termos de superf́ıcie para zero (αi = 0)

e a segunda fixa α1 = 0 e α3 = 2α2. É importante notar que nas duas possibilidades

α1 = 0 é uma condição necessária para a preservação da simetria de gauge. Por fim,

podemos identificar a constante α, vista na última seção, com a relação

αm2 = −4α1. (5.27)

Faz-se necessário explorar a discussão deste resultado. Os valores das constan-

tes αi são determinados pelo procedimento de regularização usado para calculá-las.

Dessa forma, elas são dependentes de regularização. Se uma técnica de regularização

for usada, que preserva a invariância de gauge da QED tradicional, α1 será zero.

Entretanto, é sempre posśıvel escolher um procedimento não-invariante de gauge e

depois restaurar a simetria de gauge por meios de um contratermo não-simétrico.
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Nesse caso, já que os setores de violação e preservação de Lorentz são independentes

um do outro, os termos que quebram Lorentz sobreviveriam. Isso seria equivalente

a usar diferentes procedimentos de regularização nos diferentes setores (invariante de

Lorentz e que viola Lorentz). De qualquer forma, acreditamos que a estrutura na-

tural seria escolher uma regularização única para o cálculo das integrais da mesma

amplitude. Neste caso, o cálculo que preservasse a transversalidade não geraria, em

ordem de 1-loop, os dois termos que violam Lorentz (CPT-par e CPT-́ımpar).

Reforçamos que isso não é uma condição forte o suficiente para a invariância de

gauge que, por consequência, proibiria a geração a priori de termos Chern-Simons.

Esse seria o caso de impor invariância de gauge da densidade de Lagrangiana, que é

muito mais forte do que a da ação. Este último é obtido simplesmente pela transversa-

lidade da auto-energia do fóton, que por sua vez permite o aparecimento de um termo

de Chern-Simons. Enfatizamos que foi usada uma condição mais fraca: a invariância

da ação. A transversalidade do tensor de polarização do vácuo fixa α1 = 0.

A fim de ilustrar que isso não é uma condição restritiva no que diz respeito à

indução de um termo de Chern-Simons, podemos apresentar os resultados publicados

em [31] e [36]. Nesses trabalhos, a indução do termo que viola Lorentz que vem

do termo axial no setor fermiônico (bµψ̄γ
µγ5ψ) foi estudada baseada nos mesmos

fundamentos utilizados aqui. Eles obtiveram os seguintes resultados: até a primeira

ordem na constante bµ, para a auto-energia do fóton a 1-loop (no caso sem massa

para simplificar):

Πµν = Π(p2)(pµpν − p2gµν)− 4α1g
µν

−4

3

{
α2(pµpν − p2gµν) + (2pµpν + p2gµν)(α3 − 2α2)

}
+4iα2pαbβε

µναβ, (5.28)

no qual os αi’s são os mesmos definidos aqui nas equações (5.23)-(5.25). Note que

nesse caso a condição de transversalidade exige que α1 = 0 e α3 = 2α2, assim como

apresentado neste presente estudo. A diferença é que na equação acima, o coeficiente

do termo de Chern-Simons é proporcional a α2, que por sua vez não é exigido ser

nulo. Por isso, o procedimento que adotamos não é restritivo à geração de um termo

de Chern-Simons. Esse resultado é simplesmente uma particularidade deste modelo.
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5.4 Discussão sobre contribuições de ordens supe-

riores

Quando cálculos de ordem superiores são realizados e linhas internas de fótons

são consideradas, o grau de divergência das contribuições crescem por unidade para

cada vértice interno não-mı́nimo. Nesta seção, discutiremos a capacidade preditiva

do modelo para quando estes cálculos são executados. Estamos interessados nas

correções dos setores do fóton. Para cálculos multi-loop, podemos identificar dois

tipos de contribuição, que se distinguem entre si pelo aparecimento ou não dos vértices

internos não-mı́nimos.

Para o cálculo em n-loop do tensor de polarização do vácuo, para cada topologia

temos que considerar todas as combinações dos dois tipos de vértices. No caso onde

os vértices não-mı́nimos aparecem apenas nos pontos externos do diagrama, podemos

separar em quatro grupos, da mesma forma que fizemos no cálculo de 1-loop: o

primeiro com acoplamentos mı́nimos; o segundo com acoplamento não-mı́nimo no

primeiro vértice; o terceiro no qual o acoplamento não-mı́nimo ocorre no segundo

vértice; o quarto no qual os dois vértices externos são não-mı́nimos.

Suponhamos que temos na ordem n a seguinte expressão para a auto-energia do

fóton da QED pura:

T (n)
µν = T (n)1

µν + T (n)2
µν + · · ·+ T (n)k

µν , (5.29)

onde cada T
(n)i
µν corresponde a um gráfico diferente. Tomando como exemplo o grupo

onde o acoplamento não-mı́nimo ocorre no primeiro vértice externo ieεµρσλbρpσγλ, é

posśıvel ver que a contribuição desse grupo é dada por

Π(n)21
µν = ε λ

µρσ b
ρpσT

(n)
λν . (5.30)

Entre os posśıveis grupos que citamos, o segundo e o terceiro vão contribuir para o

termo de Chern-Simons. Assim como na análise de 1-loop,

T
(n)
λν =

(
pλpν − p2gλν

)
Π(n)(p2) + α(n)m2gλν + β(n)pλpν (5.31)

é a expressão mais geral para a auto-energia do fóton da QED pura. O termo CPT-

ı́mpar é obtido pelo limite p2 → 0 e seu coeficiente é proporcional a α(n). O tensor de

polarização do vácuo em ordem n é dado por

Π(n)
µν = T (n)

µν + Π(n)21
µν + Π(n)12

µν + Π(n)22
µν + I(n)

µν , (5.32)
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onde I
(n)
µν inclui todos os gráficos com acoplamentos não-mı́nimos internos. Podemos

notar que a fim de obter pµT
(n)
µν = 0, α(n) = 0 é uma condição inevitável, da mesma

forma que temos no caso a 1-loop. Portanto, os gráficos nos quais os acoplamentos

não-mı́nimos ocorrem apenas nos fótons externos não contribuem para a geração

radiativa do termo CPT-́ımpar que viola Lorentz se o procedimento de regularização

usado for invariante de gauge. O mesmo argumento pode ser estendido para o termo

CPT-par. Portanto esses termos podem ser gerados radiativamente somente pela

contribuição do acoplamento não-mı́nimo para os fótons internos.

O próximo passo é considerar as contribuições inclúıdas em I
(n)
µν que possuem aco-

plamentos não-mı́nimos nos fótons internos. Consideramos novamente a geração do

termo CPT-́ımpar, já que uma análise similar pode ser feita para o termo CPT-par.

As contribuições sempre são de potência ı́mpar em bµ. Para exemplificar, pegamos

para a discussão os gráficos lineares em bµ em loop de ordem arbitrária, ou seja, que

possuem uma interação não-mı́nima. Por contagem de potências, eles são superficial-

mente divergentes cúbicos. Considere que o momento do fóton interno que acopla com

o vetor de fundo é k; dessa forma, o vértice é dado por ieερκαβbκkαγβ. A amplitude,

então, será dada por

Aµν = ερκαβbκIµνραβ, (5.33)

com Iµνραβ sendo uma integral multi-loop.

A integral acima tem dimensão de m3 e estamos interessados no limite p2 → 0.

Considerando sua estrutura de Lorentz, podemos ter todas as combinações de ı́ndices

em dois tipos de termos: o primeiro tem a forma pµpνpρgαβ e resultará em uma con-

tribuição nula, devido ao tensor antissimétrico; o segundo tem a forma m2pβgµαgνρ.

Conclúımos que os termos não nulos são todos do segundo tipo e darão uma contri-

buição proporcional a

m2εµνκβb
κpβ. (5.34)

É interessante notar que, diferente do que acontece no caso de mesma ordem

quando o vértice não-mı́nimo é externo, a contribuição tipo-Chern-Simons neste caso

vem do produto entre o tensor Levi-Civita e o termo quadrático no tensor da métrica.

Isso é um efeito da potência extra do momento interno no número do integrando.

Embora o fator m2 sugira que esse coeficiente é também originado de integrais qua-

draticamente divergentes, não é posśıvel assegurar que ele esteja ligado a algum termo

de quebra de simetria de gauge no setor da QED pura sem um cálculo expĺıcito. Uma
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vez que esse termo CPT-́ımpar respeita a invariância de gauge da ação, não há ne-

nhuma restrição para impedir que ele seja gerado em ordem de loop superior. Apesar

dessa análise ter sido feita em primeira ordem do vetor de fundo bµ, ela pode ser

estendida para potências superiores de bµ. Para a contribuição cúbica em b, teremos

algo proporcional a

m4b2εµνκβb
κpβ (5.35)

e assim sucessivamente.

Outra questão a ser pontuada é o fato do aumento na ordem da constante de

acoplamento permitir contribuições de ordem superior do vetor de fundo, juntamente

com o aumento do grau de divergência das integrais. Porém, foi mostrado em [71]

que a magnitude do parâmetro de Lorentz nesse modelo é extremamente pequeno.

Por isso, é razoável impor a condição |b2|Λ2 << 1, a fim de recuperar a QED. O

efeito das divergências pode ser visto, de forma simplificada, substituindo m2 por

Λ2 nos coeficientes. Para exemplificar, tomemos os termos CPT-́ımpar. Na contri-

buição linear em b, temos que Λ2εµνκβb
κpβ. Para a contribuição cúbica em b, temos

que Λ4b2εµνκβb
κpβ, e assim por diante. Embora a geração dos termos que violam

Lorentz seja inevitável além da primeira ordem, a previsibilidade do modelo efetivo é

assegurada pela desigualdade do cutoff acima. Isso ocorre porque, em mesma ordem

de loop, vértices não-mı́nimos adicionais contribuem com potências positivas de bµ,

enquanto ordens superiores de loop para um número fixo de vértices não-mı́nimos são

controladas pela pequeneza da constante de estrutura.

Para um modelo efetivo, a energia de cutoff é um parâmetro muito importante e

deveria ser estabelecida por motivos f́ısicos. Caracteŕısticas desejadas de uma Teoria

Quântica de Campos, como a causalidade e estabilidade, podem ser perdidas em

energias muito altas [75, 76]. A condição imposta pela desigualdade |b2|Λ2 << 1 é

tal que potências superiores em bµ não proliferam em uma mesma dada ordem de

loop. Em [71] foi configurado um limite tal que e · |bµ| < 10−32 (eV )−1. Esse limite,

adicionalmente à desigualdade que propomos, garante que esse modelo efetivo não é

considerado em escalas de energia além da escala de Planck.
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5.5 Comentários Finais

Estudamos neste caṕıtulo uma modificação para a Eletrodinâmica Quântica, que

inclui um acoplamento não-mı́nimo, além do mı́nimo usual, que viola a simetria de

Lorentz. Este é um modelo parecido com o analisado em [69], no qual o acopla-

mento mı́nimo não foi considerado. Além disso, a adição da interação mı́nima abre a

possibilidade da indução quântica de um termo tipo-Chern-Simons.

As correções radiativas de 1-loop para a função de dois pontos do fóton, nesse

modelo, tem quatro distintas contribuições: uma vinda da QED convencional; dois

termos cruzados idênticos que teriam a forma de Carroll-Field-Jackiw; e uma última

que produziria um termo CPT-par que viola Lorentz com a forma discutida em [67]

para a interação entre os campos de gauge e aether. Mostramos que a 1-loop a

invariância de gauge do modelo fixa os coeficientes das correções CPT-par e CPT-

ı́mpar, que violam Lorentz, para zero, se for usado um procedimento de regularização

que seja invariante de gauge. Entretanto, é sempre posśıvel escolher uma técnica

não-invariante de gauge e restaurar a simetria de gauge através de um contratermo

não-simétrico. Neste caso, já que os setores que violam e preservam Lorentz são

independentes um do outro, os termos que quebram Lorentz sobreviveriam. Este

resultado é desconfortável, já que é equivalente ao uso de diferentes procedimentos

de regularização em cada setor e acreditamos que a forma mais correta seria escolher

uma única forma de regularizar para calcular as integrais da mesma amplitude. Dessa

forma, utilizando um método de cálculo que preserve a transversalidade não geraria,

em ordem de 1-loop, esses tipos de termo que violam Lorentz (CPT-par e CPT-́ımpar).

A análise sintetizada acima é muito próxima daquela feita em [31], onde foi consi-

derado a geração quântica de um termo tipo-Chern-Simons em uma QED modificada

com um termo axial no setor fermiônico utilizando os argumentos de invariância de

gauge. Nesse caso, entretanto, foi mostrado que a invariância de gauge não desem-

penha nenhum papel na determinação do coeficiente em questão. Embora sendo um

termo de superf́ıcie, o termo α2, definido na equação (5.24), pode ser considerado

indeterminado se for usado a condição α3 = 2α2.

Apesar do uso de um procedimento invariante de gauge produzir um coeficiente

nulo para os termos que violam Lorentz no setor puramente fotônico a um 1-loop, a

não-renormalizabilidade do modelo nos impossibilita de declarar afirmações gerais de
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ordens superiores. Entretanto, na última seção deste caṕıtulo fomos capazes de exibir

a forma geral dos termos de quebra (no limite p2 → 0) além de ordem de 1-loop.



6 Conclusões

Aplicamos o método de Regularização Impĺıcita para o Tensor Polarização em três

problemas distintos: no modelo tridimensional com férmions de Dirac interagentes;

na QED3; e em uma QED4 estendida. Em todos os casos, lidamos com o cálculo de

grandezas finitas contaminadas com integrais divergentes, que necessitavam ser regu-

larizadas. Essa contaminação deu origem à arbitrariedades, as quais fomos capazes

de identificar e tratar utilizando as simetrias subjacentes à f́ısica dos modelos.

No caso do modelo com férmions de Dirac interagentes por Coulomb, nos baseamos

na simetria espacialO(2) para fixar o único parâmetro livre α em zero. Este parâmetro

se encontrava na correção quântica para a condutividade a.c. do grafeno, que pode

ser fixada em C = 19−6π
12
≈ 0.01.

Na QED3 pudemos entender que a invariância de calibre, e não o método de

regularização propriamente dito, é quem gera a anomalia da paridade e preserva a

invariância de gauge.

No caso da QED4 estendida, nos baseamos na invariância de gauge da teoria

para limitar as arbitrariedades ligadas à geração de termos de Chern-Simons no setor

puramente fotônico. Apesar da não-renormalizabilidade do modelo, pudemos analisar

também a forma geral dos termos que quebram a simetria de Lorentz em ordens acima

de 1-loop.

Uma posśıvel extensão deste trabalho seria a aplicação do método de Regula-

rização Impĺıcita em uma Eletrodinâmica Quântica Reduzida: RQED4,3, onde 4 é

a dimensão dos fótons e 3 é a dimensão dos férmions da teoria. Considerando as

limitações teóricas do modelo apresentado no caṕıtulo 3, uma teoria RQED4,3 ser-

viria para a construção de modelo relativ́ıstico para o grafeno. Apontamos ainda

outra posśıvel extensão, o estudo de Isolantes Topológicos, que utilizam as mesmas

propriedades topológicas da QED3.
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A Cálculos para o Grafeno

A.1 Cálculo de P0
µ

Começando pela (3.11)

P0
µ (qµ) =

∫
d2~k

(2π)2

∫ ∞
−∞

dω

2π

(iω + ~σ · ~k)σµ[i(ω + Ω) + ~σ · (~k + ~q)]

(ω2 + ~k2)[(ω + Ω)2 + (~k + ~q)2]
, (A.1)

podemos fazer uma parametrização de Feynman para obter

P0
µ (qµ) =

∫
d2~k

(2π)2

∫ 1

0

dy

∫ ∞
−∞

dω

2π

(iω + ~σ · ~k)σµ[i(ω + Ω) + ~σ · (~k + ~q)]

[(ω + Ωy)2 +M2]2
, (A.2)

onde M2 = (~k + ~qy)2 + (q2 + Ω2)y(1− y).

Para tentar aliviar a notação, vamos denotar
∫
d2k/(2π)2 ≡

∫
k
,
∫∞
−∞ dω/(2π) ≡

∫
ω

e
∫ 1

0
dy ≡

∫
y
.

A integral em ω é finita e resulta em

P0
µ (qµ) =

∫
k

∫
y

∫
ω

[
−ω2σµ

(ω2 +M2)2
+

Nµ
(ω2 +M2)2

]
, (A.3)

onde Nµ = Ω2y(1− y)σµ − iΩy(k + q)lσµσl + iΩ(1− y)klσlσµ + kl(k + q)jσlσµσj.

Se fizermos uma mudança ~k → ~k′ = ~k + ~qy, e definirmos

∆2 = (q2 + Ω2)y(1− y), (A.4)

a equação acima pode ser reescrita em

P0
µ (qµ) =

1

4

∫
y

∫
k

−σµ
(k′2 + ∆2)1/2

(A.5)

+
1

4

∫
y

∫
k

1

(k′2 + ∆2)3/2

{
Ω2y(1− y)σµ − iΩy(1− y)qlσµσl

− iΩy(1− y)qlσlσµ + klkjσlσµσj − qlqjy(1− y)σlσµσj

}
.

53
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O primeiro e quarto termos do lado esquerdo são linearmente divergentes e podem

ser somados, produzindo

−σµ
∫
k

1

(k2 + ∆2)1/2
+ σlσµσj

∫
k

klkj
(k2 + ∆2)3/2

. (A.6)

Definindo a divergência linear básica, no esṕırito da seção 2.5, têm-se

L∞µ ≡ −σµ
∫
k

1

(k2 + ∆2)1/2
+ σlσµσj

∫
k

klkj
(k2 + ∆2)3/2

. (A.7)

A fim de explicitar a ambiguidade como um termo de superf́ıcie, usamos

βδlj =

∫
k

∂

∂kl

(
kj

(k2 + ∆2)1/2

)
=

∫
k

δjl
(k2 + ∆2)1/2

−
∫
k

kjkl
(k2 + ∆2)3/2

. (A.8)

Usando a definição da integral básica de divergência linear (2.15), temos

Ilin(∆2) =

∫ +∞

−∞

d2k

(2π)2

1

(k2 + ∆2)1/2
. (A.9)

Inserindo a definição acima na equação (A.7), encontramos

L∞µ = −σµIlin(∆2) + σlσµσj(δjlIlin(∆2) + βδjl)

= (−σµ + 2δµ01̂)Ilin(∆2) + 2βδµ0, (A.10)

onde 1̂ é a matriz unidade 2x2.

Subtraindo o modo de frequência-zero P0
µ → P0

µ(Ω = 0)− P0
µ e integrando em k,

achamos

P0
µ (qµ) =

1

4

∫
y

{
∆′ −∆

2π
(2δµ0 − σµ) + β′δµ0

}
(A.11)

+
1

16

∫
y

2√
∆′2

qlqjy(1− y)σlσµσj

+
1

16π

∫
y

2√
∆2

[
Ω2y(1− y)σ)µ− iΩy(1− y)qlσµσl − iΩy(1− y)qlσlσµ

+ klkjσlσµσj − qlqjy(1− y)σlσµσj

]
onde ∆′2 = q2y(1 − y) e β′ = 2β(∆2) − 2β(∆′2). Note que essa subtração elimina a

divergência linear. A integração em y nos fornece o resultado final para P0
µ

P0
µ(qµ) =

√
Ω2 + q2

64

[
σµ − 2δµ0 −

(iΩ + ~σ · ~q)σµ(iΩ + ~σ · ~q)
Ω2 + q2

]
−
√
q2

64

[
σµ − 2δµ0 −

~σ · ~qσµ~σ · ~q
q2

]
+

π

64
β′δµ0. (A.12)
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A.2 Regularização Dimensional no Cálculo de P0
µ

Discutiremos aqui o cálculo expĺıcito da (A.8) à luz da Regularização Dimensional.

As integrais na equação (A.8) têm a forma∫
dDk

(2π)D
kj

(k2 +M2)A
, (A.13)

com valores diferentes para D, A e j.

Vemos que a expressão (A.13) é divergente para D+j > 2A, que é o caso particular

presente em P0
µ: ∫

d2k

(2π)2

1√
k2 +M2

, (A.14a)∫
d2k

(2π)2

k2

(k2 +M2)3/2
. (A.14b)

Isso significa que qualquer procedimento de regularização em (A.14) deve implicar

em um resultado contendo termos divergentes. Para enfatizar esse aspecto, podemos

reescrever (A.13) usando a parametrização de Schwinger (truque de Schwinger)

a−n1
1 a−n2

2 · · · a−nm
m =

1∏m
i=1 Γ(ni)

∫ ∞
0

dt1 · · · dtmtn1−1
1 · · · tnm−1

m e−ta1 ···−tam , (A.15)

onde podemos usar a1 = k2 +M2 e n1 = A em (A.13) para produzir

1

(k2 +M2)A
=

1

Γ(A)

∫ ∞
0

dt tA−1e−t(k
2+M2). (A.16)

Se usarmos (A.16) na (A.13), para o caso particular de j = 0, teremos:∫
dDk

(2π)D
1

(k2 +M2)A
=

1

Γ(A)

1

2DπD/2

∫ ∞
0

dt′t′(A−1−D
2

)e−t
′M2

=
1

Γ(A)

1

2DπD/2
(M2)

D
2
−A
∫ ∞

0

dte−ttA−
D
2
−1 (A.17a)

=
Γ(A−D/2)

Γ(A)

(M2)
D
2
−A

2DπD/2
. (A.17b)

Neste ponto, podemos notar que somente é posśıvel derivar um resultado finito para

(A.17b) de (A.17a) se A−D/2 > 0.

Em (A.17a), reescrevemos∫ ∞
0

dte−ttx−1 = Γ(x) , x = A− D

2
> 0. (A.18)
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Para o outro intervalo de x, podemos considerar uma continuação anaĺıtica Γ̃(x) tal

que

Γ̃(x) =
Γ(x+ 1)

x
=

∫ ∞
0

dt tx−1(e−t − 1) , −1 < x < 0. (A.19)

Neste caso, temos que Γ̃(−1/2) = −2
√
π in (A.19) e Γ(−1/2) é indeterminado em

(A.18) já que está fora do intervalo de x.

Adicionalmente, usando (A.19), podemos reescrever∫ ∞
0

dt tx−1e−1 = Γ̃(x) +

∫ ∞
0

dt tx−1 , −1 < x < 0. (A.20)

Na equação acima, o lado esquerdo é divergente para −1 < x < 0, enquanto o

lado direito exibe uma contribuição finita (Γ̃(x)), além de uma parte divergente para

−1 < x < 0.

Substituindo (A.20) em (A.17a) com x = A−D/2, obtemos∫
dDk

(2π)D
1

(k2 +M2)A
=

(M2)
D
2
−A

Γ(A)2DπD/2
(A.21)

×
{

Γ̃

(
A− D

2

)
+

∫ ∞
0

dt tA−
D
2
−1

}
, −1 < x < 0.

Nota que o último termo do lado direito aparece somente no caso onde a integral esteja

sendo avaliada fora da região <(A−N/2) > 0 e <(N/2) > 0. No caso particular de

(A.21), onde A = 1/2 e D = 2, temos que∫
d2k

(2π)2

1√
k2 +M2

= − 1

2π

√
M2 +

√
M2

2π3/2
lim
t→0

t−1/2, (A.22)

onde Γ(1/2) =
√
π e Γ̃(−1/2) = −2

√
π (continuação anaĺıtica). Esse resultado

mostra que se não considerarmos corretamente a região de validade, a equação (A.21)

apareceria finita, produzindo apenas o primeiro termo da equação (A.22). Como

esse não é o caso aqui, a equação acima mostra explicitamente o comportamento

divergente da integral. Essa expressão é diferente daquela obtida em [13] em seu

apêndice A. Em [45] uma integral divergente foi considerada exclusivamente finita em

uma situação similar (equações (A9) e (A10) de [45]). A razão para isso reside na

substituição direta de A = 1/2 e D = 2 em (A.17b). Essa substituição é indevida, já

que foi feita fora do intervalo permitido que foi definido na transição de (A.17a) para

(A.17b).
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Se realizarmos uma análise similar para equação (A.14b), podemos ter∫
dDk

(2π)D
k2

(k2 +M2)A
=
D

2

(M2)
D+2
2
−A

Γ(A)2DπD/2

{
Γ̃

(
A− D + 2

2

)
(A.23)

+

∫ ∞
0

dt tA−
D
2
−2

}
, −1 < A− D + 2

2
< 0.

Como um caso particular de (A.23), com A = 3/2 e D = 2, temos∫
d2k

(2π)2

k2

(k2 +M2)3/2
= − 1

π

√
M2 +

√
M2

π3/2
lim
t→0

t−1/2. (A.24)

Podemos observar que as integrais em (A.22) e (A.24) podem ser combinadas a

fim de eliminar as contribuições divergentes encontradas em ambas as expressões. Isto

está relacionado com o fato de que∫
d2k

(2π)2

∂

∂ki

(
kj√

k2 +M2

)
=

∫
d2k

(2π)2

δij√
k2 +M2

−
∫

d2k

(2π)2

kikj
(k2 +M2)3/2

= βδij. (A.25)

Podemos fazer uma contração nos ı́ndices da equação acima para obter

β =

∫
d2k

(2π)2

1√
k2 +M2

− 1

2

∫
d2k

(2π)2

k2

(k2 +M2)3/2
= 0, (A.26)

onde usamos as expressões (A.22) e (A.24).

Conclúımos que as integrais apresentadas inicialmente em (A.14) podem gerar um

resultado finito somente quando combinadas da maneira apresentada em (A.26).

A.3 Cálculo de Σp,0

: Começando da definição de Σp,0(iΩ)

Σp,0(iΩ) =

∫
d2k

(2π)2

∫ ∞
−∞

dω′

2π
V~k−~pGk(iω

′ + iΩ)

=

∫
d2k

(2π)2

∫ ∞
−∞

dω′

2π

e2

|~k − ~p|
i(ω′ + Ω) + ~σ · ~k
(ω′ + Ω)2 + k2

(A.27)

e integrando em ω′, temos que

Σp,0(iΩ) = πe2

∫
d2k

(2π)2

~σ · ~k
[(~k − ~p)2]1/2|~k|

. (A.28)
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Ainda podemos fazer a parametrização de Feynman:

1

A1/2B1/2
=

1

π

∫ 1

0

dy
1√

y(1− y)

∫
k

1

[y(~k − ~p)2 + (1− y)k2]
, (A.29)

onde A = (~k − ~p)2 e B = k2, do qual se obtêm:

Σp,0(iΩ) = e2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

∫
k

~σ · ~k
(~k − ~py)2 +M2

, (A.30)

onde M2 = −p2y(y − 1).

Usando a identidade (2.1) duas vezes, expandimos

Σp,0(iΩ) = e2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

{
2yσipjI ijlog(M

2)− p2y2σjJj

− 2y3p2σipjJij + 4y2σipjpkJijk
}
, (A.31)

onde

I ijlog(M
2) =

∫
d2k

(2π)2

kikj

(~k2 +M2)2
, (A.32)

Jj =

∫
d2k

(2π)2

kj

(k2 +M2)[(~k − ~py)2 +M2]
, (A.33)

Jij =

∫
d2k

(2π)2

kikj

(~k2 +M2)2[(~k − ~py)2 +M2]
, (A.34)

Jijk =

∫
d2k

(2π)2

kikjkk

(~k2 +M2)2[(~k − ~py)2 +M2]
. (A.35)

I ijlog(M
2) pode ser transformada em uma integral divergente básica (independente

do momento ~p) se usarmos a identidade independente de regularização, o que resulta

em

I ijlog(M
2) = I ijlog(λ

2)− δij

8π
ln

(
M2

λ2

)
=

1

2
δijIlog(λ

2)− δij

8π
ln

(
M2

λ2

)
− 1

2
αδij. (A.36)

Na última igualdade usamos a definição (3.30) e introduzimos a constante do grupo

de renormalização λ. Essa constante deverá ser cancelada naturalmente no final dos

cálculos, dado que o modelo é finito.
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Calculando o primeiro termo da equação (A.31), usando (A.36), encontramos

Σ1
p,0 =e2~σ · ~p

∫ 1

0

dy

√
y

1− y
Ilog(λ

2)− e2~σ · ~p
4π

∫ 1

0

dy

√
y

1− y
ln

(
M2

λ2

)
− αe2~σ · ~p

∫ 1

0

dy

√
y

1− y
(A.37)

O primeiro e último termos podem ser calculados usando
∫ 1

0
dy
√
y/(1− y) = π/2. O

segundo termo é calculado abaixo

−e
2~σ · ~p
4π

∫ 1

0

dy

√
y

1− y
ln

[
p2y(1− y)

λ2

]
= −e

2~σ · ~p
8

ln
p2

λ2
+
e2~σ · ~p

2
ln 2. (A.38)

Logo

Σ1
p,0 = e2~σ · ~p

(
π

2
Ilog(λ

2)− 1

8
ln
p2

λ2
− πα

2
+

1

2
ln 2

)
(A.39)

Passamos agora para o segundo termo da equação (A.31)

Σ2
p,0 = −e2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

p2y2σjJj

= e2

∫ 1

0

dy
(−p2y2~σ · ~py)√

y(1− y)

∫ 1

0

dx(1− x)

∫
k′

1

[k′2 +M ′2]2
, (A.40)

onde M ′2 = p2y2(1− x)x− p2y(y − 1) e ~k′ = ~k − ~py(1− x). Integrando em k′ temos

Σ2
p,0 = − e

2

4π
~σ · ~p

∫ 1

0

dyy

√
y

1− y

∫ 1

0

dx
(1− x)

p2y(1− x)x− p2(y − 1)

= − e
2

4π
~σ · ~p

(
7

27
π2
√

3− π

3

)
(A.41)

Para o cálculo do terceiro termo em (A.31)

Σ3
p,0 = −2e2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

y3p2σipiJij, (A.42)

usamos a parametrização de Feynman e a mesma definição de M ′2 e ~k′ usada antes.

Dessa forma Jij resulta em

Jij = 2

∫ 1

0

dx x

∫
k′

(k′i + piy(1− x))(k′j + pjy(1− x))

(k′2 +M ′2)3
. (A.43)

Integrando Jij em k′, Σ3
p,0 se torna

Σ3
p,0 =− e2

π
~σ · ~p

∫ 1

0

∫ 1

0

dydx

{
1

2
y

√
y

1− y
x

[y(1− x)x+ (1− y)]

+y2

√
y

1− y
x(1− x)2

[y(1− x)x+ (1− y)]2

}
. (A.44)
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Resolvendo as integrais em x e y, podemos encontrar

Σ3
p,0 =

−e2

2π
~σ · ~p

[
7

27
π2
√

3− π

3

]
− e2

2π
~σ · ~p

[
1

27
π2
√

3 +
π

2

]
= − e

2

2π
~σ · ~p

(
9

27
π2
√

3 +
2π

3

)
. (A.45)

Para o último termo de (A.31),

Σ4
p,0 = e2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

4y2σipjpkJijk, (A.46)

primeiramente fazemos o cálculo de Jijk usando a parametrização de Feynman e as

mesmas definições de k′ e M ′2, para obter

Jijk = 2

∫ 1

0

dx x

∫
k′

(k′i + piy(1− x))(k′j + pjy(1− x))(k′k + pky(1− x))

(k′2 +M ′2)3
. (A.47)

Após uma certa álgebra, podemos integrar em k′, resultando em

Jijk =2

∫ 1

0

dx x

[
pky(1− x)δij

16πM ′2 +
pjy(1− x)δik

16πM ′2

+
piy(1− x)δjk

16πM ′2 +
piy(1− x)pjy(1− x)pky(1− x)

8πM ′4

]
. (A.48)

Na equação acima, o primeiro, segundo e terceiro termos produzem o mesmo resultado

e2

2π
~σ · ~p

∫ 1

0

dy

√
y

1− y
y

∫ 1

0

dx
x(1− x)

[yx(1− x) + (1− y)]
=

e2

2π
~σ · ~p

(
2

27
π2
√

3− π

6

)
, (A.49)

enquanto o quarto termo produz outro diferente:

e2

π
~σ · ~p

∫ 1

0

dyy2

√
y

1− y

∫ 1

0

dx
x(1− x)3

[yx(1− x) + (1− y)]2
=

e2

π
~σ · ~p

(
1

27
π2
√

3 +
π

3

)
. (A.50)

Integrando e somando todos os quatro termos da equação (A.48), ficamos com

Σ4
p,0 =

e2

4π
~σ · ~p

(
16

27
π2
√

3 +
π

3

)
. (A.51)

Finalmente, somando todas as partes de Σp,0, calculadas nas equações (A.39),

(A.41), (A.45) e (A.51), temos o resultado final

Σp,0 =
e2

8
~σ · ~p

[
4πIlog(λ

2) + lnλ2 − ln p2 + 4 ln 2− 4πα
]

(A.52)
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A.4 Cálculo de Σp,q

Se definirmos a função F (~k) como

F (~k) =
σiki

(~k − ~R)2 +M2
, (A.53)

onde ~R = (~p + ~q)y e M2 = −(~p + ~q)2y(1 − y), podemos usar o apêndice A.3 para

verificar que

Σp,q = e2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

∫
k

F (~k + ~q), (A.54)

Σp+q,0 = e2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

∫
k

F (~k). (A.55)

Expandindo a função F (~k + ~q) em potências de q, temos

F (~k + ~q) = F (~k) + qj
∂

∂kj
F (~k) + · · · . (A.56)

Podemos usar a derivada de F (~k)

∂

∂kj
F (~k) =

σiδij

(~k − ~R)2 +M2
− 2σiki

(kj −Rj)

[(~k − ~R)2 +M2]2
(A.57)

e integrar a equação acima para achar que

Σp,q =Σp+q,0

+ e2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

qj
∫
k

[
σj

(~k − ~R)2 +M2
− 2

σiki(kj −Rj)

[(~k − ~R)2 +M2]2

]
. (A.58)

O primeiro termo da direita é dado por (A.52), e por isso focaremos no segundo
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termo. Usando a identidade (2.1) obtemos

Σp,q =Σp+q,0 + e2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

(α~σ · ~q)

+ e2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

∫
k

~σ · ~q

(
−R2 + 2~k · ~R

(k2 +M2)[(~k − ~R)2 +M2]

)

+

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

2σiq
j

∫
k

[
kiRj

2~R · ~k −R2

(k2 +M2)2[(~k − ~R)2 +M2]

+kiRj
2~R · ~k −R2

(k2 +M2)[(~k − ~R)2 +M2]2

]

− 2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

2σiq
j

∫
k

[
kikj

2~R · ~k −R2

(k2 +M2)2[(~k − ~R)2 +M2]

+kikj
2~R · ~k −R2

(k2 +M2)[(~k − ~R)2 +M2]2

]
. (A.59)

Note que a segunda integral carrega uma arbitrariedade (definida em (3.30)), mas a

integral em y é simples e resulta em π. O resto dos termos, que são finitos, são nulos,

como mostraremos abaixo. Começamos pelo terceiro termo:

F1 = e2

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

∫
k

~σ · ~q

(
−R2 + 2~k · ~R

(k2 +M2)[(~k − ~R)2 +M2]

)
. (A.60)

Considerando que ele é finito, podemos fazer uma mudança ~k′ = ~k − ~R(1 − x) e

redefinir M ′2 = R2x(1− x) +M2 = R2[x(1− x) + (1− y)/y], de modo que

F1 =e2~σ · ~q
∫ 1

0

dy√
y(1− y)

∫
k′

∫ 1

0

dx

(
−R2

(k′2 +M ′2)2

+
2(~k′ + ~R(1− x)) · ~R

(k′2 +M ′2)2

)
. (A.61)

Integrando em k′, achamos

F1 = e2~σ · ~q
∫ 1

0

dy√
y(1− y)

∫ 1

0

dx

(
− 1

4π

1

M ′2 +
2R2

4π

(1− x)

M ′2

)
. (A.62)

Essa integral pode ser reescrita como

F1 = ~σ · ~q e
2

4π

∫ 1

0

∫ 1

0

dydx

[
2(1− x)− 1√

y(1− y)(x(1− x) + (1−y)
y

)

]
(A.63)

= 0. (A.64)
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Agora focando na quarta parte de (A.59), podemos reescrever a equação

F2 =

∫ 1

0

dy√
y(1− y)

2σiq
j

∫
k

[
kiRj

2~R · ~k −R2

(k2 +M2)2[(~k − ~R)2 +M2]

+kiRj
2~R · ~k −R2

(k2 +M2)[(~k − ~R)2 +M2]2

]
, (A.65)

e fazer uma parametrização de Feynman. Definindo
∫
y∗ =

∫ 1

0
dy/
√
y(1− y) para

simplificar a notação, temos

F2 = 2σiq
j

∫
y∗

∫
k

kiRj(2~R · ~k −R2)

[
2

∫ 1

0

dx
(1− x)

[(~k − x~R)2 +M ′2]3

+2

∫ 1

0

dx
x

[(~k − x~R)2 +M ′2]3

]
. (A.66)

Considerando que uma integral cancela parte da outra, o cálculo se torna um pouco

mais fácil:

F2 = 4σiq
j

∫
y∗

∫
x

∫
k

{
ki2Rj

~R · ~k + xRiRj2R
2x− xRiRjR

2

[k2 +M ′2]3

}
. (A.67)

Integramos o primeiro termo em k para obter

F2 =
1

2π
σiq

j (pi + qi)(pj + qj)

(~p+ ~q)2

∫
y∗

∫
x

[
1

x(1− x) + (1− y)/y

+
x(2x− 1)

[x(1− x) + (1− y)/y]2

]
. (A.68)

Deixamos F2 na mesma forma, já que ela se tornará mais simples quando somada com

F3. Partimos então para analisar o último termo (quinto) de (A.59), e retornaremos

para F2 logo após,

F3 = −2

∫
y∗

2σiq
j

∫
k

[
kikj

2~R · ~k −R2

(k2 +M2)2[(~k − ~R)2 +M2]

+kikj
2~R · ~k −R2

(k2 +M2)[(~k − ~R)2 +M2]2

]
. (A.69)

O mesmo processo usado para o cálculo de F2 pode ser aplicado para o termo acima,

e o resultado é

F3 = −2σiq
j

∫
y∗

∫
x

∫
k

{
k2[gij(2x− 1)R2 + 2RiRj2x] + 2RiRjR2x2(2x− 1)

[k2 +M ′2]3

}
.

(A.70)
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A diferença neste caso está nos termos ı́mpares que serão todos nulos devido à simetria.

Integrando em k, podemos conferir que o primeiro termo da equação acima pode ser

escrito como

F1st
3 = ~σ · ~q e

2

4π

∫ 1

0

∫ 1

0

dydx
1− 2x√

y(1− y)
[
x(1− x) + (1−y)

y

] . (A.71)

Note que F1st
3 é o mesmo que F1 (equação (A.63)), que é zero. Os outros termos em

(A.70) podem ser adicionados à F2 resultando em

F rest3 + F2 =
1

2π
σiq

j (pi + qi)(pj + qj)

(~p+ ~q)2

∫
y∗

∫
x

[
(1− 2x)

x(1− x) + (1− y)/y

+
x(2x− 1)− x2(2x− 1)

[x(1− x) + (1− y)/y]2

]
. (A.72)

Calculando a integral em x e y, podemos descobrir que o resultado é nulo.

Com estes cálculos conclúımos que o terceiro, quarto e quinto termos de (A.59)

são zero. Ficamos então com o resultado

Σp,q = Σp+q,0 + πe2α~σ · ~q (A.73)

A.5 Cálculo de δΠxx

Nesse apêndice, calcularemos o Tensor Polarização com a interação de Coulomb

até ordem em e2. De acordo com as equações (3.38) e (3.39), δΠµν = δΠa
µν + δΠb

µν

onde

δΠa
µν(iΩ, 0) = 8

∫ ∞
−∞

dω

2π

dω′

2π

∫
d2k

(2π)2

d2p

(2π)2
V~k−~p

tr
[
G~k(iω)σµG~k(iω + iΩ)σνG~k(iω)G~p(iω

′)
]
, (A.74)

δΠb
µν(iΩ, 0) = 4

∫ ∞
−∞

dω

2π

dω′

2π

∫
d2k

(2π)2

d2p

(2π)2
V~k−~p

tr
[
G~k(iω)σµG~k(iω + iΩ)G~p(iω

′ + iΩ)σνG~p(iω
′)
]
. (A.75)

Tomando µ = ν = x, podemos usar a equação (3.25) para reescrever δΠa
µν como

δΠa
xx(iΩ, 0) = 8

∫ ∞
−∞

dω

2π

∫
d2k

(2π)2
tr
[
G~k(iω)σxG~k(iω + iΩ)σxG~k(iω)Σk(iΩ)

]
. (A.76)
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Utilizando o resultado (A.52) para Σk,0, ainda podemos reescrever a equação acima

como

δΠa
xx(iΩ, 0) = 8

e2

4

∫ ∞
−∞

dω

2π

∫
d2k

(2π)2

tr
[
G~k(iω)σxG~k(iω + iΩ)σxG~k(iω)~σ · ~k

(
A+B ln k2

)]
, (A.77)

onde A = 2πIlog(λ
2) + 1/2 lnλ2 + 2 ln 2 − 2πα e B = −1/2. Usando a definição do

propagador fermiônico (3.10), temos que

δΠa
xx(iΩ, 0) =

4e2

2

∫ ∞
−∞

dω

2π

∫
d2k

(2π)2

A+B ln k2

(ω2 + k2)2[(ω + Ω)2 + k2]

× tr
[
(iω + ~σ · ~k)σx(i(ω + Ω) + ~σ · ~k)σx(iω + ~σ · ~k)~σ · ~k

]
. (A.78)

Calculando os traços das matrizes de Pauli, achamos

δΠa
xx(iΩ, 0) =

4e2

2

∫ ∞
−∞

dω

2π

∫
d2k

(2π)2

A+B ln k2

(ω2 + k2)2[(ω + Ω)2 + k2]

×
[
−4ω(ω + Ω)k2 + 2(k4

x − k4
y)− 2ω2(k2

x − k2
y)
]
. (A.79)

A integração dos dois últimos termos, na verdade, é nula, já que
∫
k
(k4
x− k4

y)f(k) = 0

e
∫
k
(k2
x − k2

y)f(k) = 0. Então, integrando em ω, podemos obter∫ ∞
−∞

dω

2π

(−4k2)[ω2 + ωΩ]

(ω2 + k2)2[(ω + Ω)2 + k2]
=
|~k|(Ω2 − 4k2)

(Ω2 + 4k2)2
, (A.80)

de tal forma que

δΠa
xx(iΩ, 0) = 4e2

∫
d2k

(2π)2

|~k|(Ω2 − 4k2)

2(Ω2 + 4k2)2
(A+B ln k2). (A.81)

Subtraindo o modo de frequência-zero, obtemos

δΠa
xx(iΩ, 0) = 4e2

∫
d2k

(2π)2

Ω2(Ω2 + 12k2)

8|~k|(Ω2 + 4k2)2
(A+B ln k2). (A.82)

Considerando que o termo envolvendo A não carrega nenhuma dependência em k,

podemos integrar em k e encontrar∫
d2k

(2π)2

Ω2(Ω2 + 12k2)A

8|~k|(Ω2 + 4k2)2
=

1

32
|Ω|A. (A.83)
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A outra parte (envolvendo B) é∫
d2k

(2π)2

Ω2(Ω2 + 12k2)B ln k2

8|~k|(Ω2 + 4k2)2
=

1

(2π)2
B[Ωπ − 2πΩ ln 2− πΩ ln Ω−2]. (A.84)

Isso nos fornece o resultado δΠa
xx(iΩ, 0), o qual é a primeira contribuição para a

correção quântica para a condutividade do grafeno:

σa = −σ0e
2

(
πIlog(λ

2) +
1

4
lnλ2 − πα +

3

2
ln 2− 1

4
− 1

2
ln Ω

)
, (A.85)

onde σ0 = e2

4~ .

Para o cálculo de δΠb
xx(iΩ, 0), podemos seguir os mesmos passos técnicos feitos

para δΠa
xx(iΩ, 0). Por isso apenas apresentamos o resultado

σb = σ0e
2

(
πIlog(λ

2) +
1

4
lnλ2 + πα +

3

2
ln 2

−1

2
ln Ω− π

2
+

1

12
(4 + 3π) +

4− π
4

)
. (A.86)

A.6 Cálculo de Pµ and qµPµ
Pµ, definido em (3.14), é

Pµ (~q, ~p, iΩ) = −
∫

d2k

(2π)2

∫ ∞
−∞

dω

2π

2πe2

|~p− ~k|
Gk(iω)σµGk+q(iω + iΩ). (A.87)

Reescrevendo essa equação, seperando a integral em ω

Pµ (~q, ~p, iΩ) = −
∫

d2k

(2π)2

2πe2

|~p− ~k|
Iω, (A.88)

onde

Iω =

∫ ∞
−∞

dω

2π

(iω + ~σ · ~k)σµ[i(ω + Ω) + ~σ · (~k + ~q)]

(ω2 + k2)[(ω + Ω)2 + (~k + ~q)2]
. (A.89)

Após uma certa álgebra (apresentada no apêndice A.1), obtemos

Iω =

∫ 1

0

dy

(
−σµ
4M

+
Nµ

4M3

)
, (A.90)

onde M2 = (~k + ~qy)2 + (q2 + Ω2)y(1− y) e

Nµ = Ω2y(1− y)σµ − iΩy(k + q)lσµσl + iΩ(1− y)klσlσµ + kl(k + q)lσlσµσl. (A.91)
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Usando os resultados acima na equação (A.88), temos que

Pµ = −
∫
k

∫ 1

0

dy

[
−σµ
4M

+
Nµ

4M3

]
2πe2

4[(~p− ~k)2]1/2
≡ P1

µ + P2
µ. (A.92)

Após fazermos uma parametrização de Feynman, o primeiro termo em (A.92) se torna

P1
µ =

e2

2
σµ

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫
k

1√
x(1− x)

1

[(~k + ~q′)2 +M ′2]
, (A.93)

onde ~q′ = ~p(x− 1) + ~qxy e M ′2 = (Ω2 + q2)xy(1− y) + x(1− x)(~p+ ~qx)2.

Como a equação acima é logaritmicamente divergente na integral k, podemos usar

(2.1) para separar essa divergência. Dessa forma, obtemos

P1
µ =σµ

e2

2

[
πIlog(λ

2)− 1

4π

∫
x,y

1√
x(1− x)

×

(
ln

(
M ′2

λ2

)
−
∫
k

q′2 + 2~k · ~q′

(k2 +M ′2)[(~k + ~q′)2 +M ′2]

)]
, (A.94)

onde está impĺıcito que
∫
x,y

=
∫ 1

0

∫ 1

0
dxdy. O último termo da equação (A.94) resulta

em zero, o que pode ser visto imediatamente após a parametrização de Feynman.

Podemos reescrever P1
µ como

P1
µ = σµ

e2

2

[
πIlog(λ

2) +
lnλ2

4

− 1

4π

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dx
1√

x(1− x)
ln [(a+ b)x− ax2]

]
, (A.95)

onde

a = (p2) + (2~p · ~q)y + (q2)y2, (A.96)

b = −(Ω2 + q2)(y2 − y). (A.97)

A outra parte de (A.92) é

P2
µ = −πe

2

2

∫ 1

0

dy

∫
k

Nµ
[M2]3/2

1

[(~p− ~k)2]1/2
. (A.98)

Definindo A = M2 e B = (~p− ~k)2, escrevemos

1

A3/2B1/2
=

Γ(2)

Γ(3/2)Γ(1/2)

∫ 1

0

dx

√
x

1− x
1

(xM2 + (1− x)(~p− ~k)2)2
(A.99)
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e fazemos, por questões de conveniência, uma mudança de variável ~k → ~k − ~q′ que

resulta em

Nµ → N ′µ = Ω2y(1− y)σµ − iΩ(1− y)q′lσlσµ + (q′lq
′
j − q′lqj)σlσµσj

+ iΩy(q′ − q)lσµσl + klkjσlσµσj. (A.100)

Dessa forma

P2
µ = P2 (∞)

µ +
4∑
i=1

P2 (i)
µ , (A.101)

onde P2 (∞)
µ contém a parte divergente de P2

µ e pode ser lida de acordo com as regras

da regularização impĺıcita como

P2 (∞)
µ = −e2

∫
x,y

√
x

1− x

[
δlj

2

(
Ilog(λ

2)− 1

4π
ln
M ′2

λ2

)
− αδlj

2

]
σlσµσj, (A.102)

onde M ′2 = x(1− x)(~p+ ~qy)2 + xy(1− y)(Ω2 + q2)2. Na equação acima usamos∫
k

klkj
(k2 +M ′2)2

= δlj/2Ilog(M
′2)− αδlj

2
(A.103)

e a relação de escala

Ilog(M
′2) = Ilog(λ

2)− 1/4π ln (M ′2/λ2). (A.104)

Procedemos com o cálculo dos termos finitos P2 (i)
µ com i = 1, 2, 3, 4. Após inte-

grarmos em x e k, P2 (1)
µ resulta em

P2 (1)
µ = − e

2

4π
Ω2σµ

∫
y

y(1− y)I1, (A.105)

onde

I1 =

∫
x

1√
x(1− x)

1

[a(1− x) + b]
=

π√
(a+ b) + b

. (A.106)

As definições para a e b são as equações (A.96) e (A.97) respectivamente.

Dado que

P2 (2)
µ =

ie2Ω

4π

∫
y

(1− y) {~σ · ~p~σµI2 + y~σ · ~q~σµI2 − ~σ · ~pσµI1}, (A.107)

onde

I2 =

∫
x

√
x

(1− x)

1

[a(1− x) + b]
=
π

a

√
a+ b

b
− π

a
, (A.108)
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podemos, após alguma álgebra, integrar em k e x, P2 (3)
µ para obter

P2 (3)
µ = − e

2

4π

∫
y

{~σ · ~p σµ~σ · ~p [−I1 − 2I2 + I3]+

+ ~σ · ~p σµ~σ · ~q [I1 − (y + 1)I2 + yI3]+

+ ~σ · ~q σµ~σ · ~p [−yI2 + yI3]+

+~σ · ~q σµ~σ · ~q [−yI2 + y2I3]
}
, (A.109)

onde

I3 =

∫
x

√
x

(1− x)

x

[a(1− x) + b]
=

π

a2

[
(a+ b)2√
b(a+ b)

]
− π

a2

[
3a+ 2b

2

]
. (A.110)

Finalmente, o último termo

P2 (4)
µ = −ie

2

4π
Ωσµ

∫
y

y{~σ · ~pI2 − ~σ · ~pI1 + y~σ · ~qI2 − ~σ · ~qI1}, (A.111)

no qual deixamos em evidência alguns termos em comum que podem ajudar quando

contrairmos qµ com Pµ.

Isso conclui essa parte dos cálculos. Somando todas as partes computadas (A.95)

com (A.102), (A.105), (A.107), (A.109) e (A.111), obtemos

Pµ = P1
µ + P2 (∞)

µ + P2 (1)
µ + P2 (2)

µ + P2 (3)
µ + P2 (4)

µ . (A.112)

Com este resultado, partimos agora para contrair qµ com Pµ. Podemos decompor

qµPµ da seguinte maneira

qµPµ = qµP(Ω)
µ + qµP(~σ·~p)

µ + qµP(~σ·~q)
µ (A.113)

onde o sobrescrito denota cada parte da contração envolvendo termos multiplicando

Ω, ~σ · ~p ou ~σ · ~q. Primeiramente

qµP(Ω)
µ =ie2Ω

1

4π

{
−1(Ω2 + q2)

∫
y

y(1− y)I2 + q2

∫
y

y[I1 + (1− 2y)I2]

+2~p · ~q
∫
y

y(I1 − I2) + 2~p · ~q
∫
y

y(I3 − I2)

}
− ie2Ω

πα

2

+

[
Ω2

∫
y

y(1− y)I1 + p2

∫
y

(I1 − 2I2 + I3) + q2

∫
y

(−yI2 + y2I3)

]
(A.114)

=ie2Ω
1

4π

[∫
y

b(I1 − I2) +

∫
y

a(I1 + I3 − 2I2)

]
− ie2Ω

πα

2
. (A.115)



APÊNDICE A. CÁLCULOS PARA O GRAFENO 70

Para simplicar ainda mais, usamos as propriedades que são extráıdas da definição

de (A.106), (A.108) e (A.110)

I3 − I2 = −1

2

π

a
+ I2

b

a
, (A.116)

I1 − I2 =
π

a
− b

a
I1. (A.117)

Com elas, obtemos

qµP(Ω)
µ = ie2Ω

1

8
− ie2Ω

πα

2
. (A.118)

De forma similar, podemos mostrar que

qµP(~σ·~p)
µ =

e2

8
~σ · ~p

[
− ln (~p+ ~q)2 + ln (p2)

]
. (A.119)

Por último avaliamos

qµP(~σ·~q)
µ = e2~σ · ~q

{
π

2
Ilog(λ

2) +
1

8
lnλ2 +

1

2
ln 2

− 1

4

∫
y

ln (
√
a+ b+

√
b) +

−1

4π

∫
y

Ω2y(1− y)I1

+

(
1

4π

)∫
y

[q2(y2I3 − yI2)− p2(I3 + I1 − 2I2)]

+

(
Ω2

4π

)∫
y

[y(1− y)I2 − y(yI2 − I1)]

}
. (A.120)

Usando a equação algébrica abaixo∫
y

ln (
√
a+ b+

√
b) =

1

2
ln (~p+ ~q)2 −

∫
y

y
(yq2 + ~p · ~q)

a

− 1

2

∫
y

1

a

√
b

a+ b

[
a

(
1− 2y

1− y

)
− 2y(yq2 + ~p · ~q)

]
, (A.121)

podemos simplificar, assim como fizemos antes, para obter

qµP(~σ·~q)
µ =

e2

8
~σ · ~q

[
4πIlog(λ

2) + ln (λ2)− ln (~p+ ~q)2 + 4 ln (2)− 1
]
. (A.122)

Dessa forma, podemos adicionar todos os termos (A.118), (A.119) e (A.122) juntos

qµPµ =e2~σ · ~p
{
−1

8
ln

[
(~p+ ~q)2

~p

]}
+ e2iΩ

{
1

8
− πα

2

}
+ e2~σ · ~q

{
π

2
Ilog(λ

2) +
1

8
lnλ2 +

1

2
ln 2− 1

8
ln (~p+ ~q)2

}
+ e2~σ · ~q

(
1

8

)
. (A.123)
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