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RESUMO

Neste trabalho ¢ desenvolvido um método de otimizagdo topologica para estruturas com
propriedades mecanicas do polipropileno. Este método compara um critério de escoamento
proposto para o polipropileno com o critério de escoamento da energia de distor¢do maxima
(von Mises). O objetivo proposto para o problema de otimizag¢do ¢ minimizar a quantidade de
material com restrigdes de tensdo baseadas em critérios de escoamento. Nos fizemos uma
analise de tensdes pelo Método dos Elementos Finitos. O dominio € discretizado usando
elementos de quatro nés com fungdes de forma bilineares. Valores do tensor de tensdes sdao
computados no centro do elemento. Nos aplicamos uma fun¢ao de densidade artificial com as
variaveis de projeto variando continuamente entre 0 € 1 e a penalizagdo do projeto ¢ realizada
através do SIMP (Solid Isotropic Microstructure with Penalization). Ocorrem trés desafios ao
se resolver problemas de otimizagdo topoldgica com restrigdes de tensao. O primeiro desafio
¢ a singularidade de tensdo. Nos adotamos uma técnica de relaxacdo-¢ para modificar o
dominio de solucdo. O segundo desafio ¢ o grande numero de restricdes; entdo a fungdo de
Kreisselmeier-Steinhauser ¢ aplicada para agregar as restri¢des. E o ultimo problema ¢ a alta
nao-linearidade da restricao de tensdo. As sensibilidades da fungdo objetivo e restricoes de
tensdo foram obtidas analiticamente e um filtro de sensibilidade foi utilizado para produzir um
projeto independente da malha e evitar o problema da instabilidade de tabuleiro. Nos usamos
o método das assintotas médveis (MMA) para aproximacgao convexa ¢ o0 método primal-dual de
Newton para resolver o problema de otimizagdo topologica. Nos resolvemos trés problemas
para testar a formulagdo proposta e a estratégia de solu¢do para comparar um critério de
escoamento proposto para o polipropileno com o critério da energia de distor¢do (von Mises).
No primeiro caso uma chapa sujeita a cisalhamento foi otimizada. No segundo caso, uma
chapa quadrada fixa nas extremidades com uma carga no centro foi otimizada. No terceiro
caso, uma chapa com uma carga na extremidade foi otimizada. As solu¢des obtidas mostram a
validade da aproximacao proposta para satisfazer o critério de escoamento do polipropileno.
Os resultados revelam que as estruturas obtidas com o critério de escoamento dependente da
pressao hidrostatica exibem uma topologia diferente da obtida com um critério de escoamento
independente da pressdo hidrostatica (von Mises). As solugdes obtidas também revelam que

um leiaute ndo-simétrico aparece quando ¢ usado um material que tem resisténcias em tracao



e compressdo diferentes. Estruturas com menor quantidade de material podem ser obtidas

quando se aplicam critérios de escoamento diferentes.

Palavras chave: Otimizagdo topologica, restricdes de tensdo, critério de falha de material,

polipropileno



ABSTRACT

This paper develops a stress-based topology optimization method for structures with
mechanical properties of polypropylene. This method compares a yield criteria proposed for
polypropylene with the yield criteria of the distortion energy theory (von Mises). The
objective of the proposed optimization problem is to minimize the amount of material to be
used under local stress constraints based on a yield criteria. We make a stress analysis by
using a Finite Element Method. The domain is discretized using four node square elements
with bilinear shape functions. Values of the stress tensor are computed in the element center.
We apply an artificial density function with design variables varying continuously between 0
and 1 and the design penalization is performed through the SIMP (Solid Isotropic
Microstructure with Penalization). We have basically three challenges to solve stress
constrained topology optimization problems. The first challenger is the stress singularity. We
adopt the e-relaxation technique to modify the feasible domain. The second challenger is the
large number of nonlinear constraints; therefore the Kreisselmeier-Steinhauser aggregation
function is employed. And the ultimate problem is that the stress is highly nonlinear with
respect to the design. The sensitivities of the objective function and stress constraints were
analytically derived and a filter of sensibility was used to produce a mesh independent design
and avoid the checkerboard problem. We used the method of moving asymptotes (MMA) and
a primal-dual Newton method algorithm to solve the topology optimization problem. We used
three benchmark problems to test the proposed formulation and solution strategy to compare a
yield criteria proposed for polypropylene with the yield criteria of the distortion energy theory
(von Mises) results. In the first case is a sheet subject to shear. In the second case, a corner-
supported square sheet with a load in the center was optimized. In the third case, a sheet
loaded in the extremity was optimized. The obtained solutions show the validity of the
proposed approach to satisfy the yield criteria with polypropylene. The results reveals that the
design results with a pressure-dependent yield criteria exhibit a different topology from one
obtained with a pressure-independent yield criteria (von Mises). The obtained solutions also
reveal that a non-symmetric optimal layout appears when using a material that has different
compression and tensile strengths. Structures with less amount of material can be obtained

when applying different yield criteria.
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento da engenharia levou a necessidade de metodologias eficientes
para o projeto de mecanismos e estruturas, para reducao de tempo e custo. Projetos mais leves
e que resistam as condi¢des de funcionamento sao uma condi¢do para se ter um produto
competitivo e em muitas aplicacdes a otimizacao estrutural ¢ utilizada como ferramenta para
se obter um projeto 6timo que ndo poderia ser encontrado por intuicao.

Um dos métodos de otimizagdo estrutural ¢ a otimizagao topologica (BENDSOE e
KIKUCHI, 1988; BENDSOE e SIGMUND, 2003) para estruturas continuas. Este método
consiste na busca da distribuicdo 6tima de material dentro de um volume pré-definido a partir
da insercdo de furos. O método de otimizacdo topoldgica foi inicialmente aplicado para
problemas de projeto mecanico em aplicagdes industriais, mas se espalhou para outras
disciplinas fisicas, incluindo mecanica dos fluidos, actstica, eletromagnetismo, Optica e as
combinagdes destas (SIGMUND e MAUTE, 2013).

Para que o método da otimizagdo topologica seja eficiente, ¢ necessario que a
formulagdo do problema represente de forma correta o comportamento da estrutura sendo
analisada. Em problemas que exigem uma restricdo no limite de tensdo, adotar critérios de
escoamento que representem adequadamente a falha da estrutura pode levar ao aparecimento
de resultados completamente diferentes e com menor quantidade de material.

Neste trabalho ¢ desenvolvido um método de otimizagdo topoldgica para
estruturas com propriedades mecanicas de polipropileno. Este método compara o critério de
escoamento proposto por Pae (1977) com o critério de escoamento da energia de distor¢ao
maxima (von Mises) (SHIGLEY, MISCHKE e BUDYNAS, 2005). O objetivo proposto para
o problema de otimizagdo ¢ minimizar a quantidade de material com restrigdes de tensao
baseadas em critérios de escoamento.

No6s fizemos uma andlise de tensdes pelo método dos elementos finitos. O
dominio ¢ discretizado usando elementos de quatro nés com fungdes de forma bilineares.
Valores do tensor de tensdes sdo computados no centro do elemento. Nos aplicamos uma
funcdo de densidade artificial com as varidveis de projeto variando continuamente entre 0 e 1
e a penalizagdo do projeto € realizada através do SIMP (Solid Isotropic Microstructure with

Penalization) (BENDSOE e SIGMUND, 2003).
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Ocorrem trés desafios ao se resolver problemas de otimizagdo topoldgica com
restricoes de tensdo. O primeiro desafio é a singularidade de tensdo. Nos adotamos uma
técnica de relaxagdo-¢ para modificar o dominio de solugdo (CHENG e GUO, 1997). O
segundo desafio ¢ o grande numero de restrigdes; entdo a fungdo de Kreisselmeier-
Steinhauser ¢ aplicada para agregar as restricdes e o ultimo problema ¢ a alta ndo-linearidade
da restri¢ao de tensao.

As derivadas da funcdo objetivo e as restricoes de tensdo foram obtidas
analiticamente e um filtro de sensibilidade foi utilizado para produzir um projeto
independente da malha e evitar o problema da instabilidade de tabuleiro. N6s usamos o
método das assintotas médveis (MMA) para aproximacao convexa ¢ o método primal-dual de
Newton para resolver o problema de otimizagdo topologica.

Nos usamos trés problemas para testar a formulacdo proposta e a estratégia de
solugdo para comparar o critério de escoamento proposto por Pae (1977) com o critério da
energia de distor¢do (von Mises). No primeiro caso uma chapa sujeita a cisalhamento foi
otimizada. No segundo caso, uma chapa quadrada fixa nas extremidades com uma carga no
centro foi otimizada. No terceiro caso, uma chapa com uma carga na extremidade foi

otimizada.

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho ¢ implementar um método de otimizagdo
topolégica para estruturas continuas bidimensionais com propriedades mecanicas de
polipropileno em estado plano de tensdes para minimiza¢do da quantidade de material com
restri¢ao de tensao baseada no critério de escoamento proposto por Pae (1977). A aplicagao
deste método visa mostrar as diferencas nos resultados da otimizagdo topologica com a
utilizagdo do critério de escoamento proposto por Pae (1977) em relagdo ao critério de falha
da maxima energia de distorgao.

Como objetivos especificos destacam-se:

1) Implementar um programa de otimizagdo topoldgica de estruturas continuas
bidimensionais com propriedades mecanicas de polipropileno em estado plano de
tensdes, com critérios de escoamento do material como restrigdes para o problema,
utilizando o software Octave.

2) Aplicar o método das assintotas moveis (MMA) para solucdo do problema.
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3) Implementar o critério de escoamento proposto por Pae (1977) para representar a falha
de uma estrutura com propriedades mecanicas de polipropileno ao se aplicar um
carregamento.

4) Mostrar as diferencgas nos resultados obtidos na otimizagdo topologica ao se usar
propriedades mecanicas de um material que tem resisténcia a tracdo diferente da
resisténcia a compressao (polipropileno) em relagdo a um material representado pelo
critério da energia de distor¢do maxima (von Mises) que ¢ independente da pressao

hidrostatica.

1.2 Organizag&o do trabalho

Este trabalho est4 dividido da seguinte forma:

No Capitulo 2 sdo apresentados os fundamentos tedricos sendo dividido em trés
partes. Na primeira parte ¢ feita uma introdug@o sobre a mecanica dos solidos, os critérios de
falha de materiais mais comuns para materiais isotropicos e a técnica dos elementos finitos
para a solug¢do do problema proposto. Na segunda parte sdo apresentados os tipos de problema
de otimizacdo estrutural, métodos de aproximagdo convexa de fun¢des e um exemplo de
aplicagdo em trelica. Na terceira parte ¢ feita uma revisdo sobre o método da otimizagdo
topoldgica mostrando alguns problemas numéricos € uma revisao sobre restrigdes de tensao.

No Capitulo 3 ¢ apresentada a formulacdo do problema de minimizar a
quantidade de material de uma estrutura bidimensional com propriedades do material
polipropileno, com restri¢do de tensdo baseada em critérios de falha de material e sujeita a
um carregamento e condi¢des de contorno. Também € mostrada a estrutura do algoritmo
utilizado para solucao do problema.

No Capitulo 4 sdo mostrados os resultados e analises das simulagdes para os
problemas classicos propostos. No Capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes.

No Apéndice A ¢ mostrada a formulagao do elemento finito implementado.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sdo apresentados os fundamentos tedricos sendo dividido em trés
partes. Na primeira parte ¢ feita uma introdugdo sobre a mecéanica dos solidos, os critérios de
falha de materiais mais comuns ¢ a técnica dos elementos finitos para a solu¢ao do problema
proposto. Na segunda parte sdo apresentados os tipos de otimizagdo estrutural, métodos de
aproximacao convexa de fungdes e um exemplo de aplicagdo em trelica. Na terceira parte ¢
feita uma revisdo sobre o método da otimizagdo topologica mostrando alguns problemas

numéricos e uma revisao sobre restricdes de tensao.

2.1 Fundamentos da M ecanica dos Solidos e Elementos Finitos

Para aplicar as técnicas de otimizagao estrutural, deve-se resolver o problema de
analise estatica de uma estrutura sujeita a carregamentos e condi¢des de contorno. Para a
andlise de tensdo e deformacgdo algumas hipdteses sdo adotadas: a andlise estrutural ¢
realizada dentro do regime elastico linear, ou seja, sdo desconsiderados efeitos da nao-
linearidade geométrica e do material, e também ¢ desconsiderado que haja plastificacdo do
material nos pontos de fixacdo e nas quinas. Também sdo desconsideradas mudancas no
comportamento do material devido a velocidade de aplicagdo do carregamento. Neste trabalho
sdo resolvidos casos com pequenas deformagdes em estado plano de tensdes e as hipdteses
adotadas sdo adequadas para a modelagem das estruturas propostas utilizando propriedades
mecanicas do polipropileno.

Foi adotada a teoria da elasticidade linear infinitesimal para modelagem do
problema, sendo que as equagdes de equilibrio obtidas foram resolvidas numericamente

através do M éodo dos Elementos Finitos.
2.1.1 Elasticidade linear infinitesimal
Nesta secdo introduzimos os principais conceitos e equagdes da elasticidade que

sdao utilizados neste trabalho. Timoshenko e Goodier (1951) e Malvern (1969) sdo livros

classicos do tema onde se pode encontrar a formulagdo completa da teoria da elasticidade.
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Na Figura 2.1 est4 representado o problema de analise estatica de um corpo de
material isotropico homogéneo, o qual possui uma superficie S e um volume V e esta sujeito a
forgas arbitrarias F; em sua superficie. Este corpo ¢ seccionado e sao mostrados a forga e o
momento agindo em sua superficie interna no ponto P.

Um material é considerado homogéneo se tem as mesmas propriedades em todos
os pontos do corpo. Outra definigdo usada ¢ a de material isotr 6pico, que é definido como um

material que tem as mesmas propriedades mecanicas em todas as diregoes (HIBBELER,
2004).

X F
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Figura 2.1 — Volume continuo mostrando o plano de corte passando através do ponto P.

Fonte: Adaptado de MASE ¢ MASE, 1999

O conceito de tensdo em um ponto ¢ obtido pelo limite da razdo de Af/AS*
quando a area AS™ tende a zero, na configuracdo deformada do corpo (BORESI, CHONG e

LEE, 2011). Matematicamente isto pode ser definido pelo vetor tensio t™ como:

R Af  df
@ — i _ 2.1
t amoAs = s @D

onde o sobrescrito 7 indica que o vetor tensdo t deve ser representado em conjunto com o
vetor unitario 71 que é normal ao plano da area AS™ no ponto P.

Entdo, para se definir o estado de tensdo em um ponto qualquer de um corpo, ¢
necessario definir o vetor normal i ao plano que passa pelo ponto e o vetor tensio ¢t

associado a este plano. Para cada plano com orientacdo diferente, sera associado outro vetor
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tensdo. O estado de tensdo em um ponto pode ser representado alternativamente na forma
matricial conhecida como tensor de tensdes (SADD, 2005):

011 012 033
(2.2)

[Uij]=\021 022 023
031 O3z 033

onde 0y4,0,, e g33 sdo chamadas de tensdes normais e 0i,,0,1, 013,031,053 € O3, SA0
chamadas de tensdes de cisalhamento. Uma tensdo normal positiva é chamada de tensdo de
tracdo e uma tensdo normal negativa é chamada de tensdo de compressio (BORESI,
CHONG e LEE, 2011). A unidade usada para tensio é Newton por metro quadrado (N/m?),
sendo chamada de Pascal. Para compatibilidade com os resultados geralmente obtidos na
engenharia, tensdes sdo geralmente expressas como Mega-Pascal (MPa) (HIBBELER, 2004).
Os componentes do tensor de tensdes nas faces positivas sdo mostrados na Figura

2.2. O tensor de tensdes € uma matriz simétrica e € valida a seguinte relagdo g;; = gj;.

O3 /{L—' O
Oy /S
c T2
12

Figura 2.2 — Componentes de tensao do tensor de tensoes.

Fonte: MASE e MASE, 1999

X

O vetor tensdo t™ pode ser relacionado ao tensor de tensdes o através da

formula de tenséo de Cauchy (SADD, 2005):
t™ = oni (2.3)
Através de um balango de forgas no corpo da Figura 2.1 pode-se obter trés

equagoes diferenciais chamadas de equacdes de equilibrio e sdo escritas na forma matricial

como
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Vo+pb=0 (2.4)

onde p ¢ a densidade e b sdo as for¢as de corpo.

Para a analise da deformacdo sdo consideradas duas configuragdes estacionarias
do corpo, a primeira chamada de configuragao nao-deformada ou inicial e a segunda de
configuragdo deformada. Desconsidera-se a sequéncia pela qual a configuragao deformada ¢

alcancada a partir da configuragdo inicial. Estas configuragdes sdo ilustradas na Figura 2.3.

A

Inicial Deformada

Figura 2.3 — Exemplo de deformagdo bidimensional.

Fonte: Adaptado de HOSFORD, 2005

A partir do campo de deslocamentos u de um corpo, podem ser calculados os
componentes do tensor de defor magao infinitesimal, o qual ¢ uma medida de deformagao de

engenharia (BORESI, CHONG e LEE, 2011). Esta relagao ¢ mostrada na Equacao (2.5)
1
e=2 (Vu + vu®) (2.5)
O tensor de deformacao infinitesimal € escrito na forma matricial como

1 1
€11 V12 3V13
1 1
.. = | = 8 —
[Su] >V21 22 V23 (2.6)
1 1 :
5V31 V32 €33

onde €;4,&5, € €33 sdo chamadas de componentes de deformagbes normais e

Y12, Y21, Y13, Y31, Y23 € V32 sdo chamadas de componentes defor magdes de cisalhamento.
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Para relacionar as tensdes com as deformagdes é necessario estabelecer uma
relagdo constitutiva. Esta relacdo, chamada de lel de Hooke generalizada, ¢ mostrada na
Equagao (2.7):

o = De (2.7)

onde D ¢é um tensor constitutivo de 4* ordem que estabelece as propriedades de um material.
Este tensor possui 81 componentes sendo 21 distintos devido a simetria do tensor para um
material anisotropico.

Para materiais elasticos isotropicos em um dominio tridimensional pode-se

escrever a lei de Hooke na forma matricial na notagdo de Voigt como

011\  [A+2p A A 0 0 07 %11
022 A A+2n A 0 0 0] e
033 A A A42n 0 0 O] €33

< 013 (= 0 0 0 p 0 O ) 2¢:3 (2.8)
023 0 0 0 0 p 0f]2e&3

\og.,/ | 0 0 0 0 0 pl\2&;/

onde A e p sdo as constantes de Lamé (MASE e MASE, 1999). Nesta matriz nota-se que um
material isotropico linear tem apenas duas componentes distintas para representar o
comportamento mecanico do material.

As constantes de Lamé podem ser escritas em termos do modulo de Young ou

maédulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson a partir das expressdes:

A= vE 2.9)
1+v)Q-2v)
=t 2.10
R TC R 219

onde E ¢ o mddulo de elasticidade ou modulo de Young, v € o coeficiente de Poisson e G ¢ o
modulo de cisalhamento transver sal.
Para o desenvolvimento dos exemplos utilizados neste trabalho serd adotada a

hipotese do Estado Plano de Tensdes. Este estado é definido em geometrias de corpos nas
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quais uma dimensdo ¢ muito menor do que as outras duas e o carregamento esta no plano das
dimensdes maiores (MASE e MASE, 1999). Como consequéncia deste carregamento no
plano, as componentes de tensdes g33, 031 € 03, em um elemento infinitesimal extraido de um
corpo em estado plano de tensdes serdo despreziveis se comparadas as demais, conforme €

mostrado na Figura 2.4:

X3

Oy

Figura 2.4 — Estado plano de tensdes representado em um elemento infinitesimal.

Fonte: Adaptado de MASE e MASE, 1999

Para materiais elasticos isotropicos em estado plano de tensdes, pode-se escrever

a lei de Hooke na forma matricial como

011 E 1 v 0 €11
O022¢ = 12 v 1 0 €22
012 v 0 0 1—vltér2 (2.11)

As equagoes desenvolvidas anteriormente para um caso geral de analise de uma
estrutura, serdo utilizadas para a solugdo de problemas da mecanica dos sélidos, considerando
a hipotese da elasticidade linear infinitesimal. As equagdes da elasticidade linear
infinitesimal apresentadas, tem como objetivo encontrar um total de 15 incognitas para o
problema: 6 tensdes, 6 deformacdes e 3 deslocamentos (CHEN e HAN, 1988). O diagrama
representado na Figura 2.5 ilustra as inter-relagdes das equagdes apresentadas. A forma de
solugdo destas equagdes ira depender das condigdes de contorno e carregamento, as quais
podem ser um deslocamento prescrito u”*, ou uma forca F; aplicada sobre a superficie de

contorno.
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Deslocamentos

u

Equilibrio

Tensdes

[ﬁij]

Deformacdes

[Eij]

Leis Constitutivas

u*

(a) (b)

Figura 2.5 — Problema da mecénica dos solidos. (a) Variaveis. (b) Inter-relacdes das variaveis.

Fonte: Adaptado de CHEN e HAN, 1988

2.1.1.1 Tensdes principais € invariantes

Para a definicdo de critérios de falha de materiais, os conceitos de tensoes
principais e tensor de tensdes deviatorio sdo necessarios. Todas as equacdes que serdo
deduzidas podem ser simplificadas para o estado plano de tensdes fazendo 034,03, € 033
iguais a zero.

Para o estado de tensdes no ponto P em um corpo, existem dire¢des onde o vetor
tensdo t™ age na dire¢do do vetor unitario A o qual é normal ao plano da 4rea AS* no ponto
P, conforme foi mostrado na Figura 2.1. Estas dire¢des do vetor unitario 1 sdo chamadas de
direcdo principaise as tensdes associadas a estes planos sdo chamadas de tensdes principais
(SADD, 2005). Na Figura 2.6 sdo representados os componentes do tensor de tensdes
principais nos planos normais as diregdes principais. As tensdes gy, 0, € 03 sd0 as tensoes

principais e nestes planos ndo ocorrem tensdes de cisalhamento.
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Figura 2.6 — Estado de tensdes principais.

Fonte: Adaptado de MASE ¢ MASE, 1999

A determinagdo do valor das tensdes principais segue os procedimentos de
determinagdo de valores principais e dire¢des principais de um tensor de segunda-ordem
simétrico. A formula¢do do problema de autovalores para um tensor de tensdes qualquer €

definido na Equacao (2.12) como
o] = ol1]| = 0 (2.12)

onde [I] é a matriz identidade 3x3, [O'i j] ¢ o tensor de tensdes € o sdo as tensdes principais. A

solucdo desta equacao produzira a seguinte equagdo caracteristica do tensor de tensdes
_0-3+110-2_120-+I3=0 (2.13)

cujas raizes sdo gy, 0, € 03 as quais sao as tensdes principais e os coeficientes I;, I, e I3 sdo
conhecidos como primeiro, segundo e terceiro invariantes, respectivamente e sio expressos

como

11 = 011 + ()] + 033 = 04 + () + O3 (2143)
I, = =0}, — 0%3 — 033 + 011057 + 052033 + 01,033 = 0,0, + 0,03 + 0304 (2.14b)

_ _ 2 2 2 _
I; = det([ci]-]) = 011022033 + 2071303013 — 03307, — 0,073 — 011033 = 010,03 (2.14c¢)

Um estado de tensdes tendo todas as trés tensdes principais iguais ¢ chamado de

estado esférico de tensdes (MASE e MASE, 1999). Um exemplo classico ¢ a pressdo
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exercida por um fluido sobre um corpo imerso e este estado ¢ representado pela matriz

diagonal [al- j]

om O 0
[0:] = [ 0 o, O ] (2.15)
0 0 on

onde g, ¢ a média aritmética das tensdes normais, sendo chamado de tensdo média ou

pressdo hidrostética e é obtida a partir do primeiro invariante

L 011+ 0y + 033 04+ 0+ 03
Om == = =

2.16
3 3 3 (2-16)

Todo estado de tensdo em um ponto de um corpo pode ser decomposto duas
partes: uma devido ao estado esférico de tensdes e outra devido ao tensor de tensdes
deviatorio (SADD, 2005). Esta relagdo ¢ mostrada na Figura 2.7 para as tensdes principais,
sendo que o componente deviatorio (distorcional) provoca uma mudanca de forma e o
componente hidrostatico uma mudanca de volume. Na Equacdo (2.17) esta relagdo ¢ mostrada

como
loij] = [Sij] + oml1] (2.17)

onde [I] é a matriz identidade 3 x 3 e [Sl- j] ¢ o tensor de tensdes deviatério, o qual pode ser

obtido pela solucdo desta equagdo como

S11 S12 513 011 — Om 012 013
[Sl]] = 521 522 523 = 0-21 0-22 - O-m 0-23 (2.18)
531 S32 533 031 032 033 — O



31

Um'oz Um 02
> o+ ——UJ" = -
/ Om=0y / m / 0y
0,03 O O3
Componente distorcional Componente hidrostatico Tensdes principais

Figura 2.7 — Decomposigao do estado de tensdes em componente hidrostatico e componente distorcional.

Fonte: Adaptado de MASE e MASE, 1999

Resolvendo o problema de autovalores |[Si j] —all ]| = 0, encontra-se a seguinte
equacdo caracteristica para o tensor de tensdes deviatdrio o qual apresenta as mesmas diregdes

principais do tensor de tensoes [cri j]
3 2 —
0°—=J10°—=J,0—]3=0 (2.19)
cujas raizes sao g, — g,,, 0, — 0,, € 03 — O, € 0s coeficientes J;, /, € J3 s3o conhecidos como

primeiro, segundo e terceiro invariantes do tensor de tensdes deviatorio respectivamente e

sao EXpressos como

]1 = 511 + 522 + S33 = 0 (2203)
1
2= E(S% + S%z + 53?3 + 25%2 + 25%3 + 25%3) (2.20b)
I3 = det([SUD = 511522833 + 2812853813 — S335%, — $225%3 — $115%3 (2.20c)

O valor do segundo invariante J, também pode ser calculado em termos dos

componentes do tensor de tensdes e das tensdes principais (ABRATE, 2008).

1
2= E{(Ull — 022)? + (052 — 033)% + (033 — 011)%} + 012% + 053 + 0457 (2.21a)

2= %{(01 —03)% + (0, — 03)* + (03 — 01)?} (2.21b)
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2.1.2 Propriedades Mecanicas

O comportamento elastico de um material ¢ caracterizado pelas duas condigdes
seguintes: uma onde a tensdo de um material ¢ uma fung¢do tinica da deformacao e outra onde
o material tem a propriedade de se recuperar sua forma original ap6s a remog¢ao das forcas
aplicadas. Também ¢ conhecido que o comportamento elastico pode ser linear ou nao-linear
(MASE e MASE, 1999). Neste trabalho ¢ adotada a hipdtese de materiais elasticos lineares,
portanto serdo permitidas apenas pequenas deformagdes de modo que o material permanega
dentro do regime eléstico linear. Quando ocorre uma deformagdo permanente no material esta
¢ chamada de deformacao plastica.

A resisténcia mecanica de um material depende de sua capacidade de suportar
carga sem deformagdo excessiva ou ruptura. Esta propriedade deve ser determinada
experimentalmente e os testes mais usados para este fim sdo os testes de tracdo e compressao.
A partir destes testes varias propriedades mecanicas podem ser determinadas, entretanto a
principal relagdo obtida ¢ o diagrama de tensdo-deformacdo de materiais como metais,
ceramicas, polimeros e materiais compostos. Este diagrama, o qual ¢ mostrado na Figura 2.8,
¢ muito importante em engenharia, pois permite obter dados de resisténcia a tracdo ou
compressdo do material sem considerar o tamanho o formato fisico deste material para
aplicacdo em projetos na selecdo do material mais adequado (HIBBELER, 2004). Curvas de
tensdo-deformacao podem ser usadas para prever o comportamento do material sobre outras

formas de carregamento diferentes da tracao uniaxial (HOSFORD, 2005) .
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Figura 2.8 — Diagrama tensdo-deformacgao tipico para um material dictil.

Fonte: Adaptado de HOSFORD, 2005

Na Figura 2.8 s@o mostrados os parametros basicos obtidos de uma curva obtida
de um ensaio de tracdo os quais sd@o: o modulo de elasticidade E, a tensao de escoamento do
material, a tensdo Gltima e a tensdo e deformagao na ruptura. Segundo Hosford (2005) por
causa da dificuldade em se definir um limite elastico para materiais devido a dependéncia da
acuracia da medig¢do, o inicio da deformagao pléstica do ago ¢ usualmente descrito pela tensao
de escoamento a 0.2%. Esta tensdo ¢ obtida pela construcdo de uma linha reta paralela a
por¢ao linear da curva tensdo-deformacgao, estando deslocada de uma distancia de 0.002 no
eixo das abscissas em relacdo a origem do grafico. O ponto de interse¢do desta linha com a
curva tensdo-deformagao resulta na tensao de escoamento.

Para o caso de polimeros lineares, Hosford (2005) define a tensao de escoamento
como a tensao maxima inicial (tensdao ultima). No caso do polipropileno, Pae (1977) adota o
valor de 2% de deformagdo para a origem da reta paralela para encontrar o valor da tensdo de
escoamento. Apesar de ser um valor alto para a origem da reta paralela, neste trabalho utiliza-
se apenas as propriedades mecanicas do polipropileno fornecida por Pae (1977) para estudar a
diferenca de aplicacdo de critérios de falha diferentes. Para representar corretamente o modelo
constitutivo de um polipropileno ¢ necessario considerar outros fendmenos tais como a
viscoelasticidade e ndo linearidade do material.

Para realizar o teste de tragdo ou compressdo , ¢ feito um corpo de prova do
material em formato e tamanho padronizados. Uma maquina de teste ¢ entdo usada para

estirar o corpo de prova a uma taxa lenta até que ele atinja o ponto de ruptura (HIBBELER,



34

2004). Na Figura 2.9 ¢ mostrado um corpo de prova do material tipico utilizado no ensaio de

tragdo de um material.

regiio de . regiio de
fixacio dm$etru fixacdo
|" Iq— comprimento —.-| \
de medicio

Figura 2.9 — Corpo de prova tipico para ensaio de tragdo de materiais.

Fonte: Adaptado de HOSFORD, 2005

Segundo Shigley, Mischke e Budynas (2005), o comportamento dos metais
estruturais ¢ classificado tipicamente, como ductil ou fragil. Os materiais ducteis sdo
normalmente classificados por terem a deformagdo elasto-plastica na fratura €; = 5% e uma
resisténcia ao escoamento identificavel que geralmente ¢ a mesma sob compressao e tragao.
Os matérias frageis tem €, < 5% e ndo exibem uma resisténcia ao escoamento identificavel,
sendo classificados segundo sua resisténcia a tracdo e a compressao. Neste trabalho sdo

considerados apenas materiais ducteis.

2.1.3 Critérios de falha

A palavra falha pode significar que uma peca se separou em dois pedagos; tornou-
se permanentemente distorcida; teve sua confiabilidade depreciada; ou sua fungdo
comprometida (SHIGLEY, MISCHKE e BUDYNAS, 2005). Segundo Hibbeler (2004), se o
material for ductil, geralmente a falha serd especificada pelo inicio do escoamento; se o
material for fragil, ela serd especificada pela fratura. Neste trabalho o conceito de falha ¢
definido como o término do comportamento elastico de materiais ducteis lineares elasticos
isotropicos. Sdo aplicados critérios de falha baseados em tensdo mais comumente usados para
prever o fim da fase eléstica.

O uso dos critérios de falha permite predizer o comportamento de falha dos
materiais em situacoes gerais baseado no conhecimento das cargas e dados minimos de falha
obtidos de testes (CHRISTENSEN, 2013). Ndo ha uma teoria universal de falha para o caso

geral de propriedades de materiais diferentes e estados de tensdo. Vérias hipoteses foram
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testadas ao longo dos anos, levando a praticas aceitas na atualidade (SHIGLEY, MISCHKE e
BUDYNAS, 2005).

Para se usar um critério de falha, antes € necessario calcular os componentes os
componentes de tensdo normal e cisalhamento no componente e uma vez estabelecido o
estado de tensdes, as tensdes principais sdo determinadas para os pontos criticos. Um conceito
importante usado na apresentacdo dos critérios de falha ¢ a densidade de energia de
deformacdo. A energia de deformacdo ¢ a energia interna resultante da deformagdao de um
corpo quando ele estd sujeito a um carregamento externo. Essa energia ¢ sempre positiva
sendo gerada pela acdo da tensdo normal ou da tensdo de cisalhamento (HIBBELER, 2004).
A densidade de energia de deformacdo u ¢ a energia por unidade de volume e ¢ calculada

como

u =

N =

o1l .
A densidade de energia de deformagdao pode ser representada em termos do
invariante I; do tensor de tensdes e do invariante do tensor deviatorio J, como mostra a

Equagao ( 2.23).

1-2v
u=]—2+ 12

G 6E

(2.23)

onde o primeiro termo representa a energia de deformagao distorcional a qual provoca uma
mudanca de forma e o segundo termo ¢ a energia de deformacgdo correspondente ao
carregamento hidrostatico o qual provoca uma mudanga de volume.

Sobre carregamento multiaxial, a pressdo hidrostatica tem efeitos negligencidveis
no escoamento de muitos metais e estes materiais sdo isotropicos com resisténcia ao
escoamento em tragdo e compressao iguais (ABRATE, 2008). Para materiais ducteis, um
numero bem conhecido de critérios de falha refletem estes fatos, tais como o critério da
tensdo maxima de cisalhamento (critério de Tresca) e o critério da energia de distorcéo
(critério de von Mises) os quais serdo revisados por serem frequentemente usados na pratica
da engenharia.

Para representar os efeitos da pressao hidrostatica e da diferenca de resisténcia em
tracdo e compressdo na falha de materiais tais como polimeros, concreto e espumas, 0s

critérios mais conhecidos sdo o critério de Coulomb-Mohr e o critério de Drucker-Prager
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(ABRATE, 2008). Varios outros critérios de falha foram propostos para representar estes
efeitos e uma versao proposta por Pae (1977) sera adotada para o polipropileno.

A escolha de um critério de falha ¢ determinada pelo critério que melhor
representa 0 comportamento do material obtido de ensaios experimentais. A formulagdo
destes critérios de falha para materiais ducteis, os quais sdo aplicados para mostrar a diferenca

de sua aplicagdo nas formas obtidas durante uma otimizagao topologica, sera mostra a seguir.

2.1.3.1 Critério da tensdo maxima de cisalhamento

A teoria da tensdo maxima de cisalhamento, também chamada de critério de
Tresca, prevé que o escoamento comega sempre que a tensdo maxima de cisalhamento em
qualquer regido do material, iguala-se ou excede a tensdo mdéxima de cisalhamento em um
corpo de prova do mesmo material quando este comeca a escoar sujeito a um ensaio de tracao.
A medida que um corpo de prova comega a escoar ao ser submetido a tragdo, linhas de
deslizamento, conhecidas como linhas de Liiders, formam um angulo de aproximadamente
45° com o eixo longitudinal. Essas linhas representam o comeco do escoamento, sendo que a
tensdo de escoamento ¢ maxima também no angulo de 45°. Portanto faz sentido considerar
este mecanismo de falha (SHIGLEY, MISCHKE ¢ BUDYNAS, 2005).

Logo, para um estado de tensdo geral, o critério de Tresca prevé que o escoamento

do material ndo ocorre quando

04 — O
Ty = % (2.24a)
a.
Tomax < % (2.24b)

onde T4, ¢ a tensdo de cisalhamento maxima, o; e o3 sdo as tensdes principais € o; = 0, =
03 € 0y € a tensdo de escoamento obtida em um ensaio de tragdo. Na Figura 2.10 € mostrado
o grafico do critério de Tresca, o qual representa o limite dentro da area hexagonal para o qual

o material ndo escoara, ndo ocorrendo a falha para um carregamento biaxial.
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Figura 2.10 — Representagao grafica do critério de Tresca para um carregamento biaxial.

Fonte: Adaptado de SHIGLEY, MISCHKE e BUDYNAS (2005)

2.1.3.2 Critério da energia de distor¢ao (vM)

O critério da energia de distor¢ao, também conhecido como critério de von Mises
prevé que o escoamento em um material ductil ocorre quando a energia de distor¢do por
unidade de volume do material ¢ igual ou maior que a energia de distor¢do por unidade de
volume do mesmo material quando ele comega a escoar ao ser submetido a um teste de tracao
simples (HIBBELER, 2004).

Igualando as energias de distor¢do referentes a um estado geral de tensdes e a um
ensaio de tracdo, o critério de von Mises pode ser escrito em termos do invariante do tensor
deviatorio J,, sendo independente do invariante do tensor de tensdes I;. Logo, para um estado
de tensdo geral, o critério de von Mises prevé que o escoamento do material ndo ocorre

quando

1
Oovym = \/3_]2 = E[(Ul — 03)* + (03 — 03)* + (03 — 01)?] (2.252)

Oym = Oyt (2.25b)
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onde oy ¢ conhecida como tensdo de von Mises. Na Figura 2.11 ¢ mostrado o grafico do
critério de von Mises, o qual representa o limite dentro da area da elipse para o qual o
material ndo escoard, ndo ocorrendo a falha para um carregamento biaxial. O critério de von

Mises ¢ visto como uma superficie cilindrica no espaco de tensdes principais

(CHRISTENSEN, 2013).

Critério de von Mises
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Figura 2.11 — Representacao grafica do critério de von Mises para um carregamento biaxial.

Fonte: Adaptado de SHIGLEY, MISCHKE e BUDYNAS (2005)

2.1.3.3 Critérios de falha considerando a pressao hidrostatica

Muitos materiais tem sua resisténcia dependente da pressdo hidrostatica
representada pela Equagdo (2.14) ou da segunda parcela da energia mostrada na Equagdo
(2.23). Estes materiais incluem polimeros, concreto, solo, rochas € espumas € varios critérios
de falha tem sido propostos para representar este comportamento em seu modo de falha
(ABRATE, 2008). Alguns destes critérios sao mostrados a seguir.

Para representar a falha de materiais que apresentam resisténcia ao escoamento
em tracdo diferente da compressao, o critério de Coulomb-Mohr pode ser usado (SHIGLEY,
MISCHKE e BUDYNAS, 2005). Segundo Chen e Han (1988) o critério de Coulomb-Mohr
pode ser considerado como uma versao generalizada do critério de Tresca a qual leva em
conta o efeito da pressdo hidrostatica. Este critério de falha foi baseado nos resultados de

tracdo e compressao por meio da construgdo dos circulos de Mohr a fim de se definir o
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envoltoério de falha. Para um estado de tensdo geral, o critério de Coulomb-Mohr prevé que o

escoamento do material ndo ocorre quando

01 O3
——-——x<1 (2.26)
Oyt Oct

onde o.; ¢ a tensdo de escoamento obtida em um ensaio de compressdo. Na Figura 2.12 ¢
mostrado o grafico o critério de Coulomb-Mohr, o qual representa o limite dentro da area do
hexagono para o qual o material ndo escoard, nao ocorrendo a falha para um carregamento
biaxial. Nota-se o aumento da area do hexdgono em relagdo ao critério de Tresca, devido a

diferenga nas tensdes de escoamento de tracao e compressao.

Critério de Coulomb-Mohr
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Figura 2.12 — Representagdo grafica do critério de Coulomb-Mohr para um carregamento biaxial.

Fonte: Adaptado de SHIGLEY, MISCHKE e BUDYNAS (2005)

O critério formulado por Drucker e Prager (1952) foi obtido a partir do estudo de
problemas de mecanica dos solos. Segundo Chen e Han (1988) o critério de Drucker-Prager
¢ uma modifica¢do do critério de von Mises, onde a influéncia da pressdo hidrostatica ¢
introduzida pela inclusdo do primeiro invariante mostrado na Equagdo (2.14a) no critério de

von Mises representado pela Inequagdo (2.25b), conforme ¢ mostrado na Inequacao (2.27).
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_ao - alll + \/]_2 S 0 (2.27)

onde «a, e a; sdo constantes do material extraidas de testes experimentais. Estas constantes

podem ser reescritas em termos da resisténcia a compressdo o, ¢ da resisténcia a tragdo gy,
sendo que @y = 20.:0y:/+/3(0c +0y) € a; = — (act - ayt)/,/3(act + 0y¢). Quando
Oct = Oy, O critério de von Mises € obtido.

Na Figura 2.13 ¢ mostrado o grafico do critério de Drucker-Prager, o qual
representa o limite dentro da area da elipse fora de centro para o qual o material ndo escoara,
nao ocorrendo a falha para um carregamento biaxial. Nota-se que a elipse esta fora de centro

devido a diferenca na resisténcia a tragdo e compressao do material.

Critério de Drucker-Prager
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Figura 2.13 — Representagéo grafica do critério de Drucker-Prager para um carregamento biaxial.

Fonte: Adaptado de SHIGLEY, MISCHKE e BUDYNAS (2005)

Para caracterizar a falha de um polipropileno Pae (1977) conduziu testes em
corpos de prova pela superposi¢ao de estados de tensdo simples tais como compressao
uniaxial, tracdo uniaxial e cisalhamento puro em  pressdes hidrostaticas de varias
intensidades. Seus resultados mostram um aumento na resisténcia do material com o aumento

da pressao hidrostatica conforme ¢ mostrado na Figura 2.14.
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Figura 2.14 — Representagdo da superficie de escoamento obtida experimentalmente de um polipropileno.

Fonte: Adaptado de PAE, 1977

Pae (1977) propde um critério de falha modificado de Drucker-Prager para
representar os resultados experimentais obtidos e este critério de falha ¢ representado na

Inequacao (2.28).

—xg — a111 - a2112 + ]2 < 0 (228)

onde «, a; € a, sdo constantes do material extraidas de testes experimentais. Este critério
sera usado para representar o modo de falha do polipropileno e tem a representagdo grafica

similar ao critério de Drucker-Prager.

2.1.4 Método dos Elementos Finitos

Existem varias publicacdes e livros sobre o método dos elementos finitos. Livros
classicos do tema onde se pode encontrar a formulagdo completa do método sdo as referéncias
Bathe, (1996) e Zienkiewicz e Taylor (2000). Os conceitos apresentados nesta se¢do foram

baseados nos livros texto de Weaver e Johnston (1984), Avelino (2002) e Logan (2007). Este
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trabalho ndo tem como propdsito se aprofundar no método dos elementos finitos. Serdo
apresentados apenas os conceitos basicos para o entendimento e aplicacdo do método nos
problemas abordados.

O método de solugdo para um problema estrutural baseado na teoria da
elasticidade mostrado na Figura 2.5 ¢ aplicavel para estruturas com geometria simples, tais
como barras, vigas, cascas ou placas. Porém para estruturas com forma, carregamentos e
propriedades de materiais complexos ¢ inviavel a solugdo do problema pela forma analitica e
uma das técnicas desenvolvidas para resolver este tipo de problema é o Método dos
Elementos Finitos (MEF). A formulagdo de um problema pelo MEF resulta em um sistema
de equagdes algébricas simultaneas mais simples de resolver do que equacdes diferenciais
obtidas na solu¢do analitica.

O MEF ¢ um método numérico para a solucdo de problemas de engenharia que
consiste em dividir ou discretizar um corpo em um sistema equivalente de corpos menores
chamados de elementos finitos. Estes elementos sdo interconectados em pontos chamados
nos.

A seguir serdo apresentadas as etapas basicas para a analise estrutural de um
modelo utilizando o MEF, considerando que sejam conhecidas a geometria da estrutura e as
propriedades fisicas dos materiais. Serd adotado o método dos deslocamentos, o qual assume

que as incognitas do problema sao os deslocamentos nos nos.

Etapas:
1 — Discretize a geometria e selecione o tipo de elemento

Esta etapa consiste em dividir a geometria da estrutura em um sistema equivalente
de elementos finitos e escolher o tipo de elemento que melhor representa o seu
comportamento fisico. Os elementos devem ser pequenos o suficiente para representar
variacdes devido a mudancas de geometria e grandes o suficiente para reduzir o tempo
computacional. A discretizagdo do corpo em elementos finitos ¢ chamada de malha.

A escolha do elemento finito adequado para um problema particular depende do
problema a ser resolvido e da experiéncia do projetista. Os elementos finitos mais comumente
usados na pratica sdo mostrados na Figura 2.15. Eles sdo definidos pelo seu niimero de nos,

funcdes de deslocamento e dimensoes.
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Figura 2.15 — Principais elementos finitos utilizados na pratica.

Fonte: Adaptado de LOGAN, 2007

2 — Selecione uma fungdo de deslocamentos

A funcao de deslocamentos consiste em uma fun¢ao definida dentro do elemento
a qual usa os valores dos deslocamentos nos nds para calcular de forma aproximada os
deslocamentos dentro do elemento. Polindomios lineares, quadraticos e ctibicos sdo geralmente

usados e esta escolha ¢ determinada pelo nimero de nés e graus de liberdade do elemento.

3 — Obtenha a matriz de rigidez do elemento finito e equagoes

O desenvolvimento da matriz de rigidez e das equacdes de um elementos finito
relacionando as forcas aos deslocamentos nos nos, pode ser obtido usando condigdes de
equilibrio de forcas junto com a relacdo de forga/deformagdo. Este método ¢ facilmente
adaptado para elementos unidimensionais tais como molas, barras e vigas. Porém, para
elementos bi e tridimensionais outros métodos sdo necessarios tais como os métodos de
energia ou trabalho ou os métodos de residuos ponderados. Dos métodos de energia, os mais
frequentemente usados sdo o Principio dos Trabalhos Virtuais, o Principio da Minima

Energia Potencial e o Teorema de Castigliano. A escolha do método adequado para deduzir
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a matriz de rigidez do elemento para materiais lineares eldsticos ¢ uma questdo de
conveniéncia.
Para descrever o comportamento do elemento, escreve-se na forma matricial as

equacodes relacionando for¢a com deslocamento conforme mostrado na Equagao (2.29).

f1 ki1 ki kiz o kin] rug
f2 ka1 kay kpz oo kpp| | U2
fip=|ks1 ks ki3 .. ks 1{3
fn kn1 kg d \Un (2.29)

ou em uma forma matricial compacta como

f=ku (2.30)

onde f ¢ um vetor das for¢as nos nds do elemento, k ¢ a matriz de rigidez do elemento e u ¢ o
vetor dos deslocamentos ou graus de liberdade do elemento. A matriz de rigidez k tem sua
dimensdo e coeficientes dependentes do tipo de elemento e pode ser obtida a partir do

principio do trabalho virtual.

4 - Reuna as equagoes dos elementos para obter as equagoes globais e introduza as
condicoes de contorno

Nesta etapa, as equagdes de equilibrio nos nos para cada elemento obtidas da
Equacgdo (2.29) sdo reunidas em uma equagdo de equilibrio geral no sistema de coordenadas

global. A equagdo global de equilibrio da estrutura discretizada ¢ mostrada na Equagao (2.31).

F=KU (2.31)

onde F ¢ um vetor das for¢as globais nos nos as quais sdo as forgas aplicadas e as forcas de
rea¢do, K ¢ uma matriz simétrica de rigidez global e U € o vetor dos deslocamentos ou graus
de liberdade de todos os nds em um sistema de coordenadas global. = Para montagem da
matriz de rigidez global K, um método consiste em expandir a matriz de rigidez de cada
elemento para a dimensao da matriz K adicionando zeros nas posi¢des referentes aos graus de
liberdade ndo associados ao elemento em particular. A Equacdo (2.32) ilustra a aplicagdo

deste método para a matriz de rigidez de cada elemento.
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n
K= Z k, (2.32)
e=1

Outro método de superposi¢ao (chamado de método da rigidez direta) pode ser

usado para a montagem da matriz de rigidez global K como ¢ mostrado na Equacao (2.33)

K=Ax (2.33)

onde A ¢ o operador de superposigao (assembly) o qual posiciona a matriz de rigidez de cada

elemento em sua posi¢do adequada em K de acordo com a numeragao dos nos do elemento.

Neste estagio a matriz de rigidez global K ¢ uma matriz singular e para remover
esta singularidade condi¢des de contorno da estrutura devem ser aplicadas tais como forgas e

restricdes nos deslocamentos.

5 - Resolva para os graus de liberdade globais da estrutura (deslocamentos)
A equagdo de equilibrio da estrutura mostrada na Equagdo (2.33), pode ser
resolvida apds a aplicacdo das condi¢des de contorno e carregamentos usando o método da

eliminagdo ou métodos iterativos.

6 — Encontre para os elementos as deformagoes e tensoes
A partir dos resultados de deslocamento dos elementos e as relagdes constitutivas
do material pode-se calcular as deformacdes e tensdes diretamente. A Equacdo (2.34) mostra

a férmula geral para o calculo da deformagao em qualquer ponto do elemento.
g(x,y) = Bu (2.34)

onde a matriz B é chamada de matriz deslocamento-deformacéo e ¢ definida pelo tipo de

elemento utilizado caracterizando o modo pelo qual se estabelece o campo de deformagdes.
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A tensdo ¢ calculada em um ponto qualquer de um elemento finito a partir da

Equagdo (2.7), substituindo a Equacao (2.34).

o(x,y) = DBu (2.35)

onde a matriz D é o tensor constitutivo do material escolhido.

7 — Interprete os resultados
Os resultados obtidos devem ser analisados para ver se a estrutura esta dentro
dos objetivos definidos para o projeto. Programas de pos processamento permitem interpretar

os resultados e mostra-los em forma de graficos.

A formulagdo detalhada do elemento finito retangular bilinear desenvolvido por
Melosh (1963) implementado para a solu¢do dos problemas deste trabalho ¢ apresentada no

Apéndice A.

2.2 Otimizacéo Estrutural

Gordon (1978) citado por Christensen e Klarbring (2009), define uma estrutura
como sendo uma reunido de materiais com a qual pretende-se sustentar cargas. A palavra
latina optimum, derivada de Ops, o nome da deusa Sabina' da fertilidade ¢ da abundéncia na
agricultura, foi usado a primeira vez no século XVIII por Leibniz, para significar o melhor de
todos possiveis (WILDE apud KIM, QUERIN e STEVEN, 2002). O termo otimizagdo quer
dizer fazer coisas da melhor maneira. A otimizagdo estrutural ¢ a matéria de fazer uma
reunido de materiais sustentar cargas da melhor maneira possivel (CHRISTENSEN e
KLARBRING, 2009).

A otimizagdo de um problema estrutural consiste em se realizar uma busca da
solugdo dtima dentro de varias configuracdes possiveis. Esta busca pode ser feita através de
um algoritmo de otimiza¢do o qual deve trabalhar em conjunto com um método de analise do
sistema o qual tem o papel de verificar se a solucdo proposta pela otimizacao ¢ factivel. A
aplicacdo da otimizacdo na analise estrutural surgiu da necessidade da diminui¢ao de peso e

custo no projeto de novas estruturas para aeronaves e automoveis, mantendo o desempenho

' Um dos povos conquistados pelo Império Romano na Idade Antiga localizado em uma regido
préxima a Roma.
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sem prejuizo a qualidade e integridade. A otimizacdo aplicada no projeto de pegas mecanicas
consiste em se utilizar métodos computacionais para obter as dimensdes, forma ou topologia
otima das pecas (SILVA, 2003b).

Segundo Rozvany, Bendsee e Kirsch (1995), o primeiro trabalho de otimizacao
estrutural foi elaborado por Maxwell em 1872. Neste trabalho foram derivadas solugdes
analiticas para minimizar o volume de uma estrutura sujeita a diferentes tipos de
carregamento utilizando a teoria da elasticidade. Para estas estruturas, as direcdes das tensoes
principais eram obtidas e sdo colocados elementos de trelica alinhados com estas diregdes.

Rozvany (2001) cita que a otimizacdo de estruturas com fragdes de volume
pequena tais como trelicas, comegou em 1904 com um inventor Australiano chamado
Michell. Seguindo a ideia de Maxwell, Michell desenvolveu uma teoria de minimizagao do
peso total de uma trelica com restricdes de tensdo. A teoria de Michell inclui em esséncia

muitas caracteristicas das teorias atuais. A Figura 2.16 ilustra uma estrutura 6tima de Michell

Figura 2.16 — Estrutura de treliga de Michell para um caso de carregamento na extremidade de uma viga.

Fonte: SANT'ANA et al., 2002

para uma viga em balanco.

Para Sant'ana e Fonseca (2002), a publicagdo de Schimit (1960) marca o inicio da
otimizacao estrutural moderna. Neste trabalho ¢ combinado o método dos elementos finitos
para trelicas com a otimizagao por Programacao Linear.

Com o desenvolvimento do método dos elementos finitos € dos computadores,
Cheng e Olhoff (1980) estudaram a distribuicao 6tima de espessura em placas maximizando a
rigidez global. Eles encontraram irregularidades geométricas na distribuicdo de espessuras
que foram interpretadas como nervuras e concluiram que quanto mais refinada a malha, mais
nervuras iriam aparecer. Neste estudo os autores mostram a influéncia do tamanho da malha
nos resultados e a necessidade de se usar um modelo de microestrutura que represente a
variacdo de densidade e orientacdo do material a partir do qual as propriedades mecanicas

efetivas podem ser obtidas a partir de uma técnica de homogeneizagao. A Figura 2.17 mostra
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a otimizagdo da espessura de uma placa com bordas simplesmente apoiadas na qual a variagao

da espessura levou ao surgimento de reforcos na placa.

L\-_
T
-
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Figura 2.17 — Otimizag@o da espessura de uma placa com bordas simplesmente apoiadas para maximizar a
rigidez global.
Fonte: CHENG e OLHOFF, 1980

No final da década de 80 surge o método de otimizacdo topolégica para o
projeto de estruturas. O método de otimizacdo topoldgica foi desenvolvido por Bendsee e
Kikuchi (1988) com a aplicagdo do método da homogenizagdo. Este método pode ser visto
como uma continuagdo natural dos estudos de otimizagdo de forma de compdsitos onde se
avalia a relagdo entre a microestrutura € o comportamento macroscopico de um material
composito (BENDSOE e SIGMUND, 2003). O método de otimizacao topoldgica ¢ utilizado
neste trabalho e sera detalhado posteriormente.

Os conceitos apresentados nesta se¢do sdo baseados principalmente nos livros
texto de Haftka e Giirdal (1992) e Arora (2004). Serao abordados alguns conceitos basicos de
otimizacdo e os métodos utilizados neste trabalho para solucdo de problemas de otimizagao

estrutural.

2.2.1 Otimizagao de projetos

Ao se realizar o projeto de um sistema, o procedimento comum tem sido projetar,
fabricar e usar um sistema sem considerar se este ¢ o melhor. Usualmente seleciona-se um
tipo de sistema ja existente baseado em alguma andlise preliminar e este sistema escolhido ¢
projetado em detalhe.

O projeto ¢ um processo iterativo. Iterativo implica em analisar varios projetos de
tentativa até que um projeto aceitavel ¢ obtido. A introdugdo de computadores acelerou os
processos iterativos de projeto devido ao seu poder de processamento, aumentando a
produtividade dos projetos e a acurdcia das andlises, reduzindo trabalho e tempo (KIM,

QUERIN e STEVEN, 2002).
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Entretanto, pode-se formular o projeto de um sistema como um problema de
otimizagdo, no qual o desempenho ¢ otimizado enquanto alguns requisitos sdo satisfeitos.
Uma vez feito isto, varios métodos podem ser usados para resolver o problema (ARORA,
2004). Esta abordagem do problema permite a diminuicdo do niimero de iteragdes para o
projeto de um componente e ainda permite que o mesmo apresente o melhor desempenho
dentro dos requisitos estabelecidos. Na Figura 2.18 ¢ mostrada a comparagdo da metodologia

de projeto sem otimizagao e com otimizagao.

Formule o problema 0
como um problema
de otimizacao

¢

Colete dados para 1
descrever o sistema

Colete dados para | 1 |E5t'|n'|E o projeto '|n'||:'|al| 2
descrever o sistema +
- + — Analise o sistema |
|E5t|n'|e O projeto In||:|aI| 2 +
Cheque as =
*= Analise o Sistema 3 restricies
0 projeto & Sim,_ _5im | O projeto satisfazo 5
satisfatorio? 4 *| Pare < critéric de convergencia?
Atualize o projeto 5 Atualize o projeto usando ]
baseado em experiéncia conceitos de otimizacdo
(a) (b)

Figura 2.18 — Comparagdo do a) método convencional de projeto e b) método de projeto 6timo.

Fonte: Adaptado de ARORA, 2004

2.2.2 Tipos de problema de Otimizagdo Estrutural

Pode-se dividir a otimizagdo estrutural em trés classes de problemas:

e Otimizagdo Paramétrica: Neste tipo de problema as varidveis de projeto a
serem otimizadas descrevem caracteristicas geométricas da estrutura, tais
como espessura ou a area da secdo transversal das barras de uma trelica. A

forma original da estrutura ¢ mantida.
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e Otimizagao de Forma: Consiste na parametrizacao das curvas do contorno do
dominio da estrutura, para que seja encontrada a forma 6tima, mantendo a
conectividade original. Uma forma especial de otimiza¢do de forma, chamada
de Otimiza¢do Topografica, foi desenvolvida por Voth (1999) para otimizar
reforcos em estruturas de casca. A técnica consiste em otimizar a altura,
largura e angulo destes refor¢os (ZHOU et al., 2004).

e Otimizagdo Topologica: Este método busca encontrar a melhor distribui¢ao
de material dentro de um dominio pela inser¢do de furos ou vazios em certas
regides do meio continuo e tem a vantagem de ndo ser necessario mudar a
malha em elementos finitos durante o processo de otimizagao.

Na Figura 2.19 ¢ ilustrada a aplicacdo dos tipos de problemas de otimizagao

estrutural em uma viga bidimensional bi-apoiada a qual se deseja minimizar o volume total

com uma restri¢do de rigidez.

£,

(a) Otimizacdo paramétrica

WAS

o

(b) Otimizacdo de forma

=D

(c) Otimizacdo topologica

Figura 2.19 — Tipos de otimizagdo estrutural, com o problema inicial mostrado na esquerda e a estrutura
otimizada mostrada na direita.

Fonte: BENDSOE e SIGMUND, (2003)
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2.2.3 Formulagao geral do problema de Otimizagao Estrutural

A formulagdo geral de um problema de otimizagdo estrutural na qual se deve
minimizar a fungdo de custo é representada da seguinte forma (HAFTKA e GURDAL, 1992;
CHRISTENSEN e KLARBRING, 2009):

Minimize f(x,u)
Sujeito a K(x)u=F
i (2.36)
gitxuw) <0;i=1,..,1

x € y={xeRY/ x]-mi” <x;<x"%j=1, .}

onde x ¢é vetor das variaveis de projeto, K(x) é a matriz de rigidez global da estrutura, u é o
vetor de deslocamentos global, e F ¢ o vetor de forgas externas globais.
Para simplificar o Problema (2.36), pode-se usar as equagdes de equilibrio para

escrever os deslocamentos como funcgdes das variaveis de projeto x, da seguinte forma
u(x) = K(x)"1F (2.37)

Utilizando a Equagdo (2.37) ¢ possivel reescrever a formulagdo do Problema

(2.36) como

A

Minimize f(x)
Sujeito a Jgix)<0;i=1,..,1 (2.38)

X € y= {xe]R”/ xjmi” <X < xjmax,j = 1,...n}

Problemas de otimizacdo estrutural podem ter sua funcdo objetivo e restricdes
escritas como fungdes implicitas das variaveis de projeto e possuirem fungdes ndo convexas.
Uma forma de resolver estes problemas ¢ gerar uma sequéncia de subproblemas explicitos
com fungdes convexas que sdao aproximacgdes do problema original e resolvé-la

(CHRISTENSEN e KLARBRING, 2009).

2.2.4 Aproximagdes convexas
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Nesta secdo sdo descritos alguns métodos para se obter uma aproximagao
explicita convexa do Problema (2.38) quando o problema apresenta fun¢des nao-convexas.

Os algoritmos de otimizacdo utilizados para resolver os subproblemas gerados
pelas aproximacgdes convexas geralmente irdo precisar de informagdes do valor da funcdo e de
suas derivadas. Os métodos de aproximag¢ao convexa da formulagdo geral do problema sdo
classificados dependendo dos tipos de fungdes que sdo usadas para se obter a aproximagao
convexa e explicita. Um algoritmo ¢ de ordem o se a mais alta ordem de suas derivadas
usadas ¢ 0. A seguir serdo apresentadas algumas aproximagdes convexas tipicas para
problemas ndo-lineares e 0 método das assintotas moveis (MMA) que ¢ o método utilizado

neste trabalho.
2.2.4.1 Programacao Linear Sequencial (PLS)

Na aproximag¢ao da Programacéao Linear Sequencial (PLS) do Problema (2.38)
em x¥, a funcio objetivo e todas as restri¢des sdo linearizadas através da expansio pela série
de Taylor até o termo de primeira ordem na variavel de projeto x*. Isto leva ao seguinte

subproblema na iteracao k:

(Minimize FOxX®) + V()T (x — x*)

Sujeito a Gi(x®) + Vg, ()T (x—x%)<0,i=1,..,1
X€Ey
—l}‘ <X — x}‘ < uk, j=1,..n

(PLS) (2.39)

onde l}‘ e u¥, sdo conhecidos como limites moveis; estes sdo usados porque a linearizagdo

adotada ¢ acurada apenas proximo a varidvel de projeto corrente e a eficiéncia da PLS
depende da escolha destes limites.

Calculando-se  §;(x*) e Vg;(x*), todas as expressdes da PLS sdo fung¢des
explicitas de x. Como as fungdes objetivo e restricdes sdo lineares, elas sdo convexas e

portanto o subproblema gerado pela PLS ¢ um problema convexo.
2.2.4.2 Linearizacao Convexa (CONLIN)

Segundo Christensen e Klarbring (2009), o método da Linearizacdo Convexa

(CONLIN) desenvolvido por Fleury e Braibant (1986), consiste em uma aproximacao de
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primeira ordem que leva em consideragdo se a variavel de projeto a ser linearizada ¢ uma
variavel direta x ou uma varidvel reciproca do tipo 1/x. Isto dependera da formulagdo do
problema a ser resolvido, por exemplo, se a varidvel de projeto for a area da secdo transversal
das barras de uma trelica e a restricao for a tensao de escoamento do material, entdo para a
restricdo de tensdo a varidvel de projeto (area) serd inversamente proporcional a tensdo e sera
mais adequado linearizar a varidvel reciproca 1/area. Entdo lineariza-se as variaveis diretas
da mesma forma que a PLS e as varidveis reciprocas de outra forma exata.

Entdo a aproximacdo pela série de Taylor para variaveis diretas ¢ dada pela

Equagdo (2.40) e a aproximagdo para variaveis reciprocas pelas Equacao (2.41):

n
N R 09:(x")
9i(x) = §;(x*) + Z —(;x_ (% —xf) (2.40)
j=1 7
n
A 05:(x*) %5 (% —
Gi(x) = g:(x") +Z o ( — ) (2.41)
= J J

Agora define-se uma regra para decidir quais variaveis devem ser linearizadas nas

variaveis diretas x; € quais devem ser linearizadas nas variaveis reciprocas 1/x;.

3G;(x* 3G;(xF) x¥(x; — xf
g =g+ Y By, § AT )

e, 0 e 0% g
onde (2, e (1 sdo conjuntos definidos como:
= {;.00:15 _ (;.95:5)
"QD = {] ox; > 0} e = {]a—x] <0 (2.43)

A partir da Equagdo (2.42), pode-se montar o subproblema com o método de
Linearizacdo Convexa na iteragcdo k para a formulagdo geral do Problema (2.38). O problema
(2.44) mostra a aproximacdo do Problema (2.38) pelo método CONLIN a qual ¢ uma

aproximacao convexa e explicita.
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. af (x¥ Af (x*) xF(x; — xk
Minimize f(x*)+ Z o) )(x,-—x?‘)+ Z e 5 — %)
: ax_] J . axj Xj
jEQp JEQR
CONLIN) < ag;(x* 8 (xF) xf (xj — xf 2.44
( ) Sujeitoagi(xk)+ZM(xj—xk)+Z i) }(] ’)so,i=1,...,l ( )
4 0x; J 4 axj x]'
JEQD JEQR
X = {x eR"/0 < x]-mi” <x <X =1, n}

2.2.4.3 M¢étodo das Assintotas Moveis (MMA)

Como uma evolugdo do método CONLIN, Svanberg (1987) desenvolveu um
método chamado M étodo das Assintotas Moveis (MMA) o qual pode ser interpretado como
uma generalizacgio do CONLIN. O MMA ¢ um método para programacgdo ndo-linear
aplicado em otimizagdo estrutural. Em cada etapa do processo iterativo do algoritmo de
programac¢do matematica, um subproblema de aproximagdo convexa ¢ gerado e resolvido. A
geracdo destes subproblemas ¢ controlada pelas assintotas moéveis, as quais podem ambas
estabilizar e acelerar a convergéncia do processo geral (SVANBERG, 1987). A curvatura da
aproximagao pode ser ajustada, gerando uma aproxima¢do melhor da funcdo original que
define o problema. O MMA ¢ adotado neste trabalho devido a necessidade de um método que
permita maior controle da convergéncia por causa do grande nimero de iteragdes necessarias
para a solug¢ao de um problema de otimizagdo com restricdo de tensao.

A aproximagdo de uma funcido pelo MMA ¢ obtida pela linearizacdo de uma

fungdo em variaveis do tipo 1/(x; — L;j) ou 1/(U; — x;) dependendo dos sinais das derivadas

da funciio em x*. Entdo, a aproximacio pelo método MMA de uma fungio §;, na variavel de

projeto x* ¢ dada por (SVANBERG, 1987):

It pk gk
~ M,k k ij ij
gi " (x) =7 +Z< + ) (2.45)
' ' = U]k — Xj .'X'j — Lj‘
onde
0g;(x") 0g;(x")
Uk — yky2 222 7 2750
pk = U — %) ox; ¢ Tox, (2.46)

0 caso contrario,
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94§, (x¥
se —gl( ) =0

0
k %% (2.47)
q- , = ~ .
’ —(xk — 1) agl—(xk) caso contrario
j L ox; ,
n k k
= i) - Z <U.’< e fw) (2.48)
SN TN N TR

Lf <xf <Uf (2.49)

e as constantes L}‘ e Ujk sdo chamadas de assintotas moveis as quais sao alteradas durante as

iteragdes e devem satisfazer a Equacao (2.49). Pela modificacdo das assintotas durante cada
iteracdo pode-se controlar a qualidade da aproximagao pelo MMA.
A aproximacdo para a formulagdo geral mostrada no Problema (2.38) na iteragao

k é escrita como:

Minimize  f™*(x)
(MMA) Sujeitoa  §M*(x) <0, i=1,..,1 (2.50)
af <x;<Bf, j=1..n

onde a}‘ ef }‘ sdo limites moveis para evitar a divisao por zero.

A aproximacao pelo MMA mostrada no Problema (2.50) ¢ uma aproximagao
convexa, explicita e separavel que pode ser resolvida pelo método da dualidade de Lagrange.
O MMA ¢ uma aproximacgao de primeira ordem a qual pode lidar com restrigdes nas quais as
derivadas de suas fungdes possam ser calculadas analiticamente ou numericamente com
relagdo as variaveis de projeto (CHRISTENSEN e KLARBRING, 2009).

Para usufruir da vantagem do MMA de controle da convergéncia, ¢ preciso definir
um método para controlar as assintotas moveis. O método adotado ¢ uma aproximagao

heuristica descrita em Svanberg (1987). Para a iteragdo k = 2, as assintotas inferior L}‘ e

superior Ujk para a variavel de projeto x* s3o atualizadas de acordo com a seguinte regra:

Lf =xf —s(xft = L) (2.51)

Uf = xf +s(Uf = xf71) (2.52)
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onde s ¢ um parametro controlado de acordo com os sinais dos resultados das variaveis de
projeto a cada iteracdo do algoritmo para acelerar ou desacelerar o processo de convergéncia.
K

As variaveis de projeto x}‘"l e x; sdo os valores de x; na iteragdo k e k — 1 respectivamente.

Para k = 0 e k = 1 sdo usados os valores de xjmin e x;"** dados no Problema (2.38) para se

determinar os valores das assintotas moveis.

Os limites moéveis citados no Problema (2.50) sdo calculados a partir de

af = max (x%, LS + u(xk - LX) (2.53)

Bl = min (e, Uf — u(Uf - xf)) (2.54)

onde0 < u < 1.
2.2.5 Exemplo de solucdo aplicado a trelica

Para exemplificar a solu¢ao de um problema de otimizacdo estrutural, minimiza-
se o peso total de uma trelica sujeita a restricdes de tensdo. Para resolver este problema
utiliza-se o algoritmo de programacdo matematica explicado anteriormente, realizando a
aproximacgdo convexa das fungdes de restricio de tensdo com MMA e a solucdo dos
subproblemas ¢ feita pela dualidade de Lagrange. Considera-se que a trelica de 3 barras,
conforme ¢ mostrada na Figura 2.20, ¢ sujeita a um carregamento vertical e denota-se a4 a
area da barra 1 e a area das barras 2 ¢ 3 possuem o mesmo valor de area a,. O comprimento L
das barras ¢ igual para todas as barras e um valor de peso especifico y ¢ associado a cada
barra, sendo que para a barra 1, ¢ associado uma constante a a qual serd variada para mostrar
sua influéncia no resultado do problema. As restricdes para a tensdo ¢ estabelecem limites

para a falha das barras. Unidades arbitrarias foram utilizadas para o problema.

Figura 2.20 — Treliga de 3 barras (unidades arbitrarias foram adotadas).

Fonte: Adaptado de KIRSCH, 1990
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As equacgdes para as restrigdes de tensdo para o problema sao obtidas pelo equilibrio
de forgas do sistema e condigdes geométricas. Na Equacao (2.55a) e nas Inequagdes (2.55b-d)
a formulagdo do problema de otimizagao ¢ mostrada, para minimiza¢ao do peso da trelica de
3 barras sujeita a uma restricdo de tensdo. Foram escritas apenas as restrigoes de tensdo das
barras 1 e 2 nas Inequagdes (2.55b) e (2.55¢) respectivamente, porque apenas elas estardo
ativas para a solugdo do problema, sendo que nesta etapa de solugdo apenas a restri¢ao

referente a barra 1 sera utilizada.

Minimize W =aa; +a, (2.55a)
eit 60 20<0 2.55b
sujeito a 60, + 2a, < (2.55b)
20vV2
V2 <o (2.55¢)
6a; + 2a,
—aq < O, —a, <0 (255d)

onde W ¢ a fungdo de custo a qual calcula o peso da estrutura baseado no peso especifico y
de cada barra e na area, sendo que o parametro a ¢ variado para mostrar a sua influéncia no
valor do ponto 6timo do problema.

Para iniciar a solu¢do do problema define-se o valor do contador de iteracdo como
k = 0, escolhe-se um valor inicial para as variaveis de projeto fazendo a; =2 e a, =2,5¢
utilizam-se as Equagdes (2.45-48) para aproximacgdo da restrigdo de tensdo da barra 3 pelo
MMA. As Equacgdes (2.59a-c) mostram o subproblema encontrado sendo que a fungdo de

custo W nao ¢ aproximada pelo MMA por se tratar de uma fung¢ao linear.

Minimize W =aa; +a, (2.56a)
jeit 7175 + 2392 20,457 < 0 2.56b
SWeroa G 404 a,—0099 <= (2.560)
0<a; =3 (2.56¢)

0,34 < ay <3

onde a = 2, a Inequagdo (2.56b) ¢ a aproximagao pelo MMA da restricdo de tensdo da barra
1 mostrada na Inequacdo (2.55b) e os limites moveis para as varidveis de projeto calculados a

partir das Equagoes (2.53-54).
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O subproblema da Equacgdo (2.56a) e Inequagdes (2.56b-c) € resolvido utilizando
o método da dualidade de Lagrange e o ponto 6timo obtido foi de a; = 0,094 ¢ a, = 0,503.
Incrementa-se o contador de iteracdo para k =1 e repete-se o procedimento anterior
utilizando o ponto 6timo obtido como valor inicial para as variaveis de projeto. A Tabela 2.1
resume os resultados obtidos para as 5 primeiras iteragdes. Neste problema o parametro de
convergéncia s foi alterado por tentativa e erro. Em problemas mais complexos o valor de s ¢

alterado dependendo da variagdo do sinal da variavel de projeto.

Tabela 2.1- Resultados da solu¢do do problema da trelica de 3 barras.

a=2 a=4
Iteracdo Ponto 6timo
a, a, a, a,
1 0,094087 0,502990 0,052006 0,621875
2 0,305830 0,323530 0,082760 0,95473
3 0,472256 0,106108 0,078078 1,248485
4 0,502419 0 0,018688 1,473636
5 0,500004 0 0 1,500329

O problema da trelica de 3 barras foi resolvido por Kirsch (1990) o qual obteve
para a =2,0 valorde a&; =0,5e a, =0 e paraa =4, o0 valorde @; =0¢ a, =1,5. Os
resultados apresentados na Tabela 1 na iteracdo 5 estdo coerentes com os resultados obtidos
por Kirsch (1990). Posteriormente serd visto que estes resultados nao representam o ponto de
minimo global do problema devido ao problema da “singularidade” relacionado a restricao de
tensdao. Na Figura 2.21 ¢ mostrado o espago das possiveis solu¢des na regido rachurada de
cinza para o problema com a fun¢do de custo W com a =2 e a=4. As curvas g, ¢ g3
representam as Inequacgdes (2.55¢ e 2.55b) respetivamente e também sdo plotadas as curvas de
isocusto da fungdo W para mostrar graficamente que os pontos obtidos sdo pontos Otimos
locais. Os graficos ilustram como a alteragdo do parametro a levou a modificagdo do ponto

otimo local do problema do ponto A para o ponto B.
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Espaco de solugdes factiveis para a=2 Espaco de solugdes factiveis para a=4
2 T 08
ay eI
15 1 1 osf
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0 = B — = o SR B—r :
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Ponto otimo local

O, | Ponto étimo local b) a,

Figura 2.21 — Espago de solugdes do problema da treliga de 3 barras a) para a=2 b) para a=4.

Fonte: Elaborado pelo autor

2.3 Otimizac&o Topoldgica

Conforme apresentado anteriormente, a otimizacao topologica ¢ um tipo de
algoritmo de otimizag¢do estrutural e nesta secdo serd feita uma introdugcdo ao método
mostrando sua formulag¢do, problemas numéricos e caracteristicas quando aplicado em

problemas com restri¢des de tensao.

2.3.1 Introducao

A configura¢do ou leiaute de uma estrutura inclui informagdes da topologia,
forma e tamanho. A topologia consiste na localizacdo, quantidade, forma e conectividade dos
furos internos em um dominio de um soélido. A otimizacdo topoldgica, também chamada de
otimizagdo de forma generalizada, consiste em se achar a configuracdo 6tima do material de
uma estrutura dentro de uma regido especifica, pela introducdo de furos em um dominio
projeto inicialmente definido (BENDSOE e SIGMUND, 2003). Para um problema de
otimizacdo topoldgica em otimizagao estrutural, exemplos de quantidades conhecidas sao os
carregamentos aplicados, as condi¢des de apoio, o volume da estrutura a ser projetada e
algumas restri¢cdes adicionais de projeto tal como a drea onde ndo ¢ permitida a retirada de

material.
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A otimizacdo da topologia de estruturas tem um grande impacto em seu
desempenho, e a ultima década tem visto uma grande quantidade de trabalhos na area de
otimizacdo estrutural, principalmente na industria aeroespacial e automotiva. Programas
comerciais estdo disponiveis e o método de otimizagdo topologica ¢ uma tecnologia padrao
em muitas aplicagdes de problemas estruturais e ndo-estruturais (BENDSOE e SIGMUND,
2003). Segundo Kim, Querin e Steven (2002), a otimizagdo topoldgica tem a vantagem de
poder ser usada no estagio conceitual de um projeto, ndo dependendo de uma estrutura inicial
definida, sendo capaz de alterar a topologia, tamanho e forma.

O método de otimizagdo topoldgica para o projeto de estruturas foi introduzido
como ferramenta computacional em Bendsge e Kikuchi (1988) com o método da
homogenizagao aplicado na solucao de problemas de minimiza¢do do compliance.

Segundo Kim, Querin e Steven (2002), na mecanica estrutural, a homogenizagao ¢
empregada para calcular as propriedades efetivas de um material na presenca de vazios locais.
Isto permite a homogenizagdo em um nivel macro de um sistema heterogéneo em nivel
micro. Aplicando este conceito na otimizagdo topologica, pode-se determinar por exemplo a
microestrutura 6tima de uma estrutura feita de material composito, tornando seus parametros
locais como variaveis de projeto tais como a dimensdo da area vazia e a orientagdo de uma
célula do composito. Entdo, a partir destes pardmetros, propriedades efetivas do material sao
calculadas a partir do método da homogenizacdo. Na Figura 2.22 sdo mostrados alguns
elementos ou células com vazios as quais sdo utilizadas para representar a microestrutura de

um material composito.
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Figura 2.22 — Uma estrutura com microestrutura representando composito.

Fonte: Adaptado de BENDSOE e KIKUCHI, 1988

Para Sigmund (2001), a aproximagdo do problema de otimizagdo topoldgica
baseada na homogenizacdo tem a desvantagem de que a determinacdo de estruturas
microscopicas 6timas e suas orientacoes ¢ dificil e as vezes sem solugdo. Também pode nao
ser possivel construir as estruturas resultantes. Em contrapartida, segundo Rozvany (2001) as
solucdes obtidas podem ser usadas como o limite absoluto de economia de material para um
problema de projeto dado, fornecendo uma base de referéncia para projetos obtidos factiveis.

O problema de projeto topologico pode ser langado como um problema de achar a
distribuicao 6tima da quantidade de material em um dominio fixo e foi implementado através
do método dos elementos finitos (BENDSOE e¢ SIGMUND, 2003). Varias técnicas de
otimizagdo foram usadas para solugdo do problema tais como o critério de optimalidade,
programacao linear sequencial (PLS), algoritmos genéticos, métodos das assintotas moéveis
(MMA), etc. Para referéncia aos varios métodos ja empregados para solugdo do problema de
otimizagdo topoldgica ver Svanberg (1987), Rozvany (2001), Eschenauer e Olhoff (2001) e
Kim, Querin e Steven (2002) e Sigmund e Maute (2013).

2.3.2 Formulacao geral do problema de Otimizagao Topologica
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Para explicar a montagem do problema de otimizagdo topoldgica para uma
. . 2 .«
estrutura qualquer, considera-se um corpo ocupando um dominio Q em R” estando sujeito a

forcas de superficie f e condigdes de contorno, conforme é mostrado na Figura 2.23.

.,.
.""'-f/
.

[CIDominio estendido
Q Bl Dominio desconhecido Qg
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Y

Figura 2.23 — Defini¢do do dominio do problema de otimizagao topoldgica

Fonte: SILVA, (2003b)

Na Figura 2.23 ¢ ilustrado o conceito de dominio do problema de otimizagdo
topologica. Inicialmente ¢ gerado um dominio fixo Q) (estendido) de geometria simples o qual
corresponde a totalidade do dominio com volume V. O dominio Q, corresponde a regido onde
ficard a distribui¢do 6tima de material. Segundo Bendsge e Sigmund (2003) o problema de
projeto 6timo pode ser definido como o problema de achar o melhor tensor constitutivo D
para um material isotropico, sem alterar a caracteristica reoldgica do material, determinando
assim o subconjunto ;. A formulacdo geral para o problema de otimizacdo topologica ¢

mostrada no Problema (2.57).

Minimizar f(e(2))
Sujeito a Volume(Qy) <V (2.57)
1 sezey

D =0(z) D?, 0(2) 2{0 seze 0\ Qy

onde f(0(z)) é uma fun¢do qualquer, Volume(Q,) = fn 0(2)dQ corresponde ao volume

atual, V ¢ o volume total permitido para o subconjunto Q,, D° representa o tensor constitutivo
de um material elastico isotrépico a partir do qual a estrutura sera construida, D representa o
tensor constitutivo da estrutura obtida ¢ @(z) a fra¢do de volume em cada ponto z do material.

Este problema ¢ do tipo discreto (um problema 0-1) e consiste em se determinar em quais



63

pontos do dominio ( haverd material e quais pontos estardo vazios dependendo da fungdo
objetivo e restrigdes impostas.

Segundo Rozvany (2001) a subclasse de problemas mais simples em otimizacao
topoldgica ¢ a distribui¢do 6tima de um material isotrépico que pode assumir a forma de um
solido ou vazio. Este tipo de problema, de varidveis discretas (0-1), envolve 2V solucdes
possiveis, onde N ¢ o nimero de elementos finitos se o problema for discretizado. Métodos
para tratar o problema desta forma nao serdo tratados neste trabalho devido ao grande nimero
de restri¢des no problema.

A aproximagdo mais comumente usada para resolver o Problema (2.57) ¢
substituir as varidveis inteiras por varidveis continuas pela modifica¢do do tensor constitutivo
do material de modo que este dependa continuamente de uma fun¢do a qual ¢ interpretada
como densidade do material ou funcdo de densidade artificial, a qual passa a ser a variavel de
projeto (BENDSOE e SIGMUND, 2003). Esta aproximac¢do permite que o material possa
assumir valores intermediarios de densidade promovendo a relaxacdo do problema e permite
o uso de algoritmos de solu¢do que utilizam gradiente. O valor da propriedade efetiva do
material D em cada ponto do dominio ¢ entdo definido em fun¢do da densidade do material

p(z) conforme ¢ mostrado no Problema (2.58):

Minimizar  f(p)
Sujeito a Volume(Qy) <V (2.58)
D=p()D% 0<p(z) <1

Devido ao fato dos problemas de otimizagdo topoldgica serem do ponto de vista
computacional de larga escala, as primeiras formula¢des empregadas para o problema foram
escritas em termos de funcdo objetivo e restricdes simples, tais como a maximizacdo da
rigidez global (compliance) sujeita a uma restri¢ado de volume por exemplo. O compliance ¢
definido como um trabalho realizado por uma forca ou equivalentemente como a energia
elastica armazenada (GOURNAY, ALLAIRE e JOUVE, 2008). Este tipo de problema ¢
geralmente resolvido pela discretizagdo do dominio do projeto em elementos finitos e fazendo
a densidade artificial do material em cada elemento ser uma variavel de projeto conforme ¢

mostrado no Problema (2.59):
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Minimizar c(p) = F'U
sujeito a K(p)U=F
vV
®) ;. (2.59)
Vo
0< Pmin = Pj =1
(=12 ..,N}

onde c¢ representa o compliance, U e F sdo os deslocamentos e forgas globais,
respectivamente, K é a matriz de rigidez global, V(p) = Z?Llpjl/} e V, sdo o volume de

material e o volume do dominio estendido de projeto respectivamente, f € a fracdo de volume
permitida para o projeto, p € o vetor com as densidades de todos os elementos, p,,i, € um
limite minimo para o valor da densidade (para evitar a singularidade), N ¢ o numero de
elementos usado para discretizar o dominio de projeto. Esta formulagdo tem a desvantagem de
apresentar os resultados com elementos de densidade intermediéria.

Na figura 2.24 ¢ representado um procedimento tipico de aplicacdo da otimizagao
topoldgica para um dominio inicial estendido, onde sdo mostradas as etapas para se obter um
projeto estrutural a partir do método dos elementos finitos para um problema de maximizar a
rigidez global com uma restricdo de quantidade de material. Este procedimento pode ser
aplicado em problemas de otimizag¢do estrutural continuos para vdarios tipos de funcao

objetivo e restrigoes.

Dominio Inicial Dominio Discretizado Topologia obtida

Fabricagdo

Verificacao Interpretacao

Figura 2.24 — Procedimento tipico de projeto estrutural por otimizacao topologica

Fonte: SILVA, (2003b)
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2.3.3 Solid Isotropic Microstrucutre with Penalization (SIMP)

Valores intermedidrios de densidade entre 0 e 1 em uma estrutura podem ser
construidos fisicamente como um compoésito com poros ou podem ser um parametro de
interpolagdo usado para facilitar a solugdo do problema. Uma alternativa ao método da
homogeniza¢do que gera projetos que podem ser manufaturados utilizando um material linear
1sotropico € o SIMP (Solid Isotropic Microstrucutre with. Penalization) (BENDSOE, 1989).

O SIMP ¢ uma aproximagao do modelo de material para a solu¢ao do problema de
otimizagdo que penaliza as densidades intermediarias a fim de eliminé-las da estrutura final
obtida. O termo foi sugerido por Rozvany, Zhou e Birker (1992) e também ¢é chamado
alternativamente de método da aproximacgao direta ou método da densidade artificial. Seu uso
pode ser justificado pela sua simplicidade, por ser aplicavel para qualquer combinacdo de
restricdes de projeto e por gerar formas com um menor custo de fabricagcdo e do material para
as formas obtidas em relagdo a outros métodos (ROZVANY, 2001).

Para o SIMP, as propriedades do material sdo assumidas constantes dentro de
cada elemento finito usado para discretizar o dominio do modelo e as varidveis de projeto sdo
as densidades “artificiais” relativas do elemento. As propriedades efetivas sdo modeladas
como relativas & densidade do material elevado a uma poténcia vezes a propriedade do
material solido. Na Equagdo (2.60) ¢ mostrada a parametrizacdo do tensor constitutivo do

material com o fator de penalizagdo aplicado na densidade do material.

D(p) = p" D° (2.60)

onde D° representa o tensor constitutivo do material que ¢ caracterizado pelo modulo de
elasticidade do material E e pelo coeficiente de Poisson v, 7 € um fator de penalizagdo e p a
densidade no elemento. Caso p = 0 entdio D(0) = 0 e caso p = 1 entdo D(1) = D° | 0 que
indica que um projeto final constituido apenas de densidades iguais a 0 e 1 tém um modelo
fisico representado por um material linear isotropico.

Segundo Rozvany (2001), a penalizagdo ird efetivamente suprimir valores de
densidade intermediarias, porém se o problema for convexo, 0 mesmo se tornarad nao convexo
e portanto o minimo global ndo pode ser garantido. Estes resultados podem ser melhorados se
nas primeiras iteragcdes do algoritmo de solug¢do for adotado um valor de 7 = 1 e entdo ir

aumentando o valor de 1 gradualmente. O ganho deste método consiste em uma estrutura
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final consistindo apenas de valores de densidade de 0 ou 1, ou seja, solido e vazio. O
resultado obtido é uma aproximacdo do resultado do problema discreto original antes da
relaxacdo, o qual ¢ o problema original de otimizagdo topoldgica mostrado no problema
(2.57).

Mesmo com o uso do SIMP, alguns valores de densidade intermediaria podem
aparecer nos resultados. Segundo Bendsee e Sigmund (1999) estes valores de densidade
podem ser construidos fisicamente a partir de um composito constituido de um vazio € um
dado material com densidade intermediaria p se este material deve satisfazer as seguintes

condi¢gdes mostradas na Inequagdo (2.61) para estruturas bidimensionais:

2 4
anax{l_V,l_l_v} (2.61)

onde 1 é um fator de penalizagdo e v o coeficiente de Poisson. Para um valor de v = 1/3, por
exemplo, o valor de ) correspondente obtido da Inequagdo (2.61)én = 3.

Na Figura 2.25 ¢ mostrada a curva representando a parametrizacdo do médulo de
Elasticidade E pelo SIMP com 1 =3 ¢ a geometria basica de uma célula de um meio
periddico que representa um material compdsito correspondendo ao mddulo de Elasticidade

parametrizadoe v = 1/3.

1.0

o o ©
e [=7] co

Moédulo de Elasticidade, E
¥

0 02 04 06 0.8 10
Densidade, p
Figura 2.25 — Microestrutura de material compdsito representando as propriedades de material do SIMP para

uma coeficiente de Poisson v=1/3.

Fonte: Adaptado de BENDSOE e SIGMUND, 1999
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Independente do valor do coeficiente de Poisson usado para o material, varios
trabalhos adotaram o valor de 1 igual a trés (3) para a penalizacdo e buscaram resultados de
estruturas apenas com valores de densidade 0 e 1. Como referéncia ver Duysinx e Sigmund
(1998), Duysinx e Bendsee (1998), Duysinx (1999), Bruggi e Venini (2008), Bruggi (2008),
Le et al. (2010) e Holmberg, Torstenfelt e Klarbring (2013). Neste trabalho também serd
adotado o valor de 7 igual a trés (3).

A aproximagdo do problema com o SIMP permite o uso de métodos de solucao
baseados na programagao matematica. Segundo Sigmund (2001), varios artigos resolveram o
problema de otimizagao topologica como um problema de varidveis inteiras, entretanto, estes
métodos podem se tornar mais complicados a medida que se aumenta a complexidade da
funcdo objetivo e das restricdes. Em contrapartida, algoritmos de programacdo matematica

sao simples de se implementar e computacionalmente eficientes.

2.3.4 Problemas numéricos

A modificac¢ao do problema original de otimizagao topolédgica fazendo a relaxagao
e a penalizagdo da varidvel de projeto e a discretizagdo pelo método dos elementos finitos
faz surgir alguns problemas numéricos nos resultados obtidos. Esta se¢do trata dos principais

problemas e os métodos mais comuns aplicados para solugao.

2.3.4.1 Instabilidade de tabuleiro

O problema da instabilidade do tabuleiro ¢ definido como um padrao periddico de
valores altos e baixos de densidade p formando uma faixa parecida com um tabuleiro devido
a instabilidade numérica (DiAZ e SIGMUND, 1995; SIGMUND e PETERSSON, 1998). Na
Figura 2.26 ¢ mostrada uma estrutura onde foram obtidas faixas com este padrao na solucdo

de um problema de maximizar a rigidez global com restricdo da quantidade de material.
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Figura 2.26 — Exemplo de resultado com instabilidade de tabuleiro.

Fonte: Elaborado pelo autor

Para explicar o problema da instabilidade de tabuleiro, Diaz e Sigmund (1995)
compararam a rigidez de faixas de elementos bidimensionais lineares de 4 nos e elementos
biquadraticos de 9 nds em uma distribuicdo homogénea com uma distribui¢do na forma de
tabuleiro para um problema de maximizar a rigidez global de uma estrutura continua. Os
autores concluiram que quando elementos bidimensionais lineares de 4 nds sdo usados, uma
alta rigidez artificial € introduzida levando a formagao do efeito do tabuleiro.

Segundo Sant'ana e Fonseca (2002) este fenomeno ¢ causado pela estimativa
incorreta da energia de deformacdo pela malha em elementos finitos. Entdo, o resultado
encontrado para o problema ¢ realmente a solu¢do minima para o problema de elementos
finitos, porém nao para o problema continuo.

Como forma de minimizar este problema, alguns autores usaram outros tipos de
elementos finitos com funcdes de forma diferentes ou com ordem mais elevada. Para
referéncia de algumas aplicacdes ver trabalhos de Duysinx e Bendsee (1998), Sant'ana (2002),
Silva (2012) e Ahmed (2013). Para Sigmund e Petersson (1998), um dos problemas de se usar
elementos de ordem mais elevada consiste no aumento excessivo do tempo computacional e
com o método SIMP o uso de valores elevados do fator de penalizagdo p pode levar ao
aparecimento do padrdo de tabuleiro. Outras formas de solu¢do do problema foram sugeridas

€ as mais comuns serao explicadas posteriormente.

2.3.4.2 Dependéncia da malha

A dependéncia da malha consiste na alteracdo dos resultados do problema quando
a malha do modelo ¢ refinada mantendo o mesmo dominio estendido e condi¢des de contorno.
O problema de dependéncia do tamanho da malha ¢ ilustrado na Figura 2.27 onde ¢ mostrada
a topologia 6tima para um problema de uma viga em balango discretizada com 1200 e com
4800 elementos. Nota-se que com o refino da malha resultou em uma estrutura diferente e

mais detalhada.
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Figura 2.27 — Viga em balango. a) Solugdo para uma discretizagdo com 1200 elementos, b) solu¢do com uma
discretizacdo de 4800 elementos.

Fonte: Elaborado pelo autor

Segundo Diaz e Sigmund (1995) o problema da malha pode ser dividido em duas
categorias: a) Estruturas cada vez mais esbeltas sdo obtidas ao se refinar o tamanho do
elemento da malha, indicando a inexisténcia da solugdo, e b) Problemas com varios pontos de
otimo iguais indicando ndo unicidade da solugao.

Dependendo da fungao objetivo adotada, o Problema (2.58) apresenta um espaco
de possiveis solucdes aberto e a discretizacdo pelo método dos elementos finitos torna o
problema dependente do tamanho da malha. Entdo, quanto mais refinada for a malha para
discretizar a estrutura, menor sera o valor da funcao objetivo porque estruturas mais esbeltas e

com maiores detalhes poderao ser criadas.

2.3.4.3 Minimos locais

A caracteristica de se obter diferentes solu¢des para o0 mesmo problema, quando
se escolhe diferentes pardmetros para o algoritmo, ¢ denominada de problema do minimo
local (SIGMUND e PETERSSON, 1998). As fung¢des envolvidas no problema de otimizagao
topologica sdo geralmente sdo ndo-convexas, podendo dessa forma possuir inimeros minimos
locais. Os minimos locais nao podem ser negligenciados em detrimento do minimo global
porque representam solugdes as quais respeitam as restricdes do problema oferecendo uma
variedade de alternativas para o engenheiro de projeto (KIM, QUERIN e STEVEN, 2002).

Para problemas ndo-convexos, o algoritmo de programacdo matematica pode
convergir para um ponto de minimo local. Pequenas variagdes em parametros do algoritmo
de solugdo, no dominio estendido do projeto e no ponto de inicio de solu¢cdo podem mudar o

resultado. O problema de maximizar a rigidez global de uma estrutura com restricdo de



70

quantidade de material, por exemplo, tém funcdes convexas, porém a adicdo do fator de
penalizagdo pelo método SIMP torna o problema nao-convexo. Na Figura 2.27 ¢ ilustrado o
efeito de se mudar o valor da densidade inicial p para solu¢dao devido a aplicagdo do SIMP e

nota-se que foi obtida uma estrutura com detalhes diferentes.

Figura 2.28 — Viga em balango discretizada com 1200 elementos. a) Solug¢do obtida com um ponto de inicio de
p=0,5, b) solugdo com obtida com um ponto de inicio de p=1,0.

Fonte: Elaborado pelo autor

Um procedimento sugerido para minimizar o efeito do problema dos minimos
locais em algoritmos de otimizacdo que utilizam valores de gradiente da fungdo objetivo e
restrigdes ¢ o método da continuagdo (SIGMUND e PETERSSON, 1998) . Aplicado no
método SIMP, o método da continuacdo consiste em se ir aumentando gradualmente o valor
do fator de penalizacdo de n = 1 no inicio da solu¢do do problema até o valor escolhido para
a penalizacdo final do problema, melhorando assim os resultados obtidos, mas nao garantindo

que seja encontrado o minimo global.

2.3.4.4 M¢étodos de restri¢ao

Para garantir a existéncia de solugdes para o problema de otimizagao topoldgica
discretizado pelo método dos elementos finitos, evitando a formagdo do efeito do tabuleiro e
resultados dependentes do tamanho da malha, algum tipo de restrigdo ou modificacdo na
formulacdo do problema deve ser feita para tornar o conjunto de solugdes compacto
(SIGMUND e PETERSSON, 1998). Segundo Sigmund (2001), para garantir a existéncia da
solugdo da aproximacao pelo SIMP, o problema de otimizagao topologica deve ser combinado

com uma restri¢do no perimetro da estrutura, uma restricdo no gradiente ou uma técnica de
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filtragem e as mesmas técnicas usadas para evitar o problema da instabilidade de tabuleiro
podem ser usada para controlar a dependéncia da malha.

Existem varios métodos de restricdo aplicados ao problema de otimizacao
topoldgica para resolver o problema de instabilidade de tabuleiro e dependéncia do tamanho
da malha. Para uma revisdo completa sobre o tema e trabalhos especificos ver Sigmund e
Petersson (1998), Zhou, Shyy e Thomas (2001), Bendsee e Sigmund (2003), Cardoso e
Fonseca, (2003) e Pedersen et al. (2006).

Segundo Sigmund (2007), a categoria dos métodos de restri¢do do problema mais
utilizados ¢ a dos filtros baseados em densidade e no gradiente. Estes métodos sdao heuristicos
e serdo apresentados os dois casos mais comuns aplicados em problemas de otimizagdo
topoldgica.

O filtro de densidade, introduzido por Bruns e Tortorelli (2001), consiste na
alteracdo da densidade de um elemento a partir da média da densidade deste elemento com

seus vizinhos. Esta nova densidade chamada de densidade fisica p, ¢ calcula a partir de:

~ Zjeﬂe pjwj

= 2.62
e ZjEQe W] ( )

onde (), ¢ o conjunto de indices de varidveis de projeto relacionadas aos centroides dos
elementos dentro de um filtro de raio R, medido a partir do centro do centroide do elemento

e, como visualizado na Figura 2.29. O fator de peso w; ¢ definido por uma fungdo com a
forma de cone, i. €. 0 peso € decrescido linearmente com 7, a qual € a distancia entre os
centroides dos elementos j relacionados com e. Na Equagdo (2.63) ¢ mostrado o calculo do

valor do fator de peso w;:

w; = ' (2.63)
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Figura 2.29 — Elementos participando na filtragem da densidade do elemento.

Fonte: Adaptado de PEDERSEN et al., 2006

O filtro de sensibilidade introduzido por Sigmund (1997) altera o gradiente usado
em cada iteracdo pelo algoritmo de solucdo pela modificacdo da sensibilidade de cada
elemento da estrutura baseado no peso médio das sensibilidades dos elementos em uma
vizinhan¢a determinada por um raio. A formulagdo deste filtro ¢ mostrada na Equagao (2.64)

como.:

— of
af Lo (p % apj> (2.64)
e pejea,(w))

onde df/dp, ¢ a sensibilidade da fungdo objetivo alterada pelo filtro de sensibilidade. O
calculo do fator de peso w; e a determinagdo dos elementos que irdo ser considerados no
calculo da nova sensibilidade de um elemento seguem o mesmo procedimento do filtro de
densidade.

Devido a vantagem do filtro de sensibilidade ndo adicionar restri¢gdes extras ao

problema e de ser de facil implementacdo, este filtro foi adotado neste trabalho.
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2.3.5 Restri¢des de tensao

Restrigdes de tensdo no projeto de uma estrutura sao obrigatérias para propositos
de engenharia e vem sendo estudas desde o inicio da otimizacdo topoldgica. Como referéncia
a trabalhos onde foram resolvidos problemas de otimizagdo topoldgica com restricdes de
tensdo em estruturas continuas, ver Duysinx e Sigmund (1998), Duysinx ¢ Bendsee (1998),
Duysinx (1999), Pereira, Fancello e Barcellos (2004), Guilherme e Fonseca (2007), Bruggi e
Venini (2008), Bruggi (2008) e Holmberg, Torstenfelt e Klarbring (2013).

Uma restricao de tensdo para um problema de otimizacdo topologica de estruturas
continuas discretizado pelo método dos elementos finitos pode ser escrita como mostra a

Inequacao (2.65):

O}‘SO’[
{(j=12..,N)

(2.65)
onde oj € a tensdo no elemento j obtida a partir da Equagdo 2.35 € g; € a tensdo admissivel.

Como o problema de otimizagdo topoldgica passou a ter variaveis de projeto
continuas, ¢ necessario representar corretamente as tensdes para elementos com densidade
intermediaria que represente adequadamente o comportamento da tensdo na microestrutura.
Se o problema ¢ tratado apenas com os valores inteiros 0-1, a restricdo de tensdo ¢ bem
definida.

Para representar corretamente a tensdo local em elementos de densidade
intermediaria, Duysinx e Bendsge (1998) desenvolvem um critério para a restricdo de tensao
do elemento em materiais compoésitos o qual representa o comportamento fisico dos
elementos com densidade intermedidria. Um material poroso suporta menos tensiao e este
efeito deve ser considerado para se determinar a falha do material. Entdo os autores

assumiram que a tensdo no elemento ¢ dada a partir de:

o’

J_pq

=2 (2.66)

em que 0']’7 ¢ a tensdo corrigida no elemento e g ¢ uma constante que deve ser escolhida com o
mesmo valor do fator de penalizagdo 7 aplicado no SIMP. A tensdo o7} ¢ substituida pela o

na Inequacdo (2.65), fazendo com que a tensdo no elemento seja penalizada para valores de
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densidade intermedidrios e permaneca finita quando a densidade do elemento for proxima de
ZEero.

A maioria dos trabalhos de otimizagao topologica com restrigdes de tensao em
estruturas continuas foi resolvido utilizando o critério de falha da energia de distor¢ao (von
Mises) para o célculo da tensdo no elemento finito. O primeiro trabalho a tratar de outros
critérios de falha foi elaborado por Duysinx (1999), o qual considera os critérios de falha de
Raghava e de Ishaia para restricdo nas tensoes. Estes critérios incluem os efeitos da pressdo
hidrostatica e valores limites diferentes para resisténcia a tragdo e compressao.

Jeong et al. (2012) desenvolveram uma metodologia para utilizar os critérios de
Tresca ¢ de Coulomb-Mohr. Como as férmulagdes que repersentam estes critérios ndo tem
derivada definida em alguns pontos com relagdo as variaveis de projeto, Jeong et al. (2012)
aproximaram as regides com quinas com por fun¢des que substituem os operados de méximo
€ minimo, e o operador logico if .

O critério de Drucker-Prager, o qual possui caracteristicas similares ao critério de
Pae (1977) para o polipropileno, utilizado neste trabalho, foi implementado em trabalhos de
otimizacgdo topologica com restri¢des de tensdo por Luo e Kang (2012), Bruggi e Duysinx
(2012) e Bruggi e Taliercio (2013). Porém ndo foram usadas propriedades mecénicas de
materiais extraidas de ensaios fisicos.

A aplicagdo da restrigdao de tensdo requer que alguns problemas sejam resolvidos,
dentre os principais pode-se citar o comportamento nao linear da tensdao, o fendmeno da
singularidade e a restri¢ao ser local (LE et al., 2009).

O comportamento nao linear da tensdo consiste na variacdo nao linear da tensdo
quando ha mudanga da densidade dos elementos em regides vizinhas. Este fenomeno ¢
agravado em regides com concentragao de tensdo, tais como quinas. A restricdo de tensdo
pelo fato de ndo ser convexa também causa o problema da presenga de minimos locais que
tornam o problema dependente do ponto de inicio do algoritmo de solugdo (LE et al., 2009).
Segundo Yang e Chen (1996), devido a restricdo de tensao ser altamente nao linear, o controle
dos limites moveis das varidveis de projeto € essencial para convergéncia do processo de
otimizacao.

O problema da singularidade e da restrigdo de tensdo ser local serd visto em

maior detalhes nas sessdes seguintes.
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2.3.5.1 Problema da singularidade

Para problemas estruturais estaticos de otimizagao topoldgica, a matriz de rigidez
global da estrutura se torna singular quando a 4rea ou densidade de um elemento se torna
nula e alguns nds da estrutura ndo se conectam a outros ndés. Além disto, a tensdo em um
elemento que ndo existe ndo pode ser considerada e isto gera uma descontinuidade. Este
problema pode ser evitado se os elementos de baixa densidade e os nds que ndo se conectam a
outros nds forem removidos da estrutura quando a densidade atingir um determinado valor
minimo. Entretanto, o elemento removido pode ser parte da estrutura 6tima e ¢ dificil
adicionar o elemento removido para a estrutura novamente (CHENG, 1995). Para resolver o
problema da singularidade da matriz de rigidez, ¢ adotado um limite minimo pequeno para o
valor da densidade ou é4rea e quando o algoritmo atinge a convergéncia, os elementos que
tiverem atingido o valor minimo estabelecido sdo eliminados da estrutura.

Porém, ao se adotar uma restrigdo de tensdo nos elementos da estrutura, ocorre
um fendomeno chamado de “singularidade” das restricoes de tensdo (KIRSCH, 1990). A
restricdo de tensdo apresenta uma descontinuidade quando a densidade ou a area de um
elemento se aproxima de zero, fazendo com que a tensdo tenda ao infinito e a restricdo de
tensdo seja violada. Segundo Duysinx e Bendsge (1998), o fenomeno da singularidade devido
as restricdes de tensdo consiste na existéncia de um espago de solugdo “degenerado” de
menor dimensao onde se localiza o ponto de 6timo singular do problema e os algoritmos de
solucdo baseados nas condigdes KKT sdo incapazes de alcangar este ponto convergindo para
pontos 6timos locais.

O estudo da singularidade devido a restricao de tensao foi inicialmente realizado
no estudo de trelicas. Para referéncia ao tema com aplicacao em trelicas ver Sved e Ginos
(1968), Kirsch (1990), Cheng e Jiang (1992), Rozvany e Birker (1994), Cheng (1995),
Hoback (1996) e Cheng e Guo (1998).

Para exemplificar o problema da singularidade na restricdo de tensdo, recorre-se
novamente ao exemplo da trelica mostrado na Figura 2.20. Neste exemplo o algoritmo de
solugdo utilizado conseguiu alcancar um ponto de minimo local, porém o ponto minimo
global do problema ¢ identificado pelo ponto G no gréfico localizado no segmento de linha

que vai do ponto G ao ponto B.



76

Espaco de solugdes factiveis para a=4
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Figura 2.30 — Dominio factivel degenerado de uma treli¢a de 3 barras.

Fonte: Elaborado pelo autor

Para resolver o problema da singularidade da restricdo de tensdo na otimizagdo de
treligas, Cheng e Guo (1997) desenvolveram um método chamado de relaxacio-e. Este
método gera uma “perturbac¢do” no problema original pela adi¢do de um parametro adicional
€ chamado de parametro de relaxagdo, o qual modifica a forma do dominio factivel para a
restricdo de tensdo. O pardmetro € cria um espaco de solucdo onde o ponto 6timo € colocado
em um regido ndo-nula e permite que algoritmos de solugdo baseados nas condi¢des KKT
achem este ponto. Na Inequacdo (2.67) ¢ mostrada a aplicagdo do método na restricdo de
tensdao em elementos de trelica, sendo que esta equacdo ¢ reformulada como uma restricao de
forca usando a metodologia proposta por Cheng (1995) para resolver o problema da

descontinuidade da tensao.

4 (ﬂ_ ) <e,  {=12 ..,N} (2.67)

onde A; € a area de cada elemento de barra, € € o pardmetro de relaxacdo, g; € a tensdo em
cada barra e g; ¢ a tensdo limite permitida.
Para ilustrar a aplicacdo do método da relaxagdo-€, o problema da treliga de 3

barras mostrado na Figura 2.20 ¢ resolvido novamente utilizando a formulagdo da Inequagdo
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(2.67). Na Figura 2.31 ¢ mostrado o grafico com o novo dominio factivel para um parametro
de relaxacdo € = 0.02. Desta forma, o dominio factivel foi alterado e o algoritmo de solugdo
encontrard o ponto P que ¢ um ponto mais proximo do ponto 6timo global G mostrado na
Figura 2.30. Cheng e Guo (1997) provaram que o problema convergira para o resultado do
problema original quando ¢ tende a zero, entdo basta que o valor de ¢ seja diminuido a

medida que o problema seja resolvido para que o ponto P fique mais préximo do ponto G.

Espaco de soluces factiveis para a=4

08
]
07 .
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05.—A -
04 r 7
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83
02 T
.f--»_gz.
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Ponto 6timo

Figura 2.31 — Dominio factivel degenerado de uma treli¢a de 3 barras com parametro de relaxagdo ¢=0.02

Fonte: Elaborado pelo autor

A aplicagdo pela primeira vez da técnica da relaxagcdo-& em problemas continuos
foi realizada por Duysinx e Bendsge (1998). Baseado no método proposto por Cheng e Guo

(1997), os autores propuseram a seguinte restricdo de tensao:

g™
pJ-(’q —1)33, {i=12..,N} (2.68)

ij'l

Pmin S.Dj <1
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onde ¢ ¢ o parametro de relaxacdo e ajVM ¢ a tensdo de von Mises calculada no elemento. O

parametro de relaxagdo € tem o efeito de aumentar a tensdo limite permitida no elemento para
valores baixos de densidade p;.

Segundo Duysinx e Sigmund (1998), o método de relaxagdo proposto por Cheng e
Guo (1997) ndo ¢ satisfatorio para problemas de otimizacdo topoldgica continuos porque a
influéncia da perturbagdo desaparece apenas quando a variavel de projeto p; — co. Entdo os
autores propuseram uma formulagdo na qual o efeito da perturbagdo desaparece para p; = 1.
A aplicagdo da técnica de relaxacao elaborada por Duysinx e Sigmund (1998) na restricao de

tensao do elemento utilizada neste trabalho ¢ mostrada na Inequacao (2.69) como:

VM
O'j & .
q——l——+€S0, {i=12,..,N} (2.69)
Pj o Pj

Pmin S.Dj <1

onde ¢ ¢ o parametro de relaxa¢do o qual ¢ obtido a partir de € = W Caso o valor da
densidade do elemento seja p; = 1, a restrigdo de tensdo relaxada sera equivalente a restri¢ao
original. Quanto maior o valor de € ¢ menor for o valor de p;, maior sera o efeito da
relaxacao.

Outros métodos para tratar topologias “singulares” sdo as fungdes de contorno
suave propostas por Rozvany (1996) e a técnica gp proposta por Bruggi (2008), as quais

apresentam resultados similares.
2.3.5.2 Problema da restricao local

O fato da tensdo ser uma restricao local, leva a um grande nimero de restrigdes
para o problema ¢ esta quantidade de restricdes de tensao dependera do numero de elementos
finitos usados para discretizar a forma da estrutura, afetando diretamente o tempo de solugao
do problema. Uma aproximag¢ao conhecida para este problema ¢ utilizar uma restri¢do global
a qual integra todas as restri¢cdes locais tornando o problema mais simples e mais rapido de se
resolver (HAFTKA e GURDAL, 1992).

A maneira mais simples de representar a tensdo em cada elemento como uma
restricdo de tensdo Unica maxima, € usar o operador de maximo para selecionar a tensdo

maxima nos elementos da malha, conforme mostrado na Inequagao (2.70):
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oM
2 _1< 2.70
TN\ T | = (2.70)

onde ajVM ¢ a tens@o Von Mises calculada no elemento e g; € a tensdo limite permitida.
Entretanto, o operador de méaximo nao ¢ diferenciavel. De acordo com Qiu e Li

(2010), duas aproximagdes sdo normalmente usadas para uma aproximagdo global de

restri¢des locais, que sdo a norma-p e as fungdes Kresselmeier-Steinhauaser (KS).

Na Inequagao (2.71) € mostrada a formulacao da norma-p.

l/p

N
D@)| =0 @
j=1

onde p € um pardmetro de agregagdo para penalizar a violagdo das restrigdes locais ¢ g; €
uma funcdo que representa a restricdo de tensdo em um elemento finito representada pela
Inequagdo (2.69).

Segundo estudo realizado por Duysinx e Sigmund (1998) utilizando a norma-p,
embora o uso de uma restricdo integrada para a tensdo leve a uma reducdo de tempo
computacional de uma a duas ordens de magnitude, este método pode levar a um fraco
controle dos niveis das tensdes locais e podendo levar a solugdes que sdo diferentes. Este
método depende de um valor alto de p para poder ter uma melhor aproximacdo do valor da
tensdo maxima nos elementos, porém altos valores de p tornam o processo de convergéncia
instavel podendo ocorrer oscilagdes ou até mesmo nao convergéncia (YANG e CHEN, 1996).

Neste trabalho para a formulacdo de restricdo global para tensdo foi adotada a
funcdo de Kresselmeier-Steinhauser (KS), conforme apresentado por Yang ¢ Chen (1996). Na

Inequacao (2.72) ¢ mostrada a formulagao da fungdo KS aplicada em uma restrigdo de tensao

9j-

1
ZIn zepgf <o, 2.72)

onde p € um pardmetro de agregagdo e g; € uma fung¢do que representa a restricdo de tensdo

em um elemento finito qualquer mostrada na Inequagdo 2.69. Para p — oo, a aproximacao da
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Inequagdo (2.72) tende ao valor maximo da fung@o g; .Também para a fun¢do KS ocorrem os

mesmos problemas relacionados ao uso de um valor alto para p.



3METODOLOGIA

Este capitulo apresenta a formula¢do do problema de minimizar a quantidade de
material de uma estrutura bidimensional. Sao adotadas as propriedades do material
polipropileno e os problemas sdo resolvidos considerando restri¢des de tensdo baseadas no
critério de escoamento proposto por Pae (1977) e no critério de von Mises. Também ¢
mostrada a estrutura do algoritmo utilizado para elaboragdo do programa e solucdo do

problema.

3.1 Formulacgéo do problema

Para o tratamento do problema proposto, algumas etapas foram necessarias para a
montagem do problema na forma adequada para sua solucdo e estas serdo apresentadas a
seguir. Na Figura 3.1 ¢ mostrada a discretizagdo de uma chapa com uma forca aplicada na

extremidade pelo método dos elementos finitos para explicacdo da formulag¢ao do problema.

A
Regiao
Engastada n
y ®
Né de aplicacao
da forga
X

Figura 3.1 - Viga em balanco discretizada com uma malha com 98 elementos.

Fonte: Elaborado pelo autor

O problema geral de minimizar a quantidade de material de uma estrutura
bidimensional em estado plano de tensdes sujeita a restricdes de tensdo baseadas em um
critério de falha de material é apresentado nas equagdes (3.1a-c) na forma discretizada em

clementos finitos. Para cada elemento da malha ¢ atribuida uma densidade p; a qual

determina a rigidez e volume do elemento.
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N
Minimizar V(p) = Z p;V; (3.1a)
j=1
.. (cf) P
sujeito a 9g; (p) <o, {i=12..,N} (3.1b)
0< Pmin < pj <1 (3‘10)

onde V(p) representa o volume de material, p ; € a densidade de um elemento da malha, V; €

(e

o volume de um elemento da malha, g i ¢ a funcdo que representa a restri¢ao de tensdao no

elemento sendo que sua formulagdo depende do critério de falha a ser adotado, N ¢ o nimero
de elementos usados para discretizar o dominio de projeto € p;nin € um limite minimo para o
valor da densidade (para evitar a singularidade da matriz de rigidez).

A Equagdo (3.1a) mostra a fung¢ao objetivo do problema onde se deseja minimizar
a quantidade de material variando-se a variavel de projeto p; para cada elemento. Como €
adotada uma malha homogénea com elementos finitos quadrados, o calculo de V(p)
dependera apenas dos valores de densidade p; em cada elemento.

Para o célculo das restricdes de tensdo mostrada na Inequacdo (3.1b), antes ¢
necessario resolver as equagdes de equilibrio do sistema para obter os deslocamentos nos nos
da malha. Para isto, ¢ necessario calcular a matriz de rigidez em cada elemento retangular
bilinear de 4 nos a partir da Equagao (A.4a). Como todos os elementos tem o mesmo material
e dimensdes este calculo sera executado apenas uma vez, valendo para todos os elementos.

Como material das estruturas a serem otimizadas ¢ adotado o polipropileno e para
a representacao de suas propriedades mecanicas necessarias no calculo da matriz do elemento
foi adotada a hipotese de material isotropico em regime linear elastico. As propriedades
mecanicas do polipropileno utilizado foram extraidas de Pae (1977).

O método SIMP ¢ adotado para parametrizar o tensor constitutivo do material e
foi adotado um coeficiente de penalizagdo n igual a trés (3). A Equacdo (3.2) mostra a

penalizacdo aplicada na matriz de rigidez do elemento.

ki = pjkj (3.2)
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onde k]0 corresponde a matriz de rigidez do elemento sem a penalizagdo € p; a densidade do

elemento. A matriz de rigidez global K(p) ¢ montada a partir do somatorios da matriz de

rigidez penalizada de cada elemento na dimensdo da matriz global, a partir de:

N
K(p) = ) pjK (33)
j=1

E os deslocamentos globais u(p) sdo calculados a partir da Equagéo (2.37) como:

u(p) = K(p)~'F (3.4)

onde F representa o vetor de forcas globais aplicado nos nos da malha e seu valor independe
da densidade p. Para evitar problemas de concentracdo de tensdo no ponto de aplicagdo da
forga, esta deve ser distribuida em um nimero maior de nés da malha.

Na Inequacgao (3.1c) sdao definidos os limites para a densidade em cada elemento.
O valor de p,,,;, igual a 0,01 ¢ adotado para a solugdo dos problema para evitar problemas de
singularidade da matriz de rigidez global e elementos que possuirem este valor de densidade
serdo considerados “vazios”. O limite superior de valor igual a um para a densidade do
elemento indica que este elemento ¢ um “sélido” com propriedades mecanicas iguais a do
material escolhido para a estrutura.

Com os valores de deslocamento obtidos da Equacao (3.4), o célculo das tensdes

g; ¢ realizado a partir da Equag@o (2.35) no centro de cada elemento, sendo que a penalizagio

do tensor constitutivo do material ¢é realizada pelo SIMP.
oj = p;D°Bu = p]Tou (3.5)

onde D representa o tensor constitutivo do material e é obtido da Equacio (2.11), B é a
matriz deslocamento-deformagio dada pela Equacio (A.2) e Ty = D°B.

Com o valor da tensdo no elemento, pode-se definir a férmula da restricdo de

(cf)

tensdo g; mostrada na Inequacdo (3.1b). Neste trabalho serdo desenvolvidas aplicacdes

com o objetivo de comparar o uso do critério de Pae (1977) e o critério da maxima energia de
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distor¢do ou von Mises. Entdo, as fungdes referentes a estes critérios serdo reapresentadas a

seguir:

g(VM) = ,\/3_]2— O'yt (3'6)
9P = —ay — a1y — ayI? + /], (3.7)

onde g™ ¢ a fungio que representa o critério de escoamento de von Mises, g7 ¢é a fungio
que representa o critério de escoamento proposto por Pae (1977) para o material
polipropileno, J, corresponde ao segundo invariante do tensor de tensdes deviatdrio e ¢
calculado a partir da Equagdo (2.20b), gy, € a tensdo de escoamento obtida em um ensaio de
tracdo, I; € o primeiro invariante e ¢ obtido a partir da Equacdo (2.14a) e a,, a; ¢ @, sao
constantes extraidas do material obtidas a partir de ensaios de tragdo, compressao e
cisalhamento em pressdes hidrostaticas de varias intensidades.

A Equagao (3.6) respectiva ao critério de escoamento de von Mises pode ser
obtida a partir da Equacdo (3.7) fazendo a; e a, iguais a zero. Para aplicacdo no programa, a
Equagao (3.7) deve ser escrita na forma matricial. Entdo, os invariantes I; € J, sdo reescritos

COmo.:

og; 011 + 0y + 0 o
L _(,1> S k- B L R (3.8)
Pj Pj Pj
1 ! 1 1
() =5(5) vG3) 5o s o
Pj Pj Pj

onde My = T,"VT,. A tensio o; foi corrigida para representar corretamente a tensdo em
elementos com densidades intermedidrias conforme a Equacdo (2.66). Foi assumido que o
termo de penalizagdo n ¢ igual a g, permitindo assim a simplificagdo das equagdes. As
matrizes w e V sdo introduzidas para o célculo dos invariantes de tensdo e para o estado plano

de tensodes sdo definidas a partir de:

w={1 1 o (3.10a)
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0
v=|_1 ;1 (3.10b)
2
3

A restricdo do critério de escoamento gP") proposta por Pae (1977) para o

polipropileno mostrada na Equagao (3.7) ¢ reescrita como:

1
gPP) = —ay — a,wTTou — a, (W Tou)? + /guTMou (3.11)

Devido ao problema da singularidade da restri¢do de tensdo, seguindo a técnica de
relaxagdo-¢ proposta na Inequacdo (2.69), na Equacao (3.12) ¢ adicionado um termo referente
a parcela de relagio. A fungdo de restricio de tensio g*?) em cada elemento para ser

utilizada na solugdo do problema ficard na forma:

1 1
— —a, W Tgu; — a, (wTTouj)2 + §ujTM0uj —¢; <0 (3.12a)
0

¢ =1 +pij_ e,{j=12,..,N} (3.12b)

onde € ¢ um parametro de relaxagdo, para o qual foi adotado o valor de 0,1 para todos os
problemas resolvidos, obtido a partir de € = W .

Outro problema associado ao emprego de restrigdes de tensdo esta associado ao
grande numero de restrigdes que € proporcional ao nimero de elementos da malha utilizada.
Para diminuir o tempo computacional e evitar problemas de convergéncia do algoritmo ¢
adotada uma restri¢do global que agrega todas as restrigdes locais. Utilizando a formulagdo da
fungdo de Kreisselmeier-Steinhauser (KS) mostrada na Inequagdo (2.72) a restrigdo global

de tensdo GPP) ficara da seguinte forma:

N

1 (PP)
in Ze(pgf <o (3.13)

=1
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onde p ¢ um parametro de agregacdo, tendo sido utilizado o valor de p igual a quinze (15)
para todos os problemas resolvidos.
A formulagdo final do problema ¢ mostrada na Equacdo (3.14a) e Inequagdes

(3.14b-c) para o critério proposto por Pae (1977) para o polipropileno. Para aplicar o critério

de von Mises basta fazer a; e @, iguais a zero na Inequacdo (3.12a) e calcular @y = gy, / V3.

N
Minimizar V(p) = Z p;V; (3.14a)
=1
1[N0 P
PP
sujeito a —In Z e®9i I <o (3.14b)
P |4
j=1
0 < pmin<p; <1 (3.14¢)

3.1.1 Analise de sensibilidade

Para realizar a aproximacao convexa pelo MMA sdo necessarias as derivadas com
relacio a varidavel de projeto das fungdes apresentadas nas Equagdes (3.14a-b). O
procedimento de obter estas derivadas, ou sensibilidades, ¢ chamado de andlise de
sensibilidade. Como métodos para obter as sensibilidades estdo os métodos numéricos,
analiticos e semianaliticos; como referéncia a estes métodos ver Haftka e Giirdal (1992),
Christensen e Klarbring (2009) e Choi e Kim (2005). Neste trabalho sera utilizado o método
analitico.

Para a fun¢do objetivo mostrada na Equacgdo (3.14a), a derivada ¢ obtida

facilmente como:

av(p) _ d Z?Ll p;V;

=V (3.15)

O desenvolvimento da derivada da Equacdo (3.14b) ¢ realizado em algumas
etapas. Primeiro ¢ realizada a derivada da fungdo de restri¢do de tensio g¥") mostrada na

Inequagdo (3.12a) e obtém-se a seguinte inequagao:
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agf? 1 / 1 ulMm ou 0
9 _ —a;WITy — 20, (W Tqu)) (WT'Ty) + — L0 L, _ % (3.16a)
dp;  ao V3 AT Mo dp; Op;
1 Mow,
0 €/, sel=]
0¢u _ { /o3 (3.16b)
0pj 0 sel#j

onde u; sdo os deslocamentos no elemento [, u ¢ o vetor de deslocamentos globais dos nés da
estrutura e L; ¢ uma matriz com termos 0 e 1 de localizacdo dos deslocamentos do elemento
nos deslocamentos globais a partir da qual ¢ valida a relagdo u; = L,u.

Na Equagdo (3.16a) ainda é necessario fazer o calculo da derivada do vetor
deslocamento u em relagdo a p; . Para isto, ¢ feito a derivada da equagdo de equilibrio do

sistema mostrada na Equacao (3.4) como:

ou_ s (a_F_a_Ku> (3.17)

onde K~1 ¢ a inversa da matriz de rigidez global. Como ¢ assumido que o valor do vetor de

forcas globais nos nds F independe da densidade p, o termo oF / p; ¢ igual a zero. O termo
j

0K / dp; ¢ facilmente obtido a partir da derivada da Equacdo (3.2) em relagdo a p;.

Para um célculo de sensibilidade eficiente, o método da variavel adjunta ¢
empregado porque ha um niimero maior de varidveis do que funcdes de restricdo ja que sera
usada apenas uma restricdo global para a tensdo. Para montar o problema adjunto, define-se o

vetor adjunto de pseudo-forca ¢! a partir do termo entre parénteses na Equacdo (3.16a) como:

T
( 1 ulM, \
o' = a,WITy — 2a,( W Tou))(WI'Ty) + — 75 L, (3.18)
\ Jutmo

Substituindo as Equagdes (3.17) e (3.18) na Equagdo (3.16a) obtém-se:
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99, _ _1 K,

= ——(pHK™!

u— (3.19)
ap;j Qg apj opj

Entio, o problema adjunto ¢ resolvido pela introdugio dos vetores adjuntos At

(I=1,2,...,N), os quais sdo solu¢des das equacdes:
at 22 . wi=KYe' ¢* .. o"} (3.20)

As Equacdes (3.20) podem ser resolvidas simultaneamente com a vantagem de ser
necessario calcular a inversa da matriz K apenas uma vez e seu resultado ¢ aplicado na

Equagao (3.19) como:

(PP)
99, :_i(ll)Ta_Ku_%
ap; lotn ap;j ap;j

(3.21)

Para finalizar, aplica-se a regra da cadeia na derivada da restri¢ao global de tensao

GPP) mostrada na Inequagdo (3.14b) em relagdo & variavel de projeto p;. Obtém-se:

(PP) ag(PP)
N pY; l
aG(PP) _ Zl:l{e( ) ap] }

(PP))

— (3.22)
dp; N, e(pgl

3.2 Descrigao do programa

Um dos objetivos deste trabalho ¢ o desenvolvimento de um programa de
otimizagdo topologica de estruturas continuas bidimensionais com propriedades mecénicas de
polipropileno em estado plano de tensdes, com critérios de escoamento do material como
restrigdes para o problema utilizando o software Octave. O Octave é um software open-source
(GNU OCTAVE, 2014) usado para resolver problemas lineares e ndo lineares numericamente
e geracdo de graficos, sendo particularmente projetado para célculo matricial: resolvendo
conjunto de equagdes simultidneas, autovetores e autovalores, etc. O Octave tem a vantagem
de apresentar uma vasta biblioteca de rotinas. Mais detalhes sobre o software e manual de uso
podem ser encontrados em Long (2005) e Gnu Octave (2014). Para as andlises realizadas

neste trabalho foi utilizada a versdo 3.2.4 do Octave em um computador com processador
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AMD Phenom(tm) II X4 910 2.60GHz com 4 GB de memodria RAM e com o sistema
operacional de 64 bits WINDOWS 7 Ultimate.

Para o desenvolvimento do programa de otimizagdo em Octave foram usados
como referéncia os trabalhos de Sigmund (2001), Andreassen et al. (2010) os quais
disponibilizam o cégido de programas para otimizagdo topoldgica para maximizar a rigidez
global de uma estrutura com restri¢do de quantidade de material. O algoritmo de solugdo pelo
método primal-dual de Newton foi obtido de Svanberg (1987).

Para simplificar o programa, os dominios de projeto utilizados sdo retangulares,
possibilitando a discretizacdo por elementos finitos quadrados de mesmo tamanho e desta
forma permitindo que seja necessario calcular a matriz de rigidez apenas uma vez para a

montagem da matriz de rigidez global.

3.2.1 Descricao do algoritmo desenvolvido

O algoritmo de otimizagao estrutural implementado neste trabalho consiste em um
algoritmo de busca iterativo em que a partir da estimativa inicial da solu¢do do problema,
aproximagdes convexas do problema original vao sendo resolvidas e gerados novos pontos de
solugdo, até que um determinado critério ¢ satisfeito. Este tipo de algoritmo ¢ um algoritmo de

programacao matematica e ¢ apresentado no diagrama de blocos apresentado na Figura 3.2.
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Entrada de dados

Aplicacido do filtro de
sensibilidade

Inicializacdo das variaveis

Aproximacio do problema pelo
MMA

Solucdo do problema de
elementos finitos

Solucio do problema

Montagem da funcéo objetivo e
restricdo do problema

Convergiu?

Calculo das sensibilidades

Impresséo de resultados

Figura 3.2 - Diagrama de blocos do algoritmo de otimizagdo desenvolvido.

Fonte: Elaborado pelo autor

O algoritmo ¢ iniciado a partir da entrada de dados necessarios para a montagem
do problema que sdo: nimero de elementos da malha, condi¢des de contorno e carregamento,
valor inicial para a varidvel de projeto p, propriedades do material, critério de escoamento
escolhido para restricdo de tensdo, parametro de penalizagdo e raio do filtro de densidade ou
de sensibilidade.

A inicializagdo das variaveis utilizadas para armazenar as fun¢des do problema,
matriz de rigidez global e matrizes com as sensibilidades ¢ realizada para uma pré-alocagao
de memoria a fim de acelerar o algoritmo.

O contador de iteragdes do algoritmo ¢ iniciado e para solugdo do problema de
elementos finitos ¢ feita a montagem da matriz de rigidez global a partir da matriz de rigidez
de cada elemento alterada pela densidade do elemento. Entdo o vetor de deslocamentos
globais u ¢ calculado a partir da inversa da matriz de rigidez global e forcas aplicadas nos nos

da malha. Em seguida s3o calculados os valores de tensdo no centro de cada elemento.
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As matrizes contendo os valores da funcdo objetivo e restrigdo de tensdo sdo
calculadas usando o valor da variavel de projeto inicial (atual). Também s3o calculadas as
matrizes de sensibilidade da funcdo objetivo e da funcdo de restricdo de tensdo a partir da
solucdo do problema adjunto.

A fungdo objetivo e as restri¢des de tensdo sdo aproximadas por fungdes convexas
a partir do MMA utilizando os valores das fungdes nas variaveis de projeto atuais e as
matrizes de sensibilidade. As assintotas moveis sdo calculadas a partir dos ultimos valores
obtidos para a variaveis de projeto p para o controle da convergéncia do algoritmo, sendo
que nas duas primeiras iteracdes do algoritmo seus valores serdo iguais ao valor minimo e
maximo da densidade p estabelecido para o problema.

O subproblema aproximado pelo MMA ¢ resolvido pelo método primal-dual de
Newton, o qual ¢ baseado na dualidade de Lagrange, € um novo projeto é encontrado. Apds a
solucdo, o resultado obtido para a varidvel de projeto ¢ comparado com o resultado obtido na
iteracdo anterior e se a diferenca maxima for inferior ou igual a 0,01 os resultados sdo
impressos na tela e o algoritmo € interrompido.

Se o critério de convergéncia ndo ¢ obtido, o contador de iteragdes € incrementado
e uma nova iteragao do algoritmo ¢ iniciada. Os resultados obtidos para a variavel de projeto

sao utilizados como dados para a nova iteracgao.



4 RESULTADOS

Este capitulo apresenta as hipoteses e propriedades mecanicas utilizadas na
solucao dos problemas e os resultados obtidos a partir da metodologia desenvolvida. Foram
estudados trés casos classicos de estruturas geralmente otimizadas em trabalhos na area de
otimizagdo topoldgica, todos eles submetidos & minimizagao da quantidade de material com
restricoes de tensdo baseadas nos critérios de escoamento de von Mises e do critério de
escoamento desenvolvido por Pae (1977) para polipropileno. No primeiro caso uma chapa
pequena sujeita a cisalhamento foi otimizada. No segundo caso, uma chapa quadrada fixa nas
extremidades com uma carga no centro foi otimizada. No terceiro caso, uma chapa com uma

carga na extremidade foi otimizada.

4.1 Consider acOes

Neste trabalho serdo analisadas estruturas com espessura de 1 mm, sendo aplicada
a hipotese do estado plano de tensdoes. Os dominios estendidos de projeto sdo assumidos
retangulares para simplificar a aplicagdo da malha, possibilitando a discretizagdo por
elementos finitos quadrados de mesmo tamanho e permitindo desta forma que seja necessario
calcular a matriz de rigidez apenas uma vez para a montagem da matriz de rigidez global.

O elemento finito utilizado para a discretizacdo do modelo é o elemento
retangular bilinear de estado plano de tensdes com 4 nos conforme mostrado no Apéndice A.
A dimensdo do elemento empregado € especificada de acordo com o problema de modo a nado
aumentar desnecessariamente o tempo computacional e apresentar resultados adequados de
tensdo. Para os resultados de tensdo obtidos, a tensdo € calculada no centro do elemento e é
considerado que a tensdo permanega no regime elastico linear do material.

Para cada elemento da malha ¢ atribuido um valor de densidade relativa
adimensional o qual ¢ a variavel de projeto do problema. Para os valores iniciais das variaveis
de projeto, ¢ assumido o mesmo valor de densidade para cada elemento. Nos graficos dos
resultados de densidade, elementos com valores de densidade iguais a um indicam que o
material do elemento apresenta as propriedades mecanicas do material escolhido para a

estrutura, enquanto o valor de densidade igual a 0,01 indica um espago vazio no dominio da
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estrutura. Ao serem apresentados os resultados de tensdo, os resultados dos elementos
“vazios” serdo plotados quando necessario.

Para a simula¢do, quando ndo especificado, foram utilizados os seguintes
parametros. Para o método SIMP foi utilizado um valor do fator de penalizagao 7 igual a trés
(3). A fim de evitar o problema da singularidade da restri¢do de tensdo, foi adotada a técnica
de relaxagdo-¢ com um valor de € igual a 0,01. Para a agregacdo das restricdes de tensdo
locais em um uma restri¢ao unica, foi utilizado um valor de p igual a doze (12).

Na vizinhanga do ponto de aplicagdo de forca pode ocorrer concentracdo de
tensdo, entdo, para suavizar este efeito distribui-se a carga sobre uma pequena regido da

estrutura quando necessario.

4.2 Propriedades mecanicas do polipropileno utilizado

Para as simulagdes consideradas neste trabalho foram utilizados os dados
experimentais de um polipropileno fornecidos no trabalho de Pae (1977). Na Tabela 4.1 sdo
mostrados os resultados dos limites de tensdao de escoamento para ensaios de tragdo,
compressdo e tor¢do a diferentes valores de pressdo hidrostatica (corpo de prova imerso em

um fluido a alta pressao).

Tabela 4.1 — Resultados experimentais de valores de tensao de escoamento a varias pressoes
para um polipropileno.

Tensdes de escoamento
Pressdo
. ' [MPa]
Hidrostatica - _ :
Compressao Tracdo Cisalhamento
[kbar]
Oct Oyt Tt

Atmosférica 45,5 37,2 24,1
1 74,5 61,4 40,0
2 113,8 99,3 57,2
3 134,4 117,2 73,1
4 155,1 135,1 80,7
5 175,8 160,0 87,6
6 189,6 176,5 95,1

Fonte: Adaptado de PAE, (1977)
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A partir dos dados da Tabela 4.1, Pae (1977) encontrou os coeficientes para serem

aplicados na Inequagdo (2.28), a qual é reescrita a seguir:

_ao - alll - azlf + ]2 S 0 (41)

onde ay = 23,4, a; =-0,0567 e a, = —0,000119 sdo os coeficientes ajustados por Pae
(1977) na Inequacdo (4.1) para representar os dados experimentais na Tabela 4.1. A
representacdo grafica da projecdo bidimensional destes valores na pressdo atmosférica ¢é

apresentada na Figura 4.1.

Critério de escoamento - Pae (1977)

60 -
O3z
[Mpa]
a0 |

0y
[Mpa]

Figura 4.1 - Representagdo grafica do critério de escoamento proposto por Pae (1977) para um polipropileno.

Fonte: Elaborado pelo autor

Para gerar os coeficientes da Inequagdo (4.1) a partir de dados experimentais
obtidos de ensaios de tragdo, compressdo e tor¢do de polipropileno a pressdo atmosférica,

basta usar as seguintes relagoes:

(ZO = Tt (4.23)

Oct 20t
—Te | —+ 1) +—=
t (ayt V3 (4.2b)

0ct(0cr + Uyt)

a2=
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G =—=—- O(ZO'yt (420)

Como forma de comparacao entre dos critérios de escoamento de Pae (1977) e do
critério de von Mises, € uilizada a tensdo de escoamento a tragdo o,, = 37,2 MPa a pressdo
atmosférica para o critério de von Mises.

Como nao ha informacdes a respeito do mddulo de elasticidade E e coeficiente de
Poisson v no trabalho de Pae (1977), ¢ assumido o valor de E = 1500 MPa e v = 0,3 para o

polipropileno usado conforme valores gerais estabelecidos por Maier e Calafut (1998).

4.3 Casos simulados

Nesta secdo serdo mostrados os resultados para trés casos de estruturas cléssicas e
também ¢ realizado um teste do funcionamento do algoritmo. Todos os problemas de
otimizacdo estrutural resolvidos consistem na minimiza¢cdo da quantidade de material com
restrigdes de tensdao baseadas nos critérios de escoamento de von Mises e do critério

desenvolvido por Pae (1977).

4.3.1 Teste do algoritmo

Como forma de verificar o funcionamento basico do algoritmo desenvolvido sem
parametros para corrigir problemas de instabilidade numérica, € realizada uma analise de uma
estrutura para a qual ja se conhece o projeto 6timo. A estrutura de teste analisada consiste em
uma chapa retangular de polipropileno cujas propriedades mecanicas foram fornecidas na
sessdao 4.2, com dimensdes 35 mm x 70mm x Imm e sujeita as condi¢cdes de contorno e
carregamento conforme ¢ mostrado na Figura 4.2. O dominio de projeto é discretizado
utilizando-se uma malha “grosseira” com 98 elementos finitos a qual resultou em elementos
com dimensdes de 5 mm x 5 mm. Na Tabela 4.2 sdo mostrados os parametros utilizados na
simulacdo, sendo que os valores utilizados para o problema foram definidos de forma que nao
haja penalizagdo, relaxacdo da restricdo de tensdo e influéncia do filtro de sensibilidades. O
problema foi resolvido com restri¢des de tensdo locais para o critério de von Mises e para o

critério de Pae (1977).
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Figura 4.2 - Geometria e condi¢cdes de contorno da estrutura de teste do algoritmo.

Tabela 4.2 - Parametros de simulacao da estrutura de teste do algoritmo.

densidade fator de raiodo parametrode | parametrode
Inicial penalizacéo filtro relaxacao agregacao
p=205 n=1 R=10 =0 -

Os resultados das topologias obtidas com os parametros da Tabela 4.2 sdo

apresentados na Figura 4.3 para o critério de escoamento de von Mises e para o critério de

escoamento de Pae (1977).

Topologia- von Mises

Densidade
1

0.8
0.6
04
0.2
0

Topologia— Pae (1977)

Densidade
1

08
0.6
04
0.2
0

Figura 4.3 - Topologia obtida no teste do algoritmo: a) critério de von Mises b) critério de Pae (1977).

As topologias obtidas para ambos os critérios encontraram o melhor leiaute para

suportar o carregamento aplicado de compressdo com menor quantidade de material. Neste

caso nao ocorreram mudancas nos resultados ao se alterar a densidade inicial do algoritmo

para p = 1,0. O histdrico da convergéncia da fungdo objetivo € mostrado na Figura 4.4 para

os dois critérios.
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Figura 4.4 - Convergéncia da fungdo objetivo para o critério de von Mises e o critério de Pae (1977).

Nas simulagdes executadas, os dois problemas convergiram para o critério de
parada estabelecido, sendo que o critério de Pae (1977) convergiu mais rapidamente. A
diferenga nos valores obtidos para o volume minimo para a estrutura se devem a diferenga na
formulacdo dos critérios de escoamento. Os valores de tensao obtidos com a restricdo de
tensao baseada no critério de von Mises e no critério de Pae (1977) sdo apresentados na

Figura 4.5.

Critério de von Mises Tensdo Von Mises [MPA] Critério de Pae (1977)

Tensdo Von Mises [MPA]
T2 55

N

248
18.6
12.4

6.2

0

Figura 4.5 - Tensdes von Mises a) critério de von Mises b) critério de Pae (1977).

Os resultados de tensdo de elementos com densidade minima foram eliminados
para melhor visualiza¢ao dos resultados, sendo que na peca fisica as regioes referentes a estes
elementos nao irdo existir. A distribuicao de tensdes nos elementos foram representadas em

termos de tensdes de von Mises para poder comparar os critérios. Nota-se que o critério de
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Pae (1977) permitiu uma tensdo maior na estrutura por considerar a resisténcia a compressao
do polipropileno, enquanto o critério de von Mises considera apenas a tensao de escoamento

oy = 37,2 Mpa.
4.3.2 Primeiro caso - chapa em cisalhamento

O primeiro caso a ser analisado consiste em uma chapa pequena com propriedades
mecanicas de polipropileno cujas propriedades foram fornecidas na sessio 4.2, com
dimensdes 20 mm x 80 mm x Imm. A estrutura ¢ sujeita as condi¢des de contorno e
carregamento conforme ¢ mostrado na Figura 4.6 de modo que ocorra o cisalhamento da

mesma.

80 mm

///////////////////)

20 mm

—# y

F=210 N

Figura 4.6 - Geometria e condigdes de contorno da estrutura para o primeiro caso.

O dominio de projeto ¢ discretizado utilizando uma malha com 400 elementos a
qual resultou em elementos com dimensdes de 2 mm x 2 mm. Na Tabela 4.3 s3o mostrados os
parametros utilizados na primeira simulagdo, sendo utilizado na primeira analise da estrutura
com o critério de escoamento de von Mises com um parametro de relaxacdo &€ igual a zero
para testar se ha presenca do fendmeno da singularidade para a restricdo de tensdo. Também ¢
aplicado um valor do raio do filtro R como sendo igual a um (1) para eliminar sua influéncia

e testar se ocorre a instabilidade de tabuleiro.

Tabela 4.3 — Parametros de simulac¢do do problema da chapa em cisalhamento.

densidade fator de raiodo parametrode | parametrode

Inicial penalizacéo filtro relaxacéo agregacao

p=05 n=3 R=1,0 e=0 -
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As analises para o primeiro caso sdo executadas com restri¢des de tensdo locais.
Para os parametros da Tabela 4.3, a topologia obtida para a chapa em cisalhamento com

restri¢do de tensdo com o critério de von Mises € apresentada na figura seguinte:

Densidade
1

0.8
0.6
04
0.2
0

Figura 4.7 - Topologia obtida na chapa em cisalhamento para o critério de von Mises com dados da Tabela 4.3.

A topologia obtida mostrada da Figura 4.7 obteve um volume de 33,57% do volume
da estrutura inicial em 75 iteracdes do algoritmo. Nota-se o aparecimento do fenomeno da
instabilidade de tabuleiro e alguns elementos com valores baixos de densidade que indicam a
presenca do fendomeno da singularidade da restri¢do de tensdo. O mapa de distribui¢do de
tensdes de von Mises obtidos ¢ mostrado na figura seguinte, sendo que as tensdes nos

elementos com densidade minima p,,;,, também sdo apresentadas.

Criterio de von Mises Tens#o Von Mises [MPA]

372
3
248
18.6
12.4
6.2
0

L

Figura 4.8 - Tensdes de von Mises para a chapa em cisalhamento com o critério de von Mises utilizando os

dados da Tabela 4.3.

A partir dos resultados da Figura 4.8 nota-se que varios elementos com densidade

minima tem valores de tensdo no limite da tensdo de escoamento a trag¢do o0, = 37,2 MPa

permitido para o critério de von Mises, o que € um indicativo da presenca do fendmeno da
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singularidade da restricdo de tensdo. Como todos os valores de tensdo de von Mises estdo
abaixo do limite o, nenhuma restri¢do de tensdo estd sendo violada.

Para resolver o problema da instabilidade de tabuleiro, o filtro de sensibilidade ¢
adicionado ao problema anterior, sendo que o raio do filtro ¢ um parametro adimensional que
deve ser multiplicado pelo tamanho do elemento usado para encontrar o raio de influéncia do

filtro para cada elemento . Uma nova simulagdo ¢ realizada segundo os dados da Tabela 4.4.

Tabela 4.4 — Parametros de simulac¢do do problema da chapa em cisalhamento.

densidade fator de raiodo parametrode | parametrode
Inicial penalizacéo filtro relaxacéo agregacao
p=205 n=3 R=11 e=0 -

Para os parametros da Tabela 4.4, a topologia obtida para a chapa em
cisalhamento com restri¢do de tensdo com o critério de von Mises € apresentada na figura

seguinte:

Densidadea
1

08
0.6
04
0.2
0

Figura 4.9 - Topologia obtida na chapa em cisalhamento para o critério de von Mises com dados da Tabela 4.4.

A topologia obtida mostrada na Figura 4.9 obteve um volume de 34,27% do
volume da estrutura inicial em 68 iteracdes do algoritmo. Nota-se que o fendmeno da
instabilidade de tabuleiro foi suavizado com a aplicagdo do filtro de sensibilidade, porém
ainda ha a presenca de varios elementos com densidade intermediaria.

O mapa de distribui¢do de tensdes de von Mises obtidos ¢ mostrado na figura
seguinte, sendo que as tensdes nos elementos com densidade minima p,,;, também sdo

apresentadas.
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Criterio de von Mises Tensdo Von Mises [MPA]

37.2
31

_ | 24 8
18.5
12.4
6.2
0

Figura 4.10 - Tensdes de von Mises para a chapa em cisalhamento com o critério de von Mises utilizando os

dados da Tabela 4.4.

A partir dos resultados da Figura 4.10 nota-se que vdarios elementos com
densidade intermediaria tem valores de tensao no limite da tensdao de escoamento a tragao
(0 = 37,2 MPa) permitido para o critério de von Mises, 0 que € um indicativo da presenga
do fendmeno da singularidade da restri¢do de tensdo. O algoritmo ¢ for¢ado a criar zonas com
densidades intermedidrias com a quantidade minima de material capaz de passar o limite
imposto pela restricdo de tensdo. Como todos os valores de tensao de von Mises estdo abaixo
do limite 0y,¢, nenhuma restrigdo de tenséo esta sendo violada.

A fim de minimizar o fenomeno da singularidade de tensdo, o parametro de
relaxacdo € ¢ adicionado ao problema anterior € uma nova simulagao ¢ realizada segundo os
parametros da Tabela 4.5 para restricdes de tensdo baseadas no critério de von Mises € no

critério de Pae (1977).

Tabela 4.5 — Parametros de simulac¢do do problema da chapa em cisalhamento.

densidade fator de raiodo parametrode | parametrode
Inicial penalizacéo filtro relaxacao agregacao
p=05 n =23 R=11 £=0,1 p =12

Para aplicagdo do método da relaxagdo-& ¢ necessario utilizar o método da
continuagdo, o qual consiste em se diminuir o valor do parametro de relaxa¢do &€ a partir da
iteracdo na qual o algoritmo converge. Nas andlises do caso da chapa em cisalhamento, o
valor de € foi divido por dois em cada iteracdo a partir da iteragdo em que o algoritmo atinge

a diferenca maxima da variavel de projeto de 0,015 entre iteragdes sucessivas.
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Os resultados das topologias obtidas com os parametros da Tabela 4.5 sdo
apresentados na Figura 4.11, para uma restri¢ao de tensdo baseada no critério de escoamento

de von Mises e no critério de escoamento de Pae (1977).

Topologia- von Mises Densidade
1
0.8
0.6
04
0.2
0

a)

Topologia— Pae (1977) Densidade

1
0.8
0.6
04
0.2
0

b)

Figura 4.11 - Topologia obtida para a chapa em cisalhamento: a) critério de von Mises b) critério de Pae (1977).

As topologias mostradas na Figura 4.11 revelam que estruturas com padroes
diferentes foram obtidas para o critério de von Mises e de Pae (1977). A topologia obtida
para o critério de von Mises mostra uma estrutura simétrica com 4 barras. Ha varios
elementos com densidades intermedidrias entre as barras e alguns ajustes nos parametros
utilizados na simulacdo devem ser feitos para eliminéa-los. A topologia obtida para o critério
de Pae (1977) na Figura 4.11b representa uma estrutura classica de duas barras. A barra da
esquerda trabalha em tragdo e a barra da direita em compressao. A barra da direita apresenta
menor quantidade de material devido a resisténcia a compressdo do polipropileno ser maior

do que a resisténcia a tragao.
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Na tabela 4.6 s3o resumidos os resultados obtidos das simula¢des para o critério

de von Mises e de Pae (1977) para a chapa em cisalhamento com os parametros da Tabela 4.5.

Tabela 4.6 — Resultados para a chapa em cisalhamento.

Critériode NUmero de Volume Tempo _
) . ) _ Convergiu
escoamento iteracOes final - [%] computacional - [g]
von Mises 145 31,37 3679 sim
Pae (1977) 95 21,24 2662 sim

A diferenga no numero de iteracdes entre os métodos pode ser explicada pela
quantidade de elementos com densidade intermediaria obtidos no critério de von Mises que
tornam dificil a convergéncia do algoritmo devido ao efeito do pardmetro de relaxagdo-€ na
restri¢ao de tensdo. Além disso, a aplicacao do método da relaxacao-& leva a um aumento do
tempo computacional porque sdo necessarias mais iteragdes para aplicar o método da
continuagao.

A topologia obtida com o critério de Pae (1977) apresentou um menor volume
porque considera a resisténcia a compressao do polipropileno. Outra possivel causa de parte
desta diferenca pode estar também relacionada a diferenga na topologia obtida para os
critérios.

A aplicagdo do método da relaxacdo-& para o critério de von Mises permitiu uma
diminui¢do do volume obtido para a estrutura em relacdo a simulagdo realizada com os
parametros da Tabela 4.4 com o pardmetro de relaxa¢do & igual a zero. Houve uma
diminui¢do de 4,1% do volume total da estrutura e isto pode estar relacionado a existéncia do
problema da singularidade da restrigao de tensao.

O historico da convergéncia da fungdo objetivo ¢ mostrado na Figura 4.12 para

os dois critérios:
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60 = I
—=— volume (critério - viVl)
oY ol P ke e — - — ~volume (critério - Pae) ]

Vaolume (%)

50 100 150
MNimero de Iteracdes

Figura 4.12 - Convergéncia da fungdo objetivo para o critério de von Mises e o critério de Pae (1977) para a

chapa em cisalhamento.

Nota-se um aumento progressivo do volume da estrutura para o critério de von
Mises a partir da iteragdo 51. A partir deste ponto do grafico, o parametro de relaxacao & foi
diminuido progressivamente para eliminar sua influéncia nos resultados.

O mapa de distribuicao de tensdes von Mises para a restricdo de tensdo baseada
no critério de von Mises ¢ mostrado na Figura 4.13, sendo que as tensdes nos elementos com
densidade minima p,,;, ndo foram representadas para melhor visualizacdo das tensdes da

estrutura obtida.

Criterio de von Mises Tens&o Von Mises [MPA]

372
3
2438
16.6
12.4
6.2
0

Figura 4.13 — TensGes de von Mises para a chapa em cisalhamento com o critério de von Mises utilizando os

dados da Tabela 4.5.
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Os resultados mostram que as tensdes na estrutura estdo abaixo do limite da
tensdo de escoamento a tragdo (o,; = 37,2 MPa) permitido para o critério de von Mises,
indicando que nenhuma restri¢do de tensao esta violada.

O mapa de distribuicao de tensdes von Mises para a restricdo de tensdo baseada
no critério de Pae (1977) é mostrado na Figura 4.14. Os resultados sdo representados em
termos de tensdes von Mises a fim de compararmos os resultados com o critério de von
Mises. As tensdes nos elementos com densidade minima p,,;;, ndo foram representadas para

melhor visualizagdo das tensdes da estrutura obtida.

Critériode Pae (1977)  Tenséovon Mises [MPA]
|

455
39
325
26

Figura 4.14 - Tensdes de von Mises para a chapa em cisalhamento com o critério de Pae (1977) utilizando os

dados da Tabela 4.5.

Nos resultados de tensdo von Mises apresentados pela estrutura com o critério de
escoamento de Pae (1977), pode-se ver que a barra da direita tem um valor de tensdo em
alguns elementos proximo ao limite de resisténcia a compressdo do polipropileno (o, =
45,5 MPa). A barra da esquerda tem uma maior quantidade de material e o valor méximo de
tensdo von Mises apresentado por seus elementos ¢ igual ao limite de resisténcia a tragdo do
polipropileno (g, = 37,2 MPa).

Como forma de verificar se as restri¢des de tensdo baseadas no critério de Pae

(1977) foram violadas, a Inequacao (4.1) foi reescrita da seguinte forma:

—ar ]y — a1 + \[]; < ag (4.3)

onde oy = 23,4, a; =-0.0567 e o, = —0,000119 sdo os coeficientes ajustados por PAE.
Entdo os valores do lado esquerdo da Inequagdo (4.3) sdo mostrados na Figura

4.15 para cada elemento.
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Cnteng de Pae (1977) Restricdo Pae(1977) [MPA]

N v

Figura 4.15 — Resultados da fungdo de restrigdo com o critério de Pae (1977).

[ g |

Os resultados da Figura 4.15 mostram que todas as restricdes de tensdo baseadas
no critério de Pae (1977) estdo abaixo do valor de ay = 23,4 MPa.
Os resultados da simulacdo com a restri¢do global ndo foram apresentados porque

0 programa nao conseguiu realizar o controle adequado das tensdes e nao convergiu.
4.3.3 Segundo caso — chapa quadrada

O segundo caso a ser analisado consiste em uma chapa quadrada com
propriedades mecanicas de polipropileno cujas propriedades foram fornecidas na sessao 4.2,

com dimensdes 40 mm x 40mm x 1 mm. A estrutura ¢ sujeita as condi¢des de contorno e

carregamento conforme ¢ mostrado na Figura 4.16.

40 mm

ALY
AR N

40 mm

F=100 N

L
L

1
1

Figura 4.16 - Geometria e condi¢des de contorno da estrutura para o segundo caso.
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O dominio de projeto ¢ discretizado utilizando uma malha com 400 elementos a
qual resultou em elementos com dimensdes de 2 mm x 2 mm. Na Tabela 4.7 s3o mostrados os
parametros utilizados na simulacao, sendo que as analises foram realizadas com restrigdes de

tensdes locais baseadas no critério de von Mises € no critério de Pae (1977).

Tabela 4.7 — Parametros de simulag¢ao do problema do segundo caso.

densidade fator de raiodo parametrode | parametrode
Inicial penalizacéo filtro relaxacéo agregacao
p=0,5 n =23 R=11 £=0,1 p =12

Os resultados das topologias obtidas com os parametros da Tabela 4.7 sdo
apresentados na Figura 4.17, para uma restri¢gdo de tensao baseada no critério de escoamento

de von Mises e no critério de escoamento de Pae (1977).

Topologia - von Mises Oensidade Topologia— Pae (1977) Densidade

10.2

a) b)

Figura 4.17 - Topologia obtida para o segundo caso: a) critério de von Mises b) critério de Pae (1977).

As topologias mostradas na Figura 4.17 revelam que estruturas com padrdes
diferentes foram obtidas para o critério de von Mises e de Pae (1977). A topologia obtida
para o critério de von Mises mostra uma estrutura simétrica com quatro barras. A topologia
obtida para o critério de Pae (1977) representa uma estrutura de duas barras com maior

quantidade de material na regido das barras inferiores em relacao ao critério de von Mises.
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Na tabela 4.8 s@o resumidos os resultados obtidos das simulagdes para o critério

de von Mises e de Pae (1977) para a estrutura do segundo caso com os parametros da Tabela

4.7.
Tabela 4.8 — Resultados para o segundo caso.
Critériode NUmero de Volume Tempo _
) . ) _ Convergiu
escoamento iteraces final - [%] computacional - [g]
von Mises 62 15,88 1548 sim
Pae (1977) 46 12,34 1193 sim

A tabela 4.8 mostra que houve uma diminui¢ao de 3,54% do volume total da
estrutura ao se utilizar o critério de escoamento de Pae (1977) em relagao ao resultado obtido

pelo critério de von Mises.

O historico da convergéncia da funcdo objetivo € mostrado na Figura 4.18 para

os dois critérios:

T T T T

1 —©— wlume (critério - VM)
|

! — - — wlume (critério - Pae) ||

Volume (%)

Numero de lteragdes

Figura 4.18 - Convergéncia da funcdo objetivo para o critério de von Mises e o critério de Pae (1977) para o

segundo caso.
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O histérico da convergéncia mostra um aumento do volume relativo da estrutura
para o critério de Pae (1977) a partir da iteracdo 20. Este aumento ocorreu devido a
eliminacdo de todo material na parte superior da estrutura mostrada na Figura 4.17b na
iteragdo 20 e um aumento progressivo da quantidade de material das barras inferiores.

O mapa de distribuicdo de tensdes von Mises para a restricdo de tensdo baseada
no critério de von Mises é mostrado na Figura 4.19, sendo que as tensdes nos elementos com
densidade minima pp,;, ndo foram representadas para melhor visualizacdo das tensdes na

estrutura obtida.

Critéerio de von Mises Testows uses pos)

a2

29.7687

e e

=14 3543

T a424

0

Figura 4.19 - Tensdes de von Mises para o segundo caso com o critério de von Mises utilizando os parametros
da Tabela 4.7.

Os resultados mostram que as tensdes na estrutura estdo proximas do limite da

tensdo escoamento a tracdo (o, = 37,2 MPa) permitido para o critério de von Mises. As

barras superiores estdo em tragdo e as inferiores em compressdo. Este tipo de projeto ¢
chamado de fully stressed. Para que nenhuma restri¢do seja violada, ¢ necessario usar um
critério de parada do algoritmo mais rigoroso.

O mapa de distribuicao de tensdes von Mises para a restricdo de tensdo baseada
no critério de Pae (1977) ¢ mostrado na Figura 4.20. Os resultados sdo representados em
termos de tensdes von Mises a fim de compararmos os resultados com o critério de von
Mises. As tensdes nos elementos com densidade minima p,,,;;, ndo foram representadas para

melhor visualizagdo das tensdes da estrutura obtida.
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Critério de Pae (1977) e wnmiss es

43.25%0

M.80T

|| 0

Figura 4.20 - Tensdes de von Mises para o segundo caso com o critério de Pae (1977) utilizando os parametros

da Tabela 4.7.

Nos resultados de tensdo von Mises apresentados pela estrutura com o critério de
escoamento de Pae (1977), pode-se ver que as barras inferiores tém um valor de tensdo em
alguns elementos proximo ao limite da tensdo de escoamento a compressdao do polipropileno
(0.t = 45,5 MPa).

Como forma de verificar se as restricoes de tensdo baseadas no critério de Pae

(1977) foram violadas, a Inequacao (4.3) ¢ representada na Figura 4.21:

Critério de Pae (1977)

Res trigdo Fac|1877) [MPA]
235211

17.8484

F {11.7858

58828

]

Figura 4.21 — Resultados da fungéo de restrigdo para o segundo caso com o critério de Pae (1977).
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Os resultados da Figura 4.21 mostram que todas as restricdes de tensdo baseadas
no critério de Pae (1977) estdo proximas do valor de ay = 23,4 MPa. Para uma melhor
aproximacao um critério de parada mais rigoroso deve ser usado.

Estruturas similares ao segundo caso foram resolvidas por Luo e Kang (2012) e
Bruggi e Duysinx (2012) para o critério de Drucker-Prager, porém ndo foram usadas
propriedades mecanicas de materiais extraidas de ensaios fisicos. Os resultados da simulacao
com a restricdo global ndo foram apresentados porque o programa nio conseguiu realizar o

controle adequado das tensdes e nao convergiu.
4.3.4 Terceiro caso — chapa com carga na extremidade

O terceiro caso a ser analisado consiste em uma chapa com uma carga na
extremidade com propriedades mecanicas de polipropileno cujas propriedades foram

fornecidas na Se¢do 4.2, com dimensdes 30 mm x 60 mm x 1 mm. A estrutura ¢ sujeita as

condi¢des de contorno e carregamento conforme ¢ mostrado na Figura 4.22.

60 mm

F 3
Y

30 mm

AAAANR N AR N AN ANANY

F=5 N

Figura 4.22 - Geometria e condi¢des de contorno da estrutura para o terceiro caso.

O dominio de projeto ¢ discretizado utilizando uma malha com 450 elementos a
qual resultou em elementos com dimensdes de 2 mm x 2 mm. Na Tabela 4.9 sao mostrados os
parametros utilizados na simulacdo, sendo que as andlises foram realizadas com restri¢des de

tensoes locais baseadas no critério de von Mises e no critério de Pae (1977) e o filtro de
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sensibilidade foi aumentado em relagdo ao primeiro caso para melhor convergéncia dos

resultados.
Tabela 4.9 — Parametros de simulacdo do problema do terceiro caso.
densidade fator de raio do parametro de parametro de
Inicial penalizacéo filtro relaxacao agregacao
p=05 n=3 R=172 e=0,1 -

Os resultados das topologias obtidas com os parametros da Tabela 4.9 sdo

apresentados na Figura 4.23, para restrigdes de tensdo locais baseadas no critério de

escoamento de von Mises e no critério de escoamento de Pae (1977).

Topologia - von Mises Densidat_lle Topologia— Pae (1977) Densidacie

0.8 0.8

0.6 0.6

04 04

" 02 02
0 0

a)

b)

Figura 4.23 - Topologia obtida para o terceiro caso: a) critério de von Mises b) critério de Pae (1977).

As topologias mostradas na Figura 4.23 revelam que estruturas com padrdes
similares foram obtidas para o critério de von Mises e de Pae (1977). A estrutura obtida para
o critério de von Mises apresenta uma regido superior melhor definida. Para o critério de Pae
(1977) houve um maior acimulo de material na barra da direita e a regido superior
apresentou muitos elementos com densidade intermediéria. Refinamento da malha e alteracao
do valor do fator de penalizagdo podem corrigir este problema.

Na Tabela 4.10 sao resumidos os resultados obtidos das simula¢des para o critério
de von Mises e de Pae (1977) para a estrutura do terceiro caso com os paradmetros da Tabela

4.9.
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Critériode NUumero de Volume Tempo _
) . ) . Convergiu
escoamento iteracOes final - [%] computacional - [g]
von Mises 102 13,68 3437 sim
Pae (1977) 117 13,41 3964 sim

A Tabela 4.10 mostra que ndo houve uma diminuicdo significativa do volume
total obtido para a estrutura ao se utilizar o critério de escoamento de Pae (1977) em relacao

ao resultado obtido pelo critério de von Mises.

O historico da convergéncia da funcdo objetivo € mostrado na Figura 4.24 para

os dois critérios:

I [ [
| —S— wolume (critério - vM)
‘ — - - wolume (critério - Pae) ||

Volume (%)

NUmero de lteragdes

Figura 4.24 - Convergéncia da funcdo objetivo para o critério de von Mises e o critério de Pae (1977) para o

terceiro caso.

O histoérico da convergéncia mostra um aumento do volume relativo da estrutura
para ambos os critérios com a aplicacdo do método da continuacdo para eliminar a relaxagao
do problema.

O mapa de distribuicao de tensdes von Mises para a restricdo de tensdo baseada

no critério de von Mises ¢ mostrado na Figura 4.25, sendo que as tensdes nos elementos com
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densidade minima p,,;, ndo foram representadas para melhor visualizacdo das tensdes na

estrutura obtida.

Critéerio de von Mises Tens3o von Mises [MPA]
a7 4246

29,9397

22 4547

14. 9693

7.4349

" 0

Figura 4.25 — Tensdes de von Mises para o terceiro caso com o critério de von Mises utilizando os dados da

Tabela 4.9.

Os resultados mostram que as tensdes na estrutura estdo proximas do limite da
tensdo escoamento a tragdo (g, = 37,2 MPa) permitido para o critério de von Mises. Para
que nenhuma restri¢cdo seja violada, € necessario usar um critério de parada mais rigoroso.

O mapa de distribuicdo de tensdes von Mises para a restricdo de tensdo baseada
no critério de Pae (1977) ¢ mostrado na Figura 4.26. Os resultados sdo representados em
termos de tensdes von Mises a fim de compararmos os resultados com o critério de von
Mises. As tensdes nos elementos com densidade minima p,,;,, ndo foram representadas para

melhor visualizacdo das tensdes da estrutura obtida.

Critério de Pae [1977) Tensdovon Mises [MPA]
46 6732

37,3386

23.0039

18.6693

9.3345

Figura 4.26 - Tensdes de von Mises para o terceiro caso com o critério de Pae (1977) utilizando os parametros da

Tabela 4.5.
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Nos resultados de tensdo von Mises apresentados pela estrutura com o critério de
escoamento de Pae (1977) pode-se ver que a barra inferior tem um valor de tensdo em alguns
elementos proximo da tensdo limite de escoamento a compressdo do polipropileno (o, =
45,5 MPa).

Como forma de comprovar que nenhuma restricdo de tensdao do critério de Pae

(1977) foi violada, a Inequagao (4.3) ¢ representada na Figura 4.27:

Critério de Pae (1977)  Resticio Pae1977) [MPA]
237927

17,8445
11. 8964

5.9432

Figura 4.27 — Resultados da fung¢do de restri¢do com o critério de Pae (1977) para o terceiro caso.

Os resultados da Figura 4.27 mostram que todas as restricdes de tensdo baseadas
no critério de Pae (1977) estdo proximas do valor de a, = 23,4 MPa. Para uma melhor
aproximacao um critério de parada mais rigoroso deve ser usado.

Os resultados da simulacdo com a restri¢do global ndo foram apresentados porque

0 programa ndo conseguiu realizar o controle adequado das tensdes e ndo convergiu.



5 CONCLUSOES

O objetivo principal deste trabalho foi implementar e estudar um método de
otimizagao topologica para estruturas continuas em estado plano de tensdes com propriedades
mecanicas de polipropileno, para minimizagdo da quantidade de material com restrigoes de
tensdo baseadas no critério de escoamento proposto por Pae (1977). Para alcangar este
objetivo, foram testados alguns casos de estruturas cujos resultados obtidos comprovaram a
validade do método de otimizagao topoldgica empregado.

O software Octave foi utilizado para implementar o algoritmo de programacao
matematica desenvolvido apresentando como Unico problema o alto tempo computacional nas
simulagoes.

O método das assintotas méveis (MMA) foi aplicado como aproximagdo convexa
para as fungdes objetivo e de restricdo dos problemas resolvidos, sendo que o controle da
convergéncia do algoritmo pode ser alterado quando necessario para acelerar ou desacelerar a
convergéncia para o resultado 6timo local.

O problema de otimiza¢ao topologica foi desenvolvido para o critério de
escoamento de von Mises e para o critério de escoamento de Pae (1977). Para o critério de
Pae (1977), foi desenvolvida a formula¢do adequada para aplicacio em um problema de
otimizagdo topologica e realizado o célculo das derivadas para aplicagdo no MMA. Os
resultados de tensdo para ambos os critérios ficaram proximos dos limites de tensdo
permitidos apds a convergéncia do algoritmo, ou seja, as solucdes obtidas mostram a
validade da aproximacao proposta para satisfazer o critério de escoamento de Pae (1977).

Os parametros utilizados na simulagdo foram efetivos em controlar os problemas
numéricos que podem surgir no problema de otimizacao topoldgica com restricdes de tensdo.
O método SIMP permitiu a penalizagdo das densidades intermedidrias e os leiautes obtidos
foram constituidos em sua maior parte de elementos “cheios” e “vazios”. O filtro de
densidades eliminou resultados com instabilidade de tabuleiro, porém houve casos onde foi
necessario variar seu raio de atuagdo. O método da relaxacdo-¢ foi aplicado nas restri¢des de
tensdo e permitiu resultados com valores para a fungdo objetivo menores, mas com o preco do
aumento do niimero de iteragdes para convergéncia do algoritmo. A restrigdo de tensao global

nao permitiu o controle adequado das tensdes locais e a convergéncia do algoritmo.
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Para a otimizagdo topoldgica de estruturas como propriedades mecanicas de
polipropileno com restricdo de tensdo, a aplicacdo do critério de escoamento de Pae (1977)
que leva em consideragdo a resisténcia ao escoamento do polipropileno na compressdo, levou
ao aparecimento de estruturas com configuracdes diferentes e ndo-simétricas € uma menor
quantidade de material em relacdo ao critério de escoamento de von Mises. Esta diferenca de
quantidade de material pode implicar em um menor custo de projeto sem aumento da
complexidade da forma da estrutura. Ao se utilizar um critério de escoamento diferente, os

limites estabelecidos para as restricdes do problema de otimizagdo topoldgica sdo alterados.
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APENDICE A —-FORMULACAO DO ELEMENTO

Para a derivacdo da matriz de rigidez do elemento de estado plano de tensdes
retangular linear ou elemento retangular bilinear, de 4 nds, serd mostrada a formulagdo
utilizada para aplicagdao do Principio dos Trabalhos Virtuais. Com a matriz de rigidez de cada
elemento e as condigdes de contorno e carregamentos pode-se determinar os deslocamentos
nos no6s da malha da estrutura. Com o valor dos deslocamentos ¢ possivel calcular o valor da
tensdo e da deformagdo no elemento.

A representagdo do elemento retangular bilinear ¢ mostrada na Figura A.1. Sdo
mostrados os 8 graus de liberdade, forcas e numeragdo dos 4 nds do elemento. Os parametros
a, b e t sdo as dimensdes geométricas do elemento. Este elemento € utilizado para representar

chapas em estado plano de tensoes.

Yy

fhf f3¥
Iuw Usy

>

A ugy fyy 3| us fix

f1‘1' ny

A

f\u“, UZY
"> *—>
1 uy, fyy, 2 uyf,, X

Figura A.1 — Representacao do elemento retangular bilinear mostrando graus de liberdade,
forcas e numeracao dos nos.

A primeira etapa consiste em se definir as funcdes de interpolagao dos
deslocamentos dentro do elemento a partir dos deslocamentos nos nés. A Equacao A.1 mostra

esta relagdo como

u(x,y) = N(x,y)u (A.1)

onde N(x,y) é o vetor das fungbes de forma que representa o comportamento fisico do
elemento a qual permite achar os deslocamentos dentro do elemento a partir dos

deslocamentos nos nds e u ¢ o vetor de deslocamentos nos nos do elemento.
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A partir dos deslocamentos nos nds u e da derivada das fungdes de forma N(x,y),
pode-se calcular a deformagao em qualquer ponto do elemento como foi mostrado na Equagao
(2.32). A matriz deslocamento-deformac¢do B do elemento retangular bilinear ¢ mostrada na

Equacao (A.2)

—b+y 0 b—y 0 0 y =y 0
B =2 0 —a+x 0 —X -x 0 0 a—x (A.2)
W) —a+x -b+y —-—x b—-y b—y x a—x -y

A tensdo ¢ calculada pela substituicdo da matriz constitutiva do material D para o
estado plano de tensdes mostrada na Equacao (2.12), da matriz B mostrada na Equacao (A.2)
e dos deslocamentos dos n6s u na Equacao (2.34).

A partir do Principio dos Trabalho Virtuais, a contabilizagdo da energia na
condi¢do deformada do elemento e a igualdade com o trabalho externo realizado pelas forcas
nos nds permite obter-se a matriz de rigidez do elemento. A equagdo geral para o célculo da
matriz de rigidez de um elemento qualquer ¢ dada pela Equacdo (A.3a) e para o elemento

retangular bilinear pela Equacao (A.3b).

k. = f BT DBdV (A.3a)
|4

b
-
0

onde V ¢ o volume do elemento finito. Na Equagao (A.4a) ¢ mostrada a matriz de rigidez para

BT DBdxdy (A.3b)

O\’g

o elemento retangular bilinear representada como a soma de dois componentes que
correspondem ao termo de rigidez correspondente a deformagdo normal ¢ e a deformagao por

cisalhamento y. Nas Equagdes (A.4b e A.4c) sao mostrados os componentes destas matrizes.

k, = ki + k! (A.4a)
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onde @ = a/b, a ¢ b sdo as dimensdes do elemento, E corresponde ao modulo de elasticidade

ou mddulo de Young do material, t é a espessura e v € o coeficiente de Poisson.



