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Resumo

Transi¢oes de fase quanticas em sistemas de spins oferecem perspectivas no entendi-
mento do comportamento critico da matéria em baixissimas temperaturas. Nesta tese,
aplicamos métodos de Monte Carlo Quantico, usando expansoes em série estocdstica,
para estudar as propriedades criticas de conjuntos de spins ligados antiferromagnetica-
mente para estudar transicoes de fase mediadas por um termo de anisotropia. Simulamos
o modelo XY tridimensional com anisotropia de plano facil D, para spins S =1,3/2 e 2
em redes ctibicas periddicas (L x L x L) para L € [4,24] . A transi¢ao de fase quantica é
caracterizada pela mudanca do estado fundamental devido a alteracao desse parametro.
No caso de spins semi-inteiros, o aumento do termo anisotrépico restringe o espago aces-
sivel de cada spin para o subespago S =1/2, o que apenas adiciona uma constante trivial
na energia do sistema, portanto nao espera-se que haja mudanca do estado fundamental.
Para spins inteiros temos um cenario diferente. Para D pequeno o sistema se encontra
em uma fase gapless. Para D pequeno e alta temperatura o ordenamento magnético é
destruido pelas flutuacoes térmicas. Para D grande e T'= 0 o sistema se encontra em
um estado fundamental tinico restrito pela magnetizagao total M =35, =0. O primeiro
estado excitado é encontrado no setor de magnetizacao Y .S, = 1 definindo um gap de
energia. Determinamos o ponto critico quantico correspondente a essa transicdo com
precisao, o que coincide com resultados analiticos obtidos por Pires e Costa[l]. As propri-
edades de escala do comprimento de correlagdo dindmico foram calculadas. O expoente
dindmico critico z ( que governa a relagdo entre o comprimento de correlagio espacial
e temporal), foi obtido utilizando um ansatz para o comportamento da susceptibilidade
magnética em baixa temperatura. Foi possivel estimar o gap na fase D grande e obter o
expoente critico zv = 0.59(1). Usando escala de tamanho finito, obtivemos para o modelo
o diagrama de fase o expoente critico v =0.501(5) , o ponto critico D, =9.7948(3).J para
spin 1 e v =0.498(2) , D, =29.923(5)J para spin 2. Nao foi observada transicdo de fase
quéntica para S = 3/2 como esperado. O expoente critico v foi obtido por uma relagao
similar & Ref[2] e usando um procedimento criterioso desenvolvido nesta tese.



Abstract

Phase transitions in spins systems offers perspectives in understanding low tempera-
ture critical behavior of matter. In this work we applied the Stochastic Series Expansion
method to study the critical properties of antiferromagnetic coupled spins during a quan-
tum phase transition mediated by an anisotropy term. We simulated the tridimensional
XY model with easy plane anisotropy D, for spins S = 1,3/2 and 2 in cubic lattices (L x
L x L) with periodic boundary conditions for L € [4,24] . The quantum phase transition
is characterized by the change of the ground state of the system due to an increase in
that parameter. For semi-integer spins, the increase in this anisotropic term restrict the
acessible spin space of each spin to that of S =1/2, which only adds a trivial constant to
the system energy, therefore no change in the ground state is expected. For integer spins
we have a different case. For small D the sistem is found to be in a gapless phase. For
small D and high temperature the magnetic ordering is destroied by thermic fluctuations.
For large D and T = 0 the system has a unique ground state with Sz;pq; =0 , and its
first excited state is found in the magnetization sector Sz, = 1 defined by an energy
gap. The quantum critical point is determined precisely in this work, which coincide
with the analytical results obtained by Pires e Costa[l]. The dynamic correlation lenght
critical properties were calculated. The dynamical critical exponent z ( which governs
the relation between the espacial and temporal correlation length), was obtained using
an ansatz to the low temperature magnetic susceptibility behavior. The high D gap was
estimated and the critical exponent zv = 0.59(1) was found.

Using finite size scaling, we constructed the phase diagram of the model and obtained
the critical exponent zv = 0.501(5), the critical point D, = 9.7948(3).J for spin 1 and
zv =0.498(2) , D. =29.923(5)J for spin 2. No quantum phase transition was observed
for S =3/2 as expected. The critical exponent v was obtained by a similar relation used
in Ref[2] and using a judicious procedure developed by me.
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Preambulo

Uma transi¢do de fase ocorre quando alguma propriedade termodindmica de um ma-
terial mostra uma singularidade como funcao de algum parametro termodindmico. Um
exemplo bem conhecido de transicao de fase é aquela entre um estado ferromagnético
ordenado a baixa temperatura para um estado paramagnético a alta temperatura. Tran-
si¢oes de fase também ocorrem em processos de crescimento e em reagoes quimicas. Além
de sua importancia em processos fisicos, tais transi¢oes representam uma desafio, tanto
sob o ponto de vista tedrico quanto experimental e simulacional. Os exemplos de transi-
¢ao mencionados acima ocorrem a temperatura finita. Nessas transi¢oes térmicas, ditas
classicas, as flutuacgoes quanticas podem ser desprezadas e a ordem magnética é destruida
por flutuagoes térmicas. No presente trabalho estamos interessados em transicoes que
ocorrem a temperatura zero quando um parametro nao térmico como pressao ou campo

magnético se altera, e as flutuacoes que destroem a fase ordenada sao de origem quantica.



1 Introducdo

Transigoes de Fase Quénticas (TFQ) sao fendmenos interessantes devido a compor-
tamentos fisicos nao-convencionais préximos do ponto critico[6, 7]. Diferentemente das
transicoes convencionais induzidas por um ajuste na temperatura 7', as transicoes quanti-
cas ocorrem em 1" = 0, e correspondem a uma mudanca na simetria do estado fundamental
do sistema como resposta a variagao de algum parametro do modelo. Em particular, mo-
delos de spin na rede representam sistemas com comportamento muito rico. Em tais
sistemas as flutuagdes quanticas reduzem a ordem magnética do estado fundamental. Es-
tas flutuagdes podem, por exemplo, ser controladas por um parametro de anisotropia D.
Acima de uma anistropia critica, D,, o estado fundamental é desordenado. Uma mudanga

brusca do estado fundamental caracteriza a transicao de fase quéntica.

Em particular, o modelo XY com anisotropia, D, de ion tinico, ¢ um modelo bastante
estudado [1, 5, 8, 9, 4]. Seu comportamento critico, como fungdo da temperatura e
anisotropia pode ser resumido da seguinte maneira: para D < D., o sistema é ordenado
na regiao 1" < T.. Flutuagoes térmicas destroem a ordem acima de uma temperatura
critica T.(D). Para D grande, o sistema é desordenado mesmo em 7'=0 e a energia do
estado fundamental é separado do primeiro estado excitado por um gap. A figura 1.1
mostra qualitativamente este comportamento. Entre materiais antiferromagnéticos existe
uma familia de materias em que essa anisotropia ultrapassa o valor da energia de troca.
Estes sdo chamados de antiferromagnetos de Van Vleck. O composto NiCl24SC(N H2)2
[10] descrito pelo hamiltoniano H = J 3 ; 1) (SF Sy, + S SH,) + 32 D(S7)? é um protétipo
para o modelo no regime D grande. Estes sao os modelos nos quais estaremos interessados

nesta tese.

O modelo citado ja foi estudado analiticamente em 1, 2 e 3 dimensoes por diversos
métodos. Tais andlises requerem aproximagoes que sao aceitaveis em um regime restrito
do diagrama de fase T,.(D). Em todas as aproximagoes, flutuagdes do pardmetro de ordem
sao desprezadas ou renormalizadas em menor ou maior grau. Embora o comportamento

qualitativo possa ser preservado dentro das aproximagoes, a descricao quantitativa pode
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&
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Figura 1.1: Esbogo do diagram de fase T.(D) para uma transicio de fase quantica em
fungao da anisotropia D. O ponto critico quantico T,.(D.) = 0 separa a fase ordenada,
(gapless), da fase desordenada (com gap de excitacao ).

depender significativamente dessas flutuagoes, por esta razao, métodos de analise numérica
se mostram poderosos na discussao da validade destas aproximagoes, uma vez que esta

livre de simplificagboes do modelo.

Monte Carlo Quantico (MCQ) é um método numérico poderoso[11]. Quando combi-
nado com técnicas de andlise de tamanho finito[11] pode fornecer propriedades do modelo
tanto do estado fundamental, quanto para 7' > 0. Essas técnicas sao mais facilmente apli-
cadas para sistemas de baixa dimensao d, uma vez que permitem acesso a sistemas com
grandes volumes, essencial para a andlise do limite termodinamico. Um modelo quantico
de dimensao d comporta-se como se tivesse dimensao d-+ 1 proximo de um ponto critico
quantico[7]. Em d = 3+ 1 espera-se que os expoentes criticos sejam dados pela teoria de
campo médio. Considerando L a dimensao linear do sistema e § a temperatura inversa, o
esforco computacional é proporcional a SL%. Desta forma, muitas simulacdes sofrem uma
séria limitacao a valores de L pequeno para temperaturas baixas, dificultando a obtenc¢ao

de parametros criticos.

O Hamiltoniano do sistema de interesse neste trabalho é dado por:
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H=J1 > (5785, +515%)+ T2 - (SPS5,+575%)+ > D(57)%, (1.1)
(i,m)1 (i,m)2 i
no qual S*f , szy , Sf sao os operadores de spin. O modelo é definido em uma rede ctibica. Os
indices 7, m enumeram os sitios da rede. D > 0 é uma anisotropia e Ji, Jo > 0 sao interacoes
antiferromagnéticas. A soma em (i,m); é feita entre primeiros vizinhos para sitios em
um mesmo plano e estd relacionada a interagdo Ji. A soma em (i,m)y é feita entre
primeiros vizinhos para sitios entre planos adjacentes e esta relacionada a interacao .Jo
como esquematizado na figura 1.2. Definimos o parametro oo = g—f, a razao das interagoes.

Para a = 0 temos uma colecao de planos independentes.

J

4

Figura 1.2: Esquema representando as interagdes entre spins. J; é a interacdo entre
spins em um mesmo plano e Jy é a interacao entre spins de planos adjacentes. Ambas as
interacoes sao entre sitios proximos.

No caso de spin S = 1, esse modelo pode ser obtido a partir do modelo de Bose-
Hubbard. Na referéncia [3] os autores consideraram um modelo de bdsons na rede ética
com interagoes de carogo mole (soft-core) em uma regiao préxima da fase isolante de
Mott, onde as flutuacoes sdo pequenas e apenas ocupagcodes em torno do valor médio sdo
relevantes. Este modelo tem uma transicao de fase quantica da fase isolante de Mott
para fase superfluida[3, 12]. Na figura 1.3 reproduzimos o resultado da referéncia [3] que

. . De 1
mostra como o gap de energia se reduz continuamente para zero para = = gg97 = 10.64
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para a = 1. Os parametros do modelo foram renomeados para simplificar a comparacao

com a equacao 1.1.

1.0 -
A/D

0.8 1
0.6 -

04 -
02 -

00 T T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05

J/D

Figura 1.3: Gap de excitacdo elementar % em 7'= 0 ao aumentar o parametro %. A

variacao do pardmetro de ordem de superfluidez Ag também é mostrado. Figura retirada
da Ref [3] (os nomes das interagoes foram alterados para conformidade com o hamiltoniano
1.1.

Um tratamento de campo médio foi realizado pelos autores Pires e Costa[l] no Ha-
miltoniano 1.1. Eles usaram o método do operador de ligacao ( bond-operator) na regiao
D grande obtendo D, = 10.6. Também realizaram uma aproximacgao hamonica auto-
consistente ( Self Consistent Harmonic Approzimation, SCHA) em toda regiao T, x D
para obter o diagrama de fase do modelo e D, = 9.77. Esse diagrama pode ser visto
na figura 1.4. Utilizando o resultado do método de operador de ligacao investigou-se o
comportamento da anisotropia critica D, em funcao do parametro a;, como pode ser visto
na figura 1.5. Foi observado um decaimento continuo do gap como A o (D — D.)P. Eles
encontraram: B=1paraa=0, B=0.6 para0d<a <1, B=0.5 paraa=1. Um resultado
interessante é o aumento em T com D para D pequeno. Esse comportamento é mais
acentuado ao utilizar outros métodos como observado por Wang e Wang [4] e Wang e

Wong [5] e também pode ser visto no modelo de Heisenberg[4, 5, 9].

Wang e Wang [4] e Wang e Wong [5] estudaram esse modelo com adigdo de um
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Figura 1.4: Temperatura critica T, em funcdo do pardmetro de anisotropia D, para D <=
D.. Figura retirada da Ref [1].

termo de troca R) ngﬁl e para a = 1. O hamiltoniano 1.1 é recuperado para R =0. O
mesmo valor B = 0.5 para o decaimento do gap foi encontrado em ambos os trabalhos. A
anisotropia critica foi encontrada D.=10.481J, D, =10.8.J por Wang e Wang [4] e Wang

e Wong [5] respectivamente. Os resultados podem ser vistos na figura 1.6.

O objetivo desse trabalho é estudar o modelo tridimensional XY anisotrépico usando
o método de Monte Carlo Quantico (MCQ) na representagao de expansdo em série es-
tocastica (ESS) no esquema de lago dirigido (directed-loop) com atualizagoes localmente
6timas, para spin S =1, a € [0,1][13]. E dada enfase ao estudo para a = 1. O trabalho
é estendido para spin S = 2;3/2. Em cada caso é calculado o ponto critico D, e seu
comportamento em fungao de «; D.(«) para spin S =1 ou em func¢do do spin S;D.(S5)
para a = 1. Também sdo obtidas estimativas para o expoente critico v. Para obter boas
estimativas do expoente critico v, desenvolvemos uma técnica que nos permite obter as

estimativas mais confidveis. A estrutura dessa tese é como segue.

No capitulo 2 apresenta-se o fundo teérico sobre transi¢oes de fase classicas e quan-
ticas. As principais relagoes de escala sao discutidas nessas segoes. A transicao de fase

quantica no modelo Ising unidimensional com campo transverso ¢ analisada como exemplo
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Figura 1.5: Temperatura critica T, em funcao do parametro «, para 0 <=« <=1. Figura
retirada da Ref [1].
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Figura 1.6: z é o nimero de ligagoes de um sitio da rede. (a) Resultado do modelo
tridimensional de Wang e Wang [4]. Temperatura critica T, em fungdo do pardmetro
de anisotropia D, para D <= D, com R =0 (quadrados), 0.5(circulos), 1 (tridngulos),
1.5 (diamantes), 2.0 (hexagonos). (b) Resultado de Wang e Wong [5]. Magnetizagao
staggered em funcao da razao entre pardmetro de anisotropia e energia de troca %, para
D <= D, com R =0 para varias estruturas de redes.

didatico. Um mapeamento desse modelo para um sistema bidimensional classico equiva-

lente é discutido no apéndice A.
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No capitulo 3 descreve-se o método MCQ utilizado: Expansao em Séries Estocasti-
cas (ESS). Uma explicacao detalhada de seu formalismo classico e quantico é fornecida.
Focalizamos a discussao para descrever o método de lago dirigido (directed-loop update).
Por fim é discutido como os principais observaveis sao calculados nesse algoritmo. No

apéndice B é possivel encontrar detalhes de como esse algoritmo pode ser implementado.

No capitulo 4 sao apresentados os principais resultados e discussoes. Nele, podem ser
vistos os diagramas de fase obtidos e suas comparagdes entre os resultados analiticos da
literatura. O ponto critico quintico é obtido precisamente e consistentemente de duas
maneiras, tanto pelo cruzamento entre curvas da rigidez de spin para diversos tamanhos
de rede, quanto pelo colapso das mesmas. Sao discutidas as dificuldades encontradas
para uma estimativa precisa do expoente critico v e o desenvolvimento de um método

para contornar esse problema.

No capitulo 5 apresentamos conclusoes assim como perspectivas sobre a extensao

natural desse estudo.



2 Transicoes de fase

2.1 Conceitos basicos de transicoes de fase

Neste capitulo faremos uma breve descri¢ao de conceitos basicos de transi¢oes de fase

e comportamento critico [14], necessarios para discussoes futuras.

Uma transicdo de fase pode ser definida como uma mudanca abrupta nas proprie-
dades termodinamicas do sistema em resposta a variacao continua de algum parametro
externo tais como: temperatura, pressao e etc [15]. Segunda a definicdo de Ehrenfest,
as transicoes de fase podem ser classificadas pelo comportamento da energia livre em
fungao de algum parametro termodinidmico [16], conforme o comportamento da derivada
de menor ordem da energia livre que apresenta uma descontinuidade. Varias transicos
solido-liquido-gas sao classificadas como transi¢goes de primeira ordem porque envolvem
uma mudanca descontinua na densidade, a qual é a primeira derivada na energia livre em
relacdo ao potencial quimico. Transi¢oes de fase de segunda ordem seriam aquelas cuja
primeira derivada da energia livre é continua durante a transicao, mas sua segunda deri-
vada é descontinua. Essas incluem a transi¢do de fase ferromagnética onde é observado
uma descontinuidade na susceptibilidade magnética que ¢é a derivada da energia livre em
relacdo a um campo magnético externo aplicado. A magnetizacao é a primeira derivada

da energia livre em relacao ao campo sendo continua durante a transicao.

Essa classificacao se torna inaquada quando alguma derivada da energia livre diverge.
Um exemplo poder ser visto na transicao ferromagnética onde a capacidade térmica di-
verge no limite termodindmico. Uma defini¢do mais apropriada se deve a Fisher [17],
que define como de primeira-ordem as transi¢oes onde hé descontinuidade na primeira
derivada da energia livre do sistema Fisher também define as transi¢oes continuas, que
apresentam a primeira derivada continua e observa-se uma descontinuidade ou divergéncia

da segunda derivada.

Durante a transicao espera-se que algum parametro do sistema apresente um com-
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portamento singular. A este parametro da-se o nome de "parametro de ordem". Em uma
transicao ordem-desordem, esta é uma quantidade termodindmica definida de modo que
tenha valor zero na fase desordenada e possua valor diferente de zero na fase ordenada
[18]. Frequentemente a escolha do pardmetro de ordem para uma transi¢ao particular é
6bvia, tal como na transicao ferromagnética, onde a magnetizacao m é o parametro de

ordem, sendo m = 0 na fase desordenada e m # 0 na fase ordenada.

Para dar mais clareza aos conceitos consideremos o modelo de Ising bidimensional,

definido pelo Hamiltoniano:

H=—]Y (010;)~BY.(03). (2.1
(i,5) s

1 e j sao indices indicando a posi¢do na rede, J > 0 é a interagdo de troca entre sitios

adjacentes e (i,j) significa que a soma é para ser feita entre sitios vizinhos préximos. B

é o campo aplicado e o é uma variavel aleatéria que pode assumir os valores +1.

A magnetizagdo do sistema é dada por:

N
(D) = Jim m(8) = i (3°5) 22)
i N

Portanto a magnetizagdo espontanea pode ser obtida pelo limite mg(3) = limp_,om(53, B).

A funcao de correlacao spin-spin em uma rede de N sitios é definida por:
G(ij)v = (loi—{oi)nlloj—{oj)n])v = (0io)n —m3, (2.3)

que mede a flutuagdo de o entre dois pontos (7,j) da rede. No limite termodindmico

G(i,j) = (0i0;) —m?. Considerando || como a distancia (|7 —7;|) entre pontos (i,7),

G(7) pode ser escrita como:

G(r) = ([o(r) = (a(r))][o(0) = ((0)). (2.4)

Para B =0, e temperaturas, 1, maiores que a temperatura critica 7., my = 0. Em
sistemas finitos e B = 0 nao ha transicao e portanto my = 0 sempre. Por outro lado se o

sistema tem ordem de longo alcance teremos

lim G(7) — mZ #0. (2.5)

o0

Préoximo ao ponto critico (H = 0,7 — T¢) e para grandes distancias |r], as fungoes de



2.1 Conceitos bdsicos de transicoes de fase 11

correlagao spin-spin se comportam como [19]

lim G(r) — exp—f, (2.6)
|Fl—00 §

onde £ é o comprimento de correlagao que mede o tamanho médio dos aglomerados cor-

relacionados e 77 é o expoente critico associado a funcao de correlacao.

A medida que a transicio de fase é aproximada, o comprimento de correlacio se torna
muito grande, divergindo como
o[t (2.7)

, (s . - T-T, A
onde v é o expoente critico do comprimento de correlagao e t = |T—C| mede a distancia ao
(&3

ponto critico. No ponto critico (H = 0,t =0) temos o seguinte comportamento assintotico
para r grande:
lim G(7) — r~ (@20, (2.8)

|r|—o00

Além das correlagoes espaciais pode-se definir correlacoes temporais para as flutuagoes
do pardmetro de ordem[19]. A escala de tempo tipica para o decaimento das flutuagoes
é o tempo de correlacio 7.. A medida que o ponto critico é aproximado, o tempo de
correlacao diverge como

Te o &% o |t| 7, (2.9)

onde z é o expoente dinamico critico. Préximo ao ponto critico, T,, £ é a tnica escala
de comprimento caracteristica do sistema [20], assim como, 7. é a tnica escala de tempo
relevante. Em uma transicao de fase de segunda ordem o comprimento de correlagao é
infinito proximo a transicao. Flutuagoes do parametro de ordem ocorrem em todas as
escalas de tempo e comprimento, e o sistema é dito ser invariante por escala. Como
consequéncia, todos os observaveis podem ser escritos como leis de poténcia préximo
ao ponto critico. O conjunto correspondente de expoentes, chamados expoentes criticos,
caracterizam o comportamente do sistema proximo a uma transicao particular. As fungoes
termodinamicas de interesse estao intimamente ligadas a esses expoentes criticos e estao
relacionadas a fungoes de escalas que dependem de parametros externos. Os parametros
externos sao: a temperatura reduzida, t = % e campo externo B. O campo magnético
e o pardmetro |¢| se transformam de acordo com uma mudanga na escala de comprimento.
O modo como essa transformagao acontece foi inicialmente elaborada por Kadanoff [21] e
generalizada por Wilson [22]. Kadanoff estabeleceu a relagao entre uma quantidade fisica
¢ em uma dada escala de comprimento L e esta mesma quantidade reescalada ¢’, em uma

outra escala de comprimento L' = £. O fator de escala b é um ntmero positivo qualquer.
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Para ser especifico, considere o hamiltoniano 2.1 com N spins em uma rede de dimensao
d com parametro de ordem definido pela magnetizacao m da eq. 2.2. De acordo com a
equacao 2.6 pode-se admitir, quando préximo ao ponto critico (H = 0,t 2 0), que existem

regioes onde os spins estao altamente correlacionados (ver rede da figura 2.1).

N
OO —

I' ﬂl'hl\"h\'h\l'h\'h I
]

— O OO
| i1 1
O (O
| et |

*—0—0—0—

Figura 2.1: Perto da temperatura criticas o comprimento de correlacao £ é muito grande
de forma que os sitios dentro da area tracejada devem estar fortemente correlacionados.

Cada regido, como a tracejada na figura 2.1, tem dimensdo b (b << £) e contém b?
spins altamente correlacionados de modo que pode ser tratada como se fosse um tnico
spin. Neste caso podemos imaginar uma nova rede (com uma nova escala de comprimento)

onde cada bloco desses spins pode ser substituido por uma nova variavel de spin efetivo 6.

N

O ntmero de spins efetivos é determinado em funcio de b tal que N/ = 1. Desta forma

supoe-se que o hamiltoniano efetivo seja semelhante ao original
N’ N’
H'=—J'Y"(0:6;) = B'>_(0)), (2.10)
(i,3) i
mas com novos parametros, J' e B’. Como J define a temperatura critica, e consequente-
mente a temperatura reduzida ¢, J' se relaciona a um nova temperatura reduzida ¢'. Como
os hamiltonianos tém a mesma forma espera-se que a energia livre G(B,t) = Ng(B,t)

se mantenha nessa transformacao alterando portanto, o valor da energia livre por spin
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(9(B,1)) :

Ng(B,t) = N/g<B/7t/>
N
Ng(B,t) = b—dg(B',t’)
gB/7t/
g(B,t) = % (2.11)

A hipétese de similaridade[21], que consiste em supor:

=t (2.12)
B' = BY5, (2.13)

relaciona os parametros extrernos na transformacao. Isso da origem a relagdo de homo-

geneidade para a parte singular da densidade de energia livre,
g(t,B) = b~ 9g(tb¥, BbYB). (2.14)

Na eq. 2.14 y; e yp sao exponetes criticos. De forma analoga temos para o comprimento
50 & — §.
de correlacao &' = 3:

£(t, B) = by (b, BbYE). (2.15)

_1
O comportamento critico fica mais claro ao considerar b =1 vt:

£(t,B) = |t| W g(Bt ). (2.16)

Logo identifica-se v = i Relagoes andlogas para outras quantidades termodinamicas

podem ser obtidas ao derivar g. A hipdétese de homogeneidade 2.14 foi obtida primeiro
de forma fenomenoldgica por Widom [23]; mas pode ser obtida dentro do contexto da
teoria do grupo de renormalizagao [22]. Na tabela 2.1 vemos o comportamento critico de

algumas grandezas fisicas e seus respectivos expoentes criticos.

expoente definicao condicao
calor especifico a Co |t|=@ t—0,B=0
pardmetro de ordem I5; m o t]? t — 0 por baixo, B=0
susceptibilidade v X o [t| 7 t—0,B=0
comprimento de correlacao v £ o |t t—0,B=0
fungao correlacao n G(r) oc |r|~¢+2 t—0,B=0
dindmico zZ Te X &7 t—0,B=0

Tabela 2.1: Tabela com o comportamento critico de algumas grandezas fisicas e seus
respectivos expoentes criticos

Uma das caracteristicas mais importantes das transi¢oes de fase é a universalidade. Os
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expoentes criticos s2o 0os mesmos para uma classe inteira de transi¢oes de fase, que podem
ocorrer em sistemas fisicos distintos. Essas classes de universalidade sao determinadas
apenas pelas simetrias do parametro de ordem, pela dimensionalidade do sistema e pelo
alcance das interacoes. Isso implica que os expoentes criticos de uma transicao de fase que
ocorre na natureza podem ser, em principio, determinados exatamente pela investigacao

de qualquer modelo simples pertencente a mesma classe de universalidade.

Os expoentes criticos («, 3,7,0) podem ser obtidos a partir da energia livre e nao sao

independentes. Os vinculos entre os expoentes sao descritos pelas relagoes de escala:

2—a=28y, 2—a=p0+1) (2.17)

Analogamente os expoentes do comprimento de correlacao e da funcao correlagdo

proporcionam relagoes de hiperescala:

2—a=2dy, v=2-nv (2.18)

2.2 Transicoes de fase quanticas

Flutuagoes térmicas sao responsaveis por transicoes de fase cldssicas enquanto uma
transicao de fase quantica ocorre em T' = 0, quando um parametro nao-térmico, g, do sis-
tema é variado. Em transi¢des quanticas escalas de energia, A, tempo, 7, e comprimento,
¢, estdo instrisicamente ligadas. A medida que o pardmetro g aproxima-se de seu valor
critico, g, o sistema é mais e mais dominado pelos parametros A, 7, e £&. Para compre-
ender como estes parametros dominam o comportamento critico do sistema descrevemos
inicialmente os conceitos principais de uma transicao quantica. Posteriormente vamos
estudar um exemplo simples para facilitar a compreensao do caso genérico: o modelo de

Ising com campo transverso.

Na fase desordenada o estado fundamental é separado do primeiro estado excitado
por um gap de energia. A medida que se aproxima do ponto critico, g., 0 gap se torna
progressivamente menor, criando um ponto nao analitico. Um ponto nao-analitico na

energia do estado fundamental caracteriza uma transicao de fase quantica.

Nesta tese trataremos somente de transi¢oes continuas de segunda ordem quando

ocorre o que se chama "um cruzamento de energias evitado' (avoided-level crossing).

A transicao de fase é acompanhada por mudancas qualitativas na natureza das corre-

lacoes do sistema caracterizando a transicao de fase. Nessas transi¢oes, existe uma escala
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de energia caracteristica A que tende a zero quando g se aproxima do ponto critico.

O comportamento de A préximo do ponto critico é descrito por [24]:
A~ Jlg=gel™, (2.19)

onde J ¢é a escala de energia microscopica do sistema. O valor de zv é universal, isto
é, independentemente dos detalhes microscépicos do Hamiltoniano. O comportamento
(2.19) é valido tanto para g > g, quanto para g < g, com o mesmo valor de zrv, mas com
constantes de proporcionalidade nao universais. Transi¢oes de fase de segunda ordem tém
comprimento de correlacao, £, divergente ao aproximar-se do ponto critico. A divergéncia

do comprimento de correlacao é dada por:
£~ Mg —gel”, (2:20)

onde v é 0 mesmo expoente da Eq. (2.19) e A é uma escala para o inverso do comprimento.
A razdo entre os expoentes da eq. (2.19) e eq. (2.20) é z, o expoente dindmico critico.

Comparando essas duas equgoes obtemos que:
A~ &7 (2.21)

Na vizinhanga do Ponto Critico Quantico(PCQ), as flutuagoes espaciais e temporais ocor-
rem em todas as escalas, de modo que o sistema é invariante por escala. E desta invariancia
que se origina o comportamento tipo lei de poténcia para as grandezas caracteristicas do
sistema. O valor de z afeta fortemente o comportamento estatico e critico, o que pode
ser visto observando que as rela¢oes de hiperescala para o modelo quantico diferem das
relagoes usuais de temperatura finita de um modo fundamental, no qual a dimensao d é

substituida por d+ z[6].

Como todos os experimentos sao necessariamente realizados a alguma temperatura
diferente de zero, a teoria de transi¢ao de fase quéantica é construida de modo a descrever
as consequéncias dessa singularidade em 7= 0 quando analisamos propriedades fisicas

em 1 > 0.

Em sistemas tridimensionais a ordem pode persistir até uma temperatura finita. Na
regiao T'> 0 e g < g. existe portanto uma linha de transi¢des continuas 7(g) na qual as
flutuacoes térmicas destroem a ordem do sistema. A medida que g se aproxima de g,
as flutuagoes quanticas contribuem para desordenar o sistema e reduzem a temperatura
da transi¢do até o ponto critico quantico onde T.(g.) = 0. Proximo de tais linhas, a

frequéncia caracteristica, w., das flutuagoes de longa distdncia do pardmetro de ordem
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podem ser associadas a energia de excitacao do sistema, hw.. As flutuagdes quanticas
serao importantes desde que essa escala de energia seja maior que a energia térmica do
sistema (kpT;). Logo, para uma transi¢do ocorrendo em uma temperatura finita T, as

flutuagao quanticas perdem sua importancia para :

T
kyTe >> hwe oc €7 o |1 — —|",.
T

ou seja, quando

T L

11— —| <T¢". (2.22)

T,
Desta forma o comportamento critico podera ser descrito classicamente para pontos sufi-
cientemente préximos do ponto de transicdo. Na figura 2.2 esta regiao é delimitada pela

1

drea sombreada (|t| < T#”) em torno da linha sélida. A natureza quintica do sistema
ainda influencia quantitativamente, mas as flutuagoes térmicas dominam a escala ma-
croscOpia que controla o comportamento critico. Existe uma regiao intermediaria entre
ordem e desordem chamada regiao critica quantica, onde ambos os tipos de flutuagoes sao
importantes. Ela é localizada préximo de g = g. mesmo para temperaturas relativamente

altas. O limite dessa regiao é determidado pela condigao kT > kyT, > h o< |g — g

|Z/Z

A condi¢do na qual o comportamento do sistema muda de classico para quantico
pode ser entendida. Para isso é preciso analizar a avaliacao da funcao de particao através
mapeamento do sistema quantico de dimensdo d para um sistema classico efetivo de

dimensao d+1 (Apéndice A). Consideramos a fun¢do de particao

Z =Tre P (2.23)

onde H é o operador de energia e  é o inverso da temperatura. Fazendo a continua-
- » : o o -
cao analitica para tempo imaginario, § =i, podemos visualizar Z como uma soma de
propagadores, similar a uma integral de caminho de Feynman. Em baixas temperaturas
termos individuais do Hamiltoniano nao comutam e uma descricao quantica é necessaria.
A medida que se aproxima da linha de transi¢oes T'(g) > 0, o tempo de correlagdo do
sistema diverge (T < £* >> () de tal forma que o sistema na dire¢ao imagindria fica com-
pletamente correlacionado e os termos do Hamiltoniano passam a comutar. Vemos que a
g 2 ; . 1 _ 1 .~
condigao 7 oc §¥ >> 3 € equivalente a hiw << kT dado que woc — e 8= 7. A transicao
entre esse dois regimes (cldssico e quantico) pode ser considerada de forma similar a um

) onde 5 é o

sistema finito anisotrépico com diferentes escalas de comprimento (ﬁVT, ﬁZT

tamanho finito na direcdo de tempo imaginario.
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A
T Comportamento nao universal
Desordem térmica *. - .
% Reglao .
" Critica .

*. Quéntica

Classico critico —

Ordenado o Desordem Quantica

-4- pJ

Figura 2.2: Esquema do diagrama de fase de uma transicdo quantica de temperatura
T por parametro g. A linha sélida separa a fase ordenada da desordenada. A area
sombreada indica a regiao classica critica. A linha tracejada separa a regiao critica onde
tanto flutuagdes térmicas quanto quanticas sdo importantes. O limite dessa regiao é
determidado pela condigao kpT > h o< |g — gc|"*.

2.2.1 Exemplo: Ising com campo transverso

O Hamiltoniano do modelo de Ising unidimensional com N spins com campo trans-

verso h é dado por:

N
H=—J) (0i05)+hD_ ST, (2.24)
i,j i

onde h é o campo aplicado, J > 0 estabelece interagoes ferromagnéticas e o7 é a com-
ponentes de spin de Pauli no sitio i. N = Lxa, onde L é o comprimento do sistema e
a é a distancia entre os sitios. O parametro de controle conveninente para investigar a
transicao de fase quantica é g = % Este controla a interacao entre os graus de liberdade

do sistema. Vamos acompanhar a evolucao do estado fundamental em funcao de g.

O estado fundamental, |0), desse modelo, para g =0, ocorre quando os spins estao

todos na direcao £z, ou seja,

0>=|1=T[IM ou [0>=|H=T[I
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O estado fundamental para g pequeno pode ser caracterizado pelas correlagoes em o7. A
teoria de perturbagao aplicada no limite de g pequeno sugere que :
lim  (0]o707|0) = ma, (2.25)
|i—j|—o00

onde m3 = ((o7

#)2) 6 a magnetizacio quadritica por spin (pardmetro de ordem). Essa

relagdo é equivalente a obtida na Eq. (2.5).

Por outro lado, para g grande os spins se alinham na dire¢ao do campo de modo que

neste limite o estado fundamental pode ser aproximado por:

()it 14)i)
5

| =) = H| — )i sendo | =)=

Para corregoes perturbativas em é espera-se que as correlagdes sejam de curto alcance e

portanto tenham um comprimento de correlagao finito &:

—li—J|
(0l070%(0) ~ e €

(2.26)

Vé-se que nao ha uma forma continua na qual o comportamento (2.25) se transforme
no resultado (2.26), assim esperamos um comportamento singular de £ para algum valor
intermediario g. de g. Para g < g. temos que £ diverge ao se aproximar de g.. Precisa-
mente no ponto critico g. o comprimento de correlacao £ segue uma lei de poténcia em
li—j]. A magnetizacdo espontdnea mg se comporta como uma lei de poténcia em g a
medida que aproxima de g., portanto pode-se concluir que esse ponto critico g. separa o
estado ordernado g < g, do estado desordenado g. > g. A distancia |g. — g| esté associada
a escala de energia das excitagoes acima do estado fundamental. O espectro de excitagao
1 do sistema é dado por:

1
2

e(l) = 2<h2+J2—2hJcos(%l)> A.28
ml

e(l) = 2J<(%)2+1—2%cos(ﬁ)>§

N =

e(k) = 2J(g2+1—29005(k32a)) :

_ 2wl
na qual k= =7~

Para g.(N) = cos(;) & sin(4;) encontra-se o minimo da energia e¢(N) = 2Jsin(NV).

IEsse espectro pode ser obtido por um mapeamento desse sistema para um sistema de férmions
itinerantes[7].
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Vemos que a menor energia de excitagdo é £3 = A =2J|1 —g|. Na figura 2.3 o cruzamento
entre os niveis de energia é evitado pelo tamanho finito da rede. No limite de tamanho
infinito (N — 00 ) g. =1 e A =0, desta forma ha um continuo para o espectro de excitagao,
o estado fundamental é gapless. Para g > g. o estado é desordenado mesmo para T'=0 e

¢ denominado paramagneto quantico. Para g < g. o estado é ordenado apenas em T" = 0.

'
0O 05 1 15 2
g

Figura 2.3: Cruzamento evitado de niveis (avoided level cross) entre o estado excitado
E1 e o estado fundamental E0 no modelo de Ising com campo transverso. A energia do
estado fundamental se torna nao analitica no limite de sistema infinito quando a separacao
de energia (gap) A desaparece no pronto critico g = g, = 1.

A energia da eq. A.28 foi obtida pelo mapeamento do modelo de Ising unidimensional
com campo transverso para o modelo de Ising classico equivalente em uma rede retangular
com interagoes anisotropicas. O modelo classico equivalente tem dimensdao N x M, onde
M ¢é a dimensao de Trotter. Para garantir convergéncia da solugao ¢ necessario manter
limpys_sno % constante. Essa dimensao adicional proporcional a 3, é um resultado geral
devido a dindmica intrinseca dos sistemas quanticos. Dessa forma, A.28 nos fornece a
energia para excitar um tnico spin (spin flip) de uma rede N x 3 de spins de Ising. Os
calculos levando a este resultado podem ser encontrados no apéndice A onde usamos a

decomposi¢ao de Suzuki-Trotter.

Conhecendo o espectro de excitacao é possivel descobrir o comportamento do compri-
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mento de correlagao £ para temperaturas entre 0 <T'< A e g < g.. As menores excitagoe

ficam em torno de k pequeno, logo e(k) ~ A+ (2a‘]k) ). Se o comprimento médio relativo
a essas excitacgoes for muito maior que o comprimento de onda de De Broglie (A = (QJZ) )
espera-se que as excitagoes se comportem classicamente. De acordo com a estatistica de
Boltzman a densidade dessas excitacoes ¢ dada por:
dk TA 1
p= [ Goe W = (), (2.27)
T

2P onde

de modo que a fungao de correlagdo é calculada como [7]: C(r = |z; —x;|) = mie
mg é a magnetizacao do estado fundamental. Nessa regiao temos portanto uma descri¢ao
classica, "renormalizada'pelas flutuagoes quanticas contidas em mg. Podemos identificar

o comprimento de correlagao (classico) como

2T 1 A
=(——)2eT. 2.28
P . A (2Ja)*
Essa aproximagao ¢ consistente com eT >> “52—. Vemos que o comportamento do

sistema depende da razao de A e T'. De forma similar obtém-se para o tempo de coeréncia,

A
r=T"1eT.

2.2.2 Tempo e o expoente critico dindmico

Perto do ponto critico g. o tempo escala de acordo com 7/ = b*7. Isto define o expoente
critico dindmico z. O carater quantico das flutuagoes conectam tempo e energia tal que z
se relaciona com o expoente y da interagao J. Essa conexao pode ser realizada por meio

das flutuagoes criticas:
AT =b"YA] AT =b"FAT (2.29)

A relagao de incerteza AJAT é invariante por escala, ou seja,
AT AT =b Y T*AJAT, (2.30)
portanto y = z e a relacao de hiperescala pode ser escrita como:

2—a=v(d+2). (2.31)

Vemos que esta é a mesma relacao classica de hiperescala se utilizamos a dimensao
efetiva d.y = d+ 2. Observamos isso quando obtivemos a energia por spin na equagao

A.28 do modelo de ising unidimensional com campo transverso por meio do mapeamento
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do sistema quantico d =1 para o sistema de Ising classico bidimensional d =1+ 1. Isso
nos leva a crer que z =1. Como a d.f é aumentada, é possivel atingir a dimensao critica
superior no caso dos expoentes associados a transicao em T'= 0. Neste caso, os expoentes
criticos deverao assumir valores de campo médio, como é o caso da transicao de fase

quantica estudada nesta tese.

2.2.3 Escala préximo do ponto critico em T'=0

Para analisar como um sistema quantico escala em 7'= 0 pfoximo do ponto critico,

vamos considerar o Hamiltoniano 2.24 na presen¢a de um campo longitudinal B:

N
H=—J) (0io;)+h)_ Sf+B) S
%, 7 7

(2.32)

Em uma transformacao de escala de comprimento b (veja Egs. (2.11) a (2.16)), obte-
mos [6]:

J=bYJ] h=bYn ¢ =0by B' =bv"B, (2.33)

na qual considerou-se g = |% — (%)’| e que (%)’ = % no ponto fixo. A parte singular da

densidade de energia, s, pode ser escrita em termos da funcao de escala f como:

B
E,=Jf(5.5) (2.34)
de modo que
B’ B’ _ B
Eg =b'Es=J'f(d', =), & =¢g,5)=b""e(9, 7)) (2.35)
J J J
Usando as relacgoes 2.33 e 2.35 obtemos:
Es(g, B B
BT s g D (2:36)
J J
B B
€l9.5) = B BI) (2.37)

Como b ¢é arbitrario podemos escolher b = g%l para obter:

Eq (d+y) —(z+y) B

A a 1 a—

i g flly 7)

B -1 _zty

=) = gm ey ), (2.38)

<~ &
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na qual se identifica o expoente do comprimento de correlacao v = % e o0 expoente A =

v(x+y). Da singularidade de E5 podemos definir o expoente « e obter:

2—a=v(d+vy) (2.39)
A partir da magnetizagdo m = (S%) = —%EBS |3 =0 |g|? e da susceptibilidade y =

2
—%BE; |p =00 |g|™" obtemos a relacao de escala:

a+2py=2 (2.40)

2.2.4 Extensao a temperatura finita

Como procuramos descrever o sistema a baixa temperaturas devemos introduzi-la nas

fungoes de escala (Eq. 2.36 e 2.37) considerando

(%)' Zby? (2.41)

Uma vez que J define a escala de energia do sistema e com a escolha b'/¥g = 1 obtemos:

O (2.42)

Desta forma, o comprimento de correlacao e a densidade de enegia livre podem ser escritos

CcOomao.
B T
&= 197" f(|g| (5”)7,\9| ") (2.43)
. B T
f=19""*fe(q| “””TIQI Y j) (2.44)

Podemos identificar A = J|g|™*" como uma escala de energia relevante do sistema e a
razao r = % pode ser usada como um indicador sobre qual regime o sistema se encontra
(ordenado g < 0,7 << 1, classico renormalizado g < 0,7 &~ 1 , critico quantico |g| ~ 0r >>
1 e desordenamento quéntico g > 1,7 << 1 ). Vemos explicitamente esta razao % no

comprimento de correlacao Eq. 2.28 calculado na se¢ao anterior.
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3 Monte Carlo Quantico

3.1 Introducao

Métodos de Monte Carlo Quantico (MCQ) sdo técnicas de simula¢do que permitem
estudar sistemas quanticos de muitos corpos em escala antes acessiveis apenas em sistemas

classicos. Os vérios algoritmos podem ser classificados em duas categorias principais [25]:

i ) A discretizagao em tempo imaginario: Os algoritmos baseados na decomposi¢ao de
Suzuki-Trotter [26], [27] permitem o mapeamento da funcao de particio de um sis-
tema quantico de dimensdao d para uma funcdo de particdo de um sistema classico
equivalente de dimensao d+ 1 (dimensao de Trotter). Desta forma, algoritmos usuais
de Monte Carlo classico podem ser usados. Em certos casos, dependendo do Hamil-
toniano e da a decomposicao utilizada, esse mapeamento pode gerar configuracoes
nao fisicas (com energias infinitas), efetivamente definindo um classe de configuragoes
proibidas, dificultando a geragdo de novas configuragoes. O nimero de configuragoes
proibidas aumenta com a dimensao de Trotter. Um forma de minimizar a geragao
de configuragoes proibidas é restringir a alteragoes exclusivamente locais, entretanto,
essa medida faz com que o tempo de autocorrelagao cresca rapidamente em funcao do
tamanho do sistema. O algoritmo de lago (loop) na representacao de linhas globais
(world line) superou esse problema usando tempo imaginario continuo e alterages
nao-locais nas configuragoes do sistema[28]. Em geral, a desvantagem do algoritmo
de loop é a dificuldade de atualizagoes de configuracao nao-locais para certas intera-
¢des importantes, como, por exemplo, campos magnéticos externos. No apéndice A
mostramos como a decomposi¢do Suzuki-Trotter pode ser utilizada para mapear um
sistema quantico unidimensional para um sistema classico efetivo bidimensional, no

qual os usuais algoritmos de Monte Carlo poderiam ser usados.

ii ) Expansao em série estocdstica da fungao de partigdo, referido como algoritmo SSE

(Stochastic Series Expansion). Este algoritmo usa uma extensao do método de Handscomb|[29]
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e tem sido aplicada em varios modelos com interagdes ferromagnéticas e spin % (30, 31].
Em particular, resultados rigorosos para as grandezas criticas (T¢, expoenetes, [3,7,v)
do modelo de Heisenberg 3d foram obtidos [32]. Essa técnica [33], [34] supera algumas
das dificuldades encontradas na expansao de Suzuki-Trotter. Como veremos, quando
a ordem de expansao, n — 0o, o algoritimo SSE é numericamente exato. Utilizando a
alteragao de configuracao global como em loop-cluster [35], [11], o tempo de autocorre-
lacao ¢é altamente reduzido, mesmo na regiao critica. Campos magnéticos externos ou
potenciais quimicos também podem ser incluidos sem perda significativa de eficiéncia.

Devido a essa vantagem, decidimos utilizar este método.

3.1.1 Implementacoes realizadas

Para obter maior entendimento da representagao SSE implementou-se a guisa de teste
o algoritmo com alteragao de lago deterministico (loop-update) obtendo resultados coeren-
tes com a literatura. Esse algoritmo ¢ insuficiente para tratar o problema proposto nesta
tese. Portanto, implementamos o método SSE com lago dirigido para obter os resulta-
dos iniciais desta tese na qual nossa maior contribuicao foi encontrar o peso de update
(alteragdo) mais apropriado (locally optimal). Mesmo com essa implementacao, grande
parte dos resultados desta tese foram obtidos a partir do programas disponiveis no projeto

ALPS (descrito a seguir), devido a maior estabilidade e eficiéncia na implementagao.

3.2 ALPS

Uma dificuldade tipica para quem comeca a lidar com MCQ ¢é a variedade de métodos
disponiveis. Isso se deve as subdivisoes possiveis no algoritmo, tais como representacao
dos estados (worldline, sse, continuous time), alteragdo das configuragoes (worm, loop,
directed loop) e peso de alteragao (heat bath, locally optimal ou minimal bounce). Enten-
der profundamente cada opc¢ao e implementar o algoritmo pode exigir muito tempo. Para
deixar esses métodos mais acessiveis a comunidade cientifica, um esforco em grupo foi
realizado para desenvolver uma biblioteca que, posteriormente, foi utilizada para imple-
mentar diversos desses algoritmos: o projeto ALPS (Algorithms and Libraries for Physics
Simulations) [36]. Apesar de existir uma implemetangao desses algoritmos, um entendi-
mento detalhado sobre seu funcionamento é recomendado, porque a documentagao sobre
os programas ainda é insuficiente por mais que tenha evoluido. Também é recomendado

bom conhecimento do algoritmo caso deseje realizar medidas customizadas. Afim de for-
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necer uma base de conhecimento dos algoritmos utilizados nessa tese, uma descricao do

método SSE é dada nas préximas segoes.

3.3 Detalhes do método SSE

Nessa secao sera feita uma descricao do método SSE. Esse método e diversas variagoes
dele foram publicadas em uma diversidade de artigos[34, 35, 37, 38, 11, 39, 40, 41]. Uma
boa descrigdo de aplicagao simples do método pode ser encontrada na dissertagao [25].
As préximas secgoes sao em grande parte, tradugoes livres dessa dissertacao. Apenas as
partes essenciais foram mantidas. Nesse capitulo vamos focar na representagao grafica
e explicagdo dos conceitos basicos do método. Os detalhes especificos de implementagao

serao apenas citados com suas devidas referéncias.

3.3.1 Algoritmo SSE para Sistemas Classicos

Antes de considerar o método SSE para solugdo de problemas quénticos de muitos
corpos, vamos primeiro considerar um exemplo classico. Considere o valor esperado de

uma grandeza térmica classica,
1 - o - o
(f) =52 fo)e PO, Z =3 e70P), (31)
g g

na qual o é uma configuracao que inclui todos graus de liberdade do sistema, por exemplo,
as configuragoes de spin do modelo de Ising: o = {01,09,03,...,0n}. E(0) é a energia

correspondente e = % é o inverso da temperatura.

No método de Monte Carlo usual, as configuracoes sao sorteadas com a seguinte

distribuicao de densidade de probabilidade

P(o)==W(o). (3.2)

No ensemble canénico, por exemplo, W (o) é o peso de Boltzmann da configuragao o,

W (o) = e BB, (3.3)

O estimador (f) é entdao a média aritmética da fungao f(o) em uma cadeia de Markov
com densidade de probabilidade P(o)
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() =2 S W (o) = X f(0)P0) = (flw = —— Y floli]). (3.4

o o N, sorteios

A funcdo exponencial 3.3 é avaliada por uma expansao em série de Taylor, ou seja,

wie)= > EEON (35)

e reescreve-se a funcao de particdo na forma,

Z:Z§M. (3.6)

|
o n=0 n:

De maneira que o estimador (f) é

v (=BE(0))"
TEES 3) SRl (37)
n!

Desse modo aumenta-se o espago de configuragao convencional com uma dimensao de
expansao, no qual a nova coordenada a ser sorteada é a ordem de poténcia n da expansao
em série. Agora, o peso de uma configuracao (o,n) no espaco expandido de configuragao

o (-BE(0)"

n!

W(o,n) = (3.8)

Podemos aplicar o sorteio de Monte Carlo no espaco expandido de configuracao o,n.
Isso funciona desde que os pesos da Eq. (3.8) para todas configuracoes sejam positivos,
0 que requer que a energia seja sempre negativa. Infelizmente isso nao é sempre o caso,
mas podemos subtrair uma constante € da energia ( E'(c) = E(0) — € ) sem que se mude
a fisica. Isso equivale a multiplicar a fun¢do de particao e f(o) por exp(fe), o que nao
muda o valor de (f) na eq. (3.1). Com tal constante adequada ¢ >=maxz(E(c)) V o,

0 peso a ser usado para amostragem do espago expandido de configuragao é

W(cr,n) _ 5” (€_E<U))n _ (—5[‘[(0))”’ (39)

n! n!

com H(o)=[E(c)—¢|. Dentro desse formalismo, os valores esperados térmicos podem ser
diretamente calculados. O procedimento para gerar novas configuragoes e avaliar médias é
o mesmo que em uma simulacdo de Monte Carlo convencional, entretanto o peso utilizado
¢ dado pela Eq. (3.9). Um protétipo do algoritmo pode ser visto na figura 3.1. Nessa
figura vemos que M estimativas sao realizadas por passo de Monte Carlo e o programa
termina apods realizar P passos. No algoritmo completo algumas medidas iniciais sao

descartadas para reduzir configuragoes nao tipicas do equilibrio térmico.
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Comego

Inicio do Passo:
— : R
Sorteia configuracao inicial o

l

[(— Avalia peso W(o,n) ]—>[ Propée nova configuracao W(o,n £ 1) ]

——( Realizou M medidas?

_ Aceita com probabilidade min(%, 1).
Nao Realiza medidas.

l Sim

Fim do Passo:
Realizou P passos?

Nao

l Sim

Fim

Figura 3.1: Protétipo do Algoritmo SSE classico para P passos de Monte Carlo realizando
M medidas por passo.
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Tome o estimador (H) ( a energia ) como um exemplo:

(H) = %UioH(U)W(a,n)
_ %éo(_ﬁif;w oHo
= %Uio(njﬂl(_B(ffl))),nﬂ), (3.10)

), (3.11)

Z[B o1 m)!
logo o valor da expansdo se torna:
) = 5 S i o.m)
= —5(mw
(B@)=d) = —5(mw
(@) = e= 3+ w
(B@) = e=5- 5w (3.12)

Isso é um resultado notavel, porque apenas temos que nos preocupar com a ordem
da expansdo (n) para calcular a energia. Como a energia é proporcional ao tamanho do
sistema F o« N, podemos deduzir que em baixas temperaturas, a média da poténcia de

expansao € proporcional a SN, ou seja,
(n)w o< BE = feN, (3.13)

na qual e é a energia por spin.
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3.3.2 Algoritmo SSE para Sistemas Quanticos

Como no sistema classico, o ponto de partida do algoritmo SSE quéntico é a expansao

em série de poténcias da fun¢do de particao:

Z=Tr (eﬁﬁ) :Zi <_B!)n<ag|ﬁl"\ag>, (3.14)

o n=0 "
no qual o trago foi escrito como a soma dos elementos diagonais {|a, >}.

Se permitirmos que a ordem de expansado tenda para infinito, nao havera erros siste-
maticos. Seguindo a Eq. (3.9), o peso para uma configura¢ao (o,n) no espaco expandido

de configuracao o,n é

W(o,n) = (ag| H" vy ). (3.15)

O "toy model" para implementacao do algoritmo SSE é o modelo antiferromagnético

na rede quadrada (Fig. 3.2) com spin %, que é descrito pelo Hamiltoniano:

N
H=JY [S§S7+S5/SY+A-57S5]—h) S;—2NJe, (3.16)
(i,5) =1
no qual (i,7) denota os vizinhos mais préximos entre os spins, J > 0 indica interagoes
antiferromagnéticas e € > % + % ¢ uma constante positiva para garantir que os elementos
diagonais de (a|(—FH)™|a) sejam positivos. Os elementos nao-diagonais serao discutidos
mais tarde para o caso antiferromagnético, no caso ferromagnético (J < 0) estes termos
sdo negativos de forma que todos elementos de matriz (a|(—SH)"|«) sdo positivos para

um valor de € adequado.

29 30 31 |32
@ 13 14 @ 15 16
25 26 27 IZB
@ 9 10 @ 11 @ 12
21 22 23 |24
(5) e (©) e (7) -

8 19 20

Q===

Figura 3.2: Rede bidimensional quadrada com L, = L, = 4. Os circulos denotam spins e as barras
entre os spins sdo ligagdes. Condigoes periddicas de contorno sdo mostradas explicitamente. O ntimero
total de spins Ny = Ly X Ly; e o nimero de ligagdes IV = 2N5.
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Considerando Sf como um autovetor do spin no sitio 7 temos na base S z
lao) =S5 @55 ®...©5%) (3.17)

onde o designa um conjunto formado pelos autovalores de cada spin (Sf7,55,...,5%)-
O estado o também pode ser representado por um vetor spin tal que spin[i| contém o

autovalor do iésimo spin da rede

spinli] = S7. (3.18)

Desta forma podemos escrever o Hamiltoniano em termos dos operadores de ligacao PALLb
no qual o indice a indica a diagonalidade dos operadores e b é um indice referente a um
par de spins (i(b),j(b)) conectados por uma ligagdo. Em um sistema bidimensional com
interagoes entre primeiros vizinhos, o nimero de ligagoes é dado por N, =2N. Na figura
3.2 é representado os indices de uma rede quadrada 4 x 4, os nimeros dentro dos circulos
sao os valores para os indices (7,7) dos spins da rede e os ntimeros nas barras representam
os valores possiveis para o indice b nas ligacoes entre os spins. Como um exemplo, pode-se
ver na figura que os spin de indices 6 e 10 sao conectados pela ligacao de indice 22. No

caso do Hamiltoniano (3.16),

N h
= _A5;5;+§<55+5;)+§, (3.19)
sao os operadores diagonais (a =1) e
Hyp = (S7S7+5]5Y), (3.20)

sdo os operadores nao-diagonais (a = 2), na qual b é um indice referente a um par de spins
(1(b),j (b)) conectados por uma ligagdo. Reescrevendo o Hamiltoniano em termos desse

operadores obtemos:

A A

dr Az R Jz Gz h Q% oz
H = T3 (S Sie S Sim + A% Sim) — 5 (22 Siv + )

(i,5) ’ (4,5
+ 2NJe (3.21)
A Nb
H = —JY (Hyp— Hayp). (3.22)
b=1

As poténcias do Hamiltoniano (a|H"|a) na funcdo de particio Eq. (3.14) (para
um estado o qualquer) podem ser expressas como somas de produtos dos operadores

de ligacao, Hyy e Hyyp. Tal produto é denominado como uma sequéncia ou linha de
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operadores (operador sequence, operator string), isto é:

Ny, R R
(alH"|a) = (a|(J”bZ(—HLb+H2,b))”|OZ>
=1
1 2 Ny
= a| H ZZ ab |Oé>
p=n a b 1

= ZZZZ

a(D=16()=1  a(2)b(2)=1

Z H<_1)a(p)ﬁa(p)yb(p)‘a>

a(n)b(n)=1p=1

27Nb n R
= Jl Y I <_1)a<p>Ha(p)7b(p)|a>; (3.23)
Sn p=1

Sy, determina a sequéncia de operadores

Sn = la(n),b(n)];la(n—1),b(n —1)],---,[a(1),b(1)] , (3.24)

na qual a(p) € [1,2] corresponde ao tipo de operador (1 — diagonal; 2 — nao-diagonal),
b(p) € [1,N] é o indice da ligagao e p € [1,n] é o indice referente a expansao de ordem n.
Como visto na Eq. 3.23 o nimero total de linhas de operador diferentes é (2Np)", que
é bem grande para tamanho de sistema grande (N} grande) ou para ordem de expansao

grande (n grande).

Utilizando a notacao das Eqgs. (3.23 e 3.24), o peso W (o,n) para uma configuragao
(o) é dado por:

_Bjn 1 . N
Wio) = O 0 T -0 )
! h
B
n n! (=1
(o[ Ho(m) bn) Hatn—1)p(n—1) - - Ha(1) p(1) | @) (3.25)

na qual ng, é o nimero de operadores nao-diagonais na sequéncia de operadores. Como
no caso classico, o peso de qualquer configuracao Eq (3.25) deve ser positivo para que
a amostragem de Monte Carlo seja usada. O valor de e garante que o produto dos
valores diagonais contribuam positivamente para o peso, entretando um maior cuidado
deve ser dado aos termos nao diagonais no caso de interagoes antiferromagnéticas. Neste
caso vemos que cada aplicagdo do operador nao-diagonal Hy () muda o estado da base

Hypylaw) = |ag). Em uma rede bipartida é necessério um ntimero par de operadores
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para que o estado modificado ¢’ seja 0 mesmo que o inicial o e assim produza elementos
que contribuem para funcdo de particio (ay|al) = d(0,0’). Desta forma ng, par garante
que o peso 3.25 seja positivo. Entretanto, se a rede é ndo-bipartida (por exemplo, rede
triangular), podemos utilizar o operador nao-diagonal um niimero impar de vezes e ainda
trazer o sistema de volta ao estado inicial devido a existéncia da frustracao geométrica.
Neste caso estarfamos enfrentando o problema de sinal [33]: algumas configuragoes terao
peso negativo. Nesse capitulo apenas consideraremos sistemas nos quais esse problema

nao ocorre.

Um meio eficiente de implementar o algoritmo ¢é utilizando sequéncias de tamanho
fixo M que é um ponto de corte onde a expansao é truncada. O erro de truncamento
é exponencialmente pequeno e M pode ser escolhido de forma que esse erro possa ser

ignorado|34].

E conveniente introduzir um operador identidade denotado consistentemente com os
indices a =b=0,

Hop=1. (3.26)

Desta forma, podemos avaliar a fungdo de particio na qual um nimero fixo de M —n
operadores identidade, Ho, sao inseridos em cada sequéncia de operador com tamanho
n< M. Considerando todas maneiras de inserir esses operadores, existem (Af ) sequeéncias
diferentes produzidas por essa inser¢ao. Apesar dessas sequéncias serem diferentes, elas
produzem a mesma contribuicao na funcao de particao. Logo, um fator (1\7;[ )_1 deve ser
incluido em cada peso de forma a anular esse sobrepeso. Para simplificar a nota¢ao vamos
considerar J =1. O peso de uma configura¢ao (o) no espago de configuragao convencional

o ¢é dado por
—B)"(M —n)!n! !
W(o‘) = <SZ > ( ) 7§I|M| ) <O¢U‘p1:[ Ha(p)7b(p)|ozg>, (327)
M,n =n

na qual (Sps,) indica somas sobre sequéncias do tipo 3.24. Finalmente, o peso de uma

configuracao (o, Snr,) no espago extendido de configuracao o, Sy, € dado por

(M —n)! L
Wio S = DR 0 T Hogyy ) (3.28)
(el 11

onde n denota o niimero de operadores de ligacao na sequéncia Syy y, isto é, n é o nimero
de elementos onde [a;,b;] # [0,0].

O ponto de partida do algoritmo SSE em sistemas quanticos é, entao, normalmente a
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funcao de particao escrita como

— B\ —n)n! 1
Z=) > (=P) g\]@, ) '<Oéa\ 1T Hag) by lvo)- (3.29)

9 Smn p=n

No espaco de configuracao o,n as configuracoes SSE sdo sorteadas de acordo com
probabilidade

W(o,Snmn)  (B)"(M —n)!

1
P(0,Symn) = ~ = <a0|p];[nHa(p),b(p)|aU>' (3.30)

Novamente isso requer que todos os pesos sejam positivos, ou seja, a presenca de

termos negativos sao referidos como problema de sinal.

Usando os operadores diagonais e ndo-diagonais e com a funcao de partigdo Eq. (3.29),
é facil provar que o valor esperado da energia por spin (e) no caso quantico também é

proporcional & ordem de expansao n, como no caso cldssico Eq. (3.12):

19
@ = —yaslin(2) .
110
= “Nzag?
110 (=B)"(M—n)ln! =~ +
- NZoB (Zo:sMyn n!M! <aa|pl:InHa(p)’b(p)|%>)
1 (1 —B)"(M —n)'n! 1
-~ TNB (E;%n ( )vi!M! e <%|pl;[nHa(p)’b(p)|%>)
1
- % (;SM@HP(J,SM@))
1
- L, (3.32)

na qual N é o nimero de sitios e § = .
kp

3.4 Estados propagados

Dada a probabilidade de uma configura¢ao no espago de configuragdes {o, M }, o passo
genérico de um algoritimo de simulacao de Monte Carlo é determinado pela probabilidade
de aceitagdo que satisfaz o critério de balango detalhado. Essa probabilidade é usada
para gerar novas configuragoes. Nessa secdo, as ilustragdes e exemplos consideram os

estados possiveis para spin %, mas essa representacao pode ser facilmente adaptada para
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spin de tamanho genéricos ou até mesmo para representar outros modelos quanticos.
Existem duas representacoes usadas para descrever uma configuragado SSE: a representagao
dos estados propagados (propagated vertex representation) e a representacao de vértices
encadeados(linked vertex representation) [37]. Tecnicamente falando, a diferenca marcante
entre essas duas representacoes é o modo como as informagoes dos spins ¢ e a sequéncia
de operadores Sy, sao salvas na simulagao de MC. Essas representacoes serao descritas

nas secoes a seguir.

3.4.1 Representacao de estados propagados

Primeiramente, definimos os estados propagados:

0(p)) = Hupypplalp—1)), (3.33)

onde subentende-se a configuracao o’ de |a(p) >

() =1+ 5w () © S5 (P): - ) (3.34)

depende-se da configuracdo o de |a(p—1) > antes da aplicacao do operador ]:Ia(p)b(p)

onde Siz(b) (p) é um autovetor do spin no sitio 7 apés p aplicagoes do operador ]:Ia(p)b(p)'

|a(p)) representa dois spins conectados pela ligagao b(p) com o estado (Sf(b) (p), S;(b))’
gerado a partir do estado propagado anterior |a(p—1)) pelo operador de ligacdo Hep)y(p)
na posicao p da sequéncia de operadores Sjy,. Com essa definicao, podemos reescrever

o peso de uma configuragdo Eq. (3.28) na forma:

W(a,San) = W@(O)I ﬁMHa<p>b(p>|a(0)> (3.36)
=
_ W@(O) | Haqanyp(ary Haar—1yp(v-1) - Ha(2yp(2) Ha(yp(a)|(0))
- W@(O) [ Ha(anyp(ar) - Harr-1yp01-1) - Ha2pp(z)la(1))
= PR O aanuian Hogor-pias-1) - la(2)
5 (3.37)
_ Wm(onﬂa(w(waw ~1))
p" (M —n)!

= TW(O)W(M))’
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na qual a(0) estd em uma configuragao especifica 0. O estado propagado |a(M)) é o estado
obtido apds a aplicagao sucessiva de todos operadores da sequéncia Sy ,. Se esse estado
for diferente de |a(0)) o peso serd nulo. Desta forma percebe-se que as configuragoes que
tém peso diferente de zero sao aquelas nas quais o estado inicial |«(0)) deve ser propagado

de forma a retornar ao mesmo estado apds a M-ésima aplicacao de operador H,,, isto &,
((0) [ Haaryp(an (M = 1)) = (a(0)|a(M)) = (a(0)[e(0)) = 1. (3.38)

Os operadores diagonais nao alteram a configuragao do estado de |«). Considere, por
exemplo, a rede da figura 3.2 e o primeiro operador da sequéncia sendo diagonal e atuando
nos estado o tal que o estado para o sitio de indice 6 é dado pelo spin |+ > e o spin de

indice 10 estd no estado |— >, cujo indice de ligagao b é 22. Logo:

2(0)) = |...S7(22)®55(22)...) (3.39)
= |...SE®5%...) (3.40)
= ... 4+®—..), (3.41)
]:Ia(l),b(l) = fhgz- (3.42)
Aplicando a Eq. (3.19) obtemos
Hy1)p1))(0)) = (e+A)|a(1)) = (e+ A)]...+®@—...). (3.43)

Portanto, se H, () for diagonal na posi¢ao p da sequéncia de operadores Sy, 0 estado

propagado |a(p)) permanece o mesmo:

|Oé(0)> :Ha(p)b(p)‘&(p_l» X |Oé(p—1)>. (3'44>
L N ON N SN N IS
| | | | N
SEON X BON I NON NONSN

Figura 3.3: Os seis vértices possiveis: os circulos sélidos representam spin-1 e os circulos abertos repre-
sentam spin-|; barras horizontais sélidas representam o operador nao diagonal Hj j e barras horizontais
abertas representam o operador diagonal Hi p. A seta indica a direcdo da propagagao.

Para o nosso "toy model", o modelo XXZ com spin-1/2 e interagoes antiferromagnéti-
cas, observa-se dos elementos de matriz (a(p)|H(pyppy(p — 1)), apenas seis sio diferentes
e nao nulos (desconsiderando o caso no qual Hy ) = Hop). Estes sdo faceis de calcular

a partir do Hamiltoniano Eq. (3.16). A representacao grafica desses elementos pode ser
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vista na figura 3.3.

Para avaliar estes elementos é necessario aplicar o operador diagonal Hyp Eq. (3.19)
e o operador nao diagonal Hyj Eq. (3.20) nas possiveis configuracoes de spin |a(p—1)) =
L4411, 5| 4, 1) os resultados estao listados na tabela 3.1.

‘ Elemento de Matriz ‘ Valor ‘

L H Y | C—5 -
T Hip 2

T4 [Hip
LT[ Hup
L1 [Hayp
T4 [ Hopl 4,1

Tabela 3.1: Os seis elementos de matriz differentes para o modelo XXZ com spin-1/2 e interaces
antiferromagnéticas

1T
T4
b1
T4

{
{ )
{ )
( )
( )
{ )

A Fig. 3.4 é uma ilustragdo grafica do estado propagado na representacao de uma
configuracdo SSE para uma cadeia de oito sitios. As notagoes dos estados de spin e
tipos de operadores sdo as mesma que na Fig 3.3. A linha p da figura representa o
estado propagado |a(p)) e cada barra representa um operador I:Ia(p)’b(p) da sequéncia de
operadores. O operador H, a(p),b(p) SePara os estados |a(p)) e [a(p—1)), como existe apenas
um operador para cada indice p vamos ter no maximo um operador separando cada linha
de estados. Neste caso, com expansao de corte M = 13, existem n —8 operadores de ligacao
([ai, b;] #10,0]) e M —n =5 operadores identidade ([a;,b;] = [0,0]). O ultimo corresponde

a0 espaco vazio entre os estados propagados.

Os estados propagados |a(p)),p=1,2,---, M na Fig. 3.4 podem ser obtidos a partir

da configuragao inicial |«(0))

1=

1
la(p)) = [T Hapyp)|(0)). (3.45)
4

A partir da representagao do estado propagado é facil ver as condigoes periddicas de
contorno na diregao da propagacao: |a(M) >=|a(0)), que deve ser obedecida por qualquer
configuracao contribuinte no espaco de configuragoes o, Syr,. Se a rede é bipartida, as
condigbes periddicas de contorno no "tempo imaginario" (diregao de propagacao) implicam
que: ou cada spin nao ¢ alterado de maneira alguma, ou deve ser alterado um ntmero
par de vezes durante a propagacao de p=1a p= M. A rede bipartida por sua vez,
implica que um nimero par de operadores nao-diagonais ([a(p),b(p)] = [2,b]) é necessario

na sequéncia de operadores Spy,p,.
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Figura 3.4: Representacio de estados propagados para uma cadeia unidimensional com corte de expan-
sao M =13, n=8 e M —n =15 Os circulos sélidos representam spin-1 e os circulos abertos representam
spin-]; barras horizontais sélidas representam o operador nao diagonal Hy; e barras horizontais abertas
representam o operador diagonal Hj ; e espacos vazios entre dois estados sucessivos propagados repre-
senta um operator identidade [a;,b;] = [0,0] "agindo" entre esses estados; o indice de ligagdo b indica que
a ligagdo b é conectada aos sitios b e b+ 1.

3.4.2 Representacgao de vértices encadeados

O produto dos elementos de matriz da Eq. (3.33) pode representado por uma rede de
n vértices, no qual n é o nimero de operadores de ligacao [a(p),b(p)] # [0,0] na sequéncia
de operadores Sy . A representagao de estados propagados da configuracao SSE mostra
explicitamente o estado propagado para todo indice p , entretanto, com a representacao
de vértices encadeados, apenas a mudanca dos estados é representada pelos vértices. Na
representacao de vértices encadeados, um operador é representado por um vértice com
quatro pernas e cada perna tem um estado de spin correspondente. O operador age em
dois spins de "entrada’ (duas pernas de "entrada') e o resultado da operagao sao dois spins
de "saida" (duas pernas de "saida"). Nessa representagao é possivel consider as condigoes
periddicas de contorno dos estados propagados, ou seja, os elos podem passar através de

p=0.

A Fig 3.5 é a representacao de vértices encadeados para a configuragdo SSE da Fig

3.4. Aqui as colunas dos spins fixos foram substituidas por operagoes consecutivas na
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Figura 3.5: Representacao de vértices encadeados para a configuracao SSE da Fig 3.4, a
configuracao SSE para uma cadeia unidimensional com expansao de corte M =13, n =8¢
M —n =15. Os circulos sélidos e abertos, barras horizontais sélidas e abertas tém o mesmo
significado que na Fig 3.4, entretanto foi removido todos estados de spin propagados que
possuiem spins fixos entre operacoes consecutivas. Linhas verticais indicam valores de

spin constantes. A seta indica a direcdo de propagacao.

representacao de estados propagados por linhas verticais, representando o elo bidirecional

entre as pernas de vértices consecutivos.

As pernas de vértices dos seis vértices mostrados na Fig 3.3 sdo mostrados na Fig

3.6. Para a mesma configuracao SSE ilustrada na Fig 3.4 com a representacao de estados

propagados ou na Fig 3.5 com a representagao de vértices encadeados.
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Figura 3.6: Os seis vértices com suas pérnas de vértices correspondentes
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3.5 Balanco detalhado

Nessa secao sao discutidas como as configuragoes sao alteradas de acordo com a dis-
tribui¢ao de probabilidade P(o,Syr,,) = W no espaco de configuracao o, Sy, com
a representagao discutida na se¢do anterior. Uma simulacao de Monte Carlo é normal-
mente iniciada com alguma configuracao arbitraria permitida e ao realizarmos alteragoes
geramos uma cadeia de Markov de configuragoes. A nova configuracao sera aceita ou
rejeitada de acordo com as probabilidades escolhidas, tal que o balanco detalhado seja

satisfeito. Isto é:

W(A)P(A— B) = W(B)P/(B — A), (3.46)
P(A— B) = PAA—=B) P.(A— B), (3.47)

a probabilidade de transicdo a probabilidade de escolha a probabilidade de aceitacao.

Assumimos que P(A — B) = P,(B — A), isto é, a probabilidade de fazer uma ten-
tativa da configuracao atual A para uma nova configuracao B é igual a probabilidade de
fazer a transicao oposta. A probabilidade para aceitar uma mudanca da configuragao A

para a nova configuragao teste B pode ser obtida pelo algoritmo de Metrépolis [42],

P,(A— B) =min( W (3.48)

Todavia, se P.(A— B) # P.(B — A), entao, a probabilidade de aceitagao é modificada
para contrabalancear essa tendéncia. Em simulagoes de Monte Carlo classico do modelo
de Ising, por exemplo, a condi¢ao P.(A — B) = P.(B — A) geralmente se mantém, porque
em uma rede de Ny spins, a probabilidade de selecionar aleatoriamente um spin ¢ para
alterar é sempre a mesma (P (i) = N%)) Infelizmente, esse nao é sempre o caso em uma

simula¢ao de Monte Carlo Quéntico (MCQ).

No método SSE, dois tipos de alteragao sao usados: alteragao diagonal(diagonal up-
date) e a alteragiao de lago(loop update)[37]. A alteragao diagonal é realizada na represen-
tagao de estados propagados e a alteragdo de lago por sua vez utiliza a representagao de

vértices encadeados.

A simulagdo normalmente comega a partir de uma configuracdo permitida arbitraria
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(0,SM,n) - uma configuracao de spin aleatéria
spinfi] =1,-1,—1,—1,--- 1, i=12,--- N, (3.49)

e uma sequéncia de operadores vazia Sy, = {a(p),b(p)| a(p) =b(p) =0 Vpe [1,M]}

com comprimento M arbitrario.

3.5.1 Alteracao diagonal

Alteracoes diagonais sao do tipo [0,0], <+ [1,b],, ou seja, sao dadas pela substituicao de
um operador identidade (a =0,b=0) por um operador diagonal (¢ = 1) em uma ligagao de
indice b. Essas sao usadas para alterar o ntimero de operadores de ligagao ([a;,b;] # [0,0])

na sequéncia de operadores Spy,p.

Se a sequéncia de operadores esta vazia, ou seja, estd composta apenas por operadores
identidade ([a;,b;] =[0,0] Vi€ [1,M]), entdo a probabilidade de aceita¢ao para inserir um
operador diagonal P,([0,0], — [1,b],) pode ser calculada a partir da equagdo de balango
detalhado, Eq. (3.46), como

W([Ovo]P)Pe([an]p - [17b]P)Pa([070]P - [lab]p) =
W([lvb]P)Pe([lvb]P - [Ovo]p)PCL([lvb]p - [070]17' (35())

Este é o caso no qual as probabilidades de escolha entre duas configuragoes sao diferentes,
isto é, P.(A— B) # Pe(B — A). Observa-se que P.([0,0], — [1,b],) = N%, ao levar em
consideracao que existem Ny ligagoes b possiveis para a escolha de insercao do operador
diagonal ([0,0], — [1,b],), entretanto, P.([1,b], — [0,0],) = 1, pois existe apenas uma
maneira de remover o operador diagonal [1,b], — [0,0], quando a ligacdo b é sorteada.
Logo as probabilidades de escolha seguem a razao,

P€<[1,b]p — [OvO]P)
P€<[0,0]p - [Lb]]?)

= N,. (3.51)

A probabilidade de aceitagdo Py([0,0], — [1,b],) é calculada pela substituicdo dos
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pesos da antiga e da nova configuragao. Substituindo a Eq. (3.36) na Eq. (3.50),

_ - W([lvb]p) Pe([lvb]P%[ ) ]P)
Fall0,Olp = [1.0lp) = mm(wqomp) Po(0,0), = | ,b1p>’1>
_ - W([lab]p)
B mm(wqo,mp)'Nb’l)
Bt (

1. p—
. (0l e ar Hay by l0) - Ny
= min M T , 1
—q <O{| szM Hap7bp ‘O{>

B-{a(p+1)|Hypola(p)) - Ny
(M —n) - {a(p+1)|Hoola(p))’

= min <5'<Q(P+1)|H1,0|a(p))-Nb 1)
(M —n) ’

= min

(3.52)

O caso H, a(p).b(p) = H1,p(p) Tepresenta um operador diagonal na ligagao b na posicao p
da sequéncia de operadores. De forma similar a calculada, acima pode-se mostrar que a

probabilidade de aceitacao de remover tal operador diagonal é dada por:

(3.53)

Pt([lvb]p—)[O,O]p:min<6.(M_n+1) )

(af Hyplor) - Ny’
Nota-se que N no denominador reflete o fato que existe apenas uma tnica posicao para

escolher a remocao [1,b], — [0,0], para uma dada ligagao b.

Alteracoes diagonais sao realizadas consecutivamente para toda posicaop=1,2,---, M,
e quando os operadores nao-diagonais Hy ;(p) sao encontrados, o estado |a(p—1)) é ape-
nas propagado sem alterar o tipo de operador. Devido a periodicidade na direcao de
propagagcao, todo spin pode apenas ser alterado um nimero par de vezes (incluindo zero,
veja Eq. (3.25)). Desta forma, quando completamos a alteragao diagonal até a tltima
posicao p = M na sequéncia de operadores, os spins sao propagados de volta ao estado
original, |a(M)) = |a(0)).

3.5.2 Alteragao pelo operador de lago (Operator Loop Update)

A atualizacao das configuracoes por meio do operador diagonal nao altera o niimero
de operadores nao-diagonais e sequer pode alterar as configuragoes de spin ao longo do
caminho dos estados propagados: (|a(0)), |a(1)), -+, |a(M —1)), |a(0))). A alteracao por
operador de lago (operator loop update)[37] é responsavel por esses tipos de mudangas de

configuracao. A alteragdo por operador de lago muda o tipo dos operadores de ligagao, de
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diagonal para nao diagonal ou no sentido inverso. Essa mudanca pode ocorrer em varios
elementos da sequéncia de operadores sem alterar o nimero total de operadores, isto é, a

alteracao por operador lago é realizada com n fixo.

A ideia da alteracao por operador laco é construir um caminho fechado conectando as
pernas dos vértices. Entre vértices diferentes, cada perna de vértice é ligada a uma perna
de outro vértice e essas formam um segmento de um caminho. Dentro de um vértice, temos
uma perna como entrada e outra como saida. Essa parte também é um segmento de um
caminho. Tal caminho é extendido repetidamente com esses dois tipos de segmentos até
que retornemos a perna original e um caminho fechado (lago) é eventualmente formado.

Uma vez que o caminho ¢ fechado, altera-se todos spins pelo qual o laco é formado.
(a) () [ o] ()

Vértice tipo 1

®* ® @ ®
) ) ® L]
U‘.- . F ':. L ] . | .
e e e
Vértice tipo 5 s
& - ®* ® oo

Figura 3.7: Todos os quatro caminhos possiveis aplicados nos vértices dos tipos 1 e 5,
nos quais a perna de entrada é a perna esquerda superior (perna 1). As setas indicam
a direcao de propagacao. Os vértices alterados, com spins na entrada e saida alterados,
também sao mostrados. Note que os dois casos marcados com um "X" sao proibidos, pois
eles violam a conservacao de magnetizagdo durante a propagacao. Os quatro processos
diferentes sao referidos como (a) "Quicar"(Bounce), (b) "Trocar e Voltar', (c¢) "Continuar
reto'e (d) "Trocar e Continuar'

Para construir um operador de laco, uma das 4 X n pernas de vértices é selecionada
aleatoriamente como perna inicial de entrada. Uma das quatro pernas pertencentes ao
mesmo vértice é escolhida como perna de saida: tanto o spin de entrada quanto o de
saida sao alterados. Em principio, existem quatro saidas quando a entrada é fixada. Na
verdade devido a conservacao da magnetizagao total - [S7,, H] = 0, existem apenas trés
outras possiveis saidas. Na figura 3.7 vemos que o processo b) aplicado ao vértice do tipo
1 e o processo ¢) aplicado ao vértice do tipo 5 alteram a magnetizacao total entre estados

propagados |a(p)) e |a(p—1)) e sdo portanto, processos proibidos. Exemplos de como
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vértices mudam nos quatro processos pode ser visto na Fig 3.7. A probabilidade de saida
de uma certa perna, dada a entrada, é relacionada com a matriz de elementos da tabela
3.1. A forma explicita de tal probabilidade, que desempenha papel crucial na eficiéncia

da simulacgao, é o topico principal da préxima secao.

Se as pernas de entrada e saida estdao em sitios diferentes ("Trocar e Voltar'e "Trocar
e Continuar"), o tipo do operador naquele vértice ird mudar: a parte superior na figura
3.7, para o vértice do tipo 1, depois de "Trocar e Continuar"', o operador muda de diagonal
para nao diagonal. Na parte inferior, para o vértice do tipo 5, o operador muda o tipo de
nao-diagonal para diagonal em ambos processos "Trocar e Continuar'e "Trocar e Voltar'.
Note que o processo de "Quicar'na figura 3.7 é permitido para ambos os vértices (tipo 1

e b) e deixa o vértice inalterado.

Uma alteracdo por laco pode afetar um nimero muito grande de operadores. O
nimero de lagos a ser construidos pode ser determinado de duas formas: (i) Caso a
construcao de um lago seja deterministica, podemos seguir o algoritimo de cluster de
Swendsen-Wang para o modelo cldssico de Ising [43], no sentido que podemos construir
todos os lagos e depois trocar os valores de spin de cada um deles com probabilidade %, ou
seja, metade dos lagos contruidos sao utilizados para gerar uma nova configuragao; (ii) Ou
de forma mais geral podemos seguir o algoritimo de cluster de Wolff [44], no qual construi-
mos um certo nimero de lagos, N;, e cada lago (cluster) é construido aleatoriamente (com
diferentes pontos de entradas escolhidos aleatoriamente) e os valores de spin de cada um
deles sao trocados com probabilidade 1, ou seja, todos N; lacos construidos sao utilizados
para gerar uma nova configuracdo. O tultimo, por ser mais geral, serda exemplificado aqui.
Utilizando a representacao de vértices encadeados, o procedimento de construcao de um

laco pode ser descrito como:

1. Escolha uma perna v0 das 4 xn pernas possiveis em uma sequéncia de n vértices

(operadores).

2. Escolha uma perna de saida vl das 4 pernas possiveis de saida com uma certa
probabilidade p(v0,v1) (uma das pernas de saida ndo preserva a magnetizacao logo

é proibida).

3. Veja a qual perna de vértice a perna vl estd ligada e defina esta como a nova perna

de entrada.

4. Repita os dois ultimos passos até que o vértice inicial seja alcancado.
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Figura 3.8: Duas maneiras de fechar um operador de lagco. A perna de entrada original
do lago em (a) e (b) sdo as pernas apontadas por setas. Em (a) o tltimo segmento de um
lago conecta os vértices iniciais e finais (correspondentes ao caso v1=v0), o spin inicial é
alterado. Em (b) o tltimo segumento do lago esta dentro do vértice inicial (correspon-
dendo a v2=v0) e a perna de entrada original é trocada duas vezes, permanecendo entao
inalterado. Tanto o operador em (a) quanto em (b) produz a mesma configuracao final

(c).

A probabilidade p(v0,v1) pode depender da perna de entrada e saida e do tipo do vértice

e sera discutida na préxima segao.

A figura 3.9 é crucial para o entendimento do esquema de alteracao por lago. Para

facilitar o entendimento vamos representar a sequéncia de operadores Syy,, pelo vetor:
opstring[p] = (a(p) mod 2)+2b(p), (3.54)

no qual p é o indice do operador, a(p) é o tipo do operador (0 unitario, 1 diagonal e 2
nao diagonal) e b(p) é o indice da ligacao entre spins. O estado inicial dos spins |a(0)) é

dado pelo vetor:
spin = [—1,41,—1,—1,+1,—1,+1,—1] la(0)=|—+——+—+-). (3.55)

Nessa figura podemos ver claramente como um operador de lago é construido e como
esse lago mudara a configuracao SSE. Cada operador é representado por um vértice. Os
vértices na posicdo p = 1;8 mudam seu tipo de diagonal (a(p) = 1) para nao diagonal
(a(p) =2). os vértices na posi¢do p = 3;11 mudam seu tipo de nao-diagonal (a(p) = 2)

para nao diagonal (a(p) =1). Os vértices restantes mantém-se inalterados.
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Figura 3.9: Configuracdo SSE representacao de estados propagados antes e depois de
uma operacao de lago. Acima estd representado o caminho do lago antes da alteracao de
spin, abaixo esta representado a configuracao alterada quando trocamos todos spins nas
pernas dos vértices utilizadas nesse lago. Depois da troca de spin, em alguns vértices,
o tipo de operador muda: para vértices na posicao p =1 e p =38, o operador muda de
diagonal para nao-diagonal, enquanto para vértices na posicao p =3 e p =11 os operadores
mudam de nao-diagonal para diagonal. Existem também vértices, os quais seus operadores
permanecem inalterados apos a troca de spin, como aquele em p = 5.
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Deve-se ter atencao ao modo como o laco se fecha. Existem duas formas de fechar o
lago: i) A perna inicial v0 é a mesma perna que conecta o ultimo vértice e neste caso o
spin desta perna serd alterado; ii) A perna inicial v0 é diferente da perna que conecta o
ultimo vértice, e portanto v0 nao é alterado. As formas possiveis de fechar um lago podem
ser vistas na figura 3.8. Os spins no estado |a(p)) (p € [0,M]) que ndo foram afetados
por nenhum dos operadores na sequéncia de operadores Sy, sao denotados como spins
"livres". Tais spins podem ser trocados com probabilidade % jd que nao aparecem na
funcdo peso. A troca do valor desses spins livres permite gerar uma nova configuragao
com magnetizacao total diferente. Isso é possivel porque a restricdo sobre mudanca de
magnetizagao se aplica apenas a sequéncia de operadores, ou seja, se aplica a spins nos
quais existe algum operador agindo sobre eles. Estes spins nao podem ser livremente
alterados devido a restrigdo ((0)|a(M)) > 0 que restringe as sequéncias de operadores
possiveis. Os spins livres podem ser arbitrariamente alterados pois nao sao submetidos a
tal restrigdo. Como visto na Eq. (3.32), a energia é proporcional a média do valor de n,

o ntiimero de operadores Hamiltonianos na sequéncia Syy p:
(n) =eNp. (3.56)

Vemos que (n) cresce linearmente com o inverso da temperatura (3, desta forma, spins

livres s6 aparecem com frequéncia em temperaturas altas.

Com isso em mente, um Passo de Monte Carlo(PMC) pode entao ser definido como :

1. Faca uma varredura de alteracao diagonal em todas posigoes possiveis p em Spyp.
2. Construa N; operadores de laco.

3. Trace o estado dos spins desses N; lagos (mapeando para um nova sequéncia de

operadores Sy, e uma nova configuracao de spin |a))

4. Troque o estado de cada um dos spins livres com probabilidade %

O valor de N; deve ser gravado e ajustado durante a fase de equilibrio da simulagao para
garantir que nods visitamos uma fracao significativa de vértices. Tipicamente na fase de
equilibracao da simulacao, determina-se N tal que a média cumulativa do comprimento
do lago (o ntimero de vértices visitados) em uma simulacdo de Monte Carlo Quéntico
(MCQ) seja menor ou igual a 10(n) em uma sequéncia de tamanho varidvel ou 10(M) em

uma sequéncia de tamanho fixo M.
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3.6 Solucoes para equacoes de laco dirigido

A eficiéncia do programa SSE depende, dentre outros fatores, do modo como é esco-
lhida a perna de saida de um vértice dada uma perna de entrada. Para a maioria dos casos
existem varias solugoes possiveis que satisfazem a condi¢ao de balango detalhado, porém
nao ha como definir a priori a solugdo mais eficiente. Cada solucao pode ser indicada por
uma matrix estocastica a;;, que define a probabilidade de transi¢ao dada uma perna de en-
trada i e uma perna de saida j. Algumas dessas solucoes sao descritas a seguir na seguinte
ordem: Primeiro comegaremos com a primeira solugao sugerida por Sandvik([37] que é a
solugao de banho térmico aplicada ao nosso "toy model". Dentre as solugoes mostradas é a
solucao mais ineficiente, porém a mais simples. Depois mostraremos a origem das equagoes
de lago dirigido a partir da equagao de balanco detalhado. Em outra secao, analisaremos
as equagoes de laco dirigido na forma de uma matriz estocéstica. Mostraremos depois a
solugao intuitivamente mais eficiente, a solucao de "Quicagem'minima. Finalmente mos-
tramos a solugao "localmente étima’', pela aplicagdo do teorema de Peskun[45, 46, 40] a
matrix estocatisca. Todas essas , sao solugoes particulares possiveis ao criar restri¢coes

(minimizagbes) na matriz estocastica que representa as equagoes de laco dirigido.

3.6.1 Banho térmico

Na versdo original do operador de lago SSE [33], a probabilidade de selecionar uma
perna de saida é dada como proporcional ao elemento de matriz correspondente na tabela

3.1, depois de alterar os spins de entrada e saida. Este é o esquema de banho térmico [39].

Considere a figura 3.7 por exemplo: temos dois tipos de vértices, 1 e 5. A perna de
entrada em ambos vértices é a perna superior esquerda (1). A probabilidade de selecionar
a perna inferior direita como saida para o vértice do tipo 1 é dada por:

. _ (1 | Hapl 1)
IO LV THy | W)+ (P [Hyp| 1) + (U [ Hoy,

que é o processo "Quicar".

(3.57)

Ok

O vértice alterado ainda pertence ao tipo 5, e seu operador ligacdo permanece nao-
diagonal (Hyp — Hap). Devido ao fato de que a perna de entrada e saida é a mesma, o

estado do spin é trocado duas vezes permanecendo efetivamente inalterado.

Esse processo é normalmente indesejado na simulacao. A razao é clara: depois do

processo "Quicar’, nada acontece no vértice. O tipo da ligagdo nao muda (Hap — Hap)
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e nem os spins de entrada e saida. Logo depois desse processo ainda estamos na mesma
configuracao que antes, e dessa forma nao podemos amostrar eficientemente o espaco de
configuragao o, Syr,. Infelizmente, no algoritimo de banho térmico, a probabilidade de
aceitar esse processo é sempre finita. Essa volta para um estado anterior para realizar um

novo caminho normalmente é definida como backtracking.

‘ Elemento de Matriz ‘ Valor ‘
) 0
1)
)

1)
)
1)

Tabela 3.2: Os 6 elementos de matriz differentes para o modelo de Heisenberg com spin-
1/2 e interagoes antiferromagnéticas.
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Tabela 3.3: Os 6 elementos de matriz diferentes para o modelo XY com spin-1/2 e inte-
ragoes antiferromagnéticas
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Vértices Tipo 3 Tipo 4 Tipo 5 Tipo 6
Permitidos:

Veértices
Apods Tipo 6 Tipo 5 Tipo 4  Tipo 3
alteracao

oy . . ~ . P 'a .

Figura 3.10: Parte superior: Vértices permitidos em um algoritmo deterministico de
operador-lago no caso do modelo de Heisenberg antiferromagnético. A perna de entrada é
a perna superior esquerda (perna 1) e a perna de saida é a direita superior (perna 2) Parte

inferior: Vértices alterados com os estados dos spins na perna entrada e saida trocados
(—% ~ %) O tipo de operadores de ligacao e os tipos de vértices foram todos alterados.

Apenas em alguns casos especiais, é possivel modificar o algoritmo de tal modo que
o processo "Quicar" seja completamente excluido no algoritmo de banho térmico. Isso
significa que nao havera backtracking e todos segmentos do lago realizam mudancas na
configuracao. Um caso em que isso acontece ¢ no modelo de Heisenberg antiferromagnético

com spin %,
H=JY Si-Sj=JY Srsr+SYS!+5;:S:. (3.58)

(i.5) (i,5)

Esse é um caso especial do modelo X X7, 3.16, com campo magnético externo h =0
e anisotropia A = 1. Se escolhermos a constante C' = i, os elementos de matriz dados
pela tabela 3.1 agora possuem os mesmos valores que na tabela 3.2, o que implica que os

vértices com todos os spins para cima (primeiro elemento) e para baixo (segundo elemento)



3.6 Solugées para equagdes de lago dirigido 50

desaparecem e os quatro elementos restantes sao todos iguais a % Logo, o processo

"Quicar'é excluido e o tinico processo remanescente é o "Trocar e Voltar'mostrado na
figura 3.10 e o caminho é entao deterministico. Neste caso, cada perna de vértice pode
ser unicamente designada a um laco, e o estado dos spins de cada lago pode ser trocado
independetemente. Ao invés de escolher aleatoriamente um ponto incial e construir um
nimero fixo de lagos, pode-se construir todos os lagos possiveis (sem repeti¢ao), escolhendo
um ponto de partida que nao pertenca a nenhum lago previamente construido. Os estados
dos spins dos lagos devem ser trocados com probabilidade % Os lagos sao construidos
dessa forma até que todas 4 xn pernas de vértices tenham sido visitadas. Esse método de
construir todos lagos é andlogo ao método classico de varios-clusters de Swenden-Wang
[43], no qual a construgao do operador-lago no caso genérico (ndo-deterministico) é similar

ao algoritmo de Wolff de um cluster [44].

Outro caso especial é o modelo XY antiferromagnético,

H=1J) Sisj+5/sy, (3.59)
(i.j)

na qual J > 0.

Este é um caso especial do Hamiltoniano na Eq. 3.16, com campo magnético externo
h =0 e anisotropia A = 0. Se nés escolhermos a constante C' = %, os elementos de matriz
na tabela 3.1 terao o mesmo valor % mostrados na tabela 3.3. O peso é, novamente,
dependente apenas de n e nao se altera com o operador de lago. O processo "Quicar'pode

ser também excluido, restando apenas as duas saidas permitidas para cada vértice.

3.6.2 Balanco Detalhado do lago dirigido

Além do algoritmo de banho térmico, existe um outro esquema mais geral com maior
controle da probabilidade do processo "Quicar'durante a construgao do lago. Esse esquema
é baseado em um conjunto de equagoes que satisfazem o balanco detalhado e sdo usados
para determinar a probabilidade de saida em um perna, dada uma perna de entrada e o
tipo do vértice atual. E possivel mostrar que o processo "Quicar" pode ser completamente
removido para alguns modelos[38]. Esse novo esquema é chamado esquema de lago dirigido
(directed loop scheme) no sentido que a constru¢ao do caminho de vértices é direcional,
isto é, a probabilidade de saida de uma perna particular, dada a perna de entrada, é

diferente da probilibade do processo reverso.
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Comegando da equagao de balanco detalhado, Eq. (3.46),
W(A)P(A— B)=W(B)P(B — A)

na qual A denota a configuragao de peso W(A). No algoritmo W (A) é representado como
um produto de pesos de vértices, Eq. (3.50). P(A— B)= P,(A — B)P,(A— B) é a
probabilidade de transi¢ao que constitui na alteracao da configuracao A para configuragao
B. Diferentemente dos pesos que sdo dados pelo Hamiltoniano (produto de elementos de
matriz), a probabilidade de transi¢do de como alterar a configuragdo P(A — B) depende

da matriz P usada.

Na representacao de vértices encadeados de uma configuracao de SSE, uma perna de
entrada incial é selecionada aleatoriamente dentre as 4 xn pernas. Depois uma perna de
saida do mesmo vértice é escolhida com certa probabilidade e os spins da entrada e saida
sdo alterados. Assumimos que tal mudanca na perna de saida é unicamente ditada pela
mudanca na perna de entrada. Este processo repete-se considerando a perna ligada a
saida como a nova perna de entrada que por sua vez resulta em outra perna de saida e
assim por diante. Este processo para quando a perna inicial é alcangada. A probabilidade

para chegar em uma nova configuracado B a partir da configuragdo A pode ser escrita

COmao:
P(A—)B) = Z P(l()))(P(A,l()—)Al,ll)XP<A1,11—>A2J2)
todos os lagos possiveis
Xoeo- XP(Anfl,lnfl —)B,l()), (3.60)

na qual P(ly) denota a probabilidade de escolher uma perna [y como entrada inicial e
P(A;,l; — Aiy1,li+1) é a probabilidade de saida em uma perna [/ +1 dada uma configuragao
A; e perna de entrada l;. A perna de saida [j; é conectada & préxima perna de entrada
li+1 pelo encadeamento entre os vértices, resultando em uma nova configuragao A;41.
A perna de saida [j | nao aparecerd explicitamente nas probabilidades ja que elas sao
unicamente ligadas a perna de entrada seguinte [;+1. A soma na Eq. (3.60) é sobre
todos os lagos possiveis os quais terminam na nova configuacao B. Para achar um modo
conveniente de escolher as probabilidadas no lado direito da Eq. (3.60) é preciso encontrar
uma expressao para o processo inverso, na qual a configuracao B é transferida de volta
para a A. Isso pode ser escrito simplesmente observando que para cada termo na Eq.

(3.60) existe um termo correspondente que descreve o caminho invertido que contribui



3.6 Solugées para equagdes de lago dirigido 52

para probabilidade inversa, isto é,

P(B — A) = Z P(lo) X P(B,lo — Anfl,lnfl) X P(Anfl,lnfl — An,Q,ln,Q)
todos os lagos possiveis
><---XP(AQ,ZQ—)Al,ll)XP(Al,ll—)A,lo), (361)

na qual a soma é realizada sobre os lagos como na Eq. (3.60).

Inserindo os pesos, Eq. (3.36), probabilidades de transi¢ao 3.60 e 3.61, na equagao de
balango detalhado Eq. (3.46), achamos que o balango detalhado é satisfeito se

W(AZ)P<AZ, ll — Ai+1,li+1) = W(AZ'+1)P<AZ'+1, li+1 — Ai,li), (362)

para todas configuracgoes intermediarias possiveis A; com suas pernas de entradas corres-
pondentes [;. Devido ao fato do processo (Aj+1,li+1) mudar apenas um vértice particular,

todos, exceto um dos fatores do produto de pesos de vértices na Eq. (3.46) se cancelam.

Para simplificar a notacao vamos introduzir a como,

Ai+1> e; — Ai, lz)
W(Ai+1)

P(AZ,ZZ — A,-_H,ei) = a( (363)

onde W(A;11) é o elemento de matriz correspondente a um tnico vértice, [; é a perna
de entrada, e e; é a perna de saida desse mesmo vértice o qual é ligado a proxima perna
de entrada [;11 na Eq. (3.62 ) de acordo com o encadeamentos dos vértices. Com essa

notagao, pode-se escrever a Eq. (3.62) como
a(Ai,li — Az’+17€i> = a(Ai,ei — Ai,li), (3.64)

que deve ser valida para todos os vértices que podem ser convertidos entre si pela alteracao
dos estados nas pernas de entrada e saida. Essa equagao dé origem a varias relagoes entre
probabilidades desconhecidas, tal como a probabilidade de escolher a perna de saida dado
uma vértice e uma perna de entrada. Outra relacao que deve ser obedecida é que sempre

deve haver uma saida do vértice,
ZP(AZ,ZZ — Ai+1;e7;> = 1, (365)
€

na qual a soma é sobre todas as pernas do vértice. A notagdo A;y1 significa que a
configuracao de spin resultante depende da perna de saida resultante e;. Ao inserir os
valores P(A;,l; — Aj+1,¢ei) da Eq. (3.63) na Eq. (3.65) obtemos:

Za(Ai,li — Ai+1>6i) = W(AZ) (366)

€
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As equagoes 3.63 e 3.66 continuam as equacoes de lago dirigidas, das quais contruimos as

tabelas de probabilidades «a utilizadas na simulacao.

3.6.3 Equacoes de laco dirigidas

Nessa se¢ao investigamos a estrutura das Equagoes de Lago Dirigidas (ELD), 3.63 e
3.66. Vamos considerar apenas o caso no qual existam leis de conservacao (na qual a

mudanga na perna de saida é unicamente ditada pela mudanca na perna de entrada ).

3 4

@ O
@ @
1

2

Figura 3.11: Exemplo de um vértice onde a perna de entrada é a perna esquerda inferior.
O ntmeros dentro do circulo indicam o estado do spin

Para descrever a forma geral das ELD para interagoes gerais com Npernas ¢ conveni-
ente abreviar a nomenclatura em relagao a utilizada na tltima secdo. Para definir essa
nova nomenclatura definimos um vértice de referéncia (que pode ser qualque um dos vér-
tices permitidos). Consideremos, por exemplo, um vertice no qual as quatro pernas tém
o estado de spin igual a 1 e definimos seu peso correspondente como Wp. Também esco-
lhemos uma perna de entrada definida como perna 1, e numeramos as pernas restantes

como 2,3+ ,n = Npernas, veja Fig 3.11.

Também é necessario decidir como o estado na perna de entrada serd alterado (au-
mentar ou reduzir a componente de spin, por exemplo). Desta forma, as equagoes sao
aplicadas ao vértice com peso W e com uma mudancga especifica na perna de entrada 1.
Ao mudar o estado nas pernas de entrada e saida (de acordo com a lei de conservagio)
chegamos em um novo vértice. Na Fig 3.12 podem ser vistos os quatro processos possiveis
aplicados ao vértice Wp na perna de entrada 1 e pernas de saida 2, 3 e 4. O resultado do

processo é observado na segunda linha da figura.

Distribuindo o peso sobre todas pernas de saida possiveis de acordo com Eq. 3.66

temos

Wi =an+ai+a2+---+an, (3.67)

na qual nomeamos os pesos a;; pela sua perna de entrada (i) e saida (j). Nomeamos como
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Figura 3.12: Os vértices na segunda linha sao obtidos a partir da perna de entrada 1 e
da selegao de pernas de saida diferentes (2, 3 e 4) como definidas na figura 3.11. A lei de
conservagao é tal que a soma dos estados abaixo de cada vértice é igual & soma acima (a
magnetizacdo se conserva durante o processo). O sinal 4+ na perna de entrada indica que
seu estado deve ser aumentado em uma unidade.

W; o peso do vértice produzido ao sair pela perna j. Logo, se a saida fosse na perna 2,

nomeariamos com Ws.

Comecamos no vértice Wy e mudamos o estado na perna 2 na direcao oposta aquela
feita quando a perna 2 era uma perna de saida. Considerando a saida em qualquer uma

dessas pernas, obtemos para W5 uma decomposicao similar a de Wi:
Wa = ag1 +ag1 +age + -+ + azgn, (3.68)

na qual a entrada é na perna 2 do vértice, com peso Ws que difere do vértice 1 pela
mudanca nos estado da perna 1 e 2. O peso ao; correponde ao processo no qual a entrada
¢ na perna 2 e a saida ¢ na perna 1. Os estados sdo mudados na dire¢do oposta em relagao
a quando se chega em W5 a partir de Wj. Desta forma, o processo desfaz as mudancas e

retorna ao vértice Wj. Na Fig 3.13 observamos o processo no sentido inverso ao da Fig

3.12.
0] ® O ® @9: ® O i
@_@+ ® ﬁ)+ © + ® +

©) O] ® @ ©) O, ©) ©)
@ O @ @ @ 0, @ ®

Figura 3.13: Os vértices (segunda linha) sdo produzidos por pernas de saidas diferentes
ao representados na Fig 3.12 (segundo da esquerda) quando a perna de entrada é a perna
2 e o estado muda na direcao oposta da indicada na Fig 3.12.

Da Eq. 3.63 segue que a1 = a12. Podemos ver que saindo na perna 3 ou maior, resulta-
se no mesmo vértice que quando comecando de Wy ou Wj. Isso se deve pois comegando

de Wi mudamos os estados nas pernas 1 e 3 equanto comecando de Ws mudamos os



3.6 Solugées para equagdes de lago dirigido 95

estados nas pernas 2 e 3. Porém W, difere de W; apenas pelos estados nas pernas 1 e
2. Logo, o estado na perna 2 ¢ alterado duas vezes em diregoes opostas, resultando na

mesma configuracao W3. Um exemplo ilustrando isso pode ser visto na Fig. 3.14.

©__0_ 0 @’cﬁ\@%@ @
9 0 0 0 9 o o

R ®
®

Figura 3.14: Dois modos diferentes de chegar ao vértice 3 na Fig. 3.12. Na linha de cima
o processo vai do vértice 1 ao 3 através do vértice 2. Enquanto na linha de baixo vai
diretamente de 1 para 3.

Os pesos sdo unicamente definidos por esse procedimento, e é garantido que apenas
vértices relacionados pelas equagoes de balango detalhado podem ser produzidos pela
mudanca dos estados na perna de entrada juntamente com qualuer perna de saida do

vértice de referencia. As ELD pode entao ser escritas como

ail aig -+ aAlp 1 Wi

aiz az -+ ap 1 Wo | (3.69)
1 W

pl Ap2 “** Gpp 1 Wy

na qual a matriz do lado esquerdo é uma matriz (n x n) real e simétrica com todos
elementos nao-negativos para evitar probabilidades negativas. As solugdes anteriories das
secoes 3.6.1 e 3.5.2 podem ser representadas como solugoes particulares dessa matrix esto-
catica a. Os elementos diagonais determinam as probabilidades do processo de "Quicar",
no qual a perna de saida é a mesma que a perna de entrada. Como dito anteriormente na
secao 3.5.2 esse processo € indesejado e varias solugoes consistem na minimizacao desse
processo porque configuram desperdicio de esfor¢co computacional ja que ndao geram novas

configuragoes.

3.6.4 Quicagem Minima

Essa é a solucao intuitiva utilizada na secao 3.5.2, que foi obtida para um caso parti-
cular sem analisar as equacoes de laco dirigidas diretamente. A solugdo equivalente para

outros sistemas consiste na minimizagao dos termos da diagonal min(> 7 ; a;;). Como
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observado pelos autores em [41], em alguns sistemas isso foi insuficiente para chegar em
uma solucao 6tima, na qual diversas outras restrigoes suplementares foram realizadas para
obter um ganho significativo de eficiéncia. Entretanto, mesmo com apenas a minimizacao
das "quicagens', uma eficiéncia maior do que a solugio de banho térmico[39] foi observada.
Em [37] observou-se que, quando o sistema nao apresenta solucao livre de "quicagens',
manter apenas o maior peso da diagonal se mostra mais eficiente que a simples minimi-
zacao global dos elementos diagonais. Essa solucdo tem uma caracteristica préoxima da

"Solucao 6tima local".

3.6.5 Solucao 6tima local

Os autores em [40] realizam uma comparacao de varias solu¢oes das ELD. Dentre
elas propuseram uma solucao utilizando uma matriz estocastica obtida por Frigessi em
[46]. Utilizando essa matriz eles afirmam obter menor tempo de autocorrelagdo de um
observavel (), considerando todos os (Q possiveis. A matriz utilizada pode produzir o
menor tempo de correlagdo para um observavel genérico, utilizando um critério minmax,
no qual este é o melhor caso quando analisado sob o ponto de vista do pior-caso de
qualquer Q possivel, sem explorar nenhum conhecimento a priore de um Q especifico.
E intuitivo achar que essa solucdo seja 6tima se considerarmos o tempo de convergéncia
quando se tem interesse por varios observéaveis diferentes. No trabalho de Frigessi [46)]
e também no trabalho em [40]fica claro que outras solugoes mais eficientes podem ser
produzidas utilizando-se de matrizes irreversiveis ou explorando propriedades especificas
de um observavel em questao, entretanto, ndao ha um modo pratico para construir essas

matrizes.

3.7 Calculo de quantidades fisicas usando o método
SSE

Nas secoes anteriores mostramos como ¢é possivel calcular a energia por spin na repre-

sentacao SSE a partir da expressao:

(e) = —N%(ln(Z)), (3.31)

na qual obtemos

(e} = ——(n). (3.32)
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Nessa secdo mostraremos como € feito o calculo da média de outras quantidades termo-

dindmicas de interesse.

3.7.1 Calor Especifico

Podemos avaliar o calor especifico facilmente a partir da expressao para energia:

N O(e)
C = N
C = —N62a<> (3.70)

0B’

Substituindo Eq. (3.31) na equacao anterior e seguindo o procedimento analago ao de-

senvolvido no calculo da energia, obtemos:

e (10*°Z 10z,
C =5 <§8—62_<2%>>’

>’z
= (o)~

_ %88—@ (Z 5 (—ﬁ)n](w]\{_ (o H Hyy) 0 l00) ) _ (n)?

g SM,n

5 n(n—1) (—4)"(M —n)
= 7(2 2 i %'HH |%)—<n>2

C = (n®)—(n)—(n)” (3.71)
onde P(0,Sy ) é a mesma probabilidade definida anteriormente

W(UaSMn) (6) (M TL

P(o,Sum) = 7 — = AV ozg| H Hep) b(p) o) - (3.30)

3.7.2 Susceptibilidade Estatica de spin
A funcao de correlacao spin-spin,
C**(i,5) = C(ri —r1j) = (5 S;), (3.72)

é obtida pela média das correlagoes dos estados propagados |a(p)) [37] (Eq. 3.33). Para

avaliar essa correlagao é necessario saber o estado do spin de indice 7, apds a atuacao de
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p operadores da sequéncia Sy p:

57 [p] = (e(p)|57|e(p))- (3.73)

Utilizando essa notagdo podemos escrever a fungao correlagao como [33]
C SZ[p SZ 3.74
(9)= 57 ) Z (37)

A susceptibilidade estatica correspondente

B
X(id) = [ dr(Si(7)S;(0)). (3.75)

envolve correlagoes entre todos estados propagados [29, 33]:

n—1 n—1
) = (i ((zsz )(;)Si[p])+(;)5ﬂp]5ﬂp]))>- (3.70

Funcoes de correlagao nao-diagonais podem ser calculadas diretamente para operado-

res que podem ser expressos em termos de operadores de troca de spin:

Hy =57, S50 (3.77)

Hy, = 8,8 (3.78)

na qual b é o indice que determina a ligacao entre os spins de indice ¢ e j. A soma desses

operadores é equivalente ao operador nao-diagonal da Eq. (3.20):

Hop=H +Hy (3.79)
A constante de rigidez de spin, que sera discutida a seguir, envolve a susceptibilidade
estatica definida em termos desses operadores.

Apesar da sequéncia de operadores ser formada por Hs; ainda pode-se acessar os

termos H gL e H p individualmente ja que apenas um deles pode propagar um dado estado.

A funcao correlacdo em tempos iguais pode ser escrita como:

F, (b)) = (HH)) (3.80)

a

na qual 7,7’ € [+, —] indica o tipo de operador, b e b’ indica os spins nos quais os operadores

atuam. Utilizando as notagoes introduzidas nas secoes anteriores podemos reescrevé-la
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comor:
Fy (b)) = (Z S (B H))P(o SMn)) : (3.81)
¥ Sin
na qual a média é realizada sobre diferentes configuracoes |a(0)) =|S7---S3,) e sobre

diferentes sequéncias de operadores Sy p,.

De forma similar a realizada na ref. [29], podemos relacionar (H g H ’y,/)P (0,Snn) com

(n—1)

72 P(0,Snrn+2) considerando os operadores de troca como os dois tltimos operadores

de uma sequéncia com n+ 2 operadores. Desta forma, a correlacao pode ser escrita como:
/ n—1 T

F’Y,’y/(bab ) = TN(b’%b Y ) ) (382)

na qual N(bvy;b'y’) é o nimero de vezes que o produto H ) }AI;’ aparece (nesta ordem) na

sequéncia de operadores Sy .

A susceptibilidade estatica correspondente,

/

/ o Y (T
Xy (0,07) = /O dr(Hy (1) Hy (0)) (3.83)
pode ser obtida avaliando o produto:
()i (0) = e e 1)) (3.84)

A média desse produto avaliada pela expansao em série é dada por:

7')”/

(| HH) H" H)) |ag), (3.85)

() () A, ZZZ

/
745255 nvn [

que apos integracao pode ser escrito como [29]:

oo ) = [ (] () (0)) = (V)N () — 1007,/ N (o)

5 (3.86)

na qual N(b,) é o nimero total de operadores ﬁ; em Sy .

3.7.3 Rigidez de spin (Spin stiffness)

Um estimador direto para a rigidez de spin ps; pode ser construido a partir da sus-
cetibilidade estatica nao-diagonal Eq. (3.86). Esse é definido como a derivada segunda
da energia livre em relagao a uma torcao ¢ na condi¢ao de contorno, em torno de um
eixo perpendicular a direcao da quebra de simetria. Em um sistema de tamanho finito a

simetria nao é quebrada, logo um fator % tem que ser incluido no calculo da rigidez de



3.7 Cdlculo de quantidades fisicas usando o método SSE 60

spin para levar em consideracao a média de rotacao, em modelos planares esse fator nao
¢é necessario. Distribuindo a torcao igualmente sobre todos pares de spins interagentes
(1,7)2 na diregdo z, a definicdo de tamanho-finito para ps é entao

1 &%InZ()

ps = —ﬁT&M:o (3.87)

na qual ¢ = ®/L. Uma expressao que depende apenas do estado fundamental em ¢ =
0 é obtida pela expansao do Hamiltoniano (Heisenberg) até segunda ordem em ¢. O

Hamiltoniano na presenca da torcao é
H(g)= Y Si-R(¢)S;+ > S-S, (3.88)

na qual R(¢) é a matriz de rotagao

cos(¢) sin(p) 0
R(¢)= | —sin(¢) cos(¢) 0 (3.89)
0 0 1

Expandindo até segunda ordem em ¢ obtemos

A

()~ 11(0) = —3 3 [63(S7S; +5!5Y)
(ij)a
+ig(S; Sy — 57 57)]. (3.90)

O primeiro termo ¢ proporcional a H(0) ( devido a invariancia rotacional considerada
aqui). O valor esperado do segundo termo se anula, mas d4 uma contribuigdo quadrética

em ¢ na teoria de perturbacao de segunda ordem. Definindo o operador corrente de spin
. _ _
=3 X (S5 =S7S)), (391)
%J)x

e a funcao de correlagao corrente-corrente na frenquéncia de Matsubara wy, = 27rmT [34],

IR . 4
Aslom) = 73 [ dre™ ™ ()5 (0)) (392)
a rigidez de spin é dada por
3.1
Ps = _5[_§E+As<0>]- (3'93>

A estimativa para energia é dada pela eq. (3.32). O correlacionador corrente-corrente
As = Ag(0) é uma soma de integrais da forma da eq. 3.86. Denotando por N, e N,

o nimero de operadores S;r S; e S; S;f com (7,7) sendo uma ligagdo na direcao x, Egs.
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(3.92) e (3.87) resulta em

== (V= NP, (394

isto é, os termos lineares em N, e N, se cancelam. Definindo os "winding numbers" w,

€ Wy na du‘egoes reuy:

NI —N;
wo= T Na) iy, (3.95)
a rigidez de spin pode também ser escrita como
pe = — - (w2 4 w). (3.96)
40 Y

Essa definicao é claramente valida apenas para uma simulacdo que amostra todos seto-
res de "winding numbers'. Com a restricao ao subespago com w;, = w, = 0, ps pode ser
calculado usando o limite de comprimento de onda longo de um correlacionador corrente-
corrente envolvendo um campo torgdo com uma modulagao espacial [47]. O método de
calculo da rigidez de spin a partir da flutuacao do "winding number" é fortemente rela-
cionado aos métodos usados para densidade de superfluidez em simulagoes com modelos

de bésons [48].

3.7.4 Escala de tamanho finito para rigidez de spin

Em transicoes cléssicas, a escala microscopica de energia J é relevante apenas para
rescala de temperatura. Desta forma, a funcao de escala para energia livre em campo

B =0, pode ser escrita como[19]:
Ey(t) = b= f(tb7), (3.97)

na qual t = |1 — TZC| é a temperatura reduzida.

1 PinZ(¢)

Pela definicao da rigidez de spin ps = —13 952 |¢=0, espera-se que a funcao de
escala para rigidez de spin se comporte como:
plt) = B f, (b)), (3.98)

Escolhendo b = L obtemos as relagoes de escala para tamanho finito L, na qual podemos
obter o colapso das curvas de p(t)L?>~¢ por tLv para sistemas com diferentes tamanhos.
Também é possivel obter o ponto da transicao através do ponto fixo p(0) = L2~ £(0) no

qual curvas de rigidez de spin para sistemas de diferentes tamanhos se interceptam.
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No caso de transi¢oes quanticas, a escala microscépica de energia J é importante.
Logo, a fun¢do de escala para energia livre em campo B =0 deve ser escrita como:

Eg)

—d %
i b TV f(gbv) (3.99)

na qual g = |1 — £-| é a anisotropia reduzida, z é o expoente dindmico critico e y = z
D ’

indica proximidade da transicdo quantica.

<N

Estendendo a fungio de escala para temperaturas finitas ((3) =% ) e utilizando

y = z obtemos:

Eslg)
7

novamente pela defini¢do da rigidez de spin, espera-se que a fungao de escala para rigidez

= b= f (gbv, (b¥T) ), (3.100)

de spin se comporte como:
p(g,T) =>4 £, (gbv, (" T) ™). (3.101)

Novamente podemos escolher b =L e T'= b"* para obter as relagoes de escala para
tamanho finito L e obter o colapso das curvas pela anélise de p(g)L?>~%~% em funcio

de gL%. De forma similar, pode-se obter o ponto da transicdo através do ponto fixo
p(0) = L*~ 972 f(0,1) .
Observando a Eq. (3.101) e Eq. (3.94)

3

o= = (N = NP (39

vemos que parab=L e L, = % podemos escrever:

3 _ LT 1 L?
—§<(NJ—NI) )= L2 falgL?, +7) (3.102)
3 + - 2 l Lz
obtendo a seguinte relagao de escala para pg:
3 _
P = oL Ld<(N+ N;)?), (3.104)
L2 1 L7
= - 1
Ps I Ldf( LT), (3.105)
1 1 L7
Ps = mﬂz(glﬂ’,;), (3.106)

ou finalmente,

T 1
ps = TazlnlgL?TL?) (3.107)
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4 Modelo XY anisotropico em
trés dimensoes

Nesse capitulo descrevemos os resultados obtidos pelas simulagoes. O modelo XY

tri-dimensional com anisotropia de plano-facil é descrito pela hamiltoniana Eq 1.1.

H=J > ST8%+58Y5Y +Jy S SFST +85VSY +3" D(57)? (1.1)
(i,m)l (i,m)g 7
na qual S¥,SY,SZ, sdo os operadores de Spin para as componentes do spin do iésimo sitio

da rede e D > 0 é a anisotropia de fon tnico e Ji, Js > 0 sao intera¢oes antiferromagnéticas

no plano e fora do plano respectivamente, como descritos no capitulo 1.

Na primeira se¢do apresentamos o diagrama de fase do modelo para spin 1. Na secao
seguinte mostramos como foi obtido o diagrama de fase e os expoentes criticos. Final-
mente, comparamos o diagrama de fase para os casos de spin S = 1,% e 2. Grande parte
dos resultados apresentados aqui foram obtidos usando a biblioteca ALPS [36] com o al-
goritmo de lagos dirigidos [38] na representacao SSE, utilizando matriz estocéstica local
6tima [40]. Para construir o diagrama de fase utilizamos o comportamento de tamanho
finito da rigidez de spin. Simulamos sistemas de tamanho (L x L x L) com condigoes pe-
ri6dicas de contorno, para L € (4,24). Em temperaturas altas, descartamos 2 10° Passos
de Monte Carlo (PMC) para termalizacdo e consideramos os 2* 105 PMC sequintes para
medidas. Préximo da anisotropia critica D, descartamos 5% 10* PMC para termalizacio
e usamos 5* 10> PMC para medidas. Para D > D,, usamos 10> PMC para termalizacio
e 10° PMC para medidas. Os erros devido ao tamanho de rede finito (e similarmente
a [ finito préximo do ponto critico quantico), foram calculados pela diferenga entre a
estimativa obtida pelas maiores redes simuladas e aquela obtida pelas duas menores redes
simuladas. As barras de erro nas figuras sdo menores que os simbolos quando estes nao
aparecem. A unidade de temperatura utilizada ao longo desse capitulo é dada em k_Jb O

pardmetro o é o mesmo que definido na introdugao (ver figura 1.2) na qual a = 5—? éa
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razao entre as interacoes.

4.1 Diagrama de fase S =1

Para D > D,, o sistema se encontra em um estado desordenado onde ha um gap de
energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado. O estado fundamental é

caracterizado por uma magnetizagao total Mfoml

=3;57 =0. O primeiro estado excitado
encontra-se no setor de magnetizacao M7, = £1[1]. Na regido D < D, o sistema ¢é
ordenado e sem gap. Uma transicao de fase quantica pode ser observada em T'=0 ao

variar o parametro D através do ponto de anisotropia critica D = D,.

Um resultado interessante é o aumento em 7T, com D para D pequeno. Nesse tra-
balho obtemos o diagrama do modelo e os expoentes criticos z e v. Comparamos nossos
resultados com célculos analiticos de outros trabalhos como mostrado na figura 4.1.

(5000 o ' ]

1
R

[m]

On
1

Figura 4.1: Resultados para a = :;—f = 1.0. Diagrama de fase para o modelo XY tri-
dimensional com S =1 e anisotropia de plano-facil. A linha sélida é o resultado obtido
por Pires e Costa [1], utilizando aproximagao harménica auto consistente, SCHA. Os
quadrados indicam os resultados de Wang e Wang [4] que utilizaram o método operador
de ligacao. Os circulos abertos sdo os pontos de temperatura critica obtidos neste trabalho
apés aplicar escala de tamanho finito nos resultados da rigidez de spin (ps) obtidos pelo

método de Monte Carlo Quéantico com expansdo em série estocatica.

Analisando a Fig. 4.1 podemos ver que a "corcunda" observada no grafico ndao é um
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artificio criado por um método especifico. Além de varios autores terem observado essa
"corcunda' utilizando diferentes métodos, o resultado numérico deste trabalho verifica
esse comportamento. Podemos entender isso, se analisarmos a temperatura critica de
um sistema XY classico. Para D pequeno a temperatura critica é determinada pelas
interacoes de troca. A medida que D aumenta, o comportamento do sistema se aproxima
do rotor planar, que por sua vez possui uma temperatura critica maior que a do modelo
XY. Voltando ao sistema quantico, podemos ver que nesse regime as flutuagoes térmicas
dominam as flutuacoes quanticas, porém um aumento ainda maior no valor de D reduz a

temperatura critica devido ao aumento das flutuagoes quanticas.

4.2 Construcao do Diagrama de fase

4.2.1 Anisotropia D pequena

Para a construcao do diagrama de fase, utilizamos principalmente o comportamento
de tamanho finito da rigidez de spin préximo do ponto critico. Utilizando relagoes gerais
de escala, observa-se que o comportamento assintético da rigidez de spin ps em funcao do

tamanho de rede L préximo do ponto critico 7, é dado por[49]:
ps(L,t) = L*F,(tL7), (4.1)
onde t = T%CTC é a temperatura reduzida. Esta equacao pode ser obtida a partir de
ps(bt) = B2 0F, (tb¥), (3.98)

para b= L. De acordo com a Eq. (4.1) espera-se que as curvas de Lps(T,L) x T se
interceptem em um ponto fixo Lps(L,T.) = F,(0).

A Eq. (4.1) é valida no regime assint6tico ( L — 00). Para redes pequenas, corregoes a
escala podem ser necessarias[49]. Na Fig 4.2, para o = :;—? =1e D =0, podemos observar
o cruzamento para diferentes tamanhos de rede L € [4,6,8,10,12,16]. Estimamos o valor
do ponto critico T, através do cruzamento entre as curvas ps(16,¢)16 e ps(12,¢)12 , do qual
obtemos 7,(16,12) =2.928. O erro da estimativa é dado pela diferenca do cruzamento
entre ps(16,1)16 e ps(4,t)4, do qual obtemos T(16,4) = 2.93. Logo T, = 2.928 +0.002
para anisotropia D = 0. Para o colapso das curvas, variamos o valor de v de modo a achar
a curva (ajuste cubico) que melhor se encaixasse com os dados (menor residuo) na regiao
t > 0. A incerteza é estimada pelo valor de v que resulta em até 10% acima do menor

residuo. Repetimos esse processo para outros valores de D até proximo do valor critico
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Figura 4.2: Resultados para o = :;—f =1e D=0. (a) Curvas de Lps; em funcao da

temperatura inversa [ = % para diferentes tamanhos de rede L. As curvas cruzam-se (
asintoticamente para L grande) na temperatura critica T, = 2.93. (b) Melhor colapso das

curvas de psL por tLv onde t = % —1 é a temperatura reduzida. Melhor colapso obtido
com v = 0.66(2) e utilizando T} obtido em (a).

D.. O valor encontrado v = 0.66(2) pelo colapso da curva na Fig. 4.3 (b) é consistente
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Figura 4.3: Resultados para o = 5—? =1e D=1 (a) Curvas de Lps em fungao da tem-
peratura inversa [ = % para diferentes tamanhos de rede L. As curvas cruzam-se (
asintoticamente para L grande) na temperatura critica T, = 3.04. (b) Melhor colapso das

curvas de psL por tLv onde t = % —1 é a temperatura reduzida. Melhor colapso obtido
com v = 0.66(2) e utilizando T} obtido em (a).
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com o valor de v para classe de universalidade do modelo XY tridimensional [2].
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Figura 4.4: Resultados para a = 5—? =1e D=28 (a) Curvas de Lps; em fungdo da tem-

peratura inversa [ = % para diferentes tamanhos de rede L. As curvas cruzam-se (

asintoticamente para L grande) na temperatura critica T, = 2.39. (b) Melhor colapso das

curvas de psL por tLv onde t = Tl —1 é a temperatura reduzida. Melhor colapso obtido

com v = 0.66(2) e utilizando Tt obtido em (a).

4.3 Anisotropia e expoentes criticos

4.3.1 Anisotropia critica D,

Ao aumentarmos o valor da anisotropia D, as flutuagoes quanticas ficam cada vez
mais significativas. Logo, relagoes de escala mais adequadas para a rigidez de spin e para

susceptibilidade magnética uniforme devem ser usadas para obter o valor critico D, [50]:

T 1
ps = me(CTLZ7gLV>7 (42)
1 1
X:—TLdFX(cTLZ,gLu), (4.3)

onde g = DQ — 1 é a anisotropia "reduzida', ¢ é uma constante e z é expoente dinamico
(&

critico. Estas relagoes de escalas sao mais dificeis de trabalhar porque temos duas variaveis
de escala independentes (L*T e gL%). A relagao para ps pode ser obtida a partir das Eqs.
(3.101,3.94). Uma maneira de reduzir o nimero de varidveis é observando as relagoes

de escala em temperaturas baixas o suficiente (T << C%) Desta forma, o primeiro
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argumento da funcao de escala se torna constante (T'cL® = 0) e pode ser desconsiderado
de forma que a relagdo de escala se reduz a:
Ld72

—= F,(0,gL7). (4.4)

p

A vantagem dessa abordagem é que o expoente dindmico critico z nao precisa ser pre-

viamente conhecido para estimar a anistropia critica. Neste caso, temos que no ponto
[ L

critico (g = 0) as curvas 25 x D para uma mesma temperatura 7' para tamanhos de rede

L diferentes cruzam-se no mesmo ponto F,(0,0), ou seja,

Ld—2
T

= = F,(0,0). (4.5)
Os resultados para o =1 e temperaturas 7'= 0.250 e T'= 0.125, podem ser vistos na
Fig. 4.5. Na tabela 4.1 podemos observar que a influéncia devido ao tamanho finito L
é mais significativa do que devido a 8 finito. Os cruzamentos entre curvas de psL para
diferentes temperaturas e tamanho de rede L estao resumidos na tabela abaixo.
T L(6, 10) | L(8, 10) | L(12, 16)

0.250 | 9.720(7) | 9.744(16) | 9.776(9)
0.125 | 9.708(4) | 9.740(11) | 9.778(7)

Tabela 4.1: Cruzamento de curvas pL x D para tamanhos de rede L diferentes. Uma
estimativa para D, é obtida para cada cruzamento em duas temperaturas diferentes T' =
0.125 e T'=0.250.

4.3.2 Expoente dindmico critico

Como pode ser visto no apéndice A, o mapeamento de um sistema quéntico para
‘. . . 1 . ~
um classico correspondente relaciona a temperatura inversa (5 = ) com uma dimensao
temporal imaginéria L, o 5 [51]. Como tempo e espago nao sao equivalentes, temos dois
n : n ~ 3 ~
comprimentos" de correlacao: um espacial £ e um temporal ;. Estes sao conectados

através do expoente dindmico critico z: &, ox £7.
Quando avaliado no ponto critico g =0 a Eq. (4.2) se reduz a

Ld72
T

p—— = F,(L*T,0), (4.6)

portanto, se D. é conhecido, o expoente dinamico critico z pode ser estimado através do

colapso das curvas de rigidez de spin %L em funcao L*T.
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Figura 4.5: Curvas de L?p, como funcdo da anisotropia D cruzam-se ( asintoticamente
para L grande) na anisotropia critica D, (a) Para T'=0.250, (b) para 7'=0.125.

Na se¢@o anterior obtivemos uma estimativa para o valor D, ~ 9.8(1) como visto na
tabela 4.1. Dessa forma, podemos utilizar esse valor D, para obter o expoente critico z.
A Fig. 4.6 ilustra o melhor colapso obtido ao variarmos os valores de z. O critério de
melhor ajuste é dado pelo valor de z que produz o menor residuo entre o polinémio ciibico
e a curva ln(%) por T'L? obtida pelos dados da simulacido. A incerteza em z é estimada
para os valores de z que produzem um residuo até 10% acima do residuo minimo. Para
a = 1.0 o melhor ajuste foi encontrado para D, =9.8 e z =0.76(12), enquanto que para
a = 0.5 o melhor ajuste se dd por D, =8.0 e z=0.70(3). Um valor de z < 1 nao fornece
o comportamento assintético correto, possivelmente devido a correcoes de escala. Acredi-
tamos que ao simular redes maiores ou se fossem consideradas as correcoes, obteriamos o
valor tedrico z =1 dado pela dispersao wy o k para k pequeno [1]. Podemos ver na Fig.
4.7 que a regiao mais afetada por essas possiveis corregoes, sao para baixa temperatura
ou pequeno tamanho de rede L no qual o colapso de curvas para susceptibilidade nao

fornece bons resultados utilizando z = 1.

Embora seja possivel estimar o valor de D, utilizando baixas temperaturas, nao ¢
possivel estimar o valor de v da mesma maneira. A influéncia de tamanho finito depende
do menor comprimento do sistema. Uma vez que um "comprimento' de correlagao atinge
o tamanho do sistema em uma dada dire¢ao, o comportamento do sistema fica fortemente
influenciado por essa escala, de forma que a relagdo &, o< £* nao pode ser mais aplicada. Ao

tentar ajustar v utilizando a Eq. (4.4) encontramos colapsos razodveis para um intervalo
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Figura 4.6: Grafico em escala logaritmica do colapso da curva de pL x T'L? de acordo
com a eq. 4.6. O melhor colapso paras as curvas foi obtido para (a) a =1.0,D.=9.8,z =
0.76(12), (b) « =0.5,D. = 8.0,z =0.70(3).
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Figura 4.7: Gréafico em escala logaritmica do colapso da curva de susceptibilidde (x)
assumindo z =1, (a) para « =1.0 ¢ Dc=9.8, (b) para o = 0.5 ¢ Dc = 8.0.

amplo de valores v € [0.5,0.7] com D¢ =9.78. O resultado para T'= 0.250 e T'=0.125
pode ser visto nas Figs. 4.8 e 4.9.
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Figura 4.8: Colapso de curvas de acordo com a Eq. (4.4) com D, =9.78 e T'= 0.250.

Melhores colapsos encontrados (a) v =0.60 e (b) v =0.71.
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Figura 4.9: Colapso de curvas de acordo com a Eq. (4.4) com D, =9.78 e T'=0.125.
Melhores colapsos encontrados (a) v =0.52 e (b) v = 0.63.

4.3.3 Escala com razao de aspecto constante

A dificuldade de escala observada na se¢do anterior, é normalmente encontrada em
sistemas classicos com redes nao-cubicas nos quais uma dimensao é muito maior do que a

outra. Uma maneira de contornar esse problema ¢ usando uma razao de aspecto constante
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R | L(4,8) | L(8, 10) | L(6, 12) | L(10, 12) | L(4, 16) | L(8, 16) | L(14, 16)
2 [ 9.811(5) | 9.806(2) | 9.802(2) | 9.794(3) | 9.7985(5) | 9.792(5) | 9.77(3)
1| 9.807(5) | 9.800(5) | 9.800(6) | 9.797(7) | 9.797(6) | 9.796(7) | 9.795(7)

Tabela 4.2: Cruzamento de curvas pL? x D para tamanhos de rede L diferentes. Uma
estimativa para D, é obtida para cada cruzamento em duas razoes de aspecto diferentes
R=2e R=1 ,assumindo z = 1.

%—j =R=TL? ou % x Ly = %. Dessa forma a Eq. (4.2) se reduz a:

1 1
ps = mfp(const,gLV), (4.7)
T
ou, finalmente,
1
ps LT = Rf,(gL¥). (4.8)

Quando & >> L ou & >> L, temos que as correlagoes sao limitadas pelo tamanho
finito do sistema. Logo, utilizando a Eq. (4.8) obtemos um resultado mais preciso do que
ao usar a FEq. (4.4). Isso ocorre porque evitamos que o comportamento mude entre esses
dois regimes (& >> L, & << L;), mesmo ao alterar a temperatura do sistema, uma vez
que essa mudanga ocorre em temperaturas diferentes para tamanhos de rede diferentes,
mantendo o argumento de escala constante. A escala de tamanho finito pode ser usada
no regime quando o comprimento de correlagao é muito maior que o tamanho do sistema.
Logo, devemos obter uma razao de aspecto no qual o sistema se encontre nesse regime.
Uma condicao para garantir que estamos no regime correto é que o resultado simulado em
uma dada razdo nao seja significativamente diferente de um resultado utilizando a metade
dessa mesma razao. Na Fig. 4.10 temos o resultado para R=TL =2, R=1, considerando
z = 1. Para melhor comparacao, os resultados dos cruzamentos estao disponibilzados na
tabela abaixo. Nesta, vemos que a reducao da razao de aspecto de 2 para 1 ndo tem um
efeito significativo no ponto de cruzamento. Desta forma, podemos utilizar a razao de
aspecto que requer menor esforgo computacional (R = 2) ao extender a simulacao para
redes maiores (L € [20,22,24]).

Na Fig. 4.10 pode-se notar que os trés cruzamentos entre as curvas com maiores
tamanhos de rede (L € [20,22,24]) estdo préximos do mesmo ponto. A média dos pontos
obtidos por esses cruzamentos (20,22,24) nos fornece uma estimativa para a anisotropia
critica D.. Repetindo esse procedimento para quatro realizagoes independentes, isto é,
quatro simulagoes utilizando os mesmos parametros mas com diferentes sementes iniciais

do gerador de ntimero aleatério, obtemos o valor médio D, = 9.7945(5).
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Figura 4.10: Curvas de L?p, como funcio da anisotropia D cruzam-se no ponto D..

R=TL (a) Do=9.795, R=2 (b) D, =9.796, R = 1.

Comparando o resultado da Fig. 4.5 com os resultados da Fig. 4.10, vemos que o
ultimo produz cruzamentos mais proximos de um ponto fixo do que o primeiro. Isso se deve

a desvios devido a temperatura finita que foram desconsiderados ao assumir ¢T'L* ~ 0.

Também podemos observar que a tendéncia dos cruzamentos na tabela 4.1 convergem
de forma crescente com o tamanho de rede para D, =9.78, enquanto na tabela 4.2 vemos
uma convergéncia decrescente para D. = 9.795, o que indica que o valor de D, esta entre

esses dois valores.

Mesmo utilizando uma razao de aspecto constante, nao foi possivel melhorar muito
a incerteza na estimativa de v como pode ser visto na Fig. 4.11. Na secao seguinte,
o expoente critico v é calculado considerando corre¢oes de escala de forma a sanar esse

problema.

4.3.4  Correcoes de escala

Uma estimativa precisa de D. e v, normalmente pode ser obtida através do colapso
das curvas da rigidez de spin através de uma correcao da equagao 4.8. O ansatz usual é
dado por [52, 53]:

N(L)=1+cL™", (4.9)

entretanto no sistema quantico d+ 1 =4 corregoes logaritmicas podem aparecer|[7] e neste

caso, o ajuste se torna ineficaz para tamanhos de rede L pequenos. A equacao de escala



4.8 Anisotropia e expoentes criticos 74

T T T T T T T T -
12 ] 12
x s 14
1.2} %g . 1,2} 16 .
o 18 * o 18
o 20 1 " %g
| M - ot -
"l- J 2 ™ E 3 -
ln(p, L) -
0,8— -qnd‘. _ 0,8— on.!‘otg'p -
x 'y R B 3 % oele B x b
® ﬂ,“.. Qq% 1 6 * * ’O'P"’M
056 » QS.‘ -1 0’ B .”1- ]
L * ] i * «
* 0.4} .
04 | | | * : 7] PR TR N TR T A
z i) ) = .| -5 -4 -3 {:2 -1 0
In(jel®) In(lglL})
a b

Figura 4.11: Colapso da rigidez de spin de acordo com a hipétese de escala da Eq. (4.8)
com T'L =2 para a = 1.0. Colapsos razoaveis podem ser vistos para um intervalo razoavel
de v com D, =9.795, (a) v=0.6 ¢ (b) v =0.5.

da rigidez de spin com corregoes é dada por :

pLH*"2 = N(L)F,(gL7) (4.10)

Qualquer tentativa de ajustar os resultados a Eq. (4.9) ou a outro ansatz [54] foi
improdutivo, gerando barras de erros grandes nos expoentes criticos. Por exemplo, o
expoente v ajustou bem para v € (0.5,0.6) com D, € (9.78,9.8) para um intervalo grande
de valores de w, sem nenhuma vantagem em comparagao a N(L) =1 como pode ser visto
na figura 4.11. Um ajuste logaritmo necessitaria de sistemas com tamanhos de rede L

muito maiores do que simulados nesse trabalho.

E possivel manipular a Eq. (4.10) para realizagdo de um colapso independente da

forma de N(L). Suponha que a fungao de escala F), em 4.10 admita uma expansao em

o . DN
série em torno de g =1—4- =0,

ps(Lg) L2 = N(L)(F,(0)+ F,(0)gL7 + O(g?)), (4.11)
— A(L)+B(L)t, (4.12)

na qual
A(L) = N(L)F,(0), (4.13)
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Realizando um ajuste polinomial em um grafico pL4*72 x g, é possivel obter o termo
independente, ji que para g = 0, temos p(L,0)L4T*~2 = A(L). A ordem do polinémio
usado depende do intervalo de valores de D (usualmente linear, para um pequeno inter-

valo). A dependéncia N(L) pode ser entdo eliminada ao dividir pL+*~2 por A(L), ou

seja,
ps(L,g)L4*72  py(L,g)L%H=2
A(L) ps(L,0)Ld+z=2"
ps(L,g)

_ , 4.15
p(L,0) (4.15)

FI(0) 1
~ 1+-L2ZgLv +0(g%). 4.16
+ Fp(o)g +0(g%) (4.16)

Um exemplo dessa eliminacao pode ser vista na figura 4.12, na qual a regressao linear
Y = A+ Bx é realizada para as curvas (a) ps(8,9)8% por g ; A=15.571 e (b) ps(16,9)16>
por g;A = 33.314.

36—
16 _
_ 341 1
2
pL 155+ 6 { pL?
30 1
15} _
(@)
0001 0 — 0001 %0005 'gc') T T6.0005
a b

Figura 4.12: Curvas ps(L,g)L? por g e respectivas regressdes lineares Y = A+ Bz para
(a) L=8¢e A=15.57T1e (b) L =16 ¢ A=33.314.

d+z—2
Na figura 4.13 (b) podemos ver as curvas normalizadas % para L = 8 repre-

sentado por quadrados e para L = 16 representado por asterisco. Fica claro que quanto

maior L maior a inclinacao, ja que:

2 Lv. (4.17)

Portanto, se utilizarmos valores apropriados de v e D, para diferentes L em um grafico
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Figura 4.13: (a) Curvas normalizadas % para L = 8 representado por quadrados

e para L = 16 representado por asteriscos. (b) Os valores e incertezas de v e D, dependem
do polinémio de ordem n que mehor se ajuste aos dados. Em (b) os polindémios sao
ajustando no intervalo g € [—0.15,0.15]. O de ordem n =1 é representado pela linha
pontilhada, n = 2 pela linha sélida e n = 3 pela linha tracejada.

de % X gL%, obteremos o colapso dos dados em uma tnica curva. Esse resultado pode

ser visto na Fig. 4.14.

Os valores e incertezas de v e D, envolvidas no colapso foram calculadas utilizando

dois métodos:

1. A primeira estimativa é realizada ao obter o residuo de um ajuste polinomial de
ordem n aos dados da rigidez de spin das maiores redes simuladas L € [12,24].
A ordem n do polindmio usado depende do intervalo de valores usado, no caso
n =3 para D € [9.787,9.810] (ver figura 4.9 b). A estimativa de v e D, é dada
pelos valores que produzem o menor residuo. O resultado final é dado pela média
obtida de quatro realizagoes independentes. Este procedimento fornece o seguinte
resultado D, € [9.7912,9.7924] e v € [0.485,0.493]. A partir de um cdlculo similar
utilizando a susceptibilidade magnética uniforme (ver apéndice B ) obtém-se D, €
[9.7870,9.7910] e v € [0.505,0.523].

A primeira estimativa é dada por:

Dc=9.7918(6) v = 0.488(4),
Dc=9.789(2) v = 0.514(9),.
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Figura 4.14: O colapso da curva da rigidez de spin foi obtido para diversas tamanhos de redes

utilizando os valores v = 0.501(5) e D, = 9.7948(3) os quais produziram o menor erro de v quando

avaliado pela Eq. (4.20).

2. O segundo método depende de uma relagdo direta para estimativa de v dependente

de D.. A estimativa para as duas quantidades sera dada para o valor de D. que

produza a menor incerteza em v. Esta relagao serd deduzida a seguir.

Observando a eq. 4.12 pode-se esperar que a inclinacdo de pL%T%~2 tenha a seguinte

dependéncia com tamanho de rede L:

Ip(L,g)

L2 = N(LVF'Lv = B(L).
. (L)FLY = B(1)

g9=0

Pode-se tomar o logaritimo da equacao anterior para encontrar:

(d+2z—2)In(L)+ ln(M

1
a9 )=In(N(L))+In(L)

v

9=0

(4.18)
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Subtraindo a 1ltima equacao para tamanhos de rede L, L’ diferentes, obtém-se

9p(L,9)
dg

L _
(d+2=2)(In(4;) +In 9=0 |
9p(L’,g)

dg

g=0
N(L) )Jrln(%)l

N (L)

~ In(

<

Isolando v e assumindo z = 1 obtém-se v de forma similar a Ref.[2]:

_ /
v(L,L') = in(L) = In(L) , (4.19)
In(L? 3P(L7%)QN(L ) O) — In(L" 9p(L bgg)N(L) 0)
9= 9=

que pode ser reescrita em termos de A(L) e B(L) como:

In(L)—In(L)

V(L) = In(B(L)A(L')) — in(B(L'YA(L)

(4.20)

O melhor colapso é entao definido pelos valores de v e D, que produzem o menor desvio
de v obtidos pelos pares (L,L') das maiores redes simuladas L € [12,24]. Novamente o
resultado é dado pelo valor médio de quatro realizacoes independentes. Utilizando esse
critério obtém-se D, € [9.79435,9.79515] e v € [0.496,0.506] através dos dados de rigidez
de spin e também D, € [9.7935,9.7946] e v € [0.47,0.51] pelo resultado da susceptibilidade

magnética uniforme utilizando uma relagdo semlhante para v (B.8).

A segunda estimativa é dada por:

Dc=9.7948(4) v = 0.501(5),
De=9.7941(5) v = 0.49(2),

usando a rigidez de spin e susceptibilidade respectivamente.

Como o nimero de ajustes no segundo método ¢ menor do que no primeiro, consi-
deramos o segundo menos propenso a erros sistematicos e portanto o resultado final serd
dado pela média entre estas duas tltimas estimativas (rigidez de spin e susceptibilidade).
Para a = 1.0 obtivemos o valor final D, =9.7945(9). Este valor é consistente com o valor
encontrado por Pires e Costa[l] no qual D, =9.77 (SCHA) e difere significativamente do
resultado de Wang e Wang [4] que obtiveram o valor D, = 10.481 pelo método de operado-
res de ligagdo. Apesar do método de operadores de ligagdo ser mais apropriado no limite

D grande do que o método SCHA, esse se baseia em uma aproximacao de campo médio
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dos operadores de béson. O método SCHA utilizado, por sua vez, levou em consideracao
renormalizacoes térmicas e quanticas, o que pode ter favorecido o resultado préximo ao

deste trabalho.

4.3.5 Anisotropia critica D. em funcao de «

Um valor aproximado para anisotropia critica D. em func¢ao de a pode ser visto na
Fig. 4.15. Cada D.(«) foi obtido pelo cruzamento de pL? x D de acordo com a Eq. (4.8)
para duas redes de tamanho 14 e 16. A Eq. (4.8) fornece valores razoaveis para D, e
portanto nao ha necessidade de utilizar correcoes de escala porque nao sera calculado o
expoente critico de cada «. Os erros estatisticos sio menores que os erros sistematicos
devido ao tamanho finito. Logo, as barras de erros foram estimadas pela diferenca entre

o cruzamento das curvas com menores (4,6) e maiores (14,16) tamanhos de rede.

IF— T T 17 1T Tor mH

~ O QMC S I
0.8 Pires and Costa _

0,6} <] —

a
0,41 S -

0,2 -

Figura 4.15: Comportamento da anisotropia em funcio do pardmetro o = % Os quadrados sdo os
1

resultados de Pires e Costa[l] pelo método de operadores de ligagio e os circulos sdo os resultados desse
trabalho de acordo com Eq. (4.8).
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4.3.6 Anisotropia D grande, comportamento do gap

Acima da anisotropia critica, D > D., assumimos uma expansao de baixa temperatura

para susceptibilidade magnética uniforme similar a desenvolvida por Troyer, et al [55] :

X(L,B) = ™" exp(=BA(L, 5)), (4.21)

onde A(L,3) é o gap para a rede de tamanho finito considerando as excitagdes térmicas|1],
[ € a temperatura inversa e a dependéncia com anisotropia D estd implicita. O parametro
n depende da forma da relacao de dispersiao[55]. A derivada do logaritmo da susceptibi-
lidade %ﬁ(hﬁ)) fornece uma maneira para estimar o parametro n. Em temperaturas
baixas essa derivada é A(L,3)+nT. A inclinagdo n é proxima de —1 para tamanhos de
rede pequenos (4,6) ( veja figura 4.16). Nao foi possivel estimar n para redes maiores
devido ao grande esfor¢o computacional necessario nesse regime de temperatura. Em uma
abordagem bem simplicada podemos estimar o gap supondo o seguinte comportamento
de tamanho finito:

A(L,B) ~ A(oo,5)+ AL™. (4.22)

Resolvendo a Eq. (4.21 para A(L, ) obtemos

In(x(L)B") = —BA(L, B), (4.23)
nin(x(L)T)T = A(L,5) (4.24)

e substituindo Eq. (4.22) na dltima equacao para n = —1 obtém-se
A(L,B)==TIn(Tx(L)) = A(co,8) + AL™™. (4.25)

Para baixas temperaturas podemos aproximar essa relacao por

0A(00,T)

A(L,T) = A(00,0) + 5T

T+AL™. (4.26)
T=0

Dessa forma, é possivel realizar uma regressao linear (Y = A+ BX) no qual Y = A(L,T) =

—TIn(Tx(L)), A= A(c0,0)+AL™™ = A(L,0), a inclinagao é dada por B = LA(;;’T)
T=0
e X =T. Logo, a estimativa do gap de tamanho finito A(L,0) é dada pelo termo inde-

pendende A da regressao linear da curva —T'In(T'x(L)) por T

Na Fig. 4.17 pode ser visto o gréafico de —TIn(Tx) x  para diversos tamanhos de
rede L. Na Fig. 4.17 é observado um grafico de A(L) x T para diversas anisotropias.

Ajustando uma curva aos dados de acordo com a Eq. (4.26), uma extrapolagao de A(oo)
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Figura 4.16: Célculo do exponente n da Eq. (4.21) usando a derivada do logaritimo
da susceptibilidade para rede de tamanho L =4 (circulos); n = —1.02+0.08 e L =6
(quadrados) n = —1.0+0.1 para anisotropia D = 10.1.

pode ser obtida. Na Fig. 4.19 pode ser visto um grafico de inA x in(D — D,) obtido por

esta abordagem. A inclinagao das curvas fornece uma estimativa para B = zv[7].
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Figura 4.17: (a) Gap de tamanho finito obtido para varios tamanhos de rede pelo termo
independente da regressao linear do gréafico Tln(Tx~) x T" avaliado na anisotropia D =
10.0. (b) Gap no limite termodindmico A(co) extrapolado pelos gaps de tamanho finito

A(L) para D > D, (legenda) de acordo com a Eq. (4.26).
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Figura 4.18:  Gréfico logaritmo do gap de tamanho finito In(A(L)) em fun¢io do logaritmo da
anisotropia relativa (In(D — D)) para o = 1.0. A inclinagdo da curva fornece zv em func¢do do tamanho
finito dado por zv =0.24,0.41,0.48,0.54 para as respetivas redes simuladas 4,6,8,10 (legenda). O gap
extrapolado para rede de tamanho infinito (c0) zv = 0.59 é representado no grafico pelo asterisco.
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Figura 4.19:  As figuras (a) e (b) ilustram um gréfico logaritmo do gap In(A) em fungdo do logaritmo
da anisotropia relativa (In(D — D.)) para a = 1.0 e 0.5 respectivamente. (a) Duas estimativas de v dada
pelas inclinagbes da regressao linear, uma dos circulos e outra dos quadrados, que foram usadas para
estimar o valor médio e o erro zv = 0.59(1) para a =1.0 e D, =9.795. (b) O valor e incerteza para
a=0.5 com D, =8.03 é dado pelo resultado da inclinac¢do da regressio linear na qual zv = 0.62(3).
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4.4 Diagrama de fase para Spin S = % e 2

Ao aumentarmos o valor do spin, esperamos que o comportamento critico para valores
de spin inteiros seja proximo do resultado para S = 1 na regidao proxima da anisotropia
critica D, e ocorra apenas uma mudanca de escala na energia do modelo devido ao spin S.
De forma similar, esperamos que o resultado para valores de spin semi-inteiros seja dado
pelo comportamento de S = % ou spins semi-inteiros maiores como S = % nao mudem a
ordem do estado fundamental do sistema. Para compararmos os resultados de S =1,5 =2
eS= % em uma mesma escala, dividimos o Hamiltoniano por S(S+ 1) o que implica uma
reducdo na escala de temperatura e no parametro de anisotropia. A comparacao dos

diagramas de fase obtidos pode ser vista na figura 4.20.
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Figura 4.20: Diagrama de fase para spin S =1 (circulos), S =2 (quadrados) e S =2 (asteriscos).

Na figura pode ser observada a anisotropia critica ﬁ =4.8975(5) para S =1, ﬁ =4.9868(7)

para S = 2. Nao foi observado transi¢do de fase quantica para S = % ao variar a anisotropia D.

Os resultados para S = %(32 foram obtidos de forma similar ao realizado para S =1.
A primeira estimativa de Do e o colapso das curvas foi realizado de acordo com a Eq.

(4.8) e pode ser visto nas Figs. 4.21 e 4.22.

O valor de v calculado depende consideravelmente do valor de D, utilizado. Nem
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[ Estimativa de D, obtida pelo cruzamento das curvas de rigidez de spin das maiores
redes (14,16) para S =2. a) Do =29.9229(31) para T'L =2 b) D¢ = 29.9227(33) para
TL=4.]

Figura 4.21: Estimativa de D, obtida pelo cruzamento das curvas de rigidez de spin das
maiores redes (14,16) para S =2. O erro ¢é dado pela diferenga entre os valores obtidos
do cruzamento das maiores (16,14) e menores (4,6) redes. Na Eq. (4.8 ) novamente
assumimos z =1, R=TL obtendo a) Do =29.9229(31) para T L =2 b) Do = 29.9227(33)
para T'L = 4.
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Figura 4.22: Colapso das curvas de rigidez de spin para D¢ = 29.923 conforme Eq. (4.8)
para (a) zv =0.497 , TL=2¢ (b) 2v=0.499 , TL = 4.

sempre o valor correto de D, produz o menor valor do erro de v quando este é calculado

conforme a Eq. (4.20). Um critério mais apropriado pode ser obtido observando a influén-
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Figura 4.23: Superposicao das duas curvas da Fig. 4.22 representadas por circulos e cruzes
para respectivas razoes de aspecto TTL=2 e T'L =4.

cia de um valor incorreto D, no cdlculo de v. Seja o valor incorreto D = D.(1+¢), no
qual € é a diferenca relativa do valor correto, temos que ¢’ =1 — % ~ g+ DQCE = . Sendo

assim, podemos reescrever a Eq. (4.19) como:

In(L)—In(L")

L, L' €)= 4.27
) = 2 T AN () ~ in( (7)) 20

expandindo esta em torno de ¢ =0 obtemos
V(L L' €)= v(L, L)+ f(L,L)e+ fo(L,L)e* + O(e%). (4.28)

A estimativa de v é obtida pela média das estimativas v(e, L, L) utilizando diferentes
pares L, L. Se realizarmos médias utilizando pares €, —¢, o termo linear pode ser eliminado

restando apenas os termos (v(L, L)) 1 +2(f2(L, L)) 1 1/€*. No limite e — 0 temos:
(v(e.L,L')) L1 es0=(W(L, L)L 1. (4.29)

Assim temos a melhor estimativa de v para o valor de D, que produz o menor desvio
de <v(e,L,L") > 17 O resultado para L € [12,16] pode ser visto na Fig. 4.24, na qual

os circulos e quadrados sao resultados obtidos utilizando um conjunto de dados nos quais
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TL D, v
2 29.923(4) 0.497(3)
4 29.924(5) 0.499(2)
2e4 29.923(5) 0.498(2)

Tabela 4.3: Estimativa para anisotropia critica D, e expoente critico v paraa=1e S =
e para razoes de aspecto TL =2 e TL =4. A terceira linha foi produzida utilizando o
dados de ambas razoes de aspecto.

N[O

n

TL=4eTL=2, respectivamente. Os simbolos listrados sao subconjuntos disjuntos dos
dados representados pelos simbolos s6lidos. O melhor valor de D, pode ser observado na
legenda da figura para cada conjunto de dados. O desvio da média em < L, L’ > é muito
menor que aquele devido a < e >. O resultado para estimativas de v e D, foi obtido pelo
metddo descrito acima e tem precisao de até 1 ordem de grandeza acima do que foi obtido
apenas pelos métodos utilizados para S =1. O valor médio de D, e v pode ser visto na

tabela abaixo:

e [
0.0001 "\\

1e-05

<v-v |>
€ €&

@@ 29.923
Bl 20.924
&S 29.930
B 29.927
OO 29.918

29.917

29915 2992 29925  29.93
D/

1e-06

Figura 4.24: Determinacao de D, pelo menor desvio de < v(e, L, L") > s . conforme Eq.
(4.29). Os circulos e quadrados sdo resultados obtidos utilizando um conjunto de dados
para TL =4 e TL =2, respectivamente. O desvio estd em escala logaritmica. Os simbolos
listrados sao subconjuntos disjuntos dos dados que deram origem aos simbolos sélidos.
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Ao incluir redes de tamanhos menores, outras corregoes de escala passam a ser impor-
tantes como o deslocamento do argumento da fungao de escala F' (gL% +dL™¢). Desta
forma, o desvio da média em < L, L' > se torna significativo e da mesma proporcao que o
desvio ao tomar a média em (€). O colapso das curvas para L € [8,16] pode ser visto na

figura 4.25.
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Figura 4.25: Colapso das curvas de rigidez de spin para redes de tamanho L € [8,16].
Melhor ajuste com (a) D. = 29.914(8) , zv = 0.4901(50)(88) para T'L =4 e (b) D¢ =
29.919(3) , zrv = 0.4907(70)(94) para T'L = 2. O primeiro erro se deve ao desvio em (e),
enquanto o segundo se deve ao desvio em < L,L' >

Podemos ver que os resultados para T'L diferentes sdo proximos, portanto nossa es-
timativa final é dada levando em conta os valores de ambos conjuntos de dados: D, =
29.923(5) e v =0.498(2) para L € [12,16]. O valor v = 0.498(2) é condizente com o valor
esperado de campo médio zv = 0.5. Como d+ z =4 é a dimensdo superior critica do

sistema, ¢é esperado que o sistema assuma o valor de campo médio.

Repetindo o procedimento (como realizando para S = 1) para estimativa do gap atra-
vés da suscetibilidade, encontramos o valor de zv = 0.628(2), no qual o erro foi estimado
pela diferenca da estimativa de dois conjuntos diferentes de dados. Este valor é préximo
da estimativa obtida para S =1, mas difere da estimativa de v por cédlculo direto, Eq.
(4.29). No processo de obtengao e extrapolagao do gap foram feitas véarias suposigoes
que devem ter alterado o valor estimado. A suposicao de que o comportamento do gap
para redes pequenas permanega a mesma (n = —1) é a mais provavel de estar equivocada,

entretanto, ndo ha como estabelecer essa relacdo para redes grandes utilizando os dados

da susceptibilidade. O resultado encontrado para S = 2 pode ser visto na figura 4.26.
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Figura 4.26: Em (a) pode ser observado o gap no limite termodindmico extrapolado pelos gaps

de tamanho finito para D > D, obtido conforme Eq. (4.26). (b) ilustra um grafico log-log do gap
extrapolado (L — co) em fungdo da anisotropia relativa (¢ = D — D.) para a = 1.0. Dois conjuntos
diferentes de anisotropias (circulos e quadrados) foram usados para estimar o erro de zv. A inclinagdo

das curvas fornece zv = 0.628(2) com D, = 29.92
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5 C(Conclusao

No presente trabalho estudamos a transicao de fase quantica do modelo XY tridimen-
sional com anisotropia de plano facil D. Através de simulagoes de Monte Carlo Quéntico
(MCQ) obtivemos o diagrama de fase e expoente critico zv e anisotropia critica D, para
spin S =1 e 2. Nao foi observado transi¢ao de fase para S =3/2. O diagrama de fase
encontrado nesse trabalho para S =1 é qualitativamente idéntico ao obtido por Pires e
Costa [1] com o método SCHA, principalmente préximo do ponto critico D,.. Esse resul-
tado é inesperado pois 0 método SCHA era mais adequado para a regiao de D pequenol1].
O resultado obtido por Wang e Wang [4] pelo metodo operador de ligagdo que deveria
ser mais adequado na regiao D grande nao fornece bons resultados quando comparado ao
nosso (MCQ). Uma possivel explicagao é que o método SCHA funciona bem para baixas
temperaturas e as renormalizacdes das interagoes harmonicas consideradas por Pires e
Costa [1] levaram em consideracao as flutuagoes térmicas e quanticas. Enquanto que o
método operador de ligacao basea-se no valor de campo médio para um operador de boson
e para um valor global do potencial quimico. Para obter o expoente critico v, propuse-
mos uma escala de tamanho finito que parece funcionar bem no caso estudado. O valor
obtido nesse trabalho para zv esta de acordo com o valor encontrado por Pires e Costa
[1] ¢ Wang e Wang [4]. Entretanto, o valor de D, obtido difere significativamente, Wang
e Wang[4] e Wang e Wong[5]. O tnico trabalho analitico encontrado na literatura que
produz resultados de D, préximos ao desta tese é o de Pires e Costa (SCHA)[1], o que
nao era esperado. Baseando apenas nos métodos analiticos da literatura nao era possivel
fornecer um valor preciso de D. com confianca. O valor de D, foi obtido nessa tese por
um método niimerico e preciso, esclarecendo a incerteza entre os valores diferentes obti-
dos na literatura. O diagrama de fase para spins inteiros sao simliares, entretanto ha um
crescimento pronunciado para maior temperatura de transicao com o aumento do spin
S. O valor de ﬁ sdo proximos perto do ponto de transicao de fase quantica para
diferentes valores de spin .S. Como resultado desse trabalho foi produzido o artigo da Ref.

13].
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5.1 Perspectivas

Uma das dificuldades encontradas nesse trabalho poderiam ter sido amenisadas caso
houvesse um modo direto de mensurar observaveis nao-diagonais como a magnetizacao
transversal M, o que forneceria mais confianga aos valores calculados. Esse modo nao é
disponivel na implementacao existente do programa disponibilizado dirloop do ALPS[36].
Em trabalhos futuros pretendemos implementar a avaliagdo de observaveis nao-diagonais
e aplicar ao estudo desse e outros modelos de spin. Uma extensao desse estudo sem
necessidade de implementagoes adicionais pode ser realizada adicionando o termo de troca
7325755 no Hamiltoniano do sistema e obter o diagrama de fase para (v,D). Pode-se
encontrar na literatura trabalhos analiticos para diferentes valores de v e D tais como em

[56], entretanto, acredito que nao hé resultados niimericos suficientes para comparacao.
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APENDICE A — Mapeamento Ising
campo transverso para
Ising classico

bidtmensional

Nesse apéndice mostramos como € possivel mapear um sistema quantico de dimensao
d em um sistema classico equivalente de dimensao d+ 1. Utilizaremos a decomposicao de

Suzuki-Trotter para fazer esse mapeamento, porém outros esquemas podem ser usados

[24] .

O sistema a ser mapeado é o sistema de Ising com campo transverso cujo Hamiltoniano
¢ dado por:
N N
— YA A T
H=-J) oiof,—h)>_ of. (A.2)
onde o', = x,y,2 denotam as matrizes de spin de Pauli no sitio ¢. Aqui usamos

condigoes peridicas de contorno.

Primeiro decompomos o hamiltoniano em duas partes H; e Ha, o modo da decompo-

sicao é importante pois determina a forma das interagoes no sistema classico mapeado:

H — Hi+H (A.3)

H = —J%afcfﬂ (A.4)

Hi = _J;;;ZJA (A.5)

Hy — —hgjagv (A.6)
i=1

HY = —ho?. (A7)

2
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Aplicando a férmula de Suzuki-Trotter[27, 26]:

A

cap(A-+ B) = eap(Afm)exp(B/m)]" +O(-) (A5)

na funcao de particdo Z, obtemos

2 = Trleap(~ 3" yerp(~Ho2)] ", (A9)

onde m é conhecida como a dimensao de Trotter.

Inserindo as relagdes de completezas >, |ag)(ax| apds cada exponencial de (Hi)

obtemos:

AR zao|<Hexp e enler(~ ﬁff)) ao),  (A.10)

a0

~ 5 ol {1 Heant- o cntet =25 ) o

{on} k=1i=1
onde a soma em |ag) vem do trago.

. . : < Hi
Para continuar precisamos avaliar a acao de exp(—S3-1) no estado |ay):

Hj J
e:cp(—ﬁﬁ) lag) = €:Up<%si,ksi+1,k) k).

Inserindo esse resultado na equagao anterior obtemos:

Zﬁ = Z {a| (H Hexp bJ szzHk)(aklexp(m;::gcﬂamﬁ) lag). (A.11)

{Sik} k=1i=1

Observando que

exp(ac?) = cosh(a) I+ sinh(a)*o?, (A.12)
h

. = B2 (A.13)
m

Podemos avaliar os elementos da matrix com |ay, >= 3|1+0(k),1 — o (k) >, o(k) = £1.
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(axleap(ac?)lanss) = <ak|(nZE; ”Zii)mm (A.14)

i(((l +0i)(1+0p41) + (1 = k1) (1 — 0k41))cosh(a)

+ ((A+or) (1 —opg1) + (1= 0p) (1 + 0p41))sinh(a))
% ((1+o0kogy1)cosh(a)+ (1 — oxogs1)sinh(a)). (A.15)

Colocando essa expressao em uma forma de exponencial para que seja possivel mapear

os elementos da matrix com valores classicos de spins:

(aglezp(acy)|art1) = (ar|Cexp(BWS; kSik+1))|okt1). (A.16)

Para S; i, S; x+1 paralelos:

Cexp(BW) = cosh(a). (A.17)

Para S; 1, S; x4+1 anti-paralelos:

Cexp(—pW) = sinh(a). (A.18)

Logo o valor de C' é dado por:

C = \/smh(a)cosh(a)z %smh(Za), (A.19)

substituindo o valor de C em A.17 e isolando W

cosh(a)

exp(BW) = , A .20
(W) \/smh(a)cosh(a) ( )
m cosh(a) m
— = — ) A21
W 25 * n(smh(a)) 2ﬂln(coth(a)) ( )
Finalmente substituindo esse resultado na Eq A.11:
N ooy B W
Zp = Y Aaol | II IT exp(==SixSiy1,0)Cexp(——S; xSi k1) | lao)  (A.22)
{Sik} k=1li=1 mn mn

Nm
mo g W
= OV {agleap(~5 Y (—m SikSir1+—— S@kS@kH))\ao), (A.23)

Qo i,k=1
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que é a funcao de particao do sistema cléassico de Ising 2D, isto é,

= Tr(exp(—FHising))

N,M
—J -w —In(C
Hising = Z - szz+1k+—Sz kSz k+1 1 ( ) (A24)
ik p
Agora podemos calcular Z,,,[57, 58]:
A (H cosh( fm H ' h(m;ﬂ)
1=1
+ H cosh(%) + H sinh(m%lJrl )) , (A.25)
i=1 2 1=1 2
onde v; é dado por:
coshy, = cosh(2ah)cosh(2aJ)smh(2ah)smh(QaJ)cosﬁ—l. (A.26)
m
Em primera ordem em %:
z A%
Y o= 5% +0(m™2);  el)=2 <h2 +J? - 2hJcos(%)> (A.27)
N : N
Z o n%gnoo Zims
N N
N o= oMl 11 cosh(ex)+ [ sinh(ex)
i=1 i=1
N N
+ [T cosh(eary1) + [ sinh(eas1) (A.28)
i=1 i=1
. F . In(ZM)
NN T AN
1 27 qN
= — 2 — A2

27r/0 ln( cosh(fe( - )) dq (A.29)

Pode-se verificar que a Eq A.29 é precisamente o resultado para o modelo 1D em um
campo transverso[59]. Vamos analizar a aproximacao ZN mais detalhadamente. Aqui
nos tivemos que utilizar explicitamente a solugdo para o modelo finito. Para um sistema
classico genuino e suficientemente grande, bastaria utilizar apenas o maior autovalor da
matrix de transferéncia, mas isso ndo pode ser aplicado aqui. No caso do sistema classico
efetivo, as interacoes entre os spins dependem de uma forma complicada da dimensao

de Trotter m. Tal dependéncia nao aparece em modelos classicos genuinos. Logo o

95
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mapeamento deve ser feito com cautela, sem tomar o sistema como cldssico de forma
literal em todos aspectos. Entretanto existe um limite especial no qual a correspondencia
se torna exata, o caso quando T'— 0. Para isso devemos tomar o limite m — oo primeiro.
Sem perda de generalidade podemos fazer T'= % e usar Eq. A.23 para obter a energia
por sitio do estado fundamental do modelo unidimensional em um campo transverso.
Apeser de ter sido realizado o mapeamento para um sistema de dimensao d+ 1 em geral
o comportamento perto da criticalidade é aquele de um sistema em d+ z dimensoes onde

z é o expoente dinamico critico. Portanto z =1 é o caso particular.
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APENDICE B - Correcées de escala para

susceptibilidade uniforme

A relacao de escala com correcoes para suscetibilidade é dada por:

1 1
X(L,g) = N'(L) g P (T L7 g L), (B.1)

Seguindo procedimento similar ao realizado para rigidez de spin, substituimos 7" por
L. =RL?

X(L.9) = N'(L) = P (T gL?), (B2
X(L.g) = N(L)Fy(cT L*,gL¥), (B.3)

onde N(L) = N'(L)-&

Ld+z .

Expandimos a fun¢do de escala em torno de g =0 e obtemos:

X(L,g) = N(L)(F(0) + FL(0)gL¥ +O(g?)) (B.4)
= A(L)+B(L)g (B.5)

na qual
A(L) = N(L)F(0), (B.6)

Realizando um ajuste polinomial em um grafico y x g é possivel obter o termo indepen-
dente ja que para g =0, temos x(L,0) = A(L). A ordem do polinémio usado depende do

intervalo de valores de D (usualmente linear, para um pequeno intervalo). A dependéncia
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N(L) pode ser entao eliminada ao dividir x por A(L), ou seja,
x(Lg) _ x(L.g)
A(L) X(L,0)’
FL(0) 1
~ 1+ 22X ZgLv +0(g?). (B.8)
£(0)
Podemos ver que a inclinagao de Xﬁ%ﬁ%) é dada por:
B(L F!/(0
(L) _ 5O (B.9)
A(L)  Fy(0)
Pode-se tomar o logaritimo para encontrar:
B(L) F.(0)
In( ) =In(=2-L) +In(L)~. (B.10)
A(L) £5(0)
Subtraindo a tltima equacao para tamanhos de rede L, L’ diferentes, obtém-se
B(L) B(L) L. 1
l —1 =In(—)— B.11
()~ ) =), (B.11)
L. 1
In(B(L)A(L")) — In(B(L'YA(L)) = ln(ﬁ)—. (B.12)
v
Isolando v obtemos:
In(L)—In(L")
L. L) = ) B.13
L L) = L BDAWD) = n(B) AL (B.13)
As Egs. B.8 e B.13 sao utilizadas para obter estimativas e incertezas de v e D, de

forma andloga a descrita na secao 4.3.4 para rigidez de spin.
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