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Resumo

Neste trabalho apresentamos a estrutura (de forma elementar) dos
quaternios, algumas propriedades e finalizamos demonstrando o clas-
sico teorema dos quatro quadrados de Lagrange.






CAP{TULO 1

Introducao

Uma das mais antigas descoberta da algebra nao comutativa foi a
descoberta dos Quartenios de Hamilton no principio do século XIX.

No espaco tridimensional é conveniente tratar quantidades que te-
nham magnitude e direcao, quantidade de forca, deslocamento e inten-
sidade elétrica sao alguns exemplos dessas quantidades. A adigao de
vetores é definida pela regra do paralelogramo.

Ficgura 1

Entao, no diagrama ABCD é um paralelogramo. AB + AD = AC

Para completar a analogia com os sitema de nimeros, é necessaria
alguma operagao anédloga a multiplicacao. Algumas propriedades de-
vem ser associadas com o produto de dois vetores, tais como a area de
um paralelogramo ABCD, quando AB e AD sao os vetores o produto
¢ 0 quando os vetores sao perpendicular e é méxima quando os vetores
estao na mesma diregao. Uma interpretacao de multiplicacao de veto-
res pode ocorrer quando o vetor AB representa uma forca e o vetor AD
um deslocamento de A para D do ponto de aplicagao. Entao o trabalho
feito pela forca, da mesma forma, serda maximo quando AB e AD estao
na mesma direcao e serd 0 quando AB e AD forem perpendiculares.

Hamilton descobriu que colocando junto o produto escalar e o ve-
torial para produzir um sistema com quatro componentes, a escalar e
as trés componentes vetoriais, entao este sistema apresentaria uma ele-
gante analogia com o sistema numérico ordinal, mas a grande diferenca
¢ a nao comutatividade da multiplicacgao.

Tome o plano cartesiano (x, y, z) e denote um vetor unitario paralelo
ao eixo ox por ¢, paralelo a y por j e paralelo a z por k, entao um vetor
com componentes (x,y, z) sera denotado por zi + yj + zk.



2 1. INTRODUCAO

Se para a regra da multiplicacdo assumir-mos que:
P=k==—-1ij=kji=—k jk=1kj=—iki=jik=—j
entdo o produto de dois vetores (xi+yj + zk)(2'i+y'j+ 2'k) terd uma
parte escalar que ¢ igual ao produto escalar com o sinal contrario e uma
parte vetorial que é igual ao produto vetorial. Entao (zi+yj+zk)(x'i+
Y+ k) = — (a2 + gy +22) (g2 —y'2)i+ (22 — ')+ (ayf — 'y

Os quatérnios assim formados obedecem todas as regras dos ntime-
ros exceto a regra da comutativa da multiplicacao. Em particular, e
mais importante, eles sao associativas.

No capitulo seguinte vamos mostrar mais sobre a estrutura dos
quarternios, que serd com esses que demonstraremos o teorema dos
quatro quadrados.



CAP{TULO 2

Preliminares

Consideremos um subanel particular dos quaternios que sob todos
os aspectos, excecao feita a sua nao comutatividade, serd como um anel
euclidiano.

Devido isto sera possivel caracterizar explicitamente todos os seus
ideais a esquerda. Esta caracterizacao dos ideais a esquerda nos levara
rapidamente a uma demonstracao do teorema classico de Lagrange de
que todo inteiro positivo é uma soma de quatro quadrados.

Seja @ o anel com divisao dos quaternios reais. Em () vamos agora
introduzir uma operacao de conjugacao *, colocando a

Definicao: Para x = ap + a1 + asj + ask em (), o adjunto de z,
indicado por z*,é definido por

r=aqap— oyt — agj — azk
Observacao 1 :
ook = (o4 a1t + g + azk) - (g — aqi — anj — ask)
= ag — ot — Qpaigj — pask + oy — aiat — i) — ajask + asjag
- OégjOéli - OégjOéQj — OéQjOégk? + Oégk’OéO - Oéglf()éli - Oégk()&gj — Oég]fOégk
= af+ai+a;+a;
Observagao 2 : x+xx = (g + aqi + aoj + ask) + (g — 1@ — agj —

ask) = 2a
Lema 1: A conjugacao em () satisfaz;

Nrsxx=z, Vo €Q.

Demonstracao: se r = ag+ a1t + asj + asgk, entao, rx = ay — a1 —
agj — aszk donde z % x = (x%)* = ag + 1@ + agj + azk

i0)(dz + A\y)x = dx * +Ayx,V z,y € Q e V 0, A € R.
Demonstracao: Sejam = = oo+ aqi+ agj + ask e y = Bo+ Pri+ PBoj +
B3k € @ e sejam 0, A nos reais. Assim
(0x + Ay) =
= (o + ari + azj + ask) + A(Bo + Bii + Paj + Bsk)
= (Aag+006) + (Mg +51)i + (Aag + 952)j + (Aas + 053)k
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Pela definicao de x,

(0 + Ay)* =

= (Ao +35) — (Aar +651)i — (Aag + 652)j — (Aaz + B3)k
(0ag + N\By — dani — ABri — dagj — N\Baj — dazk — A\B3k)
0y — dai — g — dask + N\By — A\B1i — A\Bog — A\Bsk
= d(ag — i — aof — ask) + A(Bo — Bri — Pog — Bsk)
= dx %+ yx*

i) (zy)x =y *xxxVr,y € Q.

Demonstracdo: Em vista de ii) basta fazer para um base de @
sobre os reais. Demonstraremos para a base particular 1, i, j e k. Ora,
ij=k= (ij)x =kx=—k=ji=(—j)(—i) = j *ix.

Analogamente (ik)* = k x i, (ij)* = j * ix. Além disso, (i?)x =
(—1) = (i%)? e analogamente para k e j. Como iii) vale para todos
elementos da base, e ii) vale, temos que iii) é verdadeira para todas
as combinagcoes lineares dos elementos da base com coeficientes reais.
Logo iii) vale para todo x,y € Q.

Definigdo: Se = € @), entdo a norma de x, indicada por N(z), é
definida por N(z) =z 2% = a2 + o + a3 + a3

Observacao 3: se z # 0, notemos que x~ = NI{;) €T ]\;E(Z) -
N(z) 1
N(z)

Lema 2: Vx,y € Q, N(zy) = N(z)N(y).

Demonstracao: Pela propria defini¢do de norma N(xy) = zy(zy)*.
Pela parte iii) do Lema 1 (zy)* = y * x*, entdo N(zy) = zyy * v =
aN(y)z*x = zx * N(y) = N(z)N(y).

Observacao 4: N(x) é um namero real e portanto comuta com todos
elementos de Q).

Lema 3 (Identidade de Lagrange). Se o, a1, aa, ag e o, P,
(2, (3 sao nimeros reais, entao

(ag +of + a3+ a3) (85 + B + B3 + B3)

= (o fo— o f1 — s — i3 f3)* + (o 1 + 1 Bo + v B3 — i3 52)* + (o B2 —
o1 fo + a2y + asfr)? + (aofs + a1 fe — aaffr + asfo)?.
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Demonstracao: Sejam z = oy + aqi + ) + ask e y = By + [ +
B2g + B3k € Q). Entao

Ty =
= B + aobrii + apfej + Bk + a1 foi — a1 fr + a1 ok — a1 B3
+ azfo] — anfik — anfa + aef3i + azfok + azfB1j — azfai — a3l
= (@B — 1P — aafy — azfB3) + (oS + 1 fo + azfs — azfBa)i
+ (aofz — a1fs + azfy + azfBi)j + (fs + a1fa — azBi + azfo)k.
Como N(zy) = N(z)N(y) pelo lema anterior e considerando N(x) =
(a2 +a?+a3+a2)e N(y) = (B2 + 8% + B2 + B2) fica facil demonstrar
a identidade de lagrange.
Agora é o momento de introduzir o anel dos Quaternios de Hurwitz.
Seja
1 S
C:{§(1+z+]+k)}
e seja
H = {moC + myi + moj + mgk;mg, my, mg,m3 € Z}
Lema 4: Seja H um subanel de Q). Se x € H entao xx € H e N(x)
¢ um ntmero inteiro positivo V.
Lema 5: (Algoritmo da divisao a esquerda) Sejam a e b € H
com b # 0. Entao existem c e d € H tais que a = cb+d e N(d) < N(b).
Demonstracao: O primeiro caso bem particular a € H (arbitrario)
e b um inteiro positivo n. Suponhamos a = to( + t1i + toj + t3k onde
to,t1,to, t3 sao inteiros a serem determinados.
2

Queremos escolhe-los de maneira tal que N(a — cn) < N(n) = n”.
Ora, (¢ = xoC + z11 + 27 + w3k)

a—Ccn =
l+i+j+k
2

(I+i+j+k
2

1 1
(to - nZL’o) + §(t0 + 2t1 - n(to + 2131))2 + §(t0 + 2t2 - n(to + 2t2 - n(to + 2:8;

—~

to( )+ t1i + ta] + tsk) — nao( ) — nx1i — nxej — nx

(to + 2t3 — n(to + 21’3))]€

| — DN —

Se podéssemos escolher xg, 1, T2, x3 de uma maneira tal que

1
to—nxo| < =n
fto = nao] < 2
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HO — Qtl — n(to + 21’1)—‘ § n

Ho + 2t2 — n(to + 2.1‘2)] é n

[to + 2tz — n(to + 2x3)| < n, entdo teriamos

N(a—cn) = M—I— < in +in —i—in —i—in < n? Queé
o resultado desejado. Mas agora afirmamos que isso sempre é possivel
ser feito.

Passemos o caso geral em que a e b sdo elementos arbitrarios (b # 0).

Pelo lema 4, n = bbx é inteiro positivo. Assim existe ¢ € H tal que
abx = cn+d; onde N(dy) < N(n). Assim N(abx—cn) < N(n) masn =
bbx entao N (ab* —cbbx) < N(n) = N((a — cb)bx) < N(n) = N (bbx)
que pelo lema 2 N(a — cb)N(bx) < N(b)N(bx) com N(bx) > 0 dai
N(a—ab) < N(b) colocando d = ac—b e a = cb+d onde N(d) < N(b).

Lema 6 Seja L um ideal a esquerda de H. Entao existe um ele-
mento v € L tal que todo elemento em L é multiplo a esquerda de u,
em outras palavras, existe um u € L tal que todo x € L é da forma
xr=ruonder e H.

Demonstragao: Se L = (0) entdo u = 0 obviamente. Se L possui
elementos nao nulos. A norma dos elementos nao nulos sao nameros
inteiros positivos (pelo lema 4), logo existe u € L tal que N(u) =
min{N(z) com z € L}. Se x € L pelo lema 5, * = cu + d onde
N(d) < N(u). Contudo de L temos que N(d) = 0, pois, norma de u é
minima, entao d = 0, logo = = cu.

Lema 7 Se a € H entao a™' € H <= N(a) =1

Demonstragio: (=) Se a a™! est a0 em H, pelo Lema 4 N(a)
e N(a™') sdo inteiros positivos N(a)N(a™t) = N(aa h=N(1) =1,
pois, ab = 1;a,b € Z,, logo a =b = 1.

<= Sea€ He N(a) =1 entao aax = N(a) =1 = ax = a1,
mas, a* (pelo Lema 4) pertence a H a~! € H.



CAPITULO 3

O Teorema dos Quatro Quadrados

Teorema: Todo inteiro pode ser expresso como soma de quadrados
de quatro inteiros.

Demonstracao: Dado n um inteiro positivo afirmamos no teorema
que n = x% + z? + x3 + x5 para quatro inteiros g, T1, T, v3. Como
todo inteiro decomoe-se como produto de numeros primos, se todo
nimero primo pudesse ser representado com uma soma de quatro qua-
drados,(pela identidade de Lagrange), todo niimero poderia ser escrito
como soma de quatro quadrados. Reduzimos o problema aos niimeros
primos n. Certamente 2 pode ser escrito como 12 + 12 + 0% + 02, assim
sem perda de generalidade, podemos supor n primo impar, ou seja,
m = p.Counsideremos os quaternios W, sobre Z, (inteiros modP)

Wy = {ao + ani + aoj + ask; ap, ay, oz, a3 € Z,,}
W, & um anel finito, além disso, como p # 2, W, é nao comutativo
pois ij = —ji # ji. Assim, pelo teorama de Wedderburn, ele nao
pode ser um anel de divisao, ele possui um ideal & esquerda que nao
¢ 0 (0) e ndo é W,. Portanto o ideal bilateral V em H definido por
V = {xo( + z10 4+ x2j + x3k; p|x; }, ndo pode ser maximal & esquerda de

H, pois, v = W,. Se V fosse maximal, v = W, seria um corpo logo

teria somente dois ideais (0) e W,,. Assim existe um ideal & esquerda
L de H satisfazendo: L # H, L # V e L D V. Pelo lema 6, existe
um elemento u tal que todo elemento de L é multiplo & esquerda de u.
Como p € V, p € L donde p = cu para algum ¢ € H. Comou €V, ¢
nao pode possuir inverso em H, pois, caso contrario, u = ¢~ 'p estaria
em V. Assim N(c) > 1(pelo lema 7). Como L # H, u nao pode ter um
inverso em H donde N(u) > 1. Como p = cu, p* = N(p) = N(cu) =
N(¢)N(u), mas, N(c) e N(u) sdo inteiros e ¢ e u estdo em H, ambos
sao maiores que 1 e ambos dividem p?. A tnica saida possivel e que
N(c) = N(u) = p. Como u € H, u = my,( + myi + maj + msk onde
My, M1, My € m3 € Z, assim, 2u = 2my( + 2mqi + 2mej + 2msk =
mo(l+ i+ j+ k) + 2myi + 2maj + 2mgk = mgy + moi + moj + mok +
2m12+ 2m2] +2m3k‘ = My + (mo +2m1)2+ (mo +2m2)] —I— (mo —|—2m3)k:,
= N(2u) = m2 + (mg + 2my)? + (mo + 2m2)? + (mg + 2m3)?%.

Para terminar a demonstragao introduzimos um velho artificio de
Euller: Se 2a = 22 + 2? + 22 + 22 onde z¢, 71, T2, T3 sdo inteiros para
certos inteiros a = y3 + yi + v3 + 3.
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Demonstracao do artiféio de Euller: Como 2a é par temos que, ou
todos sao pares, ou todos sao impares, ou 2 pares e 2 fmpares. De
qualquer forma, em todos os trés casos, podemos reordenar e agrupa-
los de maneira tal que

To + 21 To — X1 To + X3 Ty — T3
Yo = B Y1 = 5 y Y2 = 5 yYs = 5
(ro +21)* (w0 — 1)
2 2

= %(x%#—x%%—m%jtx%) = 12a:a.

Como 4p é soma de quatro quadrados (4p = N(2u)) pela obser-
vacao a pouco feita, 2p também o é; como 2p ¢ uma soma de quatro
quadrados p tamb’em é. Assim p = a3 +a?+a3+ a3 para alguns inteiros
ap, a1, a2, as.

2

sejam todos inteiros. Mas, Y2 +y7 +ys +y3 =

(ry +23)% (29 — 3)?
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