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INTRODUCAO

Este tema foi escolhido na busca de um melhor entendimento sobre o assunto.
Dentro da Teoria de Curvas planas da Geometria Diferencial encontramos o teorema
dos Quatro Vértices e o indice de rotagcdo, um resultado classico que garante a
existéncia de pelo menos quatro vértices em uma curva plana simples e fechada, onde
um vértice € um extremo relativo da curvatura. E o numero de rotacdo de uma curva

mede o0 numero de voltas que o vetor tangente da em torno da origem.

O teorema dos quatro vértices possui elevada importancia no contexto das
aplicagdes da teoria das curvas planas, e foi demonstrado por Mukhopadhyaya em
1909, apenas para curvas planas estritamente convexas, e em 1912, Adolf Kneser o
demonstrou para todas as curvas simples e fechadas no plano, ndo somente para as

estritamente convexas.

Esta monografia esta organizada em dois capitulos. No primeiro, faz-se uma
introducdo dos conceitos basicos que serdo necessarios ao longo deste trabalho, tais
como curvas planas parametrizadas, cicléide, hipocicléide, reparametrizagdo, curvas
diferencidveis, comprimento do arco e curvatura de uma curva. No segundo, faz-se um

estudo detalhado sobre o teorema dos quatro vértices e o indice de rotagao.
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Capitulo 1

1 CONCEITOS BASICOS

1.1 Curvas Planas Parametrizadas

Seja | um intervalo da reta IR (eventualmente | =IR ). Uma parametrizacdo é
uma aplicacdo continua f: | — IR2. A varidvel t € | é chamado pardmetro de f. A
imagem de f, Imf = {q € IR? q=1f(t), t € I}, é chamada de arco parametrizado. Arcos

parametrizados sdo também chamados tragos.

Figura 1: Um arco parametrizado pode ser definido, simplesmente como uma figura “desenhada” com
um Unico trago, sem tirar o lapis do papel.

E importante ressaltar que escrever curvas na forma parametrizada na maioria
das vezes, torna-se bem conveniente, pois através dessas equacdes as exploracdes

das propriedades geométricas e fisicas tornam-se mais simplificadas.

Algumas curvas definidas por equagbes paramétricas x = f(t) e y = g(t) podem
ser expressas pela eliminagdo do parametro, na forma K = F(x, y) na qual denominamos
de equacéio cartesiana.

2 2

Exemplo 1: A elipse x—2+z—2= 1 pode ser parametrizada fazendo-se as seguintes
a

consideracoes:



Figura 2: elipse

2 2
Como (fj +(—j = 1 existe um angulo 6 tal que cosé -* esend-= %; logo:
a

X =acosé,y=>bcos 8 (equacdes paramétricas).

Quando @ varia de 0 a2 x, o ponto P = (x,y) parte de (a,0) e completa uma
volta sobre a elipse no sentido anti-horario. Observe que @ nio é o angulo central do
arco de elipse a ao ponto P(x, y). & é o angulo central subentendido pelos arcos
determinados pelo eixo polar e pelos pontos A e B sobre as duas circunferéncias, uma
circunscrita a elipse e a outra inscrita na elipse. P € a intersecdo da reta vertical por A
com a reta horizontal por B.

Diz-se que um ponto qualquer g € Im f é duplo se existe dois parametros t; e t,
em |, com t; #1, tais que f (1) = f (t2) = g (figura 3). Um ponto triplo € um ponto q tal que
f(ty) =1 (t2) =f (3) = g, com t; #t, #1t3 € assim sucessivamente (figura 4). Portanto um
ponto de multiplicidade finita € um ponto q € Im f caracterizado por um conjunto finito
de parametros distintos nos quais f assume o valor . Diz-se que q € Im f é simples se

existe um Unico t € | tal que f(t) = q.
f(t:) =f(t2) = f(ts)

f(t) = f(t2)

Figura 3: Ponto Duplo Figura 4: Ponto Triplo



Um arco parametrizado simples é constituido de pontos simples, isto é, o arco
de uma curva nao possui intersecdo. Isto ocorre se f for uma parametrizacao injetora (e,
portanto f: | — Im (f) é bijetora). Diz-se que f € uma curva simples ou sem auto-

intersecoes.

f(a) # f(b)

Figura 5: Arco parametrizado simples.

O dominio I C IR pode ser um intervalo fechado | = [a, b] caso f(a), f(b) sdo as
extremidades do arco. Uma curva é dito, fechado, se as extremidades coincidem, isto é,
f(a) = f(b).

f(a) = f(b) f(a) = f(b) = f(c) = f(d)

HURSE

Figura 6: Arco parametrizado fechado simples. Figura 7: Arco parametrizado fechado.

Exemplo 2: A parametrizacao f: [0,275] — IR dada por f(€) = (r cosé@, r senf), 6 €
[0,27 ] tem como traco o circulo C de dentro na origem do plano, raio r e extremidades
iguais, f(0) = f(27x ). O circulo C é um exemplo de arco parametrizado fechado do plano

que admite outras parametrizacdes. Por exemplo: g(u) = (r cos (u), r sen (u)), u €



t2 -1 2t
27, 47]ehv)=|r Nt ,ondeteQ.
2
t+1 t +1
2 2
. - , . . . X Y 2
Verificaremos se a equagao acima € realmente um circulo de féormula —- ?= r
a
1Y %Y Lt =241 4 of t* =217 +1+ 417 o (4207 +1) o
3 T3 =T 4, A2 a5 =T 4 2 =r|= 2 =r
r+1 r+1 427 4+1) (2 +1 T +2t7+1 42t +1

1.1.1 Cicldide

A cicléide é a curva tracada por um ponto fixo P da circunferéncia de um circulo

quando este rola, sem deslizar, por uma reta com velocidade uniforme.

T ,Zol C
P 0]

F Qg
o a ¥
=3

— 2Ta F L

Figura 8: A cicléide tragada por um ponto da circunferéncia quando o circulo rola por uma reta.

As propriedades geométricas da Cicléide foram, ao longo dos tempos,
inspiracées de grandes matematicos da historia, comegando por Galileu em 1600, o
primeiro a notar a cicléide e a investigar suas propriedades. Ele, na verdade, nao
descobriu quaisquer dessas propriedades, mas deu a curva seu nome e recomendou
seu estudo a seus amigos, incluindo Mersenne que informou a Descartes que descobriu,



em 1638, uma construcdo para a tangente a cicléide. Em 1644, o discipulo de Galileu,
Torricelli (que inventou o bardmetro), publicou sua descoberta da area sob o arco. O
comprimento do arco de cicldide foi descoberto em 1658 pelo grande arquiteto inglés
Chistopher Wren. ([Simmons],pag. 260).

O unico modo conveniente de representar uma cicloide é por meio de equacoes
paramétricas. Para obtermos as equacgdes paramétricas da cicléide, admitamos que a
reta s € o eixo - OX; o circulo C inicia o movimento com centro no ponto (0; r); o ponto P

coincide com a origem do sistema de coordenadas no inicio do movimento.

Yi
2r

C1

Figura 9: Desenvolvimento da ciclbide.

De acordo com a Figura 9, O e O, sao os centros de C; e Cy, respectivamente;
P = (X, y) o ponto da cicléide em C,; A é o ponto em que C, toca o eixo - OX; Q = (x, 0) e
T = (0, y) as projecdes ortogonais de P sobre os eixos OX e QY, respectivamente; M e N
as projecdes ortogonais de P sobre 0,01 e O2A e t a medida do angulo AO,P , tomada

em radianos.

Note que o segmento OA tem 0 mesmo comprimento que o arco de A a P sobre
o circulo C,, que consiste dos pontos que ja fizeram contato com a reta s. Comot é a
medida de AO,P, o comprimento do arco de C,de A a P que ja fez contato com s é rt.
Logo |OA| = rt.

. . . T\ 3z || 37
Analisando o sinal de sen t e cos t nos intervalos (o, || —,z||lz,— || —., 27|,

212 2 || 2

vemos que as coordenadas x e y de P sdo determinadas por meio das seguintes
relacdes, obtendo assim as equacgdes paramétricas da cicldide:

x =10Q| = |OA| - |QA| = |OA| - |OM| =r1t-rsent=r(t—sent)



y = |OT| = |OO04| - |TO4| =r-|O2N|=r-rcost=r(1-cost)

De acordo com a variagédo de t, 0 movimento sera descrito pelas figuras abaixo:

=
Figurai11:t=7x
Cq Co Cy ; Co
@) A 9] A=P
Figura12:t = 377[ Figura13:t=27
Y
A
P
7 NP
O A

Figura 14: Cicl6ide

1.1.2 Hipocicldide

A hipocicléide € uma curva cuja construcao € semelhante a cicldide, em que o
circulo rola na parte interna de uma circunferéncia fixa. O lugar geométrico de um ponto

P fixo sobre a circunferéncia rolante chama hipocicléide do grego hipo (sob ou abaixo).



Figura 15: Hipocicloide

Seja I" um circulo de raio R com centro na origem (0,0) e C um circulo de raio
r < R tangente interno com I' no ponto A. O circulo C rola em cima do circulo I’
iniciando o movimento com centro no ponto O, (R —r, 0) e P com posicao inicial de P =
(R, 0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (x,y) em termos de um parametro,
quando C rola sobre I'sem deslizar.

Fi

6!

i

O @

I
J
B 17 =
Figura 16: P descrevendo uma hipocicldide.

Figura 17: P continuando o movimento.

Acompanhe a Figura 16, a designacao dos seguintes elementos: A é o ponto de

C que toca I'; Oz 0 centro de C; B e D as projecdes de O, sobre os eixos OX e OY; Q =



(x; 0) e T = (0; y) as projecoes de P sobre OX e OY; M e N as projecdes de P sobre O.D
e O2B, respectivamente.

Com essas notagdes, considerando o caso em que B esta entre O e Q, mostrado
na Figura 16, temos:

x = |0Q| = |OB| + [BQ| = |OB| + [O:M|,
y = |OT| = |OD| - [TD| = |ODJ - |O2N].

Sabendo que o centro de C descreve um circulo de raio R —r, e sendo @ a
medida do angulo do semi-eixo OX positivo para OO,, no sentido anti-horario, obtemos:

|OB|=(R—r)cos g e |OD|=(R—-r)sen 4.

Denotando t a medida do angulo de O.A para O2P, no sentido horario, temos:

£00,P=7—1 e z;NozB:%—e

% V4
Logo, £ NO,B :5+6’+_¢ 00,P = (3_[)+5
Portanto, no triangulo-retangulo PNO,, temos:

IBQ| =r sen (£ NO2B) =r sen ((6-t)+§ j =rcos (@ -t)=rcos (t-9),

|O2N| = r cos (4 NO2B) = r cos ((6’-t)+§ j =-rsen (@ -t) =rsen(t-@Q).

Substituindo essas identidades nas relagdes (8) e que tzR—g, obtemos as seguintes
r

equacobes paramétricas da hipocicloide:
x = |OB|+|BQ| = (R-r) cos @ +r cos HR—rJeJ

y = |ODHTD| = (R- ) sen & - r sen [[RH

Considerando r € IR e parametro, podemos considerar algumas situagc -



e Se r for um numero inteiro (m), entdo a hipocicléide tem m cuspides (pontos onde
a curva toca o eixo x) e o ponto P retorna a A depois que o circulo menor rolar m

vezes sobre a circunferéncia fixa.
, . . m ;e g ,
e Se r for um numero irracional (—j logo a curva tera infinitos numeros de
n

cuspides.

1. 2 Reparametrizacao

Dada uma curva parametrizada r: | — IR? com parametro t e um aplicagéo
continua estritamente crescente ou decrescente t: J — | com variavel h (isto é, t = t(h)),
entdo o conjunto g(h) = (f o t) (h) = f(t(h)) € chamado uma reparametrizacao de f, a

funcdo t =t (h) é chamado de mudanga de parametros.

Se h for estritamente crescente, diz-se que a reparametrizacdo g preserva a

orientacdo. Se h for estritamente decrescente, diz-se que g inverte a orientagao.

-
g
Parametriza¢do 4
original o
g (reparametrizacéo)
.
= t = t(h) mudanga de parametro

Figura 18: Idéia geométrica de uma reparametrizagao.
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1.3 Campo de Vetores sobre Curvas

Intuitivamente, um campo de vetores X(t) ao longo de uma curva parametrizada
a:1 — IR*é uma aplicacdo que a cada t € | associa um vetor. Paralelamente para

efeito de visualizar, vamos a transladar o vetor de modo que sua origem seja a(t).

Figura 19: Campo de vetores X(t) ao longo de uma curva a.

Um exemplo importante de campo de vetores sobre uma curva a: I — IR’ que

usaremos frequentemente é o campo dado pelos vetores tangentes a curva.

1. 4 Curvas Diferenciaveis

Uma parametrizagéo f: |— IR*>é diferenciavel no ponto t, se existe o seguinte

limite:

hmh—)O

fl,+h)-f)
h
df

E (to)°

Neste caso o valor do limite denotamos por f(f,) =

Uma parametrizagéo f: I — IR*¢é “diferenciavel”, se f for diferenciavel em todo

pontote 1.
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Se f(t) = (x(t), y(t)) e é diferenciavel no ponto t, isto é, existe o limite:

FU M=) o Gxly ), Y+ ) = (30, ¥(0y) _
h h—0 h -

f'(to) = lim,_,,

x(to +h)—x(t0) y(to +h)_y(to)j_
h h B

=lim, ,, %(x(to +h)—x(t,), y(t, +h)—y(t,)) = limhﬁo( ,

Jdim,, |, Y + h; () ) =(x'(1,), ' (8y)) .

_ (limhﬁo x(t, + h; — x(1,)

Entdo o limite f"'(to) € um vetor do plano (X'(to), y’'(to)). Assim temos que, f = (X,

y) é diferenciavel se, as funcdes coordenadas x(t) e y(t) sdo diferenciaveis.

Por outro lado se  f'(to) = (X'(to),y'(to)) # O é um vetor ndo nulo, notemos do

quociente de Newton:

lim, i =f (to)
2
al(ty + hz)
A
a(ty + hy)
to + h1 R S
alty +hy) —a(t,)
h;
to +h2 N f -
R ity + hy) — f(2;)

tp ——

Figura 20
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Os vetores %( f(t,+h)— f(t,)) s@o vetores direcdo das retas secantes que passam

por &(t,), a medida que & — 0,isto é, 7, + h tende para ¢,, vemos que f(z, + h)tende
a f(t,), logo as retas secantes que passam por ¢(t,) tendem a reta tangente a curva
em a(t,)cujo vetor diregéo sera f'(t,). Razéo pela qual f'(z,) é chamado de vetor
tangente a curva no ponto f(#,). Com isto, a equagdo da reta tangente a curva no

ponto f(z,) é:

T(7) = f(t,) + 7 (1)

Uma Parametrizacao € dita regular se o vetor tangente é nao nulo em todo ponto.

1.5 Comprimento Do Arco

Seja C uma curva regular plana, parametrizada por f: | — IR? e consideremos
uma sequencia de pontos a = to, t1,..., th=b € | CI. Entdo f(to), f(t1),..., f(t,) € C =1(l) €
uma sequéncia de pontos que determina uma linha poligonal inscrita na curva. Na
medida em que formos subdividindo o intervalo [a, b] com mais pontos, mais poligonal
se aproxima da curva. Representemos f(t) pelo par (x(t), y(t)). Entdo as imagens da

subdivisdo sao os pontos (x(1), y(t)), que por simplicidade denotaremos por (x;, Yi), € 0

seu comprimento 6 : Y|(x,, ¥,) = (x,,, ¥, )| = 2A/(X, = %) + (¥, = ¥.,)".
i=1 i=1

f(to) )

f(ta)

f(t1)

Figura 21: Comprimento do Arco.
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A curva f é continua e diferenciavel no intervalo |, donde o mesmo ocorre para
as funcdes coordenadas (x(t), y(t)). Logo podemos aplicar o “Teorema do Valor Médio”
que diz que: se uma funcdo g é continua no intervalo fechado [a,b] e derivavel no
intervalo aberto (a, b), entao, existira um numero ¢ no intervalo aberto (a,b), tal que:

_ g(b)-g(@)

gle)= £ =2

Assim aplicando o TVM (Teorema do Valor Médio) em cada somando e em cada

coordenada temos:

[ =x@0),y(®)

_ x(ti) _ x(ti—l)
- (ti _ti—l)

x'(c,)

Xi—Xg-1=(ti—ti-) X (&) e  yi—VYi-1=Ci—ti-1)y (79).

Denotando ti—t 1= 0> 0 tem-se que o comprimento é dado por:

Zloc ) +(y )b

Vamos a considerar poligonais com um numero cada vez maior de pontos, isto

é, vamos a calcular

i e 2] 5

Se 0 é o valor maximo dos o,, como a derivada é continua, entdo novamente do

Célculo sabe-se que o limite quando J tende a zero (ou seja, N — ) se existe, é

chamado a integral de a até de b, da forma:

s= [N+ ar

comprimento do arco. =
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Exemplo 3: O comprimento de um arco da cicléide é quatro vezes o diametro do circulo

rolante.

Comot(#) =a (t—sent), entdo xX’(t) =a (1 —cost)dtey=a (1 —cost). Logoy(t) =a

sen t dt o elemento de comprimento do arco € dado por:
ds®= (X'(1))> + (Y'(t))*= a® [(1 — cos t)* + sen * 1] dt* = 2a°[1 — cos t] dt’ =
1
= 4a’sen®, t dt°.

2m 2m

S = X/(x'(t))2+(y'(t))2dt= 4azsen2(%t)dt.

V4 1 1 V4
O comprimento de um arco é, portanto, L= jds = IOZ 2asen56d6? =—4a 00556’]2 =8a

Definicdo 1: Seja f: | = [a,b] — /R? uma parametrizacdo regular da curva C. Para todo t

€ [a,b], associamos s(t) o comprimento da curva correspondente ao intervalo [a,1], isto é:

s = [ @) +(yw) du.

Assim a funcao s:I — I € denominado funcéo do comprimento do arco.
Lembrando que o produto escalar:
< (u,Vv) (W, z)>=uw + vz

Como: f(u)= (x(u), y(u)) e f'(u)= (x'(u), y’(u)) entao:

(/@) [/ ) =<(x,y), (X, y)> = X(u)* +y'(u)?

= Assim podemos escrever na forma vetorial

)= [ O )7 + (v @) du = [ (£, £ @) = |

[ (w|du
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Definicdo 2: A Parametrizacdo f: [a,b] = IR’ é uma parametrizagdo pelo comprimento
do arco (PPCA) se paratodote [a,b] € |,

s() =f 1 ()l du = £ — a

Teorema 1. Seja C uma curva regular. Entdo a funcdo comprimento de arco, a menos

do sinal independe da parametrizacao escolhida.

Demonstrag&o:
d- h(d)
|
m— .-.IIII
i — ;.-"
Q h Q) 1 f(t) Q

HH

g(u) =f(h(u))  g'(u)=F(h(u)h’(u) equagao (1)

Figura 22

O comprimento do arco a com parametrizacao g é: s = ffllg"[u}ll du= equagao

(1), logo:s = f:llf’[h[u)h’[ujll du. Como h’(u) = % entao temos:
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I

parametrizagao f.

‘f’[t)j—i” du = fjllf’[u)lldt = fth:E::j”f’[t}||dt = s = comprimento do arco a com

Teorema 2 Uma parametrizagdo regular f: | — IR* da curva C é parametrizada pelo

comprimento do arco se, e somente se, ||f'(t)|| =1paratodot € I.

Demonstragdo. (=) Supondo que f é uma parametrizacdo pelo comprimento do arco

para todo t.
Flf@lldu=t-a
Derivando temos para todo t:

%f;”f’[u)ll du =%[t — a), pelo Teorema Fundamental do Calculo, logo |f'(t)|=1,

para todo t.

(<) Suponhamos que | f'(+)]|=1. Vamos calcular o comprimento do arco entre a e t.

f:llf’[ujll du , substituindo temos: f: du =t — a logo pela definicdo a curva C esta

parametrizada pelo comprimento do arco.

Teorema 3 Seja C uma curva regular. Entdo C sempre pode ser parametrizada pelo

comprimento do arco.
Demonstracéo: De fato, se f € uma parametrizagdo de C, como, s(t) = |[f'(t)ll = 0, a
funcdo comprimento do arco s(t) = f:llf’[ujll du derivando com relacdo a t e

aplicando o Teorema Fundamental do Calculo temos: s'(t)=|f'(t)|, como f é

parametrizagdo regular | f'(t)|>0. A fungéo s(t) é estritamente crescente. Ent&o s = s(t)

— t = 1(s), portanto a funcado comprimento do arco é invertivel logo ros(t) = t para todo t.

Devido:



17

o dr ds dr (dsj_l 1
rosyi)= — —=l=>— || =— 590
ds dt ds \ dt |f'@)|

Seja g =f o r areparametrizacdo de C e r, e s 0 parametro definido pela funcéo s, isto €,

colocamos s = s(t). Entao, g’(s) = f'(r(s)) r'(s) = f'(t) r'(s), ou seja,

dg
ds

df dr
dt ds

J(@)

Donde o teorema acima C esta parametrizada pelo comprimento de arco.
Exemplo 4: Consideremos uma elipse parametrizada por f(t) = (acos(t), bsen(t)). Entdo

If'®l=vVa*+b? =1

Observemos que a elipse nao esta parametrizada pelo comprimento do arco. Vamos a

parametrizar pelo comprimento do arco

£ . £ — .
s = [[|f')du=+a? + b?| = [ du=tva? +b?, vamos inverter t = Y

Logo a elipse parametrizada pelo comprimento do arco

s S
S)=(acos —— ,bsen ——
o) = (acos o7 P50 oript )

1.6 Curvatura De Uma Curva Plana

Na secdo anterior vimos que toda curva regular do plano pode ser
reparametrizada pelo comprimento do arco (teorema 3). Consideremos uma curva

regular
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parametrizada pelo comprimento de arco s. Para cada s € I, f'(s) € um vetor unitario

(| (o) =1), isto é:

f($)=(x(),5(5))

Seja n(s) = f'(s)"=(=y(s),x(s)) o vetor unitario ortogonal af'(s), pois
f'(s).f'(s)" =0

8
n(s) = t(s) "

t(s) = f (s)
/f(S) : 7

Figura 23

O conjunto de vetores f'(s) e n(s) é dito referencial de Frenet da curva a em s.
Como f’(s) é unitario entao:
[F@)=1=]f ] =1= (). f'()=1.
Derivando esta ultima igualdade, temos que:
()L =0=22(f" ) =0=(f" f)=0=f'(s) L f"(5).

Segue-se que f''(s) é ortogonal a f'(s) e, portanto f''(s) é paralelo a n(s) logo

f"" é proporcional a n(s). Este fato de proporcionalidade, denotado por K(s), é chamado
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curvaturade a em s, isto é,
f"(s)=k(s)n(s).

Considerando a curva f(s) = (x(s), y(s)), s€ I, multiplicando escalarmente n(s) na

equacgao anterior temos:

(f7($),n(s)) = (k(5)-n(s),n(s)) = k(s)(n(s),n(s)) = k(s)
H_/

Donde: I

Ks) = (Fn) = (" Y=y X)) = (' y'=y'x")

Assim: K(s) = x' y"—y'x".

Analogamente, como n(s) € unitario, segue-se que n’(s) € ortogonal a n(s) e,

portanto n’(s) é proporcional a f(s). Como n'= Af ' temos que:

A=A =(n'(9), f1(5)) ==x'(8)y"(s)+ x"(5)y'(s) =—k(s),
e podemos concluir que:
n'(s)=—k(s)f'(s).

Resumindo o exposto acima, se a: 1—IR*é uma curva regular, parametrizada
pelo comprimento de arco s, entdo o referencial de Frenet f(s), n(s) satisfaz as

equacoes:

{f"(S) = k(s)n(s) - {f'(S) = k(s)n(s)
n'(s)=—k(s)f'(s)  |n'(s)=—k(s)(s)

que sao as férmulas de Frenet de uma curva plana.
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Curvatura grande

Curvatura
Curvatura pequena
zero

Maior ainda

/

grande

Curvatura pequena
Figura 24: Tipos de curvatura.

Proposicdo 1: Seja f: | — IR 2 uma parametrizagéo diferenciavel PPCA, definida por f(s)

= (X(s), y(s)). Se 06 (s) é o angulo que f'(s) faz com o eixo x. Entéo:

ksl =lr" (s

Demonstracio: f é parametrizado pelo comprimento do arco. Seja 8 a funcado angulo

que f"' faz com o eixo x".

> y'(sp)

fI::S:II-' A 0(0s)
fs)/ oy m . =

x'(sy)

Figura 25
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Notemos que: f'(s)=(x',y")

X’ =Cos 4 (s)

y’ =sené(s)

Figura 26

y'(s)
x'(s)

= 18(0) =

= 60(s)= arct( y'(s)j, para todo s.
x'(s)

Logo, derivando a equagao em relacdo a s segue que:

’

)= ) _ T onde, (¥)+(y))= | £'(s)] =
Hmz (@ +07)
x el

Isso nos da que:

_X($) Y ()= Y (s) x"(s)

Fof=l X () Y ()= x" =k(s)

d'(s)

0'(s)=k(s)

A segunda igualdade saide f"(s)=k(s).n(s),aplicando norma
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|t (s)] = k(s)|n(s)|
k(s) = [f"(s)]

Proposicao 2: Curvatura para qualquer parametrizagao

Seja f: I — IR* uma Parametrizacdo Diferenciavel, definida por f(t) = (x(t), y(t)). Entdo a

curvaturade fem t € | € dada pela expressao:

Ly = X 0" -y Ox" (1)
© JE @) +y' @)

Demonstragdo: Seja to € |, arbitrario. Considere h: J — IR* uma parametrizagéo de r de
modo que h seja parametrizada pelo comprimento do arco (PPCA). Assim temos que
rto) = ho T (to) = (X(to), y(to)), onde T: 1 —>J, e h(s) = r °g (So) = (X(S,),Y(S,)) onde g:

J — I . Assim temos:

dh

r'(to) = (X'(to), ¥'(to)) = (0" I'(to)) I" (o) = as' (to) (1.1)
e r"(t)) = (X"(to), ¥"(to)) = ("> (to) T" (to)* + (h" ° T (to) " (to) =;|7|—2(F(to)2 +@F"(to)
S ds
(1.2)
Sabendo que I ’(tp) > 0 e utilizando a equacéao (1.1) podemos concluir que
Como h'ol'(to)H =1, temos quel'(t,) = Hr'(to)H (1.3)

Desta forma obtemos:

()P ()

Ct,)=— {r@ -r'(t»Z}— ETS

d
dt

Se Ty o vetor tangente unitario da curva h. Temos portanto:
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r'((so)
Ir(so)]

d9 v _ _dh _({2)-
5o (50) = Tu(80) = T, [1(s0) = ((s0)) = (1:2) -

Assim a derivada do vetor tangente € dada por

dT d*h 1
h T - F —
s (T(ty) dsz( (ty)) )

T, (so) = (r'(ty) =" (1,)T, (I'(£,)))

Denote o vetor tangente da curva r por T,. Sabendo que r(t) = he I (1), sendo
assim isto implica que T.(t) = (h o " (t)) [ (t). Logo,

T ~ A
m =T,(I'®) = (X'(I'()), y T'(1)

Seja Ny o vetor normal da curva h. Sabemos que este vetor é dado por:

De acordo com a definicdo de curvatura T’(s) = k(s) N(s), s € |, temos que:

dT,
k(s,) =k(l(t,)) =¥(F(To)Nh(r(to))- (1.4)

dT,
Substituindo Ny, e d_; em (1.1) obtemos:

L) T T )N, (D) =——— (7 (1,)N, (T, ) =
| @) 2]
1 1
G ),y ) oy ) (1)) | =
) ( PR )] ’ J
Ly )+ 1)y 1) =
[ (2,))
X' (t)y"(t,)-y'(¢,)x"(&,)

r |
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Capitulo 2

2. INDICE DE ROTACAO E O TEOREMA DOS
QUATRO VERTICES

2.1 Curvas Fechadas - indice De Rotacdo

Se a € uma curva diferenciavel em [0, L], onde entendemos a derivada nos

pontos extremos como:

d O=tim DO o hotim AP0
+ x—a X - x—b~ x—L

eventualmente a;r 0 #a’ (L).

Nesta secdo vamos trabalhar com curvas parametrizadas onde

a;r(O):a’_(L), como também com aJ”r(O):a:(L), que chamaremos de curvas

duas vezes diferenciaveis, mais geralmente a.“ (0) = «_"' (L), chamaremos a curva
k-vezes diferenciaveis. Desse modo, podemos falar em curvas fechadas e regulares,
isto €, uma curva fechada e diferenciavel tal que seu vetor tangente é nao- nulo para

todo 1€ [0,L],

Uma curva fechada a: [0,L] — IR? ¢ dita simples se, restrita ao intervalo (0,L]

ela for uma aplicacao injetiva. Isto é uma curva fechada sem auto - intersegao.

Se a € uma curva fechada regular, podemos considerar a curva definida pela
derivada «’:[0,L]— IR*, a'(t)=(xTt),y(t)). Essa curva ¢ fechada, porque
a.(0)=a’ (L) e continua e, por a ser regular, (a'(r) #(0,0)) VvVt €0, L] entdo o trago

de a’nao passa por (0,0).
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Se a é PPCA entao |o'(s)| =1e d’(s) = (X'(s), Y'(s)) “visto como uma curva” seu

traco esta em cima do circulo unitario.

Se O(s) é o angulo global que a’(s) faz com o eixo x positivo, entdo pela

proposicéo 1 do capitulo 1, temos que:

Como a: [0,L] —» IRe a’,(0) = a’(L) e H(s) & a funcdo angulo do vetor
tangente com a direcdo x" = 6(L) = (0) + 21z, onde | EZ, entdo 4 (L) - 6(0) =

21z . LogoIrepresenta o numero de voltas da curva a’(s).

L
Ik(s)ds: 6(L) - #(0) = 21x. Este niumero 1 é chamado de indice de rotacdo da
0

curva da.

Teorema do indice de Rotacéo: o indice de rotagdo de uma curva simples fechada
€ + 1, onde o sinal depende da orientacéo da curva.

t=0

Figura 27
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2.2 Teorema dos quatro vértices

Nesta secdo a:[0,L]— IR*>ser4d uma curva regular, parametrizada pelo

comprimento do arco (PPCA) e duas vezes diferenciavel.

Definicao 3: Um vértice de curva a é um ponto critico da funcao curvatura K de a.

Isto é, a(z,), to € [0,L]€ um vértice de a se K'(to) = 0.

Observemos pela definicao de diferenciabilidade de a num ponto extremo de
uma curva fechada regular, a derivada de k estd bem definida nos pontost=0et =
L.

Definicao 4: Uma curva plana regular (ndo necessariamente fechada) a: [a,b]
— IR?é convexa se, para todo t € [a,b], da curva o traco a [a,b] esta totalmente num

semi-plano fechado determinado pela reta tangente em o’(t).

Figura 31: Curvas convexas. Figura 32: Curvas ndo convexas.

Para a prova do teorema principal, vamos necessitar dos seguintes

resultados.

Lema 1: Seja a: | = [0, L]— IR*, a(s) = (x(s), y(s)) uma curva plana, regular,

fechada e parametrizada pelo comprimento do arco. Dados quaisquer niumeros A, B

L
e C, entdo temos: j(A -X(s) +B-y(s) + C) - K'(s)ds =0

0
Demonstracdo: Como a curva é fechada pelo Teorema Fundamental do Célculo

temos: j O Y Rl 10 T 2(0) N T (1)
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L
Calculando a integral J'x(s) -k'(s)ds , por partes temos:
0

u=x(s) dv =Kk'(s) ds

du = x'(s)ds v = Kk(s)

x(0)-k(0) = x(L) -k(L) = x(L)k(L) — x(0)k(0) = 0

Pela definicdo de curvatura de uma curva(x"(s),y"(s)) =a"(s) =k(s)n(s) =

= k(s) (a(8)) F= K(S)(- Y (8).X(8)) = (- k(s)y'(). k(s)X(s)) , entao:

X" (s) = -k(s)y'(s) e y” (s) = k(s)x'(s).

De (*
K(s)k(s)ds =- K(s)x'(s)ds = ijv'ds =(y'(L)-y <0) =0

Teorema Fundamental do Calculo

Pois a curva o’ é fechada. Assim:
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c—,~

[Ax(s)+ By(s) + Clk'(s)ds = A j x(s)k'(s)jls + z\a j y(s)k'(s)jls +C j k'(s)ds =0

Por (2) Por (3) Por (1)

Dizemos que um numero Xo € um ponto de maximo local de uma funcgao f se
f(x) < f(xo) para todo x proximo de xo. Ao contrario, se tivermos f(x) = f(xo), entdo Xo
chamado ponto de minimo local. Na figura 33(a), o extremo do intervalox=aex=Db
sao pontos de minimo locais e o ponto ¢ é ponto de maximo local; na figura 33(b),
temos trés pontos de minimos locais (x = a, X = q e x = b) e dois pontos de maximo

locais (x=pex=r).

—_— = = —
-

v

I I I

I 1 I |

] 1 ] 1
a c b a p q

Figura 33 (a) Figura 33 (b)

Teorema 5: Seja f uma fungdo com maximo (ou minimo) local num ponto x, , onde

ela é derivavel. Entdo f'(x,) =0.

Teorema 6: Seja f uma fungdo continua e definida num intervalo fechado [a,b].
Entdo f possui ao menos um ponto de maximo € ao menos um ponto de minimo em
[a,b].
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Teorema dos Quatro Vértices: uma curva regular fechada simples convexa tem ao

menos quatro vértices.

Demonstracao: Parametrizando a curva pelo comprimento do arco, assim temos a:

[0,L] — IR*. Como k = k(s) é uma funcdo continua sobre o intervalo fechado [0,L],
pelo teorema 6, ela atinge um maximo e minimo, isto é, existe um Sy, S, € [0,L]
donde k(S+) é o valor maximo de k e k(Sz) é o valor de minimo de k. Pelo teorema 5,

sendo K diferenciavel temos:
K(s1)=0
K(s2) =0
Assim os pontos p = a(S1) e q = a(S») sao dois vértices da curva o’.

Seja L a reta passando por p € q, € sejam B e y os dois arcos de a

determinados pelos pontos p e q; por exemplo, 0os casos das figuras a seguir:

Figura 34

Afirmacao: Cada arco 3 e y estdo contidos em semi - planos definido por L. Como

na figura anterior.

De fato, vamos trabalhar com . (O caso de yé semelhante). Por absurdo,
suponha que B intercepta L em um ponto r (distinto de p e q). Podem acontecer os
seguintes casos: r entre p e q (figura 35 (a)), p entre r e q (figura 35 (b)) e gentrep e
r (figura 35(c)).
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(Vv (A Lo

Figura 35 (a) Figura 35 (b) Figura 35 (c)

(1) A reta tangente a B no ponto r denotado por H, deve coincidir com L (H = L).
Entdo: se “r’ esta entre p e q, a reta H semi-plano da reta tem pedacgos da curva 3 de
um lado e do outro lado, 0 que contradiz a convexidade, pois H é reta tangente a a

no ponto r.

Para verificar (1), suponhamos por absurdo que L n&o coincide com H, entdo H

corta L no ponto r. Temos 0s seguintes casos:

i. Se r esta entre p e q; o semi - plano definida pela reta H tem pedacos da curva
de um lado e de outro.

Figura 36

ii. Se p esta entre r e g. Denotamos por M a reta tangente a 3 no ponto P. Se M
corta L, do caso anterior isto contradiz, a convexidade. Se M coincide com L,
como H corta L, ha pedacgos da curva a acima e abaixo de L = M, o que também

contradiz a convexidade.

M

r"—"p q o q

Figura 37(a) Figura 37 (b)
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iii. Se q esta entre p e r, este caso € mesmo do caso anterior. Assim (1) esta
verificado H = L. Logo s6 podemos ter os casos nas figuras abaixo:

-~ A ™,
- I \
' \ I" N |
\ i I". || L | l\'\q_. / L
| L r p ! p q r
q
Figura 38 (a)

Figura 38 (b) Figura 38 (c)
(2) Nesta situacao a curva 3 deve coincidir com o pedaco da reta L entre p e qg.
De fato, se ndo, basta pegar pontos u préximo a r e fora de L, a reta tangente

a a no ponto u, deixara parte da curva a em ambos semi - planos desta reta, o que €
contradicdo a convexidade (veja a figura abaixo)

Figura 39 (a)

Figura 39(b)

Figura 39 (c)
De (2) a curvatura de B é zero (k= 0), para todo s1< s < so. Como Si= (p = a(s4)) é

simples.

ponto maximo e so(q = a(sz)) é ponto de minimo da curvatura de a entdo k= 0 para
todo s € [0,L], logo a estaria toda em cima da reta, isto contradiz o fato de ser curva

L
Figura 40

Entdo esta provada a afirmacao: 8 esta toda contida num semi — plano definido por

L. Da mesma forma y esta contida num semi — plano definido por L.
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Figura 41

Analisamos Kk’ sobre 3, K’(S1) = 0 = K’(Sz); como k’ é continua, se k' muda de
sinal (sobre B) entdo encontraremos mais um k’(S3) = 0. Se isto também acontece

em y teriamos também um ponto k'(S4) = 0. O que mostraria o teorema.

Agora vamos mostrar que k’ ndo pode manter o mesmo sinal em 3 (ou

mesmo em y).

Supondo por absurdo que k' ndo muda de sinal podemos pensar que k' seja
positivo. Seja Apx + Boy + Co = 0 a equacéo da reta L, para certos valores Ag, Bo, Co

fixos, podemos escolher C de modo que Aox + Boy + C> 0

KAOx(s) + B,y(s)+ C)- K(s)ds > 0 contradiz o lema que:

B

+ +

va (A-x(s)+B-y(s)+C)-K(s)ds=0 VA,B,C.

0

No outro caso se k' é sempre negativo a integral sera negativa, logo a contradi¢ao

ao lema esta feita.

L
O@Ox(s) +\B/0y(s) + 9 - K(s)ds < 0

+ -

Entdo k’ muda de sinal em B e ¥ assim o teorema esta mostrado. [
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