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Resumo

Esta tese se refere ao tema de calculo de ordem nao inteira, e esta focada no estudo de
métodos numéricos para solucao de equacoes diferenciais e andlises de sistemas dindmicos,

segundo a defini¢ao do operador derivada de Caputo.

Neste trabalho, é realizada uma breve contextualizacao historica sobre o tema, apresentando,
em um ambito geral, desde as primeiras discussoes até a década de 1970. Devido ao
grande nimero de trabalhos publicados a partir dessa época, optou-se por realizar uma
contextualizacao voltada para as areas de métodos numéricos e sistemas dinamicos entre a

década de 1970 e os dias atuais.

E realizada uma exposicao introdutéria e de carater analitico para as derivadas de Riemann-
Liouville (utilizada na definigdo de Caputo), de Caputo e de Giinwald-Letnikov (utilizada
na obtengao de métodos numéricos). Também é realizada uma exposi¢io a respeito da
existéncia e unicidade de equagoes diferenciais segundo as derivadas de Riemann-Liouville

e de Caputo.

Como resultados desta tese sdo apresentados: i) um contra exemplo para o teorema de
existéncia e unicidade para equacoes diferenciais segundo a derivada de Riemann-Liouville
encontrada na literatura, e é proposta uma reformulagdo desse teorema; ii) o método
hibrido para solugao de equagoes diferenciais segundo a derivada de Caputo; iii) o método
com memoria hereditaria concentrada na condigao inicial (MHCCI), também utilizado
em equagoes diferenciais segundo a derivada de Caputo, mas no caso do sistema nao
depender explicitamente do tempo. E realizada uma analise preliminar sobre a estabilidade
de pontos fixos em sistemas de equacgoes diferenciais segundo a derivada de Caputo,
utilizando o método MHCCI. Os resultados sugerem uma generalizacao do método indireto

de Lyapunov.

Palavras-chave: Célculo de ordem nio inteira. Cdlculo fraciondrio. Derivada de Riemann-

Liouville. Derivada de Caputo. Métodos numéricos. Estabilidade de pontos fixos.






Abstract

This thesis deals with the subject of non-integer order calculus mainly numerical methods
for solving differential equations and dynamic systems analysis, according to the definition

of the Caputo derivative.

In this work, a brief historical review on the subject will be given in a general covering
the period from the first discussion up to the 1970s. Due to the large number of papers
published from the 1970s, it was decided to concentrate in a review for the areas of

numerical methods and dynamic systems from the 1970s until the present day.

As a theoretical framework, an analytical introductory background of a Riemann-Liouville
(used in the definition of Caputo), Caputo and Gunwald-Letnikov (used to obtain numerical
methods) derivatives will be given. As well as a review on the existence and uniqueness of

differential equations for Riemann-Liouville and Caputo derivatives.

The main results of this thesis are: i) a counter example to the theorem of existence and
uniqueness for differential equations derived according to the Riemann-Liouville found in
the literature, and will propose a reformulation of the theorem; ii) a hybrid method for
solving Caputo’s differential equations; iii) method with concentrated hereditary memory
in the initial condition (MHCCI), also used in Caputo’s differential equations, but only in
the cases in which the system does not explicitly depend on time. A preliminary analysis
of the stability of fixed points for Caputo’s differential equations will be shown using the

MHCCI method. The results suggest a generalization of the indirect method of Lyapunov.

Keywords: Non-integer calculus. Fractional calculus. Riemann-Liouville derivative. Ca-

puto derivative. Numerical methods. Stability of fixed points.
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Introducao

O célculo de ordem nao inteira é uma generalizacao do calculo diferencial e integral,
geralmente estudado no inicio da graduacao de cursos na area de ciéncias exatas e da
terra. Embora sua origem remonte a época das ideias propostas no final do século XVII
por Leibniz e Newton, seu desenvolvimento e suas aplicagoes se deram de maneira mais
vagarosa, devido a uma dificuldade em elaborar defini¢oes equivalentes e a dificuldade
em aplicar o conceito em fenomenos da natureza. Nas tltimas quatro décadas, o interesse
por esse tema se intensificou. Alguns fendmenos fisicos, que nao eram bem explicados por
modelos baseados no calculo tradicional, tém sido modelados por derivadas e integrais de
ordem nao inteira, apresentando resultados melhores. A curiosidade por esse tema, ainda
pouco difundido em cursos de graduacao e pés-graduacao e com um grande ntimero recente

de estudos e publicacoes, despertou o interesse do estudo para este trabalho de tese.

Embora neste texto seja denominado calculo de ordem nao inteira, esse tema
também é conhecido como célculo fraciondrio (do inglés: “fractional calculus”). A opgao
por utilizar o nome “calculo de ordem nao inteira” tem por finalidade distinguir o emprego
das defini¢oes utilizadas no calculo diferencial e integral tradicional (de ordem inteira)
das utilizadas nas generalizagoes, que vao além das ordens dadas apenas por nimeros
racionais. Além disso, mesmo sendo considerado uma generalizacao do calculo tradicional,
e equivalente quando sao utilizados valores inteiros nas defini¢es, o de ordem nao inteira
possui caracteristicas particulares. Algumas delas, tal como o efeito de meméria heritéria,

serao discutidas ao longo deste texto.

Uma defini¢do unificada para o cdlculo de ordem nao inteira ainda é discutida na
literatura. Devido a isso, a escolha da definicado depende do tipo de aplicacao e do problema
abordado; para modelos que utilizem equagoes diferenciais ordindrias, as defini¢oes de
Riemann-Liouville e de Caputo sao as mais utilizadas; para modelos com equacoes diferen-
ciais parciais, a defini¢do de Riesz é mais utilizada (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO,
2006). Nos tltimos anos, uma abordagem para a integral de Riemann-Liouville dada como
saida de um sistema difusivo vem sendo bastante utilizada, principalmente quando se
pretende mostrar estabilidade de alguns sistemas (MONTSENY, 1998).

Devido ao fato da maioria das aplica¢oes e modelos utilizando sistemas de ordem
nao inteira empregarem equagoes diferenciais e, como no caso de ordem inteira, obter
solugodes analiticas de forma explicita ndo é possivel em sua grande maioria, métodos
numeéricos para encontrar solugoes aproximadas sao frequentemente utilizados. Nesse
sentido, ainda sao relativamente poucos os métodos encontrados na literatura e, além de

dependerem da definicao utilizada, suas implementagoes sdo de computacao intensiva,
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devido a caracteristica de memoria hereditaria.

Neste texto, sera realizada uma exposicao introdutoria, porém analitica, sobre as
derivadas e equagoes diferenciais utilizando as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo,
além de discutir questoes relacionadas com métodos numéricos para equagodes diferenciais

ordinarias utilizando a derivada de Caputo.

Objetivos da Tese

O objetivo do tema desta tese de doutorado é propor e analisar dois métodos
numéricos, chamados de método hibrido e método MHCCI, para solucao de sistemas de

equagoes diferenciais de ordem nao inteira segundo a derivada de Caputo.

Para tanto, sera realizada uma exposicao introdutoria e de carater analitico sobre as
defini¢oes de Riemann-Liouville, Caputo e Griinwald-Letnikov, de forma que o texto esteja
autocontido e propiciando a compreensao dos fundamentos sem a necessidade constante
de bibliografias adicionais. Embora o objetivo principal seja apresentar métodos numéricos
no contexto da derivada de Caputo, sera utilizada uma abordagem em que os principais
resultados para a derivada de Caputo sdo obtidos como consequéncia da derivada de
Riemann-Liouville que, embora nao seja equivalente a de Caputo, serao relacionadas para
uma determinada classe de fungdes. Como os métodos numéricos empregam a derivada de
Griinwald-Letnikov, que é equivalente a de Riemann-Liouville na mesma classe de fungoes
em que essa se relaciona com a de Caputo, sera realizada uma exposicao sobre essa derivada
e 0 método numérico obtido por meio dela. Devido ao fato de os métodos propostos serem
empregados para obter solugdoes numéricas de equacoes diferenciais segundo a derivada
de Caputo, também é objetivo realizar uma exposi¢ao sobre existéncia e unicidade de
solucoes de equagoes diferenciais para as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo,
também em carater analitco. Nesse sentido, destaca-se uma relevante observacao sobre a
demonstragao do Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes de equacoes diferenciais
segundo Riemann-Liouville encontrado na literatura, Observagao 3.2.2; e ilustra-se, no

Exemplo 3.2.1, um caso em que a versao encontrada na literatura nao é valida.

Para os métodos ora propostos é objetivo comparé-los: i) com a solu¢ao analitica
de equagao diferenciais lineares e ii) com o método mais frequentemente utilizado em
simulagoes numéricas para a derivada de Caputo. Além disso, verificar que os métodos

numéricos propostos sao de menor intensidade computacional.

Para o método MHCCI, também é objetivo realizar uma analise do comportamento
dindmico em torno dos pontos fixos das fungoes discretas obtidas por esse método. Além
disso, utilizar esse método para ilustrar evidéncias de que a estabilidade de pontos fixos
de sistemas de ordem nao inteira e nao lineares correspondem a estabilidade de seus

respectivos sistemas linearizados.



31

Embora equagoes diferenciais de ordem nao inteira possam ser utilizadas para
modelar certos fenomenos fisicos, nao ¢é objetivo desta tese apresentar exemplos de sistemas
reais que podem ser modelados por sistemas de ordem nao inteira. Exemplos de aplicagoes
de sistemas de ordem néo inteira para modelar alguns fenémenos fisicos podem ser encon-
trados nas referéncias (PODLUBNY, 1998), (HILFER, 2000), (SABATIER; AGRAWAL;
MACHADO, 2007), (DAS, 2008), (CAPONETTO et al., 2010), (MAINARDI, 2010),
(TARASOV, 2011) e (SHENG; CHEN; QIU, 2012).

Recursos Utilizados

Para a escrita desta tese, utilizou-se o programa de diagramagao de textos TEXcom
macros I¥TEX e classe abntex2 (suite criada para atender as normas para elaboragao
de trabalhos académicos da ABNT). Para a geragao das figuras, utilizou-se o programa
Gnuplot, exceto nas Figuras 01, 02 e 03, em que utilizou-se o editor de graficos LaTeXDraw.
Para as implementacgoes das rotinas e geracao dos dados, utilizou-se o compilador em

fortran GFortran, do projeto GNU Fortran.

Apresentacao do Texto

Este texto esta divido em trés partes.

Na Parte I (Do Inicio ao Estado Atual), encontra-se uma contextualizagao histérica
sobre calculo de ordem nao inteira, abordando os principais destaques desse tema a partir
das discussoes entre Leibniz e L'Hospital em 1695 até os meados da década de 1970. Para
o periodo a partir da década de 1970, sao apresentados os principais desenvolvimentos a

respeito de métodos numeéricos e analises de sistemas dinamicos.

Na Parte II (Referenciais Teéricos), encontram-se os fundamentos teéricos, utilizados
como fundamentacgao para o tema da tese, divididos em dois capitulos. No Capitulo 2, os
operadores de Riemann-Liouville, de Caputo e de Griinwald-Letnikov serao definidos e as
principais propriedades e relagoes entre essas defini¢oes serao apresentadas. No Capitulo 3,
encontram-se as fungoes de Mittag-Leffler, os teoremas de existéncia e unicidade para
equacgoes diferenciais de ordem nao inteira segundo as defini¢des de Riemann-Liouville
e de Caputo, solugoes de equagoes lineares utilizando a Transformada de Laplace e um
estudo para sistemas de equacoes diferenciais para a derivada de Caputo. Salienta-se a
preocupagao por apresentar, de maneira detalhada e que as ideias ficassem claras para
o leitor, as demonstracoes dos teoremas, proposicoes, lemas e corolarios contidos nesses
dois capitulos. Observa-se, porém, que as referéncias utilizadas para os resultados ora
apresentados nao foram listadas ao longo do texto. No entanto, no Apéndice A encontram-

se as Tabelas A.1 e A.2, em que cada resultado contido nesses dois capitulos é referenciado
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de acordo as respectivas bibliografias utilizadas.

Uma vez que se objetivou realizar uma exposicao de carater analitico, a leitura
da Parte II pode ser tediosa para um leitor familiarizado nesse tema, ou no caso de se
considerar o entendimento das demonstracoes desnecessarios para uma primeira leitura. No
primeiro caso, sugere-se passar para os resultados dessa tese, exceto pela Observagao 3.2.2
e Exemplo 3.2.1, e, no segundo, sugere-se evitar as demonstracoes. Destaca-se, ainda, que
cada item da fundamentacao teérica utilizado na Parte III (Resultados) foi devidamente
referenciado, destacando-se a pagina em que o item ¢é encontrado para facilitar encontrar

a referéncia no texto.

Na Parte IIT (Resultados), encontram-se os resultados, divididos em trés capitulos,
e a conclusao desta tese. No Capitulo 4, o método hibrido para solucoes de equagoes
diferenciais segundo a derivada de Caputo é proposto. Além disso, é realizada uma andlise
comparativa para os casos em que € possivel obter a solucao analitica e com o método mais
frequentemente utilizado na literatura para essa derivada. No Capitulo 5, é apresentada
uma versao da derivada de Riemann-Liouville equivalente a derivada de Caputo e utilizada
para propor o método MHCCI, empregado para obter solugoes de equacoes diferenciais
que nao dependem explicitamente do tempo segundo a derivada de Caputo. Nesse caso,
também é realizada uma analise comparativa com os casos em que é possivel obter a
solucao analitica. Além disso, realizou-se um estudo preliminar para estabilidade de pontos
fixos para a familia de fungoes discretas obtidas a partir desse método. No Capitulo 6, o
método MHCCI é utilizado para ilustrar casos em que a estabilidade de pontos fixos de
sistemas de equacoes diferenciais nao lineares se equivale a estabilidade dos respectivos
sistemas linearizados. Além disso, é realizado um estudo numérico, complementar ao
apresentado na secao 5.3, em que sao encontradas condi¢oes para regioes de estabilidade
de funcgoes discretas obtidas a partir do método MHCCI. Esse capitulo também ¢é utilizado
como forma de direcionar trabalhos futuros nesse tema. No Capitulo 7, encontram-se as

conclusoes da tese e direcionamentos para trabalhos futuros.

Esta tese é finalizada com a lista de referéncias bibliograficas utilizadas e com dois
apéndices: no Apéndice A encontra-se um detalhamento das referéncias utilizadas nos
resultados apresentados na Parte II e no Apéndice B é exibida a folha de rosto do artigo

publicado sobre o método hibrido.
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1 Breve Histéria do Calculo de Ordem nao

Inteira

1.1 Dos primeiros passos ao inicio da década de 1970

O inicio do célculo de ordem nao inteira, ou fracionario, tem sua histéria contada
a partir de uma sucessao de trocas de cartas entre L'Hospital (1661-1704) e Leibniz (1646-
1716) em 1695. Em uma dessas, L’Hospital pergunta a Leibniz qual seria o significado
de se tomar n = 1/2 na notagao d"f/dt" para a n-ésima derivada de uma fungao f(t),
proposta pelo segundo. Embora Leibniz nao tivesse uma resposta clara, chegando a indicar
que essa substituicao poderia acarretar algum tipo de paradoxo dessa notacgao, afirmou
que tais questoes seriam discutidas no futuro, podendo ocasionar possiveis aplicagoes.
Ainda em 1695, Leibniz mencionou, em uma carta a Johann Bernoulli (1667-1748), sobre
derivadas de “ordens mais gerais”, discutidas previamente com L’Hospital. Em 1697,
Leibniz, em correspondéncia enviada a Wallis (1616-1703), levantou questoes a respeito
do produto infinito para 7, proposto por esse, mencionando que poderia ser utilizado o
calculo diferencial para determinar os resultados. O que se nota de interessante nesse caso,

é o fato de Leibniz utilizar a notacao d'/?f na referida correspondéncia (ROSS, 1975).

A partir dessas ideias, varios matematicos tais como Etiler (1707-1783), Lagrange
(1736-1813) e Laplace (1749-1827), entre outros, trabalharam com conceitos para a ma-
nipulagao algébrica do cdlculo de ordem néao inteira (SAMKO; KILBAS; MARICHEV,
1993). Contudo, apenas em 1819 ocorreu a primeira mengao sobre o assunto em um texto
matematico (MILLER; ROSS, 1993). Em “ Traité du calcul différentiel et du calcul intégral”,
S. F. Lacroix (1765-1843) substituiu o fatorial na férmula para a n-ésima derivada da
fungao y = 2™, m > n, pela fungao I'(+), que generaliza a fungao fatorial para o conjunto

dos ntimeros complexos diferentes dos inteiros menores ou iguais a zero (C — Z* ), e obteve

d"y m! o, T(m+1)
e _

dzm  (m —n)! (m—n+1)

m—n

Como exemplo das possibilidades em se utilizar a fungao I'(+), Lacroix substituiu m = 1 e
n = 1/2, obtendo

dl/Zy B 2) \/E

drl/2 ﬁ?

que ¢é equivalente ao resultado obtido utilizando as derivadas de Riemann-Liouville e de

Caputo.

Pode-se dizer que as primeiras aplicagoes do calculo de ordem nao inteira para

solugdo de problemas foram iniciadas por Abel (1802-1829) ao tentar obter uma solugao
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para o problema da tautécrona. Na verdade, Abel nao solucionou o problema no sentido
de derivadas de ordem nao inteira, mas as solucoes obtidas sao equivalentes as obtidas
usando derivada de ordem 1/2. Nesse sentido, Abel obteve uma série de resultados para a
“meia” derivada (MILLER; ROSS, 1993).

Liouville (1809-1882) foi o primeiro matematico a tentar formalizar o conceito
de derivadas de ordem nao inteira. Entre 1832 e 1837, Liouville publicou uma série de
documentos sobre o tema em que é exposta, de forma rigorosa, uma estrutura para o calculo
de ordem nao inteira, além da aplicagao para solucao de algumas equacoes diferenciais
lineares (SAMKO; KILBAS; MARICHEV, 1993). Em 1847, Riemann (1826-1866) obteve
resultados semelhantes aos de Liouville. Esses resultados foram publicados postumamente
em 1876, na forma de uma compilacao de trabalhos realizados por Riemann. Em ambas
defini¢oes foi utilizado o conceito de fungdes complementares, que tornava complicado o
estudo das derivadas de ordem nao inteira segundo Cayley (1821-1895) (CAYLEY, 1880).

As defini¢bes de Liouville e Riemann motivaram uma intensa busca por esclare-
cimentos por parte de outros matematicos tais como Holmgren (1822-1885), Griinwald
(1838-1920), Letnikov (1837-1888) e Laurent (1841-1908), entre outros. Holmgren se
destaca pelo fato de ter publicado entre os anos de 1865 e 1866 os primeiros trabalhos
utilizando uma variacdo da definicao formalizada por Liouville, mas abandonando as
fungoes complementares. Griinwald, em 1867, e Letnikov, em 1868, propuseram, de forma
independente, uma definicao baseada em diferencas divididas para derivadas de ordem nao
inteira. Embora o primeiro se ateve a uma elaboracao formal para o conceito partindo da
definicao proposta, o segundo mostrou a equivaléncia com a definicao dada por Liouville
sem o uso das fung¢oes complementares. Esse trabalho foi o primeiro a obter operadores
equivalentes partindo de defini¢oes distintas (SAMKO; KILBAS; MARICHEV, 1993).
Apenas a partir do trabalho sobre operadores generalizados, publicado por Laurent em
1884, que foi possivel reformular as definicoes de Riemann e Liouville. Laurent aplicou
a forma integral de Cauchy (1789-1857) para obter a reformulagdo atualmente utilizada

para os operadores derivacao e integragao de Riemman-Liouville (MILLER; ROSS, 1993).

O célculo operacional de Heaviside (1850-1925), desenvolvido para resolver alguns
tipos de problemas na teoria sobre eletromagnetismo, é de consideravel importancia para
as derivadas de ordem nao inteira no contexto de aplicagoes. A ideia dessas derivadas
foram utilizadas por ele para o estudo do potencial e em linhas de transmissao na tltima
década do século XIX (OLIVEIRA, 2010). Contudo, devido a falta de rigor matemético
atribuida a Heaviside, seus trabalhos nao tiveram a devida projecao na area, a época de
suas publicagoes (OLDHAM; SPAINER, 1974).

Segundo Miller e Ross (1993), o periodo entre 1900 e 1970 foi modesto em termos
do volume de publicagoes de trabalhos para o calculo de ordem nao inteira se comparado

ao periodo entre 1970 e 1993. Nesse periodo, destacam-se, diretamente, os trabalhos de
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Weyl (1885-1955), que propds uma definigdo apropriada para fungoes periodicas (SAMKO;
KILBAS; MARICHEV, 1993), e de Riez (1886-1969) que desenvolveu uma teoria voltada
para funcoes de varias variaveis com a finalidade de obter solucao de problemas em equa-
¢oes diferenciais parciais (OLDHAM; SPAINER, 1974). Indiretamente, destacam-se os
trabalhos de Mittag-Leffler (1846-1927), publicados no inicio do século XX, sobre fungoes
generalizadas, que eram utilizadas a época como contra exemplos para comportamento
assintotico de séries de fungoes complexas (ERDELYI, 1955). A classe de fungoes pro-
postas nesses trabalhos sao nomeadas, atualmente, como fungoes de Mittag-LefHer, e sao
amplamente utilizadas para obter solucoes de equagoes diferenciais lineares de ordem nao

inteira.

O trabalho de Caputo (1927 - atual) publicado em 1969 e intitulado “Elasticita e
Dissipazione” deve ser destacado. Nesse trabalho, Caputo propos uma derivada de ordem
nao inteira utilizando o operador integral de Riemann-Liouville de uma forma diferente
a da definicao da derivada de Riemann-Liouville, e aplicou sua defini¢ao para solugoes
de problemas na &drea de viscoelasticidade (OLIVEIRA, 2010). Embora tenha sido mais
tardiamente proposta, tal definicdo se tornou amplamente utilizada para modelagem
de sistemas fisicos devido a forma para as condi¢oes iniciais em problemas de valores
iniciais de equagoes diferenciais que, diferentemente da abordagem utilizando a derivada

de Riemann-Liouville, sao dadas em termos de derivadas de ordem inteira.

Em 1974, ocorreu o primeiro congresso internacional sobre o calculo de ordem nao
inteira, no estado de Connecticut, USA. Segundo Miller e Ross (1993), esse congresso
proporcionou o inicio do forte desenvolvimento bibliografico nessa area a partir dessa data.
Desde entao, varias areas das ciéncias aplicadas, tais como a area de Fluidos, Reologia,
Transporte Difusivo, Eletricidade, Redes Neurais, Probabilidade e Estatistica, Teoria do
Controle, Viscoelasticidade, Eletroquimica e corrosao, Fisico Quimica, Processamento
de Sinais, entre outras, possuem aplica¢oes do célculo de ordem nao inteira (KILBAS;

SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006).

1.2 Meétodos numéricos

Os primeiros métodos numéricos utilizados no calculo de derivadas de ordem nao
inteira foram obtidos a partir da definicao do operador de Griinwald-Letnikov. Esses
métodos também tém sido utilizados para obter aproximacoes de derivadas e solugoes de
equacoes diferenciais de ordem nao inteira para a derivada de Riemann-Liouville, nos casos
em que existe a equivaléncia dessa definicio com a de Grinwald-Letnikov. Para a integral
de Riemann-Liouville, as aproximagoes sdo obtidas a partir da discretizacao da integral
de convolucao utilizada na definigdo desse operador (OLDHAM; SPAINER, 1974). Em

(LUBICH, 1986), é apresentado o primeiro trabalho sistematico voltado para anélise de
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erro desses métodos. Embora aplicaveis, esses métodos demandam recursos computacionais
que nao eram facilmente disponiveis até meados da década de 1990. Por isso, as aplicacoes
numeéricas eram restritas a conjuntos contendo poucos pontos discretos. Essa demanda
decorre, principalmente, do fato dos operadores de ordem nao inteira dependerem da
memoria hereditaria do sistema (WESTERLUND, 1991).

Uma forma de obter métodos numéricos menos intensivos computacionalmente
para os operadores derivagao e integracao de Riemann-Liouville, proporcionando obter
resultados mais rapidamente, é por meio de aproximacoes de sistemas de ordem nao
inteira por sistemas inteiros de alta ordem (CHAREF et al., 1992; DORCAK, 1994).
Baseada na transformada de Laplace da integral de Riemann-Liouville, essa aproximacao é
realizada pela estimacao de parametros de sistemas de alta ordem que possuem resposta em
frequéncia semelhantes a do sistema original. Em areas tais como modelagem e identificacao
de sistemas lineares essa abordagem é frequentemente utilizada (JACYNTHO et al., 2015;
BADRI; TAVAZOEI, 2015; RAJASEKHAR; JATOTH; ABRAHAM, 2014; GALVAO et
al., 2013). Contudo, a utilizacdo desse método nao é aconselhdvel em certas aplicagoes,

como no caso de analise de sistemas dinamicos que apresentam comportamentos cadticos

(TAVAZOEL HAERI, 2007).

Para solugoes de equacgoes diferenciais segundo a derivada de Caputo, Diethelm
(1997) prop6s um método que utiliza aproximagoes por quadraturas da forma integral
dessas solugoes, que é escrita em termos da integral de Riemann-Liouville. O método foi
melhorado pela aplicagdo de um algoritmo preditor-corretor (DIETHELM; FORD; FREED,
2002) e, em sequéncia, um detalhamento sobre a anélise de erro desse método foi realizada
(DIETHELM; FORD; FREED, 2004). Utilizando a mesma ideia dessa discretizagdo, novas
aproximagoes foram obtidas de forma a melhorar o erro de truncamento local (LI; CHEN;
YE, 2011; CAO; XU, 2013). Os algoritmos obtidos a partir da forma integral demandam
maior tempo computacional ao se comparar com o obtido a partir da derivada de Griinwald-
Letnikov. Além disso, o tempo computacional desses algoritmos aumenta a medida que
o erro de truncamento local diminui, devido ao aumento do niimero de operagoes por

iteragao.

Dentre outras discretizacoes encontradas, destacam-se as que utilizam aproxi-
magoes por polindémios de Legendre (SAADATMANDI; DEHGHAN, 2010; KAZEM;
ABBASBANDY; KUMAR, 2013) e por splines (LAKESTANI; DEHGHAN; IRANDOUST-
PAKCHIN, 2012; AL-RABTAH; MOMANI; RAMADAN, 2012), que se baseiam no conceito
de bases para espagos de fungoes em conjunto com a forma integral para solugoes de

equagoes diferenciais de ordem nao inteira.
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1.3 Aplicacoes em sistemas dinamicos

Simulagoes numéricas na area de sistemas dindmicos cadticos foram evitadas até
meados da década de 1990 devido as dificuldades computacionais. O primeiro trabalho em
que sao apresentados resultados a respeito de dinamica caotica deve-se a Hartley, Lorenzo
e Qammer (1995). Nesse trabalho, as simula¢oes numéricas sao realizadas a partir de
aproximacoes por sistemas de alta ordem com comportamento semelhantes no dominio da

frequéncia, como no caso citado na se¢do anterior.

Na area de controle de sistemas dinamicos foram desenvolvidos os métodos de
controle de ordem nao inteira PI*D* (PODLUBNY; DORCAK; KOSTIAL, 1997) e o
controle CRONE (Contréle Robuste d’Ordre Non Entier) (OUSTALOUP; SABATIER,;
MOREAU, 1998). O primeiro permite uma liberdade maior na escolha dos parametros
relativos a ordem de derivacao e integracdo com a finalidade de atingir o objetivo de
controle. O segundo modela fend6menos que possuem comportamentos intermediarios entre

duas derivadas de ordem inteira.

Na andlise da estabilidade de pontos fixos de sistemas lineares destaca-se o tra-
balho de Matignon (1998), em que sdo apresentados critérios de estabilidade utilizando
a estabilidade das funcoes de Mittag-Leffler (ERDELYI, 1955), além de conceitos como
BIBO (“bounded-input, bounded-output™) estabilidade.

Com o avango dos processadores digitais nas tltimas duas décadas, a aplicagao
dos algoritmos numéricos listados na secao 1.2 vem sendo realizada com mais frequéncia
para o estudo de comportamento dindmico caético. Observa-se que, na grande maioria
dos trabalhos, sao utilizadas as definicoes de Riemann-Liouville e de Caputo. Além disso,
o estudo é geralmente realizado por meio de analises de diagramas de bifurcacao, sendo
que, em alguns casos, é considerada a ordem de derivagao do sistema como parametro de
bifurcagao. Com respeito ao tipo de discretizagao utilizada, nota-se a preferéncia pelos

métodos:

- via discretizacao de Griinwald-Letnikov (NIMMO; EVANS, 1999), (AHMAD, 2005),
(PETRAS, 2008), (PETRAS, 2009), (ZHANG et al., 2009), (DATSKO; GAFIY-
CHUK, 2011), (LETELLIER; AGUIRRE, 2013), (TENG et al., 2014);

- via aproximagao no dominio da frequéncia por sistemas de alta ordem (AHMAD;
SPROTT, 2003), (BARBOSA et al., 2004), (GAO; YU, 2005), (LI; CHEN, 2004),
(GE; JHUANG, 2007), (GE; ZHANG, 2007), (LU, 2005), (XIN; JUE-BANG, 2005),
(LU, 2006), (BARBOSA et al., 2007), (LI; LIAO; LUO, 2012), (JIA; CHEN; QI,
2014);

- via aproximagoes por quadraturas da forma integral (SHEU et al., 2007), (LI;
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DENG, 2007), (YU; LI, 2008), (DENG; LI, 2008), (TAVAZOEI et al., 2009), (ABD-
ELOUAHAB; HAMRI; WANG, 2010), (SUN; WANG; SPROTT, 2010), (YUAN;
YANG, 2012), (ABD-ELOUAHAB; HAMRI; WANG, 2012), (BHALEKAR, 2013),
(FAIEGHI; DELAVARI, 2012), (LIU; HONG; YANG, 2014), (TIAN; YU; WANG,
2014).

Uma versao do método direto Lyapunov para o calculo de ordem nao inteira,
ferramenta bastante utilizada para andlise de estabilidade de sistemas dindmicos de
ordem inteira, foi proposta por Li, Chen e Podlubny (2009). A versao para o caso de
ordem nao inteira, embora teoricamente factivel, é relativamente mais complicada de
ser aplicada devido as propriedades da derivada de ordem nao inteira para o produto e
composicao de fungoes. Nesse sentido, trabalhos que apresentam casos possiveis de se aplicar
essa generalizacao sao frequentemente relatados (TRIGEASSOU et al., 2011; AGUILA-
CAMACHO; DUARTE-MERMOUD; GALLEGOS, 2014; DUARTE-MERMOUD et al.,
2015). Apesar da generalizacao do método direto de Lyapunov para o caso de ordem nao
inteira ter sido demonstrada, resultados relativamente mais simples de serem aplicados,

tal como a estabilidade de pontos fixos de sistemas nao lineares utilizando linearizacao
(LI; ZHANG, 2011), ainda estao em aberto.
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2 Conceitos Basicos

As principais ideias e conceitos do calculo de ordem nao inteira sao realizados
a partir da generalizacao de derivadas e integrais de ordem inteira para valores nao
inteiros. Dentre as defini¢coes mais difundidas na literatura encontram-se as dos operadores
integracao de Riemann-Liouville e derivagao de Riemann-Liouville, Caputo e Griinwald-
Letnikov. Os operadores de Riemann-Liouville e de Caputo sdo baseados em uma expressao
fechada para a n-ésima integral iterada de uma fungao f(t), devida a Cauchy (MILLER;
ROSS, 1993). O operador derivada de Griinwald-Letnikov é baseado na generalizagao do

quociente para a derivada de ordem n de uma fungao f(t).

Neste capitulo, serao apresentadas as definicoes dos referidos operadores e as
principais propriedades para determinar a integral e as derivadas de ordem nao inteira
na classe das funcgoes analiticas. Além disso, serd visto que os operadores derivacao
de Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov e Caputo podem ser relacionados para uma

determinada classe de fung¢oes, podendo ser equivalentes em certos casos.

2.1 A Integral Iterada de Cauchy

Para uma fungdo f definida em um intervalo fechado [a,b] C R e integrével segundo

Riemann, o operador I serd definido

I f(t) ::/ f(r)dr (2.1)

parat € [a,b]. A integral iterada de uma fungao f é obtida a partir do operador I! e por

meio da relacao de recorréncia

I f(t) = 1,(I; 7" f (1)), (2.2)

em que n € N*. O seguinte Lema ¢é devido a Cauchy e mostra como se obter uma forma

fechada para o célculo de (2.2).

Lema 2.1.1 Se f(t) é integrdvel sequndo Riemann no intervalo [a,b], entdo

I f(t) = (n_ll), / (t— ) f(r) dr (2.3)

em quet € [a,b] en € N,

DEMONSTRACAO: O resultado pode ser obtido por indugao em n em conjunto com o fato

da integral de uma funcao integravel também ser integravel. Para n = 1 obtém-se

() = (1_11)!/a (t— )L (r) dT:/a F(r)dr (2.4)
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Supondo por induc¢ao que a Equacao 2.3 seja verdadeira para n = k — 1 tem-se que

IEf) = I, (I (1)

- [ [m [ - o* i p(e de| 2.5)

em que 7 € [a,t] e £ € [a,7]. O fato das fungdes (7 — £)¥=2 e f(&) serem integrdveis
segundo Riemann no dominio de (2.5) implica que a ordem de integragao pode ser trocada
pelo Teorema de Fubini (SPIVAK, 1971). A regido de integragao de (2.5) estd apresentada
na Figura 2.1 e pode ser reescrita por 7 € [£,t] e £ € [a,t].

Figura 2.1 — Regido de integracdo das varidveis T e &.

A partir da Equacao 2.5, obtém-se

O // &2 (€) dr de
- (k_lwfatf(f) :/;v—&)’“—?dr] de

I S AN GRS
_ (k_w/a]f(s)_ - hdg

- =1 IR EERGL (2.6)

e o resultado segue ao renomear a variavel £ para 7 em (2.6). [
_dhg(t , . . N .
Lema 2.1.2 Seja g derivada n-ésima de uma fungao g(t). Entdo, para uma fungao
continua f(t)
a .
(Ls f(8)) = f(2). (2.7)

dtn
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- d
DEMONSTRAGAO: Pelo Teorema Fundamental do Célculo %I; f(t) = f(t). Supondo que

o resultado seja verdadeiro para n = k — 1, segue por inducao que

k k—1 k—1
jtk (12 5)) = jtk Lft (! (t))] = jt“ ] = f).

A expressao fechada para I} pode ser estendida para definir um operador IS em
que o ¢ N. Observa-se que para realizar tal extensao é necesséario utilizar a fungdio Gama
de Eiiler, que generaliza o conceito do fatorial de um ntmero natural. Além disso, é
preciso investigar sob que condigdes a fungdo (t — 7)*~! f(¢) possui integral convergente

no intervalo [a,t] C [a, b].
Definig¢ao 2.1.1 A fungio I' : (0,00) — R definida por

MNa) = /000 t*te tat (2.8)

¢ chamada de fun¢ao Gama de Eiiler. A

A seguinte proposigao, cuja demonstragao pode ser encontrada em (LIMA, 2013, p. 148),

mostra que a fun¢ao I'(«r) estd bem definida para a > 0.
Proposicao 2.1.3 Para todo o > 0, a z’ntegml/ t* et dt é convergente. ]
0

A proposicao a seguir mostra que a fungao I'(a) goza de uma importante propriedade do

fatorial de um ntimero natural.

Proposicao 2.1.4 Sob as condigoes da Proposicio 2.1.3, tem-se que

FNa+1) =al'(a). (2.9)

DEMONSTRAGAO:

INa+1) = / the tdt = —t%e !
0

— / —at* et dt = a/ t* e tdt = al'(a).
0

0 0

A partir da proposigao acima é possivel verificar que a fungao I'(«) é exatamente o

fatorial do nimero (o — 1) € N. De fato, para o = 1 tem-se que

ra) = / e tdt =—e!
0

[e.e]

=1 (2.10)

Logo, pela igualdade (2.9),
e = ra+1) = 1r(1) = 1,

r(3) = I'2+1) = 2I'QR) = 2,
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e segue por indugao que I'(n+ 1) = n! para n € N. Portanto, a Proposicao 2.1.4 caracteriza

a fungao I'(-) como uma generalizagao do fatorial de um nimero real positivo.

A funcao I'(+) pode ter seu dominio estendido para o conjunto C — Z_, (NETO,
1993, p. 367). Uma maneira de determinar a imagem da fungao I'(-) no subconjunto dos
nimeros negativos de R — Z_ é aplicar a Proposicao 2.1.4, que também ¢ valida nesse

caso. Isso pode ser realizado da seguinte maneira:

e se -1 <a<0,entao a+1>0e ['(a+ 1) pode ser avaliada de acordo com a

Definigao 2.1.1 e, nesse caso, I'(a + 1) = aI'(«) o que implica em

M(a) = F(a—l—l);

(67

o se —2 < a < —1, entdo a+2 > 0 e, novamente, obtém-se I'(a +2) = (a+ 1)I'(a+1)

o que implica, do item anterior, em

_ [a+2)

I'(a) oo t1)

Por indugao, demonstra-se a

Proposicao 2.1.5 Seja k € N*. Se —k < a < —k + 1, entdo I'(«) pode ser obtida por

B ['a+ k)
F(a)_a(a—l—l)-~(a+k—1)'

(2.11)
|
A Figura 2.2 exibe o grafico da fungao I'(«) para a € (=5, 5].

25

20 -

10 +

|
15 + ‘
.
|

|

Figura 2.2 — Grdfico da fungio T'(a) para o € (=5, 5].

Uma condicao suficiente para que a integral em (2.3) exista ao substituir n por um

niumero real positivo é dada pela
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Proposicao 2.1.6 Se f(t) for diferencidvel no intervalo [a,b] e a > 0, entao a integral

m/%(t-T)alf(T)dT (2.12)

é convergente para todo t € [a,b].

DEMONSTRAGAO: Integrando por partes obtém-se

/t (t—=7)"  f(r)dr = —f(T)(z;_ ) Z+ /t =" _aT)a f(r)dr
fla)t—a)* [ -7,
— T + /a T f (7’) dT
Uma vez que (t — 7)* é continua em [a, b], tem-se que (t — 7)* f'(7) é integravel. |

A expressao em (2.12) conjuntamente com a fungao I'(-) sao de fundamental
importancia para a definicao do operador integral de Riemann-Liouville que, por sua vez,

é utilizado na definicdo dos operadores derivada de Riemann-Liouville e de Caputo.

2.2 O Operador Integral de Riemann-Liouville

O operador integracao de ordem nao inteira de Riemann-Liouville é definido em

sequéncia.

Definicao 2.2.1 Sejam oo € R e f(t) uma funcao definida em |a,b]. O operador definido
por
1

I f(t) := () / (t—7) "t f(r)dr (2.13)

para a < t < b é chamado de Operador Integral de Ordem o de Riemann-

Liouville nos casos em que a integral for convergente. A

Na definicdo anterior foi considerado o > 0. A seguinte proposi¢cao mostra uma

importante propriedade do operador I (-) quando « tende a zero pela direita.

Proposigao 2.2.1 Seja f € C'(a,b]. Entdo, para todo t € [a,b],

lim % f(t) = f(t). (2.14)

a—0t
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DEMONSTRACAO:

a—07t a—07t

lim 19 (1) — 1m1<réwtl%t—7r~{ﬂ7yh>
T :—l—/at (21:(;); () dT)

= lim — f(a t im {=r* (1) dr
“ﬁ%rm+nﬂ)+L<$manJf(m

= fla)+ [ fi(r)dr

a

= fla) +(f(t) = f(a)) = f(D),

em que na segunda igualdade foi utilizada integracao por partes. |

Observacao 2.2.1 A Proposicao 2.2.1 permite estender a Defini¢io 2.2.1 para o = 0

como sendo o operador identidade, ou seja,

I f(t) = f(1). (2.15)

<

Observacgao 2.2.2 Embora provou-se na Proposicao 2.1.6 que a integral em (2.12) con-

verge na classe de fungoes diferenciaveis, € possivel mostrar que ela também converge se
f € Lifa,b] com I¢ f € Ly|a,b] (DIETHELM, 2010, p. 13). <

O teorema que sera enunciado em sequéncia apresenta a propriedade de conca-

tenacao do operador integracao de Riemann-Liouville em rela¢gdo a ordem do operador.

Teorema 2.2.2 Sejam oy, >0 e f € Li[a,b]. Entao,
I 12 f(t) = I3 f(2) (2.16)

em quase todo ponto (q.t.p.) no intervalo |a,bl.

DEMONSTRAGAO: Aplicando a definicdo da integral de Riemann-Liouville, obtém-se

L2 = rél) /:@—T)‘”‘l (F(;) / T<T—§>a2—1f<§>ds> o

1 t pr ot st _
_ W/@/@(t—ﬂ (r — &) £(¢) dédr.
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Aplicando o Teorema de Fubini chega-se a

B0 = o [ re (/;<t—r>a”<7—s>a21d7) "

1 t pt aa=i(_ poa=i ]
= F(oz1)T(a2)/(z/5<t_T> 7o)t

U e [ @[ - wn e ae

) 1 /t I'(an)l(az)
(t

— )Tl f () dg

['(ap)ag) (o + ag)
1 ! aitaz—1
- i | e de
= 1),

Na igualdade (!) foi utilizada a mudanca de varidrel 7 = £ + u(t — £) e em (!!) foi utilizada
a igualdade
I'(a)l(az)

tortaz 217
['(ag + az) ( )

t
/ (t —u) 2 du =
0

avaliada em ¢t = 1. A Equacao 2.17 pode ser obtida por meio da transformada de Laplace
da convolugio entre as fungoes t*~1 e t22~1 (BOYCE; DIPRIMA, 2010). [ |

Corolario 2.2.3 Sob as condig¢oes do Teorema 2.2.2 tem-se que
19 102 f (1) = 192 I (1), (2.18)

Portanto, o operador I¢ : Li[a,b] — Lila,b], « > 0, é comutativo com respeito a

concatenacao.

A seguinte proposicao é uma aplicacao da integral de Riemann-Liouville para
funcoes f(t) = (t — a)?. A propriedade que sera obtida generaliza a propriedade da
integracao de ordem um (I}) para uma funcdo poténcia f(t) = (t —a)’, BER et >a, e

sera utilizada para calcular a integral de Riemann-Liouville em func¢oes analiticas.

Proposicao 2.2.4 Seja a >0 e > —1, entao

L(B+1)

—F(a D) (t — a)a+ﬁ. (2.19)

g (t—a)f) =
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DEMONSTRAGAO: Se a = 0, entdo o operador I é a identidade e o resultado segue. Se

a > 0, entao

“(t—a) = L : — Y r —a)Pdr

e i SR
*) 1 1 —a)* "1 =) WPt —a)?(t — a)du
Y [ om0 - -0y d
_ w ' — ) 1P du
= iy [ o

() (t—a)* P T ()T (B +1)
I'(a) T(a+p5+1)

Lpg+1)
MNa+54+1)

(t —a)>*?.

Em (x) foi utilizada a mudanca de coordenadas 7 = a + u(t — a) e em (k%) a Equacao
2.17. |

Corolario 2.2.5 Seja o> 0. Se f < —1, entao I ((t — a)ﬁ) nao existe.

DEMONSTRAGAO: Supondo por absurdo que a integral de Riemann-Liouville seja conver-

gente, chega-se a

(t —a)>t?

T /01 (1 —u)* "’ du

—q)otB € 1
— (tI‘(Oz)) (/0 (1-— u)o‘_luﬂ du —|—/ (1— u)a_luﬁ du)

para todo € € (0,1). As funcgoes (1 — u)*~ ! e u? sdo positivas em (0,1) e a primeira é

I3 (t —a)’

continua e positiva no intervalo (0, €). Seja m o valor minimo de (1 —u)*~! em (0, €). Logo,

uﬁ+1 €

=+o00, se < —1,

a

i
e Bt

/(1—u)a_1u6du2m/ u’ du =
0 0

Isso contradiz a suposi¢ao da integral de Riemann-Liouville ser convergente. ]

= +00, se J=—1.

a

m lim Inu
a—0t

Embora provou-se na Proposicao 2.2.4 que para as funcoes f(t) = (t —a)?, 8 > —1
et > a, a integral de Riemann-Liouville possui uma expressao fechada, obter expressoes
fechadas para esse operador aplicado em fungdes mais gerais nao €, geralmente, uma tarefa
simples. Contudo, para a classe das fungoes analiticas sera possivel escrever a integral de
Riemann-Liouville em termos de uma série convergente a partir do seguinte teorema e de

seu respectivo corolério.
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Teorema 2.2.6 Sejam o > 0 e (fy);—, wma sequéncia uniformemente convergente de

fungoes continuas em [a,b]. Entao,
(1;; lim fk> (t) = <lim I3 fk> (t) (2.20)
k—ro0 k—ro0
Em particular, (1 fi)re, € uniformemente convergente.

DEMONSTRAGAO: Seja (fy),—, uma sequéncia de fungoes tal que f — f. Uma vez que f

¢é continua tem-se que

ERO-110 = o [0 - g [a-n e
1 t ol B
- / (t = 1) (fulr) — £(7)) dr.

Portanto,

RO -1 0) = [ [t - s [e-net i

1 t
< g = R = ]
1 ! .
< — | t—7) - d
< wa =T I Sl dr
= - flle (=)
— al(a) g 0 ¢
et e = Tl (b= )
T(o+ 1) F e ’
que converge para zero quando k — oo, uniformemente, para todo t € [a, b]. [ |

Corolario 2.2.7 Seja a > 0 e f uma fungdo analitica em (a — h,a+h) para algum h > 0.

Entao,

- f(k)(a) k
I f(t) = g — L 7 _(t—a)t™ 2.21
. d* f(t) . , L
para a <t < a+h, em que f*(a) = g . Em particular, I f(t) é analitica em

t=a

(a,a+h).

DEMONSTRAGAO: Uma vez que f(t) é analitica em (a — h,a + h), entao

oo r(k) a
sy =3 Ty

k=0 k
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Fixado t, a sequéncia

converge para f(t). Entao,

¢ i f0)(g
EA0 = g [ (S5 e o) ar

Il
Ms.

f®(a) (T(a)T(k+1) o
2 F1T(a) <F(a Tkt (t—a) +k> ’

em que a ultima igualdade segue pela Proposi¢ao 2.2.4. Portanto,

S A )

I fi(t) = e (t —a)*tF.
o Jilt) ,;F(oz—i-k:—i-l)( )
Pela Proposicao 2.2.6, tem-se que
- f®(a) k
IZ f(t) = ——(t —a)*".
2 /) kZ:;)F(oz—kk%—l)( )
A analiticidade é garantida devido a convergéncia uniforme em (a,a + h). [

Observagao 2.2.3 Ao aplicar a integral de Riemann-Liouville em uma funcdo analitica
é obtida uma funcao que depende explicitamente de I'(+), conforme Equagdao 2.21. Uma
classe de fungoes especiais escrita em termos de série que utilizam a fungao T'(+), conhecida
como as fungoes de Mittag-Leffler (ERDELYI, 1955), serd apresentada na se¢ao 3.1. Tais
fungoes cumprem papel importante no estudo de solucoes de equagoes diferenciais de ordem

nao inteira. |

A integral de Riemann-Liouville bem como as propriedades apresentadas serao
utilizadas para defini¢ao e obtencao de propriedades das derivadas de Riemann-Liouville e

de Caputo nas secoes que se seguem.

2.3 O Operador Derivada de Riemann-Liouville

A derivada de Riemann-Liouville é um operador que realiza a derivada de ordem

nao inteira de uma funcéao e é definida por

Definicao 2.3.1 Sejam o € Ry, n = [a] e f(t) definida em [a,b]. O operador definido

por
d (13~ f(t))

RLDe f(t) .=
= T

(2.22)
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¢ chamado de Operador Derivada de Ordem o de Riemann-Liouville, desde de

que a derivada de ordem n ezista. A

Na definigdo acima [«a] representa o menor inteiro maior ou igual a «, ou seja,
n=a] étalquen € Zen—1< a<n.No caso de ndo existirem dividas a respeito da
ordem do operador definido acima, esse serd chamado apenas de derivada de Riemann-

Liouville.

Observacao 2.3.1 Se a € N na Definicao 2.3.1, entdo a derivada de Riemann-Liouville

¢ equivalente a uma derivagdo inteira de ordem «, pois I"~* = 0. |

Observagao 2.3.2 A integral I"* f(t), n = [a], produz o efeito de memdria hereditdria

na derivada de Riemann-Liouville, pois carrega toda a informacgdo da integral da fung¢do

(t _ T)nfafl
I'(n—a)

extremo inicial da derivada de Riemann-Liouville. <

f(1) no intervalo [a,t]. Em particular, o limite inferior do intervalo é dito

A derivagao de ordem nao inteira pode ser interpretada como um deslocamento
nao inteiro na ordem de derivacao para derivadas inteiras. As Figuras 2.3 e 2.4 apresentam

um esquema para essa ideia.

N O S I S

Integracdo Derivagao

Figura 2.3 — Fizo de Derivacio e Integra¢io de Riemann-Liouville. O sentido positivo do eizo representa
a derivada de Riemann-Liouville, enquanto que o sentido negativo a integral de Riemann-
Liouville.

F0n g0 JRE)

77

;“—; (187 )

Figura 2.4 — Interpretacao da derivada de Riemann-Liouville. Derivar uma func¢do seqgundo o operador de
Riemann-Liouville de ordem o = 1,3 € equivalente a aplicar a integral de Riemann-Liouville
de ordem 0,7, sequido de uma derivada de ordem 2.
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O seguinte teorema fornece condi¢oes suficientes para que uma funcao f possua

derivada de Riemann-Liouville para a € (0,1) em quase todo ponto de um intervalo [a, b].

Teorema 2.3.1 Sejam 0 < a <1 egé€ Lilab] tal que

f(t) = f(a) +/ g(T)dr. (2.23)

Entao a derivada de Riemann-Liouville da fungao f(t) existe ¢.t.p. em |a,b].

DEMONSTRAGAO: Para os pontos t € [a, b] tais que a integral em (2.23) exista, tem-se que
1 (t) = g(t). Para esses pontos

w010 = 4 (pa | € s)

_ jt[ml_&) (f( f_‘o‘; // (t — 1) dsdTﬂ.

Aplicando o Teorema de Fubini para trocar a ordem de integracao, obtém-se

e = e (M [ o)
= e ("o +/g()(1t—_a)d)]
= ml_)<f( e—aye s g [N

©w . fla)(t—a) "‘—i—/g(s)(t—s)_ads)

1—a

_ fle)t-a® )<(t_(63 - + I g(t).

Em (x) foi aplicado a derivada da convolugdo entre duas fungoes. A ultima igualdade segue
da Observacao 2.2.2. [ |

Proposicao 2.3.2 Sejam o >0, n = [a] ey =a —n+ 1. Se a derivada de Riemann-
Liouville de ordem « da fungao f(t) existe em |a,b], entdo

dn—l
dtnfl

REDS f(t) = (D7 £(1)). (2.24)
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DEMONSTRAGAO: De fato,

mDef) = S (1ef)

Observagao 2.3.3 Comon —1 < o < n, entio v € (0,1]. Se o ¢ N, entao v é dita
a parte nao inteira de . Logo, a derivada de Riemann-Liouville de ordem o pode ser
interpretada como a derivada de Riemann-Liouville de ordem igual a parte ndo inteira de

a sequido de uma derivada inteira de ordem n — 1, em que n = [«]. |

O operador derivada de ordem nao inteira de Riemann-Liouville nao satisfaz a
propriedade de concatenacao em relacao a ordem de derivacao considerando as mesmas
hipéteses do Teorema 2.2.2 para a integral de Riemann-Liouville. Contudo, é possivel
obter a concatenacao para o operador derivada para o caso em que a funcao f satisfaga as

hipéteses do seguinte teorema.
Teorema 2.3.3 Sejam ay, as nao negativos, ¢ € Lifa,b] e f = 12172 ¢. Entdo,

Rpg M f(1) = TEDger f(r) (2:25)

DEMONSTRAGAO: Sejam ny = [aq ], no = [an] e ng = [a; + az]. Entdo, para uma versao

do Lema 2.1.2 para espagos Lj|a,b] e pelo Teorema 2.2.2

dm [
RLDg REDR: f(t) = {f::lal (1o ¢<t>)”

dtm i
= g o
= I i o))
-0

= o),
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RLD31+0¢2 f(t) — j;; {12113*061*042 ([(;DélJraQ (ﬁ(t))}

d

= o)

= ¢(t).

Nos Exemplos 2.3.1 e 2.3.2 serd evidenciado que o resultado do teorema anterior
nao é vélido sem a hipétese f = 11792 ¢ para alguma ¢ € Li[a,b]. Antes, serda enunciada
a seguinte proposic¢ao que auxiliara nos exemplos e que é uma aplicagao da Proposicao
2.2.4.

Proposicao 2.3.4 Seja f(t) = (t —a)?, 3> —1, a >0 en = [a]. Entdo,

0, sea—peN*

RLD;x ((t_a)5> — F(ﬁ—l— 1) B (226)
m(t—a)ﬁ , se v — 3 ¢ N*.

DEMONSTRAGAO: A partir da Proposicao 2.2.4 tem-se que

BD ) = (I )

dt" \T(n—a+5+1

B Lp+1) dr S
B F(n—a+ﬁ+1)dtn<(t_a) Y.

Se a — 3 € N*, entdo (t — a)" " serd um polindmio de grau n — (a — 3). Portanto,
n

dtr

Por outro lado, se a — 3 ¢ N* entao

PB+1) TD—a+pf+1)

(t —a)" " =0.

T = famarpaD) Teassen Y
L(B+1) o
Nﬁ—a+U@_@ﬁ'

Exemplo 2.3.1 Seja f(t) =tY/? e ay = ay = 1/2. Entdo, pela Proposigio 2.3.4,

REDY2 f(t) = "Dy (17/) = 0.
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Logo, "LDg? (RLD(?2 f(t)) = RLD?(0) = 0. Contudo,

RL RL1 (4—1/2 t=3/2
Dy ) =} (17) - -
75—3/2
Nesse caso, nio existe ¢ € L1[0,h], h >0, tal que f = I} ¢. De fato, como f'(t) = — 5
para t > 0 tem-se que
ho 4-3/2
lim — dt — —oc.
a—0 @
—3/2
Portanto, — 5 ¢ L]0, h]. Assim,
RLD(()xl RLDSQ (t—1/2) 7& RLD31+a2 (t_l/Q).
>

Exemplo 2.3.2 Sejam f(t) = t'/%, ay = 1/2 e ay = 3/2. Entdo,
MDg (1) = "D (117) =T3/2) e "Dge f(r) = D5 (1) = 0.

Logo, BEDg' BLDG? (tl/Q) = ELDS(0) = 0. Contudo,

Ripgs B (1) = RDY (1(3/2) = DY (r(3/0) = D2 e T

r'(—1/2) 4
Além disso,
r3/2) _ t=3/2
RLpyon +oz _ RLp2 (41/2) _ 32 _ _ -

Portanto,
RLDg DS (1) £ DG DG £ (1) = Mg f(1).

>

Nos exemplos anteriores a soma das ordens de derivagao era igual a 1 (um). O
seguinte exemplo ilustra o caso em que a soma das ordens de derivacao é maior que 1 e a

Proposicao 2.3.2 é verificada, mas nao é valida a propriedade comutativa.

Exemplo 2.3.3 Sejam f(t) =c, ce R*, a; =1 e 0 < ay < 1. Entao,

ctlm

['(—ay)’

RLD(1)+042 (C) — RLD(I) (RLDS@ (C)) —

enquanto que
REpge (RED§ (c)) = D52 (0) = 0.
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Uma propriedade importante da derivada de ordem inteira é a linearidade com
respeito a soma de fungoes. A derivada de Riemann-Liouville também é um operador

linear, como mostra a seguinte proposicao.

Proposigao 2.3.5 Sejam fi e fo definidas em [a,b] tais que LD fi e BLDY fy existam
em |a,b]. Entdo, para constantes ci,co € R, a derivada DY (c1 fi + cafs) exite em [a, ]
e

BLD () f1 4 cofs) = ¢t BEDY fi 4 ¢y BEDY f,. (2.27)

DEMONSTRAGAO: Seja n = [«]. Pela linearidade da integral, tem-se que

dn

DY (erfi + eafa) = i (I" “(afr + 62f2)>
= g (Cl “fitel, f2)

= RLD? Jite RLDS .

Um andlogo ao Teorema 2.2.6 para o operador #LD® serd enunciado a seguir e sua

demonstragao pode ser encontrada em (DIETHELM, 2010, p. 31).

Teorema 2.3.6 Seja a > 0 e (fy) uma sequéncia uniformemente convergente de fungoes
continuas em [a,b]. Se LD fi existe para todo k € N e converge uniformemente em
[a + €,b] para todo € > 0 com a+ € < b, entao

lim (*Dg 1) () = MDg < Jim fk) (). (2.28)

k—o0

para todo t € (a,b. [ |

O Corolario 2.3.7 é uma aplicagao direta do teorema anterior e da Proposicao 2.3.5

para fungoes analiticas.

Corolario 2.3.7 Seja f uma func¢io analitica em (a — h,a + h) para algum h > 0. Se

a>0coma ¢ N, entao

RLpe f i k - _) o (t —a)", (2.29)

para a <t < a+ h. Em particular, ®ED® f(t) é analitica em (a,a + h). [ |

Uma regra importante no contexto de derivadas de ordem inteiras é a regra de
Leibniz, ou regra do produto. Essa regra pode ser generalizada para as derivadas inteiras

de ordem superior pela seguinte proposicao.
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Proposicao 2.3.8 (Regra de Leibniz) Sejam n € N e f,g € C"[a,b], entdo

n dn—kf dkg
== 2.30
a0 =3 (1) Gk G (2:30
ny n!
em que L = m
DEMONSTRAGAO: Segue por indugao aplicada na ordem de derivacao n. |

A regra de Leibniz pode ser generalizada para a derivada de ordem nao inteira de
Riemann-Liouville na classe das fungoes analiticas como enuncia o seguinte teorema e cuja
demonstracao pode ser encontrada em (PODLUBNY, 1998, p. 96).

Teorema 2.3.9 Sejam o > 0 e as fungoes f e g analiticas em [a,b]. Entdo,

2 (1a) (0= 3 (1) oz 0 Dk + X ()i ke, 23

k=0 k=m+1

em quem € N comm<a<m+1 (m=|al). |

Observacao 2.3.4 No teorema anterior <Z> ¢ chamado de Coeficiente Binomial

Generalizado e ¢ dado por

a) I'a+1)
<k> S Dk+DI(a—k+1) (2:32)

em que « € R —7Z_ e k € N. Em particular, se « € N e a < k, entdo a Equagao 2.32 se

anula. |

Essa secao sera finalizada com as propriedades que mostram em que condigoes os

operadores integracao e derivacao de Riemann-Liouville sao operacoes inversas.

Teorema 2.3.10 Seja a > 0. Se f € Ly[a,b], entdo
REDS (I3 f (1) = f(1). (2.33)

DEMONSTRAGAO: Seja n = [«]. Entao
dn
dtn

d’l’b

DY (13 f(1) = o [Le U 1)) = S (1) = £(2).

O teorema acima mostra que a derivada de Riemann-Liouville é uma inversa a
esquerda do operador integral. Sob as mesmas condigoes, nao é possivel mostrar que o
operador derivada é uma inversa a direita do operador integral, mas é possivel obter a
seguinte relacdo cuja demonstragao sera omitida (SAMKO; KILBAS; MARICHEV, 1993,
p. 45).
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Teorema 2.3.11 Seja o >0 en = [«]. Se f € Ly]a,b], entdo

n t — a)a—k dn—k
I (FIDe f(1) = f(t) — ( I f(t 2.34
P (D A0) = 10~ 3 fe e [ )] e
em que t = at representa o limite t — a™. [ |

Observagao 2.3.5 A expressio entre colchetes de (2.34) pode ser reescrita por I}~ f(t)
se 0 <a <1 epor

-k RLpa=k f(), se k=1, ...,n—1,
pTEEn (Ig_a f(t)) = (2.35)
[;z—a f(t)v se k=mn,
sea>1, poisn—a=(n—k)—(a—k). <

Essa secao sera encerrada mostrando em que caso a derivada de Riemann-Liouville

¢ uma inversa a direita da integral homonima.
Teorema 2.3.12 Sejam o > 0 e f(t) = I2 () em que ¢ € Lq[a,b]. Entio,

1g (FDg f(1)) = f(b). (2.36)
DEMONSTRAGAO: De fato,

I (" f() = 1 ("MDS IS 6(1)) = I3 $(t) = f(1).

2.4 O Operador Derivada de Caputo

A derivada de Caputo distingue-se da derivada de Riemann-Liouville em relagao
a ordem em que os operadores integracao de ordem nao inteira e a derivada de ordem
inteira sao aplicados. Essa diferenga gera consequéncias significativas tanto no resultado
da derivada de algumas fung¢des quanto no contexto das aplicagoes em fenémenos fisicos
(PODLUBNY, 1998). Nesta sec¢do, serda abordada a definicdo do operador derivada de
Caputo, algumas das principais propriedades e sua relagdo com o operador derivada de

Riemann-Liouville.

mn

d
Definigao 2.4.1 Sejam a € Ry, n = [«a] e f(t) tal que dtij € Lifab]. O operador

definido por

dtm
¢ chamado de Operador Derivada de Ordem o de Caputo. A

vz 10 = 1 (“7) (237
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Observacao 2.4.1 Se a € N, entdo a derivada de Caputo é equivalente a uma derivagdo

inteira de ordem v, assim como ocorre na derivada de Riemann-Liouville. |

Quando estiver claro a ordem de derivacao do operador da Defini¢ao 2.4.1, esse
sera chamado, simplesmente, de derivada de Caputo. Assim como na derivada de Riemann-
Liouville, o operador I”~% n = [a], é responsavel pelo efeito de memoria hereditéria
para a derivada de Caputo e o limite inferior do intervalo [a,t] é dito extremo inicial da

derivada de Caputo.

A derivada de Caputo € linear em relacao a soma de fungoes e produto por escalar

como mostra a

Proposicao 2.4.1 Sejam f, e fy definidas em [a,b] tais que “D® fi e DY fy existam em

[a,b]. Entdo, para constantes c1,cy € R, a derivada “D% (cifi + cafs) exite em [a,b] e

CD? (afi+cafe) =1 CD? fi+co CD? . (2.38)

DEMONSTRAGQAO: Seja n = [«]. Pela linearidade da derivada e da integral de Riemann-

Liouville , tem-se que

D (c1fr+cafs) = I27° (;ﬁ;(clfl + C2f2)>

_ d" f1 d" f2
In [e%
“ (Cl i T g )

. (A" o (d"f2
ar () vt ()

= C CD? f1 + Co CDg f2.

O seguinte teorema realiza a conexao entre as defini¢coes da derivada de Riemann-
Liouville (Definigao 2.3.1) e a derivada de Caputo e exibe que esses dois operadores nao

produzem o mesmo resultado em todos os casos em que seja possivel aplicar tais operadores.

Teorema 2.4.2 Sejam o >0 en = [a]. Se para f existe g € Ly[a,b] tal que
t
£ = £ Va) + [ g(ryi (2.30)
q.t.p. em [a,bl], entdo

Dy f(t) = "Dy (F0) =TS 1), (2.40)

em que 7??_;) (t) denota o polinomio de Taylor de grau n — 1 da fung¢ao f em torno do

ponto t = a.
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DEMONSTRAGAO: Se a € N, entdo ambos os membros de (2.40) da igualdade serao a

derivada g Pela linearidade da derivada e pelo fato do grau de 7/}, ( ysern—1,0

resultado segue. Se a ¢ N, tem-se que n > «a e

RLNH« d" n—o n—1
Dy (=T ) ) = 2 (17 (F =TG5 ) ).

A integral de Riemann-Liouville na equacao acima pode ser reescrita por

/(t—T)H—l (f=T5a) (dr =

Uma vez que a primeira parcela se anula, obtém-se
_ _ _ d(f =T ) ()
L =T =13 ( 7

Repetindo esse processo n vezes, chega-se em

dn(f -
R - T - fsn—a( v

_ ﬁLTa<mf@v

dtm
= I (“Dg 1),

d"(T(j.a) )(8)

g = 0. Portanto,

pois

RLNHa d n—a n—1
Dz (F=Tg) O = (L7 (F=T5.) 0)

dn

— n ( CHa
o dtn (I‘l ( Da f(t)))
= “Dg f(t).
[ |
Observacao 2.4.2 Aplicando a Proposicao 2.5.4 na Equacao 2.40, obtém-se
n—1 (k)(a)
P f() = Rpe fy = S =S W ke 2.41
S0 = D0~ X p g ) (2.41)

k=0
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Os resultados obtidos para a derivada de Riemann-Liouville podem ser estendidos,
a partir do Teorema 2.4.2, para a derivada de Caputo considerando a classe de funcoes que
possuem derivadas continuas até ordem [a] — 1 em torno de ¢t = a. O seguinte coroldrio

mostra quando esses dois operadores serao equivalentes.

Corolério 2.4.3 “D2 f(t) = BLD2 f(t) se, e somente se, f(t) satisfaz a Equagdo 2.39
com f*)(a) =0 para k=0,1,...,n—1. [ |

A seguinte proposi¢ao mostra como obter a derivada de Caputo de ordem « para
fungdes f(t) = (t — a)’ com 8> [a] — 1.

Proposicao 2.4.4 Seja f(t) = (t — a)?. Entdo,

0, se f€40,1,...,n—1},
Dz (-0)~{ pgey 2o
L (t—a)’? sef>n-—1,
I'f—a+1)
em que n = [a].
DEMONSTRAGAO: Se 3 € {0,1, ...,n—1} entdo a derivada de ordem n anula f(t) = (t—a)’

e o resultado segue do fato que I”~%(0) = 0. Se 8 > n — 1, entéo
fOE) = BB =1) (B —n+2)(t - )’

que é integravel em [a, 4+ 00). Além disso, f*)(a) = 0 para k = 0,1, ...,n — 1. Logo, pelo

Corolario 2.4.3, tem-se que
g ((t—a)’) = *Dg ((t - a)?)

e o resultado segue da Proposicao 2.3.4. |

Observacao 2.4.3 Na Proposicao 2.53.4 foi considerado 3 > —1, enquanto que na Pro-
posicio 2.4.4 tem-se > [a] — 1. A diferenga entre essas proposigoes deve-se ao fato da
integral de Riemann-Liouville de fungdes poténcia ser convergente apenas para expoente

maior que —1 conforme Proposicio 2.2.4 e Coroldrio 2.2.5. Nesse caso, a poténcia do
d(t —a)?
dtm

termo serd maior que —1 sempre que B >n — 1. <

Assim como para a derivada e a integral de Riemann-Liouville, obter expressoes
fechadas para uma dada funcdo que nio seja da forma (t — a)? pode ser extremamente
complicado ou mesmo nao existir. O Teorema 2.4.2 fornece que se f(t) ¢ analitica entdo é

possivel obter a derivada de Caputo em termos de uma série.
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Corolario 2.4.5 Seja f uma func¢ao analitica em (a — h,a + h) para algum h > 0. Se

a >0 comn = [a|, entio

“De f Ii F_ail) (t —a)—, (2.43)

para a <t < a-+ h.

DEMONSTRAGAO: Se f(t) é analitica em (a—h, a+h), entdo satisfaz (2.40) e, pelo Teorema
2.4.2, tem-se que

Dy f(t)y = DY (F0) - TG @)
= i—) (t —a).

=T (k—a+1)
|

A férmula da derivada do produto de duas fun¢des também pode ser obtida para a

derivada de Caputo a partir do Teorema 2.3.9 e serd apresentada para o caso 0 < a < 1.

Teorema 2.4.6 Sejam o € (0,1) e f, g fungoes analiticas em [a,b]. Entao,

D2 (fg)(t) = (°D2 f(1)) g(t +Z( >1k “f(t) D g(t)+

(2.44)
fla)(g(t) — g(a)) o
+ I(1—a) (t —a)™.
DEMONSTRAGAO:
Dy (fg)(t) = "D (f(t)g(t) — f(a)g(a)
— (RLD(cle <(;> ]k ozf RLD: g( ) fgi)_(a; (t . a)—a'
Somando e subtraindo f(a)g(t) D% (1) = F(l—(i)) (t —a)~“ na equagao acima, obtém-se

°DE (fg) (1) = (DR [F(1) — f(a))) glt +i( )fk (1) "Dk (1) +

k=1
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Procedendo de maneira andloga a demonstragao acima, é possivel obter a derivada

de Caputo do produto entre duas fungoes para qualquer valor de o > 1.

A derivada de Caputo ao ser aplicada a esquerda da integral de Riemann-Liouville
de uma funcao continua, ambas de mesma ordem, possui propriedade de aplicacao inversa.

O seguinte teorema mostra essa relagao.

Teorema 2.4.7 Se f(t) é continua e o > 0, entdo
Dy IS f(t) = f(t). (2.45)

DEMONSTRAGAO: Seja ¢(t) = I& f(t) e n = [«]. Entao,

dkd(il(f) N r(al— k) /t (t =) f(r)dr, k=0,1,....n— L

Portanto, a fun¢ao ¢(t) possui (n — 1) derivadas nulas em t = a. Logo, pelo Corolario 2.4.3

e pelo Teorema 2.3.10,
Dy I3 f(t) = “Dg ¢(t) = "D o(t) = "D I f(t) = f(t).
|

A concatenacado contraria ao exposto no Teorema 2.4.7 esta relacionada com a

integral iterada de ordem n aplicada a n-ésima derivada de f(t).

Teorema 2.4.8 Sejam o >0 en = [a]. Se a derivada de Caputo de f(t) existe, entdo

18 °DY f(t) =17 (dZ fﬁ) : (2.46)

DEMONSTRAGAO: Segue da defini¢ao da derivada de Caputo e do Teorema 2.2.2 que
Lo (A f() d" f(t)
DY f(t)y =101 | —2L ) =" | 2.
a a f( ) a ~a ( dtn ) a ( dtn
|

Observagao 2.4.4 A Formula de Taylor de uma fung¢io f(t) que possuin derivadas no

ponto t = a é dada por
f) =T + Raa(t), (2.47)

em que R, _1(t) € o resto da série de Taylor de f(t). Uma das férmulas para o resto de

Ro (1) = 1)| /a oy (di;; (nT)> dr, (2.48)

(n—1

Taylor € dada por

e pode ser obtida por indug¢io em n. Claramente, R, _1(t) é a mesma expressao do membro
da direita de (2.46). <
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A partir do Teorema 2.4.8 e da observagao acima é possivel concluir o seguinte

coroldrio para a Férmula de Taylor com resto I CD;" f@).

Corolario 2.4.9 Sejam o >0 en = [«]. Se para f existe g € Ly[a,b] tal que

t

Fr () = D (a) + / o(r)dr,

a
q.t.p. em [a,b], entdo

F(t) =T () + 12 °Dg f(t). (2.49)

DEMONSTRAGAO: Pela hipdtese, f(t) possui n derivadas no ponto ¢t = a e a derivada
de Caputo de ordem « de f(t) existe. O resultado segue aplicando o Teorema 2.4.8 na

formula de Taylor com resto integral dada nas Equacoes 2.47 e 2.48. |

Observacao 2.4.5 Como aplicagdo do Corolario 2.4.9, tem-se que a integral de Riemann-

Liouville nao é uma inversa a esquerda da derivada de Caputo, em geral, e vale

n=1 £(k)(,
19°D2 £(t) = £(t) — T () = 1) — 3 1@t — ot (2.50)

P

<

A seguir serao apresentadas algumas propriedades sobre a concatenagao do operador

de Caputo.

Teorema 2.4.10 Sejam a > 0, n = [a] e f € C"[a,b]. Entdo, dado f € (0,1) com
a+fen—1n],
D7 (D f(1) = DI (). (2.51)

O seguinte lema sera utilizado na demonstragao do teorema acima.

Lema 2.4.11 Sejam a € Ry — N en = [a]. Se f € C"[a,b], entio D2 f(a) = 0.

X d" f(t
DEMONSTRACAO: Por defini¢ao CDg‘ f(t) =1~ dJ; 15 )

para uma funcao continua e f € C"[a,b], o resultado segue.

. Como I'"*seanulaemt =a

DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA 2.4.10: Pelo Lema 2.4.11 e pelo Corolario 2.4.3, tem-se

que

D2 (Dz 1)) = Mz (2 5(0) = "0 (1 (A7) ).

Sea+pf=mn,entdo f=n—ae

D2 (D0) = 02 12 (G5 ) = G = i = v 10
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Sea+f¢N, entao [a+ ] =ne

D} (D3 f(1)) = D (fffa (d;{r(f)»

e (2

_ r-(ath) (dnf (t) >

dtm
= “Dy*Pf(t).
|
Corolario 2.4.12 O operador de Caputo é comutativo se o, B € (0,1), a+ 3 € (0,1] e
f(t) é diferencidvel. [
Proposigdo 2.4.13 Seja 0 < a <1, k€ N e f € C*a,b]. Entdo,
Dy (“DE (1)) = “DtE f(t). (2.52)

DEMONSTRAGAO: Se 0 < a < 1 e k € N, entdo [a+k]| = k+1. Portanto, [a+k]—(a+k) =

l—ae

Dz (0% 110) - Dz (

dtk+1

dkf@)) _ jl-a (dk+1f(t)> _ [latkl—(ath) <dk+1f(t)> ‘

dtk “ a dtk+1

A tltima igualdade ¢ a definigao de “Dat* f(¢). |
Para finalizar essa se¢do, serdo apresentados dois exemplos que evidenciam a

necessidade das hipoteses do Teorema 2.4.10.

Exemplo 2.4.1 A derivada de Caputo de ordem o = 0,8 de f(t) = t € dada por
0,2

CDyS (t) = T(19) Portanto,
08 ( CP08 cros [t =00
Dy® (°DY° (1)) = °DY <F(1,2)> T T(0,4)
Contudo, Dy° (t) = 0. Nesse caso, [0,8] =1 e 1,6 ¢ [0,1]. >

Exemplo 2.4.2 A derivada de Caputo de ordem o = 0,3 de f(t) = t°* ¢ dada por
“Dy? (t°%) = I'(1,3). Portanto,

“De* (D6° (1)) = D (1(1,3)) = 0.

I'(1,3)
I(0,7)

Contudo, Dy*° (t93) = t793. Nesse caso, t*° ¢ C'[0,b], para nenhum b > 0.  »
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2.5 O Operador Derivada de Griinwald-Letnikov

O operador de Griinwald-Letnikov é obtido a partir da generalizacao da derivada

de ordem n dada por

P i LS (1 (”) F(t — kh), (2.53)

= 1n1m —
dt® ~ b0 hn = k

em que f(t) é uma funcio n vezes diferenciavel em ¢ € [a,b] '. A Equagdo 2.53 pode ser

obtida por indugao em n a partir da relagao de recorréncia

dnf d dnflf

n
Por defini¢ao, o coeficiente binomial < k:) se anula sempre que k > n e

SO (=D () Fe=kh) =Y (=DF () £ = kh). (2.55)

k=0 k k=0 k
Para valores diferentes de zero de h, essa substitui¢ao acarreta no fato da fungao f(t) ter
que ser definida no intervalo (¢t — nh,t + nh). Contudo, para valores préximos a zero de h
tem-se (t —nh,t+nh) C |a,b]. Logo, a expressao a direita em (2.55) pode ser utilizada no

lugar do somatoério da Equagao 2.53.

A derivada de Griinwald-Letnikov é obtida a partir da substituicao da ordem n por
uma ordem « > 0 em (2.53) considerando-se a série no lugar do somatério. Nesse caso,
serd utilizado o coeficiente binomial generalizado (Observagao 2.3.4, p. 59) para obter a
definicao dessa derivada. Diferente do que acontece em ordem inteira, o coeficiente binomial
generalizado ndo se anula para valores de k > « no caso de o ¢ N. Com a finalidade de
obter uma definicdo que possa ser relacionada com as derivadas de Riemann-Liouville e de
Caputo serao consideradas apenas funcoes definidas em intervalos limitados inferiormente
(SAMKO; KILBAS; MARICHEV, 1993).

A derivada de Griinwald-Letnikov é definida em sequéncia.

Definigao 2.5.1 Sejam « > 0 e f(t) definida em [a,b]. O operador definido por

1 X «
GLNa : k
D t)=1 —_— E -1 t —kh 2.56
af() Nl—r>Icl>o (hN)a kzo( ) (k’)f( N)7 ( )
em que hy = (t —a)/N, é chamado de Operador Derivagio de Ordem o de
Grimwald-Letnikov nos casos em que o limite existir. A

I Nos extremos dos intervalos sdo consideradas apenas as derivadas laterais.
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Observacao 2.5.1 Devido ao fato de k < N, tem-se que t — khy > t — Nhy = a.
Portanto, a derivada de Grinwald-Letnikov de f(t) depende dos valores da fung¢do no
intervalo (a,t]. Isso também evidencia a carcteristica de memdria hereditdria presente

nessa definicdo. <

A derivada de Griinwald-Letnikov e de Riemann-Liouville sdo equivalentes na classe
das fungbes com derivadas continuas até ordem [«]| conforme o seguinte teorema cuja
demonstra¢ao pode ser encontrada em (PODLUBNY, 1998, p. 63).

Teorema 2.5.1 Seja a >0, n = [a] e f(t) € C"[a,b]. Entao, para t € (a,b],
SLDE (1) = D2 (1) (2.57)

Em particular, o teorema afirma que o limite em (2.5.1) é convergente se f(t) €
C™[a, b]. Devido a essa equivaléncia, todas as propriedades obtidas na secao 2.3 serdo vélidas
para a derivada de Grinwald-Letnikov ao adaptar as hipdteses convenientemente. Além
disso, a derivada de Caputo pode ser relacionada com a derivada de Griinwald-Letnikov

pelo Teorema 2.4.2, sempre que f(t) € C™[a,b].

A importancia desse operador esta relacionada com a obtenc¢dao de métodos nu-
méricos para a derivacao e solugoes de equagoes diferenciais de ordem nao inteira para
os operadores derivacao de Caputo e Riemann-Liouville como sera visto nos capitulos

subsequentes.
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3 Equacoes Diferenciais de Ordem N3ao In-

teira

Equacoes diferenciais de ordem nao inteira! possuem aplicacoes em diversas dreas
da ciéncia segundo Kilbas, Srivastava e Trujillo (2006). Os primeiros trabalhos no contexto
das aplicagoes das derivadas de ordem nao inteira devem-se a Abel, relacionados ao
problema da tautécrona, e a Heaviside que publicou uma série de trabalhos no final do
século XIX em que se introduziu a ideia de derivadas de ordem nao inteira em aplicacoes
voltadas ao estudo do potencial e em linhas de transmissdo (DEBNATH, 2004). Embora
Abel e Heaviside tenham exibido algumas aplicagées na solucao de problemas, nao é
encontrado um grande ntimero de aplicagoes envolvendo tais conceitos antes da década de
1970 (MILLER; ROSS, 1993). A partir dessa década é possivel encontrar uma grande
quantidade de aplicagbes em varias areas da ciéncia, em particular para sistemas tais que
dependem de toda a memoria dos eventos passados, também denominado de sistemas com
memoria hereditdria, para predizer o futuro (WESTERLUND, 1991).

Neste capitulo serao enunciados os teoremas de existéncia e unicidade para equagoes
diferenciais segundo os operadores de Riemann-Liouville e de Caputo e os principais
métodos numeéricos para as discretizagoes. Antes de apresentar os referidos teoremas, serao
apresentadas as fungoes de Mittag-Leffler que possuem propriedades analogas a da funcao

exponencial no contexto de equacgoes diferenciais de ordem um.

3.1 Funcbes de Mittag-Leffler

As fungoes apresentadas nesta secdo cumprem um papel importante no contexto
de equacoes diferenciais de ordem nao inteira. Elas sao definidas por séries de poténcias
que dependem da funcao I'(-), definida na secio 2.1, e foram propostas? inicialmente
por Mittag-Leffler (1903) e estendidas posteriormente por Agarwal (1953). As fungoes
de Mittag-Leffler fornecem exemplos e contra-exemplos para o crescimento e outras

propriedades para fungoes inteiras de ordem finita (ERDELYT, 1955).

Definicao 3.1.1 A funcdo de Mittag-Leffler a dois parametros € definida por

0 Zk
Eop(z) = kz:%ir(@k ot (3.1)

O termo utilizado em inglés é fractional differential equations (FDE). Embora seja possivel definir
equagdes diferenciais para qualquer o > 0, esse nome é mantido devido aos primeiros textos sobre esse
tema que utilizavam a expressao fractional no lugar de non-integer.

Nos trabalhos realizados por Mittag-Leffler eram consideradas apenas E, 1(2).



72 Capitulo 3. FEquagoes Diferenciais de Ordem Nao Inteira

para o >0, >0 ez € C. A

Segundo Erdelyi (1955), a fungdo E,3(z) é convergente para todo z € C. No

seguinte exemplo ¢é apresentado alguns casos particulares da fungao E, s(z).

Exemplo 3.1.1

) B =Y = e
a z = — =",
bt ZT(k+1) =k
00 Zk: 1 oo zk—l—l e? 1
b) E = == = ;
) Bia(z) ,;Jr(kw) zkzo k+1! 2
00 ZQk 00 Z2k
c) Eyq(z = = cosh(z);
) Baal(&) kz:% T(2k +1) k;) (2K)! (2)
) 2k 1@ Z2k+1 senh(z)
d) Eyo(22) = - == =
) Baa(Z) ,;)F(Zk+2) ZEQO (2k + 1) 2

>

O comportamento assintético de E, s(z) quando z — oo é enunciado no Teorema
3.1.1. Como sera observado, esse comportamento esta relacionado com o argumento de z e

com o valor de a. Uma demonstracao pode ser encontrada em (ERDELYT, 1955, p. 210).

Teorema 3.1.1 Sejam 0 < a <2 e > 0. A funcio de Mittag-Leffler E, 3(z) possui o
sequinte comportamento quando |z| — +00:

. s

(i) Eap(z) =0, sc|arg(2)| > a7,

s

(i1) E,p(z) = o0, se |arg(z)| < ag

em que arg(z) representa o argumento do nimero complexo z em relag¢io ao eizo real. B

A seguinte proposigao garante que a fungao E, 1(z) ¢ limitada para |arg(z)| = ag.
(DIETHELM, 2010, p. 71).
Proposicao 3.1.2 Seja 0 < a < 2. Se |arg(z)| = ag, entdo
|Eaa(2)] < M, (3.2)

para algum M > 0 quando |z| — +o0. [ |



3.2. Existéncia e Unicidade para Equagoes Diferenciais Sequndo a Derivada de Riemann-Liouville 73

Nas secoes que se seguem, serao discutidos os conceitos de equacoes diferenciais
de ordem nao inteira e problemas de valores inciais, segundo os operadores de Riemann-
Liouville e de Caputo, com respeito as condi¢oes de existéncia e unicidade de solugoes.
Também serd visto que as solucoes de equagoes diferenciais lineares de ordem nao inteira

sao dadas em termos da funcao de Mittag-Leftler.

3.2 Existéncia e Unicidade para Equacdes Diferenciais Segundo a

Derivada de Riemann-Liouville

Uma equagao diferencial de ordem nao inteira (EDONI) de termo tnico® segundo

o operador derivada de Riemann-Liouville (Definigao 2.3.1) é uma equagao dada por
"Dy = F(t,y), (3:3)

em que F'(t,y) é uma fun¢ao dada e a > 0. Uma solugao da Equagao 3.3 no intervalo (a, 77,

T > a, é dada por uma funcdo y = ¢(t) cuja igualdade é verificada para todo t € (a, T.

Observagao 3.2.1 Neste texto, serd considerado apenas o operador LD (-) com a = 0.
Os resultados apresentados nessa se¢io podem ser estendidos para outros valores de a de

forma andloga. <

Definicao 3.2.1 Um problema de Cauchy para uma EDONI seqgundo a derivada de

Riemann-Liouville é dada pela equagao
RLDg y = F(t,y), (3.4)

com o sequinte conjunto de condicoes iniciais

I(?iay(t) - = bm
- (3.5)
RLDo—k (1) = by, k=1,2,--- ,n—1, se a>1,
t=0t
em que « > 0, n = [a], by, -+ ,b, sdo constantes dadas e t = 0 representa o limite
t—0t. A

A Equagao 3.4 em conjunto com as condigbes iniciais em (3.5) formam um Pro-
blema de Valor Inicial de Ordem nao Inteira (PVINI) segundo o operador derivada

de Riemann-Liouville.

O motivo de se escolher as condigoes iniciais da forma apresentada na Defini¢ao

3.2.1 esta relacionado com os teoremas apresentados em sequéncia.

3 Uma EDONI de multiplos termos é definida por #LD%y = F(t,y, BED y, ..., BED ) com o; < a,
1=1,...,n.
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Teorema 3.2.1 Sejam a >0, n = [a], y € C(0,h] e F(t,y(t)) € L1][0,h], com h > 0. A
fungao y(t) é solugao do PVINI (3.4)-(3.5) se, e somente se, y(t) satisfaz

— + [T F(t,y(t)). (3.6)

DEMONSTRAGAO: Se y(t) é solugdo do PVINI (3.4)-(3.5), entao, aplicando o Teorema
2.3.11, obtém-se a representacao da Equacao 3.6. Se y(t) satisfaz a Equagao 3.6, entao

t DpteF

Blpey = FRLpg Z . + IS F(ty(t))
= k+1)
n bktafk

_ ( ) + RIDE (I8 F(E y(t))

kz::l [Na—k+1)
n by, RLDg (t0k)
- Z:rm—k+n

k=1

+ FDF (1§ F(ty(1)) .-

Pela Proposicio 2.3.4, tem-se que #LDg (to‘*k> = 0 para k = 1, ...,n. Pelo Teorema
2.3.10, tem-se que RED§ (I¢ F(t,y(t))) = F(t,y(t)). Portanto, y(t) satisfaz (3.4). Resta
verificar que y(t) satisfaz o conjunto de condicdes iniciais (3.5). Aplicando #ED§™ (),
¢=1,...,n—1, em (3.6), obtém-se

n_ by, RLDSHZ (ta—kz>

RLDg—fy(t) = ’; Mokt 1) _,_RLDSK—Z (I8 F(t, y(t)))
()
= X iy D B Fly(®)

£ by PEDG (t0k) L
Ma—k+1) dtlo—1]

—
*
~

L0 (1 Bty (1))

bk téfk d[afﬂ
T(—kt1)  de?

A
1%
X

[~ I

L (P (1)

14 bk: tffk d[afé]
B ZF(@—kJrl) T graa

1§ (15 Pt y())

[+ 1o Pt y(t).

Em (%) foi utilizado que #XDg§~* (to‘*k> =0sea—{l—(a—k)=k—{e&Neem (xx) foi
utilizada a Proposigao 2.3.4. Pela continuidade de I& F(t,y(t)) tem-se que #XD§~* 1(0) = by,
¢=1,...,n—1. Finalmente, aplicando I}~ em (3.6), obtém-se, da Proposi¢ao 2.2.4 e do
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Teorema 2.2.2, que

n by Ig—a (ta_k)

I y(t) = ——— =+ [T (IS F(t,y(t
n bktnfk
= — + IV F(t,y(1)),
o que implica em Iy~ *y(0) = b,. |

O seguinte teorema mostra em que condi¢ées um PVINI dado por (3.4)-(3.5), com

b, = 0, possui tnica solu¢ao continua em um intervalo [0, k], h > 0.
Teorema 3.2.2 Sejam o >0, n = [a| e R o conjunto definido por

-1 n—k
bt
= RQ <t < n-a — - | <K
R {(t,y)e , tal que 0 <t<he [t"YY(t) EF(a—n—i—l)‘_ },

k=1
com e
Faan <K
em que K, h e M sdo constantes. Se F(t,y) for continua e limitada em R, com sup |F(t,y)| =

(ty)ER
M, e satisfizer a condicao de Lipschitz com respeito a varidvel y, i.e.,

|F(t, 1) — F(ty2)| < Alyr — yal,

para algum A > 0, entdo o PVINI dado por (3.4)-(3.5), com b, = 0, possui uma unica

solugdo continua em [0, h].

DEMONSTRACAO: O resultado serd obtido utilizando o método das aproximagoes sucessivas.

Sejam

n—1 b ta—k
wlt) = 3 (3.7)

vit) = 2w T o Fyia(?)), (3.8)

em que ¢ € N*.

Primeiramente, sera demonstrado que o conjunto R é nao vazio. De fato,

Além disso, é necessario mostrar que todas as func¢oes dadas pela Equacao 3.8 também

pertencem ao conjunto R. Seja y; definida por (3.8). Como y, é continua, tem-se que
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F(t,yo(t)) é continua e limitada, entao
= [ Ig F(ty0(t)]

< G F(t (1))

1

i | €= P

n—«a

IA
~
1
Q

/0 (t — 7)Y |F(r, yo(r))| dr

IN

n—a% ' _Ta—l T
t I‘(a)/o(t ) d

n—ao M
['(a+1)

M h™
Mla+1)
Portanto, (¢,y1) também pertence ao conjunto R. Segue por indugdo em i que y;(t) sdo

fungoes continuas e que (t,y;(t)) € R para todo i € N.

Aplicando inducao em i, mostra-se que as fungoes y;(t) satisfazem

MAi—l hia
(1) — vy ()| < ——m—.

Para i = 1, tem-se que

M M
(@+1) " T(a+1)

) = (0] = 115 Flt.m(®)] < -
e, para i — 2, que
) = (0] = 115 Pt (0) — 15 F(t go(0)
= | [ = P ) - P ar

1 t ol
< / (t — )" |F(r, (7)) — F(r,50(r))| dr

1 ¢ o1
< / (t= 7)1 A |1 (7) — yo(7))| dr

A t 01 MT“ .
r(co/o“‘” Mot 1)
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MA ' a—1__«a
< IWM/O@—T) 7T

M At
I'2a+1)

< M Ah*
- T'2a+1)’

em que a penultima desigualdade segue pela Equacao 2.17 utilizada na demonstragao do

Teorema 2.2.2. Supondo que o resultado seja verdadeiro para i — 1, tem-se que

i)~y ()] < F(la) / (t = 1) |F(ryypr (7)) — F(ryoa(r))| dr
1 ! a—1
< / (t = 7)Y Ay (7) — gpa(r)| dr
A t - Ai—QMT(i—l)a
< w/o(t‘” M- Datn
Ai*thia
Flia+1)

A expressao obtida na tultima desigualdade é o termo geral da série convergente em C que
M Ea71(2)
A

determina a func¢ao avaliada em z = A h®. Portanto,

. M Az hia
lim

ioo A T(ia+ 1) =0

e y;(t) é uma sequéncia de fungoes continuas que converge uniformemente em [0, h].

Se y(t) = lim y;(t), entdo y(t) é continua em [0, k], satisfaz a Equagao 3.6 e
1—00

lim | "%y, (t) — i

i—00 —Ta—n+1) B

o que implica em (¢,y(t)) € R.

Para finalizar, sera demonstrado que a solugao é tnica. Se existir uma outra solugao
do PVINI (3.4)-(3.5), 4(t), que também seja continua em [0, h] e (£,7(t)) € R, entdo

) =30 = oy / (t — 7)) [F(r,y(r)) — F(r.5())] dr.

o que implica em y(0) — 7(0) = 0. Logo,

1 t o1 N
o / (t — 1) Aly(r) — (r)) dr

Aet®
MNa+1)

ly(t) —5(1)] <
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em que |y(t) — g(t)| < e para t € [0, h]. Utilizando a estimativa anterior de forma recursiva

1 vezes, obtém-se

a4qfa
t)—gt)| < =—=—/—.
) =901 < oo
ihia
Tomando o limite i — oo, tem-se que |y(t) — g(t)| — 0, pois Tlia+ 1) ¢ um termo da
série convergente de € E,1(Ah®). [

Observacao 3.2.2 O Teorema 3.2.2 nao é o mais geral possivel, pois foi considerado
b, =0, em que n = [a|. Na literatura, e.qg., (SAMKO; KILBAS; MARICHEV, 1993;
PODLUBNY, 1998; KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006; DIETHELM, 2010),
encontram-se varias demonstragoes similares como a apresentada acima considerando by,

qualquer, que € a forma mais geral da Equacao 3.6, e o conjunto

n n—k
R:{(t,y)€R2, tal que 0 <t<he t”_ay(t)—zbkt)‘gl(}.

n bkta—k
t) = _ 3.9
bolt) kZ::lF(a—kJrl) (3:9)
(t) = iﬂ—kI“F(t 1(1)) (3.10)
yZ - = F(O{ _ k,’ —I— 1) 0 7y2—1 ) .
ou seja, k =1,...n. Ao tentar demonstrar que (t,y;(t)) pertencem ao conjunto R para b,

qualquer, esses autores cometem um equivoco no passo de indugio. Embora yo(t), definida
em (3.9), € tal que (t,y0(t)) € R, essa fungido ndo é escrita em termos da relagio de
recorréncia (3.10). Portanto, ao iniciar o passo de indugio a partir de yo(t) nao se verifica
que as fungoes dadas pela Equagio 3.8 satisfazem (t,y:(t)) € R. Além disso, yo(t) nio é
continua em t = 0 para b, # 0, o que pode implicar em (t,y,(t)) ndo pertencer ao conjunto
R dependendo de F(t,y), como serd ilustrado no Exemplo 3.2.1. Na verdade, ao verificar
a validade da Equacdo 3.10 como o primeiro passo na demonstracao por inducao, deve-se

comegar de y,(t), como feito na demonstragio do Teorema 3.2.2. <

O seguinte exemplo mostra que, dependendo da fungao F'(¢,y), ndo é possivel obter

y1(t) tal que (t,11) € R, como discutido na observacio acima.

Exemplo 3.2.1 Seja o sequinte PVINI

Dy y =y,
blzza,

com a € R*. A fungdo F(t,y) = y* € continua e Lipschitz. Além disso, é limitada em

qualquer subconjunto limitado de R?. Procedendo como na demonstragio do Teorema 3.2.2,
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as fungoes y;(t), i € N, sao dadas por

at70,7
t = —
o = Tos)
Clt_077
(1) = —— +I8y2 [ (t).
y( ) 1—\<0’3> + 0 yz—l( )

Considerando o conjunto R no lugar de R, tem-se que (t,yo(t)) € R. Contudo,

_ 2
OT gy (1) — 2| = [ o (21 o
1'(0,3) 0 \1(0,3)

0,7

1 t 02 714
t—7) % ——_dr
r(0,3) /0 = Ty |
2 40,7 t
e / (t —7) %"~ dr|,
0

(1(0.3))°
A integral na tltima igualdade é divergente pelo Coroldrio 2.2.5, e (t,y1(t)) ¢ R. Além

disso, a mesma equagao mostra que |y;(t) — yo(t)| também diverge. >

Observagao 3.2.3 Se o PVINI (3.4)-(3.5) for tal que F(t,y) = g(t) com g € C|0, h],

entao, pelos Teoremas 2.5.10 e 3.2.1, a solucao é dada por

n by, ok 1

y(t)=>_ Mo — kT 1) + o) /0 (t — 1) g(r)dr.

k=1

<

Observagao 3.2.4 Em particular, se (3.4) for auténoma, o € (0,1) e by = 0, tem-se que

a solucao do PVINI ¢ a funcao identicamente nula. |

O papel anédlogo da funcao exponencial, estudada nas solucoes de equagoes diferen-
ciais de ordem inteira lineares, é dado por uma funcgao escrita em termos da funcao de
Mittag-Leffler (Definigao 3.1.1) para o caso de ordem néao inteira. A seguinte proposigao

mostra a solugdo em termos dessa funcio para a EDONI linear LDy y = \y.

Proposicao 3.2.3 A funcao dada por
y(t) =t Eyo(At?) (3.11)

é solugio da equagio LD§y = \y para a > 0.
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DEMONSTRAGAO: De fato, pela Defini¢ao 3.1.1 e pelo Corolario 2.3.7, tem-se que

o (At)E
RLDa tafl Eaa >\ta — RLDa tafl (
0 ( » ( )) 0 1; F(ak+a)

[e's) )\k

— RLDa takJrafl
kz:% I'(ak + «) 0 ( )
RLDa (ta 1 S RLNao ak+a—1
INE) z::l ak + a) Do (t )
> I'(ak+ @) e
— Z tock

= ak+a) (k)

oo \k— 1ta(k 1)4a—1

= Z T(ak)

00 )\k’ 1toz(k 1)

= MDY e
k=1

a—1 )‘ta)
= A Z —1)+ )

= MY 12 )\t)
I'(ak + )

Y (t“‘l Epa(X t“)) .

|
Observacao 3.2.5 Pela linearidade da derivada de Riemann-Liouville, tem-se que
y(t) = ct* ' By o(A 1Y)
também € solugao da EDONI LDy = Ny, para todo ¢ € R. <

Observacao 3.2.6 Embora provou-se o teorema de existéncia e unicidade para o caso em
que b, = 0, o teorema pode ser demonstrado para EDONIs lineares aplicando o método das
aproximagoes sucessivas, considerando o conjunto R (Observagao 3.2.2) com 0 < a < 1,

mesmo para by # 0. Nesse caso, tem-se que

[e's) k
11—« a—1 a ak

o que tmplica na condicao inicial by = c. <
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Considerando a > 1 e aplicando o Corolario 2.3.7 para obter as derivadas #-Dg~* y(t),

em que y(t) é dada por (3.11), tem-se

0o )\k

RLpyo—¢ ak+4—1
D )= ——t (=1---n—1
0 y( ) ];) F(Oék’ _‘_g) , pala ) T )
em que n = [a]. Além disso, = > ———— "1 Assim, a funcdo y(t)
= I( ak + n)
satisfaz
I~ "y(t) = 0,
=0+
RLDo=14(t) = 1, (3.12)
=0+
BLDG= (1) =0, /(=2,---n—1,sea>2.
=0+

Logo, pelo Teorema 3.2.2, a fungao y(t) = t* ' E, o(A\t*) é a tnica solugdo do PVINI dado

pela equacio FDSy = Ay com condigoes iniciais (3.12).

Observacao 3.2.7 Substituindo a sequnda linha de (3.12) por BED§™ y(t) =b €R,
t=0+
entio a solugio de DSy = \y para a > 1 é dada por

y(t) = b1 t* " By o (A1),

Gréficos de y(t) = t*' E, o(At?) para t € [0,3], A = 1 e diferentes valores de «
estao apresentados nas Figuras 3.1 e 3.2. Observa-se que a exponencial €', caso a = 1,
divide o plano em duas regioes: para valores de o < 1, os graficos ocorrem acima de e! e
sao descontinuas, enquanto que os graficos para valores de o > 1 sao continuas e ocorrem

abaixo.

80 T T T T T T

70 p /A
60 .
50 H .

10 | E

t(l‘l Eu.n (/\ tn)

30 | s

Figura 3.1 — Grificos das fungoes de Mittag-Leffler t*~' B, (t*) com (~+-) a = 0,25, (- --) a = 0,50,
(---) a=0,75 ¢ (—) a = 1,00.
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frwl En.n(/\fa)
T
I

Figura 3.2 — Grificos das fungoes de Mittag-Leffler t*~! E, o(t*) com (—) a =1,00, (---) a = 1,25, (--
-)a=150c¢ (--) a=1,75.

Como pode ser observado, as condigoes iniciais de um PVINI dado por (3.4)-(3.5)
sao dependentes de derivadas de ordens nao inteiras, mesmo no caso em que € valido
o Teorema 3.2.2. Em Heymans e Podlubny (2006) encontra-se uma série de exemplos
no estudo de problemas relacionados a viscoelasticidade em que interpretacoes fisicas
para tais condigoOes iniciais sdo encontradas. Contudo, tal trabalho nao apresenta uma
maneira sisteméatica para obter tais interpreta¢oes em sistemas mais gerais. De forma geral,
tais condigoes iniciais nao possuem um significado claro no que se refere a aplicagoes ou
modelagem de fenomenos fisicos. Devido a esta dificuldade, equagoes diferenciais segundo o
operador de Riemann-Liouville sdo pouco utilizadas para estudar fenomenos que envolvem

derivadas de ordem néo inteira.

Na seguinte secao serd definido o PVINI segundo o operador derivada de Caputo.
Diferente do que acontece para a derivada de Riemann-Liouville, as condigbes iniciais
necessarias para se resolver um PVINI segundo Caputo dependem de derivadas de ordem
inteira. Além disso, é possivel garantir a existéncia e unicidade de solucoes de forma mais

geral do que as apresentadas nesta secao.

3.3 Existéncia e Unicidade para Equacdes Diferenciais Segundo a

Derivada de Caputo
O problema de Cauchy segundo a derivada de Caputo é definido por
Definigao 3.3.1 Um PVINI sequndo a derivada de Caputo é dado por
‘Dyy = F(t,y),

d*y(t) (k)
I t:0+:y0 , k=0,...,n—1,

(3.13)

em que o > 0, n = [«] e as constantes uB) sdo dadas. A
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Um PVINI segundo a derivada de Caputo é equivalente a solucao de uma equagao
integral, de forma similar ao que ocorre com um PVINI para a derivada de Riemann-

Liouville (Teorema 3.2.1), e é apresentada a seguir.

Teorema 3.3.1 Sejam a >0, n = [a], y € C[0,h], com h > 0. A fungio y(t) € solugio
do PVINI (3.13) se, e somente se, y(t) satisfaz

n—1, (k) tk 1

y(t) = Z ?Jok! + F(a)/o (t — 1) F (7, y(7))dr. (3.14)

k=0

DEMONSTRAGAO: Se y(t) é solugdo do PVINI 3.13, entao pelo Corolario 2.4.9 tem-se que

o n—1 y(()k') tk
Ig F(t,y(1) = I§ “Dg y(6) = y(t) = >_ =
k=0 :

Se y(t) é solugao da Equagao 3.14, entdo, aplicando a Proposi¢ao 2.4.4 e o Teorema 2.4.7,

tem-se que

n—1, (k) tk 1

Dyt = °D§ (Z ] <t—¢>a-1F<r,y<T>>dT>

k=0

C n—1 yék)tk .
= Dy (X |+ DS I Fley(0)

k=0

= F(ty(t)).

O teorema anterior pode ser utilizado como uma justificativa para a formulagao do
problema de Cauchy dado no sistema (3.13), em que as condigoes iniciais sdo dadas em
termos de derivadas de ordem inteira. Devido ao fato de essas condigbes iniciais possuirem
significado fisico conhecido, a derivada de Caputo é mais difundida em aplica¢des que
envolvam modelagens com sistemas de ordem nao inteira para condigoes iniciais nao
identicamente nulas’ (DIETHELM et al., 2005).

O seguinte teorema mostra condi¢oes necessarias para um PVINI segundo a derivada

de Caputo ter uma unica solucao.

4 Condigdes iniciais identicamente nulas também sdo chamadas de condi¢coes homogéneas.
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Teorema 3.3.2 Sejam a >0, n = [a| e C o conjunto definido por

n—1, (k) 1k
t
C:{(t,y)€R2, tal que 0 <t<he y(t)—zy0k| SK},
k=0 N
com A e
" <K,
MNa+1) ~
em que K, h e M sdo constantes. Se F(t,y) for continua e limitada em C, com sup |F(t,y)| =

(ty)eC
M, e satisfizer a condicao de Lipschitz com respeito a varidvel y, i.e.,

[F'(ty1) = F(t,y2)] < Alyr — vl

para algum A > 0, entdo o PVINI dado por (3.13) possui uma tnica solugcao continua

para t € [0, h].

DEMONSTRACAO: O resultado é obtido pelo método das aproximacoes sucessivas a partir
das funcgoes

n—1 (k) k

Yo(t) = Zyok! ;

k=0

n—1, (k) 1k

Yo U7 a
vilt) = > Ok' + 15 F(t, 5 (1)),
P

em que ¢ € N*, e segue de maneira andloga a demonstragao do Teorema 3.2.2 fazendo as

devidas adaptacoes para o conjunto C. [ |

A solugao geral de um PVINI linear segundo a derivada de Caputo é apresentada

no seguinte teorema.

Teorema 3.3.3 Sejam o > 0, n = [a], A € R e g(t) uma fungio diferencidvel no
intervalo (0, h), continua em [0, h], com h > 0. Entao a solu¢ao do PVINI

Dy =y +g(t),

k (3.15)
@ y(t) :y(()k),k::(),...,n—l
dtd | _o+
¢ dada por
n—1 t
y(t) =Y 0t B (M) + / (t =7 Eau(At—7))] g(r)dr.  (3.16)
k=0 0

DEMONSTRAGAO: De maneira andloga a demonstracao do Teorema 3.3.2; tem-se que
n—1 (k) tk

Yo(t) = Zyok! ;

k=0

n—1 (k) 1k
w(t) = X B 1 Qw0+ 9(0).

k=0
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A funcao y;(t) pode ser reescrita por
n—1 y(k) s
n®) = > =5+ 15 Qwlt) +9(1))
k=0
n—1 (()k) ka n—1 y(()k) a+k
= + + 15 9(1)
kz:% k! kz:%F(Oé-i-k-i-l) 0
n—1 1 Lyol+k
= + t
,;yo (g) F(a€+k+1)> 0 9(t)
Supondo como hipétese de inducgao que
n—1 i Lirol+k i—1
(k) At ) ¢ ra(t+1)
Yi = Yo | T2 g(t),
obtém-se
n—1 (()k) tk
i () I Qut) + 9(0)
k=0 :
n—1, (k) 1k n—1 i Lyol+k
Yo t a (k) At ‘r £+1)
+ A1 ( Y, - AT +
,go k! 0 ,go 0 Z%I‘(af%—k%— Z
+1g g(t)

1—1
FAIE (Z Al ot g(t)) + I8 g(t)

/=0
n=1, (k) 4k 0+10(0+1)+k
Yo AT )
+ +
S+ 8l (S i T

i—1
+ (TN 5500 + 13 g0

=0

i+1 /\Ktoaf-i-k

Z ?Jo (Z WM) +Z)\z 1—0 Hl)g(t).
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Como Ay + ¢g(t) é continua e Lipschitz na variavel y, tem-se que existe uma tnica solugao
para o PVINI em (3.15) e

nz—:l *) i )\Eta€+k S . (t+1)
p—— )+ S
idoo e A\ Dl +k+1)) =777

n—1 7 Lyal+k

_ (k) I At
kz:% Yo <z‘5?o;) P(a£+k+1)> +
A ! (¢+1)—1
+zli>lgoz NTESY) / (t—r) g(T)dr

n—1 () % /\Ztaé

z—>oo£ (ol +k+1

= "i y$ B g (M) + /0 [(t = 1) By (Mt = 7)%)] g(7) dr.

k=0

Corolario 3.3.4 Sejam a >0, n = [a] e A € R. A solugao do problema de valor inicial

“Dgy =Ny
dkdizgt) T k=0, n—1 (3.17)
¢ dada por
_ nf U B gy (M), (3.18)
k=0

Observacao 3.3.1 Se no coroldrio anterior 0 < a < 1, entao a solugio do PVINI 3.17 é
dada por

y(t) = 1 Ear (M), (3.19)

Sea>1ce y(()k) =0 para k > 0, entao a solu¢io do PVINI 3.17 também serd dada por

(3.19). A fungio En1(At*) cumpre o papel andlogo de f(t) = e' no contexto de derivadas

de ordem inteira. |

As Figuras 3.3 e 3.4 apresentam alguns graficos de E, 1(At%) para t € [0,3], A =1

e diferentes valores de «.
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Figura 3.3 — Grdficos das fungoes de Mittag-Leffler Eq 1(t%) com (---) o = 0,25, (- --) a = 0,50,
(---) a=0,75 ¢ (—) a = 1,00.

20 T T T T T
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Eo1(At)
=
T
|

|
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Figura 3.4 — Grdficos das fungoes de Mittag-Leffler Eqo1(t%) com (—) o = 1,00, (---) a = 1,25,
(----) a=150¢€ (--) a=1,75.

Na seguinte se¢ao sera introduzida a Transformada de Laplace para obter solugoes
para um PVINI na forma de (3.15). Além disso, serd visto como aplicar essa transformada
nas funcoes de Mittag-Leffler E, g(At*) com = ou = 1.

3.4 A Transformada de Laplace como Método para Solucao de

EquacSes Diferenciais Lineares Segundo a Derivada de Caputo

A derivada de Caputo para a = 0 e @ ¢ N pode ser reescrita em termos da
convolucao entre a derivada n-ésima de uma funcao y(t) e a funcao "~ ! da seguinte

maneira

(o) = y(t)
F'n—a)

D y(t) = (3.20)
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em que (f % g)(t) representa a convolugdo entre as fungoes f(t) e g(t) (BOYCE; DIPRIMA,
2010, p. 187). Nesse sentido, a Transformada de Laplace da derivada de Caputo é obtida pela
propriedade da transformada da convolucao entre a funcao t" =71, que paran—a—1 > —1

a transformada é dada por

Loty = ————— (3.21)

e a funcio y™(¢).

Teorema 3.4.1 Seja y(t) uma fungdo definida em R e diferencidvel até ordem n —1 em
t =0%. Se a Transformada de Laplace de y(t), denotada por L{y(t)} =Y (s), existe para
s> c¢ € R, entdo, dado o > 0 e s > mdz{0, c},

n—1

L{Dyy(t)} ="V (s) = 3 s> yM(0). (3.22)

k=0

DEMONSTRAGAO: Escrevendo a derivada de Caputo na forma (3.20) e aplicando a Trans-

formada de Laplace, tem-se

1

c{pgyt)} = mﬁ (o) y™ (1)}

b
I'(n—a)

Corolario 3.4.2 Se y(t) tiver condigoes iniciais nulas até ordem n — 1, entdo

L{Dgyt)} ="V (s). (3.23)

A Transformada de Laplace também pode ser obtida para a integral e a derivada
de Riemann-Liouville, por meio de representacoes analogas a da Equagao 3.20 para esses

operadores, aplicando a propriedade da convolugao entre fungoes.
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Teorema 3.4.3 Seja y(t) uma fungao definida em R, tal que L{y(t)} = Y (s) exista para

s>c €R. Sea>0, comn=[al, entio para s > mdz{0, c}

(i) LG y(0)} = ¥ (s).

n—1
o Z sn—k—l RLDg_n+k y(t) )
t=0*t k=1 t=0"*

(ii) L{FD§y(t)} = s* Y (s) — 5"~ 7~ y(t)

desde que a integral e as derivadas de ordem nao inteira existam em t = 0%,

DEMONSTRAGAO: Segue diretamente da aplicagdo da transformada da convolugao e das
Definicoes 2.2.1 e 2.3.1. [ |

Para se obter as solugoes do problema de valor inicial (3.17) usando o método da

Transformada de Laplace é necessario determinar a transformada de (3.18).

Proposigao 3.4.4 Se a >0, k € N e |[s*| > |\|, entdo
a—k—1

s — )\

L{F Bopan (M)} = (3.24)

DEMONSTRAGAO: A funcio y(t) = tF E, 1 (At®) pode ser escrita da seguinte forma:

. 7 )\Ztaerk
t* B (M) = lim S
rr1(AL%) iir?ogr(aukﬂ)

I 1
Uma vez que L {t*} = M, p > —1, tem-se, para cada ¢ > 0, que
gpt1
i M\ paltk i A\
L _— = 2 etk
{Z(Z)F(&K—i—k—kl)} ;)F(aﬁ—i-kjtl) { }
_ Z Mo Tlal+k+1)

- ; gol+k+1

; ¢
> (2)
- k1 \ ga | -
=S s
A equagao acima é uma progressdo geométrica de razao A\/s®. Portanto,
Safkfl

54—\

L{F Bopan (M)} =
u

A seguinte proposicao refere-se a Transformada de Laplace da fungao em (3.11)
que, como visto no Teorema 3.3.3, faz parte da expressao para a solucao do PVINI linear
(3.15).
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Proposicao 3.4.5 Se a >0 e |s*| > |)|, entdo

{7 Baahi)} = L - (3.25)

DEMONSTRACAO: A demonstracao é analoga a da Proposicao 3.4.4. Assim,

LU BaoMt)) = L i Nt
o B = Tl +a)
00 )\Z
=2 I'(al + )

=0

. il(ky

o a
/—0 S S

L {taﬁ—‘roa—l }

5% — )\’
se |s* > |A]. [ |
Essa secao sera finalizada mostrando que o problema de valor inicial dado em
(3.15) pode ser resolvido de maneira andloga ao do caso de equagoes de ordem inteira pela

aplicagao da Transformada de Laplace, desde que a Transformada de Laplace da fungao

g(t) exista.

Aplicando a Transformada de Laplace em ambos os membros de (3.15) chega-se a

7Y () = 3 s Py =AY (s) 4+ G(s), (3.26)
k=0
e, isolando Y'(s), obtém-se
G(S) n—1 ) Sa—k—l
Y(s)= . 3.27
@)= R (3.27)

A Transformada Inversa de Laplace (BOYCE; DIPRIMA, 2010, p. 171) aplicada a ambos

os membros da Equagao 3.27, utilizando as Proposicoes 3.4.4 e 3.4.5, fornece a solugao

00 =3 U EassOe) + [ [0 1 Bt = 7)) g(r)

k=0

que é a mesma equacao obtida no Teorema 3.3.3.

3.5 Sistemas de Equacdes Diferenciais de Ordem n3o Inteira Se-

gundo a Derivada de Caputo

Nesta secao, o conceito de um PVINI sera estendido para sistemas de equagoes

diferenciais de ordem nao inteira segundo a derivada de Caputo e em que condigoes esses
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sistemas terao uma tnica solugao. Além disso, sera visto como obter solug¢oes no caso de

sistemas lineares, cujos coeficientes nao dependem explicitamente do tempo.

Um sistema de equagoes diferenciais de ordem nao inteira segundo a derivada de

Caputo ¢é dado pelo conjunto de equagoes

°Dyryi = Filtyiy2, .- Ym),

CD82 Y2 = FQ(t7y17y27 oo aym)7
(3.28)

Cng Ym = Fm(t;yl,y2, s 7ym)a

emquea; >0e Fj:RxR™ —-Rcoml=1,--- ,m.

Um PVINI para sistemas de equagdes é dado pelo sistema (3.28) munido do

conjunto de condic¢bes iniciais

dPy, (t
d%) =y k=0, Ja] - 1,1=1,...,m (3.29)
t=0+
O sistema (3.28) é dito comensuréavel se a; = a para todo [ = 1, ..., m. Caso

contrario ele é dito incomensuravel.

O seguinte teorema mostra em que condigoes um PVINI comensuravel (3.28)-(3.29)

possui unica solugao.

Teorema 3.5.1 Sejam a >0, n = [a] e C,, o conjunto definido por

Cm:{(t7y17-"7ym)€RXRm, talqueOgtghe

n—1 (k) k

Yog b
wlt) =Y
: .

=0

<K, lzl,...,m},

com
M h*
- <K,
Ma+1) =
em que K, h e M sdo constantes. Se as funcoes Fi(t,y1, ..., ym) forem continuas e
limitadas em C,,, com sup |Ey(t, g1, - ym)| < M e satisfizerem a condigao

(t7y17 ey ym)ecm

’E(tayla 7ym> - E(t7217 "'7Zm)‘ S A Z|yl - Zl|
=1

para algum A >0 el=1,...,m, entio um PVINI comensurdvel dado por (3.28)-(3.29)

possui uma unica solugao continua para t € [0, h).
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Na demonstracao desse teorema é utilizada a versao generalizada do Teorema 3.3.1,
cuja demonstragao pode ser obtida de forma andloga, para as fungoes y,(t) satisfazendo o
PVINT (3.28)-(3.29) no caso comensuravel e é dada por

n—1,,k) tk 1

y(t) = kz:% yo’li! + F(&)/o t—7) R0 (7)), ym(T))dr, 1=1,...,m, (3.30)

em que n = [a].

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 3.5.1: Definindo as fung¢oes

w®) = X Z

(yl<t>>i = Z 7k:! + 15 Fi(T, (yl(t>)i—1 REER (ym(t))iq)’

em quet € N*, [ =1, ..., m, e aplicando o método das aproximagoes sucessivas, tem-se

que o resultado segue de maneira analoga as demonstracoes dos Teoremas 3.2.2 e 3.3.2.

Observacao 3.5.1 Embora apenas a versao comensurdvel esteja sendo abordada, é possi-
vel obter um andlogo do Teorema 3.5.1 para o caso incomensurdvel, adaptando a definicao

do conjunto C,, e a Equagao 3.50. <

Observacao 3.5.2 O teorema de existéncia e unicidade para sistemas de equacoes di-
ferenciais sequndo o operador de Caputo ndao pode ser estendido para o operador de
Riemann-Liouville em sua totalidade, pois a mesma limitacio do Teorema 3.2.2 serd

encontrada. <

Se o sistema (3.28) for comensuréavel, entao o PVINI formado com as condigoes

inicias (3.29) sera denotado por

i (3.31)

- (k
ﬁt_w:y(()),k}:o,...,fof‘—l.

em que = (Y1, ..., ym), F(t,9) = (FL(t, 7)), - ... Fu(t, 7)) e ©Dg ij é definido como sendo

—

a derivada de Caputo coordenada a coordenada de /.

Observacao 3.5.3 Pela equivaléncia das normas euclidiana, do mdzimo e da soma em

espagos vetoriais (LIMA, 2015), tem-se que

‘E(uyh 7ym) - E(tazla "'7Zm)| S A Z’yl - Zl’
=1
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para algum A >0 el =1, ...,m € equivalente d funcao ﬁ(t,gj) ser Lipschitz para alguma
constante L dependendo de A. Assim, o Teorema 3.5.1 pode ser reescrito com hipoteses

equivalentes para uma versao vetorial utilizando a representag¢io (3.31). <

Um conceito comumente utilizado em sistemas de equacoes diferenciais autonomos
de ordem inteira é o de ponto fixo. O conceito de ponto fixo pode ser estendido para um
sistema dado por (3.31), no caso em que a fungdo F (t,y) ndo depende explicitamente do

tempo®, ou seja, F(t, i) = F (7).

Definigdo 3.5.1 Um ponto ij* € R™ ¢é dito um ponto fixo da EDONI ¢D§ i = ﬁ(gj’) se
a solugao do respectivo PVINI considerando y(0) = y* € a fungio constante y(t) = y*. A

Proposicao 3.5.2 Sejam a >0, n = [a] e ﬁ(g’) uma funcao lipschitziana. Se um ponto
y* € R™ € tal que ﬁ(gj*) =0, entdo a solugio do PVINI dado por

7O g+, (3.32)
g =0 k=1,...n—1,sea>1,

¢ a fungao constante y(t) = y*.

DEMONSTRAGAO: A fungao constante ¢(t) = ¢* satisfaz as condigoes iniciais do PVINI
dada por (3.32). Além disso, como a derivada de Caputo de uma constante é zero, tem-se
que o vetor ¢ * satisfaz ambos os membros da EDONI em (3.32). Logo, pelo Teorema 3.5.1,

tem-se que ¢(t) = ¢* é a tnica solugao desse PVINL |

Observacao 3.5.4 O conceito de ponto fizo ou um andlogo da Proposicio 3.5.2 para a
derivada de Riemann-Liouville ndo pode ser obtido, pois a derivada de Riemann-Liouville

de uma constante nao nula € diferente de zero se a € Ry — N* (Proposi¢io 2.5.4). <

Corolério 3.5.3 Se 0 < a < 1, entdo i* € ponto fizo de D§ § = ﬁ(gj’) se, e somente se,
F(ij*) = 0. |

Como exemplos de sistemas de equagoes diferenciais de ordem nao inteira, destacam-

se os lineares, comensuraveis e cujos coeficientes nao dependem explicitamente do tempo,

> Evita-se chamar um sistema (3.28) em que F (t,y) ndo depende explicitamente do tempo de auténomo,

ou de invariante no tempo, devido a dependéncia da memoria hereditaria contida em todo o intervalo
[0,t) para determinar a solugdo em y(?).
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dados pela forma
“Dyyi = anyr + awys + - + GimYm,

CDS Yo = Ga21Y1 + G22Y2 + - + AomYm,
(3.33)

CDS Ym = Gm1l1 +am2y2 + - +ammym7
emquea>0eaq,€Rparal,p=1,...,m.

Como sera visto adiante, as solu¢oes do sistema acima podem ser obtidas expli-
citamente em termos das func¢oes de Mittag-Lefler. Além disso, no caso da matriz dos
coeficientes nao for singular, tais sistemas possuem a origem como o Unico candidato a
ponto fixo e o comportamento dindmico em torno desse ponto podera ser avaliado a partir

do comportamento assintético das fungoes de Mittag-Leffler (Teorema 3.1.1).

O sistema (3.33) pode ser reescrito na forma matricial
Cpof— Ai

em que A € R™™ e ¢y € R™. Uma vez que a aplicacao linear Ay é lipschitziana e limitada
para qualquer subconjunto limitado de R™, tem-se que, para um determinado conjunto de
condi¢oes iniciais como em (3.29), o sistema (3.34) possui uma unica solugdo, conforme

Teorema 3.5.1.

Para mostrar que as solugoes de (3.34) podem ser obtidas explicitamente, sera
realizado um procedimento andlogo ao realizado para exponenciais de matrizes (DOERING;
LOPES, 2012) para fungoes de Mittag-Leffler.

Definigao 3.5.2 Sejam o, >0 e A € R™™. A fungao de Mittag-Leffler da matriz A é
dada por

Fos(A) = g% F(o;lj—l—ﬁ)' (3.35)

A
Proposigao 3.5.4 Seja A € R™*™, entao a série que define E, 3(A) € convergente.

DEMONSTRACAO: Utilizando a norma de matrizes dada por

Al = sup | Ag]l,
l7l1<
obtém-se
= A¥ = |14% > JIAJ*
E < B = E,3(||Al]).
|Bas(A)] <3 ak+5)|1 > ok 15 S 2 ok £ 7 = Peel4D)




3.5. Sistemas de Equagées Diferenciais de Ordem ndo Inteira Sequndo a Derivada de Caputo 95

Uma vez que E, (z) converge para todo z € C, tem-se que a funcao de Mittag-Leffler de

uma matriz também é convergente. ]

A partir da Definicdo 3.5.2 é possivel definir a aplicagdo t — E, 3(At*) que
determina um caminho no espagco R™*™. Para ® : I C R — R"™™ em que ®(t) =
[D1p(t)],,,,, € uma matriz quadrada m x m para cada ¢t € R, a derivada de Caputo de ®(¢)

¢é definida coordenada a coordenada por

Dy (1) = [“D§ o, 1)) .- (3.36)

mxXm

O seguinte teorema mostra a forma que uma fungao matricial deve ter para satisfazer
a EDONI linear “Dg ®(t) = AdD(t).

Teorema 3.5.5 Sejam a > 0, n = [« e as fungdes matriciais dadas por
Op(t) =t" Ep 1 (At*), k=0, ...,n— 1. (3.37)
Entdo, CDS‘ (I)k<t) = A(I)k(t)

DEMONSTRAGAO: A demonstragao é andloga a do Teorema 3.2.3, mas aplicando a derivada

de Caputo no lugar de Riemann-Liouville em cada termo da série. ]

O seguinte teorema mostra quais sao as solugoes de um PVINI linear e cuja matriz

do sistema seja constante.

Teorema 3.5.6 Sejam a >0, n = [a]| e A € R™*™. Entdao a solugio do PVINI

“Dgy = Ay,
dvif 0 (3.38)
Tﬁt:o+:y0’k:0’ n—1,
¢ dada por
iit) = kz " g (A7) 75", (3.39)

DEMONSTRACAO: O resultado segue pelo Teorema 3.5.5 ao aplicar a derivada de Caputo

nas colunas das fungoes @;(¢). [

Se a matriz A for diagonalizavel, ou seja, A = TDT~! com D diagonal, entao
Op(t) = T(t" Eqpir (Dt)T ™, (3.40)

com t* E, 11(Dt*) diagonal. Dessa forma, as solugdes de cada uma das coordenadas do
sistema (3.38) serdo fornecidas por combinagoes lineares das fungoes t* E, j41(\ %), em

que \; sao autovalores de A, [ =1,...,m.
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No caso em que a matriz A € R"™*™ possuir autovalores complexos também é
possivel obter solugdes puramente reais, assim como para sistemas de ordem inteira. Sejam
A e X um par de autovalores complexos conjugados de A e 10, 1 seus respectivos autovetores.

Nesse caso, as fungoes

t* By o1 (M) 10, (3.41)
t* By 1 (M) 10, (3.42)
satisfazem a equagio D¢ = Ay para k =0, ..., [a] — 1. Contudo, essas fungdes nio sao

reais. Escrevendo A = a + jb e sua respectiva forma polar A = p(cosf + j send), obtém-se

[e's) (a+jb>éta€+a—1

t*Ey e (MY) =
w1 (A7) Zg T(al +k+1)

Z p*(cos 69) + jsen(£f)) tttk
Il +k+1)

00 pé COS(K@) poltk 00 pé Sen(ge) tolbtk

) 3.43
g%r@ﬂ+k+n JZ%P@¢+k+U (3:43)
Denotando cada série da ultima equagao por
oo ol+k
b, 19 = p"cos(£0)t 7
= Tl +Ek+1)
(3.44)
oo/ 06 ta€+k
b\ 1) = p"sen((0) ’
= T(al+k+1)
tem-se que
P B i1 (M) = ¥ (1) + 5 eb (). (3.45)
Analogamente,
t" B e (%) = ef (N 1) — jeb (N, ). (3.46)

A derivada de ordem « da fungao ¥(\t) é tal que

o0 y4 59) ta€+k
C’Da k )\ta — C’Da P COS(
M) " \& Tlal+k+1)

pt cos(£0) tvt-atk
Mol —a+k+1)

I
Mg

(=1

> p*lcosf cos((¢ — 1)8) — senfsen((£ — 1)8)] telé—1+k
ezzl C(a(l—1)+k+1)

00 pé COS(@@) tolbtk o end 00 pé Senwe) tolbtk
= Tl +k+1) P = (el +k+1)

= pcosf

= agh(\tY) — beh(\,t%).
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Analogamente,
D e5(A, 1) = bt (A7) + ash(At).
Entao, para @ = 4 + jv, as fungoes vetoriais

B pi i (M) W+ B g1 (M) @

5 = PO T — b (M), (3.47)

gy

B i (M) W — tF B g (M%)

5 = b (M EN)T + R (AT, (3.48)
J

sdo solugdes reais de “D§ 7 = Af.

Essa secao sera finalizada apresentando o critério de estabilidade do ponto fixo do
sistema (3.38) (MATIGNON, 1998), que pode ser obtido pela aplicagdo do Teorema 3.1.1.

Teorema 3.5.7 Seja 0 < a < 2 e A uma matriz m X m real. Se a matriz A for diagona-

lizavel no conjunto das matrizes complexas e se
70
|arg(\)] > ocg,l =1,...,m, (3.49)

em que \; sao os autovalores de A, entao as solugoes do sistema (3.38) convergem para a

ortgem do sistema de coordenadas. ]

Ainda do Teorema 3.1.1, se ao menos um dos autovalores satisfaz | arg(\;)| < ag,
entao a solucdo do PVINI (3.38) ¢ ilimitada. Se a condicao (3.49) for substituida por
|arg(\)| > ag,l = 1,...,m, e a igualdade for verificada para algum [, entao, pela

Proposigao 3.1.2, a solugao de (3.38) é limitada.

3.6 Métodos Numéricos para Solucdo de Equacdes Diferenciais

Dentre os métodos para se determinar solugdes numéricas de equagoes diferenciais
de ordem nao inteira segundo os operadores de Riemann-Liouville e de Caputo destacam-se
os obtidos a partir da definicdo do Operador de Grinwald-Letnikov (segao 2.5) e das
formas integrais, dadas pelas Equagoes 3.6 e 3.14, para solugoes de um PVINI . Nesta
secao, pretende-se apresentar os referidos métodos destacando a estimativa do erro local

para as aproximagoes.

3.6.1 Solucdes Numéricas Baseadas no Operador de Griinwald-Letnikov

A partir da Defini¢io 2.5.1, uma aproximacao para derivada “LDy(t), em um

ponto t > a, pode ser dada dividindo o intervalo (a,t] em uma malha de N pontos,

(t —a)

N > [«], dada por t; = a + ih, em que h = N

. Assim,

N

1
GLDo y(t) =~ e >yt — kh). (3.50)

k=0
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«
em que ¢ = (—1)" ( k) Uma forma de obter os coeficientes cj de forma recursiva é dada

pela

Proposicao 3.6.1 Os coeficientes ¢ em (3.50) podem ser obtidos de forma recursiva por

(6 A—
cy =1,

1
4:(1—a2 )@A,kzy

(3.51)

DEMONSTRAGAO: Reescrevendo o coeficiente binomial generalizado em fungao de I'(+)

(Observacao 2.3.4)
(=) T (a+ 1)

T Tla—k+DO(k+1)
tem-se que ¢ = 1. Fazendo o quociente 2’“ para k > 1, obtém-se
Cr—1
A (-D)*T(a+1) Tla—(k—1)+DI'((k—-1)+1)
¢, Da—k+1I(k+1) (=) (a + 1)

(a—k+1)(a—k+1)I'(k)
kD(K) (o — k+1)

- (-2

Utilizar os coeficientes dados pela Proposicao 3.6.1 possui a vantagem de nao

realizar os cdlculos da fungao I'(-) para encontrar ¢{.

Observacgao 3.6.1 No caso em que o € N*, ¢ =0 para k = o + 1 implicando em todos
0s ¢y serem nulos a partir de k = oo+ 1. Nesse caso, a expressao do lado direito de (3.50)

¢ equivalente a uma discretizacao de Fiiler de ordem inteira itgual a o. <

Os coeficientes ¢} também podem ser obtidos a partir da expansao em série de
Taylor da fungdo complexa (1 + 2)* em torno de z = 0. A partir dessa expansao é possivel
obter algumas propriedades a respeito desses coeficientes que serao utilizados para o estudo

do comportamento de uma discretizagao proposta no Capitulo 5.

Proposicao 3.6.2 Seja a >0 e z € C, entdo

142 =3 <z>zk, (3.52)

k=0

para todo |z| < 1.
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DEMONSTRAGAO: A série de Taylor da fungao (1 + z)* em torno de z = 0 é dada por
(14 2) Zakz = ag+ a1z + ayz® + -
k=0

Fazendo f(z) = (1 + 2)*, tem-se

- f(2) = (14 %)%, entdo ap = 1,

- f(z)=a(l+ 2)> Z kapz"', entdo a; = a,
-1
- f'(z) =ala—1)(1+ 2)* Z k(k — 1)agz""?2, entao a2204(042),
e, para um termo k = 1, chega-se a
fO9C) =ala—1)---(a—i+1)(1 Zk (kb —i+ 1) a2

a(a—l)---(a—i+1): MNa+1) :<a>
(i—0)(i—-2)--21 Ta—i+t)li+1) \i)

Para mostrar o raio de convergéncia da série, serd aplicado o teste da razao nos

o que implica em a; =

termos a;x®. Assim,
@)
: k+1 . [(a+ 1)z~ MNa—k+1)I(k+1)
lim | —F———| = lim
k—00 <a> zk k—oo | ' — (K + 1)+ DI'((E+ 1)+ 1) o+ 1)k

k

— lim (0 —k)Na— k)G +1) z
koo [D(a — k) (k+ 1)D(k + 1)

= lim (o= k)
k—oo | (k+ 1)

2|

= |z|.

e a série de Taylor de (1 4 2)* em torno de z = 0 converge sempre que |z| < 1. |

A seguinte proposi¢cao mostra que o intervalo de convergéncia da série de Taylor
(3.52) é, na verdade, a bola fechada |z| <1, se a > 0.

Proposicao 3.6.3 Se |z| =1, entdo a série de Taylor (3.52) € convergente.

DEMONSTRAGAO: A partir da Proposicao 3.6.1, tem-se que

ok

k

I

i=1

a+1
1

1—
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e, pela desigualdade entre as médias geométrica e aritmética (LIMA, 2015, p. 173), que

()

2 k 2

a+1

1—

IA

/T\
[\
—
Q
+
Nt
5
—~
&y
~—
+
=
Q
_l_
[S—y
e
SN—
N———
o

(2) exp (—2(04 +1)In(k) + 2(a + 1)2)

2
o2(a+1)

L2(atl)

1 k
Na desigualdade (x) foi utilizado que In(k) <> ~e >
% =1

< 2 e na desigualdade (xx) foi
— i

()

, que é convergente para

;2
utilizado que (1 + a/k)* < e® se 1+ a/k > 0. Portanto, a série » ¢ absolutamente

k=1
a+1)?

ooe(

convergente, pelo critério da comparagao com a série Z e
k=1

a > 0. Dessa forma, a funcao

(1+z)a:1+§:<z>zk:§:<2>zk7

converge se |z| = 1. [ |

Corolario 3.6.4 Os termos cf, dados na Proposi¢io 5.6.1, satisfazem
Z cp =0. (3.53)
k=0

DEMONSTRAGAO:

Observacao 3.6.2 Do Coroldrio 3.6.4 tem-se que Zc‘,ff = —1, pois cf = 1 para todo

k=1
a > 0. |
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Os operadores derivada de Griinwald-Letnikov e de Riemann-Liouville sdo equiva-
lentes para a classe de fungoes continuas até ordem n = [«|, conforme o Teorema 2.5.1.
Portanto, a partir da expressao (3.50), serd possivel obter solugdes numéricas para EDONIs

segundo a derivada de Riemann-Liouville. Assim, para a equagao diferencial
LDy = F(t,y), (3.54)

e uma vez que D%y = GLDYy tem-se, para t > a, que
1N
F(ty(t) ~ 52> ciylt—kh)
k=0

_ hla (y(t) LY eyt - kh)) , (3.55)

k=1

com N > [a], ou seja,

WE

y(t) ~ h* F(t,y(t)) — cry(t — kh). (3.56)

k=1

A aproximagao em (3.56) serd utilizada para determinar solugbes numéricas de
uma EDONI em uma malha de pontos equidistantes do intervalo (a,b], b > a. Nessa
expressao, a aproximagao da solucao depende do valor da fung¢ao no ponto que se deseja
obter. Para contornar esse problema é possivel utilizar a informagao da imagem do ponto
imediatamente anterior ao que se deseja aproximar. Assim, para h = (b—a)/N, t; =a+ih
e chamando y; a aproximagao de y(¢;), o algoritmo para determinar as aproximagoes
em uma malha de pontos de um PVINI dada pela equagao (3.54) com condicao inicial

y(a) = yo é dada de forma recursiva por

yi = h* F(tioy, %) — > & Yick, i =1,--- N. (3.57)
k=1

Observacao 3.6.3 Embora a Fquagao 3.57 possa ser utilizada para obter solucoes nu-
meéricas de um PVINI sequndo a derivada de Riemann-Liouville, deve ser destacada a
dificuldade em relacionar as condigoes iniciais dada por (3.5) em termos da condig¢do
inicial y(a) = yo ou de um conjunto de condicoes iniciais {yo, Y1, --.,Ye} a partir do qual
as demais solucoes y;, 1+ > £, serao obtidas. Diferente de um PVINI sequndo Riemann-
Liouville, a Fquagao 3.57 ndao pode ser aplicada diretamente para um PVINI sequndo
Caputo (Equagao 3.13) devido ao fato de esse operador nio ser equivalente ao operador de
Grinwald-Letnikov, a menos de condicoes iniciais nulas. Para condigcoes iniciais nao nulas,
embora dependentes de derivadas de ordens inteiras, a dificuldade em obter um conjunto de
condigoes iniciais a partir de (3.13) ainda persiste. Uma forma de obter solugoes numéricas

para um PVINI sequndo Caputo utilizando a Equacao 3.57 serd mostrada no Capitulo 4.

<
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Proposicao 3.6.5 [Lubich (1986)] O método descrito por (3.57) fornece uma aproximagio
de ordem O(h). |

A discretizacao obtida pelo método numérico descrito na Equacgao 3.57 preserva
a caracteristica que sistemas de ordem nao inteira apresentam com respeito a memoria
hereditaria. Em cada iterada dessa discretizagao toda a informacao obtida até a iterada
anterior é utilizada, como pode ser observado a partir dos indices no somatorio dessa
equacao. Assim, a memoria hereditaria apresentada nesse método implica que o nimero
de operacoes aumenta em cada iteracao ao se determinar as solu¢des numeéricas y;. Para
simulagoes envolvendo poucos pontos na malha [a,t], 0 aumento dessas operacoes prati-
camente nao altera o tempo computacional final. Porém, ao utilizar um ntimero grande
de pontos na malha ou para obter as solugoes em pontos t > a, o efeito de memoria

herditaria resulta em um alto custo de tempo computacional.

Uma maneira de limitar o aumento do niimero de iteragoes em simulac¢oes longas,
dependendo de algumas caracteristicas da fungao y(t), é dado pelo principio de short
memory (PODLUBNY, 1998). Esse principio se baseia no fato de que, para valores de
t>a,

R y(t) ~ FIDE y(t), (3.58)

para um determinado L, tal que t > a+ L e |y(t)] < M com t € [a,b]. A aproximacdo em
(3.58) pode ser provada a partir da desigualdade

y(t)] < ML™ (3.59)

RLNH« RLa
= | D2 y(t) — R'D —
€ ‘ ay<) t— |F1—Oz’

que fornece a seguinte cota para L dependendo do erro €

1/
IL< (M) | (3.60)

O principio de short memory pode ser interpretado da seguinte forma: a memoria hereditaria
do intervalo [t — L, t] é mais relevante que a memoria do intervalo [a,t — L), para uma
fungao limitada e um determinado L satisfazendo (3.60), para se obter a derivada de
Riemann-Liouville de y(¢) no intervalo [a, t]. Uma exposigao detalhada sobre esse principio
é encontrada em (PODLUBNY, 1998, p. 203).

3.6.2 Solucdes Numéricas Baseadas em Representacdes Integrais

Aproximagdes numéricas para a solugao y(t) de um PVINI segundo a derivada
de Caputo, como dado em (3.13), podem ser obtidas a partir da Equacdo 3.14, que
fornece a representacdo em termos da integral de Riemann-Liouville para y(t), utilizando

aproximagoes por quadraturas dessa forma integral e foi proposta por Diethelm (1997).



3.6. Métodos Numéricos para Solu¢io de Equagdes Diferenciais 103

O método é obtido a partir de uma malha discreta de pontos equidistantes t; em
um intervalo [0,¢], ¢ > 0, em que t; = th, h =t/N,i=0,...,N e N + 1 é o ntimero
de pontos na malha. A partir dessa malha, os valores da integral dada na Equacao 3.14

podem ser aproximados por

tot1

/0 - (tig — 1) P F(r,y(7)) dr =~ ; ‘ (tisr — 1) Fppa (7, y(7)) dr, (3.61)

L

em que Fyyi(t,y(t)) é determinada pela interpolacio linear de F(t,y(t)) em cada subinter-

valo [tg, t€+1]~

Cada parcela da soma a direita de (3.61) pode ser calculada analiticamente no

respectivo subintervalo [t,, t,.1], obtendo-se

i: - (tigr — 7) " Frga (7, y(7)) dr = ga““ F(tey(te)), (362)
2| =0
em que
he a1 ; ; o
S = = a1, ef=0
he

(i — £+ 2)T (i — )T

o ala+1)

(gt (3.63)
—2(i— L+ 1)), sel <0<,

ha

S {=1i+1.
ot 1) se 1+

Chamando de y; a aproximacao de y(t;), o algoritmo para determinar as solugdes
numéricas na malha discreta do intervalo [0,¢] para um PVINI (3.13) é dada de forma

iterativa por

n—1 (k) i+1
Yo ' Lk
= § t _ § i1 F(tp, . 3.64
y +1 = ]f' +1 + F(Oé) = Clg’ +1 ( l yﬁ) ( )

Como na 7 + 1-ésima iteracdo o valor y;,; nao é conhecido, tem-se que nao é possivel
avaliar a Equacao 3.64 diretamente em k =i + 1. Uma maneira de utilizar essa equagao ¢é

por meio da aproximacao dada por

nf v g i: Flts,ye) | + 2o Flts, ) (3.65)
i ~ — T e Qg ) ’ )
st o kO T T\ " L)

Essa situagdo pode ser contornada nos casos em que é possivel explicitar y(¢;,1) em
F(tiy1,y(tiy1)), ou utilizando um algoritmo para determinar raizes de equagoes de forma
a obter o valor y; ;1 em (3.64) implicitamente (BURDEN; FAIRES, 2008). Uma outra
maneira é por meio da obtencao de um método preditor corretor baseado em Adams-
Bashforth (BURDEN; FAIRES, 2008). Nesse caso, a precisao pode ser melhorada, mas em
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detrimento de obter um algoritmo que realiza uma quantidade maior de operagoes por

iteracao. O método preditor corretor é dado por

n—1 (k) i -
Yok 1 < @it1,i41 F(tiv1,Jiv1)
Yir1r =D Tl + == agir1 F(te, y4)> + . (3.66)
! k=0 kLT F(a) ego i ['(a)
em que
ni:l Z/(()e) ¢ 1 :
0 De) \&Z
com .
briv1 = — (((+1—=k)"=(—k)), (3.68)

(DIETHELM, 2010).

Proposicao 3.6.6 (Diethelm, Ford e Freed (2004)) A andalise do erro para as solu-
coes numeéricas obtidas pelas Equagoes 3.66, 3.67 e 3.68 é dada por

O(h*t)  se a <1,

3.69
O(h?) se a>1, (3.69)

mdaly(t;) — yil = {
para valores de ty, prorimos a t = 0. |

Observagao 3.6.4 A aprozimagdio para a integral em (3.61) também pode ser utilizada
para a obtengio de um método baseado na representagao integral (3.6) da solugao y(t) de

um PVINI sequndo a derivada de Riemann-Liouville, obtendo

n bk tq—i-_lk 1 i+1
i1 = : i1 F(te, ye), 3.70
Yi+1 ;F(a—k‘—l—l) + F(Oé) gzz:oaf, +1 ( l yﬁ) ( )

em que by, sdo as condigoes iniciais em (3.5) e os coeficientes ag;+1 sdo dados por (3.63).
Aqui, deve-se tomar o cuidado que o teorema de existéncia e unicidade nao € vdlido para
b, # 0 (Observagio 3.2.2), em geral. <

O método descrito pela Equacao 3.65, preserva a caracteristica de memoria heredité-
ria para a derivada de Caputo, assim como o método descrito em (3.57) para a derivada de
Riemann-Liouville. Isso pode ser observado pelo fato de que em cada iteragao é calculada
uma aproximagao para a integral a direita de (3.61) a partir de ¢t = 0, o que também gera
um alto custo computacional em simulagdes envolvendo um grande niimero de pontos na
malha [0, ¢]. Diferentemente do que acontece para os coeficientes ¢ (Equagao 3.57), os
coeficientes a,; sao recalculados em cada iteracao. Isso produz um custo computacional
ainda maior que o do método descrito na subsecao 3.6.1. Contudo, o método dado pela
Equacao 3.57 nao pode ser aplicado diretamente para obter solugoes numéricas de um
PVINI mais geral segundo Caputo. Assim, na necessidade de longas simulagoes numéricas,

em que seja aceitdvel um erro de aproximagao de ordem O(h), utilizar uma variagao do
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método dado pela Equacao 3.57 para solucionar um PVINI segundo Caputo, apresenta-se
como uma alternativa na reducdo do custo computacional. No Capitulo 4, sera apresentado
um método que utiliza as Equacgoes 3.66, 3.67 e 3.68 em conjunto com a Equacao 3.57 para
obter solugoes numéricas para um PVINI segundo Caputo, implicando em uma reducao

do custo computacional.
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4 Um Método Hibrido para Solucoes Numé-

ricas de PVINIs Segundo Caputo

Este capitulo tem por objetivo apresentar um método numérico para a solucao de
um PVINI segundo a derivada de Caputo, com condigoes inicias ndo necessariamente nulas
e que utilize a discretizacao baseada na defini¢do da derivada de Griinwald-Letnikov, como
descrito por Salgado e Aguirre (2016). Como observado na se¢ao 3.6, a discretizagao dada
pela Equacao 3.57 (Observagao 3.6.3, p. 101) ndo pode ser utilizada para obter solugoes
numéricas de um PVINI segundo Caputo no caso de condigos iniciais ndao nulas, devido a
nao equivaléncia desse operador com o de Griinwald-Letnikov. Contudo, como sera visto,
¢é possivel utilizar a discretizagao dada pela Equacao 3.57 para obter solugoes numéricas
de um PVINI segundo Caputo, considerando um conjunto de condic¢Oes iniciais quaisquer,

a partir de um conjunto discreto de solugoes previamente obtidas.

O presente capitulo sera exposto da seguinte maneira: na se¢ao 4.2 serd apresentada
uma maneira de aplicar a Equagao 3.57 a partir de um conjunto de solugoes analiticas,
utilizando o conceito de memoria hereditaria, para resolver um PVINI linear segundo
Caputo. Nas se¢oes 4.3 e 4.4, o método hibrido serd apresentado em forma de um algoritmo
e comparado com o método dado pela Equacao 3.66. Na secao 4.6 é apresentada uma

conclusao para o capitulo.

4.1 Relacao entre os PVINIs de Caputo e de Riemann-Liouville

A relagdo entre as derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo (Teorema 2.4.2, p.
61) pode ser utilizada para estabelecer uma conexao entre um PVINI segundo Caputo
e uma EDONI segundo a derivada de Riemann-Liouville, como apresentado na seguinte

proposicao.

Proposigao 4.1.1 Sejam o >0 e n = [«]. Se y(t) € solugio do PVINI

Dy = F(t,y),

& y() © L o o e
dtk o+ 0 > 9 ) 3
entao y(t) satisfaz a equagao
MDgy = F(t,y) + ni:l i (4.2)
’ = T(E+1—a)
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DEMONSTRAGAO: Segue diretamente do Teorema 2.4.2. |

A Proposicao 4.1.1 nao estabelece uma relacao entre as condigoes iniciais do PVINI
4.1 com as condigOes iniciais de um PVINI segundo a derivada de Riemann-Liouville. A
partir das formas integrais das solugoes para PVINIs segundo Riemann-Liouville (Teorema
3.2.1, p. 74) e Caputo (Teorema 3.3.1, p. 83) e da Proposigao 4.1.1 é possivel obter uma

relagao entre as condigoes iniciais desses PVINIs.

Proposicao 4.1.2 Seja y(t) a solugio do PVINI dado em (4.1) com y(()k) = 0 para
k <mn—2. Entdo y(t) é solugao do PVINI sequndo Riemann-Liouville dado por
(n—1) tn—l—a

o Y
MDgy = F(t,y) + m,

=0, (4.3)

t=0+

I~ y(t)

RLDg_ky<t> 207 ]§:172’...777/_17 se OZ>1

t=0t

DEMONSTRAGAO: Pela Proposicao 4.1.1 tem-se a que solucao y(t) do PVINI 4.1 satisfaz a

EDONI dada pela primeira linha de (4.3). Além disso, para as condigbes iniciais y(()k) =0,

k <n—2, y(t) pode ser escrita por

(n=1) 1n—1
i) = B + I3 Pl

De forma analoga, a solugdo de um PVINI segundo Riemann-Liouville dado pela primeira

linha da Equagao 4.3 com condigoes iniciais by, k =1, ..., n, pode ser expressa por

n bk: toz—k RL y(()nfl) n—1
t) = —— + I "D§ | F—— ISF(t,y(t)).

A partir das Proposicoes 2.2.4 e 2.3.4, tem-se que
](? (RLDSz tn—l) — tn—l7

e y(t) pode ser reescrita por

(t) = zn: ﬂ + IS F(ty(t) + M (4.4)
W= g —k+1) T 00 \Y (n—1) '
Portanto,
M=% (4.5)
W=t —k+1 9
o que implica que by =0 para k=1, ..., n. [ |

Embora a proposicao anterior seja restritiva com respeito as condigoes inciais do

PVINI 4.1, uma forma mais geral para essas condic¢oes iniciais ndo é possivel de ser obtida
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devido ao fato de a integral de Riemann-Liouville [ (tﬁ) ser divergente para f < —1
(Corolario 2.2.5, p. 50). Para a € (0, 1), um PVINI segundo Caputo depende apenas da

condig¢ao inicial y(()o)

e a Proposicao 4.1.2 mostra como obter um PVINI equivalente segundo
Riemann-Liouville. Nesse caso, o algoritmo dado de forma recursiva pela Equagao 3.57
pode ser empregado para obter solugoes numéricas do PVINI 4.3, pois o valor da fungao
em t = (0 é conhecido e as condigoes iniciais em relagao a derivada de Riemann-Liouville

sao nulas.

A equivaléncia descrita pela Proposicao 4.1.2 permite, ao menos em teoria, que
o método dado pela Equacao 3.57 seja utilizado para obter solu¢bes numéricas de um
PVINI segundo Caputo no caso em que o € (0,1). Contudo, observa-se experimentalmente
que o algoritmo dado pela Equacao 3.57 apresenta um erro relativamente grande quando
comparado com a ordem do passo de discretizacao, h, para solugoes proximas da condigao
inicial. Além disso, para a > 1, a Proposi¢ao 4.1.2 nao pode ser aplicada para uma condi¢ao
inicial ndo nula de um PVINI segundo Caputo, o que inviabiliza a aplicagdo da Equagao

3.57 para obter-se solugoes numéricas nesses casos.

Na seguinte secao serda proposta uma maneira de contornar os problemas em
relacionar as condigoes iniciais de um PVINI segundo Caputo, no formato da Equagao 4.2,
com as condigoes para iniciar o método dado pela Equagao 3.57 a partir de um conjunto

de solugoes obtidas previamente.

4.2 Conjunto de Condicdes Iniciais Obtidas Analiticamente

Nessa se¢ao, o conhecimento da solugao analitica do PVINI
“Dgy = My,
(4.6)
y*)(0) = y(()k), k=0,...,n—1,comn=[al,
(Corolario 3.3.4, p. 86) sera utilizado para obter um conjunto prévio de solugdes no intervalo
[0,#], £ > 0. A partir desse conjunto, as solu¢des numéricas no intervalo (£,t], t > ¢, desse

PVINI serao obtidas empregando o método dado pela Equacao 3.57 na EDONI equivalente

n—1 (k) tkfa

RLDS y =My + 3 =
k=0

CESEE (4.7)

Observacgao 4.2.1 A motivacio para obter esse conjunto de condigdes iniciais estd rela-
ctonada com a memoria hereditdria que sistemas de ordem ndo inteira apresentam, pois,
para se conhecer o valor de y(t) em um determinado t > 0, toda a informagio da fungao no
intervalo [0,t) deve ser utilizada. Essa caracteristica que os sistemas de ordem nao inteira
continuos apresentam também € observada nos métodos para obter solugcoes numéricas
(se¢io 3.6, p. 102). <
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A discretizacao da Equagao 4.7 utilizando a Equagao 3.57 para obtencao de solugoes
numéricas do PVINI 4.6 é dada por

n—1 y(()k) thoo i+1
i1 =h" | Ay | - o Yis k1, 4.8
Yit1 y+l§)r(k+1_a) k;cky - (4.8)

em que y;41 representa a aproximagao da solu¢ao y(t;11).

A Equacao 4.8 foi utilizada para obter solu¢ées numéricas do PVINI 4.6 no intervalo
[0,0,5] com h = 0,005 considerando « € [0,3,1,0], A = £1 e condigao inicial y(()o) =yo=1
(yél) = 0 para o > 1). O método foi aplicado de duas maneiras em cada um dos casos: (a) a
partir da condigdo inicial e (b) a partir de um conjunto de solugdes analiticas correspondente
a 10% dos pontos discretos do intervalo. Os erros entre as solugbes numérica e analitica
indicando o valor da iteragdo em que ocorre o erro maximo estao sumarizados na Tabela

4.1 para o caso (a) e na Tabela 4.2 para o caso (b).

Tabela 4.1 — Erro absoluto mdximo e médio entre as solucoes numérica e analitica do PVINI 4.6 para
t €10,0,5], @ €10,3,1,0], h = 0,005 e a partir da condigio inicial yo = 1.

« 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

lyi — y(ti)|mea  0,0331  0,0089  0,0201  0,00254  0,00241  0,0167  0,0057  0,0009
A=1 lys — y(t:)|lmax  0,0654  0,0390  0,0498  0,0442 0,0327  0,0186  0,0060  0,0021
mas 101 2 2 2 3 4 8 101

lyi — y(ti)|mea  0,0046  0,0074  0,0100  0,0119  0,0120  0,0093  0,0037  0,0005
A=—1 |yi —y(t:)|lmax 0,0546  0,0727  0,0685  0,0543  0,0363  0,0199  0,0063  0,0008
. 2 2 2 2 2 3 5 101

Tabela 4.2 — Erro absoluto madximo e médio entre as solugées numérica e analitica do PVINI 4.6 para
t € 10,0,5], @« € [0,3,1,0], h = 0,005 e a partir de um conjunto de solugdes analiticas

correspondente a 10% dos pontos do intervalo discretizado.

a 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

lys — y(t:)|lmea  0,0311  0,0119  0,0047  0,0021  0,0011  0,0008  0,0008  0,0007
A=1 lyi — y(t:)|max  0,0635  0,0276  0,0127  0,0062  0,0034  0,0025 0,0023  0,0019
imax 101 101 101 101 101 101 101 101

lys — y(t:)lmea  0,0011  0,0012  0,0012  0,0010  0,0006  0,0002  0,0003  0,0004
A=—-1 |y —y(t:)|lmsx  0,0035 0,0033 0,0028 0,0021 0,0014 0,0006 0,0006 0,0007
imax 11 14 15 17 19 20 101 101

Os erros apresentados para o caso em que se considerou apenas a condic¢ao inicial,
Yo, foram maiores que os apresentados utilizando um conjunto de condigoes iniciais obtidos
da solucao analitica, exceto para o caso o = 0,4 e A = 1. A Figura 4.1 apresenta os graficos
das solugoes numérica e analitica do PVINI 4.6 com a = 0,5 e A = 1 considerando apenas
a condicao inicial yo na Equagao 4.8 para solugoes numéricas. Em (b) é apresentado uma

ampliacao em torno da condigao inicial, onde ocorre o erro maximo .
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2.8

2,5

2,2

1,6

1,3

1,0

175 T T T T

14 b j

1,0 £ I I | |
0.0 0.1 0.2 03 04 0.5 0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

() (b)

Figura 4.1 — Solugio (—) numérica, utilizando a Equagdo 4.8 a partir da condigao inicial yo, e (- -)

analitica para o PVINI 4.6 com oo = 0,5 yo = 1,0 e h = 0,005. Em (a) é exibido o intervalo
[0,0,0,5] e em (b) uma ampliagio em torno da condigio inicial, onde ocorre o erro mdzimo.

A Figura 4.2 apresenta as graficos das solugoes numérica e analitica para os mesmos

parametros utilizados na Figura 4.1, mas considerando um conjunto inicial de solugoes

analiticas correspondendo a 10% dos pontos no intervalo discretizado na Equagao 4.8.

2,8 2,8 T T
2,5 -
27 b ,
2,2 o
< 19 < 26 4
16 y
25 L .
1,3 =
1,0 - 2.4 I ! L !
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,40 0,42 0,44 0,46 0,48 0,50
t t
(a) (b)

Figura 4.2 — Solugio (—) numérica, utilizando a Equacdo 4.8 a partir de wm conjunto inicial de solugdes

analiticas, e (---) analitica para o PVINI 4.6 com o = 0,5 yo = 1,0 e h = 0,005. Em (a)
é exibido o intervalo [0,0,0,5] e em (b) uma ampliagio das solugdes onde o erro mdzimo
ocorre.

Para a > 1, as solugoes numeéricas obtidas a partir da Equacao 4.8, considerando

apenas a condicao inicial g, apresentam comportamento distinto das respectivas solucoes

analiticas e nao representam aproximagoes numéricas para essas solugoes, como ilustra a

Figura 4.3 para o caso em que a = 1,5, A = —1, yg = 1, yél) =0,h=0,005et€[0,5]

Contudo, ao se tomar um conjunto de solucoes analiticas, da mesma forma que empregado

para o caso 0 < a < 1, as solugdes numéricas obtidas apresentam boas aproximagodes no

restante dos pontos do intervalo discretizado. Na Tabela 4.3 estao sumarizados os valores

dos erros obtidos entre as solugoes numérica, a partir de um conjunto de solugoes analiticas
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correspondendo a 10% dos pontos discretos do intervalo, e analitica no intervalo [0, 0,5]
com h = 0,005, considerando « € [1,1,1,8], A = £1.

35

2,6

1,7

08

0,1

_1’0 1 1 1 1

Figura 4.3 — Solugio (---) analitica para o PVINI 4.6 e (—) grdfico obtido das iteradas da Equagio 4.8.

Em ambos os casos foi utilizado F(t,y) = -y, a = 1,5, yo = 1,0, y(()l) =0, h=0,005 ¢

t €10,5].

Tabela 4.3 — Erro absoluto mdzximo e médio entre as solugoes numeérica e analitica do PVINI /.6 para
t €[0,0,5], « € [1,1,1,8], h = 0,005 e a partir de um conjunto de solugoes analiticas

correspondente a 10% dos pontos do intervalo discretizado.

a 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8

lyi — y(ti)|lmea  0,0002  0,0019  0,0049 0,0091 0,0141  0,0190 0,0224  0,0222
A=1 lyi — y(ti)|max  0,0004  0,0029  0,0085 0,0167 0,0271  0,0382  0,0470  0,0486
imdx 101 101 101 101 101 101 101 101

|yi — y(ti)|mea 0,0001 0,0015 0,0040 0,0078 0,0125 0,0173 0,0209 0,0210
A=-1 lyi — y(ti)|max 0,0024 0,0019 0,0058 0,0124 0,0215 0,0319 0,0409 0,0437
Tmax 29 71 101 101 101 101 101 101

Isso evidencia que obter solucoes numéricas do PVINI 4.6 utilizando a Equacao 4.8
a partir de um conjunto prévio de solucoes pode resultar em aproximagoes das solugoes
em comparac¢ao ao mesmo procedimento considerando apenas a condic¢ao inicial, no caso

de a > 1.

Nos casos apresentados nas Tabelas 4.2 e 4.3, utilizou-se 10% do total de pontos
do intervalo discretizado. Uma forma de escolher o nimero de pontos do conjunto prévio
de solugoes analiticas para iniciar a Equacao 4.8 pode ser realizada por um critério que
relaciona a ordem do erro (Proposigao 3.6.5, p. 102) com a meméria hereditaria dessa
equacao. Devido ao fato de a memoria hereditaria depender dos coeficientes cf! e desses

convergirem para zero (Coroldrio 3.6.4, p. 100), o critério pode ser dado por
ol < A, (4.9)

e, dessa forma, c¢%yo ~ O(h). Os pontos vy, ..,y sd0 tomados de forma a compor

o conjunto de condicoes iniciais para iniciar a Equagao 4.8. Esse conjunto pode ser
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interpretado como a quantidade de memoria necessaria para atingir uma precisao da

mesma ordem do passo de discretizacao, h.

Para ilustrar esse critério, conjuntos de solugoes iniciais {yo, . . .,ym } para o PVINI
4.6 foram obtidos considerando os casos: a = 0,5 ou a = 1,5; y9g = 1,0 ou yg = 50,0;
h = 0,005 ou h = 0,001; A = —1. Nesses casos, o erro entre Y, 11 € y(t,11) pode ser
determinado e comparado com |c%,yo|. Os resultados estdo sumarizados na Tabela 4.4 e,
para cada terna (o, yo, h), sdo apresentadas duas comparagoes entre o erro Y1 — Y (tmr1)|
e o valor |¢® yo|. Primeiro, o conjunto {yo, . .. ,ym } € obtido para o primeiro valor de m para
o qual |Ymi1 — Y(tms1)| < h. Em seguida, o valor de m é obtido ao observar |c yo| < h

pela primeira vez.

Tabela 4.4 — Relacio entre o valor |c,yo| e o erro obtido na iteragio m + 1 da solug¢do analitica do
PVINI 4.6, para A = —1, com a solu¢ao numérica utilizando Equacdo 4.8 a partir do

congunto {yo, - -, Ym -

a=0,5 a=15
Yo h megyol  yirr —y(Emg)l mo [yl [Wmtr — Y(Emaa)]
1,0 0,005 6  0,0205 4,4x1073 40,0234 3,8x103
1,0 0,005 15 0,0050 9,0x 1074 7 0,0044 8,8)(1074
1,0 0,001 17 0,0010 4,1)(1073 4 0,0234 3,8)(1073
1,0 0,001 45 0,0009 2,0x 1074 13 0,0008 1,8x107%
50,0 0,005 45  0,0471 4,9x1073 17 0,0199 4,6x1073
50,0 0,005 200  0,0050 5,0x10~4 29 0,0050 1,2x1073
50,0 0,001 154  0,0074 9,9%10~4 32 0,0038 9,3x10~4
50,0 0,001 585 0,0009 2,4% 107° 55 0,0010 2,4%x1074

O tamanho do conjunto de condigdes iniciais, dado pelo valor de m, e do erro |y, 11—
Y(tms1)| dependem dos valores de yo, h e « utilizados. Observa-se que Y41 —Y(tmi1)| < h
em cada um dos casos em que a condigao |cyo| < h foi verificada. Ou seja, utilizando
esse critério, o erro entre a solugao numérica e analitica é da ordem do erro apresentado
pelo método dado pela Equacao 4.8. Isso sugere que o critério (4.9) possa ser empregado
para determinar o tamanho de um conjunto de condigoes iniciais a partir do qual solugoes
numéricas serdo obtidas utilizando (3.57). Para tanto, é necessario que seja possivel obter
esse conjunto de condigbes iniciais de forma analitica, como nos casos apresentados, ou que
esses dados estejam disponiveis de alguma outra forma. Lamentavelmente, ndo é possivel
obter parte da solugao analitica em casos mais gerais e uma forma mais pratica para a

obtencao desses dados deve ser investigada.

Na seguinte secao serda apresentada uma maneira para obter um conjunto de
condigoes iniciais a partir do qual a Equacao 3.57 serd empregada para obtencao de

solugoes numéricas de um PVINI segundo Caputo.
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4.3 Meétodo Hibrido

Nesta secao, a ideia de utilizar um conjunto de condigoes iniciais para iniciar o
método dado pela Equacao 3.57 sera aplicada para obter solugoes numéricas de um PVINI
segundo Caputo dado por (4.1). O conjunto de condigoes iniciais serd obtido a partir do
método descrito na subsecao 3.6.2, enquanto que o método descrito na subsecao 3.6.1 sera

implementado na EDONI equivalente dada pela Equacao 4.2.

O método hibrido para a solugdo numérica de um PVINI 4.1 no intervalo [0,%f] é

determinado pelo seguinte algoritmo.

Algoritmo - Método Hibrido

ENTRADA  tempo final t¢; nimero de pontos na malha N; nimero natural m < N;

ordem de derivagao «; condigoes iniciais y(()k), E=0,...,]a] — 1.
SAIDA  aproximagao y; para a solugao y(t) do PVINI 4.1 nos pontos t;, i =1, ..., N.
 faga h < ty/(N —1); yo = ;o = 0;

—_

2: para i< 0 até m — 1 faga

tiJrl = tz+lh7

[a]-1 (k) 4k i -
Yo ' lita 1 Qiy1,ie1 F(tig1,Jit1)
7 = % F ta 5
P VR S 1Y (Z il yf)) i I(a)

em que ag;41 ¢ dado em (3.63) e §;+1 ¢ dado em (3.67)-(3.68);
3: fim para
4: Obtenha o conjunto C = {yo, ..., Ym—1} de condigoes iniciais;

5. se m = N entao

6: PARE. As aproximagoes numéricas sao dadas pelos elementos do conjunto C.
7: senao
8: para i<« m até N faca

tiJrl = tz+2h7

“%1 yo i
= | = Ch Yiek+1,
i Tk+1-aq) k=1

Yir1 = h° (F(ti>yi)+

em que ¢ é dado por (3.51);

@

fim para
10: Obtenha o conjunto R = {ym, -..,yn};
11: fim se

12: PARE. As aproximagoes numéricas sao dadas pelos elementos do conjunto CJR.
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O algoritmo descrito acima é, em um certo sentido, hibrido, pois combina a
caracteristica do método descrito pelas Equagdes 3.65, 3.66 e 3.67 (passo 2), em relacao
ao erro de discretizagdo em torno da condigao inicial, para determinar o conjunto C com a
caracteristica do método dado pela Equagao 3.57 (passo 8), que realiza menos operagoes

por iteracao em relacao ao primeiro, para determinar o conjunto R.

A caracteristica da equacao no passo 8 é significativamente importante em si-
mulacoes numéricas de um PVINI, pois o efeito da memoria hereditaria presente nos
métodos numéricos implica um tempo computacional muito longo se comparado com os
métodos existentes em sistemas de ordem inteira (DAS, 2008). Portanto, qualquer melhoria
na complexidade numérica causa um grande efeito no tempo de processamento final do
método. Por esse motivo, deve-se evitar a escolha de m = N no método hibrido quando N
for muito grande, pois, nesse caso, todo o conjunto de solugoes {yo, ...,yn} serd obtido
utilizando apenas o passo 2 que possui complexidade computacional muito maior que a
equagao no passo 8. Por outro lado, embora a equagdo no passo 8 seja mais rapida, essa
nao pode ser usada para obter solugdoes numéricas para um conjunto qualquer de condigoes
iniciais do PVINI 4.1.

Uma maneira de determinar o tamanho do conjunto C, que cumpre o papel da
memoria requerida para implementar a equagao no passo 8, no caso de ser conhecido
uma parte da solugao analitica foi discutida na secao 4.2. Nesse caso, um critério analogo
ao apresentado em (4.9) pode ser utilizado considerando a ordem do erro do método
empregado no passo 2 (Proposicao 3.6.6, p. 104). Assim, o nimero de elementos do

conjunto C, m, pode ser escolhido de forma que

N e se 0<a <1,
¢ Yol < { 2w a1 (4.10)

ou seja, de forma que |¢% yo| tenha a mesma ordem de erro da discretizagao dada por
(3.66).

O desempenho do método proposto com respeito ao erro nas aproximagoes numéri-

cas e a reducao do tempo computacional sera investigado a seguir.

4.4 Resultados Numéricos Utilizando o Método Hibrido

O objetivo desta secao é comparar as solugoes numéricas obtidas com o método da
se¢do anterior com as obtidas utilizando o método descrito na subsecao 3.6.2 em termos
de precisao, robustez e tempo de processamento. Essas comparacoes serao realizadas por
meio de dois exemplos numéricos. No primeiro exemplo, solu¢des numéricas do PVINI
4.6 serao comparadas com a respectiva solugao analitica para ambos os métodos. Nesse
caso, pretende-se comparar a precisao com a solugao analitica e o tempo de processamento.

No segundo exemplo, diagramas de bifurcacao para sistemas de equacoes diferenciais de
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ordem nao inteira segundo a derivada de Caputo serdao obtidos utilizando os dois métodos,
considerando a ordem de derivacao como parametro de bifurcacido. A analise de diagramas
de bifurca¢do é um problema tipico em dindmica nao linear (JIA; CHEN; QI, 2014; JUN
et al., 2014; LIU; HONG; YANG, 2014; TENG et al., 2014; AGARWAL; EL-SAYED;
SALMAN, 2013; LETELLIER; AGUIRRE, 2013; ABD-ELOUAHAB; HAMRI; WANG,
2012; YUAN; YANG, 2012; BARBOSA et al., 2007; GE; JHUANG, 2007; GE; ZHANG,
2007; NIMMO; EVANS, 1999; SUN; WANG; SPROTT, 2010; ZHANG et al., 2009;
HARTLEY; LORENZO; QAMMER, 1995) e demanda um longo tempo de processamento.

Os algoritmos foram implementados usando o compilador GNU Fortran 95. Para o
tempo de processamento foi utilizado a sub-rotina CPU_TIME. O processador utilizado
para obter as simulacoes apresentadas nessa secdo ¢ um Intel® Core' " i5-3570 @ 3.40GHz
X 4.

4.4.1 Exemplo 1

Seja o PVINI linear dado por

“Dyy = Ny,
y(0) = wo, (4.11)

y®(0)=0k=1,...,n—1,se a> 1,

em que n = [«]. A solugao analitica do PVINI acima é dada pela fungao de Mittag-Leffler
(Observagao 3.3.1, p. 86)

y(t) = yo Bap(ALY). (4.12)

O método descrito na subsecao 3.6.2 e 0 método hibrido foram implementados para
obter solugoes numéricas do PVINI 4.11 no intervalo [0, 5]' considerando as ternas (a, A, h)
para o € [0,3,1,8], A = £1, h = 0,005 e h = 0,001. Para o método hibrido considerou-se
o valor de m, que determina o tamanho do conjunto C = {yq, ..., ym_1}, utilizando o
critério dado por (4.10). Em cada caso, utilizou-se yo = 1. As relagoes entre os erros e o

tempo de processamento estao sumarizados nas Tabelas 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8, para h = 0,005.

1O tamanho para o intervalo de simulacio foi escolhido de forma que o tempo computacional entre os

métodos pudesse ser representativo, diferentemente do apresentado na secao 4.2 em que se considerou
apenas o erro da aproximacao.
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Tabela 4.5 — Erro obtido entre a solucdo analitica do PVINI 4.11 e os métodos hibrido e o dado pela
Equagdo 3.66 para o € [0,3,1,0], yo = 1, A =1, h = 0,005 e t € [0,5]. O tempo de
processamento dos métodos é destacado em cada caso. O tamanho do conjunto C, m, é
apresentado no caso do método hibrido.

a 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
i —y(ti ) max 4,65x10" 2,25x10! 1,19x10° 7,10x10° 4,67x10° 3,26x10° 2,37x10° 1,83x10°
Hibrido tempo (s) 0,0027 0,0031 0,0032 0,0032 0,0031 0,0028 0,0024 0,0017
m 65 79 87 89 86 77 59 2

i — v (t: ) max 2,10x10? 5,33x10! 1,24x10* 2,86x10° 0,66x10°
Eq. 3.66

0,15x10° 0,29x107* 0,31x1072
tempo (s) 0,1775 0,1773 0,1829 0,1775

0,1779 0,1781 0,1783 0,0907

Tabela 4.6 — Erro obtido entre a solugcdo analitica do PVINI .11 e os métodos hibrido e o dado pela
Equagio 3.66 para « € [1,1,18], yo = 1, A =1, h = 0,005 e t € [0,5]. O tempo de
processamento dos métodos é destacado em cada caso. O tamanho do conjunto C, m, é
apresentado no caso do método hibrido.

a 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8
fyi —y (i) max 1,26x10° 0,91x10° 0,64x10° 4,10x10~1 2,00x107* 2,56x1072 2,49x107" 4,72x1071
Hibrido tempo (s) 0,0023 0,0025 0,0024 0,0023 0,0024 0,0022 0,0020 0,0020
m 54 61 61 56 50 44 37 31
. fyi — y(ts ) max 2,17x1073 2,82x107% 2,60x1073 2,30x1073 2,03x107% 1,83x10~° 1,66x10~°2 1,53x1073
q. 3.66
tempo (s) 0,1777 0,1782 0,1784 0,1779 0,1811 0,1786 0,1777 0,1776

Tabela 4.7 — Erro obtido entre a solugdo analitica do PVINI 4.11 e os métodos hibrido e o dado pela
Equagdo 3.66 para o € [0,3,1,0], yo = 1, A = —1, h = 0,005 e t € [0,5]. O tempo de
processamento dos métodos € destacado em cada caso. O tamanho do conjunto C, m, é
apresentado no caso do método hibrido.

a 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
fyi — y(ts ) max 22,78x1073 8,67x1073 8,03x1073 5,18x107% 2,76x1073 1,23x1073 0,60x1073 0,91x1073
Hibrido tempo (s) 0,0028 0,0030 0,0032 0,0032 0,0031 0,0029 0,0024 0,0019
m 65 79 87 89 86 77 59 2

fyi — v (t: ) max 22,78x1073 8,67x1073 8,03x1073
tempo (s) 0,1784 0,1775 0,1835

5,18x1073 2,76x1073 1,23x1073 0,40x1073
Eq. 3.66

0,02x10~4
0,1777 0,1778 0,1778 0,1779 0,0906

Tabela 4.8 — Erro obtido entre a solugdo analitica do PVINI .11 e os métodos hibrido e o dado pela
Equagdo 3.66 para a € [1,1,1,8], yo = 1, A = =1, h = 0,005 e t € [0,5]. O tempo de
processamento dos métodos é destacado em cada caso. O tamanho do conjunto C, m, é
apresentado no caso do método hibrido.

a 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8
fyi —y (i) max 0,71x1073 0,63x107% 0,50x10~% 0,45x1073 1,25x1072 2,58x1073 4,78x1073 7,42x1073
Hibrido tempo (s) 0,0024 0,0023 0,0023 0,0024 0,0023 0,0020 0,0019 0,0020
m 54 61 61 56 50 44 37 31
. fi — y (s ) max 0,15x10~3 0,19x107%  0,17x107% 0,13x1073 0,10x107%  0,07x10™%  0,05x10~% 0,03x1073
q. 3.66

tempo (s) 0,1778 0,1778 0,1779 0,1777 0,1814 0,1783 0,1781 0,1776
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Nas Tabelas 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12 estao os valores obtidos para h = 0,001.

Tabela 4.9 — Erro obtido entre a solu¢do analitica do PVINI 4.11 e os métodos hibrido e o dado pela

Equagdo 3.66 para o € [0,3,1,0], yo = 1, A =1, h = 0,001 et € [0,5]. O tempo de

processamento dos métodos é destacado em cada caso. O tamanho do conjunto C, m, é
apresentado no caso do método hibrido.

@ 0,3 0,4 0,5 0,6

0,7 0,8 0,9 1,0
fyi =y (ts ) max 1,40x10* 0,51x10! 2,44x10° 1,43x10° 0,94x10° 0,66x10° 0,48x10° 0,37x10°
Hibrido tempo (s) 0,0596 0,0679 0,0752 0,0750 0,0725 0,0660 0,0554 0,0405
m 325 392 431 442 426 380 290 2

fyi —y(ts ) max 1,03x10? 1,66x10" 0,27x10" 0,44x10° 0,73x107*
Eq. 3.66

1,20x10~2 1,78x1073 1,24x10~%
tempo (s) 4,4439 4,4932 4,5988 4,4661

4,4800 4,4800 4,4704 2,2536

Tabela 4.10 — Erro obtido entre a solugdo analitica do PVINI /.11 e os métodos hibrido e o dado pela
Equagdo 3.66 para o € [1,1,18], yo = 1, A =1, h = 0,001 et € [0,5]. O tempo de
processamento dos métodos € destacado em cada caso. O tamanho do conjunto C, m, é
apresentado no caso do método hibrido.

o 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8

fyi —y(ts ) max 2,56x107 1 1,83x1071 1,25x1071 0,71x107!

0,11x107 % 0,65x107* 1,69x107! 3,16x107 1
Hibrido tempo (s) 0,0515 0,0537 0,0510

0,0488 0,0465 0,0464 0,0432 0,0422

m 245 261 242 212 179 148 120 93

fys — Y (t: ) max 1,07x10~% 1,18x10~% 1,04x10~% 0,90x10~4 0,80x10~4
Eq. 3.66

0,73x10~4 0,66x10~4 0,61x10~4
tempo (s) 4,4701 4,4943 4,4691 4,4517

4,5130 4,4653 4,4664 4,4726

Tabela 4.11 — Erro obtido entre a solugdo analitica do PVINI /.11 e os métodos hibrido e o dado pela
Equagio 3.66 para o € [0,3,1,0], yo = 1, A= =1, h = 0,001 et € [0,5]. O tempo de
processamento dos métodos é destacado em cada caso. O tamanho do conjunto C, m, é
apresentado no caso do método hibrido.

a 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

fyi —y(ts ) max 9,96x103 6,83x1073 4,30x1073 2,16x1073

0,94x1073 0,35x107% 0,12x1073 0,18x1073
Hibrido tempo (s) 0,0595 0,0678 0,0743

0,0750 0,0724 0,0661 0,0553 0,0406
m 325 392 431 442 426 380 290 2

fyi —y(ts ) max 9,96x103 6,83x1073 4,30x1072 2,16x1073 0,94x1073
Eq. 3.66

0,35%x107% 0,94x10~4 0,61x10~7
tempo (s) 4,4033 4,3956 4,5255 4,3928

4,3967 4,3940 4,3923 2,2410

Tabela 4.12 — Erro obtido entre a solugdo analitica do PVINI /.11 e os métodos hibrido e o dado pela
Equagio 3.66 para o € [1,1,1,8], yo = 1, A= =1, h = 0,001 et € [0,5]. O tempo de
processamento dos métodos é destacado em cada caso. O tamanho do conjunto C, m, é
apresentado no caso do método hibrido.

o 1,1 1,2 1,3 1,4

1,5 1,6 1,7 1,8
fyi — Y (t: ) max 0,14x1073 0,13x1073 0,09x1073 0,19x1073 0,52x1073 1,13x1072 2,23x1073 4,07x1073
Hibrido tempo (s) 0,0511 0,0529 0,0509 0,0488 0,0463 0,0445 0,0432 0,0422
m 245 261 242 212 179 148 120 93

fyi —y(t: ) max 2,61x10° 2,69x107° 2,06x107° 1,39x10~° 0,87x107° 0,52x107° 0,30x10~° 0,17x1072
Eq. 3.66

tempo (s) 4,3999 4,3934 4,4008 4,4022 4,4789 4,3984 4,3957 4,3933
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Observa-se que os erros entre as solugoes analiticas e as solugoes numéricas obtidas
a partir dos métodos hibrido e o dado pela Equacao 3.66 sdo relativamente grandes em
comparacao com a ordem do passo, h, para A = 1. O valor do erro obtido nesses casos é
devido a relagao entre o rapido crescimento da funcao E,1(At*) e a ordem do erro para

as aproximacoes.

Para A\ = —1, o erro entre as solugoes numéricas e analiticas permanecem em torno
da ordem do passo h, para ambos os métodos. Nesse caso, a solugdo para o PVINI é
limitada, o que implica um erro menor que para o caso A = 1. Destaca-se que o erro do
método hibrido para o conjunto R é da ordem do passo de discretizagao, O(h), que é a
mesma ordem do erro do método dado pela Equacao 3.57 utilizada no passo 8 do método.
Por isso, e pelo fato de o conjunto R corresponder a mais de 80% das solu¢des numéricas
utilizando o método hibrido, o erro obtido nesse método é maior que ao utilizar apenas a

Equagao 3.66 nos casos apresentados.

No entanto, o tempo computacional utilizando apenas a Equacao 3.66 é aproxima-
damente 70 (setenta) vezes maior que utilizando o método hibrido. Além disso, o tempo
computacional para esses métodos nao ¢é linear em relagdo ao tempo final do intervalo
para um determinado valor de passo, h, fixado, devido ao efeito da memoria hereditaria
presente nesses métodos. Na Figura 4.4 é apresentado o tempo de processamento versus
o tempo final do intervalo simulado para o PVINI 4.11 utilizando a Equagao 3.66 para
h = 0,005. O tempo de siulacao nesse caso é uma funcao crescente e nao linear. Utilizando
o método hibrido, o tempo de processamento para todo o intervalo [0, 15], com A = 0,005,

¢ em torno de 0,064s.

0,00 . L . L L
0,0 2,5 5,0 7,5 10,0 12,5 15,0

ty

Figura 4.4 — Tempo de processamento em segundos, t,, para o método dado pela Equacdo 3.66 para
resolver o PVINI /.11 no intervalo [0,t5] com h = 0.005.

Neste exemplo, o intervalo simulado é relativamente curto se comparado com outros
tipos de aplicagoes, tais como obter solugoes para construcao de diagramas de bifurcacao
de sistemas dindmicos nao lineares. Assim, para casos em que os intervalos de simulagao
sao curtos, sugere-se optar pelo método dado pela Equacao 3.66 ao método hibrido para

obter solugoes numéricas de um PVINI 4.1, devido a ordem do erro desses métodos.
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No seguinte exemplo, esses métodos serdo empregados para obter diagramas de
bifurcagdo para sistemas que, aparentemente, apresentam comportamento cadticos para a

derivada de Caputo.

442 Exemplo 2

Investigar os efeitos da ordem de derivagao no comportamento dinamico em sistemas
nao lineares ¢ um problema recorrente em sistemas dinamicos de ordem nao inteira. Uma
maneira de investigar esses efeitos é por meio da andlise de diagramas de bifurcagao
em que « é escolhido como parametro de bifurcacao. Esses diagramas também podem
ser utilizados como uma ferramenta de comparagao para algoritmos numéricos e de
modelos matematicos, pois pequenas mudancas no regime dinamico sao perceptiveis em
tais diagramas (AGUIRRE; BILLINGS, 1994; AGUIRRE; FURTADO; TORRES, 2006).
Além disso, os procedimentos necessarios para obter diagramas de bifurcagao exigem que
sejam empregados intensivos recursos computacionais, mesmo nos casos de sistemas que

nao possuem caracteristica de memoria hereditaria.

O sistema de ordem nao inteira

“Diyi = —(y2+ys),
°Diys = +ays, (4.13)
“Diys = b+ (y1—)ys,
com o = 1 é conhecido como sistema de Rossler (ROSSLER, 1976). Para o > 0 e
a # 1, esse sistema é chamado de sistema de Réssler de Ordem ndo inteira. A Figura 4.5

apresenta solu¢oes numéricas do sistema em (4.13) obtidas utilizando o método hibrido
para a = 0,995, a =02, b=0,4 e c = 5,T.

10

-10 -10

Figura 4.5 — Solug¢do numérica de (4.13) com o = 0,995, a = 0,2, b = 0,4, ¢ = 5,7 e condicdo inicial
%o = (—0,4218,0,4458, — 0,4583).
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A construcao do diagrama de bifurcacao do sistema Rossler de ordem nao inteira
serd realizada pela utilizacdo de se¢oes de Poincaré (FIELDER-FERRARA; PRADO,
1994). Devido ao fato de o fluxo desse sistema circular em torno da reta que é perpendicular
ao plano y3 = 0 e passa pelo ponto fixo ¥* = (y5, 5, ¥5), que esta préximo da origem cujas
coordenadas sdao dadas por y} = (¢ — /2 — 4ab) /2, yi = —yi/a e y5 =y} /a, a secdo de

Poincaré a ser usada é dada pelo semi-plano

P ={(y1.92,43) | y1 =0 e y» < O}, (4.14)

como ilustra a Figura 4.6.

Figura 4.6 — Secio de Poincaré utilizada para a constru¢io do diagrama de bifurca¢io do sistema de
Rassler. (a) vista em perspectiva. (b) projecio sobre o plano (y1,y2).

Para cada valor de a;, um total de 500 interse¢oes com semi-plano P serao obtidas.
Dessas, apenas as ultimas 100 serao utilizadas para a construcao do diagrama. Além disso,

a condicao inicial 1y sera tomada pela distribui¢ao uniforme
g0 — 7|0 < 0,5, (4.15)

para cada «. No caso em que « > 1, serd considerado 4’ = (0,0, 0).

Diagramas de bifurcacao foram assim obtidos utilizando a Equagao 3.66 e o método
hibrido para o € [0,9700, 1,0050], com incremento Aa = 0,0001 e com os seguintes valores
dos parametros do sistema: a = 0,2, b = 0,4, ¢ = 5,7. No método hibrido, considerou-se o
nimero de pontos do conjunto C no passo 2 a partir da condicao inicial até a 5* (quinta)
intersecdo com o semi-plano P 2, enquanto que para os demais pontos utilizou-se o passo 8.
Na Figura 4.7 sao apresentados dois diagramas utilizando esses métodos para o passo de
discretizacao h = 0,01. O tempo de computagao utilizando a Equacao 3.66 (Figura 4.7-a)
foi de 26 dias, 13 horas e 59 minutos. Para o método hibrido (Figura 4.7-b), o tempo total

foi de 2 dias, 8 horas e 12 minutos.

2 Nesse caso, o numero de intersecdes com a secio foi escolhido de forma empirica. Contudo, o critério

dado por (4.10) foi verificado em cada caso.
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=30 - 1

40

Y2
Y2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,970 0,975 0,980 0,985 0,990 0,995 1,000 1,005 0,970 0,975 0,980 0,985 0,990 0,995 1,000 1,005

(a) (b)

Figura 4.7 — Diagramas de bifurcagdo para o sistema de Réssler de ordem nao inteira seqgundo a derivada
de Caputo. Solugées numéricas foram obtidas utilizando (a) Equagio 3.66 e (b) método
hibrido com h = 0,01 em ambos 0s casos.

Observa-se, no entanto, que ocorre um deslocamento no eixo correspondente ao
parametro de bifurcacao no diagrama obtido utilizando o método hibrido em comparacao
com o obtido utilizando a Equacgao 3.66. Esse deslocamento, que é comum mesmo em

métodos utilizados em sistemas de ordem inteira (MENDES; LETELLIER, 2004), pode

ser explicado pela ordem do erro em cada método.

Outros diagramas de bifurcacdo para o sistema de Rossler foram obtidos utilizando
o método hibrido com a reducao do valor do passo de discretizagao. Na Figura 4.8-a é
apresentado um diagrama para h = 0,005. Nesse caso, o tempo total foi de 10 dias, 21
horas e 54 minutos. Como esperado, o deslocamento é reduzido se comparado com a
Figura 4.7-b. Para h = 0,002, o digrama de bifurcacao obtido apresentou um deslocamento
nao significativo se comparado com a Figura 4.7-a. Contudo, o tempo computacional

supera, nesse caso, o tempo computacional utilizando o método (3.66).

-3,0

-4,0

Y2

0,970 0,975 0,980 0,985 0,990 0,995 1,000 1,005 0,970 0,975 0,980 0,985 0,990 0,995 1,000 1,005
o o

(a) (b)

Figura 4.8 — Diagramas de bifurca¢io para o sistema de Rossler de ordem nao inteira sequndo a derivada
de Caputo. Solugdes numéricas foram obtidas utilizando o método hibrido com (a) h = 0,005
e (b) implementado com principio de short memory com h = 0,002.
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O principio de short memory (Equagoes 3.58 e 3.60, p. 102) pode ser usado no
passo 8 do método hibrido para reduzir o tempo de processamento. Esse principio foi
aplicado com € = 0,001 e h = 0,002 para a obtencao do diagrama de bifurcacao exibido na
Figura 4.8-b. O tempo de processamento nesse caso foi de 18 dias, 1 hora e 20 minutos.
Os resultados obtidos dessa forma sao comparaveis com os obtidos utilizando a Equacao
3.66. Um aspecto importante, que pode ser observado nas Figuras 4.7 e 4.8, é o fato de
nao ser detectado comportamentos dinamicos discrepantes, a nao ser o deslocamento ao

longo do eixo do parametro de bifurcagao, utilizando esses dois métodos.

Neste exemplo, diagramas de bifurcacao também foram obtidos para o sistema

3
Cna _ _ yil_@
DSy = a lyz (16 6)]’

CD3 Yo = Y1 — Y2+ Ys, (4.16)

CD3y3 = _by27

que, para o = 1, é uma variacao do sistema de Chua em que a nao linearidade é realizada
por uma funcgao cubica e apresenta regime cadtico para os parametros a = 9,5 e b =14
(HIRSCH; SMALE; DEVANEY, 2004). Para a > 0 e o # 1, esse sistema serd dito sistema

de Chua polinomial de ordem nao inteira.

Solug¢bes numéricas para o sistema acima estao apresentadas na Figura 4.9 para
a = 0,99.

-2,50

050 250

Figura 4.9 — Solugio numérica de (4.16) com o = 0,99, a = 9,5, b = 14 e condigio inicial o =
(0,1,0,1,0,1).

Devido ao fato de as solugoes desse sistema realizarem uma circulacao dupla
em torno de duas retas que passam pelos pontos fixos 7 = <2\/6/3,0, — 2\/6/3) e
Us = (—2\/6/ 3,0, 2\/6/ 3) e sao perpendiculares ao plano y3 = 0, a secao de Poincaré
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utilizada nesse caso sera dada por P; U Ps, em que P; e Py sdo os semi-planos

\/5y1—4

P = {(yhy%yz) | Y2 = 10

e Yo < O} : (4.17)

(4.18)

V6 +4
Py = {(ylvaayS) | yz:yil ey >0,.

10
A projegao de Py U Py sobre o plano (y,ys2) esta ilustrada na Figura 4.10.

2,5

Figura 4.10 — Projecio sobre o plano (y1,y2) da se¢io de Poincaré utilizada para a construgio do
diagrama de bifurcacdo do sistema de Chua.

Para a construcao dos diagramas de bifurcagdo para o sistema de Chua polinomial
de ordem nao inteira, sera considerado o mesmo ntimero de interse¢oes na se¢ao de Poincaré
utilizado para construcao dos diagramas para o sistema de Rossler, mas, nesse caso, com
a secado P; U Py. A condicao inicial utilizada para cada « sera tomada satisfazendo a

condicao uniforme

ou seja, em torno do terceiro ponto fixo desse sistema, (0,0,0). Além disso, ¥ = (0,0,0)

no caso em que « > 1.

Dois diagramas de bifurcacao foram obtidos. O primeiro, ilustrado na Figura 4.11,
utilizando a Equacao 3.66 e o segundo utilizando o método hibrido, Figura 4.12. Em
ambos os casos utilizou-se a € [0,9600, 1,0200] com incremento A« = 0,0001 e h = 0,01.
Os parametros do sistema foram fixados em a = 9,5 e b = 14. Para o método hibrido,
considerou-se o conjunto C da mesma mameira que o utilizado no sistema de Rossler de

ordem nao inteira.

O digrama da Figura 4.11 foi obtido apés 20 dias, 18 horas e 43 minutos, enquanto
que o apresentado na Figura 4.12 apds 1 dia, 12 horas e 36 minutos. Os diagramas obtidos

por esses métodos apresentam os mesmos regimes dinamicos. Observa-se, no entanto, que
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045 -

0,30 -

0,15

0,00 -

Y2

0,15

-0,30

-045

! ! ! ! ! ! !
0,96 0,97 0,98 0,99 1,00 1,01 1,02
o

Figura 4.11 — Diagrama de bifurcacdo para o sistema de Chua de ordem ndo inteira seqgundo a derivada
de Caputo. As solugées numéricas foram obtidas utilizando a Equagdo 3.66 com h = 0,01.

045

0,00

Y2

-0,15

-0,30

-045 -

0,96 0,97 0,98 0,99 1,00 1,01 1,02

Figura 4.12 — Diagrama de bifurca¢do para o sistema de Chua de ordem néao inteira sequndo a derivada
de Caputo. As solugoes numéricas foram obtidas utilizando o método hibrido com h = 0,01.

também ocorre um deslocamento entre esses diagramas em relacao ao eixo do parametro

de bifurcagao, porém menor que o obtido para o sistemas de Rossler com h = 0,01.

Uma tentativa de melhorar o desempenho de velocidade do método em (3.66) pelo
aumento do passo de discretizacdo h nao se mostrou viavel, ao menos para o caso do
sistema de Rossler. Na Figura 4.13 é apresentado um diagrama bifurcacao com h = 0,1
para a € [0,9700,0,9950] e Aa = 0,0001. O diagrama foi obtido utilizando a segao de
Poincaré dada em (4.14) e o mesmo numero de interse¢oes utilizado anteriormente, mas
apresenta diferencas significativas se comparado a Figura 4.7-a. Para o valor de passo
h = 0,05, o aspecto dissipativo exibido na Figura 4.13 também é observado. Dessa forma,
construir um diagrama de bifurcagao utilizando a Equacao 3.66 com valores de passo
h = 0,1 ou h = 0,05 mostrou-se inapropriado, o que refor¢a o uso do método hibrido para

obter solugoes numéricas de PVINIs segundo Caputo em casos que se faz necessario um
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alto niimero de iteracoes.

Y2
3

0,970 0,975 0,980 0,985 0,990 0,995
o

Figura 4.13 — Diagrama de bifurcagio para o sistema de Rossler de ordem ndo inteira seqgundo a derivada
de Caputo. As solugoes numéricas foram obtidas utilizando a Equacdo 3.66 com h = 0,1.

45 Sobre o Método Hibrido N3ao Preservar Pontos Fixos

Os exemplos apresentados na se¢ao anterior mostram a viabilidade do método
hibrido para obter solu¢oes numéricas de um PVINI segundo a derivada de Caputo.
Contudo, para PVINIs em que a funcao F (t,7) nao depende explicitamente do tempo,
ou seja, ﬁ(t, y) = ﬁ(gj’), as solugoes a partir de condigoes iniciais que zeram ﬁ(gj’) nao sao

mantidas constantes pelo método hibrido.

Para ilustrar esse fato, sera considerado o problema de valor inicial dado por
°D§y = F(y),
y(0) = vo, (4.20)
y®(0)=0,k=1,...,[a] —1,sea>1,

em que F(y) é continua e lipschitziana.

As aproximagdes numéricas de (4.20) no intervalo (0,¢] podem ser obtidas pelo

passo 8 do método hibrido dado pela equagao

a yO t'L_—‘ral s o
Yir1 = h* | Fly) + =——~ | — E : Cr Yik+1
k=1

(1 —«)
Yo i+l
- (i + 1)°0(1 — ) + 1 F(y;) — ; e Yi—k+1, (4.21)
em que para t; = th, a partir de um conjunto de condigoes iniciais {yo, ...,y;}, para

a ¢ N. Contudo, essa equagao é inapropriada no caso de solugoes constantes nao nulas do
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PVINI 4.20. De fato, pela Proposicao 3.5.2 a solu¢ado a partir de uma condi¢ao inicial g,
tal que F(yo) = 0, é a solugao constante y(t) = yo. Mas, se yo # 0, tem-se que

Y1 = F(lyi ) — Yo = Yo (F(l 1_ @) + Oé) # Yo- (4.22)
Mesmo no caso de um conjunto de condigoes iniciais de valores constantes {yo, Yo, ---, %o}
com F(yp) = 0, tem-se que
Yo i+1
Yl = T Ter(i—a) % /;1 ¢k # Yo- (4.23)

Portanto, a solu¢ao numérica a partir da discretizagao em (4.21) nao serd equivalente a
solugao do sistema continuo no passo ¢ + 1 e, dependendo da fungdo F'(y), as solugoes
obtidas a partir desse passo poderao divergir para infinito enquanto que a solugao do
sistema continuo se mantera constante. O seguinte exemplo ilustra a situacao em que a

solugdo numérica diverge da solucao constante.

Exemplo 4.5.1 Seja DY’y =y —1 eyo = 1. A fungio y(t) = 1 ¢ solugio desse PVINI.
Logo, pelo teorema de existéncia e unicidade (Teorema 3.5.2) essa é a unica solugdo. A

Figura 4.1/ exibe a solu¢do analitica e a solugao numérica obtida utilizando o método
hibrido. >

18
16
14 +

12
10

(=] [V} L [=2} [e ]
T

Figura 4.14 — Comparacdo entre a solucio (—) numérica e (---) analitica para “D§y =y — 1 com
a=05,yo=10, h=0,01 ete0,10].

A partir da definigdo de pontos fixos para um PVINI segundo Caputo (Defini¢ao
3.5.1, p. 93), é possivel dizer que a discretizacao dada por (4.21) néo preserva os pontos
fixos ndo nulos do sistema continuo (4.20). O fato dessa discretiza¢do nao preservar os
pontos fixos do respectivo sistema continuo esté relacionada com a substituicdo da série
na definicado da derivada de Griinwald-Letnikov pelo somatoério em (4.21) (Equacgao 3.50).
Nesse aspecto, o método hibrido nao se equivale ao método dado pela Equacao 3.66

(Capitulo 3, p. 104), obtido a partir da representacao integral (3.14), pois esse método
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preserva os pontos fixos de um PVINI dado por (4.20). Nesse sentido, o método hibrido
pode ser adaptado com a restricdo do segundo passo ser mantido, no caso de F(yy) =0 e
do conjunto C ser um conjunto de valores constantes, contornando o problema de preservar

os pontos fixos.

No Capitulo 5, um método baseado em uma variacao da Equagao 4.21 sera proposto
com a finalidade de se obter solu¢ées numeéricas que coincidam com as solugoes constantes do
respectivo sistema continuo para o caso em que a fungao F'(¢,y) nao dependa explicitamente

do tempo.

4.6 Conclusao do Capitulo

Neste capitulo foi apresentado o método hibrido, que é implementado utilizando os
métodos dados pelas Equagoes 3.57 e 3.66, aplicando o conceito de memoria hereditaria
presente em sistemas com derivadas de ordem nao inteira. Diferentemente do método
(3.66), o método (3.57) nao pode ser aplicado diretamente para obter solugoes de um
PVINI segundo Caputo para qualquer conjunto de condicoes iniciais. Contudo, o primeiro
realiza um nimero muito maior de operacoes por iteragao, o que resulta em longos tempos
de processamento quando se é requerido um grande nimero de solugoes, tornado-o, nesses
casos, inviavel. Por outro lado, o erro de truncamento local do método (3.66) é menor que

o do método hibrido considerando as aproximacoes obtidas no conjunto R.

Nos exemplos de diagramas de bifurcacao estudados, o método hibrido foi em média
12 vezes mais rapido que utilizando a Equacao 3.66 para o mesmo passo de discretizacao.
Nesse sentido, o método hibrido pode ser empregado como uma alternativa para obter
solucoes de um PVINI segundo Caputo, sendo mais apropriado em simulacoes em que
seja necessario realizar um grande nimero de iteragoes e uma precisao maior que O(h)

nao seja requerida, como no caso da construcao de diagramas de bifurcacao.
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5 O Método de Meméria Hereditaria Concen-

trada na Condicao Inicial

Neste capitulo, um método baseado na defini¢ao da derivada de Griinwald-Letnikov
sera proposto. Esse método serd aplicado para obter solugdes numéricas em um caso
particular para as condi¢oes iniciais de um PVINI segundo Caputo, utilizado no estudo
de sistemas dindmicos de ordem nao inteira. De forma equivalente ao método hibrido, o
método proposto utilizara o conceito de memoria hereditaria aplicado a discretizacao dada
pela Equacao 3.57. Mas, diferente do primeiro que utiliza a memoria inicial a partir da
discretizagao dada pela Equacao 3.66, a memoria sera obtida a partir dos coeficientes ¢
de (3.57) e da condicao inicial do PVINI. Como sera visto, o sistema dindmico discreto
obtido pelo método proposto tera os mesmos pontos fixos do respectivo PVINI segundo
Caputo para o caso em que a funcao F (t,7) ndo dependa explicitamente do tempo. Além
da proposicao do método, sera realizada uma analise com respeito a estabilidade em torno

de seus pontos fixos, caso eles existam.

Esse capitulo serd apresentado da seguinte maneira: na se¢ao 5.1, serdo introduzidos
alguns conceitos para a proposicao do método, além de sua apresentacao. Na secao 5.2,
encontram-se os resultados numéricos obtidos pela utilizagao do método. Na secao 5.3,
sera realizada uma anélise para estabilidade dos pontos fixos de sistemas discretos que sao
obtidos a partir do método apresentado na secao 5.1. O capitulo é finalizado com uma

conclusao na secao 5.4.

5.1 Discretizacao com Memoéria Hereditaria Concentrada na Con-
dicao Inicial
O método que sera descrito nesta secao é baseado no operador de Riemann-Liouville

em que o extremo inicial tende a menos infinito (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO,

2006) e seréd definido em sequéncia.

Definicao 5.1.1 O operador derivada de Riemann-Liouville de ordem o, o > 0, com

extremo inicial no —oo € definido por

ripe ppy = L ( lim 7 f(t)) , (5.1)

dt™ \c——oo

em que n = [a], no caso em que a integral de Riemann-Liouville seja convergente. A
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A seguinte proposicao relaciona a Definicao 5.1.1 com a derivada de Caputo
D2 f(t), para t > a, e f(t) constante no intervalo no intervalo (—oo,a) com f*)(a) = 0,

E=1,... [a] —1.

Proposicao 5.1.1 Sejam o > 0, n = [«] e f(t) dada por

fla),set < a,
f(t) = (5.2)

f(t)7 set > a,
em que f(t) é uma fungio satisfazendo f™(t) € Ly[a,t] e f¥(a) =0, k=1, ..., [a] — 1.
Entao,
FDe o (f(t) = f(a)) = “Dg (1) (5.3)

Observacao 5.1.1 Embora a hipdtese com respeito as derivadas de f(t) emt=a' seja
restritiva, ela € equivalente as utilizadas em sistemas dinamicos de ordem ndo inteira
dados por PVINIs sequndo Caputo que nao dependem explicitamente do tempo. O que se
pretende com o método proposto é preservar os pontos fixos do respectivo sistema continuo.
Se y(()k) # 0 para algum k=1, ..., [a] — 1, entdo, pela Equagao 3.14 (p. 83), um PVINI
sequndo Caputo que ndo depende explicitamente do tempo ndo possui solugoes constantes

DEMONSTRAGAO: Pela definigao de f(t), tem-se que I2~% f(t) existe para todo ¢ € (—o0, ).
Aplicando integracao por partes em [2~* f(t), com ¢ < a, obtém-se

(f(r) = f(a)(t — 7)™

t

n—a _ ! (t_7_>n—a !

L = - I'n—a+1) c+/c F(n—a—l—l)f(T)dT
¢ (t—1) / (s L
- / Fn—a+1)f(T)dT+/a Tm—axn’ D&

Em (!) foi utilizado que f(c) = f(a) para todo ¢ < a e em (!!) que f'(t) = 0 para
t <aeque f(t) = f(t) para t > a. Dessa forma,

n—ao ! (t — T)nia 21
Cgmoof ft) = /a mf (1) dr.

O restante da demonstracao segue de forma analoga aos passos da demonstragao do
Teorema 2.4.2, p. 61. |

A Proposigao 5.1.1 em conjunto com a discretiza¢ao de Griinwald-Letnikov (3.57)

serao utilizadas para descrever um método que gera aproximacoes numéricas da solucao
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de um PVINI segundo Caputo dado por
“Dyy = F(y),

y®(0)=0k=1,....[a] —1,se a>1.

Esse PVINI nao é o mais geral possivel devido ao fato de F(y) ndo depender
explicitamente do tempo e das restrigoes nas condicoes iniciais. Contudo, no estudo
de sistemas dinamicos de ordem nao inteira, é frequente a utilizacao de fungoes que
nao dependem explicitamente do tempo (ABD-ELOUAHAB; HAMRI; WANG, 2012;
AGARWAL; EL-SAYED; SALMAN, 2013; BARBOSA et al., 2007; GE; JHUANG, 2007;
GE; ZHANG, 2007; HARTLEY; LORENZO; QAMMER, 1995; JIA; CHEN; QI, 2014,
JUN et al., 2014; LETELLIER; AGUIRRE, 2013; LIU; HONG; YANG, 2014; NIMMO;
EVANS, 1999; SUN; WANG; SPROTT, 2010; TENG et al., 2014; YUAN; YANG, 2012;
ZHANG et al., 2009). Além disso, se as solugoes do PVINI 5.4 sao limitadas, a substituigao
de alguma das condicdes por i *)(0) # 0 implicard, a partir da representacio integral da
solucao de (5.4) (Equagao 3.30, p. 92), que as solugdes passardo a ser ilimitadas. Nesse
caso, o sistema dindmico nao inteiro tera dinamica trivial, ou seja, as solugoes irao divergir

para o infinito.

Assim, seja g(t) a solucao de (5.4). Entao, §(t) satisfaz as condigoes iniciais desse
PVINI, e a funcao auxiliar y(t), definida de maneira andloga a apresentada em (5.2), é tal
que

FED2 (y(t) = y(0)) = “Dg y(t) = F(y(1)). (5.5)
—0o0 0

Por outro lado, para cada ng € Z—, tem-se que lim I2(y(t) —y(0)) = I (y(t) —y(0)) e

B (y(t) —y(0)) = Dy (y(t) —y(0

~—
~—

RLNH«
= DS y(t) — 5.6
ao aplicar a Proposi¢ao 2.3.4 (p. 56) na tltima igualdade.
Portanto, para t > 0,
o y(0)(t —no)™ @
ripe y(t) = p(y) + L) (5.7

I'l—a«)

Aplicando' a aproximagao numérica de Griinwald-Letnikov (Equagdo 3.57) em #LD2 y(t)

para uma malha de N pontos igualmente espacados no intervalo [ng, t|, obtém-se, de forma

1 Formalmente, a equivaléncia entre as derivadas de Riemann-Liouville e Griinwald-Letnikov em um

intervalo [a,b] s6 é vélida para fungdes pertencentes a C™[a,b] (Proposigdo 2.5.1, p. 69). Contudo,
é possivel usar a discretizagdo para obter aproximagoes mesmo no caso da fungdo y(t), pois nao se
objetiva passar o limite quando h — 0 nessa discretizagao.
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andloga a Equagao 4.21 (p. 128),

41
Yo
=h*F — — X Yo .
Yer1 (ye) 1T (1 = a) k2:1 Cr Ye—k+1, (5.8)

em que h = (t —ng)/N, ye é a aproximagao de y(t;) e t;, = ng + { h. Observa-se que o
numero de pontos na malha [ng,t] pode ser escolhido em fungao do passo de discretizagao,
h, de forma que exista ¢ € N tal que ng + (h = 0, mas com a penalidade de nao existir
n € N tal que t = ng+nh. Embora a igualdade possa nao ser atingida, tem-se que existem
he€R, en €N tal que ng+nh <t <mng+ (n+1)h em que ng + nh esteja tao proximo a
t, quando se queira. Assim, para t, > 0, é possivel escrever t, = t;,;, 1 > 0, e a Equacao
5.8 pode ser reescrita por

I+i+1

_ Yo N Z cay~ )
C+itD)T(l—a) fZ "7

Yivivr — h* F(Z/Zﬂ') -

. %o it1 . Iit1 .
= W Flyg,) — (E—I- i+ 1)1 —a) - kz::lck Yivi-k+1 — k:zi;rz Ck Yitri—k+1
. Yo i+1 . f+it1 .
= h* Flyg,) — (g+ i+ 1)eT(1—a) - kz::lck Yiji-k+1 — k;_2 Cr Yo, (5.9)

pois, para k > i+2, (+i—k+1 </, ou seja, tivi—kr1 < 00 queimplica em yz,,; .. = Yo
pela definicao da funcao y(t). Renomeando y;,, por ¢; para i > 0, obtém-se

N i+1 I+i+1

. N Yo N “
iv1 = h F(§;) — —= - i1 — e o, 5.10
Jis1 (4:) T it )T o) kX::l & Jimkin k;ﬁ v Jo (5.10)

que sdo as aproximagoes numéricas da solucao §(t) do PVINI 5.4 considerando o extremo

inicial ng. Tomando o limite ng — —oo, tem-se que £ — 400 e a seguinte equacdo é obtida

i+1 00
Jiv1 = B F(9;) — Z Cr Pimkt1 — Z cx Yo (5.11)
k=1 k=i+2

O fato de que Y ¢ = —1 (Observagao 3.6.2, p. 100) implica que a série em (5.11)
k=1
é convergente e pode ser substituida por um somatério finito, obtendo-se

i+1 i+l
Yir1 = h* F(y:) — Z Ch Yimk+1 — Yo (—1 - Z c%) ) (5.12)
k=1 k=1

pela substitui¢do ¢; = y;, uma vez que as fungoes y(t) e §(t) se coincidem para ¢t > 0.

A Equacao 5.12 sera utilizada para obter solugdes numéricas para o PVINI segundo
Caputo (5.4) e goza da propriedade de preservar os pontos fixos desse sistema, caso eles

existam.
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Proposicao 5.1.2 Seja y* um ponto fixo do PVINI 5.4. Entdao, as solugoes numéricas
obtidas a partir da discretizacao dada pela Equagao 5.12 sao dadas por y; = y* para todo
1> 0.

DEMONSTRACAO: De fato, fazendo yy = y*, tem-se que

1 =h"F(yo) — S Yo — yo (=1 — ¢F) = vo.

Por indugao, segue que
i+l i+l
Yir1 = h* F(yo) — > ¢t yo — Yo <—1 - ZQ?) = Yo,
k=1 k=1

para todo 7 € N. |

A Equagao 5.12 sera dita discretizagdo com memoria hereditaria concentrada

na condigao inicial (MHCCI), devido ao termo
) i+1
> iYo= o <—1 - Cg> ) (5.13)
k=i+2 k=1

que representa a meméria hereditaria no intervalo (—oo, 0) para a representagao do PVINI

5.4 utilizando a derivada de Riemann-Liouville (Equacao 5.5).

5.2 Resultados Numéricos Utilizando o Método MHCC]

Para validar a Equagao 5.12 como um método para obter solu¢des numéricas de
um PVINI segundo Caputo dado por (5.4), serao realizados procedimentos analogos aos

utilizados para validar o método hibrido. Assim, solugoes analiticas do PVINI

“Diy = Ay,
y(0) =1, (5.14)

y®(0)=0k=1,...,[a] —1,se a> 1,

serao comparadas com solugoes numéricas obtidas a partir de (5.12) para diferentes valores
de a. Além disso, sera realizada uma comparacgao entre diagramas de bifurcagao para
os sistemas de Rossler (4.13) e de Chua polinomial (4.16) de ordem nao inteira com os

apresentados no Capitulo 4.

Solucdes Numéricas e Analiticas do PVINI linear “D§ y = Ay

O fato de a solugao do PVINI 5.14 ser dada por y(t) = yoFa1(At*) (Corolario 3.3.4.

p. 86), fornece a possibilidade de comparar essas solugoes com as obtidas numericamente
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a partir de (5.12). Essas solugoes serdo comparadas no intervalo [0, 5] considerando yo = 1,
a € (0,2) e A = £1 para o PVINI 5.14 e, para cada um desses valores, diferentes valores

do passo de discretizagao h.

Para A = 1, tem-se que as solugoes desse PVINI sdao funcoes estritamente crescentes
com aspecto tipico ao apresentado nas Figuras 5.1 e 5.2. Na Figura 5.1 foi considerado

a=0,5eh =0,01 e o erro entre as solugoes analiticas e numéricas é percebido visualmente.

300 T

250 -

200

50

Figura 5.1 — Comparagio entre a solucio (—) numérica e (---) analitica para “D§ y = \y com a = 0,5,
yo=1,0, A=1,0, h=0,01 e (a) t € [0,5].

Na Figura 5.2 foi utilizado o = 1,5 e a diferenca entre as solu¢bes numérica e

analitica é visivel no intervalo [4,75,5,00] em destaque.

100

96 -
80

60 90

y(t)
y(t)

40 84 L ,

20

Figura 5.2 — Comparagio entre a solugio (—) numérica e (---) analitica para “D§ y = \y com a = 1,5,
yo =10, A=1,0, h =0,01 e (a) t € [0,5]. Em (b) estd apresentado apenas o intervalo
t € [4,75,5,00] destacando a diferenga entre as solugdes.

Nas Tabelas 5.1 e 5.2 estao apresentados o erro absoluto méaximo considerando
h=0,01ea€[0,3,1,8], em que « foi variado a cada 0,1. Nessas tabelas, iz, representa
o valor da iteragdo em que o erro maximo ocorre. Observa-se que o erro absoluto maximo

ocorre no extremo superior do intervalo [0, 5].
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Tabela 5.1 — Erro numérico entre a solugdo obtida utilizando (5.12) e y(t) = Eq1(At*) para A = 1,0,
h=0,01,te0,5 cacl03,1,0.

o 0,3 0,4 0,5 0,6 07 08 09 10
max(|y; — y(t:)]) 72,42 40,00 2368 1531 10,35 7,19 5,10 3,64
Tmdx 501 501 501 501 501 501 501 501

Tabela 5.2 — Erro numérico entre a solugdo obtida utilizando (5.12) e y(t) = Eq1(At*) para A = 1,0,
h=001,t€0,5 cac[ll,18].

o L1112 1,3 14 15 16 1,7 18
méx(|y: —y(t:))) 2,60 1,84 1,26 083 050 023 003 0,13
i 501 501 501 501 501 501 501 501

A Figura 5.3 apresenta o erro absoluto maximo em fungao de « no intervalo [0,3, 1,8]
considerando uma variacao de 0,001 no seu incremento para o passo de discretizacao
h = 0,01. Observa-se que o erro decresce no intervalo [0,30,1,71) e cresce no intervalo
[1,71,1,80].

70 ]
60 _

= 50 i =

3 =

g [
g 9 _
10 e
1,8

@ @
(a) (b)

Figura 5.3 — Erro absoluto mdzimo entre as solu¢oes numéricas usando a Equacao 5.12 e analiticas
do PVINI 5.14 para A =1 e (a) a € [0,3,1,8]. Em (b) é destacado a janela [1,5,1,8]. O
incremento utilizado para a foi de 0,001.

Para h = 0,005 o valor do erro maximo entre as solugoes numérica e analitica
diminui em comparaciao com h = 0,01. O mesmo acontece ao variar de h = 0,005 para
h = 0,001, como pode ser observado pela Figura 5.4. Isso sugere que o erro diminui com
a diminui¢do do valor do passo de discretizacao. Observa-se, porém, que o erro absoluto
maximo encontrado em cada caso nao é da mesma ordem do passo de discretizacao h
utilizado e esse erro depende de valores de a e de h. Isso pode ser explicado devido
ao erro de truncamento local do método baseado em Griinwald-Letnikov (Proposicao
3.6.5) ser acumulado em cada iteragao e devido a rela¢do entre o crescimento da fungao

y(t) = E,1(At*) no intervalo [0,¢] em comparacao com o tamanho do intervalo. Além
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disso, para A > 0, quanto menor o valor de a mais rapidamente a funcao cresce, o que
explica a relagao inversamente proporcional entre o erro maximo e os valores de a. Em
particular, para « = 1,0, a solugao é y(t) = €' e o método dado pela Equagdo 5.12 é

igual ao método de Eiiler, que possui erro de truncamento local na ordem do passo h,
(BURDEN; FAIRES, 2008).

40

8 ( T T 3

30 H E 6 ,
= <

I 20 | - ‘ 4 i
> =
1 &1
\g \g

10 + B 2 .

0 I I T 0 | I T
0,3 0,6 0,9 1,2 5 1,8 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5 1,8
@ @
(a) (b)

Figura 5.4 — Erro absoluto mdzimo entre as solugées numéricas, usando a Equacio 5.12, e analiticas do
PVINI 5.14 em fungio de @ para A =1, (a) h = 0,005 e (b) h = 0,001.

No caso em que A = —1, a funcao y(t) = E,1(A\t*) é limitada e tende a zero quando
t — 400, conforme Teorema 3.5.7. Para 0 < o« < 1 a fungao é estritamente decrescente e
para 1 < a < 2 a func¢ao oscila em torno de y = 0. Nas Figuras 5.5 e 5.6 estao apresentados
as solugoes numéricas e analiticas para a = 0,5 e a = 1,5, respectivamente. Observa-se
que o erro entre as solugoes nao é perceptivel visualmente no intervalo [0,5]. Em cada
caso, foi destacado o subintervalo onde ocorre o erro maximo de forma a poder visualizar

a diferenca entre essas as solugoes.

1,0 T 1,00 T T T
09 L ]
0,8 0,95 [ 4
0,7
s 06 £ 0% 1
0,5 :
0,4 085 - T 1
0,3 \\
0,2 , | I I
080,60 0,01 0,02 0,03 0,04
t t
(a) (b)

Figura 5.5 — Solugbes (—) numéricas e (---) analiticas para °D§y = Ay com yo = 1,0, A = —1,0,
h=0,01ea=0,5. (a) As solugées no intervalo [0,5] sdo indistinguiveis visualmente e
(b) o erro pode ser observado para as solugdes no intervalo [0,00,0,04], onde ocorre o erro
mdximo, e (e) representa a solu¢do numérica obtida.
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1,0 T T T 0,11 T T
08 L i
0,10
06 - i
04 - 4 _
= T 009
= 02 L 4
0,0 |- ] 0,08
-0,2 - /
- I L 1 I 0,07 I I L | I
0445 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 1,44 145 146 147 148 149 1,50
t t
(a) (b)

Figura 5.6 — Solucdes (—) numéricas e (---) analiticas para °D§y = Ay com yo = 1,0, A = —1,0,
h =001 ea=15. (a) As solugées no intervalo [0,5] sdo indistinguiveis visualmente e
(b) o erro pode ser observado para as solugdes no intervalo [1,44,1,50], onde ocorre o erro
mdzimo, e (®) representa a solugdo numérica obtida.

Nas Tabelas 5.3 e 5.4 estao apresentados os valores obtidos para o erro absoluto
maximo que o método apresenta em relagao a solugao analitica, para h = 0,01, e o valor
da iteracdo em que esse erro ocorre, ins. Na Figura 5.7, o erro méaximo em funcao de «
no intervalo [0,3,1,8] foi obtido variando « a cada 0,001. Diferente do caso em que A = 1,
para A = —1 o erro maximo nao ocorre no ultimo ponto do intervalo. Além disso, o erro
entre as solugoes numérica e analiticas sao da ordem do passo de discretizacao, o que pode
ser explicado devido ao fato de as solugoes serem limitadas. Para A = 0,005 e h = 0,001 o

erro se mantém na ordem do passo como apresentam a Figura 5.8.

Tabela 5.3 — Erro numérico entre a solugio obtida utilizando (5.12) e y(t) = Eq1(At%) para A = —1,0,
h=0,001, t€[0,5 ¢acl03,1,0].

a 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
max(Jy; — y(t:)])  2,84x 1072 3,61x107%  3,54x 1073  4,06x107% 2,76x 1072  6,15x 1073  4,12x107%  1,85x 1073
iméx 2 2 2 2 2 102 102 101

Tabela 5.4 — Erro numérico entre a solugio obtida via a discretizagio (5.12) e y(t) = Equ1(M*) para
A=-1,0, h=0,01,t€[0,10] e v € [1,1,1,8].

a 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8
max(|y; —y(t:)])  2,02x107%  2,20x107%  240x 1072  261x107% 2,84x107%  3,12x107%  347x107%  3,88x107°
Iméx 115 128 138 144 147 146 146 148

Observa-se, das Figuras 5.7 e 5.8 -a, que, para valores de o menores que 0,4, o erro
maximo tem uma variacdo maior que em relagao ao restante do intervalo. Isso pode ser
explicado pela inclinacdo da fungio y(t) = E, 1(—t*) para valores de ¢ préximos a zero

(Figura 5.5). Para valores de a préximos a zero o erro aumenta, pois a variacdo em y(t) nas
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proximidades de t = 0, t > 0, aumenta a medida que « diminui. Nesse caso, diminuindo o

tamanho do passo de discretizagao, observa-se uma melhora nas aproximagoes em torno
det=0,t>0.

0,028 . | .
\
0,021 i
=
0,014 | -
=
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0,007 |- i
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0,000 ' L '
03 0.6 0.0 12 15 18

«

Figura 5.7 — Erro absoluto mdzimo entre as solugoes numéricas, usando a Equacdao 5.12, e analiticas do
PVINI 5.1} em funcgdo de o para A = —1 e h = 0,01. Foi considerado um incremento em
a de 0,001 para gerar essa figura.
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Figura 5.8 — Erro absoluto mdzimo entre as solugoées numéricas, usando a Equaciao 5.12, e analiticas do
PVINI 5.14 em fungio de o para A = —1, (a) h = 0,005 e (b) h = 0,001.

Para ilustrar o efeito descrito no paragrado anterior, considerou-se o caso em que
a = 0,05, como exibe a Figura 5.9. Em (a), foi considerado ¢ € [0,0,02] e h = 1073.
As solugbes numéricas oscilam em torno da analitica nas aproximacoes iniciais, mas
estabilizam-se a partir de t &~ 0,016, o que corresponde a 4/5 do intervalo. Em (b), foi
escolhido ¢ € [0,0,0005] e h = 2,5 x 107 de forma que o ntimero de pontos da discretizagio
seja o mesmo que em (a). O efeito de oscilagdo nas aproximagdes iniciais ainda ocorre, mas
com amplitude menor. Além disso, a oscilagao estabiliza em t =~ 0,0003, o que corresponde
a 3/5 do intervalo.
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0,80

< 0,60

ol

I I 1 1 I I I L
0,0 0,4e-02 0,8e-02 1,2e-02 1,6e-02 2,0e-02 0,20 0 le-04 2e-04 3e-04 4e-04 5e-04

(a) (b)

Figura 5.9 — (~e-) Solugdes numéricas utilizando a Equagio 5.12 e (---) analiticas do PVINI 5.14 para
(a) h=10"3 et €10,0,02], e para (b) h =2,5x 107> e t € [0,0,0005].

Embora as soluc¢oes obtidas com a Equacao 5.12 apresentam um erro relativamente
grande em comparacao com a ordem do passo, as solugoes obtidas tém a caracteristica de
estabilizarem em torno da solugao analitica. Essa caracteristica nao é observada utilizando
a discretizacao dada pela Equagao 3.66 (Capitulo 3, p. 104) para a = 0,05 e estd ilustrado
na Figura 5.10, em que foram consideradas as mesmas condicoes que as utilizadas na Figura
5.9. Além disso, as solu¢oes numéricas obtidas utilizando a Equagao 3.66 nao apresentam
boas aproximacoes da analitica para os mesmos valores de h utilizados. Observa-se que, a
Equacao (3.66) é utilizada para obter-se o conjunto de condigoes inicias para o método

hibrido. Portanto, o método hibrido apresentara os mesmos aspectos da Figura 5.10 para
valores proximos a ¢t =0, ¢t > 0.

1,00 ‘

T T T 1,00 . . | |
|
|
1& \
0,80 H . 0,80 H -
= b . = \ T
< 0,60 N < 0,60 || T

L\F*_.

| L L L 020
0,0 0,4e-02  08e-02  12e02 1,602  2,0e-02 )

*—o—4

1 | | |
0,0 1,0e-04  2,0e-04  3,0e-04 4,000  5,0e-04
t

(a) (b)

Figura 5.10 — (-e-) Solugdes numéricas utilizando a Equagio 3.66 e (---) analiticas do PVINI 5.1/ para
(a) h=10"3 et €[0,0,02], e para (b) h=2,5x 107> et € [0,0,0005].

A seguir, serdao apresentados diagramas de bifurcagao para os sistemas de Rossler e
de Chua polinomial utilizando a forma vetorial da Equagao 5.12, que pode ser obtida de

maneira andloga para sistemas de equagoes diferenciais de ordem nao inteira comensuraveis.
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Diagramas de Bifurcacdo para os Sistemas de Rossler e de Chua

O método MHCCI foi aplicado em uma versao vetorial para a obtencao de diagramas
de bifurcagao para o sistema de Rossler (4.13), apresentado na Figura 5.11, e de Chua
polinomial (4.16), Figura 5.12. Em ambos os casos, utilizou-se o passo de discretizagao
h = 0,01 e a ordem de deriva¢do, «, como parametro de bifurcacdo com incremento
Aa = 0,0001.

Para o sistema de Rossler de ordem néo inteira considerou-se o € [0,9700, 1,0050]
e os parametros foram fixados em a = 0,2, b= 0,4 e ¢ = 5,7. O diagrama foi construido a

partir das intersegoes das solugoes numéricas com a se¢ao de Poincaré dada em (4.14).

Y2

-10,0 4

0,970 0,975 0980 0,985 0,990 0,995 1,000 1,005
o

Figura 5.11 — Diagrama de bifurca¢io para o sistema de Rossler de ordem nao inteira (4.13) utilizando
a discretizacdo dada pela Equacio 5.15. Nesse caso, foi considerado a ordem de derivacio
como parametro de bifurcagio para o € [0,970,1,005] e variagio do pardmetro Aa = 0,0001.

Para o sistema de Chua polinomial de ordem nao inteira considerou-se o €
[0,9600, 1,0200] e os pardmetros foram fixados em a = 9,5 e b = 14. O diagrama foi
construido a partir das intersecoes das solugdoes numéricas com a secao de Poincaré Py U Py
dadas em (4.17) e (4.18).

Observa-se que foram consideradas as mesmas condi¢oes para os respectivos dia-
gramas de bifurcacao dos sistemas de Rossler (Figura 4.7-b, p. 124) e de Chua polinomial
(Figura 4.12, p. 127) obtidos pelo método hibrido (Capitulo 4). Em ambos os casos, nao
se observou comportamentos dindmicos distintos. Além disso, o tempo de processamento
equivaleu-se com o respectivo tempo de processamento utilizando o método hibrido. Isso
mostra que o método MHCCI pode ser utilizado para obter solu¢des numéricas para
PVINIs segundo Caputo, além de possuir tempo de processamento equivalente ao do
método hibrido.
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Figura 5.12 — Diagrama de bifurcagio para o sistema de Chua de ordem nao inteira (4.16) utilizando a
discretizacdo dada pela Equacdo 5.15. Nesse caso, foi considerado a ordem de derivacao
como pardametro de bifurcagio para « € [0,96,1,02] e variagio do pardmetro Aa = 0,0001.

Na seguinte secao, sera realizado um estudo preliminar a respeito da estabilidade

de pontos fixos de uma func¢ao discreta na forma da Equacao 5.12.

5.3 Comportamento Local em Torno dos Pontos Fixos do Sistema

Dinamico Discreto Obtido pela Discretizacao MHCCI

Nessa secao, serao verificadas sob que condi¢oes os pontos fixos do sistema discreto
dado pela Equagao 5.11, ou de seu equivalente (5.12), apresentam comportamento local-
mente estavel. As analises aqui apresentadas terao importancia para a comparacao entre

as solugoes numéricas e analiticas do PVINI 5.4.

Sejam a > 0, h >0 e F : C — C2. O conceito de érbita a partir de um ponto

para uma funcao dada pela discretizagao

1+1 o]
Yirr = W F(ys) = D & Yicksr — D 1 Yo, (5.15)
k=1 k=i+2

a+1

emque cg = lecy = (1-— ¢y, k > 1, é andloga ao de sistemas dinamicos
discretos (MONTEIRO, 2011), apenas observando que para se obter a iterada ;1 é
necessario conhecer todas a iteradas anteriores {y;, yi—1, - .., % }. O ponto yy também serd
dito condigao inicial para sua érbita. Uma condicdo inicial y, serd um ponto fixo para

a Equacao 5.15 se sua drbita é constante e igual yp.

A seguinte proposicao mostra a condicao necessaria e suficiente para que uma

condicao inicial seja um ponto fixo de (5.15).

2 O motivo de se tomar F : C — C ao invés de F : R — R est4 relacionado com o fato de poder estender

a analise para o caso de sistemas de equacoes lineares com autovalores complexos.
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Proposicao 5.3.1 Uma condigdo inicial yo € um ponto fixo de uma funcao dada por
(5.15) se, e somente se, F(yy) = 0.

DEMONSTRAGAO: Seja yo um ponto fixo. Entao para todo i > 0 vale

1+1 fe'e)
Yiv1r = Yo = haF(?/O)_Zngo_ Z Ck Yo
k=1 k=i+2

= h%F(yo) — Yt yo
k=1

= h*F(y) —yo > Ch
k=1

o h® F(yo) + Yo,

o que implica F'(yo) = 0. Em (*) foi utilizado o Corolério 3.6.4 (p. 100). Para F(yy) =0, o
resultado segue da Proposicao 5.1.2. [ |

Um ponto fixo y* de (5.15) é dito estavel (no sentido de Lyapunov) se, dado
e > 0, existe 0 > 0 tal que para toda condigao inicial yo no dominio de F(-) satisfazendo
lyo — y*| < 0 implicar que |y; — y*| < € para todo i > 0. Se, além disso, vale Zlggo v =y,
entao y* é dito um ponto fixo localmente assintoticamente estavel. O seguinte teorema
mostra condi¢oes suficientes para que um ponto fixo de uma funcao dada pela Equacao

5.15 seja estavel.

Teorema 5.3.2 Seja y* um ponto firo de uma funcio dada pela Equacao 5.15 para
€ (0,2). Se F(y) possui derivada continua em torno de y* e |h* F'(y*)+a| < 1—|1—aq],

entdo y* € um ponto fixo estdvel.

Na demonstracao desse teorema sera utilizado o seguinte lema.
Lema 5.3.3 Seja o € (0,2). Entdo,

Sl =1 —al. (5.16)
k=2

DEMONSTRAGAO: Para verificar a Equacao 5.16, observa-se que:

a+1

a) Se a € (0,1), entao (1 — > 0 para todo k > 2 e segue da relagdo de

recorréncia de ¢ (Proposigao 3.6.1, p. 98) que ¢ < 0 se k > 2. Portanto, ¢ = —|c¢;

b) Se a =1, entao ¢ = 0 para todo k > 2;
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1 1
c) Se a € (1,2), entdo ¢§ = (1 - a;_ ) (—a) > 0 e como (1 - OH_) > () para todo

k
kE > 3 tem-se que ¢ > 0se k > 2.

oo
Finalmente, da igualdade Z ¢y = —1+ « e dos itens acima,
k=2
oo oo
1—al= > ct|=>_lal.
k=2 k=2

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 5.3.2: Seja y* um ponto fixo. Se |h*F’(y*)+a| < 1—|1—a,
entao existe M > 0 tal que |h* F'(y*) + o] < M < 1 — |1 — al. O fato de F(-) ter
derivada continua em torno de y* implica que é possivel escolher § > 0 de forma que
|h*F'(y) + o] < M sempre que |y —y*| < d. Logo, pelo Teorema da Desigualdade do Valor
Médio (LIMA, 2015),

|R“F(y) + oy — (RF(y") + ay™)| < My —y*|.

Dessa forma, fazendo yo = y, tem-se

ly1 —y*| = (haF(yo) > yo) -y ‘
k=1

= (h‘“F(yo) -y ?Jo) > aqy
k=1 k=1

= |h"F(yo) — ¢} (vo—y") — >_ ¢ (yo — y*)|
k=2

S (o — )

k=2

< B F(yo) + ayo — (M F(y") + ay™)| +

9

pois ¢ = —a e F(y*) = 0. Dessa forma,

=y < A Fyo) +ayo — (W F(y*) +ay™) + D |er] [yo — 7|
k=2

< Mlyo =y |+ > ler] |yo — vl
k=2

< MS+Y e d

k=2

= (M+|1-a|)s <.
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em que a ultima igualdade segue do Lema 5.3.3. Supondo que |y, — y*| < ¢ seja valido

para k=0, ..., entdo, para i + 1,

i1 =y < A F(ys) + ayi—( F(y) + ay)| + Y [ Yk =y

k=2
1+1 ')
< Myi—y* |+ D 1 yimka =y + D el lyo—y7|
k=2 k=i+2
+1 )
< MO+ lRlo+ Do [l
k=2 k=i+2

= M+ |6 <6
k=2

Segue por indugao que |y; — y*| < 0 é vélido para todo i € N. Logo, dado € > §, condigoes
inicias satisfazendo |yo — y*| < 0 implicardo em |y; — y*| < € para todo ¢ € N. Para § > e,
condigoes inicias satisfazendo |yo — y*| < € implicarao em |y; — y*| < € para todo 7 € N.

Portanto, y* é um ponto fixo estavel. |

No teorema acima, a hipétese |h* F'(y*) + of < 1 — |1 — a| é equivalente a
|h* F'(y*) 4+ | < «, para a € (0,1]. A seguinte proposigao garante que se a parte real de
F'(y*) for negativa, em que y* é um ponto fixo, entao é possivel encontrar h > 0 tal que,
para uma funcao dada pela Equacao 5.15, seja garantida a estabilidade em torno desse

ponto fixo.

Proposicao 5.3.4 Se a € (0,1] e R(F'(y*)) <0, entao existe h > 0 tal que

R F'(y") + o| < a. (5.17)

DEMONSTRAGAO: Seja F'(y*) = A + pj, em que A\, u € R. Logo,
R F'(y) +af = (A +a)? + (hp)?
= K™\ + p?) + 2h%Aa + o® < o,
para a € (0, 1], o que implica em h%(A\? + pu?) + 2 a < 0. Como A < 0, entédo

2|\|ox
A2+ p?

(N + 1) < =2 a = 2|\|a = h* <

Assim, para todo h satisfazendo

_ (2P e
)\2+M2 ?

a desigualdade |h® F'(y*) 4+ | < a também serd satisfeita. [
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Observacao 5.3.1 A partir da demonstragao da proposicao anterior, se R(F'(y*)) > 0,

entdo a desigualdade |h* F'(y*) + o < o nao serd satisfeita. <

Para a € (1,2), tem-se que 1 — |1 — | = 2 — . Isso implica que satisfazer a

desigualdade |h* F'(y*) + a| < 2 — « é equivalente a
RN 4 1%) + 2h° a4+ 4(a — 1) < 0, (5.18)

em que F'(y*) = A+ pj. A condigao para h® satisfazer a equagao acima é dada por

—da = /(A)2 — (A2 + 2) (o — 1) e ot VA2 — 402 + ) (0 — 1)
)\2 +M2 )\2 +,M2

Y

o que implica em A\ < 0, pois h > 0. Isso mostra a seguinte proposicao.

Proposicio 5.3.5 Se R(F'(y*)) < 0 e [R(F'(y*))o]” =4 |F'(y*)|* (a—1) > 0, entdo existe
h >0 tal que |h* F'(y*) + o] <2 — . |

Observagao 5.3.2 A partir do caso particular em que \ € [—1,0) e A2 + p? = 1, tem-se
2 — 21— \2 2 — 21— \2
que N2a? —4(a—1) > 0 sempre que 1 < a < ——5 - Além disso, — <2
para |A| < 1. Isso mostra que, para o € (1,2), pode nao ser possivel encontrar h > 0 tal
que |h® F'(y*) + | < 2 — a dependendo do valor de F'(y*), mesmo que esse tenha parte

real negativa. <

O seguinte resultado segue do Teorema 5.3.2 e das Proposicoes 5.3.4 e 5.18.

Corolario 5.3.6 Seja y* um ponto fizo do PVINI 5.4. Se F(y) possui derivada continua
em torno de y*, R(F'(y*)) <0 e

2|%<F’<y*>>|a)”‘“
o h< | ———+—"F— ,para 0 < a <1, ou
( [ F'(y*) |2

o [h(F'(y)2 + aR(F'(y")| < [R(F'(y))a]? — 4 (F'(y))* (a — 1), para 1<a <2,

entdo y* € um ponto fixo estdvel para uma func¢do dada pela discretizagao MHCCI (Equagdo
5.15). |

Para R(F'(y*)) > 0, a discretizacaio MHCCI nao implica na instabilidade do ponto
fixo y*, como ocorre no caso de ordem inteira, ao menos por simula¢des computacionais.
Na verdade, é possivel observar, computacionalmente, que a estabilidade assintética em
torno de um ponto fixo y* da Equacao 5.15 satisfaz as mesmas condi¢oes do Teorema
3.1.1 para valores pequenos do passo de discretizacao, h. Essa situagao sera abordada na

secao 6.3.
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Ainda nao foi possivel obter um resultado geral sobre o comportamento dindmico
das iteradas obtidas a partir da Equagao 5.15 envolvendo a derivada de h*F(+). Além disso,
observa-se na literatura, que as investigacoes a respeito da estabilidade de sistemas discretos
de ordem nao inteira baseados na defnicao de Griinwald-Letnikov ainda sdo objetos de
estudo, destacando-se o caso de sistemas lineares (DZIELINSKI; SIEROCIUK, 2008;
CHEN, 2011; ABU-SARIS; AL-MDALLAL, 2013; CERMAK; KISELA; NECHVATAL,
2013; CERMAK; GYORY; NECHVATAL, 2015). Contudo, estudos sobre casos nao lineares

ainda sao pouco encontrados.

5.4 Conclusao do Capitulo

Neste capitulo, foi proposto um método para determinar solu¢oes numéricas de um
PVINI dado por (5.4), que ndo depende explicitamente do tempo, com respeito a derivada
de Caputo. Como observado, o método possui a caracteristica de considerar a contribuicao
de todos os coeficientes ¢ dados pela Proposicao 3.6.1 e ndo apenas uma parte como na
discretizacao dada pela Equacao 3.57. Assim, em uma determinada iterada y;, os coeficientes
cq para k > ¢ foram utilizados para compor a memoria hereditaria concentrada na condicao
inicial, que nao era utilizada na discretizacao baseada no operador de Grinwald-Letnikov,
e motivo pelo qual nomeia o método. Diferentemente da discretizacdo dada pela Equacao

3.57, o método MHCCI preserva todos os pontos fixos do sistema continuo equivalente.

O método MHCCI foi utilizado para obter solu¢oes numéricas para PVINIs lineares
na forma do sistema (5.14) e resultou em aproximagoes numéricas comparaveis no caso
em que A > 0 e com precisdo na ordem do passo de discretizacao, h, para A < 1. Além
disso, também foi comparado com o método dado pela Equacao 3.66 para determinar
diagramas de bifurcacao para os sistemas de Chua e Rossler. Em ambos os casos os métodos
apresentam aspectos similares e exibem, de forma qualitativa, os mesmos comportamentos

dinamicos dos sistemas utilizados.

Finalmente, foi possivel mostrar condi¢des para que um ponto fixo de uma fungao

discreta dada pela Equacao 5.15 (método MHCCI) seja estavel, no caso em que « € (0, 2).
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6 Estudo Preliminar Sobre a Estabilidade em

Torno de Pontos Fixos

Neste capitulo, serao descritos alguns problemas ainda em aberto no calculo de
ordem nao inteira com respeito a estabilidade de pontos fixos de sistemas nédo lineares
continuos e suas discretizagoes. Nesse sentido, o teorema conhecido como método indireto
de Lyapunov!' para o caso de ordem inteira, serd enunciado. Além disso, as principais
propriedades utilizadas para sua demonstracao serao destacadas, tendo como objetivo
ilustrar as dificuldades que sdo encontradas ao tentar replicar essas demonstracoes para o

caso de ordem nao inteira.

Embora uma generalizagao para o caso de ordem nao inteira do referido teorema
ainda nao tenha sido demonstrada, objetiva-se ilustrar, baseado em evidéncias numéricas,
a existéncia para os analogos do método indireto de Lyapunov para sistemas de ordem

nao inteira no caso continuo e discreto.

6.1 Estabilidade em Torno de Pontos Fixos: Ordem Inteira versus

Ordem Nao Inteira

Em sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem, o comportamento local
em torno dos pontos fixos pode ser determinado de forma qualitativa pela analise dos auto-
valores da matriz jacobiana do sistema avaliada no ponto fixo, no caso desses autovalores

terem parte real nao nula?, conforme o seguinte teorema.
b

—

d
Teorema 6.1.1 Seja * um ponto fixo da equacao Y _ F(y) em que F é uma fungdo

continuamente diferenciavel em torno de uma vizinhanca do ponto fixo. Se

_OF

A= —
0 g7+

(6.1)

e R(A) < 0 para todos os autovalores X de A, entdo o ponto fizo §* € localmente assintoti-

camente estavel. [ |

Esse resultado, também conhecido como método indireto de Lyapunov® (KHALIL,

2002), fornece uma maneira pratica de compreender o comportamento em torno dos pontos

1 Esse resultado foi proposto por A. Lyapunov (1857-1918) e publicado em 1892 pela sociedade

matemédtica de Kharkov (LYAPUNOV, 1907, p. 291)

Nesse caso, o ponto fixo também é dito um ponto fixo hiperbélico.

O método indireto de Lyapunov também garante que se $(\) > 0 para algum dos autovalores, A, de
A, entdo o sistema ¢é instavel em torno do ponto fixo §*.
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fixos, pois obter os autovalores de matrizes, ou apenas determinar o sinal da parte real
desses, é uma tarefa relativamente simples se comparado a obter solugoes analiticas de

equagoes diferenciais nao lineares, em geral.

O Teorema 6.1.1 é comumente aplicado expandindo F(¢) em termos da série de
Taylor até primeira ordem, da seguinte forma

dif OF
Y P = F(5) + —
= () =F(@") + 37 5.

=9 )+ 04 —§") =AY —§7), (6.2)
em que Os(+) representa termos de ordem maior ou igual a dois na expansao, e conclui-se

que o sistema ¢é localmente assintoticamente estavel em torno de y* se o sistema linear

dx
— = A7 6.3

dado por uma translagao no sistema coordenadas que leva o ponto fixo iy * para a origem, for

assintoticamente estavel. O sistema linear dado pela Equacao 6.3 é dito uma linearizacao,

em torno do ponto fixo ¢*, para o sistema @ _ F(9).

dt

Um aspecto interessante em sistemas de ordem nao inteira é o fato de que o
comportamento em torno da origem de PVINIs lineares e comensuraveis é dado pela
relagao entre a ordem do sistema e o argumento maximo dos autovalores de sua matriz
(Teorema 3.5.7, p. 97). Devido ao fato de o célculo de ordem nao inteira ser, em um
certo sentido, uma generalizagdo do caso de ordem inteira é natural tentar verificar se
o resultado do Teorema 6.1.1 possui um analogo para o caso de ordem nao inteira. No
caso de uma generalizagao, a derivada de ordem um deveria ser substituida por uma
derivada de Caputo de ordem «, “D§ i = F(), e os autovalores da parte linear de F()
satisfazerem a condigdo |arg(\)| > an/2 para a estabilidade local em torno do ponto fixo.
Para a derivada de Caputo, uma mudanca de coordenadas no sistema linearizado que leva
um ponto fixo * para a origem do sistemas de coordenadas é possivel, pois a derivada de

Caputo de uma constante é zero®.

Nos trabalhos apresentados por Tavazoei et al. (2009) e Abd-elouahab, Hamri e
Wang (2010), encontram-se proposi¢oes para uma extensao do Teorema 6.1.1 no caso
de ordem nao inteira. Contudo, ao analisar as demonstragoes, nota-se que o resultado
proposto nao é demonstrado. Ambos trabalhos utilizam a expressao em (6.2) para justificar
que o comportamento das solugdes do sistema nao linear em torno do ponto fixo podem
ser analisadas pelas solugoes da Equacao 6.3. Portanto, os referidos autores utilizam uma

consequeéncia do teorema para demonstra-lo, o que é, na verdade, um equivoco.

Demonstragoes do Teorema 6.1.1 podem ser encontradas em Doering e Lopes (2012,

p. 188) e Baumeister e Leitao (2014, p. 81). No primeiro, ¢ utilizado que a norma do fluxo

4 Observa-se que tal procedimento aplicado para a derivada de Riemann-Liouville conduz a um sistema

que depende explicitamente do tempo, pois essa derivada aplicada a uma constante nao resulta em zero.
Por esse motivo, evita-se uma extensao da referida generalizacdo para a derivada de Riemann-Liouville.
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—

d
da equacao d—g; = F(¥), a partir de uma condigdo inicial pertencente a uma determinada

vizinhanga em torno do ponto fixo ¢*, é uma funcao de Lyapunov se todos os autovalores
oOF

de a9 tiverem parte real negativa. No segundo, é utilizado a propriedade da funcao

—

T g
exponencial et = ¢?e® em conjunto com o Lema da desigualdade de Gronwall. Uma,
tentativa de reproduzir essas demonstragoes no caso de sistemas de ordem nao inteira nao
se mostraram viaveis. No primeiro caso, devido as propriedades da derivada de ordem néao
inteira do produto e da composta de fungoes e, no segundo caso, pois as fungdes de Mittag-
Leffler E, (%), o # 1, ndo satisfazem as mesmas propriedades da fun¢ao exponencial

(a=1).

Pelos mesmos motivos citados anteriormente, a aplicagao de uma generalizacao do
método direto de Lyapunov para sistemas de ordem nao inteira (LI; CHEN; PODLUBNY,
2009; LI; CHEN; PODLUBNY, 2010) nao se mostrou possivel no caso geral em sistemas
que nao dependem explicitamente do tempo. Em Aguila-Camacho, Duarte-Mermoud e
Gallegos (2014), a desigualdade
D3 (1) < (1) D y(1) (6.4)
é utilizada para propor uma funcao de Lyapunov em que a estabilidade em torno do
ponto fixo é garantida para a condigao y F'(y) < 0. A desigualdade em (6.4) também é
utilizada para estudar a estabilidade em sistemas lineares de ordem nao inteira segundo a
derivada de Caputo, aplicando o método direto de Lyapunov no caso de ordem néo inteira
(DUARTE-MERMOUD et al., 2015). Contudo, observa-se que nao é obtido o resultado
geral que relaciona os argumentos dos autovalores da matriz do sistema e a ordem de
derivacao, «, como critério para a estabilidade da origem do sistema de coordenadas
(Teorema 3.5.7, p. 97).

Uma generalizacao do primeiro método de Lyapunov para sistemas nao lineares
de ordem nao inteira, segundo a derivada de Caputo, relacionando os argumentos dos
autovalores do sistema linearizado em torno do ponto fixo com a ordem de derivagao do
sistema, é um problema que permanece em aberto. No entanto, observa-se, computacional-
mente, que a estabilidade em torno dos pontos fixos para esses sistemas atendem ao que
seria o resultado desse teorema e que nao foi encontrado nenhum exemplo que indique o
contrario. Na seguinte sec¢ao, serao ilustrados alguns exemplos de sistemas nao lineares em
que a estabilidade em torno do ponto fixo é verificada para a condicao |arg(\)| > am/2
utilizando o método MHCCI (Capitulo 5).

6.2 Exemplos

Nesta secao, o método MHCCI sera aplicado para obter diagramas de bifurcacao

para sistemas de ordem nao inteira, nao lineares, segundo a derivada de Caputo. Em cada
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caso, a ordem de derivagao do sistema sera tomada como parametro de bifurcacdo. Dessa
forma, o valor do parametro de bifurcacao para o qual o ponto fixo perde a estabilidade sera
comparado com a ordem de derivacao em que a origem do respectivo sistema linearizado,

avaliado no ponto fixo, perde a estabilidade.

Exemplo 6.2.1 O sistema dado por

CDSZ Y1 = Yo,

(6.5)
CD(? Y2 = —M(y% - 1)3/2 — Y1,

¢ dito sistema de van der Pol de ordem nao inteira sequndo a derivada de Caputo e se
equivale ao sistema de van der Pol (POL; MARK, 1928) para o = 1. O ponto fizo desse
sistema é dado por y* = (0,0) para qualquer valor do parametro . Para o =1 e p =1
esse sistema apresenta um orbita periddica atratora em torno do ponto fizo (MONTEIRO,
2011). A Figura 6.1 exibe solugoes numéricas para o sistema (6.5) para o = 0,9. Nesse

caso, € possivel observar que as solucoes se aproximam de um orbita atratora.

2,5

05 -

Y2

25 I I I I I
-1,8 -1,2 -0,6 0,0 0,6 1,2 1,8

Y1

Figura 6.1 — Orbita atratora para o sistema de van der Pol de ordem ndo inteira para o = 0,9 e condigio
inicial (0,1,0,1).

A Figura 6.2 apresenta um diagrama de bifurca¢ao considerando p =1 e a €
[0,5,1,2] com incremento Aa = 0,001. O diagrama foi obtido a partir da interse¢io das
orbitas com a seg¢io de Poincaré dada pelo semi-eizo y; < 0 e yo = 0. Observa-se do
diagrama que o ponto fizo é estdvel para 0,500 < o < 0,667, representado por valores de
antes da linha vertical na figura. Em o =~ 0,667 ocorre uma bifurca¢io em que o ponto fixo

perde a estabilidade e hd o surgimento de uma 6rbita periédica atratora®.

>  Evitou-se chamar de bifurcacio do tipo Hopf, pois, no caso de ordem inteira, essa bifurcacio esté

associada a existéncia de autovalores puramente complexos e conjugados da matriz do respectivo
sistema linearizado, avaliado no ponto fixo (FIELDER-FERRARA; PRADO, 1994, p. 377).
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M

Figura 6.2 — Diagrama de bifurcacdo para o sistema de van der Pol de ordem ndo inteira seqgundo a
derivada de Caputo com pardametro de bifurcagio o, a € [0,5,1,2]. As solugdes numéricas
foram obtidas utilizando MHCCI com h = 0,01. A linha a vertical na figura representa o
valor a = 0,667.

O sistema linearizado de ordem ndo inteira em torno do ponto fixo y*, obtido de

(6.5), é dado por
Diyi| _ |0 1| |n (6.6)
CD(C)sz =1 uf |y

Para v =1, os autovalores de (6.6) sdo dados por

A1 ~ 0,500 + 0,866 7,

. (6.7)
A2 2 0,500 — 0,866 7,

e obtém-se que |arg(\;)| = 1,0472 rad, i = 1,2. Aplicando o critério de estabilidade dado
pela desigualdade em (3.49) (p. 97), tem-se que o ponto fizo do sistema linearizado é

estavel sempre que o < 0,667. >
Exemplo 6.2.2 O sistema dado pelas equacoes

Cpha _ 20 b
{ o Y1 Y1y —y1 + 0, (6.8)

°Dgys = —yiys +a,

apresenta orbitas periddicas atratoras em torno do ponto fizo para o = 1,0 e os sequintes
valores dos par@metros: a = 0,5 e b = 0,05 (SCHNAKENBERG, 1979). Devido a esse fato,
0s parametros a e b serdo firados nesses valores. A Figura 6.3 exibe solucoes numeéricas

para esse sistema considerando o = 0,9. O formato da 6bita atratora é similar para o caso
a=1,0.

O ponto fixo do sistema (6.8) € dado por ¥* = (yi,y3) em que yi = a+b e
ys = a/(a+b)? e, para a escolha dos parametros a e b, tem-se que §* ~ (0,55000, 1,65289).

A Figura 6.4 apresenta um diagrama de bifurca¢io considerando o € [0,5,1,2] com
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5.5

33 - i

Y2
Y2

22 i

0,0 I I I 1 I I
0,0 0,6 1,2 1,8 2.4 3,0 3,6 42

Figura 6.3 — Orbita atratora para o sistema (6.8) de ordem ndo inteira para o = 0,9 (a) a partir da
condigdo inicial (0,40,1,64) e (b) com o transiente removido.

incremento Aa = 0,001. O diagrama foi obtido a partir da intersecao das orbitas com a

secao de Poincaré dada pela semi-reta y1 = y; e y2 < yi.

Observa-se do diagrama que o ponto fixo é estdvel para 0,500 < a < 0,689,
representado por valores de o antes da linha vertical na figura. Em o =~ 0,6894 ocorre a

mesma bifurcacao do Exemplo 6.2.1.

2,00 i

1,65 u
1,30 u

095 u

Y2

025 i

-0,10 | .

-045 | -

Figura 6.4 — Diagrama de bifurca¢do para o sistema (6.8) sequndo a derivada de Caputo com parametro
de bifurcagio o, o € [0,5,1,2]. As solugées numéricas foram obtidas utilizando MHCCI
com h =0,01. A linha a vertical na figura representa o valor o = 0,689.

O sistema obtido pela linearizagao de (6.8) ao avaliar a matriz jacobiana no ponto

fixo € dado por

Dsy| 2055 -1 W)?* | |w

_ (6.9)
“D§ ya =2uiys —(W)?| |ve
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Os autovalores para a matriz do sistema (6.9) sao dados por

A1~ 0,2578 + 0,4858 7,

. (6.10)
Xy & 0,2578 — 0,4858 .

O critério de estabilidade para sistemas lineares fornece que o ponto fizo € estdvel sempre
que a < 0,6894. >

Nos exemplos que se seguem, os sistemas de Rossler e de Chua, utilizados nas
secoes 4.4 e 5.2, serao novamente empregados para a comparacao da estabilidade em torno
dos pontos fixos, obtidos computacionalmente, com a estabilidade dos respectivos sistemas

linearizados.

Exemplo 6.2.3 O sistema de Rdssler de ordem ndo inteira dado pelas equacoes
“Din = —(y2+ys)
“Dsys = y+ay, (6.11)
“Dgys = b+ ( — c)ys,

com parametros a, b e ¢, possui 0s sequintes pontos fixos

c—c2—4ab c—+vc2—4ab ¢ —/c? — 4ab

y_‘i = (yrbyTQ?yT?)) = ( 2 2a 2

) ,(6.12)

Y B <c+\/02—4ab c+ e —4dab c+ 2 —4ab
) 7 a

Yo = (3/2173/2273/23) = 5 2% 5

) .(6.13)

Para os valores dos parametros fizados em a = 0,2, b= 0,4 e ¢ = 5,7, como nas

segoes 4.4 € 5.2, obtém-se

Q

7 (0,01407, — 0,07035,0,07035) , (6.14)

7 (5,68593, — 28,42965 , 28,42965) . (6.15)

Q

A Figura 6.5 apresenta o diagrama de bifurcacao para o sistema de Réssler consi-
derando o € [0,5,1,0] e obtido a partir da intersecio das érbitas com a se¢io de Poincaré
dada pelo semi-plano P definido em (4.14), p. 123. Nesse caso, utilizou-se o incremento
Aa = 0,001 em todo o intervalo, exceto para 0,93900 < o < 0,94099 em que utilizou-se
Aa = 0,00001. Optou-se por alterar do valor do incremento para descrever melhor a

bifurcagdo nesse intervalo, que ndo é devidamente observada com Aa = 0,001.

Observa-se que as obitas se aproximam do ponto fixo y5 para 0,5 < a < 0,940,
representado por valores de o antes da linha vertical na figura. Além disso, para esse

mesmo intervalo nenhuma das orbitas tendem ao ponto fixzo y5. Em o ~ 0,941 ocorre
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=30 i
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o

Figura 6.5 — Diagrama de bifurcacio para o sistema de Rdossler de ordem ndo inteira seqgundo a derivada
de Caputo com pardmetro de bifurcagcio o, a € [0,5,1,0]. As solugoes numéricas foram
obtidas utilizando MHCCI com h = 0,01. A linha a vertical na figura representa o valor
a = 0,9401.

uma bifurcagdo em que o ponto fixo perde a estabilidade e hd o surgimento de uma orbita

atratora de periodo um.

O sistema linear obtido a partir da matriz jacobiana do sistema (4.13) avaliada

nos pontos fixos é dada por

“D§ 1 0 -1 -1 0
Dyy, | =1 1 a 0 v |, (6.16)
“D§ ys vz 0 yhy—c Y3

em que i = 1,2. Os autovalores da matriz do sistema (6.16), considerando os valores dos

parametros ora fixados, sao dados por

A1~ 0,0940 + 0,9954 7, A2 ~ 0,0940 — 0,99547 e A3 =~ —5,6739 (6.17)
para o ponto fixo y7 e

Ao1 &~ —0,0034 + 5,4248 5, 9o = —0,0034 — 5,4248 5 e o3 ~ 0,1927 (6.18)
para o ponto fixo ys.

A partir do critério de estabilidade dado por (3.49), tem-se que o ponto fizo y do
sistema (6.16) € estdvel sempre que o < 0,9401. O mesmo critério fornece que o ponto

fizxo y'5 € instdvel para todo valor positivo de c. >
Exemplo 6.2.4 O sistema de Chua polinomial de ordem ndo inteira, dado pelas equagoes

3
C’Da — _ &_ﬂ
oY1 aly2 (16 6)]’

CD3 Yo = Y1 — Y2+ Ys, (6.19)

CDgyS = _by27



6.2. Ezemplos 157

em que a e b sdo parametros do sistema, possui os sequintes pontos fixos

2v6 26
7t = <_\3/_0\3/_> ~ (—1,63299,0,000000, 1,63299), (6.20)
7: = (0,0,0), (6.21)
2/6 26
7r = (‘3[0 —\3/_> ~ (1,63299,0,000000, — 1,63299). (6.22)

para quaisquer valores dos parametros.

A Figura 6.6 apresenta o diagrama de bifurcagao para o sistema de Chua conside-
rando os parametros fixrados em a = 9,5 e b = 14, como nas segoes 4.4 ¢ 5.2, e € [0,5,1,0].
Esse diagrama foi obtido a partir da intersecio das orbitas com a se¢io de Poincaré dada
pelos semi-planos Py U Py definidos em (4.17) e (4.18), respectivamente (p. 126). Diferente
das Figuras /.11, 4.12 e 5.12, considerou-se a variavel y, na secao de Poincaré ao invés
da variavel vy, pois as coordenadas vy, dos pontos fixos do sistema de Chua possuem o
mesmo valor. Para o parametro de bifurcacdo, o , utilizou-se o incremento Aa = 0,001
em todo o intervalo, exceto para 0,95300 < o < 0,95499 em que utilizou-se Aa. = 0,00001.
Novamente, optou-se por alterar do valor do incremento para descrever de forma mais

adequada a bifurcagcdo nesse intervalo.

20 -

Y1
j=]
[=]

T

0,50 055 060 065 070 075 080 085 09 095 1,00

o

Figura 6.6 — Diagrama de bifurcac¢io para o sistema de Chua de ordem nao inteira sequndo a derivada
de Caputo com parametro de bifurcagio o, a € [0,5,1,0]. As solugoes numéricas foram
obtidas utilizando MHCCI com h = 0,01. A linha a vertical na figura representa o valor
a = 0,953.

Observa-se que as obitas se aproximam dos pontos fixos yi e ¥ para 0,5 < a <
0,954, representado por valores de o antes da linha vertical na figura. Além disso, para esse
mesmo intervalo nenhuma das orbitas tendem ao ponto fizo y5. Em o ~ 0,953 ocorre uma
bifurcagio na qual cada um dos pontos fixos 5 e 5 perde a estabilidade e hd o surgimento

de orbitas atratoras de periodo um em torno de cada um desses pontos fixos.
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O sistema linear obtido a partir da matriz jacobiana do sistema (4.13) avaliada

nos pontos fixos é dada por

3(yn)? 1
“Dg 1 —a ( (1é) - 6) a 0 0
CD(? Y2 | = 1 -1 1 Ya | > (6'23)
CD(O)é Y3 0 b 0 Y3

em que yj, representa a primeira coordenada dos pontos fizos y¥, i = 1,2, 3. Os autovalores
da matriz do sistema (6.23), considerando os valores dos parametros ora fizados, sio dados
por

A} &~ 0,2151 43,0981 7, A5~ 0,2151 —3,09815 e A~ —4,5969 (6.24)

para os pontos fixos yi e iy, e
A~ —1,0315 +2,7041 j, A3~ —1,0315 —2,7041j e \; ~ 2,6464 (6.25)

para o ponto fixo y%.

Pelo critério de estabilidade dado por (3.49), tem-se que os pontos fixos §75 e i}
do sistema (6.23) sao estdveis sempre que o < 0,9558. O mesmo critério fornece que o

ponto fixo iy € instdvel para todo valor positivo de .

Nesse exemplo, a bifurcacio apresentada na Figura 6.6 ocorreu um pouco antes do

critério de estabilidade apresentado pelo sistema linearizado. >

Obviamente, ao se tratar de observacoes numéricas, as solugoes assintéticas nao
sao avaliadas, mas apenas situagoes em que o nimero total das iteragoes é relativamente
grande se comparado a memoria do sistema. Assim, para avaliar se um ponto fixo é
atrator, foram considerados conjuntos em torno desses pontos em que as orbitas deveriam

permanecer satisfazendo as seguintes condigoes:

1- a distdncia maxima entre dois pontos consecutivos da érbita era menor que h3; 6

2- a distdncia maxima em relagdo a quaisquer dos pontos fixos fosse menor que h/10.

Valores menores que os utilizados nao se mostraram viaveis devido ao aumento do tempo
computacional. As condigoes iniciais utilizadas nos sistemas, para cada valor do pardmetro
a, foram tomadas de forma aleatéria e em pontos que nao pertenciam ao conjunto descrito

na condigao 2.

Observa-se, no entanto, que a estabilidade local em torno dos pontos fixos dos
sistemas ora estudados pode ser estimada pela estabilidade dos respectivos sistemas linea-

rizados. Embora a estimava obtida pelo sistema linearizado de Chua polinomial apresentou

6 Essa condi¢do é baseada no fato de que toda sequéncia convergente é de Cauchy (LIMA, 2013).
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um certo erro em comparacao com os diagramas de bifurcacdao, uma generalizagao do
método indireto de Lyapunov (Teorema 6.1.1) para o caso de sistemas de ordem nao
inteira pode ser possivel. O desvio na bifurcacao apresentado entre a simulacdo numérica
para o sistema de Chua polinomial e o valor obtido pela linearizagao é esperado, devido
a ordem de aproximacao do método. Esses desvios também foram observados, de forma
semelhante, entre os diagramas de bifurcacao obtidos na se¢ao 4.4 utilizando o método

hibrido e o método dado pela Equacao 3.66.

Contudo, como discutido na secao 6.1, uma demonstragao para a referida genera-
lizagdo ainda nao foi obtida na literatura, de forma que o problema ainda continua em

aberto.

6.3 Estabilidade em Torno de Pontos Fixos para Funcoes Discretas
Obtidas pelo Método MHCCI

Na secao 5.3, foram apresentadas algumas condicoes para que uma funcao discreta

da forma
i1 i1
Yir1 = W F(y) = Y & Yimks1 — Yo <—1 -> Cg) : (6.26)
k=1 k=1

obtida ao se empregar o método MHCCI para solugdes de um PVINI na forma (5.4),
seja estdvel em torno de um ponto fixo, y*, dependendo de h*F'(y*) e «, no caso em
que « € (0,2) (Teorema 5.3.2, p. 144). Contudo, ainda nao foi possivel provar sob que

condigoes os pontos fixos da Equacao 6.26 sejam localmente assintoticamente estaveis.

Observa-se, porém, que a estabilidade atribuida aos sistemas continuos apresentada
nos exemplos da secao 6.2 foi, na verdade, obtida por formas vetoriais do método MHCCI.
Nesse sentido, esses exemplos sugerem que a estabilidade assintética em torno de pontos
fixos de um sistema dado pela Equacao 6.26 esta relacionada com a estabilidade de sistemas

continuos lineares de ordem nao inteira.

Embora nao se tenha provado uma versao mais geral para o Teorema 5.3.2, relacio-
nando a posigao de h*F’(y*) com a regiao no plano complexo determinada por am/2, é
possivel constatar numericamente, que, para determinados valores do passo de discretizacao
h, a regido de estabilidade dos pontos fixos de uma sistema na forma de (6.26) depende

da relacao
s

3 (6.27)

larg(F'(y"))| > «

tal como no caso de sistemas continuos lineares de ordem nao inteira.

Uma maneira de constatar que a estabilidade da Equacao 6.26 esta relacionada

com a desigualdade em (6.27) é por meio da representacao matricial para a iterada ;1
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dada por
i Yit1 ] —cf —c§ - —-M oy [ h*F(y;)
Yi 1 0 0 0 Yi-1 0
Yi-1 0 1 0 0 Yi—2 | + 0 : (6.28)
: : 0
oy 0 o - 1 O |l w | | 0 |
emque M = Y . Observa-se que a primeira coordenada do vetor a esquerda de (6.28) ¢
k=i+1

equivalente ao membro da direita da Equacao 5.15. Além disso, iniciando essa representacao
a partir de uma condigdo inicial vetorial %y = [yo, %o, - - -, ¥o]? e iterando-a i vezes, o vetor
obtido é equivalente ao vetor formado pelo conjunto das ¢ primeiras solugoes de (6.26)
,y") de

(i + 1) coordenadas ¢ um ponto fixo dessa representacao se, e somente se, F'(y*) = 0.

a partir de 7, incluindo yy. Em particular, um vetor constante y* = (y*,y*, ...

Para valores de ¢ maiores que a ordem desse sistema essa representacao deixa de ser
equivalente a Equacao 6.26. Contudo, devido ao fato de computadores digitais possuirem
memoria limitada, um procedimento baseado na representacao matricial para constatar
que a estabilidade esté relacionada com a desigualdade em (6.27), aplicando propriedades
sobre estabilidade de sistemas dindmicos discretos (MONTEIRO, 2011), pode ser utilizada

desde que a ordem do sistema esteja proxima do limite da memoria do computador.

A estabilidade em torno de um ponto fixo §* pode ser obtida a partir da analise
dos autovalores da matriz jacobiana do membro da direita da Equacao 6.28 e avaliada no

ponto fixo. A matriz jacobiana é dada por

S ROF(y) e e =M

1 0 0 0

0 1 0 (6.29)
I 0 0 1 0 |

Se todos os autovalores de (6.29) estiverem estritamente contidos no circulo unitario do
plano complexo, entao a estabilidade em torno do ponto fixo é garantida. Em contrapar-
tida, se existir ao menos um autovalor fora do circulo unitario, o ponto fixo é instavel
(MONTEIRO, 2011). Os autovalores sao as raizes do polinémio caracteristico da matriz
em (6.29) dado por

=1 ] = RO G i + M,

p(r) (6.30)

em que n + 1 é a dimensao do sistema (6.28).
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Para localizar a posigao das raizes desse polindmio em fungao de F'(y*), h e de
a, tentou-se utilizar alguns métodos tais como o dado pelo Teorema de Rouché (NETO,
1993), os Circulos de Gershgorin (GOLUB; LOAN, 1996) e o método de Schiir-Cohn ou
de Jury (PROAKIS, 2006). Contudo, nao foi possivel obter uma relagao analitica entre

esses parametros com esses métodos.

Assim, partiu-se para uma investigagdo numérica para tentar estabelecer uma
relagdo entre a posicao dos autovalores de uma matriz dada por (6.29) em funcao de
F'(y*), h e de a. Uma vez que obter autovalores de matrizes de dimensoes muito grandes
é um processo computacionalmente intenso e devido ao fato de apenas a informagao do
maior autovalor em médulo ser relevante nesse caso, optou-se pela aplicagao do método
de Arnoldi (GOLUB; LOAN, 1996). Além disso, como pretende-se realizar esse processo
para varias matrizes, o método de Arnoldi apresenta ser mais apropriado, pois possui uma

menor intensidade computacional.

Para uma dada matriz A, o método de Arnoldi é baseado no calculo da sequéncia

(49):

=0

= {0, A0, A%, ..., A"5, ...} (6.31)

a partir de um vetor ¥ de norma unitaria. Claramente, se o maior autovalor em médulo
tiver norma maior que um, a sequéncia (A7), é divergente. Se o maior autovalor em

modulo tiver norma menor que um, a sequéncia (A'0)5°, converge para o vetor nulo.

O método de Arnoldi é utilizado para verificar se, para uma dada terna (h, \, @),

as iteradas da matriz

[+ hON =g - = —M
1 o -~ 0 0
A= 0 1 .. 0 0 |, (6.32)
0 0 - 1 0 |

aplicada a um vetor inicial de norma um, em que h > 0, A € C e a € (0,1), sdo convergentes

ou divergentes. Observa-se que \ representa o valor de F”(y*).

A Figura 6.7 ilustra os resultados do método de Arnoldi aplicado para h = 0,001,
—g < arg(\) < g com [\ =1, a € (0,005, 1,000) e ¥ = [1,0,0, ---,0]T. A figura foi
gerada considerando um ntimero total de iteracoes limitado a 10° e utilizando o seguinte

critério:

a) As coordenadas (a, arg()\)) sao registradas sempre que [[(A* — A“ 1], < 107° ou

se for atingido o nimero total de iteragoes;

b) As coordenadas (c, arg(\)) so fixadas em (0,0) sempre que ||(A" — A1) 7||o > 10°.
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arg(AM)=om/2
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Figura 6.7 — Diagrama representativo para os valores de (A, ) em que as iteradas |A'D| convergem
para zero mo caso em que h = 0,001 e |[A\| = 1. A regiGdo em negrito acima da semi-
reta arg(A) = anw/2 e abaizo de arg(\) = —am/2 representa os valores (A, «) em que hd
convergéncia. O incremento em X foi de 0,01 e em « de 0,001.

Observa-se que o método atende a condigao ||(A" — A1) < 1075 para valores
de (A, a) abaixo da semi-reta arg(\) = —anr/2 — 0,01 e acima de arg(\) = an/2 + 0,01,
em que 0,01 é o valor de incremento em A utilizado. Para valores de (A, &) em torno das
regioes dadas por ar/2 — 0,01 < |arg(A\)| < an/2 + 0,01 , o método atinge o niimero
total de iteragoes. Para valores de (A, ) acima de arg(\) = —an/2 + 0,01 e abaixo de
arg(\) = am/2 — 0,01, o método atende & condigao ||(A* — A"1)1]|o > 10°. Isso constata
que os autovalores da matriz A, definida por (6.32) e avaliada nos pontos da Figura 6.7,

possuemn norma

- menor que um, abaixo de arg(\) = —an/2 — 0,01 e acima de arg(\) = an/2 + 0,01;

- maior que um, acima de arg(\) = —an/2 + 0,01 e abaixo de arg(\) = ar/2 — 0,01.

Portanto, para sistemas nao lineares dados pela Equagao 6.28 com h = 0,001, cuja funcao
F(-) possui derivada F'(y*) = XA e |[\| = 1, a estabilidade em torno do ponto fixo y*
corresponderd a estabilidade descrita na Figura 6.7. Observa-se que essa figura também
corresponde ao critério de estabilidade para sistemas continuos lineares de ordem nao
inteira (Teorema 3.5.7, p. 97), como era de se esperar a partir dos exemplos ilustrados na

secao 6.2.

Esse critério foi utilizado para outros valores de h. Na Figura 6.8-a ¢é ilustrado o
caso em que h = 0,01. Os pontos na regido acima da semi-reta arg(\) = ar/2 e abaixo
de arg(\) = —an/2 representam os valores (A, a) em que ha convergéncia e o critério
correspondeu ao da Figura 6.7. Na Figura 6.8-b é ilustrado o caso em que h = 0,1. Observa-

se que ha um pequeno recuo na regiao de estabilidade representado pelas faixas entre as
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retas dadas por arg(\) = am/2 e a regiao hachurada. Isso se deve a uma relacao entre os

valores de h e || escolhidos.

/2

/2

arg(h)=om/2

n/4

arg(M)
arg(h)
(=]

B —n/4

-4

arg(h)=—an/2 arg(h)=—om/2

_n ! i
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0,0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

(a) (b)

Figura 6.8 — Diagrama representativo para os valores de (\,«) em que as iteradas |A'T| convergem para
zero nos casos: (a) h = 0,01 com incremento em A de 0,01 e (b) h = 0,1 com incremento
em A de 0,02. Em ambos os casos considerou-se |\| =1 e incremento em « de 0,01.

Observa-se que, na demonstracao do Teorema 5.3.4, uma relacao entre h, A e « foi
estabelecida. Embora o caso do referido teorema seja valido para R(A) < 0, ele fornece um
indicio de que uma relagao entre esses parametros deva ser considerada também para os

casos ora apresentados.

/2 /2
arg(h)=om/2

w4 - B w4 - B
e 0 @ 0
= b ) b
] ]

-n/4 B -T/4 - 4

arg(h)=—an/2 arg(h)=—om/2
/2 L

-T/2

0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 0,0 0,2 0,4 0,6 0.8 1,0

(a) (b)

Figura 6.9 — Diagrama representativo para os valores de (\,«) em que as iteradas |A'T| convergem para
zero nos casos: (a) h =0,01 e (b) h = 0,05, ambos com |A\| = 2. O incremento em X\ foi de
0,02 e em a de 0,01.

Na Figura 6.9 utilizou-se (a) h = 0,01, (b) h = 0,05 e |\| = 2. Observa-se que a
regiao de estabilidade possui aspecto distinto aos apresentados anteriormente e diminui
com o aumento de h. Tomando h = 0,001 o aspecto é o mesmo apresentado nas Figuras 6.7
e 6.8-a. Isso evidencia que um critério de estabilidade para sistemas dados pela Equacao

6.28 utilizando a derivada (6.29) deve relacionar os valores h, F'(y*) e . Embora nao se
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tenha provado um teorema geral para estabilidade de pontos fixos de fung¢oes discretas na
forma da Equacoes 6.26 na secao 5.3, destaca-se que a metodologia utilizada nesta secao
pode ser empregada para determinar cotas superiores de valores do passo de discretizacao,

h, em simula¢des numeéricas utilizando o método MHCCI.

Como no caso de sistemas continuos, a analise de estabilidade de sistemas nao
lineares de ordem nao inteira discretos, utilizando a linearizagao do sistema em torno do

ponto fixo, ¢ uma problema que continua em aberto.

6.4 Conclusdo do Capitulo

Neste capitulo, foi realizado um estudo preliminar sobre a estabilidade de pontos
fixos para sistemas continuos nao lineares de ordem nao inteira segundo a derivada de

Caputo e para fungoes discretas dadas na forma do método MHCCI.

Para o caso de sistemas continuos, foram apresentados alguns exemplos que indi-
quem que o método indireto de Lyapunov pode ser estendido para equacoes diferenciais
de ordem nao inteira. Ou seja, a estabilidade de pontos fixos de um sistema continuo nao
linear e de ordem nao inteira pode ser determinada pela estabilidade de seu respectivo
sistema linearizado. Além disso, salienta-se que nao foram encontrados exemplos que
indiquem que esse resultado nao seja valido. Embora os exemplos ilustrem a possibilidade
de esse resultado ser verdadeiro, ainda nao foi possivel obter uma demonstragao, mesmo
que seja encontrado na literatura autores que aleguem o contrario (TAVAZOEI et al., 2009;
ABD-ELOUAHAB; HAMRI; WANG, 2010).

Devido ao fato de os resultados desses exemplos terem sido obtidos pelo método
MHCCI, e de nao ter sido provado um teorema geral para estabilidade de fungoes discretas
obtidas por esse método no Capitulo 5, optou-se por fazer uma investigacdo numérica
a respeito da estabilidade desse tipo de funcoes discretas. Para a referida investigacao,
utilizou-se o critério de estabilidade para fungoes discretas em conjunto com o método
de Arnoldi para analisar, numericamente, a estabilidade dessas func¢oes a partir de uma
representacao matricial. A metodologia utilizada apontou para o critério de estabilidade
de sistemas continuos e lineares de ordem nao inteira, como esperado. Como produto,
destaca-se que essa metologia pode ser empregada para determinar cotas superiores para
o valor do passo de discretizagao, h, para simulacoes numéricas de sistema de ordem nao
inteira continuos segundo a derivada de Caputo, utilizando o método MHCCI. Contudo,
uma demonstracao para um teorema sobre a estabilidade de pontos fixos para esse caso

também nao foi obtida.
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7 Conclusoes e Perspectivas Futuras

7.1 Conclusoes

Neste trabalho, foi realizado um estudo sobre métodos numéricos para a derivada
de Caputo, uma das defini¢des utilizadas no calculo de ordem nao inteira. Dois métodos
numeéricos foram propostos para essa derivada. Além disso, realizou-se um estudo preliminar

sobre estabilidade de pontos fixos de sistemas de ordem nao inteira nao lineares.

No Capitulo 3, foi observada a existéncia de um problema na demonstracao en-
contrada na literatura (SAMKO; KILBAS; MARICHEV, 1993; PODLUBNY, 1998; DI-
ETHELM, 2010) do teorema de existéncia e unicidade de equagoes diferenciais de ordem
nao inteira segundo o operador de Riemann-Liouville, ilustrando um caso em que o teorema
nao ¢é valido. Além disso, foi demonstrada uma versao menos geral para esse teorema,
corrigindo o referido problema. Nesse sentido, aplicar a derivada de Riemann-Liouville na
modelagem de fendmenos fisicos é restritiva devido as hipéteses do teorema de existéncia e
unicidade, além da dificuldade em relacao a obter interpretagoes fisicas para as condi¢oes
iniciais de um problema de valor inicial. Assim, conclui-se que, no caso de se empregar
derivadas de ordem néo inteira para obter modelos mateméaticos de fenomenos fisicos, a

derivada de Caputo é mais apropriada.

No Capitulo 4, foi apresentado o método hibrido, que utiliza os métodos dados
pela Equagao 3.57, p. 101, e pela Equacao 3.66, p. 104, para obter solugoes numéricas
de equagoes diferenciais segundo a derivada de Caputo. O método hibrido foi comparado
com aquele dado pela Equagao 3.66 e verificou-se ser mais apropriado em simulagoes em
que seja necessario realizar um grande nimero de iteragoes. Contudo, para simulagoes
com poucos pontos no intervalo simulado, o método hibrido deve ser preterido em relacao
ao dado pela Equagao 3.66, devido ao erro de truncamento local desse ser menor que o

daquele.

No Capitulo 5, foi proposto o método MHCCI (meméria hereditaria concentrada
na condigao inicial) para determinar solugoes numéricas de um PVINI segundo Caputo
e que nao depende explicitamente do tempo. Diferentemente da discretizacao dada pela
Equacao 3.57, esse método utiliza toda a informagao proveniente dos coeficientes ¢t dados
pela Proposicao 3.6.1. Além disso, diferentemente do método hibrido, uma discretizagao
obtida por esse método preserva todos os pontos fixos do respectivo sistema continuo.
As solugdes obtidas utilizando esse método sdo comparaveis com as obtidas utilizando o
método hibrido para valores da ordem de integragao no intervalo [0,4,2,0]. Para valores da

ordem de derivagao no intervalo (0,0,0,4) o método MHCCI mostrou ser mais apropriado
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que o método dado pela Equacao 3.66 e, por consequéncia, que o método hibrido. A partir
do método MHCCI, foi possivel mostrar condi¢oes para que um ponto fixo de uma funcao

discreta, obtida pela aplicagdo desse método, seja estével no caso em que a € (0, 2).

No Capitulo 6, foi realizado um estudo preliminar sobre a estabilidade de pontos
fixos para sistemas continuos nao lineares de ordem nao inteira segundo a derivada de
Caputo e para funcoes discretas obtidas a parir do método MHCCI. Apresentou-se exemplos
numeéricos em que a estabilidade de pontos fixos de sistemas nao lineares foi comparada com
a estabilidade da origem do respectivo sistema linearizado, avaliado no ponto fixo, a partir
do critério dado pelo Teorema 3.5.7. Observou-se, em cada exemplo, que a estabilidade do
ponto fixo do sistema nao linear e sua respectiva linearizagdo sdo comparaveis. Isso indica
a possibilidade de uma generalizacao do método indireto de Lyapunov, também conhecido
como Teorema de Lyapunov-Perron (DOERING; LOPES, 2012), para o caso de equagoes
diferenciais de ordem nao inteira segundo a derivada de Caputo. Para fungoes discretas
obtidas a partir do método MHCCI foi realizado um procedimento aplicado a forma
matricial desse método e baseado na analise de estabilidade de pontos fixos de fungoes
discretas em conjunto com o método de Arnoldi (GOLUB; LOAN;, 1996). O procedimento
utilizado apontou para o critério de estabilidade de sistemas continuos e lineares de ordem
nao inteira, como esperado. Como produto, conclui-se que esse procedimento pode ser
empregado para determinar cotas superiores para o valor do passo de discretizagao, h,
para simulagbes numéricas de sistemas continuos de ordem nao inteira segundo a derivada
de Caputo, utilizando o método MHCCI.
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7.2 Perspectivas Futuras

Uma vez que a maior parte das contribuicoes desta tese se refere a métodos
numéricos para solucao de equacoes diferenciais segundo a derivada de Caputo, entende-se
como uma linha de continuacao dos trabalhos investigar outras formas de discretizacao
para equagoes diferenciais que sejam de menor intensidade computacional e/ou que o erro

de truncamento local possa ser diminuido.

Embora neste trabalho focou-se nas derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo,
¢ premente a investigacao detalhada de outras definicbes com o objetivo de buscar, se

possivel, uma defini¢ao para o calculo de ordem nao inteira que seja unificada.

O Capitulo 6 ¢é de extrema importancia para as perspectivas futuras devido aos
exemplos que apontam na direcao de uma generalizagao do método indireto de Lyapunov
para sistemas de ordem nao inteira. Obviamente, outros teoremas na area de sistema
dindmicos, tal como o de Hartman-Grobman (MONTEIRO, 2011), podem ser estudados

para uma possivel generalizacao.

Além disso, questoes relativas a obtencao de modelos matematicos para fendomenos
fisicos, identificagdo de sistemas e estimacao de parametros sao areas férteis para a

realizacao de trabalhos futuros.
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