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Aos meu pais, Ângela e Geraldo, por todo amor, carinho e apoio incondicional. Só eles
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Introdução

Nesse trabalho demonstramos uma série de resultados para sistemas quânticos de di-
mensão finita. O tema central são os qubits, sistema que se tornou muito importante com o
surgimento da computação quântica.

O principal objetivo é estudar dois quantificadores de emaranhamento para o sistema de dois
qubits, chamados Negatividade e Concorrência. O emaranhamento é uma propriedade muito
interessante de sistemas quânticos compostos, que não aparece em mecânica clássica. Ele
está por trás de vários resultados surpreendentes como a teleportação de estados quânticos e o
algoritmo de Shor, capaz de fatorar números inteiros em tempo polinomial, entre vários outros.
Ainda não se sabe precisamente, mas acredita-se que os sitemas quânticos permitem realizar
computação de maneira mais eficiente que os sistemas clássicos e a presença de emaranhamento
pode ser um recurso valioso.

A motivação inicial para esse trabalho foi o artigo [1], que faz uma comparação entre
a Negatividade e a Concorrência. Essa comparação é o último resultado apresentado na
dissertação, no fim do caṕıtulo 3. A demonstração é simples, uma vez conhecidas algumas
propriedades desses quantificadores e dos estados de dois qubits.

Por esse motivo, dedicamos o caṕıtulo 2 a um estudo detalhado dos sistemas de um e
dois qubits. Em especial, estudamos o efeito das chamadas operações SLOCC (Stochastic
Local Operations and Classical Comunication) sobre os estados de dois qubits. Como uma
consequência desse resultado obtemos a propriedade necessária para comparar negatividade e
concorrência: a transposta parcial de uma matriz densidade de dois qubits possui no máximo
um autovalor negativo. Esse é um resultado bem conhecido e utilizado.

Antes de comparar negatividade e concorrência devemos entender porque eles são de fato
bons quantificadores de emaranhamento. Apresentamos no caṕıtulo 3 em detalhe as demons-
trações, que são baseadas nos trabalhos [2, 3]. Citamos também alguns outros quantificadores
importantes, como o Emaranhamento de Formação, que está intimamente relacionado à Con-
corrência, o Emaranhamento Destilável, Robustez, entre outros.

No caṕıtulo ??, enunciamos os postulados da mecânica quântica. Eles nos dizem que
objetos matemáticos representam os estados de um sistema quântico e as grandezas f́ısicas
relacionadas. Veremos que os espaços de Hilbert e os operadores agindo neles serão nossas
ferramentas principais. Veremos também como se dá a evolução de um estado, o que nos
leva à definição de mapas completamente positivos. Por último, estudamos como encontrar o
espaço de estados de um sistema composto a partir dos espaços de estados dos subsistemas.
Essa construção faz uso do produto tensorial de espaços vetoriais e é dessa estrutura tensorial
que surge o conceito de emaranhamento.

Por trás dos resultados que apresentamos nesse trabalho, está uma matemática rica e bem
diversificada. O Caṕıtulo 1 é destinado a introduzi-la.
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CAPÍTULO 1
Preliminares

Nesse caṕıtulo vamos apresentar os principais resultados que usaremos ao longo do texto.
A intenção aqui é apenas enunciar os resultados e fixar a notação. A primeira seção trata de
espaços vetoriais, que são os objetos principais para a mecânica quântica [4, 5, 6, 7, 8]. O
objetivo maior dessa seção é apresentar a notação de Dirac, muito usada pelos f́ısicos, mas
pouco conhecida pelos matemáticos. A segunda seção trata dos grupos de Lie [9, 10], e os
resultados mais importantes são o homomorfismo entre SL(2,C) e o grupo de Lorentz e o
isomorfismo entre SL(2,C) ⊗ SL(2,C) e SO(4,C), que serão utilizados para estudarmos a
ação de alguns mapas quânticos sobre estados de dois qubits e obter resultados importantes.
Por último, estudamos os conjuntos convexos e distribuições de probabilidade discretas [11].
O principal resultado é o teorema HLP, que depois será apresentado em sua versão quântica
e que é usado para obtermos condições de convertibilidade de estados por operações locais e
comunicação clássica.

1.1 Espaços vetoriais

Nessa seção veremos alguns conceitos básicos sobre espaços vetoriais. Os resultados que
apresentaremos e muitos outros podem ser encontrados em [7, 8, 12, 13], sendo que a última
referência utiliza também a notação de Dirac.

Um espaço vetorial sobre um corpo K é um conjunto V no qual estão definidas a soma
entre dois elementos de V e o produto por elementos de K. Um elemento de V será denotado
por um ket:

|u〉 ∈ V.

As seguintes propriedades devem ser satisfeitas

1. (Associatividade da soma) (|u〉 + |v〉) + |w〉 = |u〉 + (|v〉 + |w〉) para |u〉 , |v〉 e |w〉
elementos de V;

2. (Elemento neutro para a soma) Há um elemento 0 ∈ V, tal que, para cada |v〉 ∈
V, |v〉+ 0 = 0 + |v〉 = |v〉;

3. (Elemento oposto) Para cada |v〉 ∈ V, existe |u〉 ∈ V tal que |v〉+ |u〉 = 0;
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1. Preliminares

4. (Comutatividade da soma) Para cada |v〉 , |u〉 ∈ V, |u〉+ |v〉 = |v〉+ |u〉;

5. (Associatividade do produto) Para cada a, b ∈ K e cada |v〉 ∈ V, a.(b. |v〉) = (a.b). |v〉;

6. (Elemento neutro para o produto) Se 1 é a unidade de K, então, para cada |v〉 ∈
V, 1. |v〉 = |v〉;

7. (Distributividade) Para cada a ∈ K e cada |v〉 , |u〉 ∈ V, a.(|v〉+ |u〉) = a. |v〉+ a. |u〉;

8. (Distributividade) Para cada a, b ∈ K e cada |v〉 ∈ V, (a+ b). |v〉 = a. |v〉+ b. |v〉.

Nos preocuparemos apenas com os casos K = R e K = C.

Definição 1. Um conjunto de vetores {|v1〉 , . . . |vn〉} é dito linearmente dependente se algum
dos |vi〉 pode ser escrito como combinação linear dos demais, isto é, existem coeficientes cj ,
j 6= i, tais que:

|vi〉 = c1 |v1〉+ . . .+ ci−1 |vi−1〉+ ci+1 |vi+1〉+ . . .+ cn |vn〉 .

Caso contrário, os vetores são chamados linearmente independentes. Uma base para o espaço
vetorial V é um conjunto linearmente independente {|v1〉 , . . . , |vn〉} que gera o espaço todo,
isto é, tal que todo vetor de V possa ser escrito como combinação linear dos |vi〉 . Toda base
tem o mesmo número de vetores, que é chamado de dimensão de V.

Consideraremos aqui apenas espaços vetoriais de dimensão finita.

Definição 2. Um funcional linear em V é uma aplicação linear de V em K. Os funcionais
lineares serão denotados por um bra:

〈χ| : V −→ K.

O conjunto de todos os funcionais lineares em V também forma um espaço vetorial sobre K,
que é chamado espaço dual de V e é denotado por V∗.

Dados dois espaços vetoriais sobre o mesmo corpo, V e U , o conjunto de todas as trans-
formações lineares T : V → U será denotado por L(V,U). Em especial, chamamos as trans-
formações lineares O : V → V de operadores e denotamos L(V) = L(V,V). O conjunto
L(V,U) também é um espaço vetorial sobre K e L(V,K) = V∗.

Suponhamos que V tenha dimensão finita e que dimV = n. Fixada uma base, todo
operador linear em L(V) pode ser representado por uma matriz n × n. O conjunto de todas
essas matrizes será denotado por M(V).

Definição 3. Dizemos que um vetor |v〉 6= 0 é um autovetor de um operador O ∈ L(V) com
autovalor λ se

O |v〉 = λ |v〉 .

Definição 4. Um produto interno em V é uma função (·, ·) : V × V −→ K que satisfaz

1. (|u〉 , |v〉) = (|v〉 , |u〉)∗, em que ∗ denota conjugação complexa;

2. (|u〉+ |v〉 , |w〉) = (|u〉 , |w〉) + (|v〉 , |w〉);
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1.1. Espaços vetoriais

3. (|u〉 , a |v〉) = a(|u〉 , |v〉), a ∈ K;

4. Para todo |u〉 6= 0 vale (|u〉 , |u〉) ∈ R e (|u〉 , |u〉) > 0.

Fixado um vetor |v〉 a função
φv : V −→ K

|u〉 7−→ (|v〉 , |u〉)

é um funcional linear, que denotaremos por 〈v|. Assim usaremos a notação

(|v〉 , |u〉) = 〈v | u〉 .

Vale a propriedade φv+u = 〈v|+ 〈u| .
Um vetor é chamado unitário se 〈v | v〉 = 1. A projeção de um vetor |u〉 na direção de

um vetor unitário |v〉 é o vetor 〈u | v〉 |v〉. Dois vetores são chamados ortogonais se o produto
interno entre eles é igual a zero. Um conjunto de vetores é chamado ortonormal se os vetores
são unitários e ortogonais entre si.

Dados dois vetores |u〉 , |v〉 ∈ V podemos definir um operador O : V → V da seguinte
forma:

O |w〉 = |u〉 〈v | w〉 .

Esse operador será denotado por |u〉 〈v| . Em particular, dado um vetor unitário |v〉, o operador
|v〉 〈v| leva cada vetor |u〉 em sua projeção na direção de |v〉 e por isso é chamado de projetor
na direção de |v〉 .

Dado um operador O : V → V definimos o operador conjugado hermitiano de O como
sendo o operador O† : V → V tal que

(|v〉 , O |u〉) = (O† |v〉 , |u〉).

Dizemos que um operador é hermitiano ou autoadjunto se O = O†. Os autovalores de um
operador hermitiano são todos reais, e autovetores com autovalores distintos são ortogonais.

Se um operador O é hermitiano, então (|v〉 , O |u〉) = (O |v〉 , |u〉). Nos aproveitamos
desse fato para usar a notação

(|v〉 , O |u〉) = 〈v|O |v〉 .

Fixada uma base ortonormal, se o operador O é representado pela matriz M , então O†

é representado pela matriz M † = (MT )∗, em que ∗ representa conjugação complexa e T
representa a transposição. Uma matriz é dita hermitiana se M † = M .

Um resultado importante para operadores hermitianos é o teorema espectral.

Teorema 1 (Teorema Espectral). Seja O : V → V um operador hermitiano sobre um espaço
vetorial V real ou complexo de dimensão finita. Então existe uma base ortonormal para V
formada por autovetores de O.

Teorema 2 (Decomposição Espectral). Seja M uma matriz hermitiana e {|vi〉} uma base
formada por autovetores de M , com autovalores reais correspondentes λi. Então

M =
∑
i

λi |vi〉 〈vi| .
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1. Preliminares

Outro resultado importante é a decomposição em valor singular

Teorema 3. Dada uma matriz M , existem matrizes unitárias U e V e uma matriz diagonal
Σ com entradas não-negativas tais que

UMV = Σ.

Os elementos da diagonal de Σ são chamados valores singulares de M .

Um operador O é chamado positivo definido se

〈v|O |v〉 > 0 ∀ |v〉 6= 0 ∈ V

e positivo semi-definido se

〈v|O |v〉 ≥ 0 ∀ |v〉 6= 0 ∈ V.

Todo operador positivo definido é um operador hermitiano tal que todos os autovalores
são positivos e um operador positivo semi-definido é um operador hermitiano tal que todos os
autovalores são não-negativos.

Definição 5. Uma norma em V é uma função ‖ · ‖ : V → R que satisfaz

1. ‖|u〉‖ = 0⇔ |u〉 = 0;

2. ‖λ |u〉‖ = |λ| ‖|u〉‖ , λ ∈ K;

3. (Desigualdade triangular) ‖|u〉+ |v〉‖ ≤ ‖|u〉‖+ ‖|v〉‖ .

Quando podemos definir uma norma em V dizemos que V é um espaço vetorial normado.

Dado um produto interno, a função |v〉 7→ 〈v | v〉1/2 é uma norma em |v〉. Esse fato é
uma consequência da desigualdade de Cauchy-Schwartz:

‖ 〈u | v〉 ‖2 ≤ 〈u | u〉 〈v | v〉 .

Logo todo espaço com produto interno é também um espaço normado.

Toda norma, por sua vez, gera uma distância em V.

Definição 6. Uma distância em V é uma função D : V × V → R que obedece às seguintes
condições:

1. D(|u〉 , |v〉) ≥ 0 e D(|u〉 , |v〉) = 0⇔ |u〉 = |v〉;

2. D(|u〉 , |v〉) = D(|v〉 , |u〉);

3. (Desigualdade triangular) D(|v〉 , |u〉) ≤ D(|u〉 , |w〉) +D(|w〉 , |v〉).

Quando podemos definir uma distância em V dizemos que V é um espaço métrico.
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1.1. Espaços vetoriais

Dada uma norma ‖·‖, a função |u〉 , |v〉 7→ ‖|u〉 − |v〉‖ define uma distância em V. Logo
todo espaço normado é também um espaço métrico.

Dada uma distância D em V, dizemos que a sequência (|un〉) é convergente, e que
converge para o valor |v〉 ∈ V, se lim

n→∞
|un〉 = |v〉. Isso quer dizer que:

∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N : n > n0 ⇒ D(|un〉 , |v〉) < ε.

Uma sequência em V é chamada de sequência de Cauchy se

∀ ε > 0 ∃ n0 ∈ N : m,n > n0 ⇒ D(|um〉 , |un〉) < ε.

Não é dif́ıcil mostrar que toda sequência convergente em V é uma sequência de Cauchy.
No entanto, nem sempre uma sequência de Cauchy é convergente. Se toda seqüência de
Cauchy em V é uma sequência convergente, dizemos que V é um espaço métrico completo.

Definição 7. Dizemos que um espaço vetorial V é um espaço de Hilbert se é um espaço
vetorial com produto interno, completo com a norma gerada por ele.

Espaços de Hilbert serão denotados por H. Podemos caracterizar os espaços duais de
espaços de Hilbert usando o

Teorema 4 (Representação de Riez). Seja H um espaço de Hilbert. Dado 〈χ| ∈ H∗ existe
um único |v〉 ∈ H tal que

〈χ| = 〈v| ,

ou seja, todo funcional linear é dado por produto interno com um vetor fixo.

Podemos caracterizar os autovalores máximo e ḿınimo de um operador hermitiano em
espaços de Hilbert de dimensão finita1 utilizando o produto interno.

Teorema 5. Seja H um espaço de Hilbert e O um operador hermitiano em H. Sejam λO e
ΛO o menor e o maior autovalor de O. Então temos

λO = inf
〈v|v〉=1

〈v|O |v〉 , ΛO = sup
〈v|v〉=1

〈v|O |v〉 .

Corolário 1. Se M = M1 +M2 então

λM ≥ λM1 + λM2 , ΛM ≤ ΛM1 + ΛM2 .

Para demonstração dos resultados a respeito de espaços de Hilbert, veja [4].
Nossa preocupação é com espaços de Hilbert de dimensão finita. Se dimH = N ,

denotaremos por
{|0〉 , |1〉 , . . . , |N − 1〉}

uma base ortonormal para H, isto é, uma base tal que

〈i | j〉 = δij , i, j = 0, 1, . . . , N − 1.

1O resultado é válido também para os chamados operadores compactos em espaço de dimensão infinita.
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1. Preliminares

1.1.1 Produto tensorial

Dados dois espaços vetoriais VA e VB de dimensões nA e nB respectivamente, podemos
construir um espaço vetorial de dimensão nAnB através do produto tensorial [8, 14, 13]. Para
construirmos2 esse novo espaço, que denotaremos por VA ⊗VB, tomamos bases |iA〉 para VA
e |jB〉 para VB e declaramos que os nAnB elementos da forma

|iA〉 ⊗ |jB〉 , iA = 0, 1, . . . , nA, jB = 0, 1, . . . , nB

formam uma base para VA ⊗ VB. As seguintes condições são impostas

1. Para um escalar arbitrário a ∈ K e elementos |vA〉 de VA e |vB〉 de VB,

a(|vA〉 ⊗ |vB〉) = (a |vA〉)⊗ |vB〉 = |vA〉 ⊗ (a |vB〉);

2. Para |vA〉 e |uA〉 arbitrários em VA e |vB〉 em VB,

(|vA〉+ |uA〉)⊗ |vB〉 = |vA〉 ⊗ |vB〉+ |uA〉 ⊗ |vB〉 ;

3. Para |vA〉 arbitrário em V e |uB〉 e |vB〉 em VB,

|vA〉 ⊗ (|uB〉+ |vB〉) = |vA〉 ⊗ |uB〉+ |vA〉 ⊗ |vB〉 .

A construção é independente das escolhas de base para VA e VB.

Definição 8. Dizemos que um vetor |v〉 ∈ VA⊗VB é decompońıvel se é da forma |vA〉⊗|vB〉 .

É comum usarmos a notação |vA〉 ⊗ |vB〉 = |vAvB〉 .
Se VA e VB são espaços vetoriais com produto interno, podemos definir um produto

interno em VA ⊗ VB da seguinte maneira: para vetores decompońıveis fazemos

〈vAvB | uAuB〉 = 〈vA | uA〉 〈vB | uB〉 ,

e em seguida estendemos aos outros vetores:

(〈vAvB|+ 〈wAwB|) |uAuB〉 = 〈vAvB | uAuB〉+ 〈wAwB | uAuB〉

〈vAvB| (|wAwB〉+ |uAuB〉) = 〈vAvB | wAwB〉+ 〈vAvB | uAuB〉 .

Teorema 6. Se VA e VB são espaços de Hilbert, VA ⊗ VB também é.

Os conjuntos M(VA) e M(VB) são também espaços vetorias sobre K e por isso também
podemos definir o produto tensorial M(VA) ⊗M(VB). Podemos então definir uma ação de
M(VA)⊗M(VB) em VA ⊗ VB da seguinte forma: para vetores decompońıveis fazemos

MA ⊗MB(|vA〉 ⊗ |vB〉) = MA |vA〉 ⊗MB |vB〉 ,

e em seguida estendemos por linearidade aos outros vetores. Essa ação define um mapa de
M(VA)⊗M(VB) em M(VA ⊗ VB), que é um isomorfismo de espaços vetoriais.

2Para uma definição mais precisa, veja [8, 14].
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Definição 9. Definimos o traço parcial em relação a VA de uma matriz MA ⊗ MB em
M(VA)⊗M(VB) por

TrA(MA ⊗MB) = Tr(MA)MB,

e estendemos por linearidade às matrizes não decompońıveis. De maneira análoga definimos
o traço parcial em relação a VB.

Definição 10. Definimos a transposta parcial em relação a VA de uma matriz MA ⊗MB em
M(VA)⊗M(VB) por

(MA ⊗MB)TA = (MA)T ⊗MB,

e estendemos por linearidade às matrizes não decompońıveis. De maneira análoga definimos
a transposta parcial em relação a VB.

Proposição 1. Se uma matriz M é positiva, então TrA(M) e TrB(M) também o são.

Demonstração. Suponhamos que M =
∑

iM
i
A ⊗M i

B. Seja {|j〉}, j = 1, . . . ,dimVB uma
base ortonormal para VB. Então

TrB(M) =
∑
i,j

M i
A 〈j|M i

B |j〉

〈v|TrB(M) |v〉 =
∑
i,j

〈v|M i
A |v〉 〈j|M i

B |j〉 =
∑
i,j

〈v| 〈j|M i
A ⊗M i

B |j〉 |v〉 =

∑
j

〈v| 〈j|
∑
i

M i
A ⊗M i

B |j〉 |v〉 =
∑
j

〈v| 〈j|M |j〉 |v〉 ≥ 0

sendo que a última desiguladade é válida pelo fato de que M é positiva e portanto cada termo
na última soma é positivo. Segue então que TrB(M) também é uma matriz positiva.

De maneira análoga provamos que TrA(M) é positiva.

Um resultado extremamente útil é a decomposição de Schmidt para espaços vetorias com
estrutura de produto tensorial.

Proposição 2 (Decomposição de Schmidt). Dado um vetor |Ψ〉 ∈ VA ⊗ VB, é posśıvel
encontrar bases ortonormais {|ψnA〉} para VA e {|φmB 〉} para VB tais que

|Ψ〉 =
d∑
i=1

αi
∣∣ψiA〉 ∣∣φiB〉 ,

em que d = min(dimVA,dimVB), e α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥ αd. Os coeficientes αi são chamados
coeficientes de Schmidt.

Demonstração. Suponhamos d = dimVA. Seja ρA = TrB(|Ψ〉 〈Ψ|). A matriz |Ψ〉 〈Ψ| é o
projetor na direção de |Ψ〉 e portanto é uma matriz positiva. Assim, ρA também é uma matriz
positiva, e portanto seus autovetores |ψnA〉 formam uma base para VA. Desse modo, dada uma
base ortonormal qualquer |mB〉 para VB, podemos escrever

|Ψ〉 =
∑
n,m

cnm |ψnA〉 |mB〉 ,

9



1. Preliminares

uma vez que o conjunto {|ψnA〉 |mB〉} forma uma base para VA ⊗VB. Seja α2
n o autovalor de

ρA associado ao autovetor |ψnA〉 . Definimos então

|φnB〉 =
∑
m

cnm
αn
|mB〉 ,

de modo que

|Ψ〉 =
d∑
i=1

αi
∣∣ψiA〉 ∣∣φiB〉 ,

Resta mostrar que o conjunto {|φmB 〉} pode ser estendido a uma base ortonormal. Para
isso, devemos verificar que esse é um conjunto ortonormal. De fato

〈φnB | φmB 〉 =
∑

k, l
c∗nkcml
αnαm

〈kB | lB〉

=
∑
k

c∗nkcmk
αnαm

=
1

αnαm

∑
k

〈Ψ| |ψnA〉 |kB〉 〈ψmA | 〈kB| |Ψ〉

=
1

αnαm

∑
k

〈ψmA | ρA |ψnA〉 =
αnαmδnm
αnαm

= δnm.

O ordenamento não-crescente dos coeficientes pode ser feito reordenando os vetores da base.

Os coeficientes de Schmidt são os autovalores das matrizes densidade reduzidas ρA =
TrB(|Ψ〉 〈Ψ|) e ρB = TrA(|Ψ〉 〈Ψ|). Por esse motivo o número de coeficientes não nulos
(chamado número de Schmidt) e também os seus valores são os mesmos para toda decom-
posição. Além disso, se

|Ψ〉 =
∑
i

ai |i〉A |i〉B ,

|Ψ〉 =
∑
i

ai
∣∣i′〉

A

∣∣i′〉
B

são duas decomposições distintas, as aplicações lineares UA e UB definidas nas bases por

|i〉A 7→
∣∣i′〉

A
, |i〉B 7→

∣∣i′〉
B

são aplicações unitárias tais que

UA ⊗ UB(|Ψ〉) = |Ψ〉 .

Desse modo, duas decomposições de Schmidt distintas estão relacionadas por unitárias locais
que fixam |Ψ〉 .

Para mais detalhes sobre a decomposição de Schmidt ver [13, 15].
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1.2. Grupos de Lie

1.2 Grupos de Lie

Nessa seção veremos os grupos de Lie e alguns resultados relevantes que utilizaremos no
Caṕıtulo 2. Como referências sugerimos [9, 10]. Vamos utilizar aqui alguns resultados bem
conhecidos, mas não triviais de topologia [16].

Definição 11. Um grupo de Lie sobre um corpo K = R,C é um grupo G munido de uma
estrutura de variedade diferenciável sobre K tal que o mapa

µ : G×G −→ G

(x, y) 7−→ xy

é diferenciável.

Teorema 7. Dado p ∈ G, o mapa

µp : G −→ G

x 7−→ px

é um difeomorfismo de variedades de G em G.

Proposição 3. O mapa

ν : G −→ G

x 7−→ x−1

é um difeomorfismo de variedades de G em G.

Demonstração. Dado x ∈ G, o inverso ν(x) = x−1 é definido pela equação

µ(x, ν(x)) = e.

A derivada parcial de µ em relação à segunda variável é a derivada de µx, que é um isomorfismo,
já que µx é um difeomorfismo. Desse modo, podemos utilizar o teorema da aplicação impĺıcita
para concluir que ν é uma função diferenciável. Como sua inversa é ela própria, ν é um
difeomorfismo.

Exemplos:

1. O grupo aditivo K.

2. O grupo multiplicativo K∗.

3. O grupo GL(n,K) de matrizes invert́ıveis n × n. Identificando M(n), o conjunto das
matrizes n × n com entradas em K, a Kn2

, fica claro que a multiplicação de matrizes
é diferenciável, uma vez que as entradas do produto AB são funções polinomiais das
entradas de A e B. GL(n,K) é uma variedade porque é o subconjunto de M(n) definido
pela equação det(A) 6= 0. Como o determinante é uma equação polinomial nas entradas
de A, o conjunto das matrizes que satisfazem essa equação formam um aberto de Kn2

,
e portanto é uma subvariedade de Kn2

.

11
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4. O grupo SL(n,K), formado pelas matrizes n × n de determinante igual a um. Pelo
teorema da aplicação impĺıcita, SL(n,K) é uma variedade de Kn2

, e portanto um grupo
de Lie.

5. O grupo O(n,K) das matrizes ortogonais n× n. Esse conjunto é definido pela equação
AAT = I, que é um sistema de equações polinomiais nas entradas de A. Podemos usar
o teorema da aplicação impĺıcita para mostrar que o conjunto formado pelas matrizes
que satisfazem essa equação também é uma variedade de Kn2

. Também é uma variedade
o grupo SO(n,K) = O(n,K) ∩ SL(n,K).

6. De maneira semelhante mostramos que U(n), o conjunto das matrizes complexas unitárias
n × n, definidas pela equação UU † = I, é um grupo de Lie. Também é um grupo de
Lie SU(n) = SL(n,C) ∩ U(n), o conjunto das matrizes unitárias especiais.

7. O grupo de Lorentz, formado pelas matrizes 4× 4 que satisfazem a equação

AMAT = M M =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .
Para ver que esse grupo é uma variedade em Kn2

, podemos usar mais uma vez o teo-
rema da aplicação impĺıcita, já que a equação acima é polinomial nas entradas de A.
Um subgrupo importante do grupo de Lorentz consiste das transformações de Lorentz
próprias e ortócronas, que é chamado de grupo de Lorentz restrito e que será denotado
por L. Uma transformação de Lorentz é dita própria se possuir determinante igual a um
e ortócrona se possuir a entrada 11 maior que zero.

Definição 12. Um subgrupo H do grupo G é dito um subgrupo de Lie de G se H é uma
subvariedade de G.

Exemplos:

1. SL(n), O(n), SO(n), U(n) e SU(n) são subgrupos de Lie de GL(n).

2. O grupo das transformações de Lorentz próprias e ortócronas é um subgrupo de Lie do
grupo de Lorentz.

Como um subgrupo de Lie H é uma subvariedade, é aberto em seu fecho H, que também
é um subgrupo, já que a multiplicação em G é uma aplicação cont́ınua. Como µp é um
difeomorfismo para todo p ∈ G, cada classe lateral de H em H também é um aberto em H.
Como H é o complementar da união de suas classes laterais, exceto o próprio H, segue que
H é fechado em H e por consequência também é fechado em G. Logo todo subgrupo de Lie
aberto é união de componentes conexas de G.

Corolário 2. Todo subgrupo de Lie aberto contém a componente conexa da identidade G0.

Proposição 4. A componente conexa G0 de G que contém a identidade é um subgrupo de
Lie normal de G. As componentes conexas restantes são as classes laterais de G0.

12



1.2. Grupos de Lie

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que G0 é um grupo. Sejam h1, h2 ∈ G0. Devemos
mostrar que h1h2 e h−1

1 ∈ G0. Sabemos que µh1 : G → G é um difeomorfismo e por isso
deve levar G0 em alguma componente conexa de G. Como e ∈ G0, essa componente conexa
deve ser G0, uma vez que h1 ∈ G0. Desse modo, µh1 é uma bijeção entre G0 e ele mesmo e
h1h2 ∈ G0.

Como o mapa ν que leva cada elemento em seu inverso é um difeomorfismo, também
deve levar G0 em alguma componente conexa. Como ν(e) = e, essa componente deve ser o
próprio G0 de modo que h−1

1 ∈ G0.

Agora devemos mostrar que G0 é normal, ou seja, que as classes laterias à direita e à
esquerda são iguais. Como a multiplicação à esquerda e à direita são difeomorfismos, pG0 e
G0p são componentes conexas de G. Como e ∈ G0, p ∈ pG0 e p ∈ G0p, o que implica que
pG0 = G0p para todo p ∈ G.

Resta mostrar que as outras componentes conexas são classes laterais de G0. Seja H
uma componente conexa de G e h ∈ H. Então hG0 = H pois hG0 é uma componente conexa
de g e he = h.

Corolário 3. O subgrupo gerado por qualquer vizinhança da identidade é G0.

Demonstração. Seja V uma vizinhança da identidade e h ∈ V . Como a multiplicação à
esquerda é um difeomorfismo, hV é um aberto que contém h, uma vez que e ∈ V , e que está
contido no subgrupo gerado por V . Logo esse subgrupo é aberto e portanto é um subgrupo
de Lie, de modo que deve conter G0. Como G0 é um subgrupo que contém V , o subgrupo
gerado por V é igual a G0.

1.2.1 Álgebra de Lie

Definição 13. A álgebra de Lie g de um grupo de Lie G é o espaço tangente de G na
identidade do grupo e.

Muitas informações sobre G podem ser obtidas a partir de g. Veremos na seção seguinte
como g pode ser útil para provar resultados a respeito de G.

O espaço tangente de uma variedade pode ser mapeado na variedade através de uma
aplicação, chamada aplicação exponencial. Restrita à vizinhanças adequadas, chamadas vizi-
nhanças normais, a exponencial é um difeomorfismo entre o espaço tangente e a variedade.
No caso dos grupos de Lie matriciais, a aplicação exponencial que leva a álgebra de Lie ao
grupo coincide com a exponencial matricial, dada pela expressão

eA ≡ I +A+
A2

2
+
A3

3!
+ . . .+

An

n!
+ . . .

Em uma vizinhança normal da identidade esse mapa é um difeomorfismo, e o difeomorfismo
inverso é chamado de logaritmo.

Teorema 8. Se a álgebra de Lie de um grupo matricial G é gerada pelos elementos gi e a
álgebra de Lie de um grupo matricial H é gerada por elementos hj então a álgebra de Lie de
G⊗H é gerada pelos elemento gi ⊗ I e I ⊗ hj .

13
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1.2.2 Alguns homomorfismos importantes

Alguns dos grupos dos quais falamos na seção anterior estão relacionadas através de dois
homomorfismos que serão muito úteis para aplicações que mostraremos no Caṕıtulo 2. O
primeiro deles relaciona SL(2,C) e L e o segundo relaciona o produto tensorial SL(2,C) ⊗
SL(2,C) e SO(4,C). As demonstrações são baseadas nas demonstrações apresentadas em
[2].

Vamos precisar de algumas propriedades desses grupos de Lie.

Lema 1. SL(2,C) é um grupo de Lie conexo, cuja álgebra de Lie é o conjunto das matrizes
complexas 2× 2 de traço nulo.

Lema 2. SO(4,C) é um grupo de Lie conexo, cuja álgebra de Lie é o conjunto das matrizes
complexas 4× 4 antissimétricas.

Lema 3. O grupo de Lorentz restrito é um grupo conexo, cuja álgebra de Lie tem dimensão
6.

Proposição 5. Seja B = 1/2


1 0 0 1
0 i i 0
0 −1 1 0
i 0 0 −i

 e

Φ : SL(2,C)⊗ SL(2,C) −→ SO(4,C)

A1 ⊗A2 7−→ B(A1 ⊗A2)B†.

Então Φ é um isomorfismo de grupos de Lie.

Demonstração. Não é dif́ıcil mostrar que se A1, A2 ∈ SL(2,C) então B(A1 ⊗ A2)B† ∈
SO(4,C). De fato,

(B(A1 ⊗A2)B†)(B(A1 ⊗A2)B†)T = B(A1 ⊗A2)B†B∗(AT1 ⊗AT2 )BT

= B(A1 ⊗A2)(σ2 ⊗ σ2)(AT1 ⊗AT2 )BT = det(A1) det(A2)B(σ2 ⊗ σ2)BT = I.

em que

σ2 =

[
0 i
−i 0

]
.

Além disso, Φ é injetiva pois B é uma matriz invert́ıvel.

Resta mostrar a sobrejetividade. A álgebra de Lie sl(2) é gerada pelas matrizes:

h =

[
1 0
0 −1

]
, e =

[
0 1
0 0

]
, f =

[
0 0
1 0

]
.

Por esse motivo, a álgebra de Lie de SL(2)⊗SL(2), que denotaremos por al(SL(2,C)⊗
SL(2,C)), é gerada pelas matrizes A1 = I ⊗h, A2 = I ⊗ e, A3 = I ⊗ f, A4 = h⊗ I, A5 =
e⊗ I, A6 = f ⊗ I.

Calculando BAiB
†, obtemos seis matrizes antissimétricas e linearmente independentes,

uma vez que B é invert́ıvel. Como a dimensão do espaço das matrizes antissimétricas 4× 4 é

14
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6, essas matrizes geram esse espaço, que é justamente a álgebra de Lie de SO(4,C). Logo o
mapa

φ : al(SL(2,C)⊗ SL(2,C)) −→ so(4,C)

A 7−→ BAB†

é um isomorfismo de álgebras de Lie. Como exp(BAB†) = B exp(A)B†, uma vez que
B†B = I, temos que exp ◦ φ ◦ log = Φ. Seja V uma vizinhança normal da identidade em
SL(2,C)⊗SL(2,C) cuja imagem seja também uma vizinhança normal. Então, restrita a essas
vizinhanças, Φ é um difeomorfismo. Logo existe uma vizinhança da identidade em SO(4,C)
em que todas as matrizes podem ser escritas na forma BA1 ⊗ A2B

†, Ai ∈ SL(2,C). Como
B†B = I, toda matriz no subgrupo gerado por essa vizinhança pode ser escrita nessa forma.
Mas o subgrupo gerado por qualquer vizinhança da identidade em SO(4,C) é o grupo todo,
pois SO(4,C) é conexo. Assim mostramos que Φ é sobrejetivo.

Proposição 6. Seja T = 1
2


1 0 0 1
0 1 1 0
0 i −i 0
1 0 0 −1

 e

Φ : SL(2,C) −→ L

A 7−→ T (A⊗A∗)T †.

Então Φ é uma aplicação sobrejetiva e Φ(A) = Φ(B)⇔ B = ±A.

Demonstração. Definimos um mapa induzido por Φ nas álgebras de Lie da seguinte forma:

φ : sl(2,C) −→ L

X 7−→ T (X ⊗ I + I ⊗X∗)T †.

Restringindo-nos a vizinhanças da identidade adequadas, de modo que o logaritmo esteja
bem definido, temos que, como Φ(A) = T (A⊗A∗)T †:

log(Φ(exp(X))) = log(T (exp(X)⊗ exp(X)∗)T †) =

T (log(exp(X)⊗ exp(X)∗))T † = T (log((exp(X)⊗ I)(I ⊗ exp(X)∗)))T † =

T (log(exp(X)⊗ I) + log(I ⊗ exp(X)∗))T † = T (X ⊗ I + I ⊗X∗)T †.

Desse modo, φ(X) = log(Φ(exp(X))), e Φ = exp ◦φ ◦ log.
Considerando sl(2,C) uma álgebra de Lie sobre R, seus geradores são h, e, f, ih, ie, if.

As imagens dessas matrizes por φ são matrizes linearmente independentes, e por isso o mapa
φ é um isomorfismo entre as álgebras de Lie. Desse modo, obtemos um difeomorfismo entre
vizinhanças da identidade. Pelo fato de L ser conexo, essa vizinhança gera o grupo inteiro.
Como produto de elementos da imagem pertence à imagem, uma vez que T †T = I, o mapa
Φ é sobrejetivo.

Como T é uma matriz invert́ıvel, φ(A) = φ(B)⇔ A⊗A∗ = B ⊗B∗, o que acontece se
e somente se A = ±B. De fato, se

A =

[
a b
c d

]
B =

[
x y
w z,

]
15
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então 
aa∗ ab∗ ba∗ bb∗

ac∗ ad∗ bc∗ bd∗

ca∗ cb∗ da∗ db∗

cc∗ cd∗ dc∗ dd∗

 =


xx∗ xy∗ yx∗ yy∗

xw∗ xz∗ yw∗ yz∗

wx∗ wy∗ zx∗ zy∗

ww∗ wz∗ zw∗ zz∗


e então temos:

|a|2 = |x|2, |b|2 = |y|2, |c|2 = |w|2, |d|2 = |z|2

ac∗ = xw∗, ab∗ = xy∗, bd∗ = yz∗, cd∗ = wz∗

Escrevendo
a = r1e

iα1 , b = r2e
iα2 , c = r3e

iα3 , d = r4e
iα4

x = r′1e
iα′

1 , y = r′2e
iα′

2 , w = r′3e
iα′

3 , z = r′4e
iα′

4 ,

obtemos as seguintes relações:

ri = r′i ∀ i, αi − α′i = β ∀ i,

o que implica que B = eiβA. Como det(A) = det(B) = 1 então eiβ = ±1, como queŕıamos
mostrar.

1.3 Convexidade

Convexidade é uma restrição importante para que um conjunto possa servir como o
conjunto de estados posśıveis de um sistema f́ısico. Essa restrição vem do fato de que queremos
formar “misturas”de dois estados, que geometricamente seriam representadas por pontos no
segmento de reta que liga os estados que queremos misturar. Nessa seção vamos apresentar
as principais propriedades de conjuntos convexos e vetores de probabilidade [11].

Definição 14. Um conjunto C em um espaço vetorial V é chamado convexo se dados dois
vetores v, u ∈ C os pontos da forma

λv + (1− λ)u , λ ∈ [0, 1],

também pertencem a C.

Alguns conjuntos convexos possuem pontos especiais que não podem ser escritos como
soma convexa de outros pontos, chamados pontos extremais. Por exemplo, os vértices são
pontos extremais do quadrado, do cubo e do triângulo, e os pontos na esfera de raio um são
os pontos extremais da bola de raio um. O quadrante em Rn formado por todos os pontos
cujas coordenadas são positivas é um exemplo de um conjunto convexo sem pontos extremais.

Definição 15. O fecho convexo de um conjunto A em V é o menor conjunto convexo que
contém A.

O fecho convexo de um conjunto de p + 1 pontos, tais que eles não pertençam todos a
um subespaço afim de dimensão p− 1, é chamado de p-simplexo.

Um importante resultado para conjuntos convexos em espaços vetoriais normados é o
teorema de Hahn-Banach [4].
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Teorema 9 (Hahn-Banach versão geométrica). Seja V um espaço vetorial normado e sejam
A,B ⊂ V conjuntos convexos, não-vazios, disjuntos, A fechado e B compacto. Então existe
um funcional linear f : V → K e uma constante c tais que

f(a) > c ∀ a ∈ A, f(b) < c ∀ b ∈ B.

1.3.1 Probabilidades

Queremos agora estudar um conjunto convexo especial em RN : o conjunto de todas as
distribuições de probabilidade para uma variável aleatória X.

Uma variável aleatória pode ser considerada como o resultado numérico de fazer uma
experiência não determińıstica para gerar resultados aleatórios, como por exemplo jogar uma
moeda, um dado, ou realizar a medição de uma grandeza f́ısica. Vamos considerar o caso
em que o conjunto dos posśıveis resultados, ou seja, o espaço amostral, possua N elementos.
Representaremos resultados posśıveis por xi e a probabilidade de cada resultado ser obtido por
P (X = xi) = pi. Como representam as probabilidades de uma variável aleatória, cada pi ≥ 0
e
∑

i pi = 1.

O conjunto de todas as distribuições de probabilidades posśıveis para X é o conjunto de
todos os vetores em RN com coordenadas não-negativas e que somam um. Esse conjunto é
um (N-1)-simplexo em RN , fecho convexo de seus pontos extremais que são as distribuições
tais que um dos pi é igual a um e os outros são zero, e será denotado por ∆.

Vamos agora definir um conceito que, de certa forma, torna mais precisa a noção de que um
vetor de probabilidade pode ser mais “uniforme”que outro.

Definição 16. Consideremos dois vetores x, y ∈ ∆. Sejam x↓ e y↓ os vetores obtidos de x e
y colocando suas coordenadas em ordem não-crescente. Dizemos que x é majorado por y, ou
que y majora x se para todo k = 1, . . . , N vale

k∑
i=1

x↓i ≤
k∑
i=1

y↓i .

Se y majora x, denotamos x ≺ y ou y � x.

É claro que vale a reflexividade, ou seja, x ≺ x e também a transitividade, ou seja, se x ≺ y
e y ≺ z então, x ≺ z. No entanto x ≺ y e y ≺ x não implica x = y pois as coordenadas de y
podem ser uma permutação das coordenadas de x. No entanto, se considerarmos o conjunto
das classes de equivalência tais que dois vetores estão relacionados se as coordenadas de um
são permutação das coordenadas do outro, então x ≺ y e y ≺ x implica x = y. Desse modo,
a majoração impõe uma ordem parcial em ∆, com a relação de equivalência explicada. A
ordem é apenas parcial pois existem vetores tais que nenhum deles majora o outro. Existem
um menor e um maior elemento para essa ordem parcial:

xN ≡
[

1
N

1
N . . . 1

N

]
≺ x ≺

[
1 0 . . . 0

]
≡ x1.

Se x é majorado por y, de maneira intuitiva x está mais “próximo”da distribuição uniforme
xN que y.
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Definição 17. Uma matriz estocástica B agindo em ∆ é uma matriz com N colunas tal que

Bij ≥ 0,
N∑
i=1

Bij = 1.

Uma matriz biestocástica é uma matriz estocástica quadrada que também satisfaz

N∑
j=1

Bij = 1.

Uma matriz estocástica é uma matriz que leva uma distribuição de probabilidade em
outra, não necessariamente com o mesmo número de coordenadas. Uma matriz biestocática
é uma matriz que leva uma distribuição de probabilidade em outra com o mesmo número
de coordenadas e além disso preserva o menor elemento xN . Um resultado importante é o
seguinte

Teorema 10 (Hardy, Littlewood e Pólya (HLP)). Dados dois vetores x, y ∈ ∆, x ≺ y se, e
somente se, existe uma matriz biestocástica tal que x = By.

Esse resultado nos permite interpretar a ação de uma matriz biestocástica em ∆ como
uma contração do simplexo em direção ao seu centro xN , uma vez que essa ação torna as
distribuições mais próximas da distribuição uniforme.

Teorema 11. Se y majora x, então x pertence ao fecho convexo do conjunto de vetores
formados por todas as permutações das coordenadas de y.

Definição 18. Dizemos que uma função f : S → R é convexa de Schur se

y � x =⇒ f(y) ≥ f(x).

Dizemos que f é côncava de Schur se

y � x =⇒ f(y) ≤ f(x).

Motivado pela melhoria na transmissão de informação através de canais como cabos
telefônicos, Shannon desenvolveu a primeira teoria de informação bem sucedida, dando uma
definição matemática para o conceito de informação.

Definição 19. Dada uma variável aleatória X com resultados posśıveis xi que ocorrem com
probabilidade pi, a informação do evento X = xi é dada por

I(X = xi) = − log(pi).

A função log é escolhida pelo fato de ser a única que satisfaz três propriedades desejáveis
para uma função que represente informação: depender apenas da probabilidade pi, ser cont́ınua
e ser aditiva, isto é, se temos duas variáveis aleatórias independentes X e Y , então

I(X = xi, Y = yi) = I(X = xi) + I(Y = yi).
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Definição 20. A entropia de Shannon de X é a esperança de I em X

S(X) =
∑
i

piI(X = xi) = −
∑
i

pi log(pi).

Usamos a convenção 0 log 0 = 0.

A entropia de Shannon quantifica a “incerteza”da variável aleatória X. Se não há in-
certeza nenhuma, ou seja, se pi = 1 para algum i, S(X) = 0. Se a incerteza é “máxima”,
ou seja, se a distribuição de probabilidade de X é uniforme, então S(X) assume seu valor
máximo.

Teorema 12. A entropia de Shannon é uma função côncava de Schur.

Uma maneira de generalizarmos as distribuições de probabilidade em ∆ é através das
matrizes positivas de traço um, que chamaremos matrizes densidade. Elas representam uma
versão quântica dos vetores de probabilidade clássicos. O vetor formado pelos autovalores de
uma matriz densidade é um vetor em ∆.

Assim como ∆, o conjunto de todas as matrizes densidade de uma dada dimensão é um
conjunto convexo e muitas das definições e resultados válidos para vetores em ∆ podem ser
generalizado para matrizes densidade, como por exemplo o conceito de majoração e o lema
HLP, que veremos no caṕıtulo 3. Podemos também definir o análogo da entropia de Shannon,
a entropia de von Neumann.

Definição 21. A entropia de von Neumann de uma matriz densidade ρ é definida como

S(ρ) = −Tr(ρ log ρ), (1.1)

e é igual à entropia de Shannon do vetor formado pelos autovalores de ρ.

Voltaremos a falar da entropia de Von Neumann no caṕıtulo 3, onde ela será utilizada
para quantificar emaranhamento de estados puros de sistemas bipartites. Para mais detalhes
sobre teoria de informação e entropia de Shannon veja [11, 15, 17].
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CAPÍTULO 2
Os qubits

Nesse caṕıtulo vamos estudar o sistema quântico mais simples e melhor entendido: o
qubit. Ele também é o sistema quântico mais importante para as áreas de computação e
informação quânticas, pois ele é o portador da informação, o análogo quântico do bit.

O qubit é a representação matemática de vários sistema f́ısicos, às vezes depois de uma
drástica simplificação. Exemplos são os graus de liberdade de polarização de um fóton e de
spin de uma part́ıcula de spin 1/2. Um átomo ou uma mólecula também podem ser modelados
através de um qubit, desde que apenas dois ńıveis de energia estejam acesśıveis ao sistema.

Veremos também o sistema de dois qubits, o sistema mais simples que pode apresentar
emaranhamento. Queremos estudar o efeito das chamadas operações de filtragem sobre os
estados desse sistema e para isso os resultados sobre grupos de Lie serão utilizados. Como
uma consequência, vamos demonstrar um resultado muito útil: a transposta parcial de uma
matriz densidade de dois qubits tem no máximo um autovalor negativo. Apesar de simples,
esse é um resultado não trivial. Não há nada que nos garanta a prinćıpio que os casos com
dois ou três autovalores negativos não sejam posśıveis, mas veremos que de fato não são.

2.1 Os qubits e a Fibração de Hopf

Um qubit é um sistema quântico ao qual está associado um espaço de Hilbert de dimensão
dois, comumente chamado de sistema quântico de dois ńıveis. O nome vem da analogia com
o sistema clássico de dois ńıveis, que em computação clássica é chamado de bit. A mesma
analogia justifica a notação utilizada para os vetores de uma base ortonormal do espaço de
Hilbert do sistema: |0〉 e |1〉. Um vetor qualquer em H pode ser escrito na forma

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, α, β ∈ C.

Se considerarmos α e β como dois vetores em R2, os estados puros de um qubit podem ser
vistos como pontos em R4. Como esses vetores possuem norma um, eles pertencem à esfera
S3 ⊂ R4. No entanto, muitos vetores diferentes em S3 representam o mesmo estado f́ısico,
uma vez que cada estado é representado por uma classe de equivalência de vetores unitários.

Para eliminar essa redundância, desejamos encontar um conjunto em que cada ponto
corresponda a um estado f́ısico do sistema e em que cada estado do sistema corresponda a
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2. Os qubits

um único ponto do conjunto. Para isso, vamos cobrir S3 com ćırculos S1, que são os loci dos
pontos da forma eiφ|ψ〉, com |ψ〉 fixo. Para fazer essa cobertura, podemos usar a fibração de
Hopf.

2.1.1 Fibrados

Uma fibração é definida por um mapa h que leva um espaço E em um espaço B, chamado
espaço base. Um conjunto F ⊂ E é chamado fibra se corresponde a h−1(p) para algum p ∈ B.

Um exemplo trivial é a projeção

h : R3 −→ R2

h
[
a b c

]
=
[
a b

]
.

As fibras são retas paralelas ao eixo z.

No caso da fibração de Hopf, E = S3, B = S2 e F = S1. O mapa h é a composição de
dois mapas h1 e h2 definidos da seguinte forma

h1 : S3 −→ R2 + {∞}[
α β

]
7−→ C = ¯αβ−1,

h2 : C ∪ {∞} −→ S2

C 7−→ Π−1
E (C),

em que ΠE : S2 → C ∪ {∞} denota a projeção estereográfica

ΠE

[
a b c

]
=
[

a
1−c

b
1−c

]
.

Geometricamente, a projeção estereográfica tem um significado bem interessante. Toma-
mos um ponto na esfera S2 q =

[
a b c

]
e constrúımos a reta que liga esse ponto ao polo

norte p =
[

0 0 1
] [

ta tb t(c− 1) + 1
]
, t ∈ R.

A projeção estereográfica leva q na interseção dessa reta com o plano z = 0. O polo
norte é levado ao ponto no infinito.

Temos então

h2

[
x y

]
=
[

2x
x2+y2+1

2y
x2+y2+1

x2+y2−1
x2+y2+1

]
.

Escrevendo α = r1e
iφ1 e β = r2e

iφ2 , temos

C = h1

[
α β

]
=
r1

r2

[
cos(φ2 − φ1) sen(φ2 − φ1)

]
.

Assim

h(|ψ〉) = h2(C) =
[

2r1r2cos(φ2−φ1)
r21+r22

2r1r2sen(φ2−φ1)
r21+r22

r21+r22
r21+r22

]
=
[

2Re
(
αβ̄
)

2Im
(
αβ̄
)
|α|2 − |β|2

]
=
[
〈σ1〉 〈σ2〉 〈σ3〉

]
,
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2.1. Os qubits e a Fibração de Hopf

em que

σ1 =

[
0 1
1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0
0 −1

]
,

são chamados operadores de Pauli.
As fibras do mapa h são as fibras do mapa h1 pois h2 é bijetivo. Essas fibras são as

classes de equivalência {eiφ|ψ〉} e aplicando o mapa de Hopf h a redundância na fase global
é eliminada, como desejávamos. Assim podemos tomar a esfera S2, que chamamos de esfera
de Bloch, como sendo o conjunto de estados puros do sistema quântico de um qubit.

Figura 2.1: Esfera de Bloch e representação de um estado de um qubit.

A fibração de Hopf e a esfera de Bloch estão relacionadas à representação de estados
puros através de espaços projetivos. Toda a mecânica quântica pode ser formulada nessa
versão projetiva como pode ser visto em [18]. Para mais detalhes sobre a fibração de Hopf e
a esfera de Bloch, veja [11, 19, 20, 21].

2.1.2 Estados mistos de um qubit

Um estado geral de um qubit é representado por uma matriz densidade 2×2. O conjunto
das matrizes hermitianas é um espaço vetorial real e uma base para esse espaço é formado
pelas matrizes de Pauli juntamente com a matriz identidade I. Desse modo, uma matriz
densidade de um qubit pode ser sempre escrita na forma

ρ =
1

2
(I + aσ1 + bσ2 + cσ3) .

O coeficiente de I deve ser 1/2 porque ela é a única matriz da base que tem traço não
nulo, igual a dois, e Tr(ρ) = 1. Agora devemos impor condições ao vetor

[
a b c

]
para
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2. Os qubits

que a matriz seja positiva. Em forma matricial temos

ρ =
1

2

[
1 + c a− ib
a+ ib 1− c

]
.

Para que ρ seja uma matriz positiva é necessário e suficiente que det(ρ) ≥ 0, uma vez
que Tr(ρ) ≥ 0. Essa condição é equivalente a

a2 + b2 + c2 ≤ 1.

Logo podemos fazer uma associação bijetiva entre matrizes densidade de um qubit e pontos
na bola de raio um em R3. Os pontos na esfera S2 correspondem às matrizes que possuem
determinante igual a zero, que nesse caso são exatamente os estados puros. Essa associação
coincide com a que fizemos na seção anterior utilizando a fibração de Hopf.

2.1.3 Dois qubits

O sistema de dois qubits é o sistema mais simples que apresenta emaranhamento. O
espaço de estados do sistema é C2 ⊗ C2 e as matrizes densidade são matrizes positivas de
traço um que pertencem a M(C2) ⊗M(C2). Como as matrizes de Pauli formam uma base
para o espaço vetorial formado pelas matrizes hermitianas 2 × 2, uma base para o espaço
vetorial formado pelas matrizes hermitianas 4× 4 é o conjunto formado pelas matrizes1 I, I ⊗
σi, σi⊗I, σi⊗σj , de modo que uma matriz densidade de dois qubits pode ser escrita na forma

ρ =
1

4

I +
∑
i

R0iI ⊗ σi +
∑
i

Ri0σi ⊗ I +
∑
ij

Rijσi ⊗ σj


Rij = Tr(σi ⊗ σjρ).

Assim, podemos representar uma matriz densidade de dois qubits também através da
matriz R cujas entradas são os coeficientes Rij que aparecem na igualdade anterior, com
R00 = 1/4.

Realizando o traço parcial em relação ao primeiro subsistema, vemos que o vetor[
R01 R02 R03

]
é o vetor de Bloch da matriz densidade reduzida do segundo subsistema. Já se fizermos o

traço parcial em relação ao segundo subsistema, veremos que o vetor[
R10 R20 R30

]
é o vetor de Bloch da matriz densidade reduzida do primeiro subsistema.

Infelizmente, as condições que devemos impor aos outros coeficientes para que a matriz
seja positiva não são tão facilmente encontradas, a não ser se estudarmos casos especiais como
por exemplo o conjunto dos chamados estados T [22].

1Estamos usando o śımbolo I para representar tanto a matriz identidade 2 × 2 assim como a matriz
identidade 4 × 4.
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2.1. Os qubits e a Fibração de Hopf

Seja D o conjunto das matrizes

1

4

I +
∑
i

R0iI ⊗ σi +
∑
i

Ri0σi ⊗ I +
∑
ij

Rijσi ⊗ σj


tais que a matriz Rij , i, j = 1, . . . 3 seja diagonal.

Proposição 7. Se M ∈ D então M † = M e Tr(M) = 1. Se além disso ela é uma matriz
densidade de dois qubits, então o vetor r =

[
R11 R22 R33

]
pertence ao tetraedo T cujos

vértices são os pontos[
−1 −1 −1

]
,
[
−1 1 1

]
,
[

1 −1 1
]
,
[

1 1 −1
]
.

Demonstração. Se a matriz é positiva, então Tr(MP ) ≥ 0 para todo projetor P . Tomando
os projetores na direção dos quatro vetores chamados estados de Bell

|Φ±〉 =
|00〉 ± |11〉√

2
, (2.1)

|Ψ±〉 =
|01〉 ± |10〉√

2
, (2.2)

obtemos as quatro equações
1−R11 −R22 −R33 ≥ 0,

1−R11 +R22 +R33 ≥ 0,

1 +R11 −R22 +R33 ≥ 0,

1 +R11 +R22 −R33 ≥ 0,

que definem justamente o tetraedro T .

Se além das restrições já impostas também exigirmos que os vetores

v1 =
[
R10 R20 R30

]
, v2 =

[
R01 R02 R03

]
sejam nulos, ou seja, que ambas as matrizes densidade reduzidas sejam a identidade, então a
condição acima além de necessária é suficiente. Estados com essa propriedade são chamados
estados T.

Proposição 8. Uma matriz M em D com v1 e v2 nulos é uma matriz densidade de dois qubits
se, e somente se, o vetor r pertence ao tetraedro T .

Demonstração. Já sabemos que a condição é necessária. Para vermos que é suficiente, basta
notarmos que toda matriz dessa forma é uma combinação convexa das quatro matrizes com v1

e v2 nulos e cujos vetores r são os vértices do tetraedro. Essas quatro matrizes são exatamente
as matrizes densidade dos estados de Bell, de modo que M é combinação convexa de matrizes
densidade e portanto também é uma matriz densidade.

Como ilustração do critério de Peres-Horodecki, vamos tentar encontrar o conjunto dos
estados T separáveis.
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2. Os qubits

Figura 2.2: Tetraedro T.

Proposição 9. Se uma matriz M em D é uma matriz densidade separável, então o vetor r
deve pertencer ao octaedro O cujos vértices são os pontos[

±1 0 0
]
,
[

0 ±1 0
]
,
[

0 0 ±1
]
.

Demonstração. O efeito da transposição parcial da matriz densidade sobre o vetor r é trocar
o sinal da coordenada R22. Desse modo, o vetor r da transposta parcial deve pertencer ao
tetraedro T ′ cujos vértices são[

−1 1 −1
]
,
[
−1 −1 1

]
,
[

1 1 1
]
,
[

1 −1 −1
]
.

Para que a transposta parcial seja positiva, esse vetor deve pertencer a T também. Logo, se
M é separável, seu vetor r pertence a T ∩T ′, que é justamente o octaedro O (vide fig. 2.1.3).

Como consequência da proposição anterior, vale o seguinte resultado para estados T:

Proposição 10. Um estado T é separável se, e somente se, seu vetor r pertence ao octaedro
O.

Daqui em diante, nossa atenção se voltará principalmente para o sistema de dois qubits.

2.2 Operações de filtragem em sistemas de dois qubits

Nessa seção, vamos estudar as chamadas operações de filtragem ou operações locais
estocásticas com comunicação clássica, SLOCC 2. Nosso intuito é encontrar um conjunto pe-
queno de formas normais para a matriz densidade utilizando essas operações, ou seja, queremos
encontrar formas simples de matrizes densidades tais que qualquer matriz densidade pode ser
levada a uma delas através de operações SLOCC [2, 23].

2Do termo em inglês Stochastic Local Operations and Classical Comunication
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2.2. Operações de filtragem em sistemas de dois qubits

Figura 2.3: À esquerda: o tetraedro T’. À direita: a interseção dos tetraedros T e T’, que
resulta no octaedro O.

Definição 22. As operações SLOCC são operações da forma:

ρ′ =
(A⊗B)ρ(A⊗B)†

Tr[(A⊗B)ρ(A⊗B)†]
(2.3)

em que A e B satisfazem as seguintes condições 3:

• A†A ≤ I e B†B ≤ I;

• detA 6= 0 e detB 6= 0.

3Usaremos a notação A ≤ B para indicar que B −A é uma matriz positiva semi-definida.
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A primeira exigência está relacionada ao fato de que queremos enxergar essas operações
como um resultado posśıvel de um POVM. Por isso o termo stochastic, pois a operação não é
feita deterministicamente, mas sim com alguma probabilidade dada por Tr[(A⊗B)ρ(A⊗B)†].
Não vamos nos preocupar aqui com as probabilidades, mas apenas com o efeito da operação
sobre a matriz densidade. Por isso, essa restrição é menos importante uma vez que estamos
dividindo pelo termo Tr[(A ⊗ B)ρ(A ⊗ B)†] e não vamos nos preocupar muito com ela. A
segunda restrição é apenas uma questão de conveniência. Para nossos propósitos é interessante
e também suficiente considerarmos apenas matrizes com determinante não nulo.

Nossa primeira preocupação é entender qual transformação sofre a matriz R quando
aplicamos uma operação do tipo 2.3 à matriz ρ.

Teorema 13. A matriz R = (Rij) se transforma sob a ação de transformações do tipo 2.3 da
seguinte maneira, a menos de normalização:

R′ = LARL
T
B

em que

LA =
T (A⊗A∗)T †

|detA|
,

LB =
T (B ⊗B∗)T †

|detB|
,

T =
1

2


1 0 0 1
0 1 1 0
0 i −i 0
1 0 0 −1

 .
Além disso, LA e LB são tansformações de Lorentz próprias ortócronas.

Demonstração. A demonstração pode ser dividida em quatro partes.

• 1◦ passo: Mostrar que R = 4T ρ̃T T , em que ρ̃ é obtida escrevendo-se os ı́ndices de ρ, que
podemos pensar como variando de 0 a 3, em base binária e definindo-se ρ̃kl,k′l′ = ρkk′,ll′ .

Desse modo temos:

ρ =


ρ00 ρ01 ρ02 ρ03

ρ10 ρ11 ρ12 ρ13

ρ20 ρ21 ρ22 ρ23

ρ30 ρ31 ρ32 ρ33

 =


ρ00,00 ρ00,01 ρ00,10 ρ00,11

ρ01,00 ρ01,01 ρ01,10 ρ01,11

ρ10,00 ρ10,01 ρ10,10 ρ10,11

ρ11,00 ρ11,01 ρ11,10 ρ11,11

 .
E, portanto,

ρ̃ =


ρ00,00 ρ00,01 ρ01,00 ρ01,01

ρ00,10 ρ00,11 ρ01,10 ρ01,11

ρ10,00 ρ10,01 ρ11,00 ρ11,01

ρ10,10 ρ10,11 ρ11,10 ρ11,11

 =


ρ00 ρ01 ρ10 ρ11

ρ02 ρ03 ρ12 ρ13

ρ20 ρ21 ρ30 ρ31

ρ22 ρ23 ρ32 ρ33

 .
O cálculo de T ρ̃T T fornece:[
ρ00 + ρ11 + ρ22 + ρ33 ρ01 + ρ23 + ρ10 + ρ32 i(ρ01 + ρ23 − ρ10 − ρ32) ρ00 − ρ11 + ρ22 − ρ33
ρ02 + ρ20 + ρ13 + ρ31 ρ03 + ρ21 + ρ12 + ρ30 i(ρ03 + ρ21 − ρ12 − ρ30) ρ02 + ρ20 − ρ13 − ρ31

i(ρ02 + ρ13 − ρ20 − ρ31) i(ρ03 − ρ21 + ρ12 − ρ30) −ρ03 + ρ21 + ρ12 − ρ30 i(ρ02 − ρ20 − ρ13 + ρ31)
ρ00 + ρ11 − ρ22 − ρ33 ρ01 − ρ23 + ρ10 − ρ32 i(ρ01 − ρ23 − ρ10 + ρ32) ρ00 − ρ11 − ρ22 + ρ33

]
.
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2.2. Operações de filtragem em sistemas de dois qubits

O elemento ij dessa matriz é justamente Rij = Tr[σi⊗ σjρ], como queŕıamos mostrar.

• 2◦ passo: Mostrar que ρ̃ se transforma da seguinte forma:

ρ̃′ = (A⊗A∗)ρ̃(B ⊗B∗)T .

De fato,

ρ̃′kl,k′l′ = ρ′kk′,ll′ =
∑
ii′

(A⊗B)kk′,ii′ · (ρ(A⊗B)†)ii′,ll′

=
∑
ii′jj′

(A⊗B)kk′,ii′ · ρii′,jj′ · (A⊗B)†jj′,ll′

=
∑
ii′jj′

(A⊗B)kk′,ii′ · ρii′,jj′ · (A⊗B)∗ll′,jj′

=
∑
ii′jj′

AkiBk′i′ · ρii′,jj′ ·A∗ljB∗l′j′

=
∑
ii′jj′

AkiA
∗
lj · ρ̃ij,i′j′ ·Bk′i′B∗l′j′

=
∑
ii′jj′

(A⊗A∗)kl,ij · ρ̃ij,i′j′ · (B ⊗B∗)k′l′,i′j′

=
∑
ii′jj′

(A⊗A∗)kl,ij · ρ̃ij,i′j′ · (B ⊗B∗)Ti′j′,k′l′

= (A⊗A∗)ρ̃(B ⊗B∗)Tkl,k′l′ .

No cálculo acima utilizamos

(M ⊗N)ii′,jj′ = Mi,jNi′,j′ .

Essa notação é conveniente pois se aproveita do fato de que se M e N são matrizes
n× n então M ⊗N é n2 × n2 e o número de d́ıgitos dos ı́ndices de M ⊗N escritos na
base 2 é duas vezes o número de d́ıgitos dos ı́ndices de M e N .

• 3◦ passo: Mostrar que
R′ = |det(A)||det(B)|LARLTB.

Como provado no 1◦ passo, temos:

R′ = 4T ρ̃′T T .

Pelo 2◦ passo temos:
R′ = 4T (A⊗A∗)ρ̃(B ⊗B∗)TT T

Como ρ̃ = 1
4T
†R(T †)T , vale:

R′ = T (A⊗A∗)T †R(T †)T (B ⊗B∗)TT T

=

(
T (A⊗A∗)T †

|detA|

)
R

(
T (B ⊗B∗)T †

|detB|

)T
|detA||detB|

= |det(A)||det(B)|LARLTB.

29
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• 4◦ passo: Mostrar que LA e LB são transformações de Lorentz próprias ortócronas.

Primeiramente observamos que T †MT ∗ = −σ2 ⊗ σ2 e que Aσ2A
T = det(A)σ2.

Desse modo,

LAMLTA =
T (A⊗A∗)T †MT ∗(A⊗A∗)TT T

|det(A)|2

=
−T (A⊗A∗)σ2 ⊗ σ2(A⊗A∗)TT T

|det(A)|2

= −Tσ2 ⊗ σ2T
T

(
det(A)det(A∗)

|det(A)|2

)
= −Tσ2 ⊗ σ2T

T = M.

Claramente det(LA) = det(LB) = 1 uma vez que det(T ) = 1. O elemento 00 de LA é
|A0,0|2 + |A0,1|2 + |A1,0|2 + |A1,1|2, que é sempre positivo, o mesmo valendo para LB.
Logo LA e LB são transformações de Lorentz próprias ortócronas.

O próximo passo é mostrar que toda matriz de Lorentz é da forma LA para alguma matriz
A de determinante diferente de zero. Para isso, basta considerar A ∈ SL(2,C) e utilizar o
teorema 6.

Em vista do teorema anterior, uma pergunta natural é se podemos encontrar uma decom-
posição para a matriz R na forma

R = L1ΣLT2 ,

em que L1 e L2 são transformações de Lorentz próprias ortócronas e Σ é uma matriz da
forma mais ”simples”posśıvel. Por exemplo, seria ótimo se pudéssemos obter Σ diagonal. Não
conseguimos obter uma simplificação tão grande, mas veremos que é posśıvel chegar bem
perto disso.

Lema 4. Seja A uma matriz n×n positiva semidefinida. Então existe uma matriz O ∈ O(n,C)
e uma matriz da forma J(A) = Λ⊕ Γ em que

Λ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn−2r



Γ =


Q 0 · · · 0
0 Q · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Q

 ,

com Q =

[
1 −i
i 1

]
e r = posto(A)− posto(AA∗) tais que:

A = OJ(A)O†.
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Para uma demonstração desse resultado, veja [24]. Podemos agora provar o seguinte
resultado:

Teorema 14. A matriz R cujos elementos são Rij = Tr(ρ ·σi⊗σj) pode ser escrita na forma

R = L1ΣLT2 ,

em que L1 e L2 são transformações de Lorentz próprias e ortócronas e Σ é uma matriz de
uma das seguintes formas:


λ0 + λ1 + λ2 + λ3 0 0

0 λ0 − λ3 + λ1 − λ2 0 0
0 0 −λ0 + λ3 + λ2 − λ1 0
0 0 0 λ0 + λ3 − λ1 − λ2

 ,(2.4)


λ0 + λ1 + 2 0 0 −2

0 λ0 − λ1 0 0
0 0 −λ0 + λ1 0
2 0 0 λ0 + λ1 − 2

 , (2.5)


1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , (2.6)


1 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 . (2.7)

Demonstração. Definimos ρ̃ = BρB†, em que

B = 1/2


1 0 0 1
0 i i 0
0 −1 1 0
i 0 0 −i

 .

Pela lei de inércia de Sylvester, ρ̃ é uma matriz positiva definida. Pelo lema 1, existe uma
matriz ortogonal O tal que Oρ̃O† possui uma das seguintes formas:


λ0 0 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ3

 ,

λ0 0 0 0
0 1 −i 0
0 i 1 0
0 0 0 λ1

 ,


1 0 0 −i
0 1 −i 0
0 i 1 0
i 0 0 1

 . (2.8)
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2. Os qubits

Para garantir que O ∈ SO(4,C) devemos ainda adicionar a forma4:
1 0 0 i
0 1 −i 0
0 i 1 0
−i 0 0 1

 . (2.9)

Quando submetemos ρ̃ a uma transformação ortogonal, ρ será modificada:

ρ′ = B†ρ̃′B = B†Oρ̃O†B = B†OBρB†O†B.

Dada uma transformação O ∈ SO(4,C) , sabemos pelo Lema 5 que existe uma transformação
A1 ⊗ A2 ∈ SL(2,C) ⊗ SL(2,C) tal que A1 ⊗ A2 = B†OB. Logo, a transformação sofrida
pela matriz densidade será da forma:

ρ′ = (A1 ⊗A2)ρ(A1 ⊗A2)†

que é uma operação de filtragem. Logo a transformação correspondente em R é

R = LA1ΣLTA2
,

em que LA1 e LA2 são como no teorema 1 e portanto são transformações de Lorentz próprias
e ortócronas. As matrizes densidade correspondentes às matrizes em 2.8 e 2.9 são, respecti-
vamente: 

1/2(λ0 + λ3) 0 0 1/2(λ0 − λ3)
0 1/2(λ1 + λ2) 1/2(λ1 − λ2) 0
0 1/2(λ1 − λ2) 1/2(λ1 + λ2) 0

1/2(λ0 − λ3) 0 0 1/2(λ0 + λ3)

 , (2.10)


1/2(λ0 + λ1) 0 0 1/2(λ0 − λ1)

0 2 0 0
0 0 0 0

1/2(λ0 − λ1) 0 0 1/2(λ0 + λ1)

 , (2.11)


2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , (2.12)


0 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 2

 . (2.13)

Calculando as matrizes R correspondentes, obtemos, respectivamente, as matrizes 2.4-2.7,
como queŕıamos mostrar.

4Se O possui determinante negativo, basta multiplicarmos O pela matriz P que troca o sinal da primeira
coordenada para obtermos uma matriz de determinante positivo. OPρ̃P †O† é igual a Oρ̃O† depois que
trocamos o sinal da primeira linha e em seguida o sinal da primeira coluna.
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Corolário 4. A transposta parcial de qualquer matriz densidade de um sistema de dois qubits
possui no máximo um autovalor negativo.

Demonstração. Quando aplicamos uma operação SLOCC à matriz densidade, a transposta
parcial sofrerá a seguinte transformação:

ρ′t1 = (A∗ ⊗B)ρt1(A∗ ⊗B)†.

De fato, temos:

ρ′t1kl,k′l′ = ρ′k′l,Kl′ = ((A⊗B)ρ(A⊗B)†)k′l,kl′

=
∑
ii′jj′

(A⊗B)k′l,ii′ · ρii′,jj′ · (A⊗B)†jj′,kl′

=
∑
ii′jj′

(A⊗B)k′l,ii′ · ρii′,jj′ · (A⊗B)∗kl′,jj′

=
∑
ii′jj′

Ak′iBli′ · ρt1ji′,ij′ ·A
∗
kjB

∗
l′j′

=
∑
ii′jj′

A∗kjBli′ · ρ
t1
ji′,ij′ ·Ak′iB

∗
l′j′

=
∑
ii′jj′

(A∗ ⊗B)kl,ji′ · ρt1ji′,ij′ · (A
∗ ⊗B)†k′l′,ij′

= (A∗ ⊗B)ρt1(A∗ ⊗B)†kl,k′l′ .

Como toda matriz densidade pode ser levada a uma das formas 2.10 - 2.13 e a transposta
parcial de cada uma delas possui apenas um autovalor negativo, temos pela lei de inércia de
Sylvester que a transposta parcial de qualquer matriz densidade possui apenas um autovalor
negativo.

Com esse importante resultado encerramos nosso estudo do espaço de estados de um e dois
qubits. Como vimos, apesar de serem sistemas simples, os espaços de estados já apresentam
uma geometria rica, mesmo em casos especiais como os estados puros de um qubit ou os
estados T. É posśıvel encontrar uma parametrização bem interessante para os estados puros
de dois qubits, que envolve a fibração de Hopf de S7 com base S4, mas infelizmente não
vamos apresentá-la aqui [21]. Mais detalhes sobre geometria de estados quânticos podem ser
encontrados nas referências já citadas, em especial em [11].
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CAPÍTULO 3
Quantificadores de Emaranhamento

bipartite

Se o emaranhamento pode ser usado como um recurso para várias tarefas [25, 26, 27, 28],
então é importante sabermos quanto dele possúımos. Como quantificar o emaranhamento?

Essa não é uma pergunta fácil de ser respondida. Mesmo para o caso de dois qubits,
o sistema mais simples posśıvel em que há emaranhamento, existem vários quantificadores
diferentes.

Existem muitas maneiras de tentarmos definir um quantificador de emaranhamento. Al-
guns deles são baseados em uma distância no espaço de estados, outros em propriedades
geométricas do espaço de estados, outros em critérios operacionais e interpretações f́ısicas.
Veremos nesse caṕıtulo os principais quantificadores de emaranhamento bipartite, em especial
a concorrência e a negatividade, para o sistema de dois qubits.

3.1 Estados puros

Decidir se um estado puro |ψ〉 ∈ H1⊗H2 é decompońıvel ou não é uma tarefa fácil: basta
encontrarmos a matriz densidade reduzida de um dos subsistemas e verificar se ela corresponde
a um estado puro ou não. Com a utilização do emaranhamento em protocolos de computação
e informação quântica, ficou claro que nem todos os estados são igualmente úteis. Assim,
surgiu a questão de quantificar o emaranhamento presente em um dado estado do sistema.

Quantificar o emaranhamento é uma questão bem mais complicada. Como o emaranha-
mento está relacionado de alguma forma às correlações quânticas entre os dois subsistemas,
a propriedade mais importante que uma função E : H1 ⊗H2 → R+ deve satisfazer para ser
considerada um bom quantificador é não aumentar quando aplicamos as chamadas operações
LOCC.

Definição 23. Suponhamos que um sistema f́ısico consista de dois subsistemas. Uma operação
LOCC ( Local Operations and Classical Comunication) nesse sistema é uma operação em que
cada parte age apenas em seu subsistema e em que há apenas troca de informação clássica.
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3. Quantificadores de Emaranhamento bipartite

Em geral, uma operação LOCC pode ser descrita por diversos passos, sendo que cada
qual consiste de uma medição em uma das partes e da aplicação de um mapa completamente
positivo na outra parte, que depende do resultado da medição realizada.

Se E representa um quantificador de emaranhamento, então

Propriedade 1. E não deve aumentar por LOCC, ou seja, se Λ é uma operação LOCC então

E(Λ(|ψ〉)) ≤ E(|ψ〉).

Se E obedece esse critério, dizemos que E é um monótono de emaranhamento. Se E é
um monótono de emaranhamento, então E é invariante por unitárias locais, ou seja

E(UA ⊗ UB|ψ〉) = E(|ψ〉).

Essa é uma Propriedade que decorre da Propriedade 1. De fato, uma operação unitária
local é uma operação LOCC de modo que

E(UA ⊗ UB|ψ〉) ≤ E(|ψ〉).

Por outro lado, a inversa de uma unitária local também é uma unitária local e

E(|ψ〉) = E((U †A ⊗ U
†
B)(UA ⊗ UB)|ψ〉) ≤ E(UA ⊗ UB|ψ〉).

Outra propriedade desejável é

Propriedade 2. E(|ψ〉) = 0 se, e somente se, |ψ〉 é um estado decompońıvel.

Como todos os estados decompońıveis são equivalentes por unitárias locais, todo monótono
de emaranhamento é constante no conjunto de estados decompońıveis. Como todo estado de-
compońıvel pode ser obtido de um estado arbitrário por LOCC, essa constante é o ḿınimo de
E, que podemos ajustar para ser igual a zero. No entanto, a Propriedade 2 exige um pouco
mais: que E seja diferente de zero para todos os estados emaranhados. A negatividade, que
veremos mais adiante, é um exemplo de quantificador que para dimensões maiores que seis
não satisfaz essa propriedade.

Vamos mostrar agora que a Propriedade 1 implica que o emaranhamento de um estado
puro bipartite depende apenas de seus coeficientes de Schmidt.

Vimos no Caṕıtulo 1 que a relação de majoração introduz uma ordem parcial no sim-
plexo de probabilidade. Podemos também definir uma ordem parcial no conjunto de matrizes
densidade de um sistema [11].

Definição 24. Dizemos que uma matriz densidade ρ majora uma matriz densidade σ se o
vetor formado pelos autovalores de ρ majora o vetor formado pelos autovalores de σ. Nesse
caso denotamos ρ � σ.

Essa ordem está relacionada com a convertibilidade entre os estados por um tipo especial
de mapa completamente positivo, chamado mapa biestocástico.

Definição 25. Dizemos que um mapa completamente positivo que preserva o traço Φ, repre-
sentado por operadores de Kraus Ai, é biestocástico se∑

i

AiA
†
i = I.
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Um mapa biestocástico satisfaz a propriedade Φ(I) = I.

Lema 5 (HLP quântico). Dadas duas matrizes densidade ρ e σ, existe um mapa biestocástico
Φ tal que Φ(ρ) = σ se, e somente se, ρ � σ.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que se Φ existe então ρ majora σ. Sejam U e V
unitárias que diagonalizam ρ e σ respectivamente. Então vale

UρU † = diag(λρ), V σV † = diag(λσ),

em que λA representa o vetor cujas entradas são os autovalores de A. Definimos um novo
mapa biestocástico

Ψ(A) = U [Φ(V †AV )]U †.

Por construção,

Ψ(diag(λρ)) = diag(λσ).

Sejam Pi os projetores nos subespaços gerados pelos vetores da base. Definimos

Bij = Tr(PiΨ(Pj)).

Uma conta simples mostra que Bij é uma matriz biestocástica. Além disso temos

λσi = Tr(Pidiag(λσ)) = Tr(PiΨ(
∑
j

λρjPj)) =
∑
j

Bijλρj .

Desse modo existe uma matriz biestocástica que leva λρ em λσ. Pelo HLP clássico 10, temos
que λρ � λσ, ou seja, ρ � σ.

Agora devemos mostrar que se ρ � σ então existe um mapa biestocástico Φ tal que
Φ(ρ) = σ.

Vamos trabalhar na base em que σ é diagonal. Sejam Ui matrizes unitárias tais que as
matrizes UiρU

†
i sejam diagonais e que percorram todas as permutações posśıveis dos elementos

da diagonal. Precisamos de no máximo N ! dessas matrizes, em que N é a dimensão do espaço
vetorial em questão. Com as matrizes todas diagonalizadas, voltamos ao caso clássico dado
pela Proposição 11: λσ pertence ao fecho convexo do conjunto formado pelos vetores λ

UiρU
†
i

,

ou seja

σ =
∑
i

piUiρU
†
i ,

∑
i

pi = 1,

que é a imagem de ρ por um mapa biestocástico.

Teorema 15 (Majoração de Nielsen). Dados dois estados |ψ〉 e |φ〉, sejam vψ e vφ os vetores
de probabilidade formados com os quadrados dos coeficientes de Schmidt de |ψ〉 e |φ〉, respec-
tivamente. Então |ψ〉 pode ser convertido em |φ〉 através de operações LOCC se, e somente
se, os vψ e vφ satisfazem a relação de majoração vψ ≺ vφ. Equivalentemente, |ψ〉 pode ser
convertido em |φ〉 por LOCC se, e somente se, as matrizes densidade reduzidas satisfazem a
relação TrB (|ψ〉 〈ψ|) ≺ TrB (|φ〉 〈φ|).
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3. Quantificadores de Emaranhamento bipartite

Demonstração. Suponhamos que exista uma operação LOCC que leve |ψ〉 em |φ〉. Suponha-
mos que a parte A realize uma operação local dada por uma medição cujos operadores de
Kraus sejam Ai. O resultado é comunicado à parte B, que realiza uma operação local Φi,
condicionada ao resultado i da medição na parte A. Estamos supondo que∑

i

[I ⊗ Φi](Ai ⊗ I|ψ〉〈ψ|A†i ⊗ I) = |φ〉〈φ|.

Como o estado resultante é puro, cada termo na soma convexa acima deve ser proporcional a
|φ〉〈φ|. Realizando o traço parcial em relação ao segundo subsistema temos

AiρψA
†
i = piρφ ∀ i,

em que
∑

i pi = 1, ρψ = TrB(|ψ〉〈ψ|) e ρφ = TrB(|φ〉〈φ|).

Seja
√
AiρψA

†
i a raiz positiva de AiρψA

†
i . Temos que

Ai
√
ρψ =

√
AiρψA

†
iUi.

De fato, seja Wi(Ai
√
ρψ)Vi = Σ a decomposição em valor singular de Ai

√
ρψ. Como

AiρψA
†
i = (Ai

√
ρψ)(Ai

√
ρψ)†,

vale WiAiρψA
†
iW
†
i = Σ2, de modo que Wi deve diagonalizar AiρψA

†
i . Como

√
AiρψA

†
i

é diagonal em uma base em que AiρψA
†
i o seja e possui autovalores dados pela raiz dos

autovalores de AiρψA
†
i temos

Wi

√
AiρψA

†
iW
†
i = Σ = WiAi

√
ρψVi,

o que implica que Ai
√
ρψ =

√
AiρψA

†
iUi, em que Ui = ViWi, como queŕıamos.

Usando a relação de completude
∑

iA
†
iAi = I podemos escrever

ρψ =
√
ρψI
√
ρψ =

∑
i

√
ρψA

†
iAi
√
ρψ =

∑
piU

†
i ρφUi.

Logo existe uma operação biestocástica que leva ρφ em ρψ. Pelo lema HLP quântico,
segue que

λρψ ≺ λρφ ,

ou seja, vψ ≺ vφ.
Se vale vψ ≺ vφ, operações LOCC de conversão podem ser encontrados explicitamente,

como em [29, 30] .

Dado um estado |ψ〉, esse resultado divide o conjunto de estados puros do sistema em
três partes: o conjunto dos estados que podem ser levados a |ψ〉 através de LOCC, o conjunto
dos estados aos quais podemos chegar a partir de |ψ〉 e o conjunto dos estados aos quais
não podemos chegar a partir de |ψ〉 e que não podem ser levados a |ψ〉 por LOCC. Como
o emaranhamento não pode aumentar por LOCC, o primeiro conjunto contém os estados
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“menos”emaranhados que |ψ〉 e o segundo os estados que são “mais”emaranhados que |ψ〉.
A existência do último conjunto sugere a existência de “diferentes”tipos de emaranhamento,
pois dois estados podem não ser comparáveis. A interseção dos dois primeiros representaria o
conjunto dos estados que são “tão emaranhados quanto”|ψ〉.

Para o sistema de dois qubits, como o vetor de Schmidt possui apenas duas coordenadas,
a ordenação imposta pela relação de majoração é total, de modo que dados dois estados sempre
podemos levar um deles no outro através de LOCC.

O critério de majoração de Nielsen garante que qualquer função côncava de Schur é
um monótono de emaranhamento em H1 ⊗ H2. Uma das mais utilizadas é a Entropia de
Emaranhamento:

E(|ψ〉) = S(ρ1), (3.1)

em que S é a entropia de von Neuman, dada pela equação 1.1 e ρ1 = Tr2(|ψ〉〈ψ|) é a matriz
densidade reduzida do sistema 1.

A entropia de Von Neumann é o análogo em teoria de informação quântica para a entropia
de Shannon em teoria de informação clássica. As distribuições de probabilidade clássicas são
substitúıdas pelas matrizes densidade [11, 15].

3.2 Emaranhamento para estados mistos

Para estados mistos, mesmo o problema de identificar se um estado é separável ou não
já é um problema complicado. Como vimos, existem diversos critérios mas nenhum deles é
necessário e suficiente no caso geral e ao mesmo tempo prático. O problema é simples apenas
no caso de sistemas 2 × 2 e 2 × 3, para os quais o critério de Peres-Horodecki é também
suficiente. Por esse motivo, esperamos que não deva ser uma tarefa fácil encontrar um bom
quantificador de emaranhamento para estados mistos, como de fato é o caso.

Novamente, a propriedade desejável mais importante para um quantificador de emara-
nhamento é

Propriedade 1. E não deve aumentar por LOCC, ou seja, se Λ é uma operação LOCC então

E(Λ(ρ)) ≤ E(ρ).

Dela também decorre o fato de que E é invariante por unitárias locais:

E(UA ⊗ UBρU †A ⊗ U
†
B) = E(ρ).

Podemos também impor a

Propriedade 2. E(ρ) = 0 se, e somente se, ρ é um estado separável.

Para estados mistos, é mais dif́ıcil encontrar um quantificador que satisfaça essa proprie-
dade.

Para estados puros, a entropia de emaranhameto é um bom quantificador. Podemos
então exigir que um quantificador para estados mistos satisfaça

Propriedade 3. E(|ψ〉〈ψ|) coincide com a entropia de emaranhamento de |ψ〉.

Existem vários quantificadores para estados mistos bipartites. Vejamos alguns exemplos.
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3.3 Emaranhamento Destilável e Custo de Emaranhamento

O estado |Ψ−〉, dado pela equação 2.2, é um estado maximamente emaranhado de dois
qubits. Utilizando esse estado como recurso, é posśıvel implementar vários protocolos de
computação e informação quântica [27, 25]. Acredita-se que tais protocolos não possam ser
realizados utilizando apenas sistemas clássicos e por isso a capacidade de realizarmos essas
tarefas deve estar relacionada à presença do emaranhamento no estado |Ψ−〉 utilizado. Se
usarmos um estado que não possua emaranhamento máximo, não é posśıvel realizar o protocolo
com probabilidade 1.

No entanto, se possuirmos muitas cópias de um sistema em um dado estado |φ〉 não
maximamente emaranhado, podemos “concentrar”o emaranhamento, obtendo um número
menor de cópias no estado |Ψ−〉. Desse modo, podemos realizar os protocolos.

A pergunta que precisamos responder é quantos estados maximamente emaranhados |Ψ−〉
podemos obter a partir de n cópias de |φ〉:

|φ〉⊗n LOCC−→ |Ψ−〉⊗mn ,

r = lim
n→∞

mn

n
.

Esse procedimento motivou a definição de um quantificador de emaranhamento chamado
Emaranhamento Destilável [31, 32, 33].

Definição 26. O Emaranhamento Destilável de um estado de dois qubits dado pela matriz
densidade ρ é

ED(ρ) = sup

{
r; lim
n→∞

(
inf
Λ

∥∥Λ(ρ⊗n)− |Ψ−〉〈Ψ−|⊗rn
∥∥

1
= 0

)}
,

em que Λ representa uma operação LOCC.

A intepretação f́ısica para a definição acima é a seguinte: as duas partes compartilham
inicialmente n cópias do sistema todas no estado ρ. Em seguida eles aplicam uma dada
operação LOCC Λ, obtendo como estado final Λ(ρ⊗n). Queremos que quando n aumente o
estado final se aproxime cada vez mais de |Ψ−〉⊗rn. Se tal operação não existe, dizemos que
ED = 0. Caso contrário, chamamos toda operação LOCC Λ satisfazendo essa propriedade de
protocolo de destilação de emaranhamento.

Teorema 16. Se um estado ρ é PPT, então ED(ρ) = 0.

Uma demonstração para esse resultado pode ser encontrada em [34] e a rećıproca é um
problema em aberto.

Podemos considerar também o problema inverso do considerado acima. As duas partes
começam com m cópias de um sistema no estado |Ψ−〉 e em seguida aplicam uma operação
LOCC Λ obtendo como estado final Λ(ρ). Queremos que esse estado se aproxime de ρ⊗n

quando m cresce [32].

Definição 27. O Custo de Emaranhamento de um estado de dois qubits ρ é

EC(ρ) = inf

{
r; lim
n→∞

(
inf
Λ

∥∥ρ⊗n − Λ(|Ψ−〉〈Ψ−|⊗rn)
∥∥

1
= 0

)}
,

em que Λ representa uma operação LOCC qualquer.
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3.4. Quantificadores baseados em distância

Para estados puros, temos EC = ED. Em geral não vale a igualdade, sendo que existem
estados que “consomem”emaranhamento para serem gerados, mas dos quais é posśıvel destilar
uma quantidade menor de emaranhamento:

EC(ρ) ≥ ED(ρ).

No caso extremo, nenhum emaranhamento pode ser destilado, apesar do estado ser emara-
nhado, com EC 6= 0. Dessa observação surgiu a noção de estados com emaranhamento preso:
estados emaranhados com ED = 0. Para mais detalhes sobre essas observações, veja [11, 35].

3.4 Quantificadores baseados em distância

Podemos construir quantificadores de emaranhameto utilizando uma distância d definida
no conjunto de matrizes densidade do sistema [11, 35]:

Ed(ρ) = d(ρ, S) = inf
σ∈S

d(ρ, σ),

em que S denota o conjunto dos estados separáveis.
Para que essa função seja um monótono de emaranhamento a distância d deve satisfazer:

d(ρ, σ) ≥ d(Λ(ρ),Λ(σ)),

para toda operação LOCC Λ.
Existem várias distâncias entre as quais podemos escolher. Alguns exemplos são:

1. Distância de Hilbert-Schmidt: Vem de um produto interno definido no espaço vetorial
de matrizes

〈A,B〉HS = Tr(AB†),

que gera a norma

‖A‖2HS = Tr(AA†),

que por sua vez gera a distância de Hilbert-Schmidt

dHS(A,B) = ‖A−B‖HS .

2. Distância do traço:

dtr(A,B) =
1

2
Tr(|A−B|).

3. Distância de Bures:

d2
B(ρ1, ρ2) = Tr(ρ1) + Tr(ρ2)− 2

√
F (ρ1, ρ2),

em que

√
F (ρ1, ρ2) = maxA1,A2{|Tr(A1A

†
2)|; ρ1 = A1A

†
1, ρ2 = A2A

†
2}

é chamada fidelidade raiz.
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3. Quantificadores de Emaranhamento bipartite

Podemos usar um outro quantificador de distinguibilidade no lugar da distância. Por
exemplo podemos usar a entropia relativa

S(ρ|σ) = Tr[ρ(logρ− logσ)].

Nesse caso obtemos um quantificador de emaranhamento chamado Entropia Relativa de Ema-
ranhamento [36]

ER = inf
σ∈S

S(ρ|σ).

Outros dois quantificadores importantes são a Robustez e a Robustez Randômica [37].
Eles estão relacionados com quanto de “rúıdo”deve ser adicionado ao estado ρ para que ele
deixe de ser emaranhado.
Suponhamos que ρ seja um estado emaranhado. Então o caminho

I : [0, 1] −→ D(HAB)

t 7→ tρ+ (1− t)I
d
,

em que d é a dimensão de HAB, deve cruzar a fronteira do conjunto dos estados separáveis
em algum valor t0 ∈ (0, 1), uma vez que o estado I

d é um estado separável que pertence ao
interior do conjunto S(HAB).

Definição 28. A Robustez Randômica Rr(ρ) de um estado ρ é dada por

Rr(ρ) =
1− t0
t0

,

em que t0 é o menor valor de t tal que tρ+ (1− t) Id é um estado separável.

A definição acima faz sentido pelo fato de que S é um conjunto fechado, o que implica que o
conjunto de valores de t tais que tρ+ (1− t) Id é um estado separável é um intervalo fechado
e portanto ḿınimo.
Podemos agora fazer a mesma construção com um outro estado separável qualquer σ no lugar
de I

d . Tomamos o caminho
Iσ : [0, 1] −→ D(HAB)

t 7→ tρ+ (1− t)σ,
Esse caminho deve cruzar a fronteira do conjunto dos estados separáveis em algum valor
tσ0 ∈ (0, 1], uma vez que o estado σ é separável. Como permitimos que σ esteja na fronteira
do conjunto S(HAB), pode ser que tσ0 = 1.

Definição 29. A Robustez R(ρ) de um estado ρ é dada por

R(ρ) = sup
σ∈S(HAB)

tσ0 ,

em que tσ0 é o menor valor de t tal que o estado tρ+ (1− t)σ é separável.

Generalizando mais ainda:

Definição 30. A Robustez Generalizada Rg(ρ) de um estado ρ é dada por

Rg(ρ) = sup
σ∈D(HAB)

tσ0 ,

em que tσ0 é o menor valor de t tal que o estado tρ+ (1− t)σ é separável.
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Figura 3.1: Robustez: R = 1−a
a .

3.5 Fecho convexo e Emaranhamento de Formação

Suponhamos que temos definido um quantificador de emaranhamento para estados puros
que denotaremos Ep. A partir dele podemos construir um quantificador de emaranhamento E
para estados mistos que coincide com Ep para os estados puros:

E(ρ) = inf

{∑
i

piEp(|ψi〉)

}
,

em que o ı́nfimo é tomado sobre todas as decomposições de ρ como soma convexa de estados
puros

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|.

Em geral, quantificadores desse tipo não são muito práticos porque o processo de minimização
envolvido pode ser dif́ıcil de realizar. Quando o quantificador para estados puros escolhido
é a Entropia de Emaranhamento, dada pela equação 3.1, o quantificador de emaranhamento
obtido é chamado de emaranhamento de formação. [32].

Definição 31. O emaranhamento de formação EF de um estado qualquer ρ de um sistema
bipartite é dado por

E(ρ) = inf

{∑
i

piE(|ψi〉)

}
,

em que o ı́nfimo é tomado sobre todas as decomposições de ρ como soma convexa de estados
puros

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|,

e em que E(|ψi〉) é a entropia de emaranhamento de |ψi〉.

3.6 Concorrência

Apesar de quantificadores de emaranhamento constrúıdos através do fecho convexo não
serem práticos em geral, podemos encontrar uma fórmula que permite calcular o emaranha-
mento de formação para o sistema de dois qubits sem que precisemos realizar o processo de
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3. Quantificadores de Emaranhamento bipartite

minimização envolvido em sua definição. Para isso vamos introduzir a concorrência que pode
também ser vista como um quantificador de emaranhamento [2, 38].

3.6.1 Concorrência para estados puros

Para definir a concorrência para estados puros, primeiramente definimos a operação de
spin flip para um qubit:

|ψ̃〉 = ε|ψ∗〉,

em que |ψ∗〉 é o vetor formado a partir de |ψ〉 conjugando seus coeficientes em alguma base
fixada e ε é a matriz que, escrita nessa mesma base, tem a forma:

ε =

[
0 −1
1 0

]
.

Para n qubits, definimos a operação como sendo conjugação em relação a uma base decom-
pońıvel seguida da aplicação da matriz ε em cada um dos qubits.

Podemos expressar o emaranhamento de um sistema de dois qubits usando a operação
de spin flip.

Definição 32. A concorrência de um estado puro |ψ〉 é

C(|ψ〉) = |〈ψ|ψ̃〉|.

A concorrência de um vetor qualquer |x〉 é dada por

C(|x〉) =
|〈x|x̃〉|
|〈x|x〉|

.

Lema 6. A concorrência é invariante por unitárias locais.

Demonstração. Seja U = UA ⊗ UB.
Começamos com um estado da forma

|ψ〉 = a|00〉+ b|11〉,

com a e b reais e não-negativos. Qualquer estado pode ser levado a um estado desse tipo
através de uma unitária local. A concorrência desse estado é |〈ψ|ψ̃〉| = 2ab. Aplicando a
unitária U temos:

|ψ′〉 = U |ψ〉 = a(UA|0〉)(UB|0〉) + b(UA|1〉)(UB|1〉),

|ψ′∗〉 = a(U∗A|0〉)(U∗B|0〉) + b(U∗A|1〉)(U∗B|1〉),

|ψ̃′〉 = a(εU∗A|0〉)(εU∗B|0〉) + b(εU∗A|1〉)(εU∗B|1〉).

Calculando o produto interno com |ψ′〉 temos:

〈ψ′|ψ̃′〉 = a2〈0|U †AεU
∗
A|0〉〈0|U

†
BεU

∗
B|0〉+ ab〈0|U †AεU

∗
A|1〉〈0|U

†
BεU

∗
B|1〉+
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3.6. Concorrência

ab〈1|U †AεU
∗
A|0〉〈1|U

†
BεU

∗
B|0〉+ b2〈1|U †AεU

∗
A|1〉〈1|U

†
BεU

∗
B|1〉.

Como U †AεU
∗
A = ε e U †BεU

∗
B = ε, temos 〈ψ′|ψ̃′〉 = 2ab e a concorrência é invariante por

U .

Usando a concorrência, podemos expressar o emaranhamento de um estado puro de dois
qubits.

Lema 7. A entropia de emaranhamento de um estado puro de dois qubits é dada por

E(|ψ〉) = E

(
1 +

√
1− C2(|ψ〉)

2

)
,

em que E(x) = −xlogx− (1− x)log(1− x).

Demonstração. Começamos com o estado em decomposição de Schmidt e fazemos a operação
de spin flip em relação à essa base

|ψ〉 = a|00〉+ b|11〉,

com a e b reais. Temos então C2 = 4a2b2. Como supomos o estado normalizado, temos
|a|2 + |b|2 = 1, de modo que:

1− C2 = (|a|2 + |b|2)2 − 4a2b2 = (a2 − b2)2.

Desse modo temos:

1 +
√

1− C2

2
=

1− |a2 − b2|
2

= max(a2, b2),

que é um autovalor da matriz densidade reduzida

ρA =

[
a2 0
0 b2

]
.

Como E(a2) = E(b2) = S(ρA), segue o resultado.

3.6.2 Concorrência para estados mistos

Antes da definição geral de concorrência, enunciaremos dois resultados que serão usados
para provar propriedades úteis.

Proposição 11. Seja ρ =
∑

i |vi〉〈vi| a decomposição para uma matriz densidade ρ em termos
de autovetores |vi〉 em que cada |vi〉 satisfaz 〈vi|vi〉 = ηi, com ηi o autovalor de ρ associado
a |vi〉. Então para qualquer outra decomposição ρ =

∑
i |xi〉〈xi| temos:

|xi〉 =
∑
i

Uij |vj〉.

em que Uij é uma matriz unitária.

Uma demonstração para esse resultado pode ser encontrada em [13].
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3. Quantificadores de Emaranhamento bipartite

Proposição 12. Se A é uma matriz complexa simétrica, então existe uma matriz unitária U
tal que UAUT é diagonal, sendo que os elementos da diagonal são os valores singulares de A.

Uma demonstração para esse resultado pode ser encontrada em [39]

Definição 33. A concorrência de uma matriz densidade ρ é definida como

C(ρ) = max{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4},

em que λi são os valores singulares da matriz XT ε ⊗ εX, em ordem não-crescente, sendo X
a raiz positiva de ρ.

Lema 8. A concorrência como definida acima é invariante por unitárias locais.

Demonstração. Seja

ρ̃ = (ε⊗ ε)ρ∗(ε⊗ ε).

Como XT ε ⊗ εX é simétrica, existe uma unitária V tal que V TXT ε ⊗ εXV = Σ, com Σ
diagonal e com elementos da diagonal iguais aos valores singulares de XT ε⊗ εX. Como Σ é
uma matriz real, temos que

Σ2 = (V TXT ε⊗ εXV )†(V TXT ε⊗ εXV ) =

V †X†ε⊗ εX∗V ∗V TXT ε⊗ εXV =

V †X†ε⊗ ερ∗ε⊗ εXV = V †Xρ̃XV,

de modo que V diagonaliza a matriz Xρ̃X no sentido usual. Logo os valores singulares de
XT ε⊗εX são as ráızes dos autovalores de Xρ̃X. Como essa matriz tem os mesmos autovalores
de ρρ̃, basta mostrar que os autovalores dessa última matriz não variam quando aplicamos
uma unitária local.

De fato, seja ρ′ = (UA ⊗ UB)ρ(UA ⊗ UB)†. Devemos mostrar que os autovalores de ρ′ρ̃′

são os mesmos de ρρ̃. Mas

ρ′ρ̃′ = (UA ⊗ UB)ρ(U †A ⊗ U
†
B)ε⊗ ε(U∗A ⊗ U∗B)ρ∗(UTA ⊗ UTB )ε⊗ ε =

(UA ⊗ UB)ρ(ε⊗ ε)ρ∗(ε⊗ ε)(U †A ⊗ U
†
B) = (UA ⊗ UB)ρρ̃(UA ⊗ UB)†,

em que usamos o fato de que

U †A ⊗ U
†
Bε⊗ εU

∗
A ⊗ U∗B = det(A)∗det(B)∗ε⊗ ε,

UTA ⊗ UTB ε⊗ εUA ⊗ UB = det(A)det(B)ε⊗ ε.

Como os autovalores de uma matriz não mudam quando aplicamos uma transformação unitária,
segue que a concorrência não muda quando aplicamos unitárias locais.

Proposição 13. A concorrência da definição 33 para estados puros coincide com a definição
32.
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3.6. Concorrência

Demonstração. Como já mostramos que ambas são invariantes por unitárias locais, basta
cosiderarmos novamente um estado do tipo

|ψ〉 = a|00〉+ b|11〉.

Para esse estado temos

ρρ̃ =


2a2b2 0 0 2a3b

0 0 0 0
0 0 0 0

2b3a 0 0 2a2b2

 ,
cujo único autovalor possivelmente não-nulo é 4a2b2, de modo que a concorrência calculada
dessa forma coincide com a definição 32.

Teorema 17. O emaranhamento de formação de um estado qualquer de dois qubits é dado
por:

E(ρ) = E

(
1 +

√
1− C2(ρ)

2

)
.

Além disso, a decomposição que minimiza o emaranhamento médio pode ser tomada com
todos os vetores com mesma concorrência.

Vamos dividir a demonstração desse teorema em duas proposições. A primeira vai mostrar
que o valor ḿınimo da concorrência média sobre todas as decomposições posśıveis é igual à
concorrência de ρ e que, além disso, é posśıvel encontrar uma decomposição minimizante na
qual todos os estados puros envolvidos tenham mesma concorrência. A segunda vai mostrar
que essa decomposição minimiza o emaranhamento médio, o que mostra o resultado desejado.

Proposição 14. Dada uma matriz densidade ρ é posśıvel encontrar uma decomposição

ρ =
∑
i

|xi〉〈xi|,

que minimiza a concorrência média
∑

i〈xi|xi〉C(|xi〉) e na qual C(|xi〉) = C(ρ) ∀ i.

Demonstração. Seja X a raiz de ρ. Se

ρ =
∑
i

|wi〉〈wi|

é uma outra decomposição para ρ então existe uma matriz unitária U tal que os vetores |wi〉
são as colunas de XU . De fato, existe uma unitária U tal que

|wi〉 =
∑
j

Uij |vj〉,

em que |vj〉 são os autovetores de ρ. Na base em que ρ é diagonal temos:

(XU)ij =
∑
k

XikUkj =
∑
k

ηiδikUkj = ηiUij = |wj〉i.
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3. Quantificadores de Emaranhamento bipartite

Queremos encontrar uma decomposição que minimize a concorrência média. A concorrência
de cada |wj〉 é:

C(|wi〉) =
|(XU)i · ε⊗ ε · (XU)i|

〈wi|wi〉
=
|(XU)T ε⊗ ε(XU)|ii

〈wi|wi〉
.

Como o peso pj em que cada |wj〉 aparece na decomposição é 〈wj |wj〉, temos que a con-
corrência média é:

〈C〉 =
∑
i

piC(|wi〉) =
∑
i

|(XU)T ε⊗ ε(XU)|ii.

A matriz XT ε ⊗ εX é complexa simétrica. Logo existe uma unitária V tal que V T (XT ε ⊗
εX)V = Σ, em que Σ é diagonal. Absorvendo V em U , temos que a concorrência média de
uma outra decomposição é dada por:

〈C〉 = Tr
(
|UTΣU |

)
,

em que U é unitária e |UTΣU | denota a matriz formada tomando o módulo elemento a
elemento de UTΣU .

Nosso objetivo é encontar uma decomposição que possua concorrência média ḿınima.
Devemos então encontrar uma matriz U que minimize a expressão acima. Podemos obter

uma cota inferior. Escrevendo Uij =
√
pije

i
φij
2 temos:∑

i

|UTΣU |ii =
∑
i

|
∑
kj

UjiΣjkUki| =
∑
i

|
∑
j

√
pjie

i
φji
2 σj
√
pjie

i
φji
2 | =

∑
i

|p1iσ1 +

4∑
j=2

pijσje
i(φji−φ1i)|

≥
∑
i

|p1iσ1| − |
∑
j

pije
i(φji−φ1i)σj |


≥
∑
i

|p1iσ1| −
∑
j

|pijei(φji−φ1i)σj |

 = σ1 − σ2 − σ3 − σ4 = C(ρ),

em que usamos o fato de que
∑

i pij = 1, o que segue do fato de U ser unitária. Desse modo
a concorrência média é sempre maior que C(ρ). Devemos agora encontrar uma unitária que
sature essa desigualdade. Vamos considerar primeiro o bloco(

σ1 0
0 σ2

)
.

Seja φ = arctg
(√

σ2
σ1

)
. Então a unitária

U =

(
cos(φ) −sen(φ)
isen(φ) icos(φ)

)
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é tal que

UT
(
σ1 0
0 σ2

)
U =

(
σ1 − σ2 −√σ1σ2

−√σ1σ2 0

)
.

Repetindo o mesmo processo1 , para o bloco

(
σ1 − σ2 0

0 σ3

)
e em seguida para o bloco(

σ1 − σ2 − σ3 0
0 σ4

)
obtemos uma matriz tal que o primeiro elemento na diagonal é C(ρ)

e os outros termos da diagonal são nulos. Desse modo obtemos uma unitária U que satura a
desigualdade, de modo que a concorrência média ḿınima é C(ρ).

Devemos agora mostrar que os estados |wi〉 podem ser escolhidos com mesma con-
corrência. Para isso vamos utilizar matrizes unitárias reais O, uma vez que elas não alteram a
concorrência média:

Tr(OTUΣUO) = Tr(UTΣU).

Nossa tarefa agora é escolher O de modo que todos os estados na decomposição possuam a
mesma concorrência. Isso quer dizer que o elemento ii da matriz OTUTΣUO deve ser piC(ρ),
em que pi é o peso com que |wi〉 aparece na decomposição. Como cada |wi〉 é a i-ésima coluna
da matriz XV UO, temos que pi = 〈wi|wi〉 = [(XV UO)†(XV UO)]ii e então a condição para
que todos os estados tenham a mesma concorrência C(ρ) é equivalente a

[OT (UTΣU − C(ρ)U †V †X†XV U)O]ii = 0 ∀ i.

Seja Q = UTΣU −C(ρ)U †V †X†XV U . Como a concorrência média é C(ρ), Tr(Q) = 0. Se
existir algum elemento não nulo na diagonal, então deve haver um positivo e um negativo.
Seja (

a b
c d

)
um bloco da diagonal de Q com a < 0 e d > 0. Suponhamos sem perda de generalidade que
esse bloco seja o primeiro bloco na diagonal. Consideremos as rotações da forma

Rt =

(
cos(t) −sen(t)
sen(t) cos(t)

)
⊕ I.

R0 = I e Rπ/2 troca a e d. Por continuidade deve haver algum t tal que a primeira entrada

desse bloco de RtQR
T
t seja igual a zero. Como Tr(RtQR

T
t ) = 0, podemos proceder de

maneira análoga para outro bloco em que o primeiro elemento da diagonal seja positivo e
o segundo negativo. Isso não altera o elemento da diagonal que já zeramos. Repetimos o
procedimento até zerarmos todos os elementos da diagonal. Assim obtemos uma decomposição
com concorrência ḿınima na qual todos os vetores possuem a mesma concorrência.

Proposição 15. A decomposição encontrada na proposição acima também minimiza o ema-
ranhamento médio ∑

i

〈xi|xi〉E(|xi〉).

1Esse procedimento altera os elementos fora da diagonal, mas deixa os outros elementos da diagonal
além de σ1 − σ2 e σ3 inalterados.
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Demonstração. Seja f(x) = 1+
√

1−x2
2 . A função g = E ◦ f é uma função convexa. Desse

modo temos que, dada uma decomposição ρ =
∑

i |yi〉〈yi|

〈E〉 =
∑
i

piE(|yi〉〈yi|) =
∑
i

pig(C(|yi〉)) ≥ g(
∑
i

piC(|yi〉)) = g(〈C〉).

Como g é uma função crescente, e C(ρ) é a concorrência média ḿınima , temos

g(〈C〉) ≥ g(C(ρ)) =⇒ 〈E〉 ≥ g(C(ρ)).

Para a decomposição encontrada na proposição anterior, temos que todos os estados
puros |xi〉 envolvidos possuem mesma concorrência C(ρ) e portanto mesmo emaranhamento
g(C(ρ)), de modo que o emaranhamento médio para essa decomposição é g(C(ρ)). Logo,
essa é uma decomposição que minimiza o emaranhamento médio e portanto

E(ρ) = g(C(ρ)).

3.7 Negatividade

Um dos resultados mais poderosos na teoria do emaranhamento é o critério de Peres-
Horodecki, que garante condições necessárias para que um estado de um sistema seja se-
parável.

A negatividade [3] é um quantificador de emaranhamento criado a partir do critério de
Peres-Horodecki, e pode ser vista como uma versão quantitativa deste. De certa forma, ela
mede “quanto”a transposta parcial de uma matriz densidade “deixa”de ser positiva.

Definição 34. A negatividade N de uma matriz densidade ρ é:

N (ρ) =

∥∥ρT1∥∥
1
− 1

2
,

em que ‖A‖1 = (Tr(A†A))1/2 é a norma traço.

No caso de matrizes hermitianas, que é o que estamos considerando, a norma traço é
simplesmente a soma dos valores absolutos dos autovalores da matriz. Como o traço da
transposta parcial de uma matriz densidade é um, a soma dos autovalores dessa matriz é
um. Desse modo a quantidade

∥∥ρT1∥∥
1
− 1 é justamente o dobro dos valores absolutos dos

autovalores negativos de ρT1 e a negatividade é a soma dos valores absolutos dos autovalores
negativos de ρT1 .

Agora devemos verificar se a negatividade é realmente um bom quantificador de ema-
ranhamento. A condição de se anular em estados separáveis é claramente satisfeita, uma
vez que a transposta parcial de uma matriz separável não possui autovalores negativos. A
outra condição essencial, de não aumentar em média por LOCC, também é satisfeita, como
mostraremos em seguida.

A negatividade não aumenta quando fazemos misturas:
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Proposição 16. A negatividade N é uma função convexa, isto é,

N
(∑

piρi

)
≤
∑

piN (ρi) , (3.2)

em que as matrizes ρi são hermitianas, pi > 0 e
∑
pi = 1.

Demonstração. Segue do fato de que ‖·‖1 é uma norma e por isso satisfaz à desigualdade
triangular:

N
(∑

piρi

)
=

∥∥∥∑ piρ
T1
i

∥∥∥
1
− 1

2
≤

∑
pi

∥∥∥ρT1i ∥∥∥
1
− 1

2

=
∑

pi

∥∥∥ρT1i ∥∥∥
1
− 1

2
=
∑

piN (ρi) .

Definida em termos dos autovalores, a negatividade pode ser facilmente calculada. No
entanto, para provar os resultados sobre monotonicidade por LOCC é mais conveniente escre-
vermos a negatividade em termos de uma expressão variacional. Dada uma matriz hermitiana
A, sempre podemos escrevê-la na forma:

A = a+ρ+ − a−ρ−, (3.3)

em que ρ+ e ρ− são matrizes densidade2 e a+, a− ≥ 0. Desse modo temos tr(A) = a+− a−.

Proposição 17. Dada uma matriz hermitiana A, existe uma decomposição da forma (3.3) tal
que a+ + a− é ḿınimo. Para essa decomposição, temos ‖A‖1 = a+ + a− e a− é a soma dos
valores absolutos dos autovalores negativos de A.

Demonstração. Sabemos que A + a−ρ− é uma matriz positiva semidefinida. Seja P− o
projetor sobre o subespaço gerado pelos autovetores cujos autovalores são negativos. Então
temos:

Tr(P−(A+ a−ρ−)) ≥ 0.

Sejam λ1, . . . , λn os autovalores não-negativos de A e µ1, . . . , µm os autovalores negativos de
A. Então em uma base de autovetores adequada, A pode ser escrita na forma:

A =



λ1

. . .

λn
µ1

. . .

µm


.

2Para ver que isso é sempre posśıvel, basta diagonalizarmos A.
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Nessa base, temos

P− =



0
. . .

0
1

. . .

1


, P−A =



0
. . .

0
µ1

. . .

µm


,

de modo que Tr(AP−) = −N (A). Logo temos

Tr(P−(A+ a−ρ−)) = −N (A) + a−Tr(P−ρ−) ≥ 0.

Como Tr(P−ρ−) ≤ 1, vale

−N (A) + a− ≥ 0,

ou seja, a− ≥ N (A). Seja

a0
−ρ

0
− =



0
. . .

0
−µ1

. . .

−µm


,

a0
− = −(µ1 + . . .+ µm). Então,

(A+ a0
−ρ

0
−)P− =



λ1

. . .

λn
0

. . .

0


P− = 0.

Nesse caso, temos a0
− = N (A), que é o menor valor posśıvel de a−. Como a+−a− = Tr(A),

temos que se a− é ḿınimo, a+ também deve ser, de modo que a0
+ + a0

− é o ḿınimo de
a+ + a−, em que a0

+ = 1− a0
− = λ1 + . . .+λn. Desse modo temos que o ḿınimo de a+ + a−

é λ1 + . . .+ λn − µ1 − . . .− µm = ‖A‖1.

Corolário 5. A negatividade N de uma matriz densidade ρ pode ser definida alternativamente
como:

N (ρ) = min{a−| ρT1 = a+ρ+ − a−ρ−}, (3.4)

em que o ḿınimo é tomado sobre todas as posśıveis decomposições em que ρ+, ρ− são matrizes
densidade e em que a+, a− ≥ 0.
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3.7. Negatividade

Quando a negatividade é caracterizada dessa maneira, é fácil mostrar que ela é um
monótono de emaranhamento. Para mostrar esse fato, devemos verificar que após uma
operação LOCC em que os posśıveis estados finais são ρi, com probabilidade pi, temos

N (ρ) ≥
∑

piN (ρi). (3.5)

Cada passo de uma operação LOCC pode ser caracterizado por um conjunto de mapas com-
pletamente positivos Mi, tais que

ρi =
Mi(ρ)

pi
.

pi = Tr(Mi(ρ)).

Se necessário, podemos ainda decompor cada Mi na forma:

Mi =
∑
j

Mj
i ,

de maneira que cada mapa leve estados puros em estados puros, caso em que o mapa é
chamado mapa puro. Pelo fato de N ser convexa, temos:

N (Mi(ρ)) ≤
∑
j

N (Mj
i (ρ)),

e podemos então considerar apenas mapas Mi puros. Além disso, podemos considerar que
apenas uma das partes realiza a operação, pois uma operação em que as duas partes participam
é a composição de uma operação em que somente uma participa com uma operação em que
só a outra participa. Vamos supor então que a operação é realizada apenas no segundo
subsistema. Desse modo cada Mi pode ser escrito na forma:

Mi(ρ) = (I ⊗Mi)ρ(I ⊗Mi)
†, (3.6)

em que
∑
M †iMi ≤ I.

Lema 9. Com as definições dadas acima, temos:

(Mi(ρ))T1 =Mi(ρ
T1).

Demonstração. Escrevendo ρ =
∑
Aj⊗Bj , em que Aj , Bj não são necessariamente matrizes

densidade, temos:

(Mi (ρ))T1 =
(

(I ⊗Mi) ρ (I ⊗Mi)
†
)T1

=(
(I ⊗Mi)

(∑
Aj ⊗Bj

)
(I ⊗Mi)

†
)T1

=
(∑

Aj ⊗MiBjM
†
i

)T1
=∑

ATj ⊗MiBjM
†
i = (I ⊗Mi)

(∑
ATj ⊗Bj

)
(I ⊗Mi)

† =

(I ⊗Mi)
(∑

Aj ⊗Bj
)T1

(I ⊗Mi)
† = Mi

(
ρT1
)
.
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Proposição 18. A negatividade é um monótono de emaranhamento.

Demonstração. Como dissemos, basta considerarmos um passo de LOCC em que apenas o
segundo subsistema realiza uma operação “pura”, descrita pela equação 3.6. Seja então

ρT1 = (1−N)ρ+ −Nρ−

a decomposição ótima de ρT1 dada pela Proposição 17, em que N = N (ρ). Aplicando Mi a
ambos os lados da equação acima, temos:

piρ
T1
i =Mi(ρ)T1 =Mi(ρ

T1) = (1−N)ρi+ −Nρi−,

em que ρi+ =Mi(ρ+) e ρi− =Mi(ρ−). Dividindo por pi obtemos:

ρi =
(1−N)

pi
ρi+ −

N

pi
ρi−,

que é justamente uma das decomposições que aparecem na Definição 5, com a− = N
pi
Tr(Mi(ρ

i
−)) ≤

N
pi

. Desse modo, pela Proposição 17, temos N (ρi) ≤ N
pi

e

∑
piN (ρi) ≤

∑
pi
N

pi
= N = N (ρ),

o que prova que a negatividade é um monótono de emaranhamento.

3.7.1 Comparação entre negatividade e concorrência

Lema 10. Para estados puros de dois qubits, negatividade e concorrência coincidem.

Demonstração. Seja |Ψ〉 um estado puro. Escrevendo |Ψ〉 em decomposição de Schmidt

a |00〉+ b |11〉

sabemos que C(|Ψ〉) = 2ab. A negatividade de |Ψ〉 é o valor absoluto do autovalor negativo
da matriz

ρT1 =


a2 0 0 0
0 0 ab 0
0 ab 0 0
0 0 0 b2

 ,
que é igual a 2ab.

Proposição 19. A negatividade de uma matriz densidade de dois qubits nunca pode exceder
sua concorrência.

Demonstração. Sabemos pela Proposição 14 que toda matriz densidade ρ pode ser escrita
como soma convexa de matrizes densidade de estados puros, todas com a mesma concorrência
C(ρ). Pela linearidade da transposição parcial, ρT1 é escrita como soma convexa das trans-
postas parciais dessas matrizes densidade de estados puros.

Como para estados puros, negatividade e concorrência coincidem, cada estado puro que
aparece na decomposição possui um autovalor negativo igual a C(ρ), uma vez que provamos
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3.7. Negatividade

no Corolário 4 que cada matriz densidade de dois qubits possui no máximo um autovalor
negativo.

Sabemos pelo Corolário 1 que o autovalor ḿınimo de uma soma de matrizes é maior que
a soma dos autovalores ḿınimos dessas matrizes. Desse modo, a negatividade de ρ é menor
que a negatividade das matrizes que fazem parte da soma convexa, que é igual à concorrência
de ρ. Isso prova o resultado.

Os estados que maximizam a negatividade dada a concorrência C são os estados puros. Os
estados que minimizam a negatividade dada a concorrência são os estados da forma

C/2 0 0 C/2
0 1− C 0 0
0 0 0 0
C/2 0 0 C/2


para os quais a negatividade e a concorrência estão relacionados através da equação

N2 + 2N(1− C)− C2 = 0.

Figura 3.2: Negatividade × Concorrência

Detalhes sobre esses resultados podem ser encontrados em [1].
Comparações como essas podem ser feitas entre vários quantificadores de emaranhamento.

Em [11] podemos encontrar algumas delas e referências para os resultados.
O que apresentamos aqui vale para sistemas bipartites, e alguns resultados, como os rela-

tivos à negatividade e à concorrência, apenas para o sistema de dois qubits. O próximo passo
seria considerarmos sistemas de dimensões maiores e com um número maior de subsistemas.
No entanto, quando aumentamos a dimensão do espaço de estados fica cada vez mais dif́ıcil
quantificar o emaranhamento de maneira satisfatória. Mesmo decidir se um estado é ou não
emaranhado já se torna um problema dif́ıcil, uma vez que o critério de Peres-Horodecki não é
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3. Quantificadores de Emaranhamento bipartite

mais suficiente e os critérios necessários e suficientes não são nada práticos. Surge também
uma propriedade que não aparece no sistema de dois qubits: pode haver “diferentes”tipos de
emaranhamento. Quando aumentamos o número de subsistemas a dificuldade é ainda maior.
Para começar, devemos especificar que tipo de correlações vamos chamar de emaranhamento.
Por exemplo, os subsistemas 1 e 2 podem estar emaranhados, mas o sistema 3 pode estar
fatorado do sistema 1-2, ou pode haver o que é chamado de emaranhamento genúıno.

Por todas essas razões, ainda há muito trabalho pela frente no estudo do emaranhamento.
Para o leitor interessado em maiores detalhes sobre os quantificadores apresentados e quanti-
ficadores para sistemas com dimensões maiores sugerimos as referências [11, 35], onde outras
referências também podem ser encontradas.
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Considerações finais

O artigo [1], que motivou essa dissertação, foi publicado em 2001. O artigo que apresenta
a Negatividade como monótono de emaranhamento [3] foi escrito no mesmo ano e o artigo
relacionando Concorrência e Emaranhamento de Formação [38] foi publicado em 1998. Mesmo
sendo resultados já conhecidos há algum tempo pela comunidade, suas demonstrações sempre
nos pareceram confusas e por isso decidimos estudá-las nessa dissertação de mestrado. Acre-
ditamos que agora essas demonstrações estão mais claras e vão ser mais facilmente entendidas
por outros alunos que se interessem pelo assunto.

Desde lá, cerca de 10 anos se passaram e muitos outros quantificadores foram criados e
vários novos resultados foram obtidos, além de vários outros que já eram conhecidos na época
e que não abordamos nesse trabalho. Por essa razão, o que apresentamos aqui é apenas uma
ḿınima fatia da vasta área de Informação e Computação Quânticas. Para uma compilação de
vários resultados e referências sugerimos [11, 35]. Essas referências apresentam um resumo
dos resultados conhecidos e dos problemas em aberto em vários ramos diferentes da área.
Lá também podem ser encontradas referências para as realizações experimentais de vários
resultados.
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