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Introducao

Nesse trabalho demonstramos uma série de resultados para sistemas quanticos de di-
mens3o finita. O tema central s3o os qubits, sistema que se tornou muito importante com o
surgimento da computagdo quantica.

O principal objetivo é estudar dois quantificadores de emaranhamento para o sistema de dois
qubits, chamados Negatividade e Concorréncia. O emaranhamento é uma propriedade muito
interessante de sistemas quanticos compostos, que n3o aparece em mecanica classica. Ele
esta por tras de vdarios resultados surpreendentes como a teleportacio de estados quanticos e o
algoritmo de Shor, capaz de fatorar nimeros inteiros em tempo polinomial, entre vérios outros.
Ainda n3o se sabe precisamente, mas acredita-se que os sitemas quanticos permitem realizar
computacao de maneira mais eficiente que os sistemas classicos e a presenca de emaranhamento
pode ser um recurso valioso.

A motivagdo inicial para esse trabalho foi o artigo [1], que faz uma comparagdo entre
a Negatividade e a Concorréncia. Essa comparagdo é o Ultimo resultado apresentado na
dissertagdo, no fim do capitulo 3] A demonstra¢do é simples, uma vez conhecidas algumas
propriedades desses quantificadores e dos estados de dois qubits.

Por esse motivo, dedicamos o capitulo |2/ a um estudo detalhado dos sistemas de um e
dois qubits. Em especial, estudamos o efeito das chamadas operagdes SLOCC (Stochastic
Local Operations and Classical Comunication) sobre os estados de dois qubits. Como uma
consequéncia desse resultado obtemos a propriedade necessaria para comparar negatividade e
concorréncia: a transposta parcial de uma matriz densidade de dois qubits possui no maximo
um autovalor negativo. Esse é um resultado bem conhecido e utilizado.

Antes de comparar negatividade e concorréncia devemos entender porque eles sdo de fato
bons quantificadores de emaranhamento. Apresentamos no capitulo [3|em detalhe as demons-
tragdes, que sdo baseadas nos trabalhos [2, 3]. Citamos também alguns outros quantificadores
importantes, como o Emaranhamento de Formac3o, que estd intimamente relacionado a Con-
corréncia, o Emaranhamento Destildvel, Robustez, entre outros.

No capitulo ??, enunciamos os postulados da mecanica quantica. Eles nos dizem que
objetos matematicos representam os estados de um sistema quantico e as grandezas fisicas
relacionadas. Veremos que os espacos de Hilbert e os operadores agindo neles serdo nossas
ferramentas principais. Veremos também como se da a evolugdo de um estado, o que nos
leva A definicdo de mapas completamente positivos. Por dltimo, estudamos como encontrar o
espaco de estados de um sistema composto a partir dos espacos de estados dos subsistemas.
Essa construcdo faz uso do produto tensorial de espacos vetoriais e é dessa estrutura tensorial
que surge o conceito de emaranhamento.

Por tras dos resultados que apresentamos nesse trabalho, estd uma matematica rica e bem
diversificada. O Capitulo [1] é destinado a introduzi-la.






CAPITULO

Preliminares

Nesse capitulo vamos apresentar os principais resultados que usaremos ao longo do texto.
A intencdo aqui é apenas enunciar os resultados e fixar a notagdo. A primeira secdo trata de
espagos vetoriais, que sdo os objetos principais para a mecanica quantica [4, 5 16 7, 8]. O
objetivo maior dessa secdo é apresentar a notacdo de Dirac, muito usada pelos fisicos, mas
pouco conhecida pelos matemdticos. A segunda secdo trata dos grupos de Lie [9, 10], e os
resultados mais importantes sdo o homomorfismo entre SL(2,C) e o grupo de Lorentz e o
isomorfismo entre SL(2,C) @ SL(2,C) e SO(4,C), que serdo utilizados para estudarmos a
acao de alguns mapas quanticos sobre estados de dois qubits e obter resultados importantes.
Por dltimo, estudamos os conjuntos convexos e distribuicdes de probabilidade discretas [11].
O principal resultado é o teorema HLP, que depois serd apresentado em sua versdo quéntica
e que é usado para obtermos condicoes de convertibilidade de estados por operacdes locais e
comunicagdo classica.

1.1 Espacos vetoriais

Nessa secdo veremos alguns conceitos basicos sobre espacos vetoriais. Os resultados que
apresentaremos e muitos outros podem ser encontrados em [7, 8, [12] [I3], sendo que a dltima
referéncia utiliza também a notacdo de Dirac.

Um espaco vetorial sobre um corpo K é um conjunto V no qual estdo definidas a soma
entre dois elementos de V e o produto por elementos de K. Um elemento de V serd denotado
por um ket:

lu) € V.

As seguintes propriedades devem ser satisfeitas

1. (Associatividade da soma) (|u) + |v)) + |w) = |u) + (|v) + |w)) para |u),|v) e |w)
elementos de V;

2. (Elemento neutro para a soma) H3d um elemento 0 € V, tal que, para cada |v) €
V, [0) +0=0+v) = |v);

3. (Elemento oposto) Para cada |v) € V, existe |u) € V tal que |[v) + |u) = 0;
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4. (Comutatividade da soma) Para cada |v), |u) € V, |u) + |[v) = |v) + |u);
5. (Associatividade do produto) Para cada a, b € K e cada |v) € V, a.(b. [v)) = (a.b). |v);

6. (Elemento neutro para o produto) Se 1 é a unidade de K, entdo, para cada |v) €
V, 1|v) = |v);

7. (Distributividade) Para cada a € K e cada |[v), |u) € V, a.(|v) + |u)) = a. |v) + a. |u);
8. (Distributividade) Para cada a,b € K e cada |v) € V, (a+b).|v) = a.|v) + b.|v).
Nos preocuparemos apenas com os casos K =R e K = C.

Definicdo 1. Um conjunto de vetores {|v1) ,...|v,)} € dito linearmente dependente se algum
dos |v;) pode ser escrito como combinagio linear dos demais, isto €, existem coeficientes Cj,
j # 1, tais que:

|Ui> =1 |U1> + ...+ ci-1 ’UZ'_1> + Ci+1 |U¢+1> +...+cp ‘Un> .

Caso contrdrio, os vetores sdo chamados linearmente independentes. Uma base para o espaco
vetorial V é um conjunto linearmente independente {|v1),...,|v,)} que gera o espago todo,
isto €, tal que todo vetor de V possa ser escrito como combinagdo linear dos |v;) . Toda base
tem o mesmo nuimero de vetores, que é chamado de dimensdo de V.

Consideraremos aqui apenas espacos vetoriais de dimensao finita.

Definicao 2. Um funcional linear em V é uma aplicacdo linear de V em K. Os funcionais
lineares serdo denotados por um bra:

(x| : V—K.

O conjunto de todos os funcionais lineares em V também forma um espaco vetorial sobre K,
que € chamado espaco dual de V e € denotado por V*.

Dados dois espacgos vetoriais sobre o mesmo corpo, V e U, o conjunto de todas as trans-
formagdes lineares 1" : V — U serd denotado por L£L(V,U). Em especial, chamamos as trans-
formagdes lineares O : V — V de operadores e denotamos L(V) = L(V,V). O conjunto
L(V,U) também é um espaco vetorial sobre K e L(V,K) = V*.

Suponhamos que V tenha dimens3o finita e que dim) = n. Fixada uma base, todo
operador linear em L(V) pode ser representado por uma matriz n x n. O conjunto de todas
essas matrizes serd denotado por M (V).

Definicao 3. Dizemos que um vetor |v) # 0 é um autovetor de um operador O € L(V) com
autovalor \ se

O v) = Av).
Definicdo 4. Um produto interno em V é uma fungdo (-,-) : V x V — K que satisfaz
1. (Ju),|v)) = (Jv), |u))*, em que x denota conjugacdo complexa;

2. (lw) + o), [w)) = (Ju), [w)) + (Jv) , [w)),
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3. (Ju),alv)) = allu),[v), a € K,
4. Para todo |u) # 0 vale (Ju),|u)) € R e (Ju), |u)) > 0.

Fixado um vetor |v) a fungdo
Oy :V—K

u) — ([v), [w))

é um funcional linear, que denotaremos por (v|. Assim usaremos a notagdo

(I}, |u)) = (v | w).

Vale a propriedade ¢y, = (v| + (ul.

Um vetor é chamado unitario se (v | v) = 1. A proje¢do de um vetor |u) na dire¢do de
um vetor unitdrio |v) é o vetor (u | v) [v). Dois vetores sdo chamados ortogonais se o produto
interno entre eles é igual a zero. Um conjunto de vetores é chamado ortonormal se os vetores
sao unitdrios e ortogonais entre si.

Dados dois vetores |u),|v) € V podemos definir um operador O : V — V da seguinte
forma:

Ow) = |u) (v | w).

Esse operador sera denotado por |u) (v|. Em particular, dado um vetor unitério |v), o operador
|v) (v| leva cada vetor |u) em sua projecdo na dire¢do de |v) e por isso é chamado de projetor
na diregdo de |v) .

Dado um operador O : ¥V — V definimos o operador conjugado hermitiano de O como
sendo o operador Of : V — V tal que

(Jv),Olu) = (O [v), |u)).

Dizemos que um operador é hermitiano ou autoadjunto se O = Of. Os autovalores de um
operador hermitiano sdo todos reais, e autovetores com autovalores distintos sdo ortogonais.

Se um operador O é hermitiano, entdo (|v),0|u)) = (O|v),|u)). Nos aproveitamos
desse fato para usar a notacdo

(lv), Ofu)) = (v] O v) .

Fixada uma base ortonormal, se o operador O é representado pela matriz M, ent3o Of
é representado pela matriz MT = (M7)*, em que * representa conjugacio complexa e T
representa a transposicio. Uma matriz é dita hermitiana se Mt = M.

Um resultado importante para operadores hermitianos é o teorema espectral.

Teorema 1 (Teorema Espectral). Seja O : V — V um operador hermitiano sobre um espaco
vetorial V real ou complexo de dimensdo finita. Entdo existe uma base ortonormal para V
formada por autovetores de O.

Teorema 2 (Decomposicdo Espectral). Seja M uma matriz hermitiana e {|v;)} uma base
formada por autovetores de M, com autovalores reais correspondentes \;. Entdo

M = Z/\ |vi) (vl -
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Outro resultado importante é a decomposicdo em valor singular

Teorema 3. Dada uma matriz M, existem matrizes unitarias U e V e uma matriz diagonal
Y. com entradas ndo-negativas tais que

UMV =%.
Os elementos da diagonal de . sdo chamados valores singulares de M.
Um operador O é chamado positivo definido se
WOy >0 ¥ |v)#0€V

e positivo semi-definido se
(v Ofw)y >0V |v)y#0eV.

Todo operador positivo definido é um operador hermitiano tal que todos os autovalores
s3o positivos e um operador positivo semi-definido é um operador hermitiano tal que todos os
autovalores s3o n3o-negativos.

Definicao 5. Uma norma em V é uma fungéo || - || : V — R que satisfaz
L llu)l = 0 [u) = 0;
2 Al = AT A € K
3. (Desigualdade triangular) |||u) + |v)|| < |||u)|| + |[|v)] -
Quando podemos definir uma norma em V dizemos que V € um espacgo vetorial normado.

Dado um produto interno, a fun¢do |v) — (v | v>1/2 é uma norma em |v). Esse fato é
uma consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwartz:

I [ o) 117 < (u | ) (v ] 0)

Logo todo espaco com produto interno é também um espaco normado.
Toda norma, por sua vez, gera uma distancia em V.

Definicao 6. Uma distincia em V é uma fungcdo D : V x V — R que obedece as seguintes
condicoes:

1. D(lu),[v)) =2 0 e D(|u),[v)) = 0 & [u) = |v);
2. D(|u),[v)) = D(|v) , |u});
3. (Desigualdade triangular) D(|v) ,|u)) < D(Ju),|w)) + D(|w), |[v)).

Quando podemos definir uma distancia em V dizemos que V é um espaco métrico.
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Dada uma norma |||, a fun¢do |u), |v) — |||u) — |v)|| define uma distdncia em V. Logo
todo espaco normado é também um espaco métrico.

Dada uma distancia D em V, dizemos que a sequéncia (|u,)) é convergente, e que
converge para o valor |v) € V), se nh_)rgo |un) = |v). Isso quer dizer que:

V. e>0 3 npeN : n>ng= D(un),|v)) <e
Uma sequéncia em V é chamada de sequéncia de Cauchy se
V.e>0 3 noeN : mn>ng= D(un),u,)) <e.

N3o é dificil mostrar que toda sequéncia convergente em ) é uma sequéncia de Cauchy.
No entanto, nem sempre uma sequéncia de Cauchy é convergente. Se toda sequiéncia de
Cauchy em V é uma sequéncia convergente, dizemos que V é um espaco métrico completo.

Definicao 7. Dizemos que um espaco vetorial V é um espaco de Hilbert se é um espaco
vetorial com produto interno, completo com a norma gerada por ele.

Espacos de Hilbert serdo denotados por H. Podemos caracterizar os espacos duais de
espacos de Hilbert usando o

Teorema 4 (Representacdo de Riez). Seja H um espago de Hilbert. Dado (x| € H* existe
um dnico |v) € H tal que
(x| = (vl,

ou seja, todo funcional linear é dado por produto interno com um vetor fixo.

Podemos caracterizar os autovalores maximo e minimo de um operador hermitiano em
espagos de Hilbert de dimensio finitd!] utilizando o produto interno.

Teorema 5. Seja H um espaco de Hilbert e O um operador hermitiano em H. Sejam Ao e
Ao o menor e o maior autovalor de O. Entdo temos

Ao = inf (v|Ofv), Ao= sup (v|O]v).
(v|v)=1 (w|v)=1

Corolario 1. Se M = M; + M5 entdo

A > A+ Ay, A < A+ Ay,

Para demonstracdo dos resultados a respeito de espacos de Hilbert, veja [4].
Nossa preocupacdo é com espacos de Hilbert de dimensdo finita. Se dim#H = N,
denotaremos por

{10), (1), .., [N = 1)}

uma base ortonormal para H, isto é, uma base tal que

(i|j)=10s4, 4j=0,1,...,N—1.

10 resultado é vélido também para os chamados operadores compactos em espaco de dimens3o infinita.
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1.1.1 Produto tensorial

Dados dois espagos vetoriais V4 e Vg de dimensbes n4 e npg respectivamente, podemos
construir um espaco vetorial de dimens3o n4np através do produto tensorial 8] 14, [13]. Para
construirmosﬂ esse novo espago, que denotaremos por V4 ® Vg, tomamos bases |i4) para V4
e |jp) para Vp e declaramos que os nynp elementos da forma

lia) ®|iB), i4a=0,1,....,n4, jg=0,1,...,np
formam uma base para V4 ® Vg. As seguintes condicdes sdo impostas
1. Para um escalar arbitririo a € K e elementos |v4) de V4 e |vp) de Vg,
a(|va) ® |vp)) = (ava)) @ |vp) = |va) ® (alv));
2. Para |v4) e |ua) arbitrarios em V4 e |vg) em Vg,

(lva) + |ua)) @ |vp) = |va) ® |vp) + [ua) ® |vB) ;

3. Para |vy) arbitrdrio em V e |ug) e |vg) em Vg,

[va) @ (Jup) + |vp)) = |va) @ |up) +[va) @ [vB) -

A construcdo é independente das escolhas de base para V4 e Vp.
Definicao 8. Dizemos que um vetor |v) € V4 ®Vp € decomponivel se é da forma |v) @ |vpg) .

E comum usarmos a notagdo |v4) ® |up) = |vavB) .
Se V4 e Vp sdo espacos vetoriais com produto interno, podemos definir um produto
interno em V4 ® Vp da seguinte maneira: para vetores decomponiveis fazemos

(vavp | uaup) = (va | ua) (v | up),
e em seguida estendemos aos outros vetores:
((vavp| + (wawpl) [uaup) = (vavp | vaup) + (wawp | vaup)
(vavp| (lwawp) + luaup)) = (vavp | wawp) + (Vavp | vaup) .
Teorema 6. Se V4 e Vg sdo espacos de Hilbert, V4 ® Vg também é.

Os conjuntos M (V4) e M(Vp) sdo também espagos vetorias sobre K e por isso também
podemos definir o produto tensorial M(V4) ® M(Vpg). Podemos entdo definir uma agdo de
M(V4a) @ M(VB) em V4 ® Vp da seguinte forma: para vetores decomponiveis fazemos

Ma® Mp(|va) @ |vp)) = Ma [va) ® Mp |vg),

e em seguida estendemos por linearidade aos outros vetores. Essa acdo define um mapa de
M(Va) @ M(Vp) em M(V4 ® Vpg), que é um isomorfismo de espacos vetoriais.

2Para uma definicio mais precisa, veja [8] [14].
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Definicao 9. Definimos o traco parcial em relacdo a V4 de uma matriz My ® Mp em
M(Va) © M(Vg) por
Tra(Mg® Mp) =Tr(Ms)Mp,

e estendemos por linearidade as matrizes ndo decomponiveis. De maneira analoga definimos
o trago parcial em relacdo a Vp.

Definicao 10. Definimos a transposta parcial em relacdo a V4 de uma matriz M4 @ Mp em
M(Va) @ M(Vg) por
(Ma® Mp)™ = (Ma)" @ Mg,

e estendemos por linearidade as matrizes ndo decomponiveis. De maneira analoga definimos
a transposta parcial em relagcdo a Vp.

Proposicao 1. Se uma matriz M € positiva, entdo Tr (M) e Trp(M) também o séo.

Demonstragio. Suponhamos que M = >°. MY ® M. Seja {|j)},7 = 1,...,dim Vg uma
base ortonormal para Vg. Entdo

Trp(M) =" M} (j| M} |j)
4.J

(| Trp(M)[v) =Y (o] M [v) (| M |5) = Y (v] (j| M4 © M [j) |v) =
i3 i3
DG My © M lj) o) =Y (o] (| M [5) |v) >0
J i J
sendo que a ultima desiguladade é valida pelo fato de que M é positiva e portanto cada termo

na ultima soma é positivo. Segue entdo que Trp(M) também é uma matriz positiva.
De maneira andloga provamos que Tr4(M) é positiva. O

Um resultado extremamente (til é a decomposicdo de Schmidt para espacos vetorias com
estrutura de produto tensorial.

Proposicao 2 (Decomposicdo de Schmidt). Dado um vetor |¥) € V4 ® Vg, € possivel
encontrar bases ortonormais {|’)} para Va e {|¢%})} para Vp tais que

d
B) = ai [vh) |¢5),
i=1
em que d = min(dimV4,dim V), e ag > ag > ... > «aq. Os coeficientes «; sdo chamados
coeficientes de Schmidt.

Demonstragao. Suponhamos d = dimVy. Seja pa = Trp(|¥) (¥|). A matriz |¥) (¥] é o
projetor na dire¢do de |U') e portanto é uma matriz positiva. Assim, p4 também é uma matriz
positiva, e portanto seus autovetores [¢";) formam uma base para V4. Desse modo, dada uma
base ortonormal qualquer |mp) para Vg, podemos escrever

9) = o [04) ) .

n,m
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uma vez que o conjunto {[¢)%) |mp)} forma uma base para V4 ® Vp. Seja &2 o autovalor de
pa associado ao autovetor [¢}) . Definimos entdo

de modo que
d
O) = i [¢hh) |¢5)
i=1

Resta mostrar que o conjunto {|¢})} pode ser estendido a uma base ortonormal. Para
isso, devemos verificar que esse é um conjunto ortonormal. De fato

(@5 | 65) = Dk, 125 (ke | 1)

n=m

= 37 S S ] ) ) (] ()
k

Qp Qi 77y 87 A
1 O Onm
= Y " (WR] palth) = = = G,
OO . ApQim

O ordenamento n3o-crescente dos coeficientes pode ser feito reordenando os vetores da base.
O

Os coeficientes de Schmidt sdo os autovalores das matrizes densidade reduzidas p4 =
Tre(|¥) (V]) e pp = Tra(|¥) (¥]). Por esse motivo o nimero de coeficientes n3o nulos
(chamado niimero de Schmidt) e também os seus valores sdo os mesmos para toda decom-
posicdo. Além disso, se

) = S ailihali)s

@) = Zai ‘i/>A ‘i/>B

(2

sao duas decomposicGes distintas, as aplicacGes lineares U4 e Up definidas nas bases por
iy i), g i),
sdo aplicagOes unitdrias tais que
Ua® Up(|¥)) =[¥).
Desse modo, duas decomposicdes de Schmidt distintas estdo relacionadas por unitérias locais
que fixam |U) .

Para mais detalhes sobre a decomposi¢do de Schmidt ver [13] [15].
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1.2. Grupos de Lie

1.2 Grupos de Lie

Nessa secao veremos os grupos de Lie e alguns resultados relevantes que utilizaremos no
Capitulo . Como referéncias sugerimos [9, [10]. Vamos utilizar aqui alguns resultados bem
conhecidos, mas n3o triviais de topologia [16].

Definicao 11. Um grupo de Lie sobre um corpo K = R, C é um grupo G munido de uma
estrutura de variedade diferencidvel sobre K tal que o mapa

w:GxG — G
(T,y) — zy

€ diferencidvel.

Teorema 7. Dado p € GG, 0 mapa

pp: G — G
T — pr

€ um difeomorfismo de variedades de G em G.

Proposicdo 3. O mapa

€ um difeomorfismo de variedades de G em G.

Demonstragio. Dado x € G, o inverso v(z) = x~* € definido pela equacio

n(z,v(z)) = e.

A derivada parcial de 1 em relagdo a segunda varidvel é a derivada de pi,., que é um isomorfismo,
ja que p, € um difeomorfismo. Desse modo, podemos utilizar o teorema da aplicagdo implicita
para concluir que v é uma funcdo diferencidvel. Como sua inversa é ela prépria, v é um
difeomorfismo. ]

Exemplos:
1. O grupo aditivo K.
2. O grupo multiplicativo K*.

3. O grupo GL(n,K) de matrizes invertiveis n x n. ldentificando M (n), o conjunto das
matrizes n X n com entradas em K, a K”Q, fica claro que a multiplicacdo de matrizes
¢é diferencidvel, uma vez que as entradas do produto AB s3o fung¢des polinomiais das
entradas de A e B. GL(n,K) é uma variedade porque é o subconjunto de M (n) definido
pela equagdo det(A) # 0. Como o determinante é uma equagdo polinomial nas entradas
de A, o conjunto das matrizes que satisfazem essa equac¢do formam um aberto de K”2,
e portanto é uma subvariedade de K",

11
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4. O grupo SL(n,K), formado pelas matrizes n x n de determinante igual a um. Pelo
teorema da aplica¢do implicita, SL(n,K) é uma variedade de K”z, e portanto um grupo
de Lie.

5. O grupo O(n,K) das matrizes ortogonais n x n. Esse conjunto é definido pela equagdo
AAT = I, que é um sistema de equacdes polinomiais nas entradas de A. Podemos usar
o teorema da aplicagcdo implicita para mostrar que o conjunto formado pelas matrizes
que satisfazem essa equacdo também é uma variedade de K"*. Também é uma variedade
o grupo SO(n,K) = O(n,K) N SL(n, K).

6. De maneira semelhante mostramos que U(n), o conjunto das matrizes complexas unitdrias
n x n, definidas pela equagio UUT = I, é um grupo de Lie. Também é um grupo de
Lie SU(n) = SL(n,C)NU(n), o conjunto das matrizes unitdrias especiais.

7. O grupo de Lorentz, formado pelas matrizes 4 x 4 que satisfazem a equacio

1 0 0 0
T o -1 0 o0
AMAT = M M=o 0 1 o
00 0 -1

Para ver que esse grupo é uma variedade em K”Q, podemos usar mais uma vez o teo-
rema da aplicacdo implicita, j& que a equacdo acima é polinomial nas entradas de A.
Um subgrupo importante do grupo de Lorentz consiste das transformacdes de Lorentz
préprias e ortécronas, que é chamado de grupo de Lorentz restrito e que serd denotado
por L. Uma transformac3do de Lorentz é dita prépria se possuir determinante igual a um
e ortécrona se possuir a entrada 11 maior que zero.

Definicao 12. Um subgrupo H do grupo G é dito um subgrupo de Lie de G se H é uma
subvariedade de G.

Exemplos:
1. SL(n), O(n), SO(n), U(n) e SU(n) sdo subgrupos de Lie de GL(n).

2. O grupo das transformagdes de Lorentz préprias e ortécronas é um subgrupo de Lie do
grupo de Lorentz.

Como um subgrupo de Lie H é uma subvariedade, é aberto em seu fecho H, que também
é um subgrupo, jd que a multiplicagdo em G é uma aplicagdo continua. Como p, € um
difeomorfismo para todo p € G, cada classe lateral de H em H também é um aberto em H.
Como H é o complementar da unido de suas classes laterais, exceto o préprio H, segue que
H ¢é fechado em H e por consequéncia também é fechado em G. Logo todo subgrupo de Lie
aberto é unido de componentes conexas de G.

Corolério 2. Todo subgrupo de Lie aberto contém a componente conexa da identidade G°.

Proposicdo 4. A componente conexa G° de G que contém a identidade é um subgrupo de
Lie normal de G. As componentes conexas restantes sdo as classes laterais de G°.

12



1.2. Grupos de Lie

Demonstracdo. Primeiro vamos mostrar que G° é um grupo. Sejam hy, hy € GY. Devemos
mostrar que hiho e h1_1 € G°. Sabemos que uy, : G — G é um difeomorfismo e por isso
deve levar Gy em alguma componente conexa de G. Como e € G, essa componente conexa
deve ser GV, uma vez que h; € G°. Desse modo, pj,, é uma bijecdo entre GV e ele mesmo e
hiho € GO.

Como o mapa v que leva cada elemento em seu inverso é um difeomorfismo, também
deve levar G° em alguma componente conexa. Como v(e) = e, essa componente deve ser o
préprio GV de modo que hl_l €GO

Agora devemos mostrar que GV é normal, ou seja, que as classes laterias a direita e a
esquerda sdo iguais. Como a multiplicacdo a esquerda e a direita s3o difeomorfismos, pG° e
G"p s3o componentes conexas de G. Como e € G°, p € pG° e p € G%, o que implica que
pG° = G% para todo p € G.

Resta mostrar que as outras componentes conexas sio classes laterais de GV. Seja H
uma componente conexa de G e h € H. Entdo hG® = H pois hG° é uma componente conexa
de g e he = h. O

Corolario 3. O subgrupo gerado por qualquer vizinhanca da identidade é G°.

Demonstragao. Seja V' uma vizinhanca da identidade e h € V. Como a multiplicacdo a
esquerda é um difeomorfismo, hV é um aberto que contém h, uma vez que e € V, e que estd
contido no subgrupo gerado por V. Logo esse subgrupo é aberto e portanto é um subgrupo
de Lie, de modo que deve conter G. Como G° é um subgrupo que contém V', o subgrupo
gerado por V é igual a G°. O

1.2.1 Algebra de Lie

Definicao 13. A digebra de Lie g de um grupo de Lie G € o espaco tangente de G na
identidade do grupo e.

Muitas informacdes sobre G podem ser obtidas a partir de g. Veremos na secio seguinte
como g pode ser Gtil para provar resultados a respeito de G.

O espacgo tangente de uma variedade pode ser mapeado na variedade através de uma
aplicacdo, chamada aplicacdo exponencial. Restrita a vizinhangas adequadas, chamadas vizi-
nhangas normais, a exponencial é um difeomorfismo entre o espago tangente e a variedade.
No caso dos grupos de Lie matriciais, a aplicagdo exponencial que leva a dlgebra de Lie ao
grupo coincide com a exponencial matricial, dada pela expressao

A2 A3 A"
=T+ A+
2 3! n!
Em uma vizinhanga normal da identidade esse mapa é um difeomorfismo, e o difeomorfismo
inverso é chamado de logaritmo.

Teorema 8. Se a dlgebra de Lie de um grupo matricial G € gerada pelos elementos g; e a

dlgebra de Lie de um grupo matricial H é gerada por elementos h; entdo a dlgebra de Lie de
G ® H é gerada pelos elemento g; @ I e I ® h;.

13
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1.2.2 Alguns homomorfismos importantes

Alguns dos grupos dos quais falamos na secdo anterior estio relacionadas através de dois
homomorfismos que serdo muito dteis para aplicagdes que mostraremos no Capitulo 2 O
primeiro deles relaciona SL(2,C) e L e o segundo relaciona o produto tensorial SL(2,C) ®
SL(2,C) e SO(4,C). As demonstragdes sdo baseadas nas demonstragdes apresentadas em
[2].

Vamos precisar de algumas propriedades desses grupos de Lie.

Lema 1. SL(2,C) é um grupo de Lie conexo, cuja dlgebra de Lie é o conjunto das matrizes
complexas 2 x 2 de tragco nulo.

Lema 2. SO(4,C) é um grupo de Lie conexo, cuja dlgebra de Lie é o conjunto das matrizes
complexas 4 x 4 antissimétricas.

Lema 3. O grupo de Lorentz restrito é um grupo conexo, cuja dlgebra de Lie tem dimensao
6.

Proposicao 5. Seja B =1/2

OO =

-1
0

SO O =
O = = O

—1
®:S5L(12,C)®SL(2,C) — SO(4,C)
Al ® Ay — B(A; ® As)BT.
Entdo ® € um isomorfismo de grupos de Lie.

Demonstra¢io. N3o é dificil mostrar que se Ay, Ay € SL(2,C) entdo B(A; ® A3)BT ¢
SO(4,C). De fato,

(B(A; ® A)BN)(B(A; ® A3)BNT = B(A, ® Ay)B'B*(AT @ AT)BT
= B(A; ® A3) (09 @ 02)(AT @ ADYBT = det(A;)det(As)B(02 ® 09)BT =1.

0 =
e[ 8]

Além disso, @ é injetiva pois B é uma matriz invertivel.
Resta mostrar a sobrejetividade. A algebra de Lie s[(2) é gerada pelas matrizes:

1 0 0 1 00
Lo S e=ne] =[]

Por esse motivo, a dlgebra de Lie de SL(2) ® SL(2), que denotaremos por al(SL(2,C)®
SL(2,C)), é gerada pelas matrizes Ay = I®h, As =1®e, A3= IQf, Ay=h®I, A5 =
e® I, A6 = f ® 1.

Calculando BA;B', obtemos seis matrizes antissimétricas e linearmente independentes,
uma vez que B ¢é invertivel. Como a dimens3o do espaco das matrizes antissimétricas 4 x 4 é

em que
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6, essas matrizes geram esse espa¢o, que é justamente a dlgebra de Lie de SO(4,C). Logo o
mapa

¢:al(SL(2,C)® SL(2,C)) — s0(4,C)
A — BABf

é um isomorfismo de algebras de Lie. Como exp(BAB') = Bexp(A)Bf, uma vez que
BB = I, temos que expo ¢ olog = ®. Seja V uma vizinhanca normal da identidade em
SL(2,C)®SL(2,C) cuja imagem seja também uma vizinhanga normal. Ent3o, restrita a essas
vizinhangas, ® é um difeomorfismo. Logo existe uma vizinhan¢a da identidade em SO(4,C)
em que todas as matrizes podem ser escritas na forma BA; ® AsBt, A; € SL(2,C). Como
BB = I, toda matriz no subgrupo gerado por essa vizinhanca pode ser escrita nessa forma.
Mas o subgrupo gerado por qualquer vizinhan¢a da identidade em SO(4,C) é o grupo todo,

pois SO(4,C) é conexo. Assim mostramos que ® é sobrejetivo. ]
10 0 1
. 01 1 O
ic3 _1
Proposicdo 6. Seja T = ; 0 i —i olc¢®
10 0 -1

®:S5L(2,C) — L
A — T(A® ANTT.

Entdo ® € uma aplicagdo sobrejetiva e P(A) = ®(B) & B = +A.
Demonstragao. Definimos um mapa induzido por @ nas algebras de Lie da seguinte forma:

¢:sl(2,C) — £
X — TXQI+I®X9T

Restringindo-nos a vizinhangas da identidade adequadas, de modo que o logaritmo esteja
bem definido, temos que, como ®(A) = T(A ® A*)TT:

log(®(exp(X))) = log(T (exp(X) ® exp(X)*)TT) =

T (log(exp(X) ® exp(X)*)TT = T(log((exp(X) © I)(I ® exp(X)*)TT =
T(log(exp(X) @ I) +log(I @ exp(X)NTT =T(X @ I + I ® X*)T".

Desse modo, ¢(X) = log(®(exp(X))), e ® = expo¢ o log.

Considerando sl(2,C) uma &lgebra de Lie sobre R, seus geradores sdo h, e, f,ih,ie,if.
As imagens dessas matrizes por ¢ sao matrizes linearmente independentes, e por isso 0 mapa
¢ é um isomorfismo entre as dlgebras de Lie. Desse modo, obtemos um difeomorfismo entre
vizinhancas da identidade. Pelo fato de L ser conexo, essa vizinhanga gera o grupo inteiro.
Como produto de elementos da imagem pertence 3 imagem, uma vez que 77T = I, o mapa
® é sobrejetivo.

Como T' é uma matriz invertivel, ¢(A) = ¢(B) & A® A* = B ® B*, o que acontece se
e somente se A = +B. De fato, se
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entdo
aa® ab* ba* bb* zx*  xyt yx* yy*
ac* ad* bc* bd* | | zw* ozt yw*t yz*
ca* cb* da* db* | | wa* wy* zz* 2yF
cc*  cd* dc* dd* ww* wz* zw* zz*

e ent3o temos:

lal> = [z, b =[y*, e = |w?, |d* = |2]?

ac’ = zw*, ab* = zy*, bd* =yz*, cd* = wz*

Escrevendo
a=r1e*, b=r9e"*?, c=r3e'"?, d=r4e'™
o, ., , .,
r=r1e", y=rhe'2, w=rhe', z =1,
obtemos as seguintes relag¢des:
/ - / .
ri=r; Vi, o—a;=pV 1,

o que implica que B = e*A. Como det(A) = det(B) = 1 entdo ¢’ = £1, como querfamos
mostrar. O

1.3 Convexidade

Convexidade é uma restricio importante para que um conjunto possa servir como o
conjunto de estados possiveis de um sistema fisico. Essa restricdo vem do fato de que queremos
formar “misturas”de dois estados, que geometricamente seriam representadas por pontos no
segmento de reta que liga os estados que queremos misturar. Nessa secdo vamos apresentar
as principais propriedades de conjuntos convexos e vetores de probabilidade [11].

Definicao 14. Um conjunto C' em um espaco vetorial V é chamado convexo se dados dois
vetores v,u € C os pontos da forma

A+ (1—=MNu, Mel0,1],
também pertencem a C.

Alguns conjuntos convexos possuem pontos especiais que ndo podem ser escritos como
soma convexa de outros pontos, chamados pontos extremais. Por exemplo, os vértices sdo
pontos extremais do quadrado, do cubo e do tridngulo, e os pontos na esfera de raio um s3o
os pontos extremais da bola de raio um. O quadrante em R™ formado por todos os pontos
cujas coordenadas s3o positivas é um exemplo de um conjunto convexo sem pontos extremais.

Definicao 15. O fecho convexo de um conjunto A em ) € o menor conjunto convexo que
contém A.

O fecho convexo de um conjunto de p 4+ 1 pontos, tais que eles ndo pertencam todos a
um subespaco afim de dimensdo p — 1, é chamado de p-simplexo.

Um importante resultado para conjuntos convexos em espacos vetoriais normados é o
teorema de Hahn-Banach [4].
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Teorema 9 (Hahn-Banach versdo geométrica). Seja V um espaco vetorial normado e sejam
A, B C V conjuntos convexos, ndo-vazios, disjuntos, A fechado e B compacto. Entdo existe
um funcional linear f : V — K e uma constante c tais que

fla)>c V ac A, f(b)<c V beB.

1.3.1 Probabilidades

Queremos agora estudar um conjunto convexo especial em RY: o conjunto de todas as
distribuicoes de probabilidade para uma variavel aleatéria X.

Uma variavel aleatéria pode ser considerada como o resultado numérico de fazer uma
experiéncia ndo deterministica para gerar resultados aleatérios, como por exemplo jogar uma
moeda, um dado, ou realizar a medicdo de uma grandeza fisica. Vamos considerar o caso
em que o conjunto dos possiveis resultados, ou seja, o espago amostral, possua IN elementos.
Representaremos resultados possiveis por z; e a probabilidade de cada resultado ser obtido por
P(X = x;) = p;. Como representam as probabilidades de uma varidvel aleatéria, cada p; > 0
€ Zz pi = 1.

O conjunto de todas as distribuicdes de probabilidades possiveis para X é o conjunto de
todos os vetores em R com coordenadas n3o-negativas e que somam um. Esse conjunto é
um (N-1)-simplexo em RY, fecho convexo de seus pontos extremais que sdo as distribuices
tais que um dos p; é igual a um e os outros s3o zero, e serd denotado por A.

Vamos agora definir um conceito que, de certa forma, torna mais precisa a nogdo de que um
vetor de probabilidade pode ser mais “uniforme” que outro.

Definicdo 16. Consideremos dois vetores x,y € A. Sejam z+ e y* os vetores obtidos de z e
y colocando suas coordenadas em ordem ndo-crescente. Dizemos que x € majorado por y, ou
que y majora x se para todok =1,..., N vale

Se y majora x, denotamos x <y ou y > x.

E claro que vale a reflexividade, ou seja, x < x e também a transitividade, ou seja, se x < y
ey < z entdo, x < z. No entanto x < y e y < x ndo implica x = y pois as coordenadas de y
podem ser uma permutacdo das coordenadas de x. No entanto, se considerarmos o conjunto
das classes de equivaléncia tais que dois vetores estdo relacionados se as coordenadas de um
sdo permutacdo das coordenadas do outro, entdo x < y e y < x implica x = y. Desse modo,
a majoragdo impde uma ordem parcial em A, com a relacdo de equivaléncia explicada. A
ordem é apenas parcial pois existem vetores tais que nenhum deles majora o outro. Existem
um menor € um maior elemento para essa ordem parcial:

:L'NE[% % %]<m<[1 0o ... O}Exl.

Se x é majorado por y, de maneira intuitiva = estd mais “proximo” da distribuicdo uniforme
TN que y.
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Definicao 17. Uma matriz estocdstica B agindo em A é uma matriz com N colunas tal que
N
Bij >0, > Bijj=1.
i=1

Uma matriz biestocastica € uma matriz estocastica quadrada que também satisfaz

N

> Bij=1
j=1

Uma matriz estocdstica é uma matriz que leva uma distribuicio de probabilidade em
outra, ndo necessariamente com o mesmo nimero de coordenadas. Uma matriz biestocatica
é uma matriz que leva uma distribuicio de probabilidade em outra com o mesmo nimero
de coordenadas e além disso preserva o menor elemento xn. Um resultado importante é o
seguinte

Teorema 10 (Hardy, Littlewood e Pdlya (HLP)). Dados dois vetores x,y € A, x < y se, e
somente se, existe uma matriz biestocdstica tal que v = By.

Esse resultado nos permite interpretar a acdo de uma matriz biestocdstica em A como
uma contracdo do simplexo em direcdo ao seu centro xy, uma vez que essa acao torna as
distribuicoes mais préximas da distribuicao uniforme.

Teorema 11. Se y majora x, entdo x pertence ao fecho convexo do conjunto de vetores
formados por todas as permutagbes das coordenadas de y.

Definicao 18. Dizemos que uma funcio f : S — R é convexa de Schur se

y =z = f(y) > f(z).

Dizemos que f € céncava de Schur se

y =z = f(y) < f().

Motivado pela melhoria na transmissdo de informacdo através de canais como cabos
telefénicos, Shannon desenvolveu a primeira teoria de informacdo bem sucedida, dando uma
definicdo matematica para o conceito de informacao.

Definicao 19. Dada uma varidvel aleatéria X com resultados possiveis x; que ocorrem com
probabilidade p;, a informacdo do evento X = x; é dada por

I(X =x;) = —log(p;).

A funcdo log é escolhida pelo fato de ser a (nica que satisfaz trés propriedades desejaveis
para uma funcdo que represente informacdo: depender apenas da probabilidade p;, ser continua
e ser aditiva, isto é, se temos duas varidveis aleatérias independentes X e Y, entdo
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Definicao 20. A entropia de Shannon de X € a esperanca de | em X
S(X) =Y pl(X =z;) = =) pilog(pi).
i i

Usamos a convengdo 0log 0 = 0.

A entropia de Shannon quantifica a "“incerteza”da variavel aleatéria X. Se n3o hd in-
certeza nenhuma, ou seja, se p; = 1 para algum i, S(X) = 0. Se a incerteza é “maxima”,
ou seja, se a distribuicdo de probabilidade de X é uniforme, entdo S(X) assume seu valor
maximo.

Teorema 12. A entropia de Shannon é uma funcio céncava de Schur.

Uma maneira de generalizarmos as distribuicdes de probabilidade em A é através das
matrizes positivas de tragco um, que chamaremos matrizes densidade. Elas representam uma
versdo quantica dos vetores de probabilidade classicos. O vetor formado pelos autovalores de
uma matriz densidade é um vetor em A.

Assim como A, o conjunto de todas as matrizes densidade de uma dada dimensdo é um
conjunto convexo e muitas das definicGes e resultados validos para vetores em A podem ser
generalizado para matrizes densidade, como por exemplo o conceito de majoracdo e o lema
HLP, que veremos no capitulo 3} Podemos também definir o andlogo da entropia de Shannon,
a entropia de von Neumann.

Definicao 21. A entropia de von Neumann de uma matriz densidade p € definida como

S(p) = —Tr(plogp), (1.1)

e € igual a entropia de Shannon do vetor formado pelos autovalores de p.

Voltaremos a falar da entropia de Von Neumann no capitulo [3, onde ela serd utilizada
para quantificar emaranhamento de estados puros de sistemas bipartites. Para mais detalhes
sobre teoria de informagdo e entropia de Shannon veja [11], 15} [17].
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CAPITULO

Os qubits

Nesse capitulo vamos estudar o sistema quantico mais simples e melhor entendido: o
qubit. Ele também é o sistema quantico mais importante para as areas de computacdo e
informagdo quanticas, pois ele é o portador da informagdo, o andlogo quantico do bit.

O qubit é a representacdo matematica de varios sistema fisicos, as vezes depois de uma
drastica simplificacdo. Exemplos s3o os graus de liberdade de polarizagcdo de um féton e de
spin de uma particula de spin 1/2. Um dtomo ou uma mdlecula também podem ser modelados
através de um qubit, desde que apenas dois niveis de energia estejam acessiveis ao sistema.

Veremos também o sistema de dois qubits, o sistema mais simples que pode apresentar
emaranhamento. Queremos estudar o efeito das chamadas operacGes de filtragem sobre os
estados desse sistema e para isso os resultados sobre grupos de Lie serdo utilizados. Como
uma consequéncia, vamos demonstrar um resultado muito atil: a transposta parcial de uma
matriz densidade de dois qubits tem no maximo um autovalor negativo. Apesar de simples,
esse é um resultado ndo trivial. N3do ha nada que nos garanta a principio que os casos com
dois ou trés autovalores negativos ndo sejam possiveis, mas veremos que de fato n3o s3o.

2.1 Os qubits e a Fibracao de Hopf

Um qubit é um sistema quantico ao qual estd associado um espaco de Hilbert de dimens3o
dois, comumente chamado de sistema quantico de dois niveis. O nome vem da analogia com
o sistema cldssico de dois niveis, que em computacdo classica é chamado de bit. A mesma
analogia justifica a notagdo utilizada para os vetores de uma base ortonormal do espago de
Hilbert do sistema: |0) e |1). Um vetor qualquer em #H pode ser escrito na forma

) = al0) + B[1), «a,B€C.

Se considerarmos « e 3 como dois vetores em R?, os estados puros de um qubit podem ser
vistos como pontos em R*. Como esses vetores possuem norma um, eles pertencem a esfera
S3 C R*. No entanto, muitos vetores diferentes em S representam o mesmo estado fisico,
uma vez que cada estado é representado por uma classe de equivaléncia de vetores unitarios.

Para eliminar essa redundancia, desejamos encontar um conjunto em que cada ponto
corresponda a um estado fisico do sistema e em que cada estado do sistema corresponda a
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2. Os QUBITS

um tnico ponto do conjunto. Para isso, vamos cobrir S3 com circulos S', que s3o os loci dos
pontos da forma e’ |¢)), com |+) fixo. Para fazer essa cobertura, podemos usar a fibragdo de
Hopf.

2.1.1 Fibrados

Uma fibracdo é definida por um mapa h que leva um espaco £ em um espaco B, chamado
espago base. Um conjunto F' C E é chamado fibra se corresponde a h~!(p) para algum p € B.
Um exemplo trivial é a projecdo

h:R? — R?

h[a b c]:[a b}.

As fibras s3o retas paralelas ao eixo z.
No caso da fibracdo de Hopf, E = S3, B=S%e F = S'. O mapa h é a composicio de
dois mapas h; e ho definidos da seguinte forma

hy: 8% — R% 4 {0}
[« 6]|—>C:a5_1,
hy : CU {o0} — S2
C — 115(0),

em que ITp : S? — CU {oc} denota a projecdo estereografica

_ b
pla b c]=[1% =]

Geometricamente, a projecdo estereografica tem um significado bem interessante. Toma-
mos um ponto na esfera S? ¢ = [ a b c ] e construimos a reta que liga esse ponto ao polo
nortep:[O 0 1]

[ta tb tlc—1)+1], teR

A projecdo estereografica leva ¢ na intersecdo dessa reta com o plano z = 0. O polo
norte é levado ao ponto no infinito.
Temos entdo

— 2z 2y x?4y%—1
helz y = [ B R R S N e ] I

Escrevendo a = r1e'®! e B = rye'?2, temos

C=h|« ﬁ]:ﬁ[008(¢2—¢1) sen(¢a — ¢1) |-

T2

Assim

h(|¢}>) _ hQ(C) _ [ 2riracos(pa—¢1)  2rirasen(da—¢n)  ri4ri ]

r%+7‘§ Tf+r% T‘%+T§
= [ 2Re(af) 2mm(af) |al>— |82 ] = (o1) (02) (03],
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2.1.  Os qubits e a Fibragdo de Hopf

em que
o1 [0 —i (1 0
01 = 1 0 , 02 = i 0 , 03 = 0 —1 y

sao chamados operadores de Pauli.

As fibras do mapa h sdo as fibras do mapa h; pois hy é bijetivo. Essas fibras siao as
classes de equivaléncia {e*?|))} e aplicando o mapa de Hopf h a redundancia na fase global
é eliminada, como desejavamos. Assim podemos tomar a esfera S2, que chamamos de esfera
de Bloch, como sendo o conjunto de estados puros do sistema quantico de um qubit.

Figura 2.1: Esfera de Bloch e representacdo de um estado de um qubit.

A fibracdo de Hopf e a esfera de Bloch estao relacionadas a representaciao de estados
puros através de espacos projetivos. Toda a mecinica quantica pode ser formulada nessa
versdo projetiva como pode ser visto em [18]. Para mais detalhes sobre a fibragdo de Hopf e
a esfera de Bloch, veja [11], [19] 20, [21].

2.1.2 Estados mistos de um qubit

Um estado geral de um qubit é representado por uma matriz densidade 2 x 2. O conjunto
das matrizes hermitianas é um espaco vetorial real e uma base para esse espaco é formado
pelas matrizes de Pauli juntamente com a matriz identidade I. Desse modo, uma matriz
densidade de um qubit pode ser sempre escrita na forma

1
pzi(I—l—aal—&-bag—i-cag).

O coeficiente de I deve ser 1/2 porque ela é a Unica matriz da base que tem trago ndo
nulo, igual a dois, e Tr(p) = 1. Agora devemos impor condi¢des ao vetor [ a b c ] para
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2. Os QUBITS

que a matriz seja positiva. Em forma matricial temos

1[ 1+ec a—ib]
p= .

20 a+ib 1—c¢

Para que p seja uma matriz positiva é necessario e suficiente que det(p) > 0, uma vez
que T'r(p) > 0. Essa condicdo é equivalente a

A+ +P<1.

Logo podemos fazer uma associa¢do bijetiva entre matrizes densidade de um qubit e pontos
na bola de raio um em R3. Os pontos na esfera S? correspondem as matrizes que possuem
determinante igual a zero, que nesse caso s3o exatamente os estados puros. Essa associacao
coincide com a que fizemos na sec3o anterior utilizando a fibracio de Hopf.

2.1.3 Dois qubits

O sistema de dois qubits é o sistema mais simples que apresenta emaranhamento. O
espaco de estados do sistema é C2 ® C? e as matrizes densidade s3o matrizes positivas de
traco um que pertencem a M (C?) ® M(C?). Como as matrizes de Pauli formam uma base
para o espaco vetorial formado pelas matrizes hermitianas 2 x 2, uma base para o espaco
vetorial formado pelas matrizes hermitianas 4 x 4 é o conjunto formado pelas matrizesﬂ 1,I®

0;,0;®1,0;®0;, de modo que uma matriz densidade de dois qubits pode ser escrita na forma

p:i I—l—ZROiI@Uz‘+ZRi00i®I+ZRijai®aj
i i ij

Rij = TT‘(Ui X O‘jp).

Assim, podemos representar uma matriz densidade de dois qubits também através da
matriz R cujas entradas sdo os coeficientes R;; que aparecem na igualdade anterior, com
Ry = 1/4.

Realizando o traco parcial em relacdo ao primeiro subsistema, vemos que o vetor

[ Rot Ro2 Ros |

€ o vetor de Bloch da matriz densidade reduzida do segundo subsistema. Ja se fizermos o
traco parcial em relagdo ao segundo subsistema, veremos que o vetor

[ Rio Rao Rso |

é o vetor de Bloch da matriz densidade reduzida do primeiro subsistema.

Infelizmente, as condicGes que devemos impor aos outros coeficientes para que a matriz
seja positiva ndo sdo t3o facilmente encontradas, a ndo ser se estudarmos casos especiais como
por exemplo o conjunto dos chamados estados T [22].

!Estamos usando o simbolo I para representar tanto a matriz identidade 2 x 2 assim como a matriz
identidade 4 x 4.
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2.1.  Os qubits e a Fibragdo de Hopf

Seja D o conjunto das matrizes

1
Z I+ZROZI®01+ZR1001®I+ZRU02®Uj
i i

ij
tais que a matriz R;;, i,j = 1,...3 seja diagonal.

Proposicdo 7. Se M € D entdo MT = M e Tr(M) = 1. Se além disso ela é uma matriz
densidade de dois qubits, entdo o vetor r = [ Ri1 Ros Rss } pertence ao tetraedo T cujos
Vértices s3o os pontos

(-1 -1 -1], [-1 1 1], [1 -1 1], [1 1 —1].

Demonstragao. Se a matriz é positiva, entdo Tr(M P) > 0 para todo projetor P. Tomando
os projetores na direcao dos quatro vetores chamados estados de Bell

[©4) = OO>;2|11> (2.1)
vy = ODERD (2.2)

V2

obtemos as quatro equacdes
1 —Ri1 — Roo — R33 >0,

1 — Ry + Roa + R3z > 0,
1+ Ry — Roa + R33 > 0,
1+ Ry1 + Roa — R33 > 0,
que definem justamente o tetraedro 7. O

Se além das restricOes ja impostas também exigirmos que os vetores
vi=[ Rio Ro Rso], va=[ Ro1 Roz Ros |

sejam nulos, ou seja, que ambas as matrizes densidade reduzidas sejam a identidade, entdo a
condicdo acima além de necessdria é suficiente. Estados com essa propriedade sdo chamados
estados T.

Proposicao 8. Uma matriz M em D com v e vy nulos € uma matriz densidade de dois qubits
se, e somente se, o vetor r pertence ao tetraedro T

Demonstragao. Ja sabemos que a condicao é necessdria. Para vermos que é suficiente, basta
notarmos que toda matriz dessa forma é uma combinacdo convexa das quatro matrizes com wvq
e v9 nulos e cujos vetores r sdo os vértices do tetraedro. Essas quatro matrizes sdo exatamente
as matrizes densidade dos estados de Bell, de modo que M é combinacdo convexa de matrizes
densidade e portanto também é uma matriz densidade. ]

Como ilustracdo do critério de Peres-Horodecki, vamos tentar encontrar o conjunto dos
estados 1" separdveis.
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2. Os QUBITS

Figura 2.2: Tetraedro T.

Proposicdo 9. Se uma matriz M em D é uma matriz densidade separdvel, entdo o vetor r
deve pertencer ao octaedro O cujos vértices sdo os pontos

[+1 0 0], [0 £1 0], [0 O =+1].

Demonstragdo. O efeito da transposicdo parcial da matriz densidade sobre o vetor r é trocar
o sinal da coordenada Roy. Desse modo, o vetor r da transposta parcial deve pertencer ao
tetraedro 7" cujos vértices s3o

(-1 1 -1], [-1 =1 1], [1 1 1], [1 -1 —-1].

Para que a transposta parcial seja positiva, esse vetor deve pertencer a T' também. Logo, se
M é separdvel, seu vetor r pertence a T'NT”, que é justamente o octaedro O (vide fig. 2.1.3)).
O

Como consequéncia da proposicdo anterior, vale o seguinte resultado para estados T:

Proposicao 10. Um estado T é separadvel se, e somente se, seu vetor r pertence ao octaedro
0.

Daqui em diante, nossa atencdo se voltard principalmente para o sistema de dois qubits.

2.2 Operacoes de filtragem em sistemas de dois qubits

Nessa secdo, vamos estudar as chamadas operagdes de filtragem ou operacdes locais
estocdsticas com comunicacdo cldssica, SLOCC E] Nosso intuito é encontrar um conjunto pe-
queno de formas normais para a matriz densidade utilizando essas operagdes, ou seja, queremos
encontrar formas simples de matrizes densidades tais que qualquer matriz densidade pode ser
levada a uma delas através de operagdes SLOCC [2, 23].

2Do termo em inglés Stochastic Local Operations and Classical Comunication
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2.2. Operacdes de filtragem em sistemas de dois qubits

Figura 2.3: A esquerda: o tetraedro T'. A direita: a intersecdo dos tetraedros T e T’, que
resulta no octaedro O.

Definicao 22. As operacées SLOCC sio operacbes da forma:

, (A®B)p(A® B)T
- Tr[(A® B)p(A® B)]

(2.3)

em que A e B satisfazem as seguintes condicGes E]
e ATA<T eB'B<LI;

o detA #0 edetB # 0.

3Usaremos a notacdo A < B para indicar que B — A é uma matriz positiva semi-definida.
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2. Os QUBITS

A primeira exigéncia esta relacionada ao fato de que queremos enxergar essas operagoes
como um resultado possivel de um POVM. Por isso o termo stochastic, pois a operacdo nio é
feita deterministicamente, mas sim com alguma probabilidade dada por Tr[(A® B)p(A® B)T].
N3o vamos nos preocupar aqui com as probabilidades, mas apenas com o efeito da operacdo
sobre a matriz densidade. Por isso, essa restricio é menos importante uma vez que estamos
dividindo pelo termo Tr[(A ® B)p(A ® B)'] e ndo vamos nos preocupar muito com ela. A
segunda restricdo é apenas uma questao de conveniéncia. Para nossos propdsitos é interessante
e também suficiente considerarmos apenas matrizes com determinante n3o nulo.

Nossa primeira preocupacdo é entender qual transformacdo sofre a matriz R quando
aplicamos uma operacao do tipo[2.3|a matriz p.

Teorema 13. A matriz R = (R;;) se transforma sob a agdo de transformagbes do tipo da
seguinte maneira, a menos de normalizac3o:

R = LsRLE
em que
T(A® A)TT
Ly = —/—~#F—,
|det A
I T(B® B*)TT
B |detB| 7
10 1
1fo1 1 o0
g 210 i =i 0
10 0 -1

Além disso, L4 e Lp sdo tansformacdes de Lorentz préprias ortécronas.
Demonstragao. A demonstracao pode ser dividida em quatro partes.

e 1° passo: Mostrar que R = 4T5TT, em que j é obtida escrevendo-se os indices de p, que
podemos pensar como variando de 0 a 3, em base binaria e definindo-se py; 11y = prw -

Desse modo temos:

£o0  Po1 P02 P03 £00,00 00,01 £00,10 00,11
p= P10 P11 P12 P13 | _ | PoL00 P01,01 P01,10 PO1,11
P20 P21 P22 P23 £10,00 P10,01 P10,10 P10,11
L P30 P31 P32 P33 f11,00 P11,01  P11,10 P11,11 |
E, portanto,
£00,00 00,01 01,00 £01,01 Po0  Po1 P10 P11
p= £00,10 P00,11 P01,10 pPO1,11 | po2 po3 P12 P13
£10,00 P10,01 P11,00 P11,01 P20 P21 P30 P31
| P10,10 P10,11 P11,10 P11,11 P22 P23 P32 P33 |

O célculo de THT™ fornece:

poo + p11 + p22 + pas po1 + p23 + p1o + pa2  i(po1 + p23 — p1o — p32) poo — P11 + p22 — P33
po2 + p20 + p13 + p31 po3 + p21 + p12 + p3o  i(pos + p21 — p12 — pP30) po2 + p20 — P13 — P31
i(po2 + p13 — p20 — p31)  i(po3 — p21 + p12 — p30) —po3 + p21 + p12 — p3o  i(po2 — p20 — P13 + p31)
poo + p11 — p22 — P33 po1 — p23 + pro — p32 i(po1 — p23 — p1o + p3z2) poo — p11 — p22 + P33
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2.2. Operacdes de filtragem em sistemas de dois qubits

O elemento ij dessa matriz é justamente R;; = T'r[o; ® 0jp|, como queriamos mostrar.
e 2° passo: Mostrar que p se transforma da seguinte forma:
p=(A® A*)p(B ® B*)T.
De fato,
Pripy = Pri = Z(A ® B iir - (p(A@ B

i’

= D (A B purgy - (A By

i3’

= Z (A® Bk it -+ piir jjr - (A By jjr
i35’

= Z AkiByir - piv g - AjBlrys
i35’

S Ay e BBy
i’ 55"

= Z (A® A )kij - Pijaryr - (B @ B )y v
i’ 55"

= Z (A® A pij - pijary - (B® B*)z'T'j',k'l'
i 55"

— (A 4B @ B

No célculo acima utilizamos
(M ® N)ii/,jj’ = Mi,jN’i/,j/‘
Essa notacdo é conveniente pois se aproveita do fato de que se M e N s3o matrizes

nxnentdio M ® N én? xn? e o nimero de digitos dos indices de M ® N escritos na
base 2 é duas vezes o nimero de digitos dos indices de M e N.

e 3° passo: Mostrar que
R’ = |det(A)||det(B)|LaRLY,.
Como provado no 1° passo, temos:
R =417'T?.
Pelo 2° passo temos:
R =4T(A® A*)p(B® B*)TTT
Como = 1TTR(TT)T, vale:
R = T(AANT'R(THT(Be B)TTT

T(A® AT T(B® B*)TT\"
_ Alldet B
( detA] ) R ( et D] [detAlldetB|

= |det(A)||det(B)|LaRLY.

29
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e 4° passo: Mostrar que L4 e Lp s3o transformac¢des de Lorentz préprias ortécronas.

Primeiramente observamos que TTMT* = —09 @ 09 e que Aoy AT = det(A)os.
Desse modo,

T(A® ANTTMT*(A® ATTT
|det(A)[?
—T(A® Aoy ® 09(A® A)TTT
|det(A)[?
det(A)det(A*)
|det(A)[?

L,MLY =

= —Toy®aTT < > = Toy®aoTT = M.
Claramente det(L4) = det(Lp) = 1 uma vez que det(T) = 1. O elemento 00 de L4 é
|A070|2 + |A()71|2 + \Al,o\g + |A171]2, que é sempre positivo, 0 mesmo valendo para Lp.
Logo L4 e Lp sdo transformacgdes de Lorentz préprias ortécronas.

O]

O préximo passo é mostrar que toda matriz de Lorentz é da forma L 4 para alguma matriz
A de determinante diferente de zero. Para isso, basta considerar A € SL(2,C) e utilizar o
teorema [l
Em vista do teorema anterior, uma pergunta natural é se podemos encontrar uma decom-
posicdo para a matriz R na forma
R=LxLT,

em que L1 e Lo sdo transformacdes de Lorentz prdprias ortdcronas e ¥ é uma matriz da
forma mais " simples” possivel. Por exemplo, seria 6timo se pudéssemos obter 3 diagonal. Nao
conseguimos obter uma simplificacdo t3o grande, mas veremos que é possivel chegar bem
perto disso.

Lema 4. Seja A uma matriz nxn positiva semidefinida. Ent3o existe uma matrizO € O(n,C)
e uma matriz da forma J(A) = A® T em que

AN OO - 0
0 X --- 0
A= . . )

0 0 )\n—2r
Q 0 - 0
0 Q --- 0

I'= . B . )
00 -~ Q

com Q = [ 1 EZ } e r = posto(A) — posto(AA*) tais que

A=0J(A)OT.
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2.2. Operacdes de filtragem em sistemas de dois qubits

Para uma demonstracdo desse resultado, veja [24]. Podemos agora provar o seguinte
resultado:

Teorema 14. A matriz R cujos elementos sdo R;; = Tr(p-0;®@0;) pode ser escrita na forma
R=IL,%LT,

em que Ly e Ly sdo transformacées de Lorentz prdprias e ortécronas e Y é uma matriz de
uma das seguintes formas:

A+ A1+ A+ A3 0 0
0 Ao — A3+ A1 — Ao 0 0 24)
0 0 —A0+ A3+ A2 — A\g 0 ’
0 0 0 Ao+ A3 — A1 — A
Ao+ A +2 0 0 -2
0 Ao — A1 0 0
0 0 —Xo+ M\ 0 ’ (2.5>
2 0 0 A+ A —2
1 0 0 1
00 0O
000 O0]° (2.6)
00 0 O
1 0 0 -1
00 0 O
00 0 O (2.7)
00 0 O

Demonstracdo. Definimos p = BpB', em que

1 0 0 1
0 ¢« ¢+ 0
B=1/2 0 -1 1 0
t 0 0 —3

Pela lei de inércia de Sylvester, p é uma matriz positiva definida. Pelo lema 1, existe uma
matriz ortogonal O tal que OpOT possui uma das seguintes formas:

XM 0 0 0 XM 0 0 0 10 0 —

0 X 0 O 01 — 0 01 — 0 (2.8)
0 0 X 0 |’ 0 ¢« 1 0 |’ 0 2 1 O '
0 0 0 As 0 0 0 N\ 1 0 1

31



2. Os QUBITS

Para garantir que O € SO(4, C) devemos ainda adicionar a formeﬁ:

(2.9)

S O =

S o= O
— |
<

= O O .

—1
Quando submetemos p a uma transformac3do ortogonal, p serd modificada:
¢ = BB =B'0s0'B = BtOBpBTO'B.

Dada uma transformagdo O € SO(4,C) , sabemos pelo Lema que existe uma transformacio
Al ® Ay € SL(2,C) ® SL(2,C) tal que A} ® Ay = BTOB. Logo, a transformac3o sofrida
pela matriz densidade serd da forma:

P = (A1 ® Ag)p(A; @ Ag)T
que é uma operacao de filtragem. Logo a transformacdo correspondente em R é
R=1Lu LY,

em que L4, e Ly, sdo como no teorema 1 e portanto sdo transformagdes de Lorentz préprias
e ortécronas. As matrizes densidade correspondentes as matrizes em e [2.9 sdo, respecti-
vamente:

1/2(/\0 + )\3) 0 0 1/2()\0 — /\3)
0 1/2(/\1 — /\2) 1/2(/\1 + /\2) 0 ’ )
1/2(0 — As) 0 0 1/2(Ao + A3)
1/2(>\o+)\1) 0 0 1/2()\0*)\1)
0 2 0 0
0 0 0 0 , (2.11)
1/200=M) 0 0 1/2(\ + A1)
2 0 0 0]
0 200
00001l (2.12)
(000 0]
[0 0 0 0]
0 2 00
000 0 (2.13)
000 2]

Calculando as matrizes R correspondentes, obtemos, respectivamente, as matrizes [2.412.7]
como queriamos mostrar. O

4Se O possui determinante negativo, basta multiplicarmos O pela matriz P que troca o sinal da primeira
coordenada para obtermos uma matriz de determinante positivo. OP[}PTOJr é igual a OpOT depois que
trocamos o sinal da primeira linha e em seguida o sinal da primeira coluna.
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Corolario 4. A transposta parcial de qualquer matriz densidade de um sistema de dois qubits
possui no maximo um autovalor negativo.

Demonstracdo. Quando aplicamos uma operacdo SLOCC a matriz densidade, a transposta
parcial sofrerd a seguinte transformacgdo:

P = (A" @ B)p" (A @ B)".

De fato, temos:

szl,k/z/ =peigr = (A®@B)p(A® BN

= > (A® By - pirr gy - (A@ B
i

= D (A® B pirjjr (A By i
i j

t * *

= Z AwiBuir - i i - Ak Brye
i

= Z A B - p%’,ij’ - ApiBpje
i

= Z (A* & B)k‘l’ji/ * p;§/7ij/ N (A* ® B)L/l/,ij’
i35

= (A" ®@B)" (A" ®B)}, -

Como toda matriz densidade pode ser levada a uma das formas - e a transposta
parcial de cada uma delas possui apenas um autovalor negativo, temos pela lei de inércia de
Sylvester que a transposta parcial de qualquer matriz densidade possui apenas um autovalor
negativo. [

Com esse importante resultado encerramos nosso estudo do espaco de estados de um e dois
qubits. Como vimos, apesar de serem sistemas simples, os espacos de estados j& apresentam
uma geometria rica, mesmo em casos especiais como os estados puros de um qubit ou os
estados T. E possivel encontrar uma parametrizagdo bem interessante para os estados puros
de dois qubits, que envolve a fibracio de Hopf de S7 com base S*, mas infelizmente n3o
vamos apresentd-la aqui [21]. Mais detalhes sobre geometria de estados quanticos podem ser
encontrados nas referéncias j3 citadas, em especial em [11].
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CAPITULO

Quantificadores de Emaranhamento
bipartite

Se o0 emaranhamento pode ser usado como um recurso para varias tarefas [25}, 26, 27, 28],
entdo é importante sabermos quanto dele possuimos. Como quantificar o emaranhamento?

Essa n3o é uma pergunta facil de ser respondida. Mesmo para o caso de dois qubits,
o sistema mais simples possivel em que ha emaranhamento, existem varios quantificadores
diferentes.

Existem muitas maneiras de tentarmos definir um quantificador de emaranhamento. Al-
guns deles sdo baseados em uma distdncia no espa¢o de estados, outros em propriedades
geométricas do espaco de estados, outros em critérios operacionais e interpretacdes fisicas.
Veremos nesse capitulo os principais quantificadores de emaranhamento bipartite, em especial
a concorréncia e a negatividade, para o sistema de dois qubits.

3.1 Estados puros

Decidir se um estado puro [¢)) € H; ®Hs é decomponivel ou ndo é uma tarefa ficil: basta
encontrarmos a matriz densidade reduzida de um dos subsistemas e verificar se ela corresponde
a um estado puro ou ndo. Com a utilizacdo do emaranhamento em protocolos de computacdo
e informagdo quéntica, ficou claro que nem todos os estados s3o igualmente (teis. Assim,
surgiu a questdo de quantificar o emaranhamento presente em um dado estado do sistema.

Quantificar o emaranhamento é uma questao bem mais complicada. Como o emaranha-
mento estd relacionado de alguma forma as correlagdes quanticas entre os dois subsistemas,
a propriedade mais importante que uma fun¢do F : H; ® Ho — R, deve satisfazer para ser
considerada um bom quantificador é ndo aumentar quando aplicamos as chamadas operacoes

LOCC.

Definicao 23. Suponhamos que um sistema fisico consista de dois subsistemas. Uma operacdo
LOCC (Local Operations and Classical Comunication) nesse sistema é uma operagdo em que
cada parte age apenas em seu subsistema e em que ha apenas troca de informagdo cldssica.
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Em geral, uma operacdo LOCC pode ser descrita por diversos passos, sendo que cada
qual consiste de uma medicao em uma das partes e da aplicacdo de um mapa completamente
positivo na outra parte, que depende do resultado da medi¢ao realizada.

Se E representa um quantificador de emaranhamento, entdo

Propriedade 1. F nio deve aumentar por LOCC, ou seja, se A é uma operagdo LOCC entdo

E(A(v))) < E(|y)).

Se E obedece esse critério, dizemos que E é um monétono de emaranhamento. Se E é
um mondtono de emaranhamento, entdo E é invariante por unitdrias locais, ou seja

E(Us@UplY)) = E([¢)).

Essa é uma Propriedade que decorre da Propriedade 1. De fato, uma operacio unitaria
local é uma operacdo LOCC de modo que

E(Ua®Uply)) < E(|[¥)).
Por outro lado, a inversa de uma unitdria local também é uma unitdria local e
E(|¢)) = BE(UL @ UL)(Ua @ Up) ) < E(Ua @ Ug|)).
Outra propriedade desejavel é

Propriedade 2. E(]1))) = 0 se, e somente se,

1Y) é um estado decomponivel.

Como todos os estados decomponiveis s3o equivalentes por unitarias locais, todo monétono
de emaranhamento é constante no conjunto de estados decomponiveis. Como todo estado de-
componivel pode ser obtido de um estado arbitrario por LOCC, essa constante é o minimo de
F, que podemos ajustar para ser igual a zero. No entanto, a Propriedade 2 exige um pouco
mais: que E seja diferente de zero para todos os estados emaranhados. A negatividade, que
veremos mais adiante, é um exemplo de quantificador que para dimensdes maiores que seis
nao satisfaz essa propriedade.

Vamos mostrar agora que a Propriedade 1 implica que o emaranhamento de um estado
puro bipartite depende apenas de seus coeficientes de Schmidt.

Vimos no Capitulo [I] que a relagdo de majoragdo introduz uma ordem parcial no sim-
plexo de probabilidade. Podemos também definir uma ordem parcial no conjunto de matrizes
densidade de um sistema [11].

Definicao 24. Dizemos que uma matriz densidade p majora uma matriz densidade o se o
vetor formado pelos autovalores de p majora o vetor formado pelos autovalores de o. Nesse
caso denotamos p - o.

Essa ordem esta relacionada com a convertibilidade entre os estados por um tipo especial
de mapa completamente positivo, chamado mapa biestocastico.

Definicao 25. Dizemos que um mapa completamente positivo que preserva o traco ®, repre-
sentado por operadores de Kraus A;, € biestocdstico se

S AAl=1.
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Um mapa biestocastico satisfaz a propriedade ®(I) = I.

Lema 5 (HLP quéntico). Dadas duas matrizes densidade p e o, existe um mapa biestocdstico
® tal que ®(p) = o se, e somente se, p = 0.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que se ¢ existe entdo p majora 0. Sejam U e V
unitarias que diagonalizam p e o respectivamente. Entdo vale

UpUT = diag(),), VoVl = diag(\,),

em que A4 representa o vetor cujas entradas sdo os autovalores de A. Definimos um novo
mapa biestocastico

U(A) = U[@(VTAV)|UT.

Por construcio,
U(diag(Ap)) = diag(As).

Sejam P; os projetores nos subespacos gerados pelos vetores da base. Definimos
Bij = Tr(BY(Py)).

Uma conta simples mostra que B;; € uma matriz biestocastica. Além disso temos

Ao, = Tr(Pidiag(hs)) = Tr(P¥ () Ay, P) =3 Bijh,.
J J

Desse modo existe uma matriz biestocastica que leva A\, em A,. Pelo HLP classico |10, temos
que A\, = Ay, ou seja, p = o.

Agora devemos mostrar que se p > o entdo existe um mapa biestocastico  tal que
®(p) = 0.

Vamos trabalhar na base em que ¢ é diagonal. Sejam U; matrizes unitdrias tais que as
matrizes UipU;r sejam diagonais e que percorram todas as permutacdes possiveis dos elementos
da diagonal. Precisamos de no maximo IN! dessas matrizes, em que N é a dimens3o do espaco
vetorial em questdo. Com as matrizes todas diagonalizadas, voltamos ao caso classico dado

pela Proposicao Ao pertence ao fecho convexo do conjunto formado pelos vetores )‘U,-,pU;f'
ou seja
o= ZPiUiPUZ-T, Zpi =1,
i i
que é a imagem de p por um mapa biestocdstico. O

Teorema 15 (Majoragdo de Nielsen). Dados dois estados |1)) e |$), sejam vy, e vg 0s vetores
de probabilidade formados com os quadrados dos coeficientes de Schmidt de |1) e |¢), respec-
tivamente. Entdo |1)) pode ser convertido em |¢p) através de operagées LOCC se, e somente
se, 05 Uy, € Vg satisfazem a relagdo de majoracdo vy, < v,s. Equivalentemente, |1)) pode ser
convertido em |p) por LOCC se, e somente se, as matrizes densidade reduzidas satisfazem a

relacao Trp (|v) (¥]) < Trp (|¢) (4])-
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Demonstragdo. Suponhamos que exista uma operagdo LOCC que leve [1)) em |¢). Suponha-
mos que a parte A realize uma operagdo local dada por uma medi¢cdo cujos operadores de
Kraus sejam A;. O resultado é comunicado a parte B, que realiza uma operacdo local ®;,
condicionada ao resultado ¢ da medicdo na parte A. Estamos supondo que

DI @ @) (A;i ® II9) (| Al @ T) = [) (4.

1

Como o estado resultante é puro, cada termo na soma convexa acima deve ser proporcional a
|¢)(¢|. Realizando o traco parcial em relagdo ao segundo subsistema temos

Aipp Al =pips Vi,

em que 2 pi = 1, py = Trp([¢¥)(W]) e py = Tr5(10)(9])-
Seja \/Aipr;r a raiz positiva de Aipr;r. Temos que

Ai,/pw == AlprIUZ

De fato, seja W;(A;,/py)Vi = ¥ a decomposi¢do em valor singular de A;,/py. Como
Aipy Al = (Ai/po) (Aiy/py)',

vale W/Z-AiprIVVZ.T = %2, de modo que W; deve diagonalizar Aipr;r. Como \/Aiprj
é diagonal em uma base em que Aipd,A;f 0 seja e possui autovalores dados pela raiz dos
autovalores de AZ-pd,A;f temos

Wiy Aipy ATW] = £ = Wi Ai /oy Vi,

o que implica que A;,/py = \/Al-pr;rUi, em que U; = V;W;, como queriamos.
Usando a relagdo de completude )", AlTAZ- = I podemos escrever

po = PulVps = Y s AlAn/ps =D iUl psUi.

Logo existe uma operagdo biestocdstica que leva ps em py. Pelo lema HLP quantico,
segue que

Ay, =< A

P Pé>
ou seja, Uy < Ug.
Se vale vy, < vy, operagées LOCC de conversao podem ser encontrados explicitamente,

como em [29, 30] . O

Dado um estado |1)), esse resultado divide o conjunto de estados puros do sistema em
trés partes: o conjunto dos estados que podem ser levados a |¢) através de LOCC, o conjunto
dos estados aos quais podemos chegar a partir de |1)) e o conjunto dos estados aos quais
ndo podemos chegar a partir de [¢)) e que ndo podem ser levados a |1)) por LOCC. Como
o emaranhamento n3o pode aumentar por LOCC, o primeiro conjunto contém os estados
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“menos”’ emaranhados que [1)) e o segundo os estados que sdo “mais” emaranhados que |v).
A existéncia do ultimo conjunto sugere a existéncia de “diferentes” tipos de emaranhamento,
pois dois estados podem n3o ser comparaveis. A intersecao dos dois primeiros representaria o
conjunto dos estados que sdo “tdo emaranhados quanto” [)).

Para o sistema de dois qubits, como o vetor de Schmidt possui apenas duas coordenadas,
a ordenacdo imposta pela relacdo de majorac3o é total, de modo que dados dois estados sempre
podemos levar um deles no outro através de LOCC.

O critério de majoracdo de Nielsen garante que qualquer funcdo céncava de Schur é
um mondtono de emaranhamento em H; ® Ho. Uma das mais utilizadas é a Entropia de
Emaranhamento:

E(|¢)) = S(p1), (3.1)

em que S ¢ a entropia de von Neuman, dada pela equaggo[L.1]e py = Tro(|¢) (¢]) é a matriz
densidade reduzida do sistema 1.

A entropia de Von Neumann é o andlogo em teoria de informacgdo quantica para a entropia
de Shannon em teoria de informacdo classica. As distribuicGes de probabilidade classicas s3o
substituidas pelas matrizes densidade [11], [15].

3.2 Emaranhamento para estados mistos

Para estados mistos, mesmo o problema de identificar se um estado é separavel ou nao
ja é um problema complicado. Como vimos, existem diversos critérios mas nenhum deles é
necessario e suficiente no caso geral e a0 mesmo tempo pratico. O problema é simples apenas
no caso de sistemas 2 X 2 e 2 x 3, para os quais o critério de Peres-Horodecki é também
suficiente. Por esse motivo, esperamos que n3o deva ser uma tarefa facil encontrar um bom
quantificador de emaranhamento para estados mistos, como de fato é o caso.

Novamente, a propriedade desejdvel mais importante para um quantificador de emara-
nhamento é

Propriedade 1. E nio deve aumentar por LOCC, ou seja, se A é uma operacdo LOCC ent3o

E(A(p)) < Elp).
Dela também decorre o fato de que E € invariante por unitarias locais:
E(Ua® UppUl @ UL) = E(p).
Podemos também impor a
Propriedade 2. FE(p) = 0 se, e somente se, p é um estado separadvel.

Para estados mistos, é mais dificil encontrar um quantificador que satisfaca essa proprie-
dade.

Para estados puros, a entropia de emaranhameto é um bom quantificador. Podemos
ent3o exigir que um quantificador para estados mistos satisfaca

Propriedade 3. E(|¢)(1|) coincide com a entropia de emaranhamento de |1).

Existem varios quantificadores para estados mistos bipartites. Vejamos alguns exemplos.
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3.3 Emaranhamento Destilavel e Custo de Emaranhamento

O estado |¥_), dado pela equagdo , € um estado maximamente emaranhado de dois
qubits. Utilizando esse estado como recurso, é possivel implementar vérios protocolos de
computagdo e informagdo quantica [27, 25]. Acredita-se que tais protocolos ndo possam ser
realizados utilizando apenas sistemas cldssicos e por isso a capacidade de realizarmos essas
tarefas deve estar relacionada a presenga do emaranhamento no estado |¥_) utilizado. Se
usarmos um estado que n3o possua emaranhamento maximo, n3o é possivel realizar o protocolo
com probabilidade 1.

No entanto, se possuirmos muitas cépias de um sistema em um dado estado |¢) ndo
maximamente emaranhado, podemos “concentrar’o emaranhamento, obtendo um nidmero
menor de cépias no estado |[¥_). Desse modo, podemos realizar os protocolos.

A pergunta que precisamos responder é quantos estados maximamente emaranhados |V _)
podemos obter a partir de n cépias de |¢):

)& PO |y @,

. My,
r= lim —.
n—oo N
Esse procedimento motivou a definicdo de um quantificador de emaranhamento chamado

Emaranhamento Destilavel |31} 32, 33].

Definicao 26. O Emaranhamento Destilavel de um estado de dois qubits dado pela matriz
densidade p é

Ep(p) = sup {T;nlinéo (iIAlf [A(P®™) = [ ) (@ |o |, = 0) } :

em que A representa uma operacdo LOCC.

A intepretacdo fisica para a definicdo acima é a seguinte: as duas partes compartilham
inicialmente n cépias do sistema todas no estado p. Em seguida eles aplicam uma dada
operagdo LOCC A, obtendo como estado final A(p®"). Queremos que quando n aumente o
estado final se aproxime cada vez mais de |U_)®™_ Se tal operacdo n3o existe, dizemos que
Ep = 0. Caso contrario, chamamos toda operacdo LOCC A satisfazendo essa propriedade de
protocolo de destilacdo de emaranhamento.

Teorema 16. Se um estado p é PPT, entdo Ep(p) = 0.

Uma demonstragdo para esse resultado pode ser encontrada em [34] e a reciproca é um
problema em aberto.

Podemos considerar também o problema inverso do considerado acima. As duas partes
comegam com m cépias de um sistema no estado |¥_) e em seguida aplicam uma operacdo
LOCC A obtendo como estado final A(p). Queremos que esse estado se aproxime de p®"
quando m cresce [32].

Definicao 27. O Custo de Emaranhamento de um estado de dois qubits p é

3 R H : Xn __ ®rn _
Bo(p) =int {r: i (i [0°" - Ay 0], =0) }.
em que A representa uma operacdo LOCC qualquer.
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Para estados puros, temos Fc = Ep. Em geral ndo vale a igualdade, sendo que existem
estados que “consomem”emaranhamento para serem gerados, mas dos quais é possivel destilar
uma quantidade menor de emaranhamento:

Ec(p) > Ep(p).

No caso extremo, nenhum emaranhamento pode ser destilado, apesar do estado ser emara-
nhado, com E¢ # 0. Dessa observacdo surgiu a nogdo de estados com emaranhamento preso:
estados emaranhados com Ep = 0. Para mais detalhes sobre essas observagdes, veja [11], 35].

3.4 Quantificadores baseados em distancia

Podemos construir quantificadores de emaranhameto utilizando uma distancia d definida
no conjunto de matrizes densidade do sistema [11}, [35]:

Ed(,O) = d(p’ S) = ;—Ielg d(pa 0)7

em que S denota o conjunto dos estados separaveis.
Para que essa fun¢do seja um mondtono de emaranhamento a distancia d deve satisfazer:

d(p, o) > d(A(p), A(o)),

para toda operacdo LOCC A.
Existem varias distancias entre as quais podemos escolher. Alguns exemplos s3o:

1. Distancia de Hilbert-Schmidt: Vem de um produto interno definido no espaco vetorial
de matrizes
(A, B)ys = Tr(AB'),

que gera a norma
14| g = Tr(AAT),

que por sua vez gera a distancia de Hilbert-Schmidt

dps(A,B) = ||A — Bllus-

2. Distancia do traco:
1
dir (A, B) = ETr(]A — BJ).

3. Distancia de Bures:
dg(p1,pa) = Tr(p1) + Tr(p2) — 2VF(p1, pa),
em que
VF(p1,p2) = maza, a,{|Tr(A1AD]; p1 = A1A, po = A, AL}
é chamada fidelidade raiz.
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Podemos usar um outro quantificador de distinguibilidade no lugar da distancia. Por
exemplo podemos usar a entropia relativa

S(plo) = Trlp(logp — logo)].
Nesse caso obtemos um quantificador de emaranhamento chamado Entropia Relativa de Ema-
ranhamento [36]
Er=inf S .
r = inf S(plo)

Outros dois quantificadores importantes sdo a Robustez e a Robustez Randémica [37].
Eles estdo relacionados com quanto de “ruido”deve ser adicionado ao estado p para que ele
deixe de ser emaranhado.

Suponhamos que p seja um estado emaranhado. Entdo o caminho

I:[0,1] — D(HagB)

I
tertp+(1-1)5,
em que d é a dimens3o de Hap, deve cruzar a fronteira do conjunto dos estados separdveis
em algum valor ¢y € (0,1), uma vez que o estado é é um estado separavel que pertence ao

interior do conjunto S(Hap).

Definicdo 28. A Robustez Randémica R, (p) de um estado p é dada por

1—1ty
RT(p) = to )

em que ty é o menor valor de t tal que tp + (1 — t)é € um estado separavel.

A definicdo acima faz sentido pelo fato de que S é um conjunto fechado, o que implica que o
conjunto de valores de ¢ tais que tp + (1 — t)é é um estado separdvel é um intervalo fechado
e portanto minimo.
Podemos agora fazer a mesma constru¢do com um outro estado separdvel qualquer o no lugar
de g. Tomamos o caminho
I° :[0,1] — D(Hap)
ttp+ (1 —t)o,

Esse caminho deve cruzar a fronteira do conjunto dos estados separaveis em algum valor
tg € (0,1], uma vez que o estado o é separdvel. Como permitimos que o esteja na fronteira
do conjunto S(H ap), pode ser que t§ = 1.

Definicao 29. A Robustez R(p) de um estado p € dada por

Rp)= swp 15,
o€S(Hag)

em que t§ € o menor valor de t tal que o estado tp + (1 —t)o € separavel.
Generalizando mais ainda:
Definicdo 30. A Robustez Generalizada Ry(p) de um estado p € dada por

RQ(P) = sup tga
o€D(HaB)

em que t§ € o menor valor de t tal que o estado tp + (1 —t)o € separavel.
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3.5. Fecho convexo e Emaranhamento de Formacgao

: : S
Figura 3.1: Robustez: R = =%,

3.5 Fecho convexo e Emaranhamento de Formacao

Suponhamos que temos definido um quantificador de emaranhamento para estados puros
que denotaremos F,. A partir dele podemos construir um quantificador de emaranhamento F£
para estados mistos que coincide com E), para os estados puros:

B(p) = inf {ZpiEpuwm} ,

em que o infimo é tomado sobre todas as decomposi¢cdes de p como soma convexa de estados
puros

p=ZpZ—|wi><wiy.

Em geral, quantificadores desse tipo ndo sdo muito praticos porque o processo de minimizacdo
envolvido pode ser dificil de realizar. Quando o quantificador para estados puros escolhido
é a Entropia de Emaranhamento, dada pela equacao [3.1] o quantificador de emaranhamento
obtido é chamado de emaranhamento de formagdo. [32].

Definicao 31. O emaranhamento de formacdo FEr de um estado qualquer p de um sistema

bipartite é dado por
E(p) = inf {ZPiE(Wi))} )

em que o infimo é tomado sobre todas as decomposicées de p como soma convexa de estados
puros

PZZPJ%M%L

e em que E(|1);)) € a entropia de emaranhamento de |1;).

3.6 Concorréncia

Apesar de quantificadores de emaranhamento construidos através do fecho convexo ndo
serem praticos em geral, podemos encontrar uma férmula que permite calcular o emaranha-
mento de formac3o para o sistema de dois qubits sem que precisemos realizar o processo de
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minimizac3o envolvido em sua definicdo. Para isso vamos introduzir a concorréncia que pode
também ser vista como um quantificador de emaranhamento [2, 38].

3.6.1 Concorréncia para estados puros

Para definir a concorréncia para estados puros, primeiramente definimos a operacdo de
spin flip para um qubit:

[9) = elv),

em que |¢)*) é o vetor formado a partir de |¢) conjugando seus coeficientes em alguma base
fixada e € é a matriz que, escrita nessa mesma base, tem a forma:

0 -1
€= :
1 0
Para n qubits, definimos a operacdo como sendo conjugacdo em relagdo a uma base decom-
ponivel seguida da aplicagdo da matriz € em cada um dos qubits.

Podemos expressar o emaranhamento de um sistema de dois qubits usando a operacdo
de spin flip.

Definicdo 32. A concorréncia de um estado puro |¢)) é

C([)) = [(wld)].

A concorréncia de um vetor qualquer |x) é dada por

[{z]2)|
[{lz)|

C(lz)) =

Lema 6. A concorréncia € invariante por unitdrias locais.

Demonstragao. Seja U = Uy ® Up.
Comegcamos com um estado da forma

[¥) = al00) + b[11),

com a e b reais e ndo-negativos. Qualquer estado pode ser levado a um estado desse tipo

7

através de uma unitdria local. A concorréncia desse estado é |(¢|¢))| = 2ab. Aplicando a
unitdria U temos:

[¥) = Ulp) = a(Ual0))(Us|0) + b(Ual1))(Usl1)),

[¢") = a(U410))(UE[0)) + b(UAI)(UEI1)),

[07) = a(eU4[0))(eUp10)) + b(eUAIL)) (U|1))-

Calculando o produto interno com |¢)) temos:
(/") = o O[TV 0){0ULeU10) + ab(O[UeUA 1) (0|U LU 1)+
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ab(1|U S eU3[0) (1|ULeU|0) + b2 (1{U L eU5 1) (1{U LU %[1).

Como ULEU;} =ce U;eUg — ¢, temos (1'|))') = 2ab e a concorréncia é invariante por
U. O

Usando a concorréncia, podemos expressar o emaranhamento de um estado puro de dois
qubits.

Lema 7. A entropia de emaranhamento de um estado puro de dois qubits é dada por

(LI
E(\w)—s( ; )

em que E(x) = —zxlogr — (1 — x)log(1l — z).

Demonstragao. Comecamos com o estado em decomposicdo de Schmidt e fazemos a operacdo
de spin flip em relacdo a essa base

[¥) = al00) + b[11),

com a e b reais. Temos entdo C? = 4a?b2.

la]? + |b|? = 1, de modo que:

Como supomos o estado normalizado, temos

1—C% = (la* + [b*)? — 4a®b* = (a® — b°)*.
Desse modo temos:

1+vV1-C?2 1—|a®—b?
2 N 2

= max(a?,b?),

que é um autovalor da matriz densidade reduzida

[a* 0
Como &(a?) = £(b?) = S(pa), segue o resultado. O

3.6.2 Concorréncia para estados mistos

Antes da definicdo geral de concorréncia, enunciaremos dois resultados que serdo usados
para provar propriedades Uteis.

Proposicdo 11. Seja p = >, |v;)(v;| a decomposicdo para uma matriz densidade p em termos
de autovetores |v;) em que cada |v;) satisfaz (v;|v;) = n;, com n; o autovalor de p associado
a |v;). Entdo para qualquer outra decomposicdo p =, |z;){(x;| temos:

|zi) = Z%‘\’Uﬁ-

em que U;; é uma matriz unitaria.

Uma demonstragdo para esse resultado pode ser encontrada em [13].
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Proposicdo 12. Se A é uma matriz complexa simétrica, entdo existe uma matriz unitaria U
tal que UAUT é diagonal, sendo que os elementos da diagonal sdo os valores singulares de A.

Uma demonstragdo para esse resultado pode ser encontrada em [39]
Definicao 33. A concorréncia de uma matriz densidade p € definida como
C’(p) = ma:c{O, )\1 — )\2 — )\3 — /\4},

em que \; sdo os valores singulares da matriz XTe @ €X, em ordem nao-crescente, sendo X
a raiz positiva de p.

Lema 8. A concorréncia como definida acima € invariante por unitarias locais.

Demonstracao. Seja
p=(eRe€)p (e®e).

Como XTe ® eX é simétrica, existe uma unitdria V tal que VIXTe @ eXV = %, com &
diagonal e com elementos da diagonal iguais aos valores singulares de X7e @ eX. Como X é
uma matriz real, temos que

2= (VIXTe@ eXV)I(VIXTe® eXV) =
ViXTe@ e X' V'VTXTe@ XV =
ViXTe@epe @ e XV = VIXpXV,

de modo que V diagonaliza a matriz XpX no sentido usual. Logo os valores singulares de
XTe®eX sdo as raizes dos autovalores de X 5X. Como essa matriz tem os mesmos autovalores
de pp, basta mostrar que os autovalores dessa tltima matriz ndo variam quando aplicamos
uma unitdria local.

De fato, seja p = (Us ® Up)p(Us @ Up)'. Devemos mostrar que os autovalores de o/
sao os mesmos de pp. Mas

pp=Us® UB),O(UIL ® U;)e ReULaUp)p (Ul @Uh)eoe=
(Ua @ Up)pl(e ® )p’(e @ €)(UL & Up) = (Ua & Up)pp(Ua & Up)',
em que usamos o fato de que
Ul @ ULe @ eU @ Ul = det(A)*det(B)*e ® e,

Ul @ Uke® eUp ® Up = det(A)det(B)e @ e.

Como os autovalores de uma matriz ndo mudam quando aplicamos uma transformacgdo unitéria,
segue que a concorréncia ndo muda quando aplicamos unitarias locais. ]

Proposicdo 13. A concorréncia da definicio [33 para estados puros coincide com a definicdo

(32
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3.6. Concorréncia

Demonstracdo. Como ja mostramos que ambas sdo invariantes por unitdrias locais, basta
cosiderarmos novamente um estado do tipo

) = al00) + b|11).

Para esse estado temos

262> 0 0 2a3b
- 0 0 0 0
PP=1 0 00 o |
2% 0 0 2a%b?
cujo tnico autovalor possivelmente n3o-nulo é 4a2b?, de modo que a concorréncia calculada

dessa forma coincide com a defini¢do [32 O]

Teorema 17. O emaranhamento de formacdo de um estado qualquer de dois qubits é dado

por:
B(p) =& 1+ \/12— C?(p) .

Além disso, a decomposicdo que minimiza o emaranhamento médio pode ser tomada com
todos os vetores com mesma concorréncia.

Vamos dividir a demonstracdo desse teorema em duas proposicoes. A primeira vai mostrar
que o valor minimo da concorréncia média sobre todas as decomposi¢des possiveis é igual a
concorréncia de p e que, além disso, é possivel encontrar uma decomposicdo minimizante na
qual todos os estados puros envolvidos tenham mesma concorréncia. A segunda vai mostrar
que essa decomposicao minimiza o emaranhamento médio, o que mostra o resultado desejado.

Proposicao 14. Dada uma matriz densidade p € possivel encontrar uma decomposicido
p=_ | {xil,
i

que minimiza a concorréncia média ) _,(x;|x;)C(|z;)) e na qual C(|x;)) = C(p) V .

Demonstragdo. Seja X a raiz de p. Se

p=">_ |wi)(wil

i

é uma outra decomposi¢do para p entdo existe uma matriz unitdria U tal que os vetores |w;)
sdo as colunas de XU. De fato, existe uma unitdria U tal que

wi) =Y Usjlvy),
J
em que |v;) sdo os autovetores de p. Na base em que p é diagonal temos:
(XU)ij =Y XiwUrj = > mibixUsj = nili; = w;)s.
k k
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3. QUANTIFICADORES DE EMARANHAMENTO BIPARTITE

Queremos encontrar uma decomposicdo que minimize a concorréncia média. A concorréncia
de cada |w;) é:

i+ € € 7 TE € i

(wilw;) (wilw;)

Como o peso p; em que cada |w;) aparece na decomposi¢do é (w;|w;), temos que a con-
corréncia média é:

A matriz XTe ® eX é complexa simétrica. Logo existe uma unitdria V tal que VT (XTe ®
eX)V =3, em que ¥ é diagonal. Absorvendo V' em U, temos que a concorréncia média de
uma outra decomposi¢do é dada por:

(Cy=1r(UTLU)),

em que U é unitdria e [UTSU| denota a matriz formada tomando o médulo elemento a
elemento de UTXU.

Nosso objetivo é encontar uma decomposicdo que possua concorréncia média minima.
Devemos entdo encontrar uma matriz U que minimize a expressdo acima. Podemos obter

. .  Pij
uma cota inferior. Escrevendo U;; = ,/p;je' 2 temos:
bj; i
T i i
Y NUTSU i =D 1D UiiSinUnil = D 1Y /pi€ 2 0j/pjie’ @ | =
i i kj i

4
Z lprio1 + Zpijajei(¢ji—¢u)|
Z Z Iprio1| — | Zpijei(‘f’ji*%i)aj‘
‘ i

> puo| =Y |pie’ 9oy | = 01 — 02 — 03 — 04 = C(p),
i J

em que usamos o fato de que ), p;; = 1, o que segue do fato de U ser unitdria. Desse modo
a concorréncia média é sempre maior que C(p). Devemos agora encontrar uma unitdria que
sature essa desigualdade. Vamos considerar primeiro o bloco

01 0
0 o9 /°
Seja ¢ = arctg ( %) Ent3o a unitdria

= (8 )
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3.6. Concorréncia

é tal que
UT(m 0 )U—( o1 — 0y — 0102>
0 o Va0 )
Repetindo o mesmo process , para o bloco ( or—0o2 0
0 g3
< o1 —o09—o03 0
0 o4
e os outros termos da diagonal sdo nulos. Desse modo obtemos uma unitaria U que satura a
desigualdade, de modo que a concorréncia média minima é C(p).
Devemos agora mostrar que os estados |w;) podem ser escolhidos com mesma con-
corréncia. Para isso vamos utilizar matrizes unitdrias reais O, uma vez que elas ndo alteram a
concorréncia média:

> e em seguida para o bloco

obtemos uma matriz tal que o primeiro elemento na diagonal é C(p)

Tr(OTUXUO) = Tr(UTXU).

Nossa tarefa agora é escolher O de modo que todos os estados na decomposicdo possuam a
mesma concorréncia. Isso quer dizer que o elemento 4i da matriz OTUTXUO deve ser p;C(p),
em que p; é o peso com que |w;) aparece na decomposicdo. Como cada |w;) € a i-ésima coluna
da matriz XVUO, temos que p; = (w;|w;) = [(XVUO)(XVUO)];; e entdo a condicio para
que todos os estados tenham a mesma concorréncia C(p) é equivalente a

OT(UTSU - Cl(p)UVIXTXVU)Ol; =0 V i

Seja Q = UTSU — C(p)UTVIXTXVU. Como a concorréncia média é C(p), Tr(Q) = 0. Se
existir algum elemento n3o nulo na diagonal, entdo deve haver um positivo e um negativo.

Seja
a b
c d

um bloco da diagonal de Q com a < 0 e d > 0. Suponhamos sem perda de generalidade que
esse bloco seja o primeiro bloco na diagonal. Consideremos as rota¢des da forma

R - ( cos(t) —sen(t) ) ol

sen(t)  cos(t)

Ry =TI e Ry troca a e d. Por continuidade deve haver algum ¢ tal que a primeira entrada
desse bloco de R;QR] seja igual a zero. Como Tr(R;QR]) = 0, podemos proceder de
maneira andloga para outro bloco em que o primeiro elemento da diagonal seja positivo e
o segundo negativo. lIsso ndo altera o elemento da diagonal que jd zeramos. Repetimos o
procedimento até zerarmos todos os elementos da diagonal. Assim obtemos uma decomposi¢cao
com concorréncia minima na qual todos os vetores possuem a mesma concorréncia. O

Proposicao 15. A decomposicdo encontrada na proposicdo acima também minimiza o ema-
ranhamento médio

> (il E(|z:)).

7

lEsse procedimento altera os elementos fora da diagonal, mas deixa os outros elementos da diagonal
b
além de o1 — 02 e o3 inalterados.
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3. QUANTIFICADORES DE EMARANHAMENTO BIPARTITE

Demonstracdo. Seja f(x) = HV1=22 ”21712 A fungdo g = £ o f é uma fungdo convexa. Desse
modo temos que, dada uma decomposi¢do p = >, |vyi) (il

sz (lyi) (wil) szg (19:))) >gzpz (1:))) = 9((C)).

Como g é uma fungdo crescente, e C(p) é a concorréncia média minima , temos

9({C)) = g(C(p)) = (E) = g(C(p)).

Para a decomposicdo encontrada na proposicdo anterior, temos que todos os estados
puros |z;) envolvidos possuem mesma concorréncia C(p) e portanto mesmo emaranhamento
g(C(p)), de modo que o emaranhamento médio para essa decomposicdo é g(C(p)). Logo,
essa é uma decomposicdo que minimiza o emaranhamento médio e portanto

3.7 Negatividade

Um dos resultados mais poderosos na teoria do emaranhamento é o critério de Peres-
Horodecki, que garante condicGes necessarias para que um estado de um sistema seja se-
paravel.

A negatividade [3] é um quantificador de emaranhamento criado a partir do critério de
Peres-Horodecki, e pode ser vista como uma versdo quantitativa deste. De certa forma, ela
mede “quanto”a transposta parcial de uma matriz densidade “deixa” de ser positiva.

Definicdo 34. A negatividade N' de uma matriz densidade p é:
11

0 _

N(p) = ™, =1 ‘2’1 :

em que | A|l, = (Tr(AtA))Y/2 é a norma trago.

No caso de matrizes hermitianas, que é o que estamos considerando, a norma traco é
simplesmente a soma dos valores absolutos dos autovalores da matriz. Como o trago da
transposta parcial de uma matriz densidade é um, a soma dos autovalores dessa matriz é
um. Desse modo a quantidade HPT1H1 — 1 é justamente o dobro dos valores absolutos dos
autovalores negativos de p’! e a negatividade é a soma dos valores absolutos dos autovalores
negativos de p’!

Agora devemos verificar se a negatividade é realmente um bom quantificador de ema-
ranhamento. A condicdo de se anular em estados separdveis é claramente satisfeita, uma
vez que a transposta parcial de uma matriz separdvel n3o possui autovalores negativos. A
outra condicdo essencial, de ndo aumentar em média por LOCC, também é satisfeita, como
mostraremos em seguida.

A negatividade ndo aumenta quando fazemos misturas:
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3.7. Negatividade

Proposicao 16. A negatividade N' é uma funcdo convexa, isto é,

N (Xopie) < 3 pN (o). (3.2)

em que as matrizes p; sdo hermitianas, p; >0 e > p; = 1.

Demonstragdo. Segue do fato de que ||-||; é uma norma e por isso satisfaz a desigualdade
triangular:

HZpipiTl S pi |[plt

N(me)z 5 1_1 < | 5
O i ek

-1
1

=> N (

O

Definida em termos dos autovalores, a negatividade pode ser facilmente calculada. No
entanto, para provar os resultados sobre monotonicidade por LOCC é mais conveniente escre-
vermos a negatividade em termos de uma expressao variacional. Dada uma matriz hermitiana
A, sempre podemos escrevé-la na forma:

A=ayps —a—p-, (3.3)
em que p4 e p_ sao matrizes densidadeE]e ay,a— > 0. Desse modo temos tr(A) = ay —a—.

Proposicao 17. Dada uma matriz hermitiana A, existe uma decomposicdo da forma tal
que a4 + a_ € minimo. Para essa decomposicdo, temos ||A|l; = a+ +a_ e a_ é a soma dos
valores absolutos dos autovalores negativos de A.

Demonstragdo. Sabemos que A 4+ a_p_ é uma matriz positiva semidefinida. Seja P_ o
projetor sobre o subespaco gerado pelos autovetores cujos autovalores sdo negativos. Entdo
temos:

Tr(P_(A+a_p_)) > 0.

Sejam A1, ..., A\, os autovalores ndo-negativos de A e 1, ..., i, OS autovalores negativos de
A. Ent3o em uma base de autovetores adequada, A pode ser escrita na forma:

A1

M1

M

ZPara ver que isso é sempre possivel, basta diagonalizarmos A.
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3. QUANTIFICADORES DE EMARANHAMENTO BIPARTITE

Nessa base, temos

0 0

sz 5 PfA: P

I ] i pm ]
de modo que Tr(AP_) = —N(A). Logo temos
Tr(P-(A+a_p-))=—-N(A)+a_Tr(P-p_) > 0.

Como Tr(P-p_) <1, vale

~N(A) +a_ >0,
ou seja, a_ > N(A). Seja
" o -
0
00
a_p_ = )
p —H1
L “Hm |
a® = —(p1 + ...+ pm). Entdo,
oy -
00 An
(A+a’pl)P. = 0 P_=0
- 0 -
Nesse caso, temos a” = A (A), que é o menor valor possivel de a_. Como ay —a_ = Tr(A),

temos que se a— é minimo, a4 também deve ser, de modo que a9r +a® é o minimo de

a++a_, em que a(jr =1—a’ =\ +...+\,. Desse modo temos que o minimo de a++a—
XN+ A — o — e = A O

Corolario 5. A negatividade N' de uma matriz densidade p pode ser definida alternativamente
como:

N(p) =minfa_| p"* = arpy —a_p-}, (3.4)

em que o minimo € tomado sobre todas as possiveis decomposicées em que p,, p— sdo matrizes
densidade e em que ay,a_ > 0.
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3.7. Negatividade

Quando a negatividade é caracterizada dessa maneira, é facil mostrar que ela é um
mondtono de emaranhamento. Para mostrar esse fato, devemos verificar que apds uma
operacdo LOCC em que os possiveis estados finais sdo p;, com probabilidade p;, temos

p) =Y piN(pi)- (3.5)

Cada passo de uma operacdo LOCC pode ser caracterizado por um conjunto de mapas com-
pletamente positivos M;, tais que

M;
o = (p)
Di

pi = Tr(Mip)).

Se necessdrio, podemos ainda decompor cada M; na forma:
_ J
M; = E M,
J

de maneira que cada mapa leve estados puros em estados puros, caso em que o mapa é
chamado mapa puro. Pelo fato de \ ser convexa, temos:

J
N(Mi(p)) <Y N (M(p)),
J
e podemos ent3o considerar apenas mapas M, puros. Além disso, podemos considerar que
apenas uma das partes realiza a operacdo, pois uma opera¢do em que as duas partes participam
é a composicao de uma operacdo em que somente uma participa com uma operacao em que

s6 a outra participa. Vamos supor entdo que a operagdo é realizada apenas no segundo
subsistema. Desse modo cada M; pode ser escrito na forma:

Mi(p) = (I @ M;)p(I @ M;)T, (3.6)
em que ZM;MZ- <.
Lema 9. Com as definicbes dadas acima, temos:
(Mi(p)™ = Mi(p™).

Demonstragdo. Escrevendo p =) A;® Bj, em que A;, B; ndo sdo necessariamente matrizes
densidade, temos:

M) = (TeM)pem))" =
(@) (3450 B;) ( I®Mi)T)TI - (ZA]@)MZ-B]-MJ)TI:
S Ale MiBM] = (I® M) (ZAT@@B) (Ie M) =
(1) (3 4 ®B) (ToM) = M; (™).
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Proposicao 18. A negatividade é um mondétono de emaranhamento.

Demonstragdo. Como dissemos, basta considerarmos um passo de LOCC em que apenas o
segundo subsistema realiza uma operagdo “pura”, descrita pela equagdo [3.6] Seja entdo

p"™t = (1—=N)py —Np_

a decomposicdo étima de p’! dada pela Proposicio , em que N = N(p). Aplicando M; a
ambos os lados da equacdo acima, temos:

pip;t = Mi(p)™ = M;(p™) = (1= N)pi, — Np',

em que p’, = M;(p4+) e p. = M;(p_). Dividindo por p; obtemos:

(1-N), N,
pi=——=p4 — —p_,
bi pi
que é justamente uma das decomposicdes que aparecem na Definicéo, coma_ = pﬂiTT(/\/lz’(Pi_)) <

pﬂi. Desse modo, pela Proposi(;ﬁo temos N (p;) < % e

N
> piN(pi) < Zpi; =N =N(p),
(2
0 que prova que a negatividade é um mondtono de emaranhamento. O

3.7.1 Comparacao entre negatividade e concorréncia

Lema 10. Para estados puros de dois qubits, negatividade e concorréncia coincidem.
Demonstragao. Seja |¥) um estado puro. Escrevendo |¥) em decomposicdo de Schmidt
a|00) + b|11)

sabemos que C(|¥)) = 2ab. A negatividade de |¥) é o valor absoluto do autovalor negativo
da matriz

a 0 0 O
T 0 0 ab O
P 0 ab 0 0 |’
0 0 0 ¥
que é igual a 2ab. O

Proposicao 19. A negatividade de uma matriz densidade de dois qubits nunca pode exceder
sua concorréncia.

Demonstragcao. Sabemos pela Proposicao que toda matriz densidade p pode ser escrita
como soma convexa de matrizes densidade de estados puros, todas com a mesma concorréncia
C(p). Pela linearidade da transposicdo parcial, p’' é escrita como soma convexa das trans-
postas parciais dessas matrizes densidade de estados puros.

Como para estados puros, negatividade e concorréncia coincidem, cada estado puro que
aparece na decomposi¢cdo possui um autovalor negativo igual a C(p), uma vez que provamos
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3.7. Negatividade

no Coroldrio 4] que cada matriz densidade de dois qubits possui no maximo um autovalor
negativo.

Sabemos pelo Corolario [I] que o autovalor minimo de uma soma de matrizes é maior que
a soma dos autovalores minimos dessas matrizes. Desse modo, a negatividade de p é menor
que a negatividade das matrizes que fazem parte da soma convexa, que é igual a concorréncia

de p. Isso prova o resultado.
O

Os estados que maximizam a negatividade dada a concorréncia C s3o os estados puros. Os
estados que minimizam a negatividade dada a concorréncia sdo os estados da forma

c/2 0 0 CJ2
0 1-C 0 0
0 0 0 0
c/2 0 0 CJ2

para os quais a negatividade e a concorréncia estao relacionados através da equacgao

N?4+2N(1-0)-C?*=0.

Figura 3.2: Negatividade x Concorréncia

Detalhes sobre esses resultados podem ser encontrados em [1].

Comparacdes como essas podem ser feitas entre varios quantificadores de emaranhamento.
Em [1I] podemos encontrar algumas delas e referéncias para os resultados.

O que apresentamos aqui vale para sistemas bipartites, e alguns resultados, como os rela-
tivos a negatividade e a concorréncia, apenas para o sistema de dois qubits. O préximo passo
seria considerarmos sistemas de dimensdes maiores e com um nimero maior de subsistemas.
No entanto, quando aumentamos a dimensao do espaco de estados fica cada vez mais dificil
quantificar o emaranhamento de maneira satisfatéria. Mesmo decidir se um estado é ou ndo
emaranhado ja se torna um problema dificil, uma vez que o critério de Peres-Horodecki n3o é
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mais suficiente e os critérios necessdrios e suficientes ndo sdo nada praticos. Surge também
uma propriedade que n3o aparece no sistema de dois qubits: pode haver “diferentes” tipos de
emaranhamento. Quando aumentamos o nimero de subsistemas a dificuldade é ainda maior.
Para comecar, devemos especificar que tipo de correlacdes vamos chamar de emaranhamento.
Por exemplo, os subsistemas 1 e 2 podem estar emaranhados, mas o sistema 3 pode estar
fatorado do sistema 1-2, ou pode haver o que é chamado de emaranhamento genuino.

Por todas essas razbes, ainda hd muito trabalho pela frente no estudo do emaranhamento.
Para o leitor interessado em maiores detalhes sobre os quantificadores apresentados e quanti-
ficadores para sistemas com dimensGes maiores sugerimos as referéncias [11], [35], onde outras
referéncias também podem ser encontradas.
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Consideracoes finais

O artigo [1], que motivou essa dissertacdo, foi publicado em 2001. O artigo que apresenta
a Negatividade como mondétono de emaranhamento [3] foi escrito no mesmo ano e o artigo
relacionando Concorréncia e Emaranhamento de Formag3o [38] foi publicado em 1998. Mesmo
sendo resultados ja conhecidos hd algum tempo pela comunidade, suas demonstra¢des sempre
nos pareceram confusas e por isso decidimos estuda-las nessa dissertacio de mestrado. Acre-
ditamos que agora essas demonstra¢des estao mais claras e vao ser mais facilmente entendidas
por outros alunos que se interessem pelo assunto.

Desde 13, cerca de 10 anos se passaram e muitos outros quantificadores foram criados e
varios novos resultados foram obtidos, além de varios outros que ja eram conhecidos na época
e que nao abordamos nesse trabalho. Por essa razio, o que apresentamos aqui é apenas uma
minima fatia da vasta drea de Informacdo e Computacdo Quanticas. Para uma compilacdo de
varios resultados e referéncias sugerimos [11), 35]. Essas referéncias apresentam um resumo
dos resultados conhecidos e dos problemas em aberto em vérios ramos diferentes da 4rea.
La também podem ser encontradas referéncias para as realizagGes experimentais de varios
resultados.

o7






[1]
]

[3]
[4]
[5]
[6]
[7]
[8]
[9]

[10]
[11]

[12]
[13]

[14]
[15]
[16]

[17]

[18]
[19]

Bibliografia

Verstraete, F., Audenaert, K., Dehaene, J., and Moor, B. D., J. Phys. A 34 10327.

Verstraete, F., A Study of Entanglement in Quantum Information Theory , PhD thesis,
Katholieke Universiteit Leuven, 2002.

Vidal, G. and Werner, R. ., Phys. Rev. Lett. 65 32314.

Biezuner, R. J., Analise Funcional, Notas de Aula.

Cohen-Tannoudji, C., Diu, B., and Lalog, F., Quantum Mechanics, Wiley, 1977.
Griffiths, D. J., Introduction to Quantum Mechanics, Pearson Prentice Hall, 2005.
Hoffman, K. M. and Kunze, R., Linear Algebra, Prentice-Hall, 1961.

Vainsencher, |., Algebra Linear, Notas de Aula, 2009.

Helgason, S., Differential Geometry and Symmetric Spaces, AMS Chelsea Publishing,
1962.

Onishchik, A. L., Lie Groups and Lie Algebras I, Springer-Verlag, 1988.

Bengtsson, |. and Zyczkowski, K., Geometry of Quantum States, an Introduction to
Quantum Entanglement, Cambridge University Press, 2006.

Lang, S., Linear Algebra, Springer, 1987.

Nielsen, M. A. and Chuang, I. L., Quantum computation and quantum information,
Cambridge University Press, 2000.

Lang, S., Algebra, Springer, 2002.
Vedral, V., Introduction to Quantum Information Science, Oxford University Press, 2006.
Munkres, J. R., Topology, Prentice Hall, 2000.

Shannon, C. E. and Weaver, W., The Mathematical Theory of Comunication, University
of lllinois Press, 1949,

Brody, D. C. and Hughstone, L. P., J.Geom. Phys. 38 19.

Lyons, D. H., Mathematics Magazine 76 (2003).

99



BIBLIOGRAFIA

[20] Mosseri, R., arxiv:quant-ph 0310053v1. (2003).

[21] Mosseri, R. and Milman, P., Phys. Rev. Lett. 90 (2003) 230403.

[22] e M. Horodecki, R. H., Phys. Rev. A 54 1838.

[23] F.Verstraete, Dehaene, J., and DeMoor, B., Phys. Rev. A 64 010101.
[24] Hong, Y., SIAM J. Matrix Anal. Appl. 10.

[25] Bennett, C. H. et al., Phys. Rev. Lett. 70 1895.

[26] Bennett, C. H. and Wiesner, S. J., Phys. Rev. Lett. 69 28821.

[27] Shor, P., SIAM Review 41.

[28] Jozsa, R., arxiv:quant-ph 9707034. (1997).

[29] Donald, M. J., Horodecki, M., and Rudolph, O., J. Math. Phys. 43 4252.
[30] Hardy, L., Phys. Rev. A 60 19112.

[31] Bennett, C. H. et al., Phys. Rev. Lett. 78 2031.

[32] Bennett, C. H., DiVincenzo, D. P., Smolin, J., and Wootters, W. K., Phys. Rev. A 54
3824.

[33] Plenio, M. B. and Virmani, S., Quantum Inf. Comp. 7 1.
[34] Horodecki, M., Horodecki, P., and Horodecki, R., Phys. Rev. Lett. 80 5239.

[35] Horodecki, R., Horodecki, P., Horodecki, M., and Horodecki, K., Rev. Mod. Phys. 81
865.

[36] Vedral, V. and Plenio, M. B., Phys. Rev. A 57 1619.
[37] Vidal, G. and Tarrach, R., Phys. Rev. A 59 141.
[38] Wooters, W. K., Phys. Rev. Lett. 80 2245.

[39] Horn, R. A. and Johnson, C. R., Matrix Analysis, Cambridge University Press, 1985.

60



	Preliminares
	Espaços vetoriais
	Produto tensorial

	Grupos de Lie
	Álgebra de Lie
	Alguns homomorfismos importantes

	Convexidade
	Probabilidades


	Os qubits
	Os qubits e a Fibração de Hopf
	Fibrados
	Estados mistos de um qubit
	Dois qubits

	Operações de filtragem em sistemas de dois qubits

	Quantificadores de Emaranhamento bipartite
	Estados puros
	Emaranhamento para estados mistos
	Emaranhamento Destilável e Custo de Emaranhamento
	Quantificadores baseados em distância
	Fecho convexo e Emaranhamento de Formação 
	Concorrência
	Concorrência para estados puros
	Concorrência para estados mistos

	Negatividade
	Comparação entre negatividade e concorrência


	Bibliografia

