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Resumo

Neste trabalho € apresentado uma revisdo da caracterizacdo do tempo de espera no
regime de trafego pesado para a fila GI/G/1. Apresentamos as defini¢des das distribuigdes
estaveis e geométrica estaveis e uma forma de representacdo dessas distribuicdes como mis-
tura. Discutimos um método de estimar essas distribuicdes utilizando o método dos momentos
fraciondrios. O resultado principal dessa caracterizagdo € o fato de que o tempo de espera
multiplicado por uma certa constante, chamada “coeficiente de contragdo”, converge para uma
distribui¢do geométrica estdvel conhecida como Mittag-Leffler. Por fim, apresentamos um mé-
todo de aproximac¢@o numérica para o coeficiente de contracao.
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1 Introducao

Em quase todas as atividades que realizamos atualmente temos de esperar em filas.
Por isso, conhecer o tempo que os clientes terdo de esperar pelo atendimento tem se tornado
uma preocupagao constante nos ultimos anos. As filas surgem, sempre que os servidores nao
conseguem completar o atendimento de um determinado cliente, antes da chegada do préximo.
Estes eventos podem ser vistos em pedagios, supermercados, bancos, centrais de atendimento,

etc.

Quando o tempo entre as chegadas dos clientes se aproxima do tempo de servigo,
condicdes que se conhece como “trafego pesado”, a distribuicao do tempo de espera assintotico
converge para a distribuicdo “Mittag-Leffler” (ver [2]), a distribuicdo exponencial € um caso
especial dessa. A distribuicdo Mittag-Leffler € um caso especial de um tipo de distribui¢cdo
chamada geométrica estdvel (ver [11]). Os pardmetros dessas podem ser estimados através
do método dos momentos fraciondrios (ver [8]). A caracterizacdo do trafego pesado decorre
do fato de que o tempo de espera assintético multiplicado por uma certa constante que serd
chamada de “coeficiente de contracdo”, converge para a distribui¢cdo Mittag-Leffler, com indice

de estabilidade o e parametro de escala ¢ =1 (ver [2]).

Esta dissertacdo € organizada da seguinte maneira: no capitulo 2, discutiremos as dis-
tribui¢des geométrica estiveis e apresentaremos as defini¢des das distribuicdes estdveis e ge-
ométrica estaveis; definiremos a distribui¢do estdvel atrdves da sua funcdo caracteristica bem
como as distribuicdes geométrica estaveis e mostraremos que estas distribui¢des estio relaci-
onadas com a distribui¢des estdveis através do seu “expoente caracteristico”. Também apre-
sentamos o teorema de Rényi, que caracteriza a estabilidade geométrica em um caso simples.
Introduzimos uma representagao das distribui¢cdes geométrica estdveis como mistura, represen-
tacdo essa devido a Kozubowski (ver [8]). Em seguida apresentaremos um método de estimagao
dos parametros das distribui¢oes Linnik e Mittag-Leffler através do método dos momentos. Dis-

cutiremos uma forma de simular as distribui¢des Linnik e Mittag-Leffler.

Nosso objetivo no capitulo 3 é caracterizar o tempo de espera de uma fila GI/G/1.



Nesse capitulo, faremos uma breve introducao sobre a teoria das filas, abordaremos a fila M/M/1
mostrando que esse tipo de fila ¢ um processo de nascimento e morte e encontraremos o tempo
de espera para a mesma. Mostraremos que a distribuicao do tempo de espera de uma fila M/M/1,
no equilibrio quando o tempo de servico esta préximo ao tempo entre chegadas, converge para
uma distribuicdo exponencial. Depois disso, descreveremos um algoritmo para simular uma
fila M/M/1. Também consideramos o caso das filas GI/G/1 com trifego pesado, mas com
distribui¢des dos tempos entre chegadas e de servico de caudas pesadas, onde discutiremos
o tempo de espera desta fila, que multiplicado pelo “coeficiente de contra¢do” converge em
distribui¢do para uma distribui¢cao Mittag-Leffler com escala igual a 1 e indice de estabilidade
o € (0, 1]. Estimamos os pardmetros da distribuicdo do tempo de espera dessa fila, com tempos
entre chegadas e de servico com caudas pesadas. Por fim, apresentaremos uma aproximacgao

numeérica para o “coeficente de contragcao”.



2 Distribuicoes Geométrica Estaveis: Estimacao

Neste capitulo, vamos apresentar as defini¢des das distribui¢des estdveis e geométrica
estaveis e a relacdo entre elas. Serd apresentada uma representacdo das distribui¢des geométrica
estaveis como mistura. Discutiremos um método de estimagdo paramétrico das distribui¢des
geométrica estaveis utilizando o método dos momentos fraciondrios. Um método de simula-
cdo dessas distribui¢cdes, também serd discutido. Para finalizarmos este capitulo, faremos uma

avaliagdo do método de estimagdo proposto para as mesmas.

As distribuicdes geométrica estaveis tém sido bastante estudadas, nos ultimos anos,
principalmente na drea financeira, isto pode ser visto no trabalho de Kozubowski [8]. As distri-
bui¢des Linnik e Mittag-Leffler que serdo apresentadas na sec¢do 2.1.2, pertencem a familia das
distribui¢Oes geométrica estaveis. Mais detalhes podem ser obtidos nos trabalhos de Pillai [5],

Kozubowski [8], Mittnik e Rachev [10].

2.1 Distribuicoes Estiveis e Geométricas Estaveis

Nesta secdo, definiremos a familia de distribuicdes estdveis e geométrica estdveis. Es-
sas estao relacionadas pela funcdo caracteristica através do “expoente caracteristico”. Definire-
mos as distribui¢cdes Mittag-Leffler e Linnik que pertencem a familia geométrica estavel. Apre-
sentaremos um resultado assintético chamado teorema de Rényi, que caracteriza a estabilidade
geométrica em um caso simples. Introduziremos uma representacio das distribui¢cdes geomé-
trica estaveis como mistura, devido ao trabalho de Kozubowski [8], representacao esta, que nos
possibilitard estimar os parametros das distribui¢cdes Linnik e Mittag-Leffler pelo método dos

momentos, assunto que serd discutido na Sec¢do 2.2.

2.1.1 Distribuicao Estavel

A teoria das distribui¢des estdveis foi basicamente desenvolvida nos anos 20 e 30 do

século passado, por Paul Lévy e Aleksander Yakovlevich Khinchine, no estudo de generalizacao



do teorema central do limite, os resultados estdo apresentados com detalhes nos livros classicos

de Gnedenko e Kolmogorov [17] e Feller [3].

A classe de distribui¢des estdveis é uma generalizacdo importante das distribuicdes
que aparecem no teorema central do limite (TCL). Isto €, estas distribui¢des ocorrem como os
limites das somas de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, apropria-

damente escaladas e transladadas.

Definicao 2.1. Uma varidvel aleatoria X tem distribuicdo estdvel se existir uma sequéncia de

niimeros positivos {b, } e niimeros reais {a,}, tal que

Xi+X+-+X,
b

ta,=X, VneN, 2.1)

onde a sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas X1,X>, . ..

tem a mesma distribuicdo de X.

Estas distribui¢des aparecem como generalizagdo do teorema central do limite:

Teorema 2.1. Suponha que X1,X>,... é uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes

e identicamente distribuidas e seja Y, =Y.! ; X; para n € N. Se existem constantes a, € R e

by, € (0,00) tais que an— 9 tem uma distribui¢do limite (ndo degenerada), entéo esta distribuigdo

limite, quando n — oo ¢é estadvel.

Para ver a prova deste teorema e outros resultados, veja a Secdo 1.2 do livro de Nolan
[21].

Outra forma muito utilizada na prética para descrever a distribuicdo estdavel € através
de sua fung@o caracteristica ¢(¢), o logaritmo da fun¢fo caracteristica é chamado de expoente
caracteristico, podendo ser expresso como:

o
—Ga|t|a{1—iﬁsgnttan%}+iut, o#1

y(t) =Ing(r) = (2.2)

2
—G|t|{1—iﬁsgn(t);ln|t|}+iut, oa=1
Nesta representagdo (1 € R é o parAmentro de locagdo, 6 € (0,0) é o parAmetro de escala,
o € (0,2] é o indice de estabilidade e B € [—1,1] é o parAmetro de assimetria (‘“skewness”).
O expoente caracteristico serd utilizado para descrever outras distribuicdes relacionadas com a

distribui¢@o estavel. A distribui¢do estavel serd representada pela notagdo Sq (0,8, 1t).

Quando i =0 e o =1, a distribui¢do € chamada de “estdvel padrdo”, cujo expoente



caracteristico €:
To
—|t]°‘{1—iﬁsgnttan7}, a#1

Y(O) = 0o (1) = |
—|t|{1—iﬁsgn(t)%ln|t\}, a=1

(2.3)

Trés distribui¢des conhecidas, sdo casos especiais da distribui¢do estavel Sy (o, B, 1):

e A distribui¢do normal corresponde a distribui¢ao estdvel com indice de estabilidade o =2

e pardmetro de assimetria B =0, S>(0,0,u) ;

e A distribuicdo Cauchy corresponde a distribui¢do estavel com indice de estabilidade o =

1 e pardmetro de assimetria B =0, S;(0,0,u);

e Outra distribuicao que também € estavel € a distribuicao de Levy com indice de estabili-

dade @ = 1/2 e pardmetro de assimetria = 1, Sy »(o, 1, 10).
Estas distribui¢des tém propriedades interessantes, tal como, a soma de duas varidveis

aleatdrias estdveis independentes € estavel. A prova desse fato é muito simples.

Propriedade 2.1. Sejam X| e X, varidveis aleatorias independentes com distribuicdo estdvel:

X; ~ Sq(0:,Bi, Wi),i = 1,2. Entdo a soma X + X, ~ S (0, B, 1), com

Biol + By

1
o = (of'+ o)/ B = e
Prova. Verique que para & # 1, por independéncia,
InE[exp(i0(X; +X2))] = In(Elexp(i6X))]) + In(Elexp(i6X;)])

o
= —(01" +05)16% +16|%sgn(6) (tan —=) (B1 01" + B>03) +i6(p1 + p2)

_Proi + oy

= —(o+05)0|%1

T
sgn(6) tan —=] +i6 (p1 + L12).
N

Mais propriedades sobre as distribui¢des estdveis podem ser obtidas no livro de Taqqu
[11].

2.1.2 Distribuicoes Geométrica Estavel, Mittag-Leffler e Linnik

Nesta se¢do, vamos definir as distribui¢cdes Linnik e Mittag-Leffler que pertencem a
familia de distribui¢des geométrica estaveis. Por isso, precisamos definir a distribui¢ao geomé-

trica estavel. A distribuicao geométrica estavel € uma generalizacio das distribui¢cdes estaveis.



Definicao 2.2. Uma varidvel aleatoria X tem distribuicdo geométrica estdvel se para uma
sequéncia X1,Xy, ... de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, existe

uma sequéncia de niimeros reais a,, b, € R tais que Vp > 0,

an(p)X = Sn(p) +bn(p); (2.4)

onde Sy(,) = X1 +Xa+ -+ Xy(p) € N(p) é uma varidvel aleatéria geométrica com média 1/ p.

Estas distribui¢des aparecem no contexto das filas com regime de “trafego pesado”.
Um resultado assint6tico para a equacgdo (2.4) é chamado de teorema de Rényi que sera descrito

abaixo.

Considere as distribui¢des geométrica compostas Sy () € dy () em (2.4) com by(,) =0,
entdo a distribui¢do de X € estritamente geométrica estavel. A distribui¢do assintotica para Sy )

¢ dada pelo teorema abaixo.

Teorema 2.2 (Teorema de Rényi). Sejam X1,X>, ... varidveis aleatorias independente e identi-

camente distribuidas, ndo-negativas com E[X|]| < co. Entdo

lim P(pS <x)=1- — 0. 2.5
Jim P(pSw(p) =) p(—gmy) ¥ (2.5)
A prova deste teorema pode ser encontrada na Se¢do 1 do Capitulo 1 do livro de Ka-
lashnikov como soma geométricas (ver [13]) e a partir deste resultado € possivel provar que o
tempo de espera converge para a distribuicdo exponencial no regime de “trafego pesado”. Tam-
bém enunciaremos um teorema mais geral devido a Kingman na Secdo 3.2.1. No teorema 3.1

do capitulo 3 mostraremos de outra maneira este fato.

A distribui¢do geométrica estavel tem a seguinte fungdo caracteristica:

(1) = [1+ 01| %0 g (1) —inr] ", (2.6)

onde

o

1 —ip sgn(x)tan <7> , sea#1

2 2.7)
1+i[3E sgn(x)log x|, sea=1

WOy (x) =
O parametro o € (0,2] é o indice de estabilidade, B € [—1, 1] o parAmetro de assimetria, e u € R
e o > 0 controlam a locacdo e escala respectivamente (ver [8]). Para representar a distribui¢cao

geométrica estavel com fungdo caracteristica (2.6) utilizaremos a notagdo GSq (0,3, 1t).



Uma relacdo entre as distribuicdes geométrica estaveis e estaveis pode ser caracteri-

zada através da fungdo caracteristica.

A funcao caracteristica de uma distribuicdo geométrica estidvel pode ser expressa como

o(t) = (1—logd(r)) ", (2.8)

onde ¢ e ¢ sdo funcdes caracteristicas das distribui¢cdes geométrica estavel e estavel respec-
tivamente, veja a Secdo 2.1 de Kozubowski [8]. Esta relacdo pode ser facilmente mostrada
substituindo a fungdo caracteristica ¢ (7) na equacéo (2.8), obtendo que @(¢) é igual a equagio
(2.6).

Encontrando a fungéo caracteristica da distribui¢do geométrica estivel GSy(0,0,0), a

equagdo (2.6) toma a seguinte forma

o(t)=(1+0%t|*) . (2.9)
Uma distribuicdo cuja func¢do caracteristica é dada pela equacdo (2.9) € chamada de distribui¢do
Linnik, que serd denotada pela notagdo Ly .

Quando B =1 e u =0 temos a distribuicdo Linnik assimétrica, distribui¢ao essa, ca-

racterizada pela funcdo caracteristica

o(t) = [1+0%|t|%we 1 (1)), (2.10)

onde

o
1 —isgn(x)tan (%) , sea#l

2 : 2.11)
1 -l—z; sgn(x)log |x|, sea =1

coa,l(x) =

Para definir a distribuicdo Mittag-Leffler, vamos seguir a caracterizacdo de Kozu-
bowski na Secdo 2.3 de [13], utilizando a transformada de Laplace. Para isso, vamos lembrar a

transformada de Laplace de uma varidvel aleatdria.

A transformada de Laplace de uma varidvel aleatéria € definida pela seguinte expres-

ZL(s)=E[eX], s>0. (2.12)

Essa serd utilizada neste capitulo para definir a distribuicao chamada de Mittag-Leffler.

A transformada de Laplace também serd utilzada no préximo capitulo, para encontrar a dsitri-



bui¢do do tempo de espera para filas com tempos entre chegadas e de servico com caudas

pesadas.

Uma varidvel aleatdria positiva com transformada de Laplace
Zaos(s)=(1+0c%%""  s>0, (2.13)

e0<a<1eo=1,¢chamada Mittag-Leffler e serd denotada por MLy ;.

Observe que para o = 1, a equacao (2.13) € a transformada de Laplace de uma distri-
bui¢do exponencial de parimetro 1/c. Ja para 0 < o < 1, Kozubowski na Secdo 2.3 de [13],
mostra que a equagdo (2.13) € a transforma de Laplace de uma distribui¢do
GSy(ocos(mor/2)]'/* 1,0).

Kozubowski [8] mostra a seguinte relacao entre as distribuicdes Mittag-Leffler e geo-

métrica estavel:

GSq(0,1,0), seax=1
MLy s = 1/a . (2.14)
*e GSq (G [cos (%)} ,1,0), se0<a<1

Observe que 0Y ~ MLy s se Y ~ MLy 1 (0 € um parametro de escala) e que a distribuicido

Mittag-Leffler € um caso especial da distribui¢des Linnik.

2.1.3 Uma Representacao das Distribuicoes Geométrica Estaveis Através
de Misturas

Nesta secdo vamos apresentar uma representacdo das distribui¢des Linnik e Mittag-
Leffler através de um certo tipo de mistura. Isso permitird entre outras coisas, simular amostras
destas distribui¢des e posteriormente utilizar o método dos momentos para estimar seus para-

metros.
Para 0 < p < 1, considere a seguinte fun¢do com suporte restrito ao R,

sen(mp)

_ +
o) = i cos(mp) R rsen(mp)] TR 2.15)
observe que [;” fp(x)dx = p. Portanto a fungéo
() = L fy(x) = ——yon(ZP) 216
ot _pfp Y= 2ph@ + 2xcos(zp) + 1] (2.16)

esta funcdo € uma funcio de densidade para todo x em R,



Utilizando a densidade g, (x), é possivel representar as varidveis aleatérias Linnik e
Mittag-Leffler como um certo tipo de mistura. Esta representacdo nos possibilitard simular
amostras aleatdrias das distribuicdes Linnik e Mittag-Leffler de uma forma relativamente sim-

ples.

Os seguintes teoremas e proposi¢des que serdo apresentados, nos possibilitard encon-
trar os momentos fraciondrios das distribui¢des Linnik e Mittag-Leffler. As provas podem ser

encontradas em [7], e também em [18] parao caso 1 < o < o < 2.

Teorema 2.3. Sejam 0 < o < &' <2ep = a/a'. Seja W uma varidvel aleatéria ndo negativa
com densidade (2.106), e seja Yy 5 uma varidvel aleatoria Linnik com fungdo caracteristica
(2.9), independente de W. Entdo a varidvel aleatoria Yo s admite a seguinte representa¢do
estocdstica:

Yoo L Yo g W, (2.17)

Observe que E[W] = oo, quando o < 1, mas E[W!/%] < cose 1 /at < 1, ou seja, quando
o> 1.

Teorema 2.4. Sejam 0 < o < &' <1ep = a/a'. Seja W uma varidvel aleatéria ndo negativa
com densidade (2.16), e seja Yy s uma varidvel aleatoria Mittag-Leffler, independente de W.

Entdo a varidvel aleatoria Yo, ¢ admite a seguinte representacdo estocdstica:
d
Yoo = Yo o W (2.18)

A partir das representacdes das varidveis aleatorias Linnik e Mittag-Leffler e dos teo-
remas 2.17 e 2.18 podemos encontrar uma representacdo integral da densidade e da fungdo de

distribui¢do, para o caso particular do parametro o = 1.

Proposi¢ao 2.1. Para 0 < o < 2, a fungdo de densidade e distribui¢do de Ly 1 tem a seguinte

expressdo:
sen(mwa/2) /°° y*exp(—xy)
= dy, >0 2.19
frlx) T 0 y2&+1+2y%cos(ma/2) Y * 2.19)
) (n0/2) “exp(—xy)
sen(mwo/2) [ Yy exp(—xy
F, =1- >0 2.20
L) T /0 Y2+ 14 2y%cos(mwar/2)’ * (2.20)
respectivamente.

Observacio 2.1. Observe que pela simetria da distribuicdo Lg 1, temos fi(—x) = fp(x) e

Fi(x) =1 = Fp(—x) para x < 0, as densidades ndo estdo definidas no zero se o < 1.
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Na Figura 2.1 € plotado a densidade da representagdo da distribui¢do Linnik da propo-

sicdo 2.1.

Da mesma forma como foi representada a distribuicao Linnik, a fun¢do de densidade

da distribuicao Mittag-Leffler tem as seguintes representagcdes, com ¢ = 1.

N ¥
— alpha=0,1
- = alpha=0,5
--++ alpha=1,0
o -=- alpha=1,5
- 7] — — alpha=1,9
H
i
© M
S 7 1l
i
i
i
i
x 9 M
= o J_l o
allt
Mk
\i
< ] ¥
o
N
N
o
S -

Figura 2.1: Densidade Linnik com a = 0,1;0,5;1,0;1,5;1,9.

Proposicao 2.2. Para 0 < o < 1, a fungdo de densidade e distribui¢do de MLq | tem a seguinte

expressdo
sen(ma) /°° y*exp(—xy)
= >0 2.21
e
sen(ma) /°° y* Lexp(—xy)
F =1- dy, >0 2.22

mr(x) T 0 Y%+ 1+2y*cos(mor) Y * 2.22)

respectivamente.

Na Figura 2.2 € plotado a densidade da representacdo da distribuicao Mittag-Leffler

proveniente da proposi¢do 2.2.
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Figura 2.2: Densidade Mittag-Leffler com o =0, 1;0,5;0,9.

As distribui¢des Linnik e Mittag-Leffler também estdo relacionadas com as distribui-
coes estaveis, correspondendo a relacao entre as func¢des caracteristicas (2.6), (2.7), ver equagdo

(2.8). Cada distribui¢ao Linnik é uma mistura escalar de distribui¢des Sq(m /a0 0, 0), onde
m tem distribuigdo MLy ;.

2.2 Estimacdo das Distribui¢des Geométrica Estaveis

Nesta se¢do, discutiremos o método dos momentos para estimacao dos parametros de
uma distribuicdo geométrica estdvel, uma vez essa distribui¢do ndo possui momentos inteiros de

ordem maior ou igual a 2. Vamos descrever o que se € conhecido como método dos momentos
fraciondrios.

11



12

2.2.1 Estimacao Paramétrica Através dos Método dos Momentos Fracio-
narios

Nesta subsecdo vamos considerar as distribui¢cdes Linnik e Mittag-Leffler com para-
metros @ e 0. Para essas ndo existem momentos maiores do que ¢. Entdo, para estima-las
através do método dos momentos, precisamos encontrar uma expressao dos momentos fraci-
ondrios destas distribuicdes. Usando estas expressdes, vamos descrever o método conhecido

como método dos momentos fracionarios.

As provas dos teoremas que serdo utilizados nesta se¢do, nao serdo apresentadas, elas

podem ser encontradas no artigo de Kozubowski [8].

Distribui¢ao Linnik, L, 5

Vamos comegar com a distribui¢do Linnik. ParaY ~ Ly s ¢ 0 < p < @, seja e(p) =
E|Y|? o p—esimo momento absoluto de Y. Entdo o seguinte teorema nos fornece uma expressao

para os momentos fraciondrios da distribui¢ao Linnik.

Teorema 2.5. SejaY ~ Lo 6 com 0 < o < 2. Entdo, para todo 0 < p < @, temos que

p(l1—p)oPn

) = BN = o ) sentmp @) os(rr 2]

(2.23)

Observacao 2.2. No caso p =1, temos (1 — p)/cos(np/2) é igual a 2/w, que é o seu valor

limite quando p — 1.

Através da equagdo (2.23) € possivel desenvolver um método de estimagao por mo-
mentos para os parametros o e ¢. Para ilustrar o processo, vamos considerar 1 < o < 2. Sejam
Y1,...,Y, uma amostra aleatdria com distribui¢io Ly 5. Escolhemos dois valores de p; p; € pa;
e igualando o pi-esimo momento fraciondrio de Y ao seu correspondente momento fracionério
amostral é(py) = (1/n) Y |Y;|Pk, onde k = 1,2. Assim temos um sistema de duas equagdes para
o e 0. A solugdo deste sistema de equagdes sdo os estimadores pelos momentos fraciondrios

para o e O.

Vamos ilustrar o método com um exemplo, fazendo p; = 1/2 e p» = 1 na equagdo

(2.23), para facilitar os cdlculos, obtemos o seguinte sistema de equagdes

(DY e [T0
e<2)_ni;m’ =V 2 asen(z/(2a) (2.24)
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= Ly y =20
él) = n l:Zi ¥l = asen(mw/a) (2:25)

Para encontrar uma fung¢ao que dependa apenas dos momentos fraciondrios estimados

e de a, se divide é(1) por (é(1/2))?. Resultando em

e(1)  4dasen’(w/(2a))

(e(1/2))> msen(w/a) (2.26)

Agora, precisamos encontrar o valor de & que satisfaz a equagdo (2.26), para isto
observe a seguinte propriedade.
Propriedade 2.2. A funcdo

(4/m)asen’(n/(2a))
sen(m/a)

gla) = (2.27)

é estritamente decrescente no intervalo (1,2], com limy ) g(0t) = o0 e g(2) =4/m.

Para provar esta propriedade, observe que a derivada de g € dada por:

ig(a) = i —sen(n/(z(x)) 2 (sen <£> - f) 3
da w\ sen(w/a) o/ o
que ¢ negativa pois sen(w/a) < (m/o) para o € (1,2]. Isto prova que a fungio g() € estrita-

mente decrescente neste intervalo.

Uma vez que a fun¢do g € estritamente decrescente, podemos encontrar numericamente
o valor de a, utilizando o método da bissec¢@o. Substituindo & em (2.25) e em (2.24) obtemos

o seguinte sistema de equacoes:

2
a2 sen’( 27:34 ) lé (%)} , (2.28)

&sen(%)é(l). (2.29)

NRI— oy

Conforme simulagdes feitas por Kozubowski na Secdo 4.1 de [8], a média dos estima-
dores 61 e 6, tem bons resultados, para estimar ¢. Entdo utilizaremos 6 = (6] + 62)/2 como

estimador de ©.

Assim, podemos concluir que o procedimento para estimar os parametros das distri-

bui¢des Linnik (Mittag-Leffler), utilizando o método dos momentos fraciondrios € o seguinte:
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Passo 1: Escolha p; e py talque 0 < p; < p2 < Q;

Passo 2: Faca
é(p1) = Elr|™, (2.30)

é(p2) = E[Y;|™; (2.31)
Passo 3: Elimine 6 de (2.30) e (2.31);
Passo 4: Encontre & que satisfaz a igualdade encontrada no passo 3;
Passo 5: Calcule 67 e 6, em (2.30) e (2.31);

6116
— -

Passo 6: Faca 6 =
Distribuicao Mittag-Leffler, ML, &

O método de estimacgdo de o e o da distribuicao Mittag-Leffler é andlogo ao da distri-
buicdo Linnik. Seja e(p) = E|Y

(p) o p—ésimo momento de
Y ~ ML . Entdo o seguinte teorema nos fornece uma expressao algébrica para os momentos

fraciondrios da distribui¢cao Mittag-Leffler.

Teorema 2.6. SejaY ~ MLy s com 0 < o0 < 1. Entdo para todo 0 < p < &, temos que

polrn

e(p) =E|Y|P = al'(1—p)sen(zp/a)’

(2.32)

Da mesma forma como foi feito anteriormente para estimar os parametros da distribui-

cdo Linnik, vamos fazer para a distribui¢cao Mittag-Leffler.

Considere uma amostra aleatéria Y1,...,Y, de uma distribui¢do MLy 5. A formula
(2.32) nos fornece estimadores via métodos dos momentos fraciondrios para @ e ¢. Escolha
dois valores de p, p; e p; e substitua em e(py) na fungdo (2.32) e iguale com seus correspon-
dente momentos amostrais é(py) e resolva as equagdes resultantes para encontrar ¢ ¢ 6. Para
ilustrar esse processo assumimos que 1/2 < a < 1, e utilizaremos p; = 1/2 e py = 1 /4. Dessa
maneira, a equacgao (2.32) resulta em

() Z|z|1/2 _ Vmo 2.33)

2acsen(m/2a)

NEATERE NI no'/
6(4)_;1.2“/’| ~ 4aI’'(3/4)sen(rw/4a)’ (2.34)

i=1
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Eliminamos o de (2.33) e (2.34) dividindo (2.33) por (2.34) elevado ao quadrado, obtendo a

seguinte equacao, para o
e(1/2) _ T*(3/4)
COZ) N

utilizando a equacdo (2.27). Pela propriedade 2.2 o lado direito da equacdo (2.35) € estritamente

g(2a), (2.35)

decrescente no intervalo (1/2,1], de modo que a raiz da equagdo (2.35) pode ser encontrado
utilizando o método da bissec¢do, como feito anteriormente. Substituindo & em (2.33) e (2.34)

e calculando o resultado para 6] e 6;, obtemos

5 2
61 = 462 sen’ (%) @ (2.36)

. 4
&) = [4&3%(%)1" G) e(l—ﬂ/“)} . (2.37)

Finalmente, retiramos a média dos dois estimadores, 6 = (6] + 6)/2, como feito para

a distribuicdo Linnik.

2.2.2 Simulacao das Distribuicoes Linnik e Mittag-Leffler

Primeiro serd considerado a distribui¢do Linnik. Seja Yo 6 ~ Lg,g, com 0 < o0 < 2,
e fungdo caracteristica (2.9). Kotz no artigo [7] mostra que Y> ¢ tem distribui¢do exponencial
dupla, que é uma distribui¢do facil de simular. Fazendo o’ =2 em (2.18) observe que neste
caso p = ¢¢/2 < 1, entdo temos que Yy 4 Y276W1/ @ com W sendo uma varidvel aleatéria ndo

nula com densidade (2.16).

Geramos W através do método da inversa da fun¢do de distribui¢do. Logo, para isso,

precisamos de uma representacao da inversa da funcdo de distribui¢ao:

Fy(x) =P(W<x) = /O xgp (y)dy (2.38)
y

/ sen(7p)
o 7p[2+2c0s(mp) + 1

_ b Y T
= {arctan (sen(np) +cos(7rp)> 2] +1, (2.40)

dy (2.39)

cuja inversa de Fy (x) é

Fy ' (x) = sen(rmp) cot(mp (1 —x)) — cos(mp). (2.41)

Entdo geramos uma varidvel U ~ U(0, 1) que retorna ¥ = F;; ' (U). Dessa forma, te-

mos o algoritmo para gerar a varidvel aleatoria Lq ¢-.
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Simulac¢io da distribuicio Linnik, L &

Passo 1: Gere Z ~ L, ; (exponencial dupla com locagdo 0 e escala 1);
Passo 2: Gere U ~ U (0, 1), independente de Z;

Passo 3: p =a/2;

Passo 4: W = sen(zp)cot(npU) — cos(mp);

Passo 5: Y = cZWl/;

Passo 6: Retorne Y.

Na Figura 2.3 ¢é plotado o histograma de 1000 amostras aleatdérias de uma distribui¢ao
Linnik com ¢ = 1,75 e 0 = 1, geradas utilizando o método apresentado acima, juntamente com

a curva de densidade da distribui¢éo tedrica L 75.1.

Agora vamos apresentar 0 método de simulacdo da distribuicdo MLy 5. O método €
similar a0 método apresentado anteriormente, so que &’ = 1 em (2.18). Este procedimento €

baseado na representacdo do teorema 2.4.

Simulac¢io da distribuicao Mittag-Leffler, ML, &

Passo 1: Gere a varidvel aleatéria Z ~ ML | (exponencial com média 1);
Passo 2: Gere U ~ U(0, 1), independente de Z;

Passo 3: p = «;

Passo 4: W = sen(zp)cos(npU) — cos(mp);

Passo 5: Y = cZWl/¢;

Passo 6: Retorna Y.

Ja na Figura 2.4 € apresentado o histograma de 1000 amostras aleatdrias de uma distri-
bui¢ao Mittag-Leffler com ox = 0,9 e 6 = 1, geradas utilizando o método de simulacao para a
distribuicdo Mittag-Leffler apresentado acima e também € plotado a curva da densidade tedrica

da distribuicdo MLg ..
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Figura 2.3: Densidade e histograma simulados de tamanho n = 1000 para uma distribuicio Ly &
coma=1,75,0 =1.
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Figura 2.4: Densidade e histograma simulados de tamanho n = 1000 para uma distribui¢do
MLy comoa=0,9,0=1.

2.2.3 Avaliacao do Método dos Momentos Fracionarios

Agora que j4 foi definido o método de estimagdo pelos momentos fraciondrios, nesta
secdo serd feita uma avaliacido deste método utilizando o Qgplot. Para isso, serd feita a esti-
macao dos parametros da distribui¢cdo de uma amostra aleatéria com densidade Linnik e outra
com densidade Mittag-Leffler. As amostras foram geradas utilizando o método de simulag@o

apresentada na secao anterior.
Avaliacao para a Distribui¢ao Ly

Para verificar o funcionamento do método de estimacgdo, foi simulada uma amostra
aleatorias da distribui¢do Ly, com o = 1,9 e 6 = 3. O niimero de observacdes geradas € igual

a 50000.
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Figura 2.5: Histograma das 5000 amostras aleatorias da distribuicdo L o.3.

Vamos assumir que o & desconhecido € maior do que 1. Logo podemos fazer p; =
1/2 e pp = 1. Utilizando o método dos momentos fraciondrios, encontramos & = 1,969 e
61 = 3,065 e 6, = 2,214. Resultando em

3,065+2.214
=200 TSR 2,6395.
2
[e]
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x o | °
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| _
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Figura 2.6: Qqgplot da distribui¢do estimada e a amostra gerada.

Como podemos ver no Qgplot (Figura 2.6), o método de estimagao ajusta bem os para-
metros para amostras préximos a média, perdendo um pouco de ajuste nas caudas. Utilizamos

o algoritmo do Apéndice B.7 para fazer essa estimacao.

Avaliaclo para a Distribui¢ao MLy &
Agora vamos verificar o funcionamento do método de estimagdo para a distribuicdo Mittag-

Leffler, foi simulado amostras aleatérias da distribui¢do MLy s com & = 0,9, e 0 =5. O
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numero de amostras geradas foi igual a 1000.

Frequéncia
0.00 0.04 0.08
|

.

T T T T 1
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ML

Figura 2.7: Histograma das 1000 amostras aleatérias da distribui¢do ML 9.5.

Vamos assumir que 0,5 < o, fazendo p; = 1/2 e p, = 1/4, utilizando o método dos

momentos fracionarios, encontramos & = 0,529 e 6; = 0,051, 6, = 1,905. Resultando em

61—{—62

6= =0,978.

Para a distribuicao Mittag-Leffler, podemos observar no Qqplot (Figura 2.8) que o
método consegue encontrar bons estimadores, tendo uma perda de ajuste na cauda, da mesma
forma que ocorreu com a distribui¢ao Linnik. O algoritmo aqui utilizado pode ser observado no

Apéndice B.8.

8 ] [e)
= o
Q@ 8 - o
@ 08 ©
Sl b
©
= o |
s Al
O —
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Amostra

Figura 2.8: Qgplot da distribui¢ao estimada e a amostra gerada.
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3 Tempo de Espera da Fila GI/G/1

Nosso objetivo neste capitulo € caracterizar o tempo de espera de uma fila GI/G/1.
Descrevemos o comportamento assintdtico desta fila com distribuicdes dos tempos entre che-
gadas e de servigcos sendo de caudas pesadas e o “trafego pesado”. Quando o tempo de espera
¢ multiplicado por uma certa constante (que serd apresentada neste capitulo e serd chamada
de “coeficiente de contracdo”), a distribuicdo do tempo de espera converge para a distribuicdao

ML 1. Também apresentaremos um método de aproximagdo numérica para esta constante.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na Sec¢do 3.1 faremos uma breve
introducdo sobre a teoria das filas, onde definiremos a fila M/M/1 e encontraremos o tempo
de espera do cliente na fila com trafego pesado. Na Secdo 3.2 discutiremos a fila GI/G/1 com
distribui¢des dos tempos entre chegadas e tempos de servicos de caudas pesadas, estimando
a distribuicdo do tempo de espera no “trafego pesado”. E para finalizar, na Subsecdo 3.2.4

apresentamos um método de aproximacao para o “coeficiente de contracdo”.

3.1 Introducdo a Teoria das Filas

Um sistema de fila simples (apenas um servidor) é descrito basicamente por: um cli-
ente entra no sistema requerendo um determinado servico, se o servidor estiver ocupado, o
mesmo espera pela sua vez para ser atendido, apos o cliente que chegou imediatamente an-
tes dele ter o atendimento concluido, entdo ele é atendido, saindo do sistema logo apds seu

atendimento ser concluido. Esse sistema de fila € ilustrado na Figura 3.1.

Para descrever um sistema de fila, normalmente precisamos conhecer cinco caracte-
risticas bésicas que sdo: o processo de chegada; o processo de servigo, a disciplina da fila, a

capacidade do sistema e o nimero de servidores.

Padrao de chegadas dos clientes: normalmente o processo das chegadas é estocds-
tico, sendo necessdrio conhecer a distribuicdo de probabilidade dos tempos entre as chegadas

sucessivas de clientes. Varios clientes podem chegar de forma simultanea, sendo necessario
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Figura 3.1: Processo de fila tipico.

conhecer a distribui¢io de probabilidade do tamanho do grupo de clientes.

Também € necessdrio considerar a reacao dos clientes ao entrar no sistema. Eles podem
decidir esperar, ndo se importando com o tamanho da fila. Por outro lado, podem entrar no
sistema, mas apds um tempo, perder a paciéncia e decidirem sair do sistema. No caso de duas
ou mais filas paralelas, eles podem mudar de uma fila para a outra. Estas trés situacdes sdao

exemplos de filas com “clientes impacientes”.

Um dltimo fator que deve ser considerado é a mudanga do padrdo de chegada com o
tempo. Um padrdo de chegada que ndo muda com o tempo é chamado de padrao de chegada

estacionario.

Padrao de Servico dos Servidores: grande parte da discussdo anterior, sobre o padrao
de chegada, é similar na discussdao do padrdo de servi¢co. Conhecer a distribui¢do do tempo de
servigo € necessdrio para descrever a sequéncia dos tempos de atendimento dos clientes. O
servidor pode executar o servico de forma individual ou em grupos. Se o servico é feito de
forma individual, entdo um cliente € atendido por vez (o servidor atende um cliente de cada
vez, ndo executando o atendimento de outro cliente a0 mesmo tempo). No caso do servigo
ser feito em grupo, dois ou mais clientes sao atendidos simultaneamente pelo mesmo servidor,
tal como computador com processos em paralelo, grupo de turista em um passeio com guia

turistico ou pessoas em um Onibus de transporte urbano.

A taxa de servico pode depender do nimero de clientes no sistema. Um servidor pode
trabalhar mais rdpido se observar que a fila estd crescendo ou pode ser perturbado e perder

eficiéncia.

Como foi no caso das chegadas, a taxa de servigo pode ou nao depender do tempo.
Por exemplo, com o tempo o servidor pode se tornar mais eficiente, devido a experi€ncia que

adquiriu.

Na maioria dos casos, clientes chegam e partem em intervalos de tempos aleatdrios.
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Por isso, o comprimento da fila ndo assume um padrao definido. Dessa forma, uma distribui¢do
de probabilidade para o tamanho da fila depende do processo de chegada e do processo de

execucdo do servigo, que em geral, assume-se que sao independentes.

Disciplina da Fila: a disciplina da fila refere-se a maneira em que os clientes sdao
selecionados para serem atendidos. As disciplinas de filas mais comuns sdo: o primeiro cliente
a chegar, € o primeiro a ser atendido (first in, first out: FIFO); o ultimo cliente a chegar, € o
primeiro a ser atendido (last in, first out: LIFO). Existe também uma variedade de esquemas de
prioridade, em que os clientes ao chegarem recebem uma determinada prioridade para serem

selecionados para o atendimento.

Capacidade do Sistema: em alguns processos de fila existe uma limitacao fisica da
sala de espera, dessa forma, quando a fila atinge um certo tamanho, o sistema nao aceita a
entrada de novos clientes, até que outro cliente tenha o servi¢o concluido. Uma fila com sala
de espera limitada pode ser visto, de alguma forma, recusando a entrada de novos clientes no
momento em que a fila atinge seu limite. Esse tipo de recusa ocorre num “call-center”, quando
todos os atendentes estdo ocupados e a fila de espera atinge seu limite, clientes ao tentarem ligar

para essa central telefOnica, t€m suas ligagdes recusadas.

Numero de servidores (Canais de Atendimento): O nimero de servidores refere-se
ao numero de estagdes de servico que podem atender clientes simultaneamente. A Figura 3.1
descreve um sistema com um servidor simples, enquanto a Figura 3.2 mostra duas variagdes
dos sistema com multiplos servidores. Os dois sistemas com multiplos servidores diferem da
seguinte maneira: O primeiro tem uma fila simples (a), enquanto o segundo (b) tem uma fila
para cada servidor. Uma fila de banco, por exemplo, € do primeiro tipo de sistema com mul-
tiplos servidores, enquanto os caixas de um supermercado, sio um exemplo do segundo tipo.
Normalmente, é assumido que os mecanismos de servigo dos servidores em paralelo operam

independentemente uns dos outros.

As cinco caracteristicas dos sistemas de fila descritos acima sdo suficientes para des-
crever completamente um processo de fila. Agora vamos apresentar algumas notagdes utilizadas

na literatura para descrever o comportamento de uma fila.

Notacao: o sistema de fila € descrito por uma série de simbolos e barras, tais como
A/B/X /Y /Z. Alguns simbolos padrdes para essas caracterizagdes sdo apresentados na Tabela
3.1. Por exemplo, a notagdo M /D/2/e/FCFS indica um processo de fila com tempos entre
chegadas Markoviano, tempo de servicos deterministicos, 2 servidores paralelos, a capacidade
de clientes no sistema ndo € limitada, e a disciplina da fila é o primeiro cliente a chegar, é o

primeiro a ser servido.
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Figura 3.2: Sistema de fila com multiplos servidores.

Caracteristica Simbolo Significado
Distribui¢do dos M Exponencial
intervalos de tempos D Deterministica
entre chegadas Ey Tipo Erlang k(k=1,2,...)
H; Hiper-exponencial tipo k
PH Tipo periédico
G Geral
Distribui¢do dos M Exponencial
dos tempos de D Deterministica
Servigos E} Tipo Erlang k(k =1,2,...)
H; Hiper-exponencial tipo &
PH Tipo periddico
G Geral
Numero de servidores 1,2,...,00
paralelos (X)
Restricdo da capacidade 1,2,...,00

do sistema (Y)

Disciplina da Fila (Z)

FCES (FIFO)
LCFS (LIFO)
RSS

PR

GD

O primeiro a chegar,é o primeiro a ser servido
O 1ltimo a chegar, € o primeiro a ser atendido
Selecao aleatdria para o atendido
Prioritario
Disciplina Geral

Tabela 3.1: Notacdo de Kendall para filas.

Em algumas situacdes, somente os trés primeiros simbolos sdo utilizados. Normal-

mente praticado para omitir o simbolo de capacidade do sistema, se ndo € imposto uma restri-
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cdo (Y = o e omite a disciplina da fila se ela € o primeiro a chegar, é o primeiro a ser atendido
FIFO). Entdao, M/D/2 é utilizado para representar um sistema de fila com chegadas Markovi-
ana, servico deterministico, dois servidores, a capacidade de clientes no sistema nao € limitada

e disciplina FIFO.

Os simbolos na Tabela 3.1, mostram as notacdes comumente utilizadas; mais detalhes

sobre essas notacdes podem ser obtidos na Secao 1.3 de [1].

3.1.1 Fila M/M/1

Em geral, num sistema de fila assume-se que os tempos entre chegadas (tempo de
servi¢o) segue uma distribuicdo exponencial: ou de forma equivalente falar que o nimero de
clientes que chegam em um determinado intervalo de tempo (nimero de servigos realizados em

um determinado intervalo de tempo), € um processo de Poisson.

Processo de Nascimento e Morte

O processo de nascimento e morte é uma cadeia de Markov a tempo continuo. Com
espaco de estados {0,1,2,, ...}, que normalmente modela a populagio de algum sistema. Mais
especificamente, quando o sistema estd no estado n > 0, o tempo até a préxima chegada (“nas-
cimento”) é uma varidvel aleatdria exponencial com pardmetro A,, n = 1,2,... Quando ocorre
a chegada de um cliente no sistema, o estado do sistema muda do estado n para o estado n+ 1.
Se existe pelo menos um cliente no sistema, o tempo até o préximo servico ser concluido, ou
seja um cliente sair do sistema (“morte”), ¢ uma varidvel aleatdria exponencial com parametro
Un, o estado do sistema muda do estado n para o estado n — 1. Um diagrama das transi¢do €

apresentado na Figura 3.3.

Ao )\1 /\2 )‘3 A4._
[l TS [hs [y ILs

Figura 3.3: Diagrama das transi¢des do processo de nascimento e morte.

Na teoria das filas o estado denota o nimero de clientes no sistema. ‘“Nascimentos”
correspondem as chegadas dos clientes e “mortes” correspondem as partidas de clientes. Por
exemplo, a fila M/M/1 (que serd discutida na préxima se¢do) € um processo de nascimento e

morte com A, = A e U, = U.
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Vamos encontrar as “equacdes de balanco detalhado” do processo de nascimento e
morte, veja os resultados na Sec¢do 1.9 de [1]. Seja p, a probabilidade do processo de nascimento

e morte estar no estado n > 0 no equilibrio.

0 = —(ln+l~ln)l9n+)~n71pn71+I~1n+1pn+1, (nZU
0 = —Aopo+uip1,

ou, equivalentemente

(A«n+,un)pn = )vn—lpn—l‘i‘.un—o—lpn—l—l’ (nzl)

3.1)
Aopo = H1p1,

Agora, para encontrar a solucdo de equilibrio de (3.1), primeiro reescrevemos as equa-

¢Oes como
pust = Bthp,—Blp, g, (n>1)
P . (3.2)
P1 = 4 po

Isto implica que

A+ 1 Ao Mt A Mo

P1——Po= —Po 0=
12%) 12%) M2 U 2%) U2 My

P2 =

Da mesma forma

A+ U M A+ A A Mﬁo A Ay
p2——p1=

us3 us u3 IJz.Ulp H3I~L1 H3H2H1p

p3 =

Seguindo o mesmo padrao, temos

_ n 12% 2 /IO
Pn = PO llnllnl Uy (3.3)

= POHi:1W7 (”Zl)-

Onde p € constante normalizadora destas probabilidades:

1
po= <1+ZH ) : (3.4)
n=1i

Voltando nossa atencdo para a fila M/M/1. Nesta secao vamos considerar uma fila com
apenas um servidor. Seja 7;, o tempo de chegada do n-esimo cliente, assumido que os intervalos
de tempo entre as chegadas, e os tempos de servicos sdo exponencialmente distribuidos, com

fun¢do de densidade dada respectivamente por:

fo(t) = e M
{ s =pen 70
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ondet=T1,—T,_;.

Seja n o nimero de clientes no sistema no instante . Chegadas podem ser consideradas
“nascimentos” e partidas “mortes” . A taxa de chegada A e a taxa de servico u sdo fixas e
independentes do estado do sistema. Entdo a fila M/M/1 € um processo de nascimento e morte

com A, = A e U, = U. Veja uma ilustragio do diagrama de transi¢do na Figura 3.4.

A A A A A,
I T I T M

Figura 3.4: Diagrama da taxa de transicao da fila M/M/1 .

As equagdes de balango (3.1) para este sistema sao:

(A—F,Ll)pn = an+1+7tpn71 (n21>7

3.5)
Apy = uUp1.
onde p, € a probabilidade de ter n clientes na fila no equilibrio.
De forma alternativa, podem ser escritas como:
Pn+1 = Mpn_ &pnfl (n > 1)7
l“ H (3.6)
pr = ypo-

Usando o método interativo, podemos aplicar a equacdo (3.3) com A, = A e u, = u
para todo n. Temos que

PnZPolﬁl<2) = Po <&>n, (n>1).

U

Para obter pg, usamos o fato de que as probabilidades {p,} somam I:

[ (o) A‘ n [
1=Y p.=Y po (—) =po ). p",
n=0 n=0 H n=0

onde p = %, assim,

1
Yo oP"

Entdo, '~ ,p" € uma série geométrica que converge se p = A/u < 1. Logo

Po =

> 1
n=0 l_p

g
b:
[

(p<1),
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implicando que

po=1-—p.

Em resumo, a probabilidade de ter n clientes na fila de um sistema M/M/1 no equilibrio

[N

pn=(1=p)p",  (p<1).
Logo o niimero de clientes numa fila M/M/1 no equilibrio, segue uma distribui¢do geométrica.

Nao podemos esquecer que a condi¢io para existir p, € que p < 1, ou de forma equi-
valente, A < u. Isto t&m um sentido intuitivo, se A > U, a taxa de chegada é maior do que a

taxa de servigo, fazendo com que o nimero de clientes no sistema cres¢a infinitamente.

3.1.2 Tempo de Espera da Fila M/M/1

Agora vamos discutir como encontrar o tempo de espera para uma fila M/M/1, em
equilibrio. Seja W,, uma varidvel aleatéria denotando o tempo de espera do n-esimo cliente.
Para encontrar o tempo de espera no equilibrio, W = lim,,_,. W,,, na Se¢do 1.6 de [1] € mostrado
que o tempo de espera de dois clientes sucessivos, W, e W, 1, na fila M/M/1 estdo relacionados

pela relacdo recursiva de Lindley:

Wo+S,—7T,, se W,+S,—1,>0
Wn+1:{ n n n (n n n ) (37)

onde S, € o tempo de servico do n-esimo cliente, e 7,, € o intervalo de tempo entre a chegada

do n-esimo e o (n+ 1)-esimo cliente. Isto é ilustrado na Figura 3.5.

Seja Fy () a fungdo de distribuigdo de W. A disciplina da fila deve ser especificada, e

iremos assumir que seja FIFO (o primeiro cliente a chegar, € o primeiro a ser servido).

Considere Fiy(t), a probabilidade de um cliente esperar um tempo menor ou igual a
t para comegar a ser atendido. Se existem n clientes no sistema ao chegar, sendo atendidos
em ordem de chegada, um por vez, no intervalo de tempo (0, t), todos os n clientes devem ser
atendidos durante esse intervalo de tempo com comprimento . Como a distribui¢do do tempo
de servico é exponencial, temos a propriedade da perda de memoéria. A distribuicao do tempo

necessdrio para atender n clientes € independente do tempo de chegada e € a convolugdo de n
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Chegada  Chegada Saida Saida
n-esimo n-+I-esimo n-1-esimo  n-esimo
cliente Cliente cliente Cliente

|
| Tempo
|

|
| | |
S |

n

|
ﬂ | Pﬂ >

| Wn+ 1 |

Figura 3.5: Tempo de espera sucessivo em uma fila.

varidveis aleatdrias exponenciais, ou seja, tem distribui¢cao gama. Desta forma:

Fy(r) = P{W <1} =P{W =0}

+ Z P{n servigos completos até o tempo | tem n clientes na fila} - p,
n=1

I 1075
— l—p+(l— n/—w
P+ p)n;p o oo

(o]

oo Cux X n—1
= l—p+p/0 u(l—ple* Z%d}c
n=1 :

t
= 1—p+p/u(1—p)e_”x(l_p)dx.
0

Na dltima linha, podemos observar que Fy (¢) representa a mistura de uma varidvel
aleatdria discreta e uma continua. Especificamente, o termo da integral € a funcao de distribui-
¢do exponencial com pardmetro u(1 — p) com peso p. Enquanto o termo (1 —p) é a fungdo
de distribui¢do de uma varidvel aleatéria que assume o valor constante zero, com peso (1 —p).
Portanto Fy (¢) é a mistura de uma distribui¢do exponencial e uma probabilidade discreta com

massa €m Z€ro.

Resolvendo a integral acima, temos que Fyy (¢) tem a seguinte expressao:

Fy(t) =1—pe *0=P) (1 >0). (3.8)

Com a distribui¢ao de probabilidade do tempo de espera W, podemos encontrar a es-
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peranca do tempo de espera.

EW) = [ 11~ Fy(o)d
= /oope_ﬂ(l_p)tdt
0
_ P
STEY (3.9)

Desta forma, todo cliente que chegar no sistema tem de esperar um tempo na fila até
que comece o seu atendimento, sendo este tempo médio igual a u’%/l
3.1.3 Fila M/M/1 com Trafego Pesado

Agora vamos focar nossa atencao no comportamento do sistema de fila quando a inten-
sidade do trafego se aproxima de 1, ou seja, o tempo entre chegadas muito préximo ao tempo de
servigo. Comportamento este chamado na literatura de “trafego pesado” para filas. O principal
objetivo do estudo deste comportamento consiste na derivagdo de expressoes assintdticas que

descrevam o comportamento da fila para p 1 1.

Sabemos que a distribuicao do tempo entre chegadas e do tempo de servigo influencia

na distribuicdo do tempo de espera. Como mostrado na se¢ao anterior,
Fy(t)=P(W <t)=1—peU7PH 10,

entao

F(lfp)WO) =1 —pe_t“, t> O

Assim, podemos observar que a distribui¢do de (i(p’;)W de uma fila M/M /1 com in-

tensidade de trafego p préximo a 1 € exponencial, isto é

1—
1o L), sy

onde A(p) é uma constante positiva:

1
Alp) = w7, Parap Tl

E[(1—p)W]’
O mesmo comportamento foi provado em [13]. Na préxima secdo vamos descrever
um algoritmo para simular uma fila M/M/1 e usaremos ele para simular o tempo de espera da
fila.
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3.1.4 Simulacao de Filas M/M/1

Para mostrar que a distribuicao do tempo de espera de uma fila M/M/1 tem distribui¢ao
exponencial com média u%’ vamos simular uma fila M/M/1. Simulamos esta fila utilizando

uma adaptacao do algoritmo [19], obtendo o seguinte algoritmo:

Passo 1: Faca t,;,, = tempo de simulagdo;

Passo 2: Facat; =0,j=2,X; =0;

Passo 3: Para j > 2 et; <ty faca:

tr=tj+exp(l/A) ets=t;+exp(l/u);
Se t; < tg faca:
ti=tre X, =X, +1;
Se t; > tg faca:
X,j:{ X, -1 se X;; >0 :
X,H, se Xi; =0
tj=ts;

Faca j = j+ 1 e volte ao Passo 3.

Utilizando o algoritmo, simulamos uma fila M/M/1 com tempos entre chegadas se-
guindo uma distribui¢do exponencial com média 4/3 e os tempos de servigos seguindo uma

distribui¢do exponencial com média 1, entdo p = % <1.

Nesta simulagdo, foi utilizado o limite de acompanhamento da fila de 1000 unidades
de tempos. O nimero de clientes na fila com o decorrer do tempo € mostrado na Figura 3.6 e
o histograma dos tempos de espera na Figura 3.7. Observando o histograma podemos observar

que o tempo de espera simulado ja se aproxima de uma distribui¢do exponencial com p = %.

Neste caso, o tempo médio de espera empirico foi igual a 3,035, o tempo médio tedrico

E[W] = ;£ foi igual a 3.

Como j4 era esperado, o tempo de espera de uma fila M/M/1 tem distribuicdo expo-
nencial. Agora vamos observar o que ocorre quando os tempos entre chegadas e os tempos de
servigo tem outros tipos de distribui¢des, ou seja, quando estes tempos tem distribui¢cdes gerais,

no regime de trafego pesado. O algoritmo utilizado para essa simulacao estd no Apéndice B.1.
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Figura 3.6: 100 primeiros X; para a fila M/M/1 simulada.
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Figura 3.7: Histograma do tempo de espera para comecar a ser servido da fila M/M/1 simulada.

3.2 Filas GI/G/1 com Trafego Pesado

Lembrando que a intensidade do trafego p € a razdo entre o tempo médio entre as
chegadas e o tempo médio de servigos, o trafego pesado também pode ser entendido como o
tempo médio entre chegadas muito préximo ao tempo médio de servigos, ou seja, quando p 1 1.
O sistema de fila com essa caracteristica também é chamado de fila com trafego limite. Tendo
seus resultados apresentado por John Kingman em 1961 no artigo “The single server queue in

heavy traffic” [15].

Esta secdo esta organizado da seguinte maneira. Na Subsecdo 3.2.1 falaremos da fila
GI/G/1 com trafego pesado e distribui¢des dos tempos entre chegadas e de servigos com cau-

das leves e na Subsec¢do 3.2.2 da fila GI/G/1 com trafego pesado e com distribui¢des do tempo
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entre chegadas e de servigos, com distribui¢cdes de caudas pesadas. Também discutiremos a dis-
tribui¢do do tempo de espera estaciondrio, que converge para uma distribuicdo Mittag-Leffler,

quando p T 1, isto serd apresentado no Teorema 3.2.

Inicialmente introduzimos algumas defini¢cdes que serdo utilizadas no decorrer desta
secao.
Definicao 3.1 (Transformada de Laplace-Stieltjes para distirbuicdes de probabilidades). A trans-
formada de Laplace-Stieltjes para uma varidvel aleatéria com fungdo de distribuicdo Fs(-) é

definida pela integral:

~+o0
Li(a) = / e~ dFg (1), (3.10)
Exemplo 3.1 (Distribui¢io exponencial). Seja f(1) = Ae™*, t >0, entdo
& [T ape g = * A>0
exp()L)(a) ~Jo € € T a—a > V.

Exemplo 3.2 (Distribui¢do Pareto). Seja f(t) = %, t>1>0,0 >0, entdo

o 919
gpareto(lﬁ)(a) :/l € atlmdt = e(la)eelar(eaa)7

onde
r(0,q) :/ 0l qr,
a

€ uma funcdo gama incompleta.

Para descrever as distribui¢des com caudas pesadas, precisamos definir o seu compor-

tamento na cauda, o mesmo pode ser descrito com a ajuda das seguintes defini¢des.

Definicao 3.2 (Funcdo de variacdo regular). Uma funcdo mensurdvel U : R —— R tem vari-

cdo regular no infinito com indice j € R se para x > 0,

lim Ultx) =x/,
0T (1)

onde j é chamado de expoente de variacdo (ver [13]).
Exemplo 3.3. Seja U(x) = x", entdo

t"x"
lim =x",

t—oo (N

entdo x" é uma funcdo de variagdo regular com indice n.
Exemplo 3.4. Seja U(x) = log(x), entdo

log(xt) . [log(x) log(z)]|
i [y * o] ="

f—o0 log(t) e
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implica que log(x) é uma fungdo de variagdo regular com indice 0.

Voltando a discursdao do tempo de espera das filas. Observe a relacio entre os tem-
pos de espera na fila, W, e W,,;1, do n-ésimo e (n — 1)-ésimo cliente respectivamente, como

observado anteriormente na equacao (3.7), relacdo estd que também € valida para filas GI/G/1:

W1 = max(0,W, + S, — 1,,).

Podemos entdo observar que o processo estocdstico {W,,n =0,1,2,...} é uma cadeia
de Markov a tempos discretos, uma vez que o comportamento de W, ; € apenas uma fun¢ao do

valor de W, e € independente da historia prévia do tempo de espera.

Agora, vamos encontrar a distribuicdo do tempo de espera, lembrando que os tempos

T, € S ndo sdo exponenciais. Temos que

Fup (1) = P{Wori <1}
= P{W,+S,—1, <t}

Definindo a varidvel aleatéria U, = S, — 7, com fungdo de distribuig¢do Fy, (¢), e usando a for-

mula da convolugio, temos que:

Fp ()= [ Bt =B, (), (0t <e)

No estado estaciondrio, Fy (t) é a distribuicdo do tempo de espera que satisfaz:

' Fy(t—x)dFy(x), 0<t<oo
Foty={ I 0diu@,  (0<r<e) @.11)
0, (t<0)
onde Fy(x) é Fy, (x) sdo dados pela convolucdo de S e (—1), isto é
Fu(1) = [ Fs, (5)dFs,(v=1) (3.12)

A equagdo (3.11) € chamada equacdo de Lindley.

Desta forma, encontrar a distribui¢do do tempo de espera para a fila GI/G/1, Fy(y),
consiste em encontrar Fy (f) na equagdo (3.11) o que se torna uma tarefa muito dificil, depen-
dendo das distribui¢des do tempo entre chegadas e tempo de servicos da fila estudada. Usando
as técnicas de Wiener-Hopf € possivel encontrar Fy (f). Técnica que ndo vai ser discutida neste

trabalho. Maiores detalhes podem ser encontrado na Sec¢ao 6.2 de [1].
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3.2.1 Filas GI/G/1 com Trafego Pesado com Distribuicoes com Caudas
Leves

Nesta se¢do vamos observar o que acontece com a fila GI/G/1 quando p 1 1.

Sejam:
A = E[nl;
/12 = E[Tg];
o= E[S];
w = E[S).

Defina a distribui¢éo do tempo de servigo truncado S, = Sl{g<.) onde

1, seS<c
fs<ep = 0, seS>c

e ¢ > 0. O sistema de filas com distribui¢do do intervalo entre chegadas T e tempo de servigos
S¢ € representada por GI/G./1. Quantidades referentes a esse tipo de sistema de fila serdo

indicados pela adi¢do do indice c. Observe que para todo ponto de continuidade ¢ de Fs, (1),

lim FSC(t) = FS(Z‘).

o0

Considere p < 1 e P(W > 0) < 1, isto é P(W = 0) > 0. Considerando o truncamento
Sc = Slts<cy, onde ¢ > 0. A seguinte igualdade ¢ valida (ver [4]):

. _ b 2 a2 _
IP}??E[(I—pC)WC]—zu(uLC u:+A =A%) +o(l—pe).

Fazendo, ¢ — e p 1 1 € possivel verificar que

. T . . . L 2 92
ggE[(l—p)W] —ClgngolpggllE[(l PeIWe] = 57 (2 =7+ Ao = A7), (3.13)
(ver [4]). Usando a transformada de Laplace
L pow,(u) = E[emWel7P] (3.14)
= [L+ub] ' +o(1-p.), petl, (3.15)

com

1
be = 5 —(tne — B2+ 22— 7).
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onde W= E[SZI{Sgc}] e e = E[SnI{SSC}]
Logo

})il%}Ee_”WC(l_p”) = [1+ub] "

Como as distribuicdes coincidem se suas transformadas de Laplace s@o iguais (ver [3]).
,pc)W(t) =1 —exp(fl%c)7 t >0,

ou seja

d
(1 —pc)W = Exp(1/pc).
Desta forma temos

limF(l_p)W(t) = lim (hmF(l—pc)Wc(t))

ptl c—oo \ p11
t
= i —e b
Jim (1 —e7%).

Como

Entdo o seguinte teorema € valido

Teorema 3.1 (Kingman 1965). Se A, < = e Uy < oo, entdo para p T 1

Alp)W % exp(1), (3.16)
onde . |
Alp) = ( ;p) eb= ﬁ[Var(S) +Var(7)].

Observe que quando p 11, W L o, Logo A(p) é a escala de normaliza¢do correta

para encontrar um limite da distribuicdo para W que ndo seja o trivial.

Definicao 3.3. A funcdo A(p) serd chamada de coeficiente de contragdo.

1— . ~ ~
No caso do teorema 3.1, A(p) = Tp. Este coeficiente de contra¢io tem uma expressao

simples, que foi discutido para tempos entre chegadas e de servigcos com caudas leves. Na

proxima sec¢do serd discutido o caso em que as distribui¢des tem caudas pesadas, caso este em

que o coeficiente de contragdo tem uma forma mais complicada.
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Exemplo 3.5. Para ilustrar o teorema de Kingman, suponha a distribuicdo do tempo entre

chegadas T ~ Exp(A) e a distribui¢cdo do tempo de servicos S ~ Exp(it). Entdo temos:

1—-p
A - P
(p) 5
1—2
= T =A%),
7l T 2]
Agora considere |l fixoe A T 1 (A < 1), entdo p — 1 é:
limA(p) = 0.
lim A(p)
Logo, pelo teorema de Kingman,
A(p)W % Exp(1),

quando p 1 1.

3.2.2 Filas GI/G/1 com Trafego Pesado com Distribuicoes de Caudas Pe-
sadas

Vamos considerar o tempo de espera estaciondrio de uma fila GI/G/1 com tempos entre
chegadas 71,1y, ... e tempos de servicos 1,957, ... com distribuicdes de caudas pesadas, e a fila

tem trafego pesado (p 1 1).

Vamos assumir que as seguintes condi¢des sejam satisfeitas:

A=E[t]<w, p=E[s] <o, p:%<L (3.17)

Sobre a distribui¢do do tempo de servico Fs(-) apenas serd introduzida suposi¢des
sobre a distribuicdo da cauda, isto €, sobre Fg(t) = 1 — Fs(t) parat — oo. Observe que no caso

de caudas pesadas var(S) = oo e F(t) € de variagdo regular com indice caudal v,1 < v < 2.

Suponha que para algum #( finito, podemos escrever:
Fs(t) = G1(t) + Ga(2), parat > fo. (3.18)

O primeiro termo da decomposicio (3.18), a fungdo G (¢) descreve o comportamento assinté-

tico dominante da cauda F (¢), por exemplo G (1) = C(1/1)3/2, onde C é uma constante positiva.
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O segundo termo da equacao (3.18), a fun¢do G,(r) € tal que para 6 > 0,

/ e Gy(t)dt < oo, quando Ra > —4. (3.19)

To

Por exemplo (3.19) € vilida se
Gy (1) = 0(e™), parat — oo, (3.20)

Logo G;(t) é uma fung@o tal que para > 0, decai mais rapido do que a exponencial. Zs(a)
pode ser representado por:
1 - % S(a)
Ua

1 = g(na) +c(ua)’'L(pa), para Ra >0 (3.21)

(ver [2]), onde ¢ > 0 é uma constante, | < v <2, g(u,a) e L(i,a) sdo fungdes de variagdo
regular que satisfazem as seguintes condigoes:
(1) g(ua) é uma fungéo de variagdo regular para Ra > —38 e g(0) = 0;

(2) L(ua) é tem variagdo regular para Ra > 0 e continuo para Ra > 0, exceto possivelmente

ema=0;

(3) L(ua) — b > 0O para|a] — 0,Ra>0,comb =ocose v =2;

(4) limyg Lgﬁéj)x) = 1 paraRa > 0,a + 0;

(5) Ik e (1,v): [y t¥dFs(t) < oo.

Em relagdo a Fr(r), serd assumido que
M, == / t"dF () < oo, param > V. (3.22)
0

Isto é, v < vi,onde 1 — Fr(t) =t V1.

A decomposicido da equacdo (3.21) ndo € trivial. Para entender melhor como ela
ocorre, veja alguns exemplos dessa decomposi¢do, considerando as distribuicdes exponencial e

Pareto.
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Exemplo 3.6 (Decomposi¢do com S ~ exp(1)).

|1 =Fe) 1_1—%
wa wa
Ha— 74
=
= 11— !
1A +a)
= g(ua).

Agora vamos mostrar que g(la) € uma func¢do de variagdo regular.

1

[
lim SUH4) _ jiy T EOED g0
amee g(pa)  a=e ] — )

ou seja, g(la) é uma funcdo de variagdo regular com expoente de variacdo j=0e L =0.

Exemplo 3.7 (Decomposi¢do com S ~ Pareto(0)). Considere a distribuicdo de cauda pesada

S¢ ~ Pareto(0), I<v<2
o \V . (3.23)
P(Se <t) = Fs,(t)=1-6(5=) , t>6
Onde 0 e O satisfazem
0<6<1,6>0.
Observe que S tem uma distribuicdo com cauda pesada:
— AN
Fg,(t)=0 (7) , parat — o, (3.24)
Neste caso temos que:
1- % 1 1 vl
- Se(a) _ a/s als (a/s)""_ (3.25)
ap l—a/s 2-v(l—a/s)? 2—-v(l—a/s)?
e (051 + 2 V)(1~a/s)
I1—(a/s)""14+(2—=V)(1—a/s
L p—
que é uma funcdo de variagdo regular.
Alem disso, observe que para v =3/2 ¢ (8) =1
1 - % 1
S0(a) _ Ra > 0. (3.26)

ap (1+ap)?’ -

Os calculos completos dessa decomposi¢ao podem ser observado no Apéndice A.1.
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Em continuacdo mostraremos a decomposi¢ao da representacdo da transformada de
Laplace serd utilizada para encontrar o coeficiente de contracao para filas com distribui¢des dos
tempos entre chegadas e de servico de caudas pesadas.
A funcido
1 - % S(a)

ua
¢ igual a zero para a = 0. Estd fun¢do também € mondtona crescente em a e com limite igual a

1 , a>0,

1, para a — o (ver [2]). Entdo a equacao

- Zs(a) 1-p 1
I = coma>0, pEc€ 5,1 , (3.27)

1

tem uma tnica raiz a = %, onde &(p) é tal que 6(p) J 0 quando p 1 1 e 8(p) é continuo para
pe (31

A partir de (3.21), temos que §(p) é raiz de
1-p
p

Devido a equacdo anterior e as condi¢des (1)-(5), podemos escrever

g(x) +ex’L(x) = , x>0, pe (1,1). (3.28)

2

g(ua) = fiua+O(|ual?) para [ua| — 0,Ra > -8, (3.29)
com f sendo uma constante finita e também:

g(ua) = o(|pal¥~"|L(ua)|) para |a| = 0, Ra >0, (3.30)
resultando na seguinte defini¢do (ver [2]):

Definicao 3.4 (Equacdo de contracdo). A equacdo
v—1 1-p
cx L(x):T, x>00<1l—-pxkl, (3.31)

é chamada equagdo de contragdo.

Na defini¢ao 3.4, é possivel encontrar a raiz A(p):
Propriedade 3.1. A equacdo de contragdo (3.31) tem uma vinica raiz, A(p), e essa raiz satisfaz

A(p) L0 quandop 1 1. (3.32)

A raiz A(p) € o coeficiente de contracdo para filas com tempos entre chegadas e de servigos

com caudas pesadas.
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Observar que

. Alp) _
Utilizando a equacdo (3.31), € vélido que
c 1—p\ @ V/v-1 o
)= (52) L)), (.34
A partir das condi¢des (1)-(5) e (3.32), temos que
. pc
lim——A(p) =0. 3.35
i () (3.35)
Além disso
c - 1—p\W=v/(v=1) o B
e = (28 [L(A(p))) 8/, (3.36)

Utilizando as condig¢des (1)-(5) e a equagdo (3.21), obtemos que

. pc -1
1 A =t =0, 3.37
;gl_p[mn (3.37)
resultando em
()
Ap)~o(-P— (3.38)
—p . .

Para ilustrar este resultado voltemos ao exemplo tratado anteriormente.

Exemplo 3.8 (continuag¢do do exemplo 3.7). Considere a decomposi¢do da cauda da distri-
buicdo Pareto, Sg, que foi decomposta anteriormente. Para simplificar os cdlculos, vamos

considerar 6 = 1 de modo que

2—-vl
= - 3.39
H=T1y (3.39)
resultando na equacdo de contracdo:
1 (v—=1\""' [ v=117% 1-p
- .- 4
2—v(2—v) * { 2—vx} p’ (3.40)
consequentemente
2—v 1—p]t/v=1
Ap) =~ 1[Q—v%;£} . paraptl. (3.41)

Na Figura (3.8) podemos observar o comportamento de A(p) variando p e conside-
rando v =3 /4.

Como ja sabemos como encontrar o coeficiente de contragdo, vamos apresentar um
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Figura 3.8: A(p) variando p e v = 3/4.

teorema onde € mostrado que o tempo de espera para uma fila com tempos entre chegadas e de
servico de caudas pesadas multiplicado pelo coeficiente de contracio, converge em distribuicao

para a distribui¢do MLy | quando p 1 1.

Teorema 3.2 (Boxma e Cohen). Considere a fila GI/G/1 com distribui¢des do tempo entre
chegadas F; e tempo de servico Fs, que satisfazem as condigoes de estacionaridade (3.17) e as
condigoes (1)-(5) e P(T > x) =x V1,P(S > x) =x"2,(0 < vi, v, <2). Entdo Quando p 1 1, o

tempo de espera “contraido”, A(p)W /U converge em distribui¢do para a distribui¢ido MLe ;.

O teorema 3.2 abre possibilidades para aproximagao da distribuicdo do tempo de es-
pera de uma fila GI/G/1 com tempos entre chegadas e de servigos com caudas pesadas. Os resul-
tados preliminares apresentados por Boxma no artigo [16], sdo muito promissores. Por exem-
plo, considere um fila M/G/1 em que a transformada de Laplace do tempo de servigo € dado pela
equagdo (3.26). Essa distribui¢do é suficientemente boa para nos permitir determinar P(W > ¢)

algebricamente. Pelo teorema 3.2 podemos aproximar P(W > 1) por 1 — Fyy, , , (A(p)t/1h).

A prova do teorema 3.2 € muito técnica e ndo serd apresentada aqui (ver [2]). Vamos

apresentar alguns exemplos para descrever o resultado desse teorema.

Exemplo 3.9. Continuando com o exemplo 3.7, temos que:

1 p] V=1
0
Logo pelo teorema 3.2, temos que

A(p)W
u

LA ML quando p 1 1.
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Exemplo 3.10. Outro caso especial, apresentado em [14], é o caso de uma cauda do tipo

Pareto da forma

5!)

Mz

1 — Fy(r)

)

t/u = t/u
onde o indice caudal v € (1,2) e u :=E[S],c > 0,8 > 0,¢c, > 0,v, > V,N inteiro (N > 1) e
H <ocoparall > V.

No artigo [14] é provado que a varidvel aleatoria (1 — p)ﬁW /B converge em distri-

buicdo quando p 1 1, o limite estd caracterizado por

1
limE[e@W/B = —__ Ra>0,
pt1 1 +av-!

que é a transformada de Laplace-Stieltjes de uma varidvel aleatoria Mittag-Leffler, veja a equa-
cdo (2.13).

3.2.3 Estimaciao do Tempo de Espera

Nesta secdo vamos estimar os paramentros da distribuicdo do tempo de espera utili-
zando o método dos momentos fraciondrios apresentado na Subse¢do 2.2.1, lembrando que a
distribuicao Mittag-Leffler ndo tem momentos maiores do que 1. Para isto, vamos simular uma

fila GI/G/1, com tempos entre as chegadas e tempos de servigos com distribuicdes Pareto.

Primeiro descrevemos o procedimento para simular a fila e depois descrevemos o pro-

cedimento de estimacao.

Para simular a fila GI/G/1 utilizamos o procedimento que é uma adaptacdo do algori-
timo [19], onde o tempo ¢ € discreto. O algoritmo comeca comt =0 e Xy = 0.
Passo 1: Gere um tempo de chegada 7 e um tempo de servico S;
Passo 2: Compare 7 com S;

Passo 3: Set< S,entdo faca: t =r+7e Xy = X; + 1;
Set>SeX; >0,entdo faca: t =r+Se X, =X, — 1;

Set>SeX; =0entdo faca: t =r+Se X, =X;;

Passo 4: Repita os passos 1 a 3 enquanto ¢ for menor que o tempo de simulagao.

Agora que descrevemos o método de simulagdo da fila, vamos estimar a distribui¢dao

do tempo de espera, correspondete a esta fila.
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Para a estimagdo utilizaremos dados simulados, Entdo simulamos uma fila GI/G/1 com
T =1, — 1, com 7 sendo uma varidvel aleatéria Pareto(1,1;2) e S =S — 1 com S} sendo uma
varidvel aleatéria Pareto(1,1;3), vamos truncar 7 e S. Geramos 4557 chegadas e 4555 servigos
com o tempo total de simulagdo do sistema de 10000 unidades de tempo. Os tempos dos 2000
primeiros clientes foram descartados, pois € o tempo de inicializacdo da fila (estamos interes-
sados no regime estaciondrio). Na Figura 3.9 temos o histograma dos tempos entre chegadas,
sendo que o tempo médio entre chegadas foi de 2,084. Na Figura 3.10 o histograma dos tempos

de servico, com média de 2,082. Resultando em p = % = % = 0,99904.

Frequéncia
0.0 0.2 04 0.6

_ILI | | | | |

0 10 20 30 40 50 60

T

Figura 3.9: Histograma dos tempos entre chegadas da fila GI/G/1 simulada.
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0.0 02 04 0.6

_ILI | | | | |

0 10 20 30 40 50 60
S

Figura 3.10: Histograma dos tempos de servico da fila GI/G/1 simulada.

O ndmero de clientes na fila, com o passar do tempo, pode ser observado na Figura
3.11. O histograma do tempo de espera ¢ apresentado na Figura 3.12. Podemos observar na
Figura 3.12 que a distribuicdo do tempo de espera se aproxima de uma distribuicdo Mittag-

Leffler.

Agora, vamos estimar a distribuicao de W, lembrando que os 2000 primeiros clientes
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Figura 3.11: Numero de clientes no sistema da fila GI/G/1 simulada.
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Figura 3.12: Histograma do tempo de espera da fila GI/G/1 simulada

foram excluidos. Estimaremos os parametros da distribui¢ao do tempo de espera utilizando o

procedimento abaixo:

Passo 1: Utilizando o estimado de Hill & (ver [20]), encontramos um valor estimado inicial para o

indice caudal de W, ¢, onde ¢ é

1<k<i

-1
“ W;
Z W_] , com W() = min W;

Passo 2: Escolhemos py, p», tais que p1, p2 < a, para garantir que os momentos de ordem p e p;

sdo finitos;

Passo 3: Encontramos & pelo método dos momentos fracionarios descritos anteriormente, para

isto, utilizaremos p; e p, do passo 2.

Utilizando o estimador de Hill com n = 1000 obtemos que = 0,5743, entdo escolhe-
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mos p; = 1/2 e pr = 1 /4, que sdo menores do que &. Podemos usar os momentos fracionarios
da equacgdo (2.33) e (2.34), para estimar o € o da distribui¢do MLq 5.

Calculando os momentos estimados, temos:

1 1
6(5)=1,7832,  &(7)=13148

, entao
I(3/4)

N

Substituindo os valores na equagdo (2.35), e encontrando o xque satisfaz a igualdade,

é(3) 1,7832

= =1,03153 =
(é(‘l‘))z 1,31482

s(2a).

encontramos & = 0,5324. Agora vamos estimar ¢. Substituindo & nas equagdes (2.36) e

(2.37). Temos 6; = 1,10033 ¢ 6, = 0,0154, implica que 6 = 1,1003+0,0154 _ 0,5579. Observe
plicaq 2
que o # 1.

] o
o O _|
o ™
= _
_|| 8 .
(@) -
£ o-
s 7
o —
I I I I I I
0 5 10 15 20 25
Amostra

Figura 3.13: QQplot da distribui¢do estimada do tempo de espera da fila GI/G/1 simulada.

Podemos observar na Figura 3.13 que a distribuicao estimada se ajusta bem aos tem-
pos de espera, piorando o ajuste somente na cauda. Esta perda de ajuste ocorre por cauda
da presenca de valores extremos. Utilizamos o algoritmo do Apéndice B.9 para estimar essa

distribuigdo.

3.2.4 Aproximacao do Coeficiente de Contracao

Como mostrado anteriormente, o coeficente de contragdo A(p ) multiplicado pelo tempo
de espera W converge para uma distribui¢do X ~ ML; o quando p 1 1. Entdo conhecer o co-
eficiente de contragc@o se torna muito importante, para caracteriza¢ao da distribui¢cao do tempo

de espera da fila GI/G/1 com tempos entre chegadas e de servico com caudas pesadas e trafego
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T | St |E[f]] E[S] p a | Alp)
Tiia | Stazo00 | 11,1 | 1,0167 | 0,0916 | 0,9851 | 1,1933
Tiin | Stiz00 | 11,1 1,1000 | 0,0991 | 0,9048 | 1,1784
Tia | Stazo00 | 11,1 1,2000 | 0,1081 | 0,8854 | 0,9411
Tia | Siaaeoo | 11,1 1,3200 | 0,1191 | 0,9477 | 0,8064
Tia | Sirasoo | 11,1 | 1,4750 | 0,1329 | 0,9181 | 0,7884
Tiia | Sirigoo | 11,1 1,6714 | 0,1506 | 0,8943 | 0,5099
Tiiia | Strieoo | 11,1 1,9333 | 0,1741 | 0,8809 | 0,3531
Ti | Stsoo | 11,1 2,3000 | 0,2072 | 0,9286 | 0,2197
Tia | Stiaoo | 11,1 2,8500 | 0,2568 | 0,8984 | 0,1468
Tia | S0 | 11,1 3,7667 | 0,3393 | 0,9051 | 0,1610
Tia | St | 11,1 5,6000 | 0,5045 | 0,9708 | 0,0787
Tina | Sipiiso | 11,1 7.4333 | 0,6697 | 0,9358 | 0,0093
Tiria | St | 111 7.9571 | 0,7168 | 0,9358 | 0,0062
Tia | Stpor | 11,1 10,9911 | 0,9901 | 0,9050 | 0,0052

Tabela 3.2: A(p) estimados numericamente.

pesado.

Para estimar o coeficiente de contracao, vamos utilizar o seguinte procedimento:

e Se0<g<a, (E[WY < ), mas para p 1 1 E[(A(p)%)q] ~ E[X] =e(q).

w(f+wg+~-'wf{

e Por outro lado, se E[WY] < oo, entdo pela lei dos grandes niimeros: Wi = j>
n—oo
E[W1], onde wi,wy,...,w, sdo os tempos de espera de n filas GI/G/1 independentes.

Logo utilizando a primeira parte e a lei dos grandes nimeros

Na tabela 3.2 sdo apresentados alguns valores do A(p) aproximados utilizando o mé-
todo proposto. Como antes, fazemos 7 = 7 — 1 com 7] ~ Pareto(1,1;1) e S =S; — 1 com

S| ~ Pareto(1,1, a). Para estimar numericamente A(p), utilizamos ¢ = 1/2

Observando a Figura 3.14, podemos notar que quando p 1 1, A(p) se aproxima de 0.

O algoritmo utilizado para essa aproximagdo pode ser observado no Apéndice B.10.
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Figura 3.14: A(p) aproximado numericamente, variando p entre O e 1.
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4 Conclusao

Apresentamos aqui uma forma de estimar a distribui¢cdo do tempo de espera para fila
GI/G/1 com tempos entre chegadas e de servico com caudas pesadas, utilizando o método dos
momentos fraciondrios. Para isso, definimos as distribui¢des geométrica estiveis e estaveis,
também definimos as distribui¢cdes Linnik e Mittag-Leffler, que sdo casos especiais das distri-
buicdes geométrica estidveis. Apresentamos uma forma de representar as distribui¢cdes Linnik
e Mittag-Leffler como mistura, representacdo essa, que nos possibilitou simular amostras des-
tas distribui¢des e posteriormente estimar seus parametros utilizando o método dos momentos

fracionarios.

Um teorema importante apresentado neste trabalho € o teorema de Kingman. Esse
teorema mostra que o tempo de espera converge para uma distribuicdo exponencial no regime
de trafego pesado. Outro teorema que generaliza o teorema anterior, que ¢ 0 mais importante
deste trabalho, é o teorema de Boxma e Cohen. Esse teorema mostra que, o tempo de espera
de uma fila GI/G/1 com trafego pesado multiplicado pelo coeficiente de contracdo converge
para a distribuicdo Mittag-Leffler. Concluimos deixando nossa contribuicdo com um método de

aproximar numericamente esse coeficiente.
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APENDICE A - Decomposiciio da Transformada de Laplace

Stieltjes

A.l
jes T ~ Pareto(0)

Considere a distribui¢ao de cauda pesada

Sg ~ Pareto(6), I<v<?2

9 \%
) , t>0,

P(Sy <t):F59(l):1—3(9_t

onde 0 e 0 satisfaz
0<d6<1, 6 > 0.

Possuindo uma distribuicao de cauda pesada:

9 -V
1 —Fs (1) =96 <7) ,parat — co.

Podemos verificar que
E[Se] = /P(Se>t)dt
0

Decomposi¢ao da cauda da transformada de Laplace Stielt-

(A.1)
(A.2)

(A.3)

(A4)

(A.S)

A transformada de Laplace-Stieltjes (L. S.) da distribuicdo Fs, () com Ra > 0 é defi-

nida por:
£5,(a) = E[e %)
- / e dFs, (1),
0—

(A.6)
(A.7)



¢ valido que para Ra > 0

1 (o)
=t @) = 8 [ (1P, ()
%) 9\/
o —at
= 5/0 e (9+t>vdt.
Definindo | £ (@)
h(a,0) .= _~ So 4
(0= "2k (o)

onde B(0) = [, tdFs,(t), temos

oo tev—l
h(a,0)=(v—-1 - dt
(@0) = (v=1) [ et g

que € a transformada de L. S. da distribuicao de probabilidade

1 t
H(t,0 :~—/ 1 — Fs, (1)]dt, t>=0.
(1:0)= 57y 11— P )
Seja ©® uma variavel aleatdria ndo-negativa com densidade

fo(8) = —velfve*“’de, >0, l<v<2,

onde s € uma constante positiva. Observe que

*® v _ r2-v)
61 v _—s0 — )
/0 € 2V

Seja y uma varidvel aleatdria com distribuicio Fs(r) definida por:

2—v oo
P(y < 1) = Fy(t) := ﬁ /O 0!=Ve O Fy, (1)d6,

r
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(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

evidentemente Fg(f) é uma mistura das distribui¢des Fys, (¢), a mistura é descrita por (A.11).

Para Ra > 0, definimos
£s,(a) :=E[e"].

Pela integrac@o parcial temos de (A.9), para Ra > 0,

oV a

1 —£59 (a) _
v—1 v-1

a

—50"|

/ e (0 +1)"Vdr],
0

(A.14)

(A.15)
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de (A.11) e (A.15) para Ra > 0,5 > 0, temos

1 —£5,(a) £V 8 /°° 2-v 50
= 0 Ydeo
a T2—v)v_1 ¢
s +1
— v
- v _1 / B / (6+1)"*di]de
s27Y 6 I'(3
T Te-v)v—1 3—VV) : / e e / 7T duldo
S
2-v§ sV
_ ‘1’ l—a— / g / e~V 4 dg)]. (A.16)
— 18
Definindo 5
. ~ 2—v
BT =Ep(O)="—, (A.17)
para0 <a <s
37 71 oo (o]
L 1C) U / B (9| / e " dw)de
aﬁ* F(3—V> 0 Oa
(s/a)*™" /°° —(5-1)z /°° —u, 1-v
M a “ duld
TG Jo ze [Z e u uldz
3—v o o
— 1+F(vg_v)%</0 e(Wl)Z[/ euulvdu]dz>, (A.18)
Z

comw:§>1.

Resolvendo a integral por partes , para w > 1, temo que:

/Ooe—(w—l)z/ooe—uul—ududz _ ;/we—uul—vdu_L me—wzzl—vdZ
0 z w—1Jo w—1Jo

1 11
= {w_l - }r(z—v). (A.19)

Wz—v
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Entdo paraw > 1

S = i () )

w3V d [ 1 1
_ 1+—F(3_v)r(2—v)%{W_lu_wzv)}

_ v r2-v) 1 wY=2 (2= v)wV 3
R ((2—v>r<2—v>>P(w—l)“(w—l)z+ w1 }
w3~V 1 1 1 11

- 1+@—V>LXW_Uf+WF4PW%V+Q_VH#WE?T}
_ 1 w3V 1 w 1
- +{‘<2—v><w—1>2+<2—v><w—1>2+w—1]
w [1_ w2V N 1 1 }
w1 2-v)(w—1) (2-v)(w—1)
w w2V —1
B w—l[l‘<z—v><w—1>]' (420
Dessa forma
1 —£5,(a) w3V | w |
== = oo v w1 w1 (A2D)
_o s 1 a1 (@9 (A22)

l1—a/s 2—v(1—a/s)? 2—v(l—a/s)?

Podemos observar que a equacao (A.20) tem o limite finito quando w — 1 e também
que 0 < Ra < s.

Da defini¢do de £5,(a), Ra > 0, verificamos que %‘1@ ¢ regular e continua para

Ra < 0. Como (A.20) é regular e continua para Ra > 0, a # s, e tem limite finito paraa = s ,

temos que, para s > 0,Ra < 0,1 <v <2,

w I wvV—1 ara s
J— - 7 - W:_
£ _ ) 51| " 2=v w1 |° P «” (A.23)
aP* 1
E(\;_1)7 paraw =1

Como Fs(.) é uma distribuicéo de probabilidade com suporte em [0, ) podemos ob-

servar que
1—£
k(a) = ﬂ,% <0, (A.24)
af*
¢ transformada de L.S. da distribuicdo
1 t
ﬂﬂ:ﬁ/ﬂ—&MWMJSQ (A.25)
0



APENDICE B - Algoritmos

B.1 Simulacao da Fila M/M/1

# Variaveis inicidis

t.end<- 1075 # tempo méximo do sistema
t.clock <- 0 # tempo inicial

Ta<- 4/3 # tempo esperado de cehgada
Ts<- 1 # tempo esperado de servigo
t1<- 0

t2<- t.end

tn<- t.clock # tempo atual

tb<-0
n<- 0O
s<- 0
b<- 0
c<- 0

qc<- O # nuimero de clientes no sistema

tc<- 0 # tempos de transigdo do numero de clientes
plotSamples<- 1000 # Tempo de acompanhamento da fil
set.seed(1) # semente

t.chegada<- c()

t.partida<- c()

# algoritimo de simulagao da fila
while (t.clock < t.end){
if (1 < t2 ){
t.clock <- t1

s<- s + n*x(t.clock - tn)
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n<- n+l
if (t.clock < plotSamples){
gc<- append(qc,n)
tc<- append(tc,t.clock)
}
tn<- t.clock
t1<- t.clock + rexp(1l, 1/Ta)
if(n == 1){
tb<- t.clock
t2 <- t.clock + rexp(1,1/Ts)
}
Yelse{
t.clock <- t2
s<- s + n*(t.clock - tn)
n<- n-1
if (t.clock < plotSamples){
qc<- append(qc,n)
tc<- append(tc,t.clock)
}
tn<- t.clock
c<- c+1
if(n > 0){
t2<- t.clock + rexp(1,1/Ts)
Yelse{
t2 <- t.end
b<- b + t.clock - tb

}
t.chegada<-append(t.chegada,tl)
t.partida<-append(t.partida,t2)
}
#Separando os tempos de chegadas e partidas
chegadas<-c()
partidas<-c()

for (i in 2:length(qc)){
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if(qcli-11<qecli]){
chegadas<- append(chegadas,tc[i])
Yelse{
partidas<-append(partidas,tc[i])

#Preparando dados para gerar o grafico do caminho
#do numero de clientes no sistema
tempo<-tc[1]
X_t <- cO)
for(i in 2:length(qc)){
tempo<- c(tempo,tcl[i],tc[i])
X_t<- c(X_t,qcli-1]1,qcli-1]1)
}
X_t<-c(X_t,qcl[length(qc)])
plot(tempo,X_t, type="1",ylab=expression(X[t]),

main="Numero de clientes no sistema")

#Separacdo dos tempos de chegadas e saidas
chegada<-c()
partida<-c()
for (i in 2:(length(tc))){
if (qcli-11< qclil){
chegada<- append(chegada,tc[i])
Yelse{
partida<-append(partida,tc[i])

}
length(chegada)
length(partida)

#Retirando os tempos de chegadas dos clientes que ndo foram servidos.
chegada_servidos<-c()

for (j in 1:(length(chegada)-qc[length(qc)])){
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chegada_servidos<-append(chegada_servidos, chegadalj])
}
length(chegada_servidos)
#Calculando o tempo de espera para ser servido
w<- partida -chegada_servidos
hist(w,nclass=20, main="Histograma do Tempo de Espera",
ylab="Frequéncia", xlab="W")

mean (w)

B.2 Grafico do Coeficiente de Contracdo para o Exemplo da Se-
¢do 3.2.2

v<-1.5

p<-seq(0.5:0.99, by=0.01)

Delta_1= ((2-v)/(v-1))*((2-v)*(1-p)/(p))~(1/(v-1))

plot(p,Delta_1, xlab=expression(rho), ylab=expression(Delta [1]), type="1",

main= "Coeficiente de contracgdo")

B.3 Grafico da Densidade Linnik com o« =0, 1;0,5;1,0;1,5;1,9

#Fungdo integravel
func_int_linnik <- function(y){
func_int_linnik<- (y~alphaxexp(-xxy)) / (y~(2*alpha)+
1+2xy~ (alpha)*cos(pi * (alpha/2)))

#Densidade

func_linnik<- function(x){
integral_linnik <- integrate(func_int_linnik,0,Inf)
val_int_linik<- integral_linnik[["value"]]

func_linnik<- (sin(pi*(alpha/2))/pi)*val_int_linik

# Densidade com alpha igual a 0,1

alpha<- 0.1



valores_linnik<- c()

val_x <- c(seq(-3,-0.01, by=0.01),seq(0.01,3, by=0.01))

for(n in 1:length(val_x)){

x<- abs(val_x[n])

val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])

valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

}

valores_linnik_alpha_0.1 <- valores_linnik
plot(val_x,valores_linnik_alpha_0.1,type="1",1ty = 1, ylab= "f(x)",

xlab="x", lwd = 2, main="Densidade de Linnik")

# Densidade com alpha igual a 0,5
alpha<- 0.5

valores_linnik<- c()

val_x <- c(seq(-3,-0.01, by=0.01),seq(0.01,3, by=0.01))
for(n in 1:length(val_x)){

x<- abs(val_x[n])

val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])
valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

}

valores_linnik_alpha_0.5 <- valores_linnik

lines(val_x,valores_linnik_alpha_0.5,type="1",1ty= 2,1lwd = 2)

# Densidade com alpha igual a 1,0
alpha<- 1

valores_linnik<- c()

val_x <- c(seq(-3,-0.01, by=0.01),seq(0.01,3, by=0.01))
for(n in 1:length(val_x)){

x<- abs(val_x[n])

val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])
valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

3
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valores_linnik_alpha_1 <- valores_linnik

lines(val_x,valores_linnik_alpha_1,type="1", 1ty=3,1lwd = 2)

# Densidade com alpha igual a 1,5
alpha<- 1.5

valores_linnik<- c()

val_x <- c(seq(-3,-0.01, by=0.01),seq(0.01,3, by=0.01))
for(n in 1:length(val_x)){

x<- abs(val_x[n])

val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])
valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

}

valores_linnik_alpha_1.5 <- valores_linnik

lines(val_x,valores_linnik_alpha_1.5,1ty = 4,1lwd = 2)

# Densidade com alpha igual a 1,9
alpha<- 1.9

valores_linnik<- c()

val_x <- c(seq(-3,-0.01, by=0.01),seq(0.01,3, by=0.01))

for(n in 1:length(val_x)){

x<- abs(val_x[n])

val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])

valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

}

valores_linnik_alpha_1.9 <- valores_linnik

lines(val_x,valores_linnik_alpha_1.9,1ty= 5,1lwd = 2)

legend(1,1.2,1wd=c(2,2,2,2,2), lty= c(1,2,3,4,5),c("alpha=0,1",
"alpha=0,5","alpha=1,0","alpha=1,5","alpha=1,9"))

B.4 Grafico da Densidade Mittag-Leffler com ox =0, 1;0,5;0,9

#Geragdo do grafico da densidade Mittag-Leffler
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#Fungdo integréavel
func_int_ML <- function(y){
func_int_ML<- (y~alphaxexp(-x*y)) / (y~(2*alpha)+1+2*y~(alpha)
*xcos(pi * alpha))

#Densidade

func_ML<- function(x){
integral ML <- integrate(func_int_ML,0,Inf)
val_int_ML<- integral ML[["value"]]
func_ML<- (sin(pi*alpha)/pi)*val_int_ML

# Densidade com alpha igual a 0,1
alpha<- 0.1

valores_ML<- c()

val_x <- seq(0.01,3, by=0.01)

for(n in 1:length(val_x)){

x<- val_x[n]

val_func_ML<- func_ML(val_x[n])

valores_ML<- c(valores_ML,val_func_ML)

}

valores_ML_0.1 <- valores_ML

plot(val_x,valores_ML_0.1, lty=1, ylab= "f(x)", xlab="x",
main="Densidade M-L",type="1",1lwd=2)

# Densidade com alpha igual a 0,5
alpha<- 0.5

valores_ML<- c()

val_x <- seq(0.01,3, by=0.01)
for(n in 1:length(val_x)){
x<- val_x[n]

val_func_ML<- func_ML(val_x[n])
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valores_ML<- c(valores_ML,val_func_ML)
}
valores_ML_0.5 <- valores_ML

lines(val_x,valores_ML_0.5,1ty=2, lwd=2)

# Densidade com alpha igual a 0,9
alpha<- 0.9

valores_ML<- c()

val_x <- seq(0.01,3, by=0.01)

for(n in 1:length(val_x)){

x<- val_x[n]

val_func_ML<- func_ML(val_x[n])

valores_ML<- c(valores_ML,val_func_ML)

}

valores_ML_0.9 <- valores_ML

lines(val_x,valores_ML_0.9,1ty=3, lwd=2)

legend(2,2,1wd=c(2,2,2),1ty= c(1,2,3),
("alpha=0,1","alpha=0,5","alpha=0,9"))

B.5 Geracdo de Variaveis Aleatorias Linnik

# Para gerar a variével aleatéria Laplac, foi utilizado o pacote VGAM,
#onde utilizamos a varidvel aleatdéria Laplace Assimetrica com
# Assimetria = 1, ou seja a Laplace padréo.
require (VGAM)
n<- 1000
alpha <- 1.75
sigma<- 1
Linnik<-c()
set.seed(1) #semente
for (i in 1:m){
z <- ralap(l,location=0,scale=1,kappa=1)
U<- runif(1,0,1)



rho <- alpha/2
w<- sin( pi*rho)*(1/(tan(pi*rho*U)))-cos(pi*rho)
y<- sigma*z*w~(1/alpha)
Linnik<- c(Linnik,y)
}
hist(Linnik, nclass= 50, main= "Distribuig¢fo Linnik Simulado",
xlab="Simulado", ylab= "Frequéncia", prob=T, col=c("gray"))
R
#Densidade da distribuigdo Linnik com sigma =1
func_int_linnik <- function(y){
func_int_linnik<- (y~alphakexp(-x*y)) / (y~(2*alpha)+1+
2xy~(alpha)*cos(pi * (alpha/2)))

func_linnik<- function(x){
integral_linnik <- integrate(func_int_linnik,0,Inf)
val_int_linik<- integral_linnik[["value"]]
func_linnik<- (sin(pix*(alpha/2))/pi)*val_int_linik
H# Para gerar a variavel aleatdria Laplac, foi utilizado
# o pacote VGAM, onde utilizamos a variavel aleatéria
# Laplace Assimetrica com Assimetria = 1, ou seja a Laplace padréo.
require (VGAM)
n<- 1000
alpha <- 1.75
sigma<- 1
Linnik<-c()
set.seed(1l) #semente
for (i in 1:n){
z <- ralap(1l,location=0,scale=1,kappa=1)
U<- runif(1,0,1)
rho <- alpha/2
w<- sin( pi*rho)*(1/(tan(pi*rho*U)))-cos(pi*rho)

y<- sigma*z*w~(1/alpha)

Linnik<- c(Linnik,y)
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hist(Linnik, nclass= 50, main= "Distribuig¢do Linnik Simulado",
xlab="Simulado", ylab= "Frequéncia", prob=T, col=c("gray"))
HAHBHHAHBHHBHAH RS HAH RS HAHBHHBHAH R HEH
#Densidade da distribuigdo Linnik com sigma =1
func_int_linnik <- function(y){
func_int_linnik<- (y~alphaxexp(-xxy)) /
(y~ (2xalpha)+1+2*y~(alpha)*cos(pi * (alpha/2)))

func_linnik<- function(x){
integral_linnik <- integrate(func_int_linnik,0,Inf)
val_int_linik<- integral_linnik[["value"]]

func_linnik<- (sin(pi*(alpha/2))/pi)*val_int_linik

}
HHH R
alpha<- 1.75

valores_linnik<- c()
val_x <- c(seq(-10,-0.01, by=0.01),seq(0.01,10, by=0.01))
for(n in 1:length(val_x)){
x<- abs(val_x[n])
val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])
valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

3

lines(val_x,valores_linnik,type="1",1ty = 1)

B.6  Geragao de Variaveis Aleatorias Mittag-Leffler

# Para gerar a variével aleatéria Laplac, foi utilizado o pacote VGAM,
# onde utilizamos a varidvel aleatdéria Laplace Assimetrica com

# Assimetria = 1, ou seja a Laplace padréo.

n<- 1000

alpha <- 0.9

sigma<- 1

ML<-rep(NaN,n)
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set.seed(l) #semente
i<-1
while(i<(n+1)){
z <- rexp(1,1)
U<- runif(1,0,1)
rho <- alpha
w<- sin( pi*rho)*tan(1l/(pi*rho*U))-cos(pi*rho)
y<- sigma*z*w~(1/alpha)
ML[il<-y
if (ML[i]=="NaN"){

i<-i-1

i<-i+1
}
hist (ML, nclass= 50, main= "Distribuigdo Mittag-Leffler Simulado",
xlab="Simulado", ylab= "Frequéncia", prob=T, col=c("gray"))
HHHHHHHH B H R R
#Densidade da distribuig¢do ML com sigma =1
func_int_ML <- function(y){
func_int_ML<- (y~alpha*exp(-x*y)) /
(y~(2%alpha)+1+2*xy~(alpha)*cos(pi * alpha))

func_ML<- function(x){
integral ML <- integrate(func_int_ML,0,Inf)
val_int_ML<- integral ML[["value"]]
func_ML<- (sin(pi*alpha)/pi)*val_int_ML

}

HAHHHHAHAHHAHAHHHH

alpha<- 0.75

valores_ML<- c()
val_x <- seq(0.01,45, by=0.01)
for(n in 1:length(val_x)){

x<- val_x[n]
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val_func_ML<- func_ML(val_x[n])
valores_ML<- c(valores_ML,val_func_ML)

}
lines(val_x,valores_ML,type="1",1ty = 1)

B.7 Estimagdo dos Paramentros da Distribui¢ao Linnik Utilizando
os Momentos Fracionarios

# Para gerar a variével aleatéria Laplac, foi utilizado o pacote VGAM,
# onde utilizamos # a varidvel aleatdéria Laplace Assimetrica com
# Assimetria = 1, ou seja a Laplace padréo.
require (VGAM)
n<- 5000
alpha <- 1.9
sigma<- 3
Linnik<-c()
set.seed(1)
for (i in 1:m){
z <- ralap(l,location=0,scale=1,kappa=1)
U<- runif(1,0,1)
rho <- alpha/2
w<- sin( pix*rho)*(1/(tan(pi*rho*U)))-cos(pi*rho)
y<- sigma*z*w~(1/alpha)

Linnik<- c(Linnik,y)
hist(Linnik,nclass=50, xlab="Linnik", ylab="Frequéncia",
main="Histograma da Amostra Linnik", prob="T" )
#Calculando os momentos fracionarios

e_1<- sum((abs(Linnik)))/n
e_0_b<-sum((abs(Linnik))~0.5)/n

razao_momentos_est<- e_1/(e_0_5"2)
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razao_momentos<- function(alpha_est){
razao_momentos<- (4*(alpha_est*(sin(pi/(2~alpha_est)))~2))/
((pi*sin(pi/alpha_est)))-razao_momentos_est
}
raiz<- uniroot(razao_momentos, c(1,1.99))

alpha_raiz<- raiz\$root

sigma_1 <- (2/pi)*alpha_raiz~2*(sin(pi/(2*alpha_raiz)))*e_0_5"2

sigma_2 <- 0.5%alpha_raiz*sin(pi/alpha_raiz)*e_1

sigma_est<- (sigma_1 + sigma_2)/2

#Gerando dados para o qqplot
comp_qqgplot<-c()
for (i in 1:10000){
z <- ralap(1l,location=0,scale=1,kappa=1)
U<- runif(1,0,1)
rho <- alpha/2

w<- sin( pi*rho)*(1/(tan(pi*rho*U)))-cos(pi*rho)
y<- sigma*z*w~(1/alpha)
comp_qqgplot<- c(comp_qqgplot,y)

qqplot(Linnik,comp_qgplot_trunc, xlab="Amostra", ylab="Linnik")
linha<-c(-trunc,trunc)

lines(linha,linha)

B.8 Estimando os Parametros da Distribuicao Mittag-Leffler Uti-
lizando os Momentos Fracionérios

# Para gerar a variével aleatéria Laplac, foi utilizado o pacote VGAM,
# onde utilizamos a variavel aleatdéria Laplace Assimetrica com
# Assimetria = 1, ou seja a Laplace padréo.

n<- 5000
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alpha <- 0.6
sigma<- 3
ML<-rep(NaN,n)
set.seed(l) #semente
i<-1
while(i<(n+1)){
z <- rexp(1,1)
U<- runif(1,0,1)
rho <- alpha
w<- sin( pixrho)*tan(1/(pi*rhox*U))-cos(pi*rho)
y<- sigma*z*w~(1/alpha)
ML[il<-y
if (ML[i]=="NaN"){

i<-i-1

i<-i+1
}
hist(ML,nclass=50, xlab="ML", ylab="Frequéncia",
main="Histograma da Amostra ML", prob="T" )

#Calculando os momentos fracionarios

e_0_5<- sum((abs(ML))~0.5)/n
e_0_25<-sum((abs(ML))~0.25)/n

razao_momentos_est<- e_0_5/(e_0_25"2)
razao_momentos<- function(alpha_est){
razao_momentos<- (((gamma(0.75)"2)/sqrt(pi))*((4/pi)*2*alpha_estx*
(sin(pi/4*alpha_est)~2)))/(sin(pi/(2*alpha_est)))-razao_momentos_est
}
raiz<- uniroot(razao_momentos, c(0.01,1))

alpha_raiz<- raiz\$root

sigma_1 <- (4*alpha_raiz~2x*(sin(pi/(2*alpha_raiz)))~2xe_0_5"2)/pi
sigma_2 <- (4*xalpha_raiz*sin(pi/(4*alpha_raiz))*gamma(0.75)*e_0_25/pi)"~4
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sigma_est<- (sigma_1 + sigma_2)/2

#Gerando dados para o qqplot
i<-1
comp_qgplot<-rep(NaN,n)
while(i<10000){

z <- rexp(1,1)

U<- runif(1,0,1)

rho <- alpha
w<- sin( pixrho)*tan(1/(pi*rhox*U))-cos(pi*rho)

y<- sigma*z*w~(1/alpha)
comp_qqplot [i]<-y
if (comp_qqgplot [i]=="NaN"){

i<-i-1

i<-i+1
}
summary (comp_qqplot)
summary (ML)
qqplot (ML, comp_qgplot_trunc, xlab="Amostra", ylab="Mittag_Leffler")
linha<-c(-trunc,trunc)

lines(linha,linha)

B.9 Estimacgdo do tempo de espera da fila GI/G/1 com Caudas
Pesadas

# Para gerar amostras pareto, utilizamos o pacote VGAM

require ("VGAM")

#Define escala e shape da distribuicao Pareto do tempo entre chegadas
escala_chegada <- 1.1

shape_chegada <- 2



#Define escala e shape da distribuicao Pareto do tempo entre saidas

escala_servico <- 1.1

shape_servico <- 3

t.end<- 1074
t.clock <- 0

Ta<- 1.3333
Ts<- 1
t1<- 0
t2<- t.end

tn<- t.clock

tb<-0
n<- 0
s<- 0
b<- 0
c<- 0
qc<- 0
tc<- 0

plotSamples<- 1074
set.seed(0.1)
trunc<- 100
while (t.clock < t.end){
t_ent_chegada<- trunc+1
t_serv <- trunc+1
if (1 < t2 ){
t.clock <- t1
s<- s + n*x(t.clock - tn)
n<- n+l
if (t.clock < plotSamples){
qc<- append(qc,n)
tc<- append(tc,t.clock)
}
tn<- t.clock

while(t_ent_chegada > trunc){
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t_ent_chegada<- rpareto(l,escala_chegada,shape_chegada) -1

}
t1<- t.clock + t_ent_chegada
if(n == 1){
tb<- t.clock
while(t_serv > trunc){
t_serv<- rpareto(l,escala_servico,shape_servico) -1
}
t2 <- t.clock + t_serv
}
Yelse{

t.clock <- t2
s<- s + nx(t.clock - tn)
n<- n-1
if (t.clock < plotSamples){
qc<- append(qc,n)
tc<- append(tc,t.clock)

}

tn<- t.clock
c<- ct+1

if(n > 0){

while(t_serv > trunc){
t_serv<- rpareto(l,escala_servico,shape_servico)-1
}
t2<- t.clock + t_serv
Yelse{
t2 <- t.end
b<- b + t.clock - tb

b

#Separando os tempos de chegadas e partidas
chegadas<-c()

partidas<-c()

for (i in 2:length(qc)){
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if(qcli-11<qecli]){
chegadas<- append(chegadas,tc[i])
Yelse{
partidas<-append(partidas,tc[i])

summary (chegadas)

summary (partidas)

#Preparando dados para gerar o grafico do caminho do numero de
# clientes no sistema
tempo<-tc[1]
X_t <- cO
for(i in 2:length(qc)){
tempo<- c(tempo,tc[i],tcl[i])
X_t<- c(X_t,qcli-1],qcli-1])
}
X_t<-c(X_t,qc[length(qc)])
plot(tempo,X_t, type="1",ylab=expression(X[t]), main="")

#Separagdo dos tempos de chegadas e saidas
chegada<-c()
partida<-c()
for (i in 2:(length(tc))){
if (qcli-11< qclil){
chegada<- append(chegada,tc[i])
Yelse{
partida<-append(partida,tc[i])

#Encontrando o tempo entre chegadas e de servigo dos clientes
#que chegaram apdés o cliente 2000

tau_simul<- c()
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S_simul<- c()
for (i in 2001:(length(chegadas)-3)){
tau_simul<- append(tau_simul, chegadal[i+1]-chegadali])

S_simul<- append(S_simul, partidal[i+1]-partidali])

hist(tau_simul,ylab="Frequéncia", xlab= expression(tau),

main="", prob="T", nclass=50)
hist(S_simul,ylab="Frequéncia", xlab= "S", main="", prob="T", nclass=50)
summary (tau_simul)

summary (S_simul)

#Retirando os tempos de chegadas dos clientes que ndo foram servidos.
chegada_servidos<-c()
for (j in 1:(length(chegada)-qc[length(qc)])){

chegada_servidos<-append(chegada_servidos, chegadaljl)

#Calculando o tempo de espera para ser servido
w<- partida -chegada_servidos

summary (w)

#Retirando os tempos dos 2000 primeiros clientes
w_ass<- c()
for (i in 2001:length(w)){
w_ass<- append(w_ass, w[i])
b
hist(w_ass,nclass=50, main="", ylab="Frequéncia", xlab="W", prob="T")

summary (w_ass)

#Para utilizar o estimador de Hill precisamos do pacote condmixt

require("condmixt")

#Para ter uma estimatica do valor de alpha, utilizaremos
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# 1000 estisticas de ordem
hillest(w_ass,1000)
help(hillest)

# Estimacgdo
e_0.25<- (sum(abs(w)~0.5))/length(w_ass)
e_0.125<- (sum(abs(w)~0.25))/length(w_ass)

# Pelo teorema, sabemos que sigma =1, entdo temos

teste<-function(alpha){
teste<- e_0.5/(e_0.12572) -
(8*alpha* (gamma (0.75)) ~2*sin(pi/(4*alpha)))/(pi~2*sin(pi/(2*alpha)))
}
# Para encontrar foi utilizado o pacote do R rootSolve
raiz<-uniroot(teste, c(0.51,0.9999))# Encontrar a rai\
alpha_raiz<- raiz\$root

#Encontrando sigma

p_1<- 0.25

p_2<- 0.125

sigma_1 <- ((e_0.25%alpha_raiz*gamma(1l-p_1)=*
sin(pi*p_1/alpha_raiz))/(p_1*pi)) "p_1

sigma_2 <- ((e_0.125%alpha_raiz*gamma(0.99)*
sin(pi/(100*alpha_raiz)))/(0.99%pi))~0.99

sigma<- (sigma_1 + sigma_2)/2

#Gerando dados para o qqplot
i<-1
comp_qqgplot<-rep(NaN,n)
while(i<100){

z <- rexp(1,1)

U<- runif(1,0,1)

rho <- alpha_raiz

w<- sin( pi*rho)*tan(1l/(pi*rho*U))-cos(pi*rho)



y<- sigma*z*w~(1/alpha_raiz)
comp_qgplot [i]<-y
if (comp_qqgplot [i]=="NaN"){

i<-i-1

i<-i+1

#retirando amostras maiores do que 100
comp<-c()
for (i in 1:length(comp_qgplot) ){
if (comp_qgplot[i]<50){
comp<- append (comp,comp_qqplot[i])

}

summary (comp)

qqplot(w_ass,comp, xlab="Amostra", ylab="Mittag_Leffler")
linha<-c(min(w_ass) ,max(w_ass))

lines(linha,linha)

B.10 Aproximacdo Numerica do Coeficiente de Contracao

# Para gerar amostras pareto, utilizamos o pacote VGAM

require ("VGAM")

#Define escala e shape da Pareto do tempo entre chegadas
escala_chegada <- 1.1

shape_chegada <- 1.1

#Define escala e shape da distribuicao Pareto do tempo entre saidas
escala_servico <- 1.1

shape_servico <- 1.11
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t.end<- 1074
t.clock <- 0

Ta<- 1.3333
Ts<- 1
t1<- 0
t2<- t.end

tn<- t.clock

tb<-0
n<- 0
s<- 0
b<- 0
c<- 0
qc<- 0
tc<- 0

plotSamples<- 1074
set.seed(0.1)
trunc<- 100
while (t.clock < t.end){
t_ent_chegada<- trunc+l
t_serv <- trunc+1
if (t1 < 2 ){
t.clock <- t1
s<- s + n*(t.clock - tn)
n<- n+l
if (t.clock < plotSamples){
gc<- append(qc,n)
tc<- append(tc,t.clock)
}
tn<- t.clock
while(t_ent_chegada > trunc){

t_ent_chegada<- rpareto(l,escala_chegada,shape_chegada) -1

i
t1<- t.clock + t_ent_chegada
if(n == 1){

tb<- t.clock



while(t_serv > trunc){
t_serv<- rpareto(l,escala_servico,shape_servico) -1

}
t2 <- t.clock + t_serv

+

Yelse{

t.clock <- t2

s<- s + n*x(t.clock - tn)

n<- n-1

if (t.clock < plotSamples){
qc<- append(qc,n)
tc<- append(tc,t.clock)

}

tn<- t.clock
c<- c+1

if(n > 0){

while(t_serv > trunc){
t_serv<- rpareto(l,escala_servico,shape_servico)-1
b
t2<- t.clock + t_serv
telsed{
t2 <- t.end
b<- b + t.clock - tb

#Separacdo dos tempos de chegadas e saidas
chegada<-c()
partida<-c()
for (i in 2:(length(tc))){
if (qcli-11< qclil){
chegada<- append(chegada,tc[i])
telse{
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partida<-append(partida,tc[i])

#Encontrando o tempo entre chegadas e de servigo dos clientes que chegaram
#apdés o cliente 2000
tau_simul<- c()
S_simul<- c()
for (i in 2001:(length(chegadas)-3)){
tau_simul<- append(tau_simul, chegadal[i+1]-chegadali])

S_simul<- append(S_simul, partidali+1]-partidali])

hist(tau_simul,ylab="Frequéncia", xlab= expression(tau), main="",
prob="T", nclass=50)

hist(S_simul,ylab="Frequéncia", xlab= "S", main="", prob="T", nclass=50)

summary (tau_simul)

summary (S_simul)

#Retirando os tempos de chegadas dos clientes que ndo foram servidos.
chegada_servidos<-c()
for (j in 1:(length(chegada)-qc[length(qc)])){

chegada_servidos<-append(chegada_servidos, chegadaljl)

#Calculando o tempo de espera para ser servido
w<- partida -chegada_servidos

summary (w)

#Retirando os tempos dos 2000 primeiros clientes
w_ass<- cQ)
for (i in 2001:length(w)){

w_ass<- append(w_ass, wl[i])



hist(w_ass,nclass=50, main="", ylab="Frequéncia", xlab="W", prob="T")

summary (w_ass)

#Para utilizar o estimador de Hill precisamos do pacote condmixt

require("condmixt")

#Para ter uma estimatica do valor de alpha, utilizaremos 1000
#testisticas de ordem

hillest(w_ass,1000)

# Estimacgédo
e_0.5<- (sum(abs(w_ass)~0.5))/length(w_ass)
e_0.125<- (sum(abs(w_ass)~0.25))/length(w_ass)

# Pelo teorema, sabemos que sigma =1, ent&o temos

teste<-function(alpha){

teste<- e_0.5/(e_0.125"2) - gamma(0.75)"2/(sqrt(pi))x*
((4/pi)*2*alpha*(sin(pi/(4*alpha)))~2)/(sin(pi/(2*alpha)))
b
# Para encontrar foi utilizado o pacote do R rootSolve
raiz<-uniroot(teste, ¢(0.51,0.9999))# Encontrar a rai\
alpha_raiz<- raiz\$root

alpha_raiz

g<-0.5

e_q <- (g*pi)/(alpha_raiz*gamma(1-q)*sin((pi*q)/alpha_raiz))
w_q<- sum(w_ass~q)/length(w_ass)

coef<- (e_q/w_q)~(1/q)*mean(S_simul)

coef
#Grafico com os coeficientes estimados
rho<- c(.0916,.0991,.1081,.1191,.1329, .1506, .1741,.2072, .2568, .3393,

.5045, .6697,.7168)
coef<-c(1.1933,1.1784,.9411,.8064, .7884, .5099, .3531,.2197,.1468, .1610,
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.0787,.0093,.0062)
plot(rho,coef, xlab=expression(rho), ylab=expression(hat(Delta) (rho)))
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