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Resumo

Neste trabalho é apresentado uma revisão da caracterização do tempo de espera no
regime de tráfego pesado para a fila GI/G/1. Apresentamos as definições das distribuições
estáveis e geométrica estáveis e uma forma de representação dessas distribuições como mis-
tura. Discutimos um método de estimar essas distribuições utilizando o método dos momentos
fracionários. O resultado principal dessa caracterização é o fato de que o tempo de espera
multiplicado por uma certa constante, chamada “coeficiente de contração”, converge para uma
distribuição geométrica estável conhecida como Mittag-Leffler. Por fim, apresentamos um mé-
todo de aproximação numérica para o coeficiente de contração.
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1 Introdução

Em quase todas as atividades que realizamos atualmente temos de esperar em filas.

Por isso, conhecer o tempo que os clientes terão de esperar pelo atendimento tem se tornado

uma preocupação constante nos últimos anos. As filas surgem, sempre que os servidores não

conseguem completar o atendimento de um determinado cliente, antes da chegada do próximo.

Estes eventos podem ser vistos em pedágios, supermercados, bancos, centrais de atendimento,

etc.

Quando o tempo entre as chegadas dos clientes se aproxima do tempo de serviço,

condições que se conhece como “tráfego pesado”, a distribuição do tempo de espera assintótico

converge para a distribuição “Mittag-Leffler” (ver [2]), a distribuição exponencial é um caso

especial dessa. A distribuição Mittag-Leffler é um caso especial de um tipo de distribuição

chamada geométrica estável (ver [11]). Os parâmetros dessas podem ser estimados através

do método dos momentos fracionários (ver [8]). A caracterização do tráfego pesado decorre

do fato de que o tempo de espera assintótico multiplicado por uma certa constante que será

chamada de “coeficiente de contração”, converge para a distribuição Mittag-Leffler, com índice

de estabilidade α e parâmetro de escala σ = 1 (ver [2]).

Esta dissertação é organizada da seguinte maneira: no capítulo 2, discutiremos as dis-

tribuições geométrica estáveis e apresentaremos as definições das distribuições estáveis e ge-

ométrica estáveis; definiremos a distribuição estável atráves da sua função característica bem

como as distribuições geométrica estáveis e mostraremos que estas distribuições estão relaci-

onadas com a distribuições estáveis através do seu “expoente característico”. Também apre-

sentamos o teorema de Rényi, que caracteriza a estabilidade geométrica em um caso simples.

Introduzimos uma representação das distribuições geométrica estáveis como mistura, represen-

tação essa devido a Kozubowski (ver [8]). Em seguida apresentaremos um método de estimação

dos parâmetros das distribuições Linnik e Mittag-Leffler através do método dos momentos. Dis-

cutiremos uma forma de simular as distribuições Linnik e Mittag-Leffler.

Nosso objetivo no capítulo 3 é caracterizar o tempo de espera de uma fila GI/G/1.
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Nesse capítulo, faremos uma breve introdução sobre a teoria das filas, abordaremos a fila M/M/1

mostrando que esse tipo de fila é um processo de nascimento e morte e encontraremos o tempo

de espera para a mesma. Mostraremos que a distribuição do tempo de espera de uma fila M/M/1,

no equilíbrio quando o tempo de serviço está próximo ao tempo entre chegadas, converge para

uma distribuição exponencial. Depois disso, descreveremos um algoritmo para simular uma

fila M/M/1. Também consideramos o caso das filas GI/G/1 com tráfego pesado, mas com

distribuições dos tempos entre chegadas e de serviço de caudas pesadas, onde discutiremos

o tempo de espera desta fila, que multiplicado pelo “coeficiente de contração” converge em

distribuição para uma distribuição Mittag-Leffler com escala igual a 1 e índice de estabilidade

α ∈ (0,1]. Estimamos os parâmetros da distribuição do tempo de espera dessa fila, com tempos

entre chegadas e de serviço com caudas pesadas. Por fim, apresentaremos uma aproximação

numérica para o “coeficente de contração”.
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2 Distribuições Geométrica Estáveis: Estimação

Neste capítulo, vamos apresentar as definições das distribuições estáveis e geométrica

estáveis e a relação entre elas. Será apresentada uma representação das distribuições geométrica

estáveis como mistura. Discutiremos um método de estimação paramétrico das distribuições

geométrica estáveis utilizando o método dos momentos fracionários. Um método de simula-

ção dessas distribuições, também será discutido. Para finalizarmos este capítulo, faremos uma

avaliação do método de estimação proposto para as mesmas.

As distribuições geométrica estáveis têm sido bastante estudadas, nos últimos anos,

principalmente na área financeira, isto pode ser visto no trabalho de Kozubowski [8]. As distri-

buições Linnik e Mittag-Leffler que serão apresentadas na seção 2.1.2, pertencem a família das

distribuições geométrica estáveis. Mais detalhes podem ser obtidos nos trabalhos de Pillai [5],

Kozubowski [8], Mittnik e Rachev [10].

2.1 Distribuições Estáveis e Geométricas Estáveis

Nesta seção, definiremos a família de distribuições estáveis e geométrica estáveis. Es-

sas estão relacionadas pela função característica através do “expoente característico”. Definire-

mos as distribuições Mittag-Leffler e Linnik que pertencem a família geométrica estável. Apre-

sentaremos um resultado assintótico chamado teorema de Rényi, que caracteriza a estabilidade

geométrica em um caso simples. Introduziremos uma representação das distribuições geomé-

trica estáveis como mistura, devido ao trabalho de Kozubowski [8], representação esta, que nos

possibilitará estimar os parâmetros das distribuições Linnik e Mittag-Leffler pelo método dos

momentos, assunto que será discutido na Seção 2.2.

2.1.1 Distribuição Estável

A teoria das distribuições estáveis foi basicamente desenvolvida nos anos 20 e 30 do

século passado, por Paul Lévy e Aleksander Yakovlevich Khinchine, no estudo de generalização
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do teorema central do limite, os resultados estão apresentados com detalhes nos livros clássicos

de Gnedenko e Kolmogorov [17] e Feller [3].

A classe de distribuições estáveis é uma generalização importante das distribuições

que aparecem no teorema central do limite (TCL). Isto é, estas distribuições ocorrem como os

limites das somas de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas, apropria-

damente escaladas e transladadas.

Definição 2.1. Uma variável aleatória X tem distribuição estável se existir uma sequência de

números positivos {bn} e números reais {an}, tal que

X1 +X2 + · · ·+Xn

bn
+an = X , ∀n ∈ N, (2.1)

onde a sequência de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas X1,X2, . . .

tem a mesma distribuição de X.

Estas distribuições aparecem como generalização do teorema central do limite:

Teorema 2.1. Suponha que X1,X2, . . . é uma sequência de variáveis aleatórias independentes

e identicamente distribuídas e seja Yn = ∑
n
i=1 Xi para n ∈ N. Se existem constantes an ∈ R e

bn ∈ (0,∞) tais que Yn−an
bn

tem uma distribuição limite (não degenerada), então esta distribuição

limite, quando n→ ∞ é estável.

Para ver a prova deste teorema e outros resultados, veja a Seção 1.2 do livro de Nolan

[21].

Outra forma muito utilizada na prática para descrever a distribuição estável é através

de sua função característica φ(t), o logaritmo da função característica é chamado de expoente

característico, podendo ser expresso como:

ψ(t) = lnφ(t) =

 −σ
α |t|α{1− iβ sgn t tan

πα

2
}+ iµt, α 6= 1

−σ |t|{1− iβ sgn(t)
2
π

ln |t|}+ iµt, α = 1
. (2.2)

Nesta representação µ ∈ R é o parâmentro de locação, σ ∈ (0,∞) é o parâmetro de escala,

α ∈ (0,2] é o índice de estabilidade e β ∈ [−1,1] é o parâmetro de assimetria (“skewness”).

O expoente característico será utilizado para descrever outras distribuições relacionadas com a

distribuição estável. A distribuição estável será representada pela notação Sα(σ ,β ,µ).

Quando µ = 0 e σ = 1, a distribuição é chamada de “estável padrão”, cujo expoente
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característico é:

ψ(t) = lnφ(t) =

 −|t|
α{1− iβ sgn t tan

πα

2
}, α 6= 1

−|t|{1− iβ sgn(t)
2
π

ln |t|}, α = 1
. (2.3)

Três distribuições conhecidas, são casos especiais da distribuição estável Sα(σ ,β ,µ):

• A distribuição normal corresponde a distribuição estável com índice de estabilidade α = 2

e parâmetro de assimetria β = 0, S2(σ ,0,µ) ;

• A distribuição Cauchy corresponde a distribuição estável com índice de estabilidade α =

1 e parâmetro de assimetria β = 0, S1(σ ,0,µ);

• Outra distribuição que também é estável é a distribuição de Levy com índice de estabili-

dade α = 1/2 e parâmetro de assimetria β = 1, S1/2(σ ,1,µ).

Estas distribuições têm propriedades interessantes, tal como, a soma de duas variáveis

aleatórias estáveis independentes é estável. A prova desse fato é muito simples.

Propriedade 2.1. Sejam X1 e X2 variáveis aleatórias independentes com distribuição estável:

Xi ∼ Sα(σi,βi,µi), i = 1,2. Então a soma X1 +X2 ∼ Sα(σ ,β ,µ), com

σ = (σα
1 +σ

α
2 )1/α ,β =

β1σα
1 +β2σα

2
σα

1 +σα
2

,µ = µ1 +µ2.

Prova. Verique que para α 6= 1, por independência,

lnE[exp(iθ(X1 +X2))] = ln(E[exp(iθX1)])+ ln(E[exp(iθX1)])

= −(σα
1 +σ

α
2 )|θ |α + i|θ |α sgn(θ)(tan

πα

2
)(β1σ

α
1 +β2σ

α
2 )+ iθ(µ1 +µ2)

= −(σα
1 +σ

α
2 )|θ |α [1− i

β1σα
1 +β2σα

2
σα

1 +σα
2

sgn(θ) tan
πα

2
]+ iθ(µ1 +µ2).

Mais propriedades sobre as distribuições estáveis podem ser obtidas no livro de Taqqu

[11].

2.1.2 Distribuições Geométrica Estável, Mittag-Leffler e Linnik

Nesta seção, vamos definir as distribuições Linnik e Mittag-Leffler que pertencem a

família de distribuições geométrica estáveis. Por isso, precisamos definir a distribuição geomé-

trica estável. A distribuição geométrica estável é uma generalização das distribuições estáveis.
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Definição 2.2. Uma variável aleatória X tem distribuição geométrica estável se para uma

sequência X1,X2, . . . de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas, existe

uma sequência de números reais an,bn ∈ R tais que ∀p > 0,

aN(p)X = SN(p)+bN(p), (2.4)

onde SN(p) = X1+X2+ · · ·+XN(p) e N(p) é uma variável aleatória geométrica com média 1/p.

Estas distribuições aparecem no contexto das filas com regime de “tráfego pesado”.

Um resultado assintótico para a equação (2.4) é chamado de teorema de Rényi que será descrito

abaixo.

Considere as distribuições geométrica compostas SN(p) e aN(p) em (2.4) com bN(p) = 0,

então a distribuição de X é estritamente geométrica estável. A distribuição assintótica para SN(p)

é dada pelo teorema abaixo.

Teorema 2.2 (Teorema de Rényi). Sejam X1,X2, . . . variáveis aleatórias independente e identi-

camente distribuídas, não-negativas com E[X1]< ∞. Então

lim
p→0

P(pSN(p) ≤ x) = 1− exp(− x
E[X1]

), x > 0. (2.5)

A prova deste teorema pode ser encontrada na Seção 1 do Capítulo 1 do livro de Ka-

lashnikov como soma geométricas (ver [13]) e a partir deste resultado é possível provar que o

tempo de espera converge para a distribuição exponencial no regime de “tráfego pesado”. Tam-

bém enunciaremos um teorema mais geral devido a Kingman na Seção 3.2.1. No teorema 3.1

do capítulo 3 mostraremos de outra maneira este fato.

A distribuição geométrica estável tem a seguinte função característica:

ϕ(t) = [1+σ
α |t|αωα,β (t)− iµt]−1, (2.6)

onde

ωα,β (x) =

 1− iβ sgn(x) tan
(

πα

2

)
, se α 6= 1

1+ iβ
2
π

sgn(x) log |x|, se α = 1
. (2.7)

O parâmetro α ∈ (0,2] é o índice de estabilidade, β ∈ [−1,1] o parâmetro de assimetria, e µ ∈R
e σ ≥ 0 controlam a locação e escala respectivamente (ver [8]). Para representar a distribuição

geométrica estável com função característica (2.6) utilizaremos a notação GSα(σ ,β ,µ).
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Uma relação entre as distribuições geométrica estáveis e estáveis pode ser caracteri-

zada através da função característica.

A função característica de uma distribuição geométrica estável pode ser expressa como

ϕ(t) = (1− logφ(t))−1, (2.8)

onde ϕ e φ são funções características das distribuições geométrica estável e estável respec-

tivamente, veja a Seção 2.1 de Kozubowski [8]. Esta relação pode ser facilmente mostrada

substituindo a função característica φ(t) na equação (2.8), obtendo que ϕ(t) é igual a equação

(2.6).

Encontrando a função característica da distribuição geométrica estável GSα(σ ,0,0), a

equação (2.6) toma a seguinte forma

ϕ(t) = (1+σ
α |t|α)−1. (2.9)

Uma distribuição cuja função característica é dada pela equação (2.9) é chamada de distribuição

Linnik, que será denotada pela notação Lα,σ .

Quando β = 1 e µ = 0 temos a distribuição Linnik assimétrica, distribuição essa, ca-

racterizada pela função característica

ϕ(t) = [1+σ
α |t|αωα,1(t)]−1, (2.10)

onde

ωα,1(x) =

 1− isgn(x) tan
(

πα

2

)
, se α 6= 1

1+ i
2
π

sgn(x) log |x|, se α = 1
. (2.11)

Para definir a distribuição Mittag-Leffler, vamos seguir a caracterização de Kozu-

bowski na Seção 2.3 de [13], utilizando a transformada de Laplace. Para isso, vamos lembrar a

transformada de Laplace de uma variável aleatória.

A transformada de Laplace de uma variável aleatória é definida pela seguinte expres-

são:

L (s) = E[e−sX ], s≥ 0. (2.12)

Essa será utilizada neste capítulo para definir a distribuição chamada de Mittag-Leffler.

A transformada de Laplace também será utilzada no próximo capítulo, para encontrar a dsitri-
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buição do tempo de espera para filas com tempos entre chegadas e de serviço com caudas

pesadas.

Uma variável aleatória positiva com transformada de Laplace

Lα,σ (s) = (1+σ
αsα)−1, s≥ 0, (2.13)

e 0 < α ≤ 1 e σ = 1, é chamada Mittag-Leffler e será denotada por MLα,σ .

Observe que para α = 1, a equação (2.13) é a transformada de Laplace de uma distri-

buição exponencial de parâmetro 1/σ . Já para 0 < α < 1, Kozubowski na Seção 2.3 de [13],

mostra que a equação (2.13) é a transforma de Laplace de uma distribuição

GSα(σ [cos(πα/2)]1/α ,1,0).

Kozubowski [8] mostra a seguinte relação entre as distribuições Mittag-Leffler e geo-

métrica estável:

MLα,σ =


GSα(0,1,σ), se α = 1

GSα

(
σ

[
cos
(

πα

2

)]1/α

,1,0
)
, se 0 < α < 1

. (2.14)

Observe que σY ∼ MLα,σ se Y ∼ MLα,1 (σ é um parâmetro de escala) e que a distribuição

Mittag-Leffler é um caso especial da distribuições Linnik.

2.1.3 Uma Representação das Distribuições Geométrica Estáveis Através
de Misturas

Nesta seção vamos apresentar uma representação das distribuições Linnik e Mittag-

Leffler através de um certo tipo de mistura. Isso permitirá entre outras coisas, simular amostras

destas distribuições e posteriormente utilizar o método dos momentos para estimar seus parâ-

metros.

Para 0 < ρ < 1, considere a seguinte função com suporte restrito ao R+,

fρ(x) =
sen(πρ)

π[(x+ cos(πρ))2 + sen2(πρ)]
, x ∈ R+, (2.15)

observe que
∫

∞

0 fρ(x)dx = ρ . Portanto a função

gρ(x) =
1
ρ

fρ(x) =
sen(πρ)

πρ[x2 +2xcos(πρ)+1]
, (2.16)

está função é uma função de densidade para todo x em R+.
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Utilizando a densidade gρ(x), é possível representar as variáveis aleatórias Linnik e

Mittag-Leffler como um certo tipo de mistura. Esta representação nos possibilitará simular

amostras aleatórias das distribuições Linnik e Mittag-Leffler de uma forma relativamente sim-

ples.

Os seguintes teoremas e proposições que serão apresentados, nos possibilitará encon-

trar os momentos fracionários das distribuições Linnik e Mittag-Leffler. As provas podem ser

encontradas em [7], e também em [18] para o caso 1 < α < α ′ ≤ 2.

Teorema 2.3. Sejam 0 < α < α ′ ≤ 2 e ρ = α/α ′. Seja W uma variável aleatória não negativa

com densidade (2.16), e seja Yα ′,σ uma variável aleatória Linnik com função característica

(2.9), independente de W. Então a variável aleatória Yα,σ admite a seguinte representação

estocástica:

Yα,σ
d
= Yα ′,σ ·W 1/α . (2.17)

Observe que E[W ] = ∞, quando α ≤ 1, mas E[W 1/α ]< ∞ se 1/α < 1, ou seja, quando

α > 1.

Teorema 2.4. Sejam 0 < α < α ′ ≤ 1 e ρ = α/α ′. Seja W uma variável aleatória não negativa

com densidade (2.16), e seja Yα ′,σ uma variável aleatória Mittag-Leffler, independente de W.

Então a variável aleatória Yα,σ admite a seguinte representação estocástica:

Yα,σ
d
= Yα ′,σ ·W 1/α . (2.18)

A partir das representações das variáveis aleatórias Linnik e Mittag-Leffler e dos teo-

remas 2.17 e 2.18 podemos encontrar uma representação integral da densidade e da função de

distribuição, para o caso particular do parâmetro σ = 1.

Proposição 2.1. Para 0 < α < 2, a função de densidade e distribuição de Lα,1 tem a seguinte

expressão:

fL(x) =
sen(πα/2)

π

∫
∞

0

yα exp(−xy)
y2α +1+2yα cos(πα/2)

dy, x > 0 (2.19)

e

FL(x) = 1− sen(πα/2)
π

∫
∞

0

yα−1 exp(−xy)
y2α +1+2yα cos(πα/2)

, x > 0 (2.20)

respectivamente.

Observação 2.1. Observe que pela simetria da distribuição Lα,1, temos fL(−x) = fL(x) e

FL(x) = 1−FL(−x) para x < 0, as densidades não estão definidas no zero se α < 1.
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Na Figura 2.1 é plotado a densidade da representação da distribuição Linnik da propo-

sição 2.1.

Da mesma forma como foi representada a distribuição Linnik, a função de densidade

da distribuição Mittag-Leffler tem as seguintes representações, com σ = 1.

Figura 2.1: Densidade Linnik com α = 0,1;0,5;1,0;1,5;1,9.

Proposição 2.2. Para 0 < α < 1, a função de densidade e distribuição de MLα,1 tem a seguinte

expressão

fML(x) =
sen(πα)

π

∫
∞

0

yα exp(−xy)
y2α +1+2yα cos(πα)

dy, x > 0 (2.21)

e

FML(x) = 1− sen(πα)

π

∫
∞

0

yα−1 exp(−xy)
y2α +1+2yα cos(πα)

dy, x > 0 (2.22)

respectivamente.

Na Figura 2.2 é plotado a densidade da representação da distribuição Mittag-Leffler

proveniente da proposição 2.2.
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Figura 2.2: Densidade Mittag-Leffler com α = 0,1;0,5;0,9.

As distribuições Linnik e Mittag-Leffler também estão relacionadas com as distribui-

ções estáveis, correspondendo a relação entre as funções características (2.6), (2.7), ver equação

(2.8). Cada distribuição Linnik é uma mistura escalar de distribuições Sα ′(m1/α ′σ ,0,0), onde

m tem distribuição MLα,1.

2.2 Estimação das Distribuições Geométrica Estáveis

Nesta seção, discutiremos o método dos momentos para estimação dos parâmetros de

uma distribuição geométrica estável, uma vez essa distribuição não possui momentos inteiros de

ordem maior ou igual a 2. Vamos descrever o que se é conhecido como método dos momentos

fracionários.
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2.2.1 Estimação Paramétrica Através dos Método dos Momentos Fracio-
nários

Nesta subseção vamos considerar as distribuições Linnik e Mittag-Leffler com parâ-

metros α e σ . Para essas não existem momentos maiores do que α . Então, para estima-las

através do método dos momentos, precisamos encontrar uma expressão dos momentos fraci-

onários destas distribuições. Usando estas expressões, vamos descrever o método conhecido

como método dos momentos fracionários.

As provas dos teoremas que serão utilizados nesta seção, não serão apresentadas, elas

podem ser encontradas no artigo de Kozubowski [8].

Distribuição Linnik, Lα,σ

Vamos começar com a distribuição Linnik. Para Y ∼ Lα,σ e 0 < p < α , seja e(p) =

E|Y |p o p−esimo momento absoluto de Y . Então o seguinte teorema nos fornece uma expressão

para os momentos fracionários da distribuição Linnik.

Teorema 2.5. Seja Y ∼ Lα,σ com 0 < α ≤ 2. Então, para todo 0 < p < α , temos que

e(p) = E|Y |p = p(1− p)σ pπ

αΓ(2− p)sen(π p/α)cos(π p/2)
. (2.23)

Observação 2.2. No caso p = 1, temos (1− p)/cos(π p/2) é igual a 2/π , que é o seu valor

limite quando p→ 1.

Através da equação (2.23) é possível desenvolver um método de estimação por mo-

mentos para os parâmetros α e σ . Para ilustrar o processo, vamos considerar 1 < α ≤ 2. Sejam

Y1, . . . ,Yn uma amostra aleatória com distribuição Lα,σ . Escolhemos dois valores de p; p1 e p2;

e igualando o pk-esimo momento fracionário de Y ao seu correspondente momento fracionário

amostral ê(pk) = (1/n)∑ |Yi|pk , onde k = 1,2. Assim temos um sistema de duas equações para

α e σ . A solução deste sistema de equações são os estimadores pelos momentos fracionários

para α e σ .

Vamos ilustrar o método com um exemplo, fazendo p1 = 1/2 e p2 = 1 na equação

(2.23), para facilitar os cálculos, obtemos o seguinte sistema de equações

ê
(

1
2

)
=

1
n

n

∑
i=1
|Yi|1/2 =

√
πσ

2
1

α sen(π/(2α))
(2.24)
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e

ê(1) =
1
n

n

∑
i=1
|Yi|=

2σ

αsen(π/α)
. (2.25)

Para encontrar uma função que dependa apenas dos momentos fracionários estimados

e de α , se divide ê(1) por (ê(1/2))2. Resultando em

ê(1)
(ê(1/2))2 =

4α sen2(π/(2α))

π sen(π/α)
. (2.26)

Agora, precisamos encontrar o valor de α que satisfaz a equação (2.26), para isto

observe a seguinte propriedade.

Propriedade 2.2. A função

g(α) =
(4/π)α sen2(π/(2α))

sen(π/α)
(2.27)

é estritamente decrescente no intervalo (1,2], com limα↓1 g(α) = ∞ e g(2) = 4/π .

Para provar esta propriedade, observe que a derivada de g é dada por:

d
dα

g(α) =
4
π

(
sen(π/(2α))

sen(π/α)

)2(
sen
(

π

α

)
− π

α

)
,

que é negativa pois sen(π/α)< (π/α) para α ∈ (1,2]. Isto prova que a função g(α) é estrita-

mente decrescente neste intervalo.

Uma vez que a função g é estritamente decrescente, podemos encontrar numericamente

o valor de α , utilizando o método da bissecção. Substituindo α̂ em (2.25) e em (2.24) obtemos

o seguinte sistema de equações:

σ̂1 =
2
π

α̂
2 sen2(

π

2α̂
)

[
ê
(

1
2

)]2

, (2.28)

σ̂2 =
1
2

α̂ sen(
π

α̂
)ê(1). (2.29)

Conforme simulações feitas por Kozubowski na Seção 4.1 de [8], a média dos estima-

dores σ̂1 e σ̂2 tem bons resultados, para estimar σ . Então utilizaremos σ̂ = (σ̂1 + σ̂2)/2 como

estimador de σ .

Assim, podemos concluir que o procedimento para estimar os parâmetros das distri-

buições Linnik (Mittag-Leffler), utilizando o método dos momentos fracionários é o seguinte:
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Passo 1: Escolha p1 e p2 tal que 0 < p1 < p2 < α;

Passo 2: Faça

ê(p1) = E|Yi|p1, (2.30)

ê(p2) = E|Yi|p2; (2.31)

Passo 3: Elimine σ̂ de (2.30) e (2.31);

Passo 4: Encontre α̂ que satisfaz a igualdade encontrada no passo 3;

Passo 5: Calcule σ̂1 e σ̂2 em (2.30) e (2.31);

Passo 6: Faça σ̂ = σ̂1+σ̂2
2 .

Distribuição Mittag-Leffler, MLα,σ

O método de estimação de α e σ da distribuição Mittag-Leffler é análogo ao da distri-

buição Linnik. Seja e(p) = E|Y |p, com 0 < p < α ≤ 1. Denote e(p) o p−ésimo momento de

Y ∼MLα,σ . Então o seguinte teorema nos fornece uma expressão algébrica para os momentos

fracionários da distribuição Mittag-Leffler.

Teorema 2.6. Seja Y ∼MLα,σ com 0 < α ≤ 1. Então para todo 0 < p < α , temos que

e(p) = E|Y |p = pσ pπ

αΓ(1− p)sen(π p/α)
. (2.32)

Da mesma forma como foi feito anteriormente para estimar os parâmetros da distribui-

ção Linnik, vamos fazer para a distribuição Mittag-Leffler.

Considere uma amostra aleatória Y1, . . . ,Yn de uma distribuição MLα,σ . A fórmula

(2.32) nos fornece estimadores via métodos dos momentos fracionários para α e σ . Escolha

dois valores de p, p1 e p2 e substitua em e(pk) na função (2.32) e iguale com seus correspon-

dente momentos amostrais ê(pk) e resolva as equações resultantes para encontrar α e σ . Para

ilustrar esse processo assumimos que 1/2 < α ≤ 1, e utilizaremos p1 = 1/2 e p2 = 1/4. Dessa

maneira, a equação (2.32) resulta em

ê
(

1
2

)
=

1
n

n

∑
i=1
|Yi|1/2 =

√
πσ

2α sen(π/2α)
(2.33)

e

ê
(

1
4

)
=

1
n

n

∑
i=1
|Yi|1/4 =

πσ1/4

4αΓ(3/4)sen(π/4α)
. (2.34)
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Eliminamos σ de (2.33) e (2.34) dividindo (2.33) por (2.34) elevado ao quadrado, obtendo a

seguinte equação, para α

ê(1/2)
(ê(1/4))2 =

Γ2(3/4)√
π

g(2α), (2.35)

utilizando a equação (2.27). Pela propriedade 2.2 o lado direito da equação (2.35) é estritamente

decrescente no intervalo (1/2,1], de modo que a raiz da equação (2.35) pode ser encontrado

utilizando o método da bissecção, como feito anteriormente. Substituindo α̂ em (2.33) e (2.34)

e calculando o resultado para σ̂1 e σ̂2, obtemos

σ̂1 = 4α̂
2 sen2

(
π

2α̂

) [ê(1/2)]2

π
, (2.36)

σ̂2 =

[
4α̂ sen(

π

4α̂
)Γ

(
3
4

)
ê(1/4)

π

]4

. (2.37)

Finalmente, retiramos a média dos dois estimadores, σ̂ = (σ̂1+ σ̂2)/2, como feito para

a distribuição Linnik.

2.2.2 Simulação das Distribuições Linnik e Mittag-Leffler

Primeiro será considerado a distribuição Linnik. Seja Yα,σ ∼ Lα,σ , com 0 < α < 2,

e função característica (2.9). Kotz no artigo [7] mostra que Y2,σ tem distribuição exponencial

dupla, que é uma distribuição fácil de simular. Fazendo α ′ = 2 em (2.18) observe que neste

caso ρ = α/2 < 1, então temos que Yα,σ
d
=Y2,σW 1/α , com W sendo uma variável aleatória não

nula com densidade (2.16).

Geramos W através do método da inversa da função de distribuição. Logo, para isso,

precisamos de uma representação da inversa da função de distribuição:

FW (x) = P(W ≤ x) =
∫ x

0
gρ(y)dy (2.38)

=
∫ y

0

sen(πρ)

πρ[y2 +2cos(πρ)+1]
dy (2.39)

=
1

πρ

[
arctan

(
y

sen(πρ)
+ cos(πρ)

)
− π

2

]
+1, (2.40)

cuja inversa de FW (x) é

F−1
W (x) = sen(πρ)cot(πρ(1− x))− cos(πρ). (2.41)

Então geramos uma variável U ∼U(0,1) que retorna Ỹ = F−1
W (U). Dessa forma, te-

mos o algoritmo para gerar a variável aleatória Lα,σ .
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Simulação da distribuição Linnik, Lα,σ

Passo 1: Gere Z ∼ L2,1 (exponencial dupla com locação 0 e escala 1);

Passo 2: Gere U ∼U(0,1), independente de Z;

Passo 3: ρ = α/2;

Passo 4: W = sen(πρ)cot(πρU)− cos(πρ);

Passo 5: Y = σZW 1/α ;

Passo 6: Retorne Y .

Na Figura 2.3 é plotado o histograma de 1000 amostras aleatórias de uma distribuição

Linnik com α = 1,75 e σ = 1, geradas utilizando o método apresentado acima, juntamente com

a curva de densidade da distribuição teórica L1,75;1.

Agora vamos apresentar o método de simulação da distribuição MLα,σ . O método é

similar ao método apresentado anteriormente, so que α ′ = 1 em (2.18). Este procedimento é

baseado na representação do teorema 2.4.

Simulação da distribuição Mittag-Leffler, MLα,σ

Passo 1: Gere a variável aleatória Z ∼ML1,1 (exponencial com média 1);

Passo 2: Gere U ∼U(0,1), independente de Z;

Passo 3: ρ = α;

Passo 4: W = sen(πρ)cos(πρU)− cos(πρ);

Passo 5: Y = σZW 1/α ;

Passo 6: Retorna Y .

Já na Figura 2.4 é apresentado o histograma de 1000 amostras aleatórias de uma distri-

buição Mittag-Leffler com α = 0,9 e σ = 1, geradas utilizando o método de simulação para a

distribuição Mittag-Leffler apresentado acima e também é plotado a curva da densidade teórica

da distribuição ML0,9;1.
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Figura 2.3: Densidade e histograma simulados de tamanho n= 1000 para uma distribuição Lα,σ

com α = 1,75;σ = 1.

Simulado

F
re

q
u
ê
n
c
ia

0 10 20 30 40 50 60

0
.0

0
.2

0
.4

Figura 2.4: Densidade e histograma simulados de tamanho n = 1000 para uma distribuição
MLα,σ com α = 0,9,σ = 1.

2.2.3 Avaliação do Método dos Momentos Fracionários

Agora que já foi definido o método de estimação pelos momentos fracionários, nesta

seção será feita uma avaliação deste método utilizando o Qqplot. Para isso, será feita a esti-

mação dos parâmetros da distribuição de uma amostra aleatória com densidade Linnik e outra

com densidade Mittag-Leffler. As amostras foram geradas utilizando o método de simulação

apresentada na seção anterior.

Avaliação para a Distribuição Lα,σ

Para verificar o funcionamento do método de estimação, foi simulada uma amostra

aleatórias da distribuição Lα,σ com α = 1,9 e σ = 3. O número de observações geradas é igual

a 50000.
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Figura 2.5: Histograma das 5000 amostras aleatórias da distribuição L1,9;3.

Vamos assumir que o α desconhecido é maior do que 1. Logo podemos fazer p1 =

1/2 e p2 = 1. Utilizando o método dos momentos fracionários, encontramos α̂ = 1,969 e

σ̂1 = 3,065 e σ̂2 = 2,214. Resultando em

σ̂ =
3,065+2,214

2
= 2,6395.
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Figura 2.6: Qqplot da distribuição estimada e a amostra gerada.

Como podemos ver no Qqplot (Figura 2.6), o método de estimação ajusta bem os parâ-

metros para amostras próximos a média, perdendo um pouco de ajuste nas caudas. Utilizamos

o algoritmo do Apêndice B.7 para fazer essa estimação.

Avaliação para a Distribuição MLα,σ

Agora vamos verificar o funcionamento do método de estimação para a distribuição Mittag-

Leffler, foi simulado amostras aleatórias da distribuição MLα,σ com α = 0,9, e σ = 5. O
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número de amostras geradas foi igual a 1000.
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Figura 2.7: Histograma das 1000 amostras aleatórias da distribuição ML0,9;5.

Vamos assumir que 0,5 < α , fazendo p1 = 1/2 e p2 = 1/4, utilizando o método dos

momentos fracionários, encontramos α̂ = 0,529 e σ̂1 = 0,051, σ̂2 = 1,905. Resultando em

σ̂ =
σ̂1 + σ̂2

2
= 0,978.

Para a distribuição Mittag-Leffler, podemos observar no Qqplot (Figura 2.8) que o

método consegue encontrar bons estimadores, tendo uma perda de ajuste na cauda, da mesma

forma que ocorreu com a distribuição Linnik. O algoritmo aqui utilizado pode ser observado no

Apêndice B.8.
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Figura 2.8: Qqplot da distribuição estimada e a amostra gerada.
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3 Tempo de Espera da Fila GI/G/1

Nosso objetivo neste capítulo é caracterizar o tempo de espera de uma fila GI/G/1.

Descrevemos o comportamento assintótico desta fila com distribuições dos tempos entre che-

gadas e de serviços sendo de caudas pesadas e o “tráfego pesado”. Quando o tempo de espera

é multiplicado por uma certa constante (que será apresentada neste capítulo e será chamada

de “coeficiente de contração”), a distribuição do tempo de espera converge para a distribuição

MLα,1. Também apresentaremos um método de aproximação numérica para esta constante.

Este capítulo está organizado da seguinte maneira: na Seção 3.1 faremos uma breve

introdução sobre a teoria das filas, onde definiremos a fila M/M/1 e encontraremos o tempo

de espera do cliente na fila com tráfego pesado. Na Seção 3.2 discutiremos a fila GI/G/1 com

distribuições dos tempos entre chegadas e tempos de serviços de caudas pesadas, estimando

a distribuição do tempo de espera no “tráfego pesado”. E para finalizar, na Subseção 3.2.4

apresentamos um método de aproximação para o “coeficiente de contração”.

3.1 Introdução a Teoria das Filas

Um sistema de fila simples (apenas um servidor) é descrito basicamente por: um cli-

ente entra no sistema requerendo um determinado serviço, se o servidor estiver ocupado, o

mesmo espera pela sua vez para ser atendido, após o cliente que chegou imediatamente an-

tes dele ter o atendimento concluído, então ele é atendido, saindo do sistema logo após seu

atendimento ser concluído. Esse sistema de fila é ilustrado na Figura 3.1.

Para descrever um sistema de fila, normalmente precisamos conhecer cinco caracte-

rísticas básicas que são: o processo de chegada; o processo de serviço, a disciplina da fila, a

capacidade do sistema e o número de servidores.

Padrão de chegadas dos clientes: normalmente o processo das chegadas é estocás-

tico, sendo necessário conhecer a distribuição de probabilidade dos tempos entre as chegadas

sucessivas de clientes. Vários clientes podem chegar de forma simultânea, sendo necessário
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Figura 3.1: Processo de fila típico.

conhecer a distribuição de probabilidade do tamanho do grupo de clientes.

Também é necessário considerar a reação dos clientes ao entrar no sistema. Eles podem

decidir esperar, não se importando com o tamanho da fila. Por outro lado, podem entrar no

sistema, mas após um tempo, perder a paciência e decidirem sair do sistema. No caso de duas

ou mais filas paralelas, eles podem mudar de uma fila para a outra. Estas três situações são

exemplos de filas com “clientes impacientes”.

Um último fator que deve ser considerado é a mudança do padrão de chegada com o

tempo. Um padrão de chegada que não muda com o tempo é chamado de padrão de chegada

estacionário.

Padrão de Serviço dos Servidores: grande parte da discussão anterior, sobre o padrão

de chegada, é similar na discussão do padrão de serviço. Conhecer a distribuição do tempo de

serviço é necessário para descrever a sequência dos tempos de atendimento dos clientes. O

servidor pode executar o serviço de forma individual ou em grupos. Se o serviço é feito de

forma individual, então um cliente é atendido por vez (o servidor atende um cliente de cada

vez, não executando o atendimento de outro cliente ao mesmo tempo). No caso do serviço

ser feito em grupo, dois ou mais clientes são atendidos simultaneamente pelo mesmo servidor,

tal como computador com processos em paralelo, grupo de turista em um passeio com guia

turístico ou pessoas em um ônibus de transporte urbano.

A taxa de serviço pode depender do número de clientes no sistema. Um servidor pode

trabalhar mais rápido se observar que a fila está crescendo ou pode ser perturbado e perder

eficiência.

Como foi no caso das chegadas, a taxa de serviço pode ou não depender do tempo.

Por exemplo, com o tempo o servidor pode se tornar mais eficiente, devido à experiência que

adquiriu.

Na maioria dos casos, clientes chegam e partem em intervalos de tempos aleatórios.
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Por isso, o comprimento da fila não assume um padrão definido. Dessa forma, uma distribuição

de probabilidade para o tamanho da fila depende do processo de chegada e do processo de

execução do serviço, que em geral, assume-se que são independentes.

Disciplina da Fila: a disciplina da fila refere-se a maneira em que os clientes são

selecionados para serem atendidos. As disciplinas de filas mais comuns são: o primeiro cliente

a chegar, é o primeiro a ser atendido (first in, first out: FIFO); o último cliente a chegar, é o

primeiro a ser atendido (last in, first out: LIFO). Existe também uma variedade de esquemas de

prioridade, em que os clientes ao chegarem recebem uma determinada prioridade para serem

selecionados para o atendimento.

Capacidade do Sistema: em alguns processos de fila existe uma limitação física da

sala de espera, dessa forma, quando a fila atinge um certo tamanho, o sistema não aceita a

entrada de novos clientes, até que outro cliente tenha o serviço concluído. Uma fila com sala

de espera limitada pode ser visto, de alguma forma, recusando a entrada de novos clientes no

momento em que a fila atinge seu limite. Esse tipo de recusa ocorre num “call-center”, quando

todos os atendentes estão ocupados e a fila de espera atinge seu limite, clientes ao tentarem ligar

para essa central telefônica, têm suas ligações recusadas.

Número de servidores (Canais de Atendimento): O número de servidores refere-se

ao número de estações de serviço que podem atender clientes simultaneamente. A Figura 3.1

descreve um sistema com um servidor simples, enquanto a Figura 3.2 mostra duas variações

dos sistema com múltiplos servidores. Os dois sistemas com múltiplos servidores diferem da

seguinte maneira: O primeiro tem uma fila simples (a), enquanto o segundo (b) tem uma fila

para cada servidor. Uma fila de banco, por exemplo, é do primeiro tipo de sistema com múl-

tiplos servidores, enquanto os caixas de um supermercado, são um exemplo do segundo tipo.

Normalmente, é assumido que os mecanismos de serviço dos servidores em paralelo operam

independentemente uns dos outros.

As cinco características dos sistemas de fila descritos acima são suficientes para des-

crever completamente um processo de fila. Agora vamos apresentar algumas notações utilizadas

na literatura para descrever o comportamento de uma fila.

Notação: o sistema de fila é descrito por uma série de símbolos e barras, tais como

A/B/X/Y/Z. Alguns símbolos padrões para essas caracterizações são apresentados na Tabela

3.1. Por exemplo, a notação M/D/2/∞/FCFS indica um processo de fila com tempos entre

chegadas Markoviano, tempo de serviços determinísticos, 2 servidores paralelos, a capacidade

de clientes no sistema não é limitada, e a disciplina da fila é o primeiro cliente a chegar, é o

primeiro a ser servido.
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Figura 3.2: Sistema de fila com múltiplos servidores.

Característica Símbolo Significado
Distribuição dos M Exponencial
intervalos de tempos D Determinística
entre chegadas Ek Tipo Erlang k(k = 1,2, . . .)

Hk Hiper-exponencial tipo k
PH Tipo periódico
G Geral

Distribuição dos M Exponencial
dos tempos de D Determinística
serviços Ek Tipo Erlang k(k = 1,2, . . .)

Hk Hiper-exponencial tipo k
PH Tipo periódico
G Geral

Número de servidores 1,2, . . . ,∞
paralelos (X)

Restrição da capacidade 1,2, . . . ,∞
do sistema (Y )

Disciplina da Fila (Z) FCFS (FIFO) O primeiro a chegar,é o primeiro a ser servido
LCFS (LIFO) O último a chegar, é o primeiro a ser atendido
RSS Seleção aleatória para o atendido
PR Prioritário
GD Disciplina Geral

Tabela 3.1: Notação de Kendall para filas.

Em algumas situações, somente os três primeiros símbolos são utilizados. Normal-

mente praticado para omitir o símbolo de capacidade do sistema, se não é imposto uma restri-
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ção (Y = ∞ e omite a disciplina da fila se ela é o primeiro a chegar, é o primeiro a ser atendido

FIFO). Então, M/D/2 é utilizado para representar um sistema de fila com chegadas Markovi-

ana, serviço determinístico, dois servidores, a capacidade de clientes no sistema não é limitada

e disciplina FIFO.

Os símbolos na Tabela 3.1, mostram as notações comumente utilizadas; mais detalhes

sobre essas notações podem ser obtidos na Seção 1.3 de [1].

3.1.1 Fila M/M/1

Em geral, num sistema de fila assume-se que os tempos entre chegadas (tempo de

serviço) segue uma distribuição exponencial: ou de forma equivalente falar que o número de

clientes que chegam em um determinado intervalo de tempo (número de serviços realizados em

um determinado intervalo de tempo), é um processo de Poisson.

Processo de Nascimento e Morte

O processo de nascimento e morte é uma cadeia de Markov a tempo contínuo. Com

espaço de estados {0,1,2, , . . .}, que normalmente modela a população de algum sistema. Mais

especificamente, quando o sistema está no estado n≥ 0, o tempo até a próxima chegada (“nas-

cimento”) é uma variável aleatória exponencial com parâmetro λn, n = 1,2, . . . Quando ocorre

a chegada de um cliente no sistema, o estado do sistema muda do estado n para o estado n+1.

Se existe pelo menos um cliente no sistema, o tempo até o próximo serviço ser concluído, ou

seja um cliente sair do sistema (“morte”), é uma variável aleatória exponencial com parâmetro

µn, o estado do sistema muda do estado n para o estado n− 1. Um diagrama das transição é

apresentado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Diagrama das transições do processo de nascimento e morte.

Na teoria das filas o estado denota o número de clientes no sistema. “Nascimentos”

correspondem as chegadas dos clientes e “mortes” correspondem as partidas de clientes. Por

exemplo, a fila M/M/1 (que será discutida na próxima seção) é um processo de nascimento e

morte com λn = λ e µn = µ .
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Vamos encontrar as “equações de balanço detalhado” do processo de nascimento e

morte, veja os resultados na Seção 1.9 de [1]. Seja pn a probabilidade do processo de nascimento

e morte estar no estado n≥ 0 no equilíbrio.

0 = −(λn +µn)pn +λn−1 pn−1 +µn+1 pn+1, (n≥ 1)

0 = −λ0 p0 +µ1 p1,

ou, equivalentemente

(λn +µn)pn = λn−1 pn−1 +µn+1 pn+1, (n≥ 1)

λ0 p0 = µ1 p1,
. (3.1)

Agora, para encontrar a solução de equilíbrio de (3.1), primeiro reescrevemos as equa-

ções como
pn+1 = λn+µn

µn+1
pn− λn−1

µn+1
pn−1, (n≥ 1)

p1 = λ0
µ1

p0
. (3.2)

Isto implica que

p2 =
λ1 +µ1

µ2
p1−

λ0

µ2
p0 =

λ1 +µ1

µ2

λ0

µ1
p0−

λ0

µ2
p0 =

λ1λ0

µ2µ1
p0.

Da mesma forma

p3 =
λ2 +µ2

µ3
p2−

λ1

µ3
p1 =

λ2 +µ2

µ3

λ1

µ2

λ0

µ1
p0−

λ1λ0

µ3µ1
p0 =

λ2λ1λ0

µ3µ2µ1
p0.

Seguindo o mesmo padrão, temos

pn = p0
λn−1λn−2···λ0
µnµn−1···µ1

= p0 ∏
n
i=1

λi−1
µi

, (n≥ 1).
(3.3)

Onde p0 é constante normalizadora destas probabilidades:

p0 =

(
1+

∞

∑
n=1

n

∏
i=1

λi−1

µi

)−1

. (3.4)

Voltando nossa atenção para a fila M/M/1. Nesta seção vamos considerar uma fila com

apenas um servidor. Seja Tn o tempo de chegada do n-esimo cliente, assumido que os intervalos

de tempo entre as chegadas, e os tempos de serviços são exponencialmente distribuídos, com

função de densidade dada respectivamente por:{
fτ(t) = λe−λ t

fS(t) = µe−µt
, (t > 0),
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onde τ = Tn−Tn−1.

Seja n o número de clientes no sistema no instante t. Chegadas podem ser consideradas

“nascimentos” e partidas “mortes” . A taxa de chegada λ e a taxa de serviço µ são fixas e

independentes do estado do sistema. Então a fila M/M/1 é um processo de nascimento e morte

com λn = λ e µn = µ . Veja uma ilustração do diagrama de transição na Figura 3.4.

Figura 3.4: Diagrama da taxa de transição da fila M/M/1 .

As equações de balanço (3.1) para este sistema são:

(λ +µ)pn = µ pn+1 +λ pn−1 (n≥ 1),

λ p0 = µ p1.
(3.5)

onde pn é a probabilidade de ter n clientes na fila no equilíbrio.

De forma alternativa, podem ser escritas como:

pn+1 = λ+µ

µ
pn− λ

µ
pn−1 (n≥ 1),

p1 = λ

µ
p0.

(3.6)

Usando o método interativo, podemos aplicar a equação (3.3) com λn = λ e µn = µ

para todo n. Temos que

pn = p0

n

∏
i=1

(
λ

µ

)
= p0

(
λ

µ

)n

, (n≥ 1).

Para obter p0, usamos o fato de que as probabilidades {pn} somam 1:

1 =
∞

∑
n=0

pn =
∞

∑
n=0

p0

(
λ

µ

)n

= p0

∞

∑
n=0

ρ
n,

onde ρ = E[S]
E[τ] , assim,

p0 =
1

∑
∞
n=0 ρn .

Então, ∑
∞
n=0 ρn é uma série geométrica que converge se ρ = λ/µ < 1. Logo

∞

∑
n=0

ρ
n =

1
1−ρ

(ρ < 1),
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implicando que

p0 = 1−ρ.

Em resumo, a probabilidade de ter n clientes na fila de um sistema M/M/1 no equilíbrio

é

pn = (1−ρ)ρn, (ρ < 1).

Logo o número de clientes numa fila M/M/1 no equilíbrio, segue uma distribuição geométrica.

Não podemos esquecer que a condição para existir ρn é que ρ < 1, ou de forma equi-

valente, λ < µ . Isto têm um sentido intuitivo, se λ > µ , a taxa de chegada é maior do que a

taxa de serviço, fazendo com que o número de clientes no sistema cresça infinitamente.

3.1.2 Tempo de Espera da Fila M/M/1

Agora vamos discutir como encontrar o tempo de espera para uma fila M/M/1, em

equilíbrio. Seja Wn uma variável aleatória denotando o tempo de espera do n-esimo cliente.

Para encontrar o tempo de espera no equilíbrio, W = limn→∞Wn, na Seção 1.6 de [1] é mostrado

que o tempo de espera de dois clientes sucessivos, Wn e Wn+1, na fila M/M/1 estão relacionados

pela relação recursiva de Lindley:

Wn+1 =

{
Wn +Sn− τn, se (Wn +Sn− τn > 0)

0, se (Wn +Sn− τn ≤ 0)
, (3.7)

onde Sn é o tempo de serviço do n-esimo cliente, e τn, é o intervalo de tempo entre a chegada

do n-esimo e o (n+1)-esimo cliente. Isto é ilustrado na Figura 3.5.

Seja FW (t) a função de distribuição de W . A disciplina da fila deve ser especificada, e

iremos assumir que seja FIFO (o primeiro cliente a chegar, é o primeiro a ser servido).

Considere FW (t), a probabilidade de um cliente esperar um tempo menor ou igual a

t para começar a ser atendido. Se existem n clientes no sistema ao chegar, sendo atendidos

em ordem de chegada, um por vez, no intervalo de tempo (0, t), todos os n clientes devem ser

atendidos durante esse intervalo de tempo com comprimento t. Como a distribuição do tempo

de serviço é exponencial, temos a propriedade da perda de memória. A distribuição do tempo

necessário para atender n clientes é independente do tempo de chegada e é a convolução de n
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Figura 3.5: Tempo de espera sucessivo em uma fila.

variáveis aleatórias exponenciais, ou seja, tem distribuição gama. Desta forma:

FW (t) = P{W ≤ t}= P{W = 0}

+
∞

∑
n=1

P{n serviços completos até o tempo t| tem n clientes na fila} · pn

= 1−ρ +(1−ρ)
∞

∑
n=1

ρ
n
∫ t

0

µ(µx)n−1

(n−1)!
eµxdx

= 1−ρ +ρ

∫
∞

0
µ(1−ρ)e−µx

∞

∑
n=1

(µxρ)n−1

(n−1)!
dx

= 1−ρ +ρ

∫ t

0
µ(1−ρ)e−µx(1−ρ)dx.

Na última linha, podemos observar que FW (t) representa a mistura de uma variável

aleatória discreta e uma contínua. Especificamente, o termo da integral é a função de distribui-

ção exponencial com parâmetro µ(1−ρ) com peso ρ . Enquanto o termo (1−ρ) é a função

de distribuição de uma variável aleatória que assume o valor constante zero, com peso (1−ρ).

Portanto FW (t) é a mistura de uma distribuição exponencial e uma probabilidade discreta com

massa em zero.

Resolvendo a integral acima, temos que FW (t) tem a seguinte expressão:

FW (t) = 1−ρe−µ(1−ρ)t , (t ≥ 0). (3.8)

Com a distribuição de probabilidade do tempo de espera W , podemos encontrar a es-
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perança do tempo de espera.

E[W ] =
∫

∞

0
[1−FW (t)]dt

=
∫

∞

0
ρe−µ(1−ρ)tdt

=
ρ

µ−λ
. (3.9)

Desta forma, todo cliente que chegar no sistema tem de esperar um tempo na fila até

que comece o seu atendimento, sendo este tempo médio igual a ρ

µ−λ
.

3.1.3 Fila M/M/1 com Tráfego Pesado

Agora vamos focar nossa atenção no comportamento do sistema de fila quando a inten-

sidade do tráfego se aproxima de 1, ou seja, o tempo entre chegadas muito próximo ao tempo de

serviço. Comportamento este chamado na literatura de “tráfego pesado” para filas. O principal

objetivo do estudo deste comportamento consiste na derivação de expressões assintóticas que

descrevam o comportamento da fila para ρ ↑ 1.

Sabemos que a distribuição do tempo entre chegadas e do tempo de serviço influencia

na distribuição do tempo de espera. Como mostrado na seção anterior,

FW (t) = P(W ≤ t) = 1−ρe−t(1−ρ)µ , t > 0,

então

F(1−ρ)W (t) = 1−ρe−tµ , t > 0.

Assim, podemos observar que a distribuição de (1−ρ)
∆(ρ) W de uma fila M/M/1 com in-

tensidade de trafego ρ próximo a 1 é exponencial, isto é

(1−ρ)W
∆(ρ)

d
≈ exp(1), para ρ ↑ 1,

onde ∆(ρ) é uma constante positiva:

∆(ρ) =
1

E[(1−ρ)W ]
, para ρ ↑ 1.

O mesmo comportamento foi provado em [13]. Na próxima seção vamos descrever

um algoritmo para simular uma fila M/M/1 e usaremos ele para simular o tempo de espera da

fila.
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3.1.4 Simulação de Filas M/M/1

Para mostrar que a distribuição do tempo de espera de uma fila M/M/1 tem distribuição

exponencial com média ρ

µ−λ
, vamos simular uma fila M/M/1. Simulamos esta fila utilizando

uma adaptação do algoritmo [19], obtendo o seguinte algoritmo:

Passo 1: Faça tsim = tempo de simulação;

Passo 2: Faça t j = 0, j = 2, Xt1 = 0;

Passo 3: Para j ≥ 2 e t j < tsim faça:

tτ = t j + exp(1/λ ) e tS = t j + exp(1/µ);

Se tτ ≤ tS faça:

t j = tτ e Xt j = Xt j−1 +1;

Se tτ > tS faça:

Xt j =

{
Xt j−1−1, se Xt j > 0

Xt j−1, se Xt j = 0
;

t j = tS;

Faça j = j+1 e volte ao Passo 3.

Utilizando o algoritmo, simulamos uma fila M/M/1 com tempos entre chegadas se-

guindo uma distribuição exponencial com média 4/3 e os tempos de serviços seguindo uma

distribuição exponencial com média 1, então ρ = 3
4 < 1.

Nesta simulação, foi utilizado o limite de acompanhamento da fila de 1000 unidades

de tempos. O número de clientes na fila com o decorrer do tempo é mostrado na Figura 3.6 e

o histograma dos tempos de espera na Figura 3.7. Observando o histograma podemos observar

que o tempo de espera simulado já se aproxima de uma distribuição exponencial com ρ = 3
4 .

Neste caso, o tempo médio de espera empírico foi igual a 3,035, o tempo médio teórico

E[W ] = ρ

µ−λ
foi igual a 3.

Como já era esperado, o tempo de espera de uma fila M/M/1 tem distribuição expo-

nencial. Agora vamos observar o que ocorre quando os tempos entre chegadas e os tempos de

serviço tem outros tipos de distribuições, ou seja, quando estes tempos tem distribuições gerais,

no regime de tráfego pesado. O algoritmo utilizado para essa simulação está no Apêndice B.1.
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Figura 3.6: 100 primeiros Xt para a fila M/M/1 simulada.
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Figura 3.7: Histograma do tempo de espera para começar a ser servido da fila M/M/1 simulada.

3.2 Filas GI/G/1 com Tráfego Pesado

Lembrando que a intensidade do tráfego ρ é a razão entre o tempo médio entre as

chegadas e o tempo médio de serviços, o tráfego pesado também pode ser entendido como o

tempo médio entre chegadas muito próximo ao tempo médio de serviços, ou seja, quando ρ ↑ 1.

O sistema de fila com essa característica também é chamado de fila com tráfego limite. Tendo

seus resultados apresentado por John Kingman em 1961 no artigo “The single server queue in

heavy traffic” [15].

Esta seção está organizado da seguinte maneira. Na Subseção 3.2.1 falaremos da fila

GI/G/1 com tráfego pesado e distribuições dos tempos entre chegadas e de serviços com cau-

das leves e na Subseção 3.2.2 da fila GI/G/1 com tráfego pesado e com distribuições do tempo
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entre chegadas e de serviços, com distribuições de caudas pesadas. Também discutiremos a dis-

tribuição do tempo de espera estacionário, que converge para uma distribuição Mittag-Leffler,

quando ρ ↑ 1, isto será apresentado no Teorema 3.2.

Inicialmente introduzimos algumas definições que serão utilizadas no decorrer desta

seção.

Definição 3.1 (Transformada de Laplace-Stieltjes para distirbuições de probabilidades). A trans-

formada de Laplace-Stieltjes para uma variável aleatória com função de distribuição FS(·) é

definida pela integral:

LS(a) =
∫ +∞

−∞

e−atdFS(t). (3.10)

Exemplo 3.1 (Distribuição exponencial). Seja f (t) = λe−λ t , t ≥ 0, então

Lexp(λ )(a) =
∫

∞

0
e−at

λe−λ tdt =
λ

λ −a
, λ > 0.

Exemplo 3.2 (Distribuição Pareto). Seja f (t) = θ lθ

tθ+1 , t ≥ l > 0,θ > 0, então

Lpareto(l,θ)(a) =
∫

∞

l
e−at θ lθ

tθ+1 dt = θ(la)θ ela
Γ(θ ,a),

onde

Γ(θ ,a) =
∫

∞

a
t−θ−1e−tdt,

é uma função gama incompleta.

Para descrever as distribuições com caudas pesadas, precisamos definir o seu compor-

tamento na cauda, o mesmo pode ser descrito com a ajuda das seguintes definições.

Definição 3.2 (Função de variação regular). Uma função mensurável U : R+ 7−→R+ tem vari-

ção regular no infinito com índice j ∈ R se para x > 0,

lim
t−→∞

U(tx)
U(t)

= x j,

onde j é chamado de expoente de variação (ver [13]).

Exemplo 3.3. Seja U(x) = xn, então

lim
t−→∞

tnxn

tn = xn,

então xn é uma função de variação regular com índice n.

Exemplo 3.4. Seja U(x) = log(x), então

lim
t−→∞

log(xt)
log(t)

= lim
t−→∞

[
log(x)
log(t)

+
log(t)
log(t)

]
= 1,
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implica que log(x) é uma função de variação regular com índice 0.

Voltando a discursão do tempo de espera das filas. Observe a relação entre os tem-

pos de espera na fila, Wn e Wn+1, do n-ésimo e (n− 1)-ésimo cliente respectivamente, como

observado anteriormente na equação (3.7), relação está que também é válida para filas GI/G/1:

Wn+1 = max(0,Wn +Sn− τn).

Podemos então observar que o processo estocástico {Wn,n = 0,1,2, . . .} é uma cadeia

de Markov a tempos discretos, uma vez que o comportamento de Wn+1 é apenas uma função do

valor de Wn e é independente da historia prévia do tempo de espera.

Agora, vamos encontrar a distribuição do tempo de espera, lembrando que os tempos

τn e S não são exponenciais. Temos que

FWn+1(t) ≡ P{Wn+1 ≤ t}

= P{Wn +Sn− τn ≤ t}.

Definindo a variável aleatória Un = Sn− τn com função de distribuição FUn(t), e usando a for-

mula da convolução, temos que:

FWn+1(t) =
∫ t

−∞

FWn(t− x)dFUn(x), (0≤ t < ∞).

No estado estacionário, FW (t) é a distribuição do tempo de espera que satisfaz:

FW (t) =

{ ∫ t
−∞

FW (t− x)dFU(x), (0≤ t < ∞)

0, (t < 0)
, (3.11)

onde FU(x) é FUn(x) são dados pela convolução de S e (−τ), isto é

FUn(t) =
∫

∞

t
FSn(y)dFτn(y− t). (3.12)

A equação (3.11) é chamada equação de Lindley.

Desta forma, encontrar a distribuição do tempo de espera para a fila GI/G/1, FW (y),

consiste em encontrar FW (t) na equação (3.11) o que se torna uma tarefa muito difícil, depen-

dendo das distribuições do tempo entre chegadas e tempo de serviços da fila estudada. Usando

as técnicas de Wiener-Hopf é possível encontrar FW (t). Técnica que não vai ser discutida neste

trabalho. Maiores detalhes podem ser encontrado na Seção 6.2 de [1].
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3.2.1 Filas GI/G/1 com Tráfego Pesado com Distribuições com Caudas
Leves

Nesta seção vamos observar o que acontece com a fila GI/G/1 quando ρ ↑ 1.

Sejam:

λ = E[τn];

λ2 = E[τ2
n ];

µ = E[Sn];

µ2 = E[S2
n].

Defina a distribuição do tempo de serviço truncado Sc = SI{S≤c} onde

I{S≤c} =

{
1, se S≤ c

0, se S > c
,

e c > 0. O sistema de filas com distribuição do intervalo entre chegadas τ e tempo de serviços

Sc é representada por GI/Gc/1. Quantidades referentes a esse tipo de sistema de fila serão

indicados pela adição do índice c. Observe que para todo ponto de continuidade t de FSc(t),

lim
c→∞

FSc(t) = FS(t).

Considere ρ < 1 e P(W > 0)< 1, isto é P(W = 0)> 0. Considerando o truncamento

Sc = SI{S≤c}, onde c > 0. A seguinte igualdade é válida (ver [4]):

lim
ρ↑1

E[(1−ρc)Wc] =
1

2µ
(µ2,c−µ

2
c +λ2−λ

2)+o(1−ρc).

Fazendo, c→ ∞ e ρ ↑ 1 é possível verificar que

lim
ρ↑1

E[(1−ρ)W ] = lim
c→∞

lim
ρ↑1

E[(1−ρc)Wc] =
1

2λ
(µ2−µ

2 +λ2−λ
2), (3.13)

(ver [4]). Usando a transformada de Laplace

L(1−ρc)Wc(u) = E[e−uWc(1−ρc)] (3.14)

= [1+ubc]
−1 +o(1−ρc), ρc ↑ 1, (3.15)

com

bc =
1

2λ
(µ2,c−µ

2
c +λ2−λ

2).
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onde µ2,c = E[S2I{S≤c}] e µc = E[SnI{S≤c}]

Logo

lim
ρc↑1

Ee−uWc(1−ρc) = [1+ubc]
−1.

Como as distribuições coincidem se suas transformadas de Laplace são iguais (ver [3]).

lim
ρc↑1

F(1−ρc)W (t) = 1− exp(−
t

bc ), t > 0,

ou seja

(1−ρc)W
d→ Exp(1/ρc).

Desta forma temos

lim
ρ↑1

F(1−ρ)W (t) = lim
c→∞

(
lim
ρc↑1

F(1−ρc)Wc(t)
)

= lim
c→∞

(1− e−
t

bc ).

Como

lim
c→∞

bc =
1
ρ
(µ2−µ

2 +λ2−λ
2) = b

lim
ρ↑1

F(1−ρ)W (t) = 1− e−t/b

Então o seguinte teorema é válido

Teorema 3.1 (Kingman 1965). Se λ2 < ∞ e µ2 < ∞, então para ρ ↑ 1

∆(ρ)W d→ exp(1), (3.16)

onde

∆(ρ) =
(1−ρ)

b
e b =

1
2λ

[Var(S)+Var(τ)].

Observe que quando ρ ↑ 1, W P→ ∞. Logo ∆(ρ) é a escala de normalização correta

para encontrar um limite da distribuição para W que não seja o trivial.

Definição 3.3. A função ∆(ρ) será chamada de coeficiente de contração.

No caso do teorema 3.1, ∆(ρ)= 1−ρ

b . Este coeficiente de contração tem uma expressão

simples, que foi discutido para tempos entre chegadas e de serviços com caudas leves. Na

próxima seção será discutido o caso em que as distribuições tem caudas pesadas, caso este em

que o coeficiente de contração tem uma forma mais complicada.
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Exemplo 3.5. Para ilustrar o teorema de Kingman, suponha a distribuição do tempo entre

chegadas τ ∼ Exp(λ ) e a distribuição do tempo de serviços S∼ Exp(µ). Então temos:

∆(ρ) =
1−ρ

b

=
1− λ

µ

λ

2 [
1

λ 2 +
1

µ2 ]
≡ ∆(λ ,µ).

Agora considere µ fixo e λ ↑ µ (λ < µ), então ρ → 1 é:

lim
λ↑µ

∆(ρ) = 0.

Logo, pelo teorema de Kingman,

∆(ρ)W d→ Exp(1),

quando ρ ↑ 1.

3.2.2 Filas GI/G/1 com Tráfego Pesado com Distribuições de Caudas Pe-
sadas

Vamos considerar o tempo de espera estacionário de uma fila GI/G/1 com tempos entre

chegadas τ1,τ2, . . . e tempos de serviços S1,S2, . . . com distribuições de caudas pesadas, e a fila

tem tráfego pesado (ρ ↑ 1).

Vamos assumir que as seguintes condições sejam satisfeitas:

λ = E[τ]< ∞, µ = E[S]< ∞, ρ =
µ

λ
< 1. (3.17)

Sobre a distribuição do tempo de serviço FS(·) apenas será introduzida suposições

sobre a distribuicão da cauda, isto é, sobre FS(t) = 1−FS(t) para t→ ∞. Observe que no caso

de caudas pesadas var(S) = ∞ e FS(t) é de variação regular com índice caudal ν ,1 < ν ≤ 2.

Suponha que para algum t0 finito, podemos escrever:

FS(t) = G1(t)+G2(t), para t > t0. (3.18)

O primeiro termo da decomposição (3.18), a função G1(t) descreve o comportamento assintó-

tico dominante da cauda F(t), por exemplo G1(t) =C(1/t)3/2, onde C é uma constante positiva.
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O segundo termo da equação (3.18), a função G2(t) é tal que para δ > 0,∫
∞

t0
e−atG2(t)dt < ∞, quando ℜa >−δ . (3.19)

Por exemplo (3.19) é válida se

G2(t) = O(e−δ t), para t→ ∞. (3.20)

Logo G2(t) é uma função tal que para δ > 0, decai mais rápido do que a exponencial. LS(a)

pode ser representado por:

1− 1−LS(a)
µa

= g(µa)+ c(µa)ν−1L(µa), para ℜa > 0 (3.21)

(ver [2]), onde c > 0 é uma constante, 1 < ν ≤ 2, g(µ,a) e L(µ,a) são funções de variação

regular que satisfazem as seguintes condições:

(1) g(µa) é uma função de variação regular para ℜa >−δ e g(0) = 0;

(2) L(µa) é tem variação regular para ℜa > 0 e continuo para ℜa≥ 0, exceto possivelmente

em a = 0;

(3) L(µa)→ b > 0 para |a| → 0,ℜa≥ 0, com b = ∞ se ν = 2;

(4) limx↓0
L(µax)

L(x) = 1 para ℜa≥ 0,a 6= 0;

(5) ∃κ ∈ (1,ν) :
∫

∞

0 tκdFS(t)< ∞.

Em relação a Fτ(t), será assumido que

Mm :=
∫

∞

0
tmdFτ(t)< ∞, para m > ν . (3.22)

Isto é, ν < ν1, onde 1−Fτ(t)≈ t−ν1 .

A decomposição da equação (3.21) não é trivial. Para entender melhor como ela

ocorre, veja alguns exemplos dessa decomposição, considerando as distribuições exponencial e

Pareto.
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Exemplo 3.6 (Decomposição com S∼ exp(λ )).

1− 1−LS(a)
µa

= 1−
1− λ

λ+a

µa

=
µa− a

λ+a

µa

= 1− 1
µ(λ +a)

= g(µa).

Agora vamos mostrar que g(µa) é uma função de variação regular.

lim
a→∞

g(µta)
g(µa)

= lim
a→∞

1− 1
µ(λ+ta)

1− 1
µ(λ+a)

= 1 = t0,

ou seja, g(µa) é uma função de variação regular com expoente de variação j = 0 e L = 0.

Exemplo 3.7 (Decomposição com S∼ Pareto(θ)). Considere a distribuição de cauda pesada

Sθ ∼ Pareto(θ), 1 < ν < 2

P(Sθ < t) = FSθ
(t) = 1−δ

(
θ

θ−t

)ν
, t > θ

. (3.23)

Onde δ e θ satisfazem

0 < δ ≤ 1,θ > 0.

Observe que S tem uma distribuição com cauda pesada:

FSθ
(t) = δ

(
θ

t

)−ν

, para t→ ∞. (3.24)

Neste caso temos que:

1−
1−LSθ

(a)
aµ

=
a/s

1−a/s
− 1

2−ν

a/s
(1−a/s)2 +

1
2−ν

(a/s)ν−1

(1−a/s)2 . (3.25)

Neste caso

L(µa) =
1− (a/s)2−ν [1+(2−ν)(1−a/s)]

(1−a/s)2 ,

que é uma função de variação regular.

Alem disso, observe que para ν = 3/2 e (̂δ ) = 1

1−LSθ
(a)

aµ
=

1
(1+
√

aµ)2 , ℜa≥ 0. (3.26)

Os calculos completos dessa decomposição podem ser observado no Apêndice A.1.
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Em continuação mostraremos a decomposição da representação da transformada de

Laplace será utilizada para encontrar o coeficiente de contração para filas com distribuições dos

tempos entre chegadas e de serviço de caudas pesadas.

A função

1− 1−LS(a)
µa

, a≥ 0,

é igual a zero para a = 0. Está função também é monótona crescente em a e com limite igual a

1, para a→ ∞ (ver [2]). Então a equação

1− 1−LS(a)
µa

=
1−ρ

ρ
, com a > 0, ρ ∈

(
1
2
,1
)
, (3.27)

tem uma única raiz a = δ (ρ)
µ

, onde δ (ρ) é tal que δ (ρ) ↓ 0 quando ρ ↑ 1 e δ (ρ) é contínuo para

ρ ∈ (1
2 ,1].

A partir de (3.21), temos que δ (ρ) é raiz de

g(x)+ cxν−1L(x) =
1−ρ

ρ
, x > 0, ρ ∈

(
1
2
,1
)
. (3.28)

Devido a equação anterior e as condições (1)-(5), podemos escrever

g(µa) = f1µa+O(|µa|2) para |µa| → 0,ℜa >−δ , (3.29)

com f1 sendo uma constante finita e também:

g(µa) = o(|µa|ν−1|L(µa)|) para |a| → 0, ℜa≥ 0, (3.30)

resultando na seguinte definição (ver [2]):

Definição 3.4 (Equação de contração). A equação

cxν−1L(x) =
1−ρ

ρ
, x > 0,0 < 1−ρ � 1, (3.31)

é chamada equação de contração.

Na definição 3.4, é possível encontrar a raiz ∆(ρ):

Propriedade 3.1. A equação de contração (3.31) tem uma única raiz, ∆(ρ), e essa raiz satisfaz

∆(ρ) ↓ 0 quando ρ ↑ 1. (3.32)

A raiz ∆(ρ) é o coeficiente de contração para filas com tempos entre chegadas e de serviços

com caudas pesadas.
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Observar que

lim
ρ↑1

∆(ρ)

δ (ρ)
= 1. (3.33)

Utilizando a equação (3.31), é válido que

ρc
1−ρ

∆(ρ) =

(
1−ρ

ρc

)(2−ν)/(ν−1)

[L(∆(ρ))]−1/(ν−1). (3.34)

A partir das condições (1)-(5) e (3.32), temos que

lim
ρ↑1

ρc
1−ρ

∆(ρ) = 0. (3.35)

Além disso

ρc
1−ρ

[∆(ρ)]µ−1 =

(
1−ρ

ρc

)(µ−ν)/(ν−1)

[L(∆(ρ))]−(µ−1)/(ν−1). (3.36)

Utilizando as condições (1)-(5) e a equação (3.21), obtemos que

lim
ρ↑1

ρc
1−ρ

[∆(ρ)]µ−1 = 0, (3.37)

resultando em

∆(ρ)≈ σ

(
ρ

1−ρ

)( 1
1−µ

)

. (3.38)

Para ilustrar este resultado voltemos ao exemplo tratado anteriormente.

Exemplo 3.8 (continuação do exemplo 3.7). Considere a decomposição da cauda da distri-

buição Pareto, Sθ , que foi decomposta anteriormente. Para simplificar os cálculos, vamos

considerar δ = 1 de modo que

µ =
2−ν

ν−1
1
s
, (3.39)

resultando na equação de contração:

1
2−ν

(
ν−1
2−ν

)ν−1

xν−1
[

1− ν−1
2−ν

x
]−2

=
1−ρ

ρ
, (3.40)

consequentemente

∆(ρ) :=
2−ν

ν−1

[
(2−ν)

1−ρ

ρ

]1/(ν−1)

, para ρ ↑ 1. (3.41)

Na Figura (3.8) podemos observar o comportamento de ∆(ρ) variando ρ e conside-

rando ν = 3/4.

Como já sabemos como encontrar o coeficiente de contração, vamos apresentar um
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Figura 3.8: ∆(ρ) variando ρ e ν = 3/4.

teorema onde é mostrado que o tempo de espera para uma fila com tempos entre chegadas e de

serviço de caudas pesadas multiplicado pelo coeficiente de contração, converge em distribuição

para a distribuição MLα,1 quando ρ ↑ 1.

Teorema 3.2 (Boxma e Cohen). Considere a fila GI/G/1 com distribuições do tempo entre

chegadas Fτ e tempo de serviço FS, que satisfazem as condições de estacionaridade (3.17) e as

condições (1)-(5) e P(τ > x)≈ x−ν1,P(S > x)≈ x−ν2,(0 < ν1,ν2 ≤ 2). Então Quando ρ ↑ 1, o

tempo de espera “contraído”, ∆(ρ)W/µ converge em distribuição para a distribuição MLα,1.

O teorema 3.2 abre possibilidades para aproximação da distribuição do tempo de es-

pera de uma fila GI/G/1 com tempos entre chegadas e de serviços com caudas pesadas. Os resul-

tados preliminares apresentados por Boxma no artigo [16], são muito promissores. Por exem-

plo, considere um fila M/G/1 em que a transformada de Laplace do tempo de serviço é dado pela

equação (3.26). Essa distribuição é suficientemente boa para nos permitir determinar P(W > t)

algebricamente. Pelo teorema 3.2 podemos aproximar P(W > t) por 1−FML1,1/2(∆(ρ)t/µ).

A prova do teorema 3.2 é muito técnica e não será apresentada aqui (ver [2]). Vamos

apresentar alguns exemplos para descrever o resultado desse teorema.

Exemplo 3.9. Continuando com o exemplo 3.7, temos que:

∆(ρ)W
µ

=
2−ν

ν−1

[
(2−ν)

1−ρ

ρ

]1/(ν−1) W
µ
.

Logo pelo teorema 3.2, temos que

∆(ρ)W
µ

d→MLα,1 quando ρ ↑ 1.
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Exemplo 3.10. Outro caso especial, apresentado em [14], é o caso de uma cauda do tipo

Pareto da forma

1−FS(t) =
c

(t/µ)ν
+

N

∑
n=1

cn

(t/µ)νn
+O(eδ t),

onde o índice caudal ν ∈ (1,2) e µ := E[S],c > 0,δ > 0,cn ≥ 0,νn > ν ,N inteiro (N ≥ 1) e

µ < ∞ para µ > ν .

No artigo [14] é provado que a variável aleatória (1−ρ)
1

ν−1W/β converge em distri-

buição quando ρ ↑ 1, o limite está caracterizado por

lim
ρ↑1

E[e−a∆(ρ)W/β ] =
1

1+aν−1 , ℜa≥ 0,

que é a transformada de Laplace-Stieltjes de uma variável aleatória Mittag-Leffler, veja a equa-

ção (2.13).

3.2.3 Estimação do Tempo de Espera

Nesta seção vamos estimar os parâmentros da distribuição do tempo de espera utili-

zando o método dos momentos fracionários apresentado na Subseção 2.2.1, lembrando que a

distribuição Mittag-Leffler não tem momentos maiores do que 1. Para isto, vamos simular uma

fila GI/G/1, com tempos entre as chegadas e tempos de serviços com distribuições Pareto.

Primeiro descrevemos o procedimento para simular a fila e depois descrevemos o pro-

cedimento de estimação.

Para simular a fila GI/G/1 utilizamos o procedimento que é uma adaptação do algori-

timo [19], onde o tempo t é discreto. O algoritmo começa com t = 0 e X0 = 0.

Passo 1: Gere um tempo de chegada τ e um tempo de serviço S;

Passo 2: Compare τ com S;

Passo 3: Se τ ≤ S, então faça: t = t + τ e Xt = Xt +1;

Se τ > S e Xt > 0, então faça: t = t +S e Xt = Xt−1;

Se τ > S e Xt = 0 então faça: t = t +S e Xt = Xt ;

Passo 4: Repita os passos 1 a 3 enquanto t for menor que o tempo de simulação.

Agora que descrevemos o método de simulação da fila, vamos estimar a distribuição

do tempo de espera, correspondete a esta fila.
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Para a estimação utilizaremos dados simulados, Então simulamos uma fila GI/G/1 com

τ = τ1−1, com τ1 sendo uma variável aleatória Pareto(1,1;2) e S = S1−1 com S1 sendo uma

variável aleatória Pareto(1,1;3), vamos truncar τ e S. Geramos 4557 chegadas e 4555 serviços

com o tempo total de simulação do sistema de 10000 unidades de tempo. Os tempos dos 2000

primeiros clientes foram descartados, pois é o tempo de inicialização da fila (estamos interes-

sados no regime estacionário). Na Figura 3.9 temos o histograma dos tempos entre chegadas,

sendo que o tempo médio entre chegadas foi de 2,084. Na Figura 3.10 o histograma dos tempos

de serviço, com média de 2,082. Resultando em ρ̂ = E[S]
E[τ] =

2,082
2,084 = 0,99904.
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Figura 3.9: Histograma dos tempos entre chegadas da fila GI/G/1 simulada.
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Figura 3.10: Histograma dos tempos de serviço da fila GI/G/1 simulada.

O número de clientes na fila, com o passar do tempo, pode ser observado na Figura

3.11. O histograma do tempo de espera é apresentado na Figura 3.12. Podemos observar na

Figura 3.12 que a distribuição do tempo de espera se aproxima de uma distribuição Mittag-

Leffler.

Agora, vamos estimar a distribuição de W, lembrando que os 2000 primeiros clientes
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Figura 3.11: Número de clientes no sistema da fila GI/G/1 simulada.
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Figura 3.12: Histograma do tempo de espera da fila GI/G/1 simulada

foram excluídos. Estimaremos os parâmetros da distribuição do tempo de espera utilizando o

procedimento abaixo:

Passo 1: Utilizando o estimado de Hill ˆ̂α (ver [20]), encontramos um valor estimado inicial para o

índice caudal de W, ˆ̂α , onde ˆ̂α é:

ˆ̂α = 1+n

[
n

∑
i=1

ln
Wi

W(i)

]−1

, com W(i) = min
1≤k≤i

Wk;

Passo 2: Escolhemos p1, p2, tais que p1, p2 < ˆ̂α , para garantir que os momentos de ordem p1 e p2

são finitos;

Passo 3: Encontramos α̂ pelo método dos momentos fracionários descritos anteriormente, para

isto, utilizaremos p1 e p2 do passo 2.

Utilizando o estimador de Hill com n = 1000 obtemos que ˆ̂α = 0,5743, então escolhe-
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mos p1 = 1/2 e p2 = 1/4, que são menores do que ˆ̂α . Podemos usar os momentos fracionários

da equação (2.33) e (2.34), para estimar α e σ da distribuição MLα,σ .

Calculando os momentos estimados, temos:

ê(
1
2
) = 1,7832, ê(

1
4
) = 1,3148

, então
ê(1

2)

(ê(1
4))

2
=

1,7832
1,31482 = 1,03153 =

Γ2(3/4)√
π

g(2α).

Substituindo os valores na equação (2.35), e encontrando o αque satisfaz a igualdade,

encontramos α̂ = 0,5324. Agora vamos estimar σ . Substituindo α̂ nas equações (2.36) e

(2.37). Temos σ̂1 = 1,10033 e σ̂2 = 0,0154, implica que σ̂ = 1,1003+0,0154
2 = 0,5579. Observe

que σ 6= 1.
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Figura 3.13: QQplot da distribuição estimada do tempo de espera da fila GI/G/1 simulada.

Podemos observar na Figura 3.13 que a distribuição estimada se ajusta bem aos tem-

pos de espera, piorando o ajuste somente na cauda. Esta perda de ajuste ocorre por cauda

da presença de valores extremos. Utilizamos o algoritmo do Apêndice B.9 para estimar essa

distribuição.

3.2.4 Aproximação do Coeficiente de Contração

Como mostrado anteriormente, o coeficente de contração ∆(ρ) multiplicado pelo tempo

de espera W converge para uma distribuição X ∼ ML1,α quando ρ ↑ 1. Então conhecer o co-

eficiente de contração se torna muito importante, para caracterização da distribuiçao do tempo

de espera da fila GI/G/1 com tempos entre chegadas e de serviço com caudas pesadas e tráfego
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τ S1,1;α E[τ] E[S] ρ α̂ ∆̂(ρ)
τ1,1;1,1 S1,1;2,200 11,1 1,0167 0,0916 0,9851 1,1933
τ1,1;1,1 S1,1;2,100 11,1 1,1000 0,0991 0,9048 1,1784
τ1,1;1,1 S1,1;2,000 11,1 1,2000 0,1081 0,8854 0,9411
τ1,1;1,1 S1,1;1,900 11,1 1,3200 0,1191 0,9477 0,8064
τ1,1;1,1 S1,1;1,800 11,1 1,4750 0,1329 0,9181 0,7884
τ1,1;1,1 S1,1;1,700 11,1 1,6714 0,1506 0,8943 0,5099
τ1,1;1,1 S1,1;1,600 11,1 1,9333 0,1741 0,8809 0,3531
τ1,1;1,1 S1,1;1,500 11,1 2,3000 0,2072 0,9286 0,2197
τ1,1;1,1 S1,1;1,400 11,1 2,8500 0,2568 0,8984 0,1468
τ1,1;1,1 S1,1;1,300 11,1 3,7667 0,3393 0,9051 0,1610
τ1,1;1,1 S1,1;1,200 11,1 5,6000 0,5045 0,9708 0,0787
τ1,1;1,1 S1,1;1,150 11,1 7,4333 0,6697 0,9358 0,0093
τ1,1;1,1 S1,1;1,140 11,1 7,9571 0,7168 0,9358 0,0062
τ1,1;1,1 S1,1;1,101 11,1 10,9911 0,9901 0,9050 0,0052

Tabela 3.2: ∆(ρ) estimados numericamente.

pesado.

Para estimar o coeficiente de contração, vamos utilizar o seguinte procedimento:

• Se 0 < q < α , (E[W q]< ∞), mas para ρ ↑ 1 E[(∆(ρ)W
µ
)q]≈ E[Xq] = e(q).

• Por outro lado, se E[W q]< ∞, então pela lei dos grandes números: W q =
wq

1+wq
2+···w

q
n

n −→
n→∞

E[W q], onde w1,w2, . . . ,wn são os tempos de espera de n filas GI/G/1 independentes.

Logo utilizando a primeira parte e a lei dos grandes números

∆(ρ)≈
q
√

e(q)µ
q√W q

.

Na tabela 3.2 são apresentados alguns valores do ∆(ρ) aproximados utilizando o mé-

todo proposto. Como antes, fazemos τ = τ1− 1 com τ1 ∼ Pareto(1,1;1) e S = S1− 1 com

S1 ∼ Pareto(1,1,α). Para estimar numericamente ∆(ρ), utilizamos q = 1/2

Observando a Figura 3.14, podemos notar que quando ρ ↑ 1, ∆(ρ) se aproxima de 0.

O algoritmo utilizado para essa aproximação pode ser observado no Apêndice B.10.
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Figura 3.14: ∆(ρ) aproximado numericamente, variando ρ entre 0 e 1.
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4 Conclusão

Apresentamos aqui uma forma de estimar a distribuição do tempo de espera para fila

GI/G/1 com tempos entre chegadas e de serviço com caudas pesadas, utilizando o método dos

momentos fracionários. Para isso, definimos as distribuições geométrica estáveis e estáveis,

também definimos as distribuições Linnik e Mittag-Leffler, que são casos especiais das distri-

buições geométrica estáveis. Apresentamos uma forma de representar as distribuições Linnik

e Mittag-Leffler como mistura, representação essa, que nos possibilitou simular amostras des-

tas distribuições e posteriormente estimar seus parâmetros utilizando o método dos momentos

fracionários.

Um teorema importante apresentado neste trabalho é o teorema de Kingman. Esse

teorema mostra que o tempo de espera converge para uma distribuição exponencial no regime

de tráfego pesado. Outro teorema que generaliza o teorema anterior, que é o mais importante

deste trabalho, é o teorema de Boxma e Cohen. Esse teorema mostra que, o tempo de espera

de uma fila GI/G/1 com tráfego pesado multiplicado pelo coeficiente de contração converge

para a distribuição Mittag-Leffler. Concluímos deixando nossa contribuição com um método de

aproximar numericamente esse coeficiente.
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APÊNDICE A -- Decomposição da Transformada de Laplace
Stieltjes

A.1 Decomposição da cauda da transformada de Laplace Stielt-
jes τ ∼ Pareto(θ)

Considere a distribuição de cauda pesada

Sθ ∼ Pareto(θ), 1 < ν < 2 (A.1)

P(Sθ < t) = FSθ
(t) = 1−δ

(
θ

θ − t

)ν

, t > θ , (A.2)

onde δ e θ satisfaz

0 < δ ≤ 1, θ > 0.

Possuindo uma distribuição de cauda pesada:

1−FSθ
(t) = δ

(
θ

t

)−ν

,para t→ ∞. (A.3)

Podemos verificar que

E[Sθ ] =
∫

∞

0
P(Sθ > t)dt (A.4)

= δ
θ

ν−1
. (A.5)

A transformada de Laplace-Stieltjes (L. S.) da distribuição FSθ
(t) com ℜa ≥ 0 é defi-

nida por:

£Sθ
(a) := E[e−aSθ ] (A.6)

=
∫

∞

0−
e−atdFSθ

(t), (A.7)
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é valido que para ℜa≥ 0

1
a
[1−£Sθ

(a)] = δ

∫
∞

0
e−at(1−FSθ

(t))dt (A.8)

= δ

∫
∞

0
e−at θ ν

(θ + t)ν
dt. (A.9)

Definindo

h(a,θ) :=
1−£Sθ

(a)
aµ̃(θ)

, (A.10)

onde β̃ (θ) =
∫

∞

0 tdFSθ
(t), temos

h(a,θ) = (ν−1)
∫

∞

0
e−at θ ν−1

(θ + t)ν
dt,

que é a transformada de L. S. da distribuição de probabilidade

H(t,θ) =
1

µ̃(θ)

∫ t

0
[1−FSθ

(t)]dt, t >= 0.

Seja Θ uma variável aleatória não-negativa com densidade

fΘ(θ) =
s2−ν

Γ(2−ν)
θ

1−νe−sθ dθ , θ > 0, 1 < ν < 2, (A.11)

onde s é uma constante positiva. Observe que∫
∞

0
θ

1−νe−sθ =
Γ(2−ν)

s2−ν
. (A.12)

Seja γ uma variável aleatória com distribuição FS(t) definida por:

P(γ < t) = FS(t) :=
s2−ν

Γ(2−ν)

∫
∞

0
θ

1−νe−sθ FSθ
(t)dθ , (A.13)

evidentemente FS(t) é uma mistura das distribuições FSθ
(t), a mistura é descrita por (A.11).

Para ℜa≥ 0, definimos

£Sθ
(a) := E[e−aγ ]. (A.14)

Pela integração parcial temos de (A.9), para ℜa≥ 0,

1−£Sθ
(a)

a
= δθ

ν

[
θ 1−ν

ν−1
− a

ν−1

∫
∞

0
e−at(θ + t)−ν+1dt

]
, (A.15)
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de (A.11) e (A.15) para ℜa≥ 0,s > 0, temos

1−£Sθ
(a)

a
=

s2−ν

Γ(2−ν)

δ

ν−1

∫
∞

0
θ

2−νe−sθ dθ

=
s2−ν

Γ(2−ν)

δa
(ν−1)

∫
∞

0
θe−sθ [

∫
∞

0
(θ + t)−ν+1dt]dθ

=
s2−ν

Γ(2−ν)

δ

ν−1
Γ(3−ν)

s3−ν
− s2−ν

Γ(2−ν)

δa
ν−1

∫
∞

0
θe−(s−a)a[

∫
∞

0
e−auu−ν+1du]dθ

=
2−ν

ν−1
δ

s
[1−a

s3−ν

Γ(3−ν)

∫
∞

0
θe−(s−a)θ [

∫
∞

0
e−auu−ν+1du]dθ ]. (A.16)

Definindo

β
∗ := E[β̃ (Θ)] =

2−ν

ν−1
δ

s
, (A.17)

para 0 < a < s

1−£Sθ
(a)

aβ ∗
= 1− s3−νaν−1

Γ(3−ν)

∫
∞

0
θe−(s−a)θ [

∫
∞

θa
e−ww1−wdw]dθ

= 1− (s/a)3−ν

Γ(3−ν)

∫
∞

0
ze−(

s
a−1)z[

∫
∞

z
e−uu1−νdu]dz

= 1+
w3−ν

Γ(3−ν)

d
dw

(∫
∞

0
e−(w−1)z[

∫
∞

z
e−uu1−νdu]dz

)
, (A.18)

com w = s
a > 1.

Resolvendo a integral por partes , para w > 1, temo que:∫
∞

0
e−(w−1)z

∫
∞

z
e−uu1−ududz =

1
w−1

∫
∞

0
e−uu1−νdu− 1

w−1

∫
∞

0
e−wzz1−νdz

=

[
1

w−1
− 1

w−1
1

w2−ν

]
Γ(2−ν). (A.19)
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Então para w > 1

1−£Sθ
(a)

aβ ∗
= 1+

w3−ν

Γ(3−ν)

d
dw

[(
1

w−1
− 1

w−1
1

w2−ν

)
Γ(2−ν)

]
= 1+

w3−ν

Γ(3−ν)
Γ(2−ν)

d
dw

[
1

w−1
(1− 1

w2−ν
)

]
= 1+w3−ν

(
Γ(2−ν)

(2−ν)Γ(2−ν)

)[
− 1
(w−1)2 +

wν−2

(w−1)2 +
(2−ν)wν−3

w−1

]
= 1+

w3−ν

(2−ν)

[
− 1
(w−1)2 +

1
(w−1)2

1
w2−ν

+(2−ν)
1

w3−ν

1
w−1

]
= 1+

[
− w3−ν

(2−ν)(w−1)2 +
1

(2−ν)

w
(w−1)2 +

1
w−1

]
=

w
w−1

[
1− w2−ν

(2−ν)(w−1)
+

1
(2−ν)

1
(w−1)

]
=

w
w−1

[
1− w2−ν −1

(2−ν)(w−1)

]
. (A.20)

Dessa forma

1−
1−£Sθ

(a)
aβ ∗

=
w3−ν

(2−ν)(w−1)2 −
1

(2−ν)

w
(w−1)2 −

1
w−1

(A.21)

=
a/s

1−a/s
− 1

2−ν

a/s
(1−a/s)2 +

1
2−ν

(a/s)ν−1

(1−a/s)2 . (A.22)

Podemos observar que a equação (A.20) tem o limite finito quando w→ 1 e também

que 0≤ℜa < s.

Da definição de £Sθ
(a), ℜa ≥ 0, verificamos que

1−£Sθ
(a)

aβ ∗ é regular e continua para

ℜa ≤ 0. Como (A.20) é regular e continua para ℜa > 0, a 6= s, e tem limite finito para a = s ,

temos que, para s > 0,ℜa≤ 0,1 < ν < 2,

1−£Sθ
(a)

aβ ∗
=


w

w−1

[
1− 1

2−ν

w2−ν −1
w−1

]
, para w = s

a 6= 1

1
2
(ν−1), para w = 1

. (A.23)

Como FS(.) é uma distribuição de probabilidade com suporte em [0,∞) podemos ob-

servar que

k(a) :=
1−£Sθ

(a)
aβ ∗

,ℜa≤ 0, (A.24)

é transformada de L.S. da distribuição

K(t) =
1
µ

∫ t

0
(1−FS(κ))dκ, t ≤ 0. (A.25)
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APÊNDICE B -- Algoritmos

B.1 Simulação da Fila M/M/1

# Variáveis iniciáis

t.end<- 10^5 # tempo máximo do sistema

t.clock <- 0 # tempo inicial

Ta<- 4/3 # tempo esperado de cehgada

Ts<- 1 # tempo esperado de serviço

t1<- 0

t2<- t.end

tn<- t.clock # tempo atual

tb<-0

n<- 0

s<- 0

b<- 0

c<- 0

qc<- 0 # número de clientes no sistema

tc<- 0 # tempos de transição do número de clientes

plotSamples<- 1000 # Tempo de acompanhamento da fil

set.seed(1) # semente

t.chegada<- c()

t.partida<- c()

# algoritimo de simulaçao da fila

while (t.clock < t.end){

if (t1 < t2 ){

t.clock <- t1

s<- s + n*(t.clock - tn)
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n<- n+1

if (t.clock < plotSamples){

qc<- append(qc,n)

tc<- append(tc,t.clock)

}

tn<- t.clock

t1<- t.clock + rexp(1, 1/Ta)

if(n == 1){

tb<- t.clock

t2 <- t.clock + rexp(1,1/Ts)

}

}else{

t.clock <- t2

s<- s + n*(t.clock - tn)

n<- n-1

if (t.clock < plotSamples){

qc<- append(qc,n)

tc<- append(tc,t.clock)

}

tn<- t.clock

c<- c+1

if(n > 0){

t2<- t.clock + rexp(1,1/Ts)

}else{

t2 <- t.end

b<- b + t.clock - tb

}

}

t.chegada<-append(t.chegada,t1)

t.partida<-append(t.partida,t2)

}

#Separando os tempos de chegadas e partidas

chegadas<-c()

partidas<-c()

for (i in 2:length(qc)){
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if(qc[i-1]<qc[i]){

chegadas<- append(chegadas,tc[i])

}else{

partidas<-append(partidas,tc[i])

}

}

#Preparando dados para gerar o gráfico do caminho

#do número de clientes no sistema

tempo<-tc[1]

X_t <- c()

for(i in 2:length(qc)){

tempo<- c(tempo,tc[i],tc[i])

X_t<- c(X_t,qc[i-1],qc[i-1])

}

X_t<-c(X_t,qc[length(qc)])

plot(tempo,X_t, type="l",ylab=expression(X[t]),

main="Número de clientes no sistema")

#Separação dos tempos de chegadas e saidas

chegada<-c()

partida<-c()

for (i in 2:(length(tc))){

if (qc[i-1]< qc[i]){

chegada<- append(chegada,tc[i])

}else{

partida<-append(partida,tc[i])

}

}

length(chegada)

length(partida)

#Retirando os tempos de chegadas dos clientes que não foram servidos.

chegada_servidos<-c()

for (j in 1:(length(chegada)-qc[length(qc)])){
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chegada_servidos<-append(chegada_servidos, chegada[j])

}

length(chegada_servidos)

#Calculando o tempo de espera para ser servido

w<- partida -chegada_servidos

hist(w,nclass=20, main="Histograma do Tempo de Espera",

ylab="Frequência", xlab="W")

mean(w)

B.2 Gráfico do Coeficiente de Contração para o Exemplo da Se-
ção 3.2.2

v<-1.5

p<-seq(0.5:0.99, by=0.01)

Delta_1= ((2-v)/(v-1))*((2-v)*(1-p)/(p))^(1/(v-1))

plot(p,Delta_1, xlab=expression(rho), ylab=expression(Delta [1]), type="l",

main= "Coeficiente de contração")

B.3 Gráfico da Densidade Linnik com α = 0,1;0,5;1,0;1,5;1,9

#Função integrável

func_int_linnik <- function(y){

func_int_linnik<- (y^alpha*exp(-x*y)) / (y^(2*alpha)+

1+2*y^(alpha)*cos(pi * (alpha/2)))

}

#Densidade

func_linnik<- function(x){

integral_linnik <- integrate(func_int_linnik,0,Inf)

val_int_linik<- integral_linnik[["value"]]

func_linnik<- (sin(pi*(alpha/2))/pi)*val_int_linik

}

# Densidade com alpha igual a 0,1

alpha<- 0.1



59

valores_linnik<- c()

val_x <- c(seq(-3,-0.01, by=0.01),seq(0.01,3, by=0.01))

for(n in 1:length(val_x)){

x<- abs(val_x[n])

val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])

valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

}

valores_linnik_alpha_0.1 <- valores_linnik

plot(val_x,valores_linnik_alpha_0.1,type="l",lty = 1, ylab= "f(x)",

xlab="x", lwd = 2, main="Densidade de Linnik")

# Densidade com alpha igual a 0,5

alpha<- 0.5

valores_linnik<- c()

val_x <- c(seq(-3,-0.01, by=0.01),seq(0.01,3, by=0.01))

for(n in 1:length(val_x)){

x<- abs(val_x[n])

val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])

valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

}

valores_linnik_alpha_0.5 <- valores_linnik

lines(val_x,valores_linnik_alpha_0.5,type="l",lty= 2,lwd = 2)

# Densidade com alpha igual a 1,0

alpha<- 1

valores_linnik<- c()

val_x <- c(seq(-3,-0.01, by=0.01),seq(0.01,3, by=0.01))

for(n in 1:length(val_x)){

x<- abs(val_x[n])

val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])

valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

}
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valores_linnik_alpha_1 <- valores_linnik

lines(val_x,valores_linnik_alpha_1,type="l", lty=3,lwd = 2)

# Densidade com alpha igual a 1,5

alpha<- 1.5

valores_linnik<- c()

val_x <- c(seq(-3,-0.01, by=0.01),seq(0.01,3, by=0.01))

for(n in 1:length(val_x)){

x<- abs(val_x[n])

val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])

valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

}

valores_linnik_alpha_1.5 <- valores_linnik

lines(val_x,valores_linnik_alpha_1.5,lty = 4,lwd = 2)

# Densidade com alpha igual a 1,9

alpha<- 1.9

valores_linnik<- c()

val_x <- c(seq(-3,-0.01, by=0.01),seq(0.01,3, by=0.01))

for(n in 1:length(val_x)){

x<- abs(val_x[n])

val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])

valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

}

valores_linnik_alpha_1.9 <- valores_linnik

lines(val_x,valores_linnik_alpha_1.9,lty= 5,lwd = 2)

legend(1,1.2,lwd=c(2,2,2,2,2), lty= c(1,2,3,4,5),c("alpha=0,1",

"alpha=0,5","alpha=1,0","alpha=1,5","alpha=1,9"))

B.4 Gráfico da Densidade Mittag-Leffler com α = 0,1;0,5;0,9

#Geração do gráfico da densidade Mittag-Leffler
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#Função integrável

func_int_ML <- function(y){

func_int_ML<- (y^alpha*exp(-x*y)) / (y^(2*alpha)+1+2*y^(alpha)

*cos(pi * alpha))

}

#Densidade

func_ML<- function(x){

integral_ML <- integrate(func_int_ML,0,Inf)

val_int_ML<- integral_ML[["value"]]

func_ML<- (sin(pi*alpha)/pi)*val_int_ML

}

# Densidade com alpha igual a 0,1

alpha<- 0.1

valores_ML<- c()

val_x <- seq(0.01,3, by=0.01)

for(n in 1:length(val_x)){

x<- val_x[n]

val_func_ML<- func_ML(val_x[n])

valores_ML<- c(valores_ML,val_func_ML)

}

valores_ML_0.1 <- valores_ML

plot(val_x,valores_ML_0.1, lty=1, ylab= "f(x)", xlab="x",

main="Densidade M-L",type="l",lwd=2)

# Densidade com alpha igual a 0,5

alpha<- 0.5

valores_ML<- c()

val_x <- seq(0.01,3, by=0.01)

for(n in 1:length(val_x)){

x<- val_x[n]

val_func_ML<- func_ML(val_x[n])
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valores_ML<- c(valores_ML,val_func_ML)

}

valores_ML_0.5 <- valores_ML

lines(val_x,valores_ML_0.5,lty=2, lwd=2)

# Densidade com alpha igual a 0,9

alpha<- 0.9

valores_ML<- c()

val_x <- seq(0.01,3, by=0.01)

for(n in 1:length(val_x)){

x<- val_x[n]

val_func_ML<- func_ML(val_x[n])

valores_ML<- c(valores_ML,val_func_ML)

}

valores_ML_0.9 <- valores_ML

lines(val_x,valores_ML_0.9,lty=3, lwd=2)

legend(2,2,lwd=c(2,2,2),lty= c(1,2,3),

("alpha=0,1","alpha=0,5","alpha=0,9"))

B.5 Geração de Variáveis Aleatórias Linnik

# Para gerar a variável aleatória Laplac, foi utilizado o pacote VGAM,

#onde utilizamos a variável aleatória Laplace Assimetrica com

# Assimetria = 1, ou seja a Laplace padrão.

require(VGAM)

n<- 1000

alpha <- 1.75

sigma<- 1

Linnik<-c()

set.seed(1) #semente

for (i in 1:n){

z <- ralap(1,location=0,scale=1,kappa=1)

U<- runif(1,0,1)
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rho <- alpha/2

w<- sin( pi*rho)*(1/(tan(pi*rho*U)))-cos(pi*rho)

y<- sigma*z*w^(1/alpha)

Linnik<- c(Linnik,y)

}

hist(Linnik, nclass= 50, main= "Distribuição Linnik Simulado",

xlab="Simulado", ylab= "Frequência", prob=T, col=c("gray"))

#####################################

#Densidade da distribuição Linnik com sigma =1

func_int_linnik <- function(y){

func_int_linnik<- (y^alpha*exp(-x*y)) / (y^(2*alpha)+1+

2*y^(alpha)*cos(pi * (alpha/2)))

}

func_linnik<- function(x){

integral_linnik <- integrate(func_int_linnik,0,Inf)

val_int_linik<- integral_linnik[["value"]]

func_linnik<- (sin(pi*(alpha/2))/pi)*val_int_linik

}# Para gerar a variável aleatória Laplac, foi utilizado

# o pacote VGAM, onde utilizamos a variável aleatória

# Laplace Assimetrica com Assimetria = 1, ou seja a Laplace padrão.

require(VGAM)

n<- 1000

alpha <- 1.75

sigma<- 1

Linnik<-c()

set.seed(1) #semente

for (i in 1:n){

z <- ralap(1,location=0,scale=1,kappa=1)

U<- runif(1,0,1)

rho <- alpha/2

w<- sin( pi*rho)*(1/(tan(pi*rho*U)))-cos(pi*rho)

y<- sigma*z*w^(1/alpha)

Linnik<- c(Linnik,y)

}
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hist(Linnik, nclass= 50, main= "Distribuição Linnik Simulado",

xlab="Simulado", ylab= "Frequência", prob=T, col=c("gray"))

#####################################

#Densidade da distribuição Linnik com sigma =1

func_int_linnik <- function(y){

func_int_linnik<- (y^alpha*exp(-x*y)) /

(y^(2*alpha)+1+2*y^(alpha)*cos(pi * (alpha/2)))

}

func_linnik<- function(x){

integral_linnik <- integrate(func_int_linnik,0,Inf)

val_int_linik<- integral_linnik[["value"]]

func_linnik<- (sin(pi*(alpha/2))/pi)*val_int_linik

}

############

alpha<- 1.75

valores_linnik<- c()

val_x <- c(seq(-10,-0.01, by=0.01),seq(0.01,10, by=0.01))

for(n in 1:length(val_x)){

x<- abs(val_x[n])

val_func_linnik<- func_linnik(val_x[n])

valores_linnik<- c(valores_linnik,val_func_linnik)

}

lines(val_x,valores_linnik,type="l",lty = 1)

B.6 Geração de Variáveis Aleatórias Mittag-Leffler

# Para gerar a variável aleatória Laplac, foi utilizado o pacote VGAM,

# onde utilizamos a variável aleatória Laplace Assimetrica com

# Assimetria = 1, ou seja a Laplace padrão.

n<- 1000

alpha <- 0.9

sigma<- 1

ML<-rep(NaN,n)
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set.seed(1) #semente

i<-1

while(i<(n+1)){

z <- rexp(1,1)

U<- runif(1,0,1)

rho <- alpha

w<- sin( pi*rho)*tan(1/(pi*rho*U))-cos(pi*rho)

y<- sigma*z*w^(1/alpha)

ML[i]<-y

if(ML[i]=="NaN"){

i<-i-1

}

i<-i+1

}

hist(ML, nclass= 50, main= "Distribuição Mittag-Leffler Simulado",

xlab="Simulado", ylab= "Frequência", prob=T, col=c("gray"))

#####################################

#Densidade da distribuição ML com sigma =1

func_int_ML <- function(y){

func_int_ML<- (y^alpha*exp(-x*y)) /

(y^(2*alpha)+1+2*y^(alpha)*cos(pi * alpha))

}

func_ML<- function(x){

integral_ML <- integrate(func_int_ML,0,Inf)

val_int_ML<- integral_ML[["value"]]

func_ML<- (sin(pi*alpha)/pi)*val_int_ML

}

##################

alpha<- 0.75

valores_ML<- c()

val_x <- seq(0.01,45, by=0.01)

for(n in 1:length(val_x)){

x<- val_x[n]
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val_func_ML<- func_ML(val_x[n])

valores_ML<- c(valores_ML,val_func_ML)

}

lines(val_x,valores_ML,type="l",lty = 1)

B.7 Estimação dos Parâmentros da Distribuição Linnik Utilizando
os Momentos Fracionários

# Para gerar a variável aleatória Laplac, foi utilizado o pacote VGAM,

# onde utilizamos # a variável aleatória Laplace Assimetrica com

# Assimetria = 1, ou seja a Laplace padrão.

require(VGAM)

n<- 5000

alpha <- 1.9

sigma<- 3

Linnik<-c()

set.seed(1)

for (i in 1:n){

z <- ralap(1,location=0,scale=1,kappa=1)

U<- runif(1,0,1)

rho <- alpha/2

w<- sin( pi*rho)*(1/(tan(pi*rho*U)))-cos(pi*rho)

y<- sigma*z*w^(1/alpha)

Linnik<- c(Linnik,y)

}

hist(Linnik,nclass=50, xlab="Linnik", ylab="Frequência",

main="Histograma da Amostra Linnik", prob="T" )

#Calculando os momentos fracionários

e_1<- sum((abs(Linnik)))/n

e_0_5<-sum((abs(Linnik))^0.5)/n

razao_momentos_est<- e_1/(e_0_5^2)
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razao_momentos<- function(alpha_est){

razao_momentos<- (4*(alpha_est*(sin(pi/(2^alpha_est)))^2))/

((pi*sin(pi/alpha_est)))-razao_momentos_est

}

raiz<- uniroot(razao_momentos, c(1,1.99))

alpha_raiz<- raiz\$root

sigma_1 <- (2/pi)*alpha_raiz^2*(sin(pi/(2*alpha_raiz)))*e_0_5^2

sigma_2 <- 0.5*alpha_raiz*sin(pi/alpha_raiz)*e_1

sigma_est<- (sigma_1 + sigma_2)/2

#Gerando dados para o qqplot

comp_qqplot<-c()

for (i in 1:10000){

z <- ralap(1,location=0,scale=1,kappa=1)

U<- runif(1,0,1)

rho <- alpha/2

w<- sin( pi*rho)*(1/(tan(pi*rho*U)))-cos(pi*rho)

y<- sigma*z*w^(1/alpha)

comp_qqplot<- c(comp_qqplot,y)

}

qqplot(Linnik,comp_qqplot_trunc, xlab="Amostra", ylab="Linnik")

linha<-c(-trunc,trunc)

lines(linha,linha)

B.8 Estimando os Parâmetros da Distribuição Mittag-Leffler Uti-
lizando os Momentos Fracionários

# Para gerar a variável aleatória Laplac, foi utilizado o pacote VGAM,

# onde utilizamos a variável aleatória Laplace Assimetrica com

# Assimetria = 1, ou seja a Laplace padrão.

n<- 5000
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alpha <- 0.6

sigma<- 3

ML<-rep(NaN,n)

set.seed(1) #semente

i<-1

while(i<(n+1)){

z <- rexp(1,1)

U<- runif(1,0,1)

rho <- alpha

w<- sin( pi*rho)*tan(1/(pi*rho*U))-cos(pi*rho)

y<- sigma*z*w^(1/alpha)

ML[i]<-y

if(ML[i]=="NaN"){

i<-i-1

}

i<-i+1

}

hist(ML,nclass=50, xlab="ML", ylab="Frequência",

main="Histograma da Amostra ML", prob="T" )

#Calculando os momentos fracionários

e_0_5<- sum((abs(ML))^0.5)/n

e_0_25<-sum((abs(ML))^0.25)/n

razao_momentos_est<- e_0_5/(e_0_25^2)

razao_momentos<- function(alpha_est){

razao_momentos<- (((gamma(0.75)^2)/sqrt(pi))*((4/pi)*2*alpha_est*

(sin(pi/4*alpha_est)^2)))/(sin(pi/(2*alpha_est)))-razao_momentos_est

}

raiz<- uniroot(razao_momentos, c(0.01,1))

alpha_raiz<- raiz\$root

sigma_1 <- (4*alpha_raiz^2*(sin(pi/(2*alpha_raiz)))^2*e_0_5^2)/pi

sigma_2 <- (4*alpha_raiz*sin(pi/(4*alpha_raiz))*gamma(0.75)*e_0_25/pi)^4
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sigma_est<- (sigma_1 + sigma_2)/2

#Gerando dados para o qqplot

i<-1

comp_qqplot<-rep(NaN,n)

while(i<10000){

z <- rexp(1,1)

U<- runif(1,0,1)

rho <- alpha

w<- sin( pi*rho)*tan(1/(pi*rho*U))-cos(pi*rho)

y<- sigma*z*w^(1/alpha)

comp_qqplot[i]<-y

if(comp_qqplot[i]=="NaN"){

i<-i-1

}

i<-i+1

}

summary(comp_qqplot)

summary(ML)

qqplot(ML,comp_qqplot_trunc, xlab="Amostra", ylab="Mittag_Leffler")

linha<-c(-trunc,trunc)

lines(linha,linha)

B.9 Estimação do tempo de espera da fila GI/G/1 com Caudas
Pesadas

# Para gerar amostras pareto, utilizamos o pacote VGAM

require("VGAM")

#Define escala e shape da distribuicao Pareto do tempo entre chegadas

escala_chegada <- 1.1

shape_chegada <- 2
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#Define escala e shape da distribuicao Pareto do tempo entre saidas

escala_servico <- 1.1

shape_servico <- 3

t.end<- 10^4

t.clock <- 0

Ta<- 1.3333

Ts<- 1

t1<- 0

t2<- t.end

tn<- t.clock

tb<-0

n<- 0

s<- 0

b<- 0

c<- 0

qc<- 0

tc<- 0

plotSamples<- 10^4

set.seed(0.1)

trunc<- 100

while (t.clock < t.end){

t_ent_chegada<- trunc+1

t_serv <- trunc+1

if (t1 < t2 ){

t.clock <- t1

s<- s + n*(t.clock - tn)

n<- n+1

if (t.clock < plotSamples){

qc<- append(qc,n)

tc<- append(tc,t.clock)

}

tn<- t.clock

while(t_ent_chegada > trunc){
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t_ent_chegada<- rpareto(1,escala_chegada,shape_chegada) -1

}

t1<- t.clock + t_ent_chegada

if(n == 1){

tb<- t.clock

while(t_serv > trunc){

t_serv<- rpareto(1,escala_servico,shape_servico) -1

}

t2 <- t.clock + t_serv

}

}else{

t.clock <- t2

s<- s + n*(t.clock - tn)

n<- n-1

if (t.clock < plotSamples){

qc<- append(qc,n)

tc<- append(tc,t.clock)

}

tn<- t.clock

c<- c+1

if(n > 0){

while(t_serv > trunc){

t_serv<- rpareto(1,escala_servico,shape_servico)-1

}

t2<- t.clock + t_serv

}else{

t2 <- t.end

b<- b + t.clock - tb

}

}

}

#Separando os tempos de chegadas e partidas

chegadas<-c()

partidas<-c()

for (i in 2:length(qc)){
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if(qc[i-1]<qc[i]){

chegadas<- append(chegadas,tc[i])

}else{

partidas<-append(partidas,tc[i])

}

}

summary(chegadas)

summary(partidas)

#Preparando dados para gerar o gráfico do caminho do número de

# clientes no sistema

tempo<-tc[1]

X_t <- c()

for(i in 2:length(qc)){

tempo<- c(tempo,tc[i],tc[i])

X_t<- c(X_t,qc[i-1],qc[i-1])

}

X_t<-c(X_t,qc[length(qc)])

plot(tempo,X_t, type="l",ylab=expression(X[t]), main="")

#Separação dos tempos de chegadas e saidas

chegada<-c()

partida<-c()

for (i in 2:(length(tc))){

if (qc[i-1]< qc[i]){

chegada<- append(chegada,tc[i])

}else{

partida<-append(partida,tc[i])

}

}

#Encontrando o tempo entre chegadas e de serviço dos clientes

#que chegaram após o cliente 2000

tau_simul<- c()
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S_simul<- c()

for (i in 2001:(length(chegadas)-3)){

tau_simul<- append(tau_simul, chegada[i+1]-chegada[i])

S_simul<- append(S_simul, partida[i+1]-partida[i])

}

hist(tau_simul,ylab="Frequência", xlab= expression(tau),

main="", prob="T", nclass=50)

hist(S_simul,ylab="Frequência", xlab= "S", main="", prob="T", nclass=50)

summary(tau_simul)

summary(S_simul)

#Retirando os tempos de chegadas dos clientes que não foram servidos.

chegada_servidos<-c()

for (j in 1:(length(chegada)-qc[length(qc)])){

chegada_servidos<-append(chegada_servidos, chegada[j])

}

#Calculando o tempo de espera para ser servido

w<- partida -chegada_servidos

summary(w)

#Retirando os tempos dos 2000 primeiros clientes

w_ass<- c()

for (i in 2001:length(w)){

w_ass<- append(w_ass, w[i])

}

hist(w_ass,nclass=50, main="", ylab="Frequência", xlab="W", prob="T")

summary(w_ass)

#Para utilizar o estimador de Hill precisamos do pacote condmixt

require("condmixt")

#Para ter uma estimatica do valor de alpha, utilizaremos
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# 1000 estísticas de ordem

hillest(w_ass,1000)

help(hillest)

# Estimação

e_0.25<- (sum(abs(w)^0.5))/length(w_ass)

e_0.125<- (sum(abs(w)^0.25))/length(w_ass)

# Pelo teorema, sabemos que sigma =1, então temos

teste<-function(alpha){

teste<- e_0.5/(e_0.125^2) -

(8*alpha*(gamma(0.75))^2*sin(pi/(4*alpha)))/(pi^2*sin(pi/(2*alpha)))

}

# Para encontrar foi utilizado o pacote do R rootSolve

raiz<-uniroot(teste, c(0.51,0.9999))# Encontrar a rai\

alpha_raiz<- raiz\$root

#Encontrando sigma

p_1<- 0.25

p_2<- 0.125

sigma_1 <- ((e_0.25*alpha_raiz*gamma(1-p_1)*

sin(pi*p_1/alpha_raiz))/(p_1*pi))^p_1

sigma_2 <- ((e_0.125*alpha_raiz*gamma(0.99)*

sin(pi/(100*alpha_raiz)))/(0.99*pi))^0.99

sigma<- (sigma_1 + sigma_2)/2

#Gerando dados para o qqplot

i<-1

comp_qqplot<-rep(NaN,n)

while(i<100){

z <- rexp(1,1)

U<- runif(1,0,1)

rho <- alpha_raiz

w<- sin( pi*rho)*tan(1/(pi*rho*U))-cos(pi*rho)
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y<- sigma*z*w^(1/alpha_raiz)

comp_qqplot[i]<-y

if(comp_qqplot[i]=="NaN"){

i<-i-1

}

i<-i+1

}

#retirando amostras maiores do que 100

comp<-c()

for (i in 1:length(comp_qqplot) ){

if (comp_qqplot[i]<50){

comp<- append(comp,comp_qqplot[i])

}

}

summary(comp)

qqplot(w_ass,comp, xlab="Amostra", ylab="Mittag_Leffler")

linha<-c(min(w_ass),max(w_ass))

lines(linha,linha)

B.10 Aproximação Numerica do Coeficiente de Contração

# Para gerar amostras pareto, utilizamos o pacote VGAM

require("VGAM")

#Define escala e shape da Pareto do tempo entre chegadas

escala_chegada <- 1.1

shape_chegada <- 1.1

#Define escala e shape da distribuicao Pareto do tempo entre saidas

escala_servico <- 1.1

shape_servico <- 1.11
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t.end<- 10^4

t.clock <- 0

Ta<- 1.3333

Ts<- 1

t1<- 0

t2<- t.end

tn<- t.clock

tb<-0

n<- 0

s<- 0

b<- 0

c<- 0

qc<- 0

tc<- 0

plotSamples<- 10^4

set.seed(0.1)

trunc<- 100

while (t.clock < t.end){

t_ent_chegada<- trunc+1

t_serv <- trunc+1

if (t1 < t2 ){

t.clock <- t1

s<- s + n*(t.clock - tn)

n<- n+1

if (t.clock < plotSamples){

qc<- append(qc,n)

tc<- append(tc,t.clock)

}

tn<- t.clock

while(t_ent_chegada > trunc){

t_ent_chegada<- rpareto(1,escala_chegada,shape_chegada) -1

}

t1<- t.clock + t_ent_chegada

if(n == 1){

tb<- t.clock
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while(t_serv > trunc){

t_serv<- rpareto(1,escala_servico,shape_servico) -1

}

t2 <- t.clock + t_serv

}

}else{

t.clock <- t2

s<- s + n*(t.clock - tn)

n<- n-1

if (t.clock < plotSamples){

qc<- append(qc,n)

tc<- append(tc,t.clock)

}

tn<- t.clock

c<- c+1

if(n > 0){

while(t_serv > trunc){

t_serv<- rpareto(1,escala_servico,shape_servico)-1

}

t2<- t.clock + t_serv

}else{

t2 <- t.end

b<- b + t.clock - tb

}

}

}

#Separação dos tempos de chegadas e saidas

chegada<-c()

partida<-c()

for (i in 2:(length(tc))){

if (qc[i-1]< qc[i]){

chegada<- append(chegada,tc[i])

}else{
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partida<-append(partida,tc[i])

}

}

#Encontrando o tempo entre chegadas e de serviço dos clientes que chegaram

#após o cliente 2000

tau_simul<- c()

S_simul<- c()

for (i in 2001:(length(chegadas)-3)){

tau_simul<- append(tau_simul, chegada[i+1]-chegada[i])

S_simul<- append(S_simul, partida[i+1]-partida[i])

}

hist(tau_simul,ylab="Frequência", xlab= expression(tau), main="",

prob="T", nclass=50)

hist(S_simul,ylab="Frequência", xlab= "S", main="", prob="T", nclass=50)

summary(tau_simul)

summary(S_simul)

#Retirando os tempos de chegadas dos clientes que não foram servidos.

chegada_servidos<-c()

for (j in 1:(length(chegada)-qc[length(qc)])){

chegada_servidos<-append(chegada_servidos, chegada[j])

}

#Calculando o tempo de espera para ser servido

w<- partida -chegada_servidos

summary(w)

#Retirando os tempos dos 2000 primeiros clientes

w_ass<- c()

for (i in 2001:length(w)){

w_ass<- append(w_ass, w[i])

}
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hist(w_ass,nclass=50, main="", ylab="Frequência", xlab="W", prob="T")

summary(w_ass)

#Para utilizar o estimador de Hill precisamos do pacote condmixt

require("condmixt")

#Para ter uma estimatica do valor de alpha, utilizaremos 1000

#estísticas de ordem

hillest(w_ass,1000)

# Estimação

e_0.5<- (sum(abs(w_ass)^0.5))/length(w_ass)

e_0.125<- (sum(abs(w_ass)^0.25))/length(w_ass)

# Pelo teorema, sabemos que sigma =1, então temos

teste<-function(alpha){

teste<- e_0.5/(e_0.125^2) - gamma(0.75)^2/(sqrt(pi))*

((4/pi)*2*alpha*(sin(pi/(4*alpha)))^2)/(sin(pi/(2*alpha)))

}

# Para encontrar foi utilizado o pacote do R rootSolve

raiz<-uniroot(teste, c(0.51,0.9999))# Encontrar a rai\

alpha_raiz<- raiz\$root

alpha_raiz

q<-0.5

e_q <- (q*pi)/(alpha_raiz*gamma(1-q)*sin((pi*q)/alpha_raiz))

w_q<- sum(w_ass^q)/length(w_ass)

coef<- (e_q/w_q)^(1/q)*mean(S_simul)

coef

#Gráfico com os coeficientes estimados

rho<- c(.0916,.0991,.1081,.1191,.1329,.1506,.1741,.2072,.2568,.3393,

.5045,.6697,.7168)

coef<-c(1.1933,1.1784,.9411,.8064,.7884,.5099,.3531,.2197,.1468,.1610,
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.0787,.0093,.0062)

plot(rho,coef, xlab=expression(rho), ylab=expression(hat(Delta)(rho)))


