Mateus Rodrigues Leal

Analise da divergéncia na integral de

transferéncia do modelo Peyrard-Bishop de

DNA

Belo Horizonte

2016



Mateus Rodrigues Leal

Analise da divergéncia na integral de
transferéncia do modelo Peyrard-Bishop de

DNA

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos-
Graduagdo do Departamento de Fisica do Instituto
de Ciéncias Exatas da Universidade Federal
de Minas Gerais, como requisito parcial para

obtencio do titulo de Mestre em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Gerald Weber

Belo Horizonte

2016



Mateus Rodrigues Leal

Analise da divergéncia na integral de
transferéncia do modelo Peyrard-Bishop de

DNA

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos-
Graduacdo do Departamento de Fisica do Instituto
de Ciéncias Exatas da Universidade Federal de Mi-
nas Gerais, como requisito parcial para obtencdo

do titulo de Mestre em Fisica.

Dr. Gerald Weber (Orientador) - Departamento de Fisica UFMG

Dr. Ubirajara Agero Batista - Departamento de Fisica UFMG

Dr. Allbens Atman Picardi Faria - CEFET MG, BH

Belo Horizonte

2016



ADayse,
pelo carinho e companhei-

rismo



Agradecimentos

Aos meus familhares, em especial meu pai Geraldo e minha mae Helena, que sempre me

deram apoio e o incentivo necessario para que eu pudesse trilhar meus estudos até aqui.

A minha noiva Dayse, pelo companheirismo, compreensao e por acreditar nas minhas es-

colhas.

Ao Prof. Dr. Gerald Weber, pela orientacdo, paciéncia, apoio sempre que necessitei para

o desenvolvimento desse trabalho e pelo voto de confianga depositado em mim.

A Shirley e toda a equipe da biblioteca de Pés-Graduagio em Fisica por estar presente

auxiliando com livros e artigos, sempre com boa vontade e disposi¢ao.

A secretaria de P6s-Graduacao em Fisica, pelo auxilio oferecido durante o mestrado.

Aos professores do Departamento de Fisica, por terem contribuido para o meu desenvol-

vimento e aprendizado.

Aos amigos do Departamento de Fisica, pela amizade e momentos agraddveis que me

proporcionaram ao longo do curso.

A Fapemig, pela bolsa concedida.



Resumo

O modelo Peyrard-Bishop € uma aproximacao cldssica para descrever a interacao molecu-
lar em DNA e RNA, onde a dupla fita é considerada perfeitamente plana, sem a carateristica
tor¢ao helicoidal. A Hamiltoniana do modelo contém dois termos de potencial, um que des-
creve a ligacao de hidrogénio entre as bases e outro que leva em conta o empilhamento entre
os pares de bases.

A fungdo parti¢do, para uma cadeia de N pares de base no DNA, resulta em uma inte-
gral maltipla de 2N varidveis. Usando a técnica de integral de transferéncia, esta integral
multipla pode ser reduzida para um problema de autovalores de dimensdo N com apenas uma
integral de uma varidvel. No entanto, para a Hamiltoniana Peyrard-Bishop, a forma dos po-
tenciais causa um problema de divergéncia numérica, que usualmente € contornado truncando
os limites da integral. Aqui nds estudamos em detalhe o problema numérico de diversas va-
riantes do Hamiltoniano e também uma proposta formulada recentemente para contornar a
divergéncia mapeando a integral em um espaco de integracao 3D. Mostramos que a adi¢do de
um termo de tor¢ao no potencial de empilhamento pode eliminar a divergéncia. Na andlise
da integral de transferéncia, obtemos as condi¢cdes necessdrias que devem ser satisfeitas pelo
potencial que simula as ligacdes de hidrogénio.

Palavras-chave: modelo Peyrard-Bishop, modelos estatisticos de DNA, convergéncia da in-

tegral de transferéncia.



Abstract

The Peyrard-Bishop model is a classical approach to describe the molecular interaction in
DNA and RNA, where the double strand is considered as perfectly flat, without the charac-
teristic helical torsion. The model Hamiltonian has two potential terms, one which describes
the interaction between the bases and another taking into account the stacking between base
pairs.

The partition function, for a string of /V pairs in DNA, results in a multiple integral of
2N variables. Using the transfer integral technique, this multiple integral can be reduced
to an eigenvalue problem of dimension /N with just one integral of one variable. However,
for the Peyrard-Bishop Hamiltonian the form of the potentials causes a numerical divergence
problem which is usually circumvented by simply truncating the integral limits. Here, we
study in detail the numerical divergence of several variants of the Hamiltonian and also a
mathematical method proposed recently to bypass the divergence by mapping the integral
to 3D. We show that the addition of a term of torsion in the stacking potential eliminates
the divergence. The conditions for the potentials to be convergent were obtained from the
analysis of the transfer integral.

Key-words: Peyrard-Bishop model, DNA statistical models, convergence of the transfer in-

tegral.
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1 Introducao

1.1 O que é DNA?

O 4cido desoxirribonucleico (em inglés deoxyribonucleic acid ou DNA) é um composto
organico que contém as informagdes genéticas dos seres vivos € transmite as caracteristicas
hereditarias. Sendo assim, seu papel é armazenar as informacdes necessarias para construir
as proteinas e RNAs. As informagdes genéticas estdo contidas em segmentos do DNA que
sao denominados genes, que por sua vez siao divididos em éxon e intron. Os éxons sdo 0s
segmentos de bases nitrogenadas do DNA que codificam as proteina produzida pelo gene, ja
os introns sdo os segmentos restantes, ou seja, a parte que nao participa da codificagao.

A estrutura da dupla hélice da molécula de DNA foi descoberta conjuntamente por James
Watson e Francis Crick em 7 de Margo de 1953 [1], o que lhes valeram o Prémio Nobel de

Fisiologia/Medicina em 1962. Na figura 1 mostramos o esquema basico da dupla hélice.

Figura 1: Esquema da dupla hélice do DNA. Figura da Wikipe-
dia [2].

Do ponto de vista quimico, o DNA € formado por nucleotideos, que sdo as unidades
que se repetem na cadeia. Os nucleotideos, por sua vez sdo formados pela unido de um acido
fosforico e um nucleosideo, sendo esse tltimo formado por um agucar (desoxirribose no DNA
ou ribose no RNA) e uma base nitrogenada. As principais bases sao adenina, timina, citosina,
guanina no DNA e uracila ao invés de timina no RNA. Essas moléculas pertencem a dois
grupos de compostos organicos: adenina e guanina sao purinas e citosina, timina e uracila
sdo pirimidinas. A diferenca mais bdsica entre uma purina e uma pirimidina é que essa dltima
possui apenas um anel de carbono, enquanto que a purina possui dois. As bases se ligam
em pares especificos adenina-timina (A-T) ou citosina-guanina (C-G), ou seja, sempre uma
purina com uma pirimidina. No RNA, no lugar do par adenina-timina ocorre adenina-uracila

(A-U). Esta caracteristica é chamada de complementariedade das bases e uma sequéncia de
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1.2 A denaturacdo do DNA

DNA ou RNA ¢ considerada complementar quando todos os pares satisfazem esta condicao.
No entanto, podem ocorrer situacdes onde a complementaridade ndo € satisfeita e ocorem
defeitos ou despareamentos (mismatches). Normalmente, estas situacdes de despareamentos
sa0 mais raras por serem desfavoraveis termodinamicamente. A interacao entre os pares se da
por ligacdo de hidrogénio, sendo duas ligacdes para A-T e trés para C-G como esquematizado
na figura 2. Na estrutura de DNA os pares de base se encontram empilhados uns em cima dos
outros, como degraus em uma escada conforme mostrado na figura 1. Devido a este arranjo
os pares de base interagem entre si por interagdo 7-7 [3], também chamada de interacao de

empilhamento ou de stacking.

Timina
Adenina

5! termmal
3 terminal

Esque\eto de Mz T
fosfato-  “X, H N
-desoxiribose” K@/“(" N
%ffﬁ vq
Ry Cltosma )i Figura 2: Esquema da composi¢ao quimica do pares
Guanina sterminal A-T e C-G em DNA. Figura retirada da Wikipedia [4].

1.2 A denaturacao do DNA

A molécula de DNA sofre denaturacdo (ou desnaturagdo), isto €, a separacdo das duas fitas
quando a temperatura passa de um certo valor 7;, [5]. Esta temperatura é conhecida como
temperatura de melting e depende da composi¢ao de pares de base. Devido as diferencas
nas ligacdes de hidrogé€nio, sequéncias ricas em pares A-T tendem a ter uma temperatura
de melting inferior a sequéncias ricas em C-G. As aplicagdes bioldgicas do estudo do DNA
na producao de sondas [6], gene arrays [7] e sequenciamento de DNA por PCR (reacdo de
polimerase em cadeia) [8] exigem um conhecimento preciso desta temperatura.

Experimentalmente, a temperatura de desnaturacao 7;,, é determinada por absor¢do 6ptica

no ultra-violeta (UV). Na medida em que a temperatura aumenta as ligacdes de hidrogénio



1.2 A denaturacdo do DNA
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Figura 3: Determinacdo de temperatura de denaturacdo por absorcdo ultra-violeta. Na parte (A)
¢ mostrado a absor¢do em funcdo de temperatura de duas sequéncias de DNA, em vermelho uma
sequéncia perfeitamente complementar e em azul uma sequéncia contendo defeitos. Na parte (B) a
curva normalizada e em (C) a primeira derivada da curva de absor¢do. Figura da referéncia 9.

sdao rompidas e aumenta a absor¢ao por UV [9]. Na figura 3 mostramos um exemplo para
duas sequéncias contendo 20 pares de base, uma perfeitamente complementar e outra con-
tendo defeitos (despareamentos). A temperatura de desnaturacdo 7;, é obtida da derivada
primeira da curva de absorcdo. Note que a temperatura 7}, para a sequéncia contendo defei-
tos (curva azul) € muito menor que da sequéncia perfeitamente complementar. Isto mostra
que a ocorréncia de defeitos desestabiliza 0 DNA que pode denaturar em temperaturas bem
mais baixas.

Uma curva experimental de absorbancia UV para uma sequéncia homogénea C-G é mos-
trada na figura 4. Notamos que a transi¢ao ocorre entre 74 e 76 °C. Esse grafico foi obtida
por Inman e Baldwin [10] em 1964 e a transi¢do abrupta observada se tornou um alvo para

ser descrito com modelos tedricos.

20 LI st S I T U B S B Y B
4G:dC

Figura 4: Curva de absor¢cdo UV por tem-

Ny A T T S D Y SR T AU A ROy B B Anci P
NS e a0 4l 44 o6 68 70 71 A7 T peratura para uma sequenmaflorpopohmerlca
Temp. (°C) C-G. Figura retirada da referéncia 10.

O

Para sequéncias com N pares de base, ha na ordem de 4" configuragdes diferentes. Por
exemplo, uma sequéncia com N = 20 corresponderia a 4*° combinagdes possiveis, o que

torna muito complicado medir todas as temperaturas de desnaturacdo. Na prética, o que
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1.3 Modelos estatisticos para a denaturacdo do DNA

se faz €, partir de temperaturas medidas, obtém-se a temperatura de desnaturacdo 7,, de
uma sequéncia desconhecida usando uma abordagem conhecida como modelo de préximos
vizinhos (nearest neighbour ou NN) [11,12]. Aqui as variacdes de entalpia e entropia, AH
e AS, para cada conjunto de pares de bases vizinhos sdo calculadas a partir das temperaturas
medidas 7, para um conjunto de sequéncias. A partir destes valores, a temperatura pode ser

estimada para uma sequéncia qualquer pela expressao

B AH
" AS+ RInG,/f

T, (D

onde R € a constante dos gases ideais, C; é a concentracdo de DNA na solucdo e f é um
fator que depende da complementaridade da sequéncia. Este método empirico, embora seja
muito util, ndo permite a obten¢do de outras informacdes sobre o DNA, como por exemplo a
probabilidade de abertura de um determinado par de base. Além disso, estd restrito a situacoes
onde as temperaturas foram medidas para um conjunto representativo de sequéncias. Sem

essas medidas ndo ha como realizar qualquer estimativa.

1.3 Modelos estatisticos para a denaturacao do DNA

Modelos tipo Ising Como as ligacdes de hidrogénio sdo o principal fator que determina a
estabilidade do DNA, os modelos simplificados de fisica estatistica procuram levar este as-
pecto em consideragdo. Um dos primeiros modelos tedricos para descrever o comportamento
do DNA surgiu na década de 50, com estudos da transicdao de fase em cadeias de polipe-
pitideos enroladas aleatoriamente na forma de espiral [13, 14]. Originalmente desenvolvido
para alfa-hélices, o método foi logo adaptado para DNA [15]. Este modelo € inspirado no mo-
delo de Ising e descreve as ligacdes de hidrogénio por dois “estados”, ligado (1) ou ndo-ligado
(0). Mais tarde, Poland e Scheraga [16] adaptam esse modelo introduzindo pesos estatisticos
e taxas de de transi¢ao para obter uma descricdo mais realista do processo de denaturacao do
DNA.

Outra abordagem € conhecida como modelo de zipper [17]. Nessa descricdo, o DNA
¢ reduzido a um sistema bindrio, onde as bases vizinhas, correspondentes ao n-ésimo sitio,
podem ou ndo estar ligadas, sendo que a condicdo para a possivel abertura do par no sitio
n + 1 € o sito n estar aberto. A principal caracteristica do modelo é que ele admite solucao

analitica. Mas a realidade fisica do DNA ¢ bastante diferente, visto que a abertura da dupla
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1.3 Modelos estatisticos para a denaturacdo do DNA

fita pode ocorrer de varios modos, como exemplo podemos citar o surgimento de “bolhas”
na fita [18], que sdo segmentos de pares de base desacoplados ao longo da fita e também os

chamados hairpins [19], que sdo estruturas de desacoplamento na extremidade da dupla fita.

Modelo Peyrard-Bishop No final da década de 80, Peyrard e Bishop propuseram um mo-
delo bidimendional para o DNA [20] que é o nosso modelo de estudo. Este tem como princi-
pal caracteristica a possibilidade de descrever diretamente, mediante potenciais, as interacoes
quimicas entre os nucleotideos. Na sua formula¢do mais simples, sdo usados dois potenciais,
um para descrever as ligacdes de hidrogénio e um outro para as interagdes de empilhamento
do DNA.

No modelo Peyrard-Bishop (PB), a interac@o entre pares de bases € descrita pelo potencial

de Morse [20], cuja forma funcional é dada por

v(y) = D ({explaly — yo)] — 1}* — 1), )

onde D ¢é a profundidade do potencial, y é a distancia entre as bases, 1y, € a distancia de
equilibrio e « controla a largura do potencial. Um exemplo desse potencial € mostrado na

figura 5.

0.04 7
0.03 ||
0.02 ||
0.01 |

001 | |
002 | |
-0.03 |
-0.04 |
-0.05 : : ‘ ‘ ‘ : Figura 5: Exemplo do potencial de
Morse no modelo Peyrard-Bishop. Os
parametros usados para este exemplo
saio D =0,04eV,a=0,04eyy = 1.

Esse potencial € adequado porque descreve uma situacao fisica condizente com os fendmenos

observados experimentalmente no DNA. Por exemplo, quando as bases se aproximam muito
uma da outra, ha um efeito de repulsdo, ja para um intervalo de separacdo um pouco maior,
ha um minimo no potencial, que é justamente a situacdo onde as duas fitas estdo conecta-

das e finalmente, quando a separagdo aumenta muito, isto €, as fitas estdo muito afastadas, a

12



1.3 Modelos estatisticos para a denaturacdo do DNA

interacao deve ficar mais fraca e o potencial tende a zero.
As interagdes entre bases vizinhas na mesma cadeia sao conhecidas como empilhamento

e sao descritas pelo potencial eléstico,

k
w(yna yn—l) = E(yn - yn—l)z (3)

onde £ € uma constante eldstica e y € a posicao relativa das bases na posicdo n e n — 1 do
DNA, ou seja, € um potencial de proximos vizinhos.

A constante eldstica k depende do tipo de pares de bases vizinhas e para DNA, temos
em principio 10 valores diferentes, entretanto nesse trabalho vamos nos restringir a DNA
homopoliméricos, ou seja, serd de uma cadeia homogénea formada sempre pelos mesmos
tipo de pares de bases. Nesse caso, os parametros do potencial de Morse e do potencial

eléstico serdo todos iguais ao longo da cadeia.

Potencial anarmonico Usando esses dois potenciais descritos pelas equagdes (2) e (3),
¢ possivel calcular a separagdo média (y) entre as bases (detalhes de como isto é feito serd
apresentado na se¢do 2). No entanto, embora o modelo produza um aumento da separacdao em
funcdo da temperatura, esta ndo segue a forma abrupta como observado experimentalmente
(veja a figura 4). Em funcao disto, foi proposta uma modificacdo do modelo Peyrard-Bishop
original [21,22]. Nessa nova formulagdo, o potencial de empilhamento da equacdo (3), que
originalmente era harmonico, foi substituido por outro chamado potencial anarmoénico, cuja
forma funcional é dada por

k
2

w(yrm yn—l) = [1 + pe—a(yn-l—yn—ﬂ} (yn _ yn_l)Q’ 4)

onde p controla a intensidade da anarmonicidade. Com esse novo potencial, obtém-se uma
melhora muito significativa na curva que descreve a transicdo de fase como mostrado na
figura 6, sendo essa semelhante a transi¢ao de primeira ordem.

Outra modificagd@o foi proposta em [23], que visa modificar as interagdes de hidrogénio
introduzindo uma tor¢dao no DNA para simular a interagdo com o solvente. O método sugerido
em [23], conhecido como equivaléncia termodinamica, permite obter os parametros a partir de
dados experimentais de temperatura de desnaturacdo. Com essa técnica, ndo hd necessidade

de calcular a temperatura de desnaturacdo, visto que as informag¢des contidas nesse calculo

13



1.3 Modelos estatisticos para a denaturacdo do DNA

Figura 6: Transicdo de fase no DNA calculado com po-
tenciais harmonico e anharmoénico do modelo PB. As
linhas pontilhada e sélida da figura mostram a tempe-
ratura de desnaturagcdo no DNA usando os potenciais
harménico e anarmdnico respectivamente, sendo este
dltimo para dois valores diferentes da constante de em-
pilhamento k. As outras curvas sdo obtidas por meio
de simulacdo de dindmica molecular, sendo que para os
tridangulos foi usado como potencial de empilhamento o
a reMPERATURE (o harmonico, e para o simbolo "+ foi utilizado o potencial
anarmonico. Figura retirada da Ref. [21].

MEAN VALUE

podem ser obtidas através do indice de desnaturacdo” e isso resulta em uma grande melhora
no quesito complexidade computacional, viabilizando a otimiza¢cdo dos parametros do mo-
delo. Essa reducao € feita minimizando a diferenca entre o conjunto de temperaturas calcula-
das (T) e o conjunto de dados de temperaturas experimentais (77) x? = ZTJZV:I(T —T")% De
posse dos parametros, pode-se estimar a temperatura de desnaturacdo e descrever o processo

de abertura gradual da dupla fita.

Hamiltoniana tridimensional A estrutura real do DNA ¢ tridimensional, portanto é natu-
ral modelos com propostas de descri¢do 3D. A reproducio da estrutura descrita por Watson
Crick € estudada nas referéncias [24] e [25], cujo esquema desse modelo esté representado na

figura 7.

Figura 7: Esquema do modelo 3D para o DNA. Figura retirada
da Ref. 24.

Nesse modelo, L possui tamanho fixo, ou seja, considera constante a distancia entre as
bases e variavel a distancia entre os planos (h,,). As constantes que aparecem nas expressoes
das energias sao obtidas por comparagdo de dados experimentais existentes na literatura. Para
o célculo da fungdo parti¢do, € utilizado a técnica de integral de transferéncia (também va-

mos utilizar essa técnica e por isso ela serd detalhada mais adiante) e a quadratura de Gauss-

14



1.3 Modelos estatisticos para a denaturacdo do DNA

Legendre para realizar a integracdo numérica. Os resultados dos calculos da 7}, e da diferenca
entre a energia livre de um estado aberto e um fechado AG a temperatura 7,,,, da bons re-
sultados quando comparados com dados experimentais. A variacdo da energia livre prevista
pelo modelo é AG = 0,022 eV paraT = 298 K e AG experimental é ~ 0, 025 eV para pares

AT, mostrando que a diferenca € pequena (mais detalhes nas referéncias [24] e [25]).

Defeitos em DNA Alteracdes na homogéneidade do DNA sdo estudadas na referéncia 26.
Essas alteracdes aqui estudadas, sdo “defeitos” introduzidos mudando o valor da constante
a do potencial de Morse. O primeiro fato que os autores verificaram, é que quando existe
apenas um par de base alterado, a posicdo que ele ocupa na cadeia ndo altera os valores
da temperatura de desnaturacdo. Entretanto, se houver dois pares de base modificados, a
temperatura de denaturacdo depende da distancia relativa entre eles. Esse efeito estd mostrado
na figura 8. A conclusdo é que o modelo Peyrard-Bishop € capaz de descrever o processo de

desnaturagcdo em cadeias com defeitos [26].

— Mo Def.
1 P
——— Daf. at 4&9
0.9 | a——— Def. at 8&9

0.8
0.7
0.6
0.5 r
0.4
03

02 t . .
Figura 8: A figura mostra os efeitos causados na

temperatura de desnaturacdo devido a modificagao
o270 290 310 330 aso  da constante a no potencial de Morse. Figura reti-
TK) rada da referéncia 26.

0.1

1.3.1 Porque ensemble canénico?

Todos os modelos descritos anteriormente, sdo modelos estatisticos, e portanto, deve-se
usar um ensemble adequado. Vamos nos ater ao modelo Peyrard-Bishop, o qual vamos utilizar
neste trabalho.

Os procedimentos experimentais para abertura das fitas via aumento de temperatura, sao
feitos colocando o DNA em algum solvente e entdo a soluc¢ao é aquecida. Por isso considera-

mos o solvente como um reservatorio de temperatura.
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1.4 Organizagado desta dissertagcao

Em mecanica estatistica, sistemas em equilibrio com reservatério de temperatura sao des-
critos pelo ensemble canodnico e as grandezas termodinamicas sao obtidas apartir da funcao
particao candnica Z, que é definida como Z = ) exp [~ H (p, Z)|, onde H é o hamiltoniano

do sistema.

1.4 Organizacao desta dissertacao

No capitulo 2, apresentamos todo o formalismo associado ao modelo Peyrard-Bishop bem
como a técnica de integral de transferéncia. Também mostramos nesse capitulo o problema da
divergéncia. No capitulo 3, apresentamos de maneira resumida o objetivo desse trabalho. Os
capitulos 4 e 5 contém a parte desenvolvida em nosso projeto, que sao os estudos numéricos e
analiticos do problema da divergéncia. As conclusdes e perspectivas futuras sao apresentadas

no capitulo 6.
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2 O modelo Peyrard-Bishop para o DNA

Neste capitulo, vamos descrever o Hamiltoniano de uma sequéncia de DNA homogéneo,
contendo NV pares de base, usando o modelo Peyrard-Bishop e o método da integral de trans-

feréncia usado para calcular a separacdo média entre as bases.

Figura 9: Esquema do modelo Peyrard-Bishop. Figura
retirada da referéncia [27].

Primeiramente, vamos definir as varidveis de posi¢dao e momento usando a numeracao das

bases mostradas na figura 9.

Definicao 1: Sejam u e v, as varidveis que representam as posi¢des das bases relativas ao
ponto de equilibrio em cada fita do DNA e p a varidvel de momento. Entdo, podemos
citar como exemplos p;, € u,, que representam respectivamente o momento da n-ésima

base da fita v e a posicao da n-ésima base relativa ao seu ponto de equilibrio na fita w.

Definicdo 2: Seja W, (n,n + 1) a energia potencial armazenada na “mola”situada entre as
bases n e n + 1 em cada cadeia e V,,(u, — v,), a energia potencial existente entre as

n-ésimas bases das cadeias u e v, que é descrita pelo potencial de Morse.

De posse das defini¢des (1) e (2), escrevemos a energia potencial total do sistema como

N
E=W+V = Z Wn(un+1> un) + Wn(vn+17 Un) + Vn(un - vn>' (5)

n=1
A energia potencial elastica entre o n-€simo e o n + 1-ésimo par de base na fita u é dada por

1
Wn(un+17 un) = §kn (un - un+1)2 . (6)

Idem para a outra fita.
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E importante ressaltar que nesse tipo de descri¢io, estamos considerando a molécula de
DNA homogénea, ou seja, k1 = ko = -+ = ky =kelV; =V, =... =Vy =V. A
consideracdo homogénea do DNA implica na existéncia de apenas um tipo de bases comple-
mentares na dupla fita, C-G ou A-T.

Escrevemos o Hamiltoniano para cada n-ésimo par de base como

U V)2 1
Hn == % + % + §k [(un - un+1)2 + (Un - vn+1)2:| + V(“n - Un)~ (7)

A funcdo parti¢do candnica pode ser calculada separando a exponencial de momentos da

parte espacial fazendo

400 ptoo  ptoo  ptoo N
Z h6N / / / H exp (—FBH,,) dp,dp; du,dv, (8)
o0 ptoo N U
_ h6N / Hexp{ [ o Q;:i ]}dpgdpg
+o0 +oo N 1
/ / H exp { s [Qk [(tn — tng1)® + (U — Vn41)?] + V(uy — vn)}} } du,dv,,.

X

A parte dos momentos pode ser facilmente calculada. Para isso, recorremos ao seguinte

resultado matematico conhecido:

/+00 exp(—a?z?)dr = <1>é , )

2
e o

com z € R. Para cada uma das 2V integrais de momento p € R (2N porque sdo duas fitas),

+oo 2 9 3
/ exp (—6%) dp, = (%) . (10)

Entdo, a integral total dos momentos resulta em

- [()]

temos

2N
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usamos o = % Substituindo as equagao (11) em (9), ficamos com

0 +o0 +oo NV 1
2=ge | [ Tew {8 300 = s + (00 = 0]+ V(0 = )| et

o0 o0

n—=

(1)

J/

~~
Zpbc

Agora, nossa tarefa se reduz a resolver 2., que é dado por:
p

o0 oo N 1
Zpbc = / / H dundvn exp { - ﬁ |:§k[(un - un+1)2 + (Un - Un+1)2

o n=1
< expl(un = )] .
Mudanca de variaveis

Na proposta original [20], se realizam as seguintes mudancas de varidveis:

Uy + Uy,

V2

Tn =

(12)

(13)

(14)

15)

Com isso, a parte em x,, pode ser resolvida de maneira semelhante a integral dos momentos

e a parte em y,, € a Unica que precisa ser resolvida numéricamente.

'A constante h tem o papel de deixar a fungfio de particio Z admensional fazendo dgdp — %dqdp. Sua
interpretacdo vem do principio da incerteza de Heisenberg, o qual remete a impossibilidade de fazer medicdes
simultaneas da componente de posi¢do g de uma particula e sua correspondente componente de momento p no
espago de fase, o que reflete o fato dos estados microscépicos possuirem uma resolu¢cdo maxima, ou seja, é

formado por células tais que h = dqdp. (veja referéncia [28].).
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2.1 Forma funcional dos potenciais de empilhamento

2.1 Forma funcional dos potenciais de empilhamento

A proposta inicial do modelo Peyrard-Bishop € usar o potencial eldstico harmonico,

k
W(Yns Yn1) = 5 (40 = Yn1)’ (16)

que ja foi apresentado na equagdo 3, e o potencial de Morse para o termo V' [20]. Porém,
esse modelo apresenta problemas de divergéncia da funcdo parti¢ao [29], que sera o alvo do
estudo feito no capitulo 4. No decorrer do tempo, foram propostas variacdes deste potencial

basico que sao descritas a seguir.

2.1.1 Potencial anarmonico

O potencial anarmdnico ¢ uma modificacao do potencial harmonico [21,22] e sua forma

funcional é

Wy — ) = 5 Wier — ) {1 + pexpl—a(y + yi1)]} (17)

DO | &

onde p e « sdo parametros que controlam a anarmonicidade. Para p = 0 obtém-se novamente

a forma do potencial harmonico da equagdo 16.

2.1.2 Potencial com termo de tor¢ao

O potencial harménico é modificado com um termo cos(f) da seguinte maneira [23]:

k
WY1 — ) = ) [yl2+1 + ?JZQ — 201y 005(9)} ) (18)

onde A é um angulo pequeno que representa a tor¢ao semelhante ao angulo ¢ da figura 7. Para
6 = 0, obtém-se novamente a forma do potencial harmonico da equacdo (16). De maneira

semelhante, pode-se modificar o potencial anarmo6nico da equacgdo (17)

k

Wy —m) =5 [P + vi — 2y cos(0)] {1 + pexpl—aly + yi-1)]} - (19)
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2.2 Técnica de integral de transferéncia

2.2 Técnica de integral de transferéncia

Para resolver equacdes como (13), vamos usar a técnica de integral de transferéncia, a qual

vamos detalhar nessa se¢do. Esse método nos permite resolver, de maneira exata, equacoes

400 pH4o0 +oo N
F= / / o / H dyn-‘rlK(yn) yn-f—l)' (20)

0 p=1

do tipo

Para maiores detalhes acerca da teoria de Fredholm, indicamos as referéncia 30 e 31.
Vamos trabalhar com um tipo especifico de equacao integral, chamada equacdo integral

de Fredholm homogénea tipo II, cuja forma € dada por

/K@/m yn+1)¢i(?/n+1)dyn+1 = )\i@(yn)’ (21)

onde ¢;(y,,) sdo as autofuncdes, \; sdo os autovalores, K (y,, yn+1) €é 0 nicleo da equagdo e
UYn € Yna1 SA0 varidveis independentes.

Maiores detalhes acerca da teoria de Fredholm poderem ser encontrados nas referéncias 32
e 33.

Para introduzir esse método, devemos iniciar considerando que o nicleo de (20) satisfaz

K(ym yn+1) = K(ynJrlv yn) (22)

+o0 +oo %
||K<yn,yn+1>||=</ / dyndyn+1\f<<yn,ynﬂ>ﬁ) <. @3

Entdo 3 {\;} > 0 com ¢ € N um conjunto de autovalores e um conjunto completo ortogonal

de autofungdes {¢;(y,)} com as seguintes propriedades

+oo
/_ dyn@i(yn)0i(Yn) = 0i; (24)
+oo
Z gbz(yn)gbz(yn-‘rl) = 5(yn+1 - yn) (25)
=1
“+o0o
K (Yn, Ynt1) = Z Ai®i(Yn) Di(Ynt1)- (26)

=1
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2.2 Técnica de integral de transferéncia

Substituimos a equagao (26) em (20) obtemos

/+°° dy /*OO _./_Oo alyNZ/\quz y1) i (1) Z)‘nqﬁn o) b (y3)

x Z A (YN ) b (Y1 Zwk un)bu(y1)- @7)

Na equacdo (27), usamos a condi¢do de contorno periddica yyi+1 = ¥;. Realizamos a

integracdo na variavel yx na equagdo (27) e obtemos

+00 +oo +oo
/_ dyl/_ Z/\z¢1 U1 ¢z y2 anqbn Y2 ¢n(y3)

+00 400 0o

XD D MAndm(yn- 1>¢k(y1)/ dyn P (Yn)dr(yn) - (28)

m=1 k=1 /

-

6m,k

Integramos em y_; € obtemos

+o00 +oo oo
/ dyl/ Z)\quz n gbz y2 ZAngbn Y2 ¢n<y3)

+00 +00 0o
X ZZ/\Z)\ €Z5l YN-—2 ¢m(y1)/ dyN—1¢l(yN—1)¢m(yN—1)- (29)
=1 m=1 ,

~~
6l,m

Prosseguimos integrando nas outras varidveis de maneira analoga ao realizado anteriormente

e obtemos

F ZAN/ |65 I (30)

Estamos supondo que todas as autofuncdes estdo normalizadas e por conseguinte encontra-

mos
+o0
F=> AN (31)

Sendo assim, duas condi¢Oes necessarias para que (31) seja convergente sao

lim )\N 0 (32)

i——+00
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2.2 Técnica de integral de transferéncia

0 <INl <IN (33)

Para resolver a equagdo (13), vamos manipular seu integrando de tal forma que tenhamos

uma nova equagdo equivalente a ela, porém com um integrando que satisfaz as condi¢des do

nucleo da equacdo (21). Entdo, finalmente poderemos usar o resultado (31) e calcular 7.
Para o cdlculo de (y,,,) vamos usar o desenvolvimento acima, entretanto, para abreviar as

equagoes, vamos utilizar a notacdo bra e ket e definir

(ilj) = / " dydn()6, (). (34)

o0

Entao
1 +o0 “+o0 400 400

(Ym) = ~ "'ZZZ"'ZAZ'”')‘P@”'<l|ym|k><\]i|j;>,"' (35)

i=1 =1 k=1 j=1 P e

e resulta em
1 X
(o) = 7 2N ) (36)

E importante perceber que a condi¢do de contorno periddica leva a uma invariancia translaci-

onal, ou seja, (y,,) é independente do sitio m, entéo a equagio (36) pode ser escrita como

1 400
wh = 5 D A ilyli) (37)
i=1

O célculo numérico é feito usando o intervalo de integracdo nas varidveis de posicdo
[—1,b) com b > 0. A escolha de iniciar em —1 é devido ao fato do potencial de morse
assumir valores muito grandes para valores negativos de y e isso faz com que a exponencial
no integrando da func¢d@o de parti¢do asuma valores muito pequenos, portanto pouco contribui

para os valores de Z. Sendo assim, a equacao (27) fica
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2.3 O problema da divergéncia

b +oo +oo
= [ [ [ i SN )0) % 3 Mo02)on(a)

X Z A G (Yn) b (11 me yn) &k (y1)- (38)
2.3 O problema da divergéncia
O modelo Peyrard-Bishop apresenta um problema de convergéncia da fun¢do parti¢dao
Zhang et al. [29] mostram que quando calculamos (y), esse valor diverge se o limite superior
de integracdo da varidvel espacial tender a infinito. Esse é um fato importante, visto que
quando truncamos esse limite para fazer a integracdo numérica, estamos cometendo um erro
grande e quando calculamos grandezas como temperatura de melting e separacao média entre

os pares de base, esses valores poderdo esconder efeitos da divergéncia. Essa questdo da

divergéncia estd mostrado na figura 1(b) da referéncia 29.

5.0 , . .
! / 7
4.5 230 H5K r230 340K ‘/ 0 MSE
/ 4 /
4.0 I / /
!
| / -
3.5 ! ] /
/ / S/
3.0 ; // )
A . s
ep 2.5 jf / ~
f , -~
wt j L
/ ..--'.‘}‘ I 3458
= R b Figura 10: Dependéncia da separagdo média
10 el (y) com o limite superior de integragdo b. Cal-
0.5 culado para sequéncias de tamanho N=250,
500 e 1000 pares de base e para duas tempe-
0.0 0 5‘” ][Il] ]l;'U DQ[I]U 23”, 3{5(] 350 raturas 340 K e 345 K. Figura retirada da re-
feréncia [29].

b (A)

Na figura 10 observamos que os valores da separagdo média entre as fitas ((y)) para

uma dada temperatura depende do valor de b, e essa dependéncia parece ser tal que quando

b — oo o valor de (y) — +oco. Esse é um problema grave do modelo, jd que para uma

temperatura abaixo da temperatura de desnaturacao, as fitas estdo conectada e portanto sepa-

radas por uma distancia finita. Esse comportamento também pode levar a erros graves quando

calculamos numericamente os valores de 7, visto que ao truncarmos a integral, estamos des-

presando quantidades ndo despresiveis!
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3 Objetivo

No capitulo 2, descrevemos em detalhe o formalismo do modelo Peyrard-Bishop e, em par-
ticular, o problema da divergéncia na separacdo média das bases. Esse problema foi levantado
por Zhang e colaboradores [29] e a figura 10 mostra claramente a divergéncia.

O objetivo desta dissertacdo € compreender melhor a origem desta divergéncia e suas
possiveis solucdes. Primeiro realizamos um estudo numérico para reproduzir os resultados
de Zhang e colaboradores [29]. Depois analisamos uma modificacdo no potencial de empi-
lhamento [23] que pode diminuir ou eliminar esta divergéncia. Este estudo esta apresentado
no capitulo 4.

A segunda parte dessa dissertago é o estudo analitico do formalismo proposto por Alvarez-
Estrada e colaboradores [34]. A promessa desse trabalho é determinar as condi¢des de con-
vergéncia ao mapear a integral de transferéncia, equacao (20), de um espago unidimensional
para um espaco tridimensional. Como o artigo omite diversas partes, faremos a revisdo com-
pleta dos passos analiticos bem como todas as demonstracdes necessdrias, 0 que se encontra

no capitulo 5.
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4 Analise numérica da divergéncia no modelo Peyrard-Bishop

Nesse capitulo, temos como objetivo calcular numericamente a temperatura de desnaturacao
e a separagdo média entre as bases vizinhas nas fitas (y) usando o modelo Peyrard-Bishop
descrito no capitulo 2. A partir disso, confirmar o problema da divergéncia relatada [29] e
mostrar a solucdo proposta modificando o potencial [23].
Para fazer o cédlculo descrito acima, usamos quatro tipos de potencial de stacking di-
ferentes, sendo eles: o potencial harmoénico da equagdo (16), o potencial anarmonico da
equagdo (17) e uma variagdo desses dois acrescentando um termo de tor¢do cos(f), equagdes (18)

e (19).

4.1 Analise dos autovalores

Nessa se¢do, vamos calcular os autovalores e estudar o comportamento dos mesmos com o

intervalo de convergéncia.
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Figura 11: Os dez primeiros autovalores em fungio do intervalo de integracio b (A), calculados
usando os potenciais (a) harmoénicos e (b) anarmdnico. Paradmetros usados na equagdo (21) foram:
D=0,04eV,a=4,45A"1 k=0,04eVA~2,0=035A"1, T =345K, 6 =0,00rad, p = 0.50 e
N = 400.

Na figura 11, mostramos os dez primeiros autovalores para os potenciais harmonico e
anarmonico. Note que ha uma importante diferenca entre o primeiro e segundo autovalor, que
€ maior quando usamos o potencial harmoénico. Também percebemos que os maiores autova-
lores sofrem menos alteracdes quanto ao intervalo de integracdo, principalmente o primeiro
(A1), que se manteve praticamente constante ao longo de b > 25. Ja os outros autovalores
A; com ¢ > 2, as diferencas sdo menos significativas, ou seja, possuem aproximadamente o

mesmo valor quando calculados usando ambos os potenciais. Outro fato importante, é que
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4.1 Analise dos autovalores

exceto o Ay, todos os outros autovalores parecem convergir para o segundo maior autovalor
/\2.

Para entender melhor como esse comportamento dos autovalores influencia a fungdo
particdo, vamos analisar o caso limite quando b € muito grande. Para isso, vamos introdu-

zir a seguinte hipdtese baseada na figura 11:
Hipotese: Para b grande, 3¢; > Otal que \; = Ay —¢; Vi > 2tal que

lim ¢ =0, Vi>2. (39)

b—+o00

Podemos escrever os \; da seguinte forma:

k
MW= —e)V =\ [1—N§\—’+O<;—Z)]; k,i>2. (40)
2 2

A equagdo (39) nos diz que ¢; é muito pequeno se b for suficientemente grande, portanto
k
;—2 < 1. Considerando isso, podemos fazer os termos O (;—2> ~ (. Assim, a equacdo (40)

fica

N
MW= =)V = XY = Nl = 2 (1 - )\_ei) : (41)
2

Substituimos a equagao (41) em (30) e obtemos

400 +oo N 400
L ~ A / dyllo P + 3 AN (1—A—Qei> / wllawE. @)
- =2 -

o0 e}

Vamos considerar que as autofungdes estdo normalizadas, entdo a equagao (42) fica

400 N
Zye = A+ (1 - A—Q) : (43)
i=1 2

Uma condicao necessdria para que a série acima seja convergente € o termo geral ir para zero

quando ¢ — oo, mas

. N ) N
O resultado da equagdo (44) é muito importante, pois mostra que se o espectro de auto-

valores possuir o comportamento apresentado na figura 11, a funcdo parti¢do ird divergir. A
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4.2 Separagdo média das bases

conclusdo que tiramos, a partir dos calculos acima, € que usando os potenciais harmonico e
anarmoOnico, o modelo Peyrard-Bishop ndo apresenta uma condi¢do necessdria para a con-

vergéncia da funcao particao.

4.2 Separacao média das bases

Calculamos os valores de separacdo média das bases (y) usando como potencial de stac-
king os potenciais harmonico, equacdo (16) e o potencial anarmonico, equacao (17). Para a
interacdo entre as as bases, usamos o potencial de Morse mostrado na equagao (2).

15
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Figura 12: Separacio média entre as fitas (y) em funcdo do limite superior de integracdo b
para sequéncias com diferentes nimeros de bases e diferentes temperaturas, para os potenciais
(a) harmonico e (b) anharménico. Unidades das grandezas: (y) (A), b (A). ParAmetros: D = 0,04 eV,
a=445A"1k=0,04eVA2 a =0,35 A" e § = 0rad. A parte (b) reproduz a figura 3 da
referéncia 29 (também mostrada na figura 10, pagina 24).

Na figura 12, mostramos a separacdo média entre as fitas em funcdo do limite superior
de integrac@o b para sequéncias com diferentes niimeros de bases e diferentes temperaturas.
Para o célculo desse grafico, usamos dois valores de temperatura (7} = 340 K e 75, = 345 K)
e sequéncias com diferentes nimeros de bases (N =10, 25, 50, 250, 500, e 1000). A con-
clusdo obtida apartir do gréfico 12, é que para ambos os potenciais de stacking (harmonico
e anarmonico), o valor de (y) possui uma importante dependéncia com o limite superior
de integragdo b. Essa relagdo é tal que (y) cresce na medida que b aumenta, levando a di-
vergéncia. Entretanto, o esperado é que essa dependéncia fique cada vez menor, ja que o
célculo exato ¢ feito integrando no intervalo (—oo, +00). O comportamento apresentado na
figura 12 mostra exatamente uma falha do modelo. Também percebe-se que, de forma geral,

que o potencial anarmonico diverge um pouco mais rapidamente quando comparado ao poten-
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4.3 Temperatura de desnaturacao

cial harmonico, por exemplo, para sequéncias com /N = 250 observamos que a figura 12 (b)
possui curvatura bastante acentuada, enquanto que na figura 12 (a) praticamente ndo vemos
inclinacao. Outro fato importante € que, para ambos 0s potenciais, quanto maior o nimero de
bases, mais lenta € a divergéncia, isto é, sequéncias maiores tendem a ser mais ‘comportadas’
no quesito convergéncia. A temperatura também parece ter a mesma interferéncia para am-
bos os potenciais. Comparando as figuras 12 (a) com 12 (b), percebemos que temperaturas
menores diminuem a divergéncia. Na secdo 4.1 mostramos que, se os autovalores formam
um espectro como nas figuras 11 (a) e 11 (b), entdo a fungao de particao diverge. Logo o

resultado da figura 12 € esperado.

4.3 Temperatura de desnaturacao

Calculamos a temperatura de desnaturag¢ao usando os potenciais harmdnico da equacao (16)
e o potencial anarmo6nico equacdo (17). A temperatura de desnaturacio corresponde aquela
temperatura em que ocorre a transi¢do de fase semelhante a uma trasi¢ao de primeira ordem,

ou seja, deve haver um salto na fun¢io (y)(7') quando 7' = T,,.

5

5
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T T
(a) Potencial harmo6nico (b) Potencial anarmonico

Figura 13: Separacdo média entre as bases em funcao de temperatura para os potenciais (a) harmonico
e (b) anarmonico. Unidades das grandezas: (y) (A), T (K). ParAmetros usados no cdlcuo D = 0,04 eV,
a=4,45A"1k=0,04eVA2, a=0,35A"1, 6 =0rade N = 250.

Na figura 13, mostramos a separacdo média (y) entre as bases em fun¢io de temperatura
para os potenciais harmonico e anarmonico. A figura 13 (a) mostra que a temperatura de
desnaturagdo, onde ocorre um aumento stbito de (y), € maior para o potencial harmonico. Ja
para o potencial anarmonico esta subida € bem mais abrupta e define melhor a temperatura
de desnaturago. A figura 13 (b) reproduz corretamente a figura 1 da referéncia 21. E interes-

sante notar que o potencial anarmonico foi introduzido com o argumento de que o potencial
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4.4  Potenciais com o termo de tor¢ao

harmonico ndo mostraria uma subida abrupta [21] para (y). No entanto, figura 13 (a) mostra
que na verdade o potencial harmdnico também apresenta uma subida bastante pronunciada,

mas apenas para temperaturas bem mais elevadas.

4.4 Potenciais com o termo de torcao

Nesta secdo vamos introduzir um termos de tor¢do cos(f) nos potenciais harménico e
anarmonico, equagdes (18) e (19) respectivamente. Repetimos os cdlculos usando o mesmo
programa, para calcular os autovalores e (y) usando os potenciais harmdnico e anarménico

modificados como nas equacdes (18) e (19), respectivamente.

4.4.1 Analise dos autovalores
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Figura 14: Os autovalores em funcio do intervalo de integracio b (A), calculados usando os poten-
ciais (a) harmonicos e (b) anarmdnico modificados com o termo de tor¢do. Unidades das grande-
zas: b (A), os autovalores sdo adimensionais. Pardmetros usados: D = 0,04 eV, a = 4,45 A~1,
k=0,04eVA=2,0=0,35 A1, T =345K, p = 0.50, 0 = 0,01 rad e N = 400.

Na figura 14, mostramos os primeiros autovalores calculados para os potenciais modifica-
dos com o termo de tor¢do usando um angulo pequeno de 6 = 0,01 rad [23]. Comparando
com a figura 11, sem o termo de tor¢cao, notamos que agora todos os autovalores estdo clara-
mente separados entre si para qualquer valor do intervalo de integracdo b. Notemos também

que os autovalores estabilizam para valores relativamente pequenos de b, ao redor de 50 A.
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4.4  Potenciais com o termo de tor¢ao

4.4.2 Separacao média das bases

Nesta sec¢do, vamos calcular a separacdo média entre as bases para os potenciais harmonico
e anarmonico modificados pelo termo de tor¢ao, também usando um angulo de § = 0, 01 rad [23]
como na secao anterior. Visto que agora temos um espectro de autovalores discreto como
mostrado na figura 14, a convergéncia da separagdo média das bases (y) podera ocorrer. De
fato, é isto que observamos na figura 15, que mostra que (y) ndo diverge mais e também
ndo depende mais do nimero de bases, uma vez que todos os valores calculados de (y) com
temperatura iguais e nimero de bases diferentes possuem o mesmo valor. Também néo ob-
servamos nenhuma dependéncia com o valor do limite superior de integracdo b. Isto indica

que, o termo de tor¢ao pode resolver o problema da divergéncia para ambos os potenciais.
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Figura 15: Separacdo média entre as bases em funcio do limite superior de integracdo b para poten-
ciais (a) harmodnico e (b) anarmdnico modificados com o termo de tor¢do. Unidades das grandezas:
{(y) (A) e b (A). Parametros usados nos cilculos: D = 0,04 eV, a = 4,45 A=', k = 0,04 eVA~2,
a=0,35A"1,T=345K, p = 0.50,60 = 0,01 rad e N = 250.
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4.4  Potenciais com o termo de tor¢ao

4.4.3 Influéncia do angulo

Calculamos, na subsecao 4.4.1, os espectros de autovalores e as separacdoes médias das
bases para um angulo fixo de § = 0,01 rad [23]. Nesta secdo, vamos estudar a dependéncia
dos autovalores como o angulo 6. Em especial, gostariamos de saber qual o menor angulo tal

que a divergéncia de (y) ndo seja mais observada.
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Figura 16: Dependéncia dos autovalores em funcdo do angulo dos potenciais (a) harmdnico e
(b) anarmdnico modificados com o termo de tor¢do. Unidades das grandezas: € em radianos e os
autovalores sdo adimensionais. Parimetros usados nos cilculos: D = 0,04 eV, a = 4,45 A~1,
k=0,04eVA=2,0=0,35 A1, T = 345K, p = 0.50, N = 400.

Mostramos, na figural6, a dependéncia dos autovalores com o angulo de tor¢do 6 para os
potenciais harmonico e anarmonico. Observamos que, para ambos 0s potenciais, 0 espectro
de autovalores abre imediatamente com # > 0, ou seja, os autovalores sdo degenerados so-
mente para § = 0. Nao calculamos os autovalores para dngulos maiores, pois em principio
teriamos que considerar também os outros parametros de angulo da Hamiltoniana tridimen-
sional.

Na figura 17, mostramos a dependéncia da separacido média entre as bases (y) em fungdo
do angulo de tor¢do ¢ para duas temperaturas diferentes. Note a diferenca de escala entre as
partes (a) e (b) da figura 17. Para ¢ = 0, o potencial anarmonico, figura 17 (b), a separagdo

média entre as bases é muito alta e cai abruptamente assim que 6 aumenta.
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4.4  Potenciais com o termo de tor¢ao
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Figura 17: Dependéncia da separacdo média com o angulo de tor¢do dos potenciais (a) harmonico
e (b) anarmdnico modificados, para duas temperaturas diferentes (340 K e 345 K). Unidades das
grandezas: (y) em A e 6 em radianos. Parametros usados nos cdlculos: D = 0,04 eV, a = 4,45 A~1,
k=0,04eVA2,0=035A"1 p=0.50e N = 250.

4.4.4 Separacao média das bases com angulo fixo

Aqui vamos apresentar a separacdo média das bases em fungdo de temperatura, usando os
potenciais harmonico e anarmoénico modificados com o termo de tor¢do no modelo Peyrard-
Bishop, usando um angulo fixo § = 0.01 rad [23]. Com isso, podemos comparar os resultados
com a figura 13, pagina 29, e discutir as principais diferengas resultantes deste termo. A
figura 18 (a) mostra que para o potencial harmonico agora se observa somente um aumento
suave dentro do intervalo de temperaturas entre 240 K e 400 K, e neste caso nao podemos
associar uma temperatura de desnaturag@o. J4 para o potencial anarmonico da figura 18 (a), a
transi¢cdo ainda ocorre, porém, de maneira bem menos abrupta e para temperaturas mais altas
do que para # = 0. Isto nos leva a concluir que a transicdo abrupta verificada na figura 13 (b),
que foi o principal motivo para a introdu¢do do termo anarmonico [21,22], é na verdade um

artefato numérico resultante da degenerescéncia dos autovalores em 6 = 0.
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Figura 18: Separacao média das bases com potenciais (a) harmdnico e (b) anarmoénico modificados
usando um angulo fixo # = 0.01 rad. Unidades das grandezas: (y) (A) e T (K). ParAmetros usados nos
cilculos: D =0,04eV,a =4,45 A1, k=0,04eVA~2,a=0,35A"1,60 = 0,01l rade N = 250.

4.5 Conclusao

N6s podemos concluir que, a origem da divergéncia numérica observada na separacao
média das bases, estd relacionada com a degenerescéncia dos autovalores. Introduzindo um
termo de torcao esta degenerescéncia pode ser eliminada, porém a separacdao média das bases
deixa de ter uma subida abrupta com a temperatura. Outro fato importante € que a tempera-
tura de desnaturagdo calculada sem resolver a questdo da convergéncia de (y) parece conter
efeitos devido a divergéncia, em outras palavras, podemos dizer que 7,,, calculada sem levar

em conta a divergéncia pode nao representar exatamente a situacao fisica.
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5 Propriedades de convergéncia da integral de transferéncia

Neste capitulo, estudamos a proposta de Alvarez-Estrada e colaboradores [34] para a andlise
da convergéncia da integral de transferéncia no modelo Peyrard-Bishop. Os autores argu-
mentam que o mapeamento da integral de transferéncia, equagao (20), de um espago unidi-
mensional para um espaco tridimensional pode levar a uma convergéncia melhor. Contudo, o
formalismo empregado no artigo € tao diferente do que geralmente € usado, que ndo fica claro
como este método pode ser aplicado. Além disto, este artigo [34] tem um grande niimero de
passagens omitidas o que exige uma verificacao detalhada, por isso, no restante desse capitulo
vamos detalhar todos os passos matematicos e realizar as demonstracdes necessarias. Vamos

nos referir ao artigo da referéncia 34 como formalismo Alvarez-Estrada.

5.1 Notacao das variaveis de integracao

Nessa secdo, escreveremos a equagdo (13) para o caso tridimensional usando a notagdo

utilizada no formalismo Alvarez-Estrada [34].

Definicio 1. Sejam {ﬁ}, ﬁ?} € R3 os vetores que representam as posi¢des espaciais dos

1-€simos monomeros relativos a posicao de equilibrio nas fitas 1 e 2, respectivamente.

O objetivo dos calculos seguintes € conseguir fatorar a0 méximo as varidveis independen-
tes da equacdo (13), de tal maneira que, varias integracdes possam ser realizadas analitica-
mente, e as integracoes restantes fiquem simplificadas. Os beneficios dessa idéia ficardo mais
claros na medida que desenvolvermos as operacoes.

A relacdo entre o conjunto de varidveis usadas por Peyrard e Bishop [20] e no formalismo

Alvarez-Estrada [34] é dada por:

n — |

N = L. (45)

Nessa notagao, a equagdo (13) fica da seguinte maneira:
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5.1 Notacao das varidveis de integracao

L
1, = .
Zu = [ [ ITer0en® e s | - 70|
R3 JR3 =1
1 = _ . .
X exp {—B [ik(Rz(i)l - RF))?} } exp [-BV(EY - R @o)

Podemos compactar a equagdo acima escrevendo

L 2

r ]- S(r =(p — —

Zype = / IR e { -8 [gk(Rfﬁl ~ B V(R - R§”>] } @47)
=1r=1

Nosso préximo passo € simetrizar o integrando da equagao (47) em relagdo as variaveis [

e [ + 1, ou seja, reescrever a equacgdo (47) de modo que seu valor ndo seja alterado por uma

troca das varidveis por él+1. Para isso, aplicamos a condi¢@o de contorno periddica, isto é,

A0

i1 = R(T), e substituimos o produtério das exponenciais pela exponencial da soma. Feito

1880, ficamos com

> |-vED - R = -8 [—vm&” — BP)+ V(R - BP) +

=1

— 1 —
VIR — RY) + V(R — RY) + (48)
Agora, vamos €SCrever
VR - BY) = V(R - BY) + V(R — R (49)

So[-aVURD - &) = 5| GV - B4 GV - )+

=1
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5.1 Notacao das varidveis de integracao

Finalmente, podemos escrever a somatéria de maneira compacta como

VR - B+ VR - RD)| . 60

S [aviED - B =Y -

=1 l

N

L
=1

Substituindo a expressdao (50) na equacao (47), ficamos com

L 2
Zpe= | TIT]R"
R332 =1

— —

>ww{—g%@ﬂ—RPP+wE”—§%+V@ﬁ—Rﬂﬂ} (51)

Nosso objetivo de simetrizar o integrando da equacao (47) foi alcancado, ou seja, se tro-
carmos de posicao as varidveis R por EZH, ndo alteramos em nada a equacdo (51). Vamos

prosseguir fatorando essas varidveis, e para isso, faremos as seguintes mudancgas de varidveis:

R, = W (52)
B = @ (53)
R = @ (54)
RY = @ (55)

Nesta notac¢do, as varidveis com linha indicam o indice [ 4 1 e as sem linha indicam o indice
[, por exemplo, note que as equacdes (52) e (54) contém §l+1 e portanto, estdo associadas as
variaveis Z; e Zﬁ ". Outro fato que usamos para simplificar a notacdo é que a integral pode
ser feita nas varidveis ﬁl(i)l, pois estamos trabalhando com a condicao de contorno periddica.

A matriz Jacobiana da transformacgado acima € dada por

(1
aRl(+)1 1

oz
(1
o,
A 2
(2

0z

(2
OR;)

—

07

DN | —
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5.1 Notacao das varidveis de integracao

ou seja,

1
2l =1 (56)

Manipulamos as equacdes (52), (53), (54) e (55) para escrever as varidveis R em termos das

varidveis Z e substituimos em (51). A manipulacao foi da seguinte forma:

A0 _po o _ (277 - 2) (27} - 7Z)
1+1 1 2 2

Bo e _ 247 +2Z) (247 +2)
I+1 l 9 2 :

Vamos levar as expressoes acima no termo da energia cinética

/Bk — — — —
S [B = B + (B - BPY (57)

do integrando da equacao (51) para fatorar as varidveis Z e Z,.

/Bk g — — —
~ [(Rz(i)l — RY)? 4 (R?), — Rz(?))z} = (58)
TN

Zl - Zl> = = = =
AN <Zl+ _ Zﬁ) (Z, _ Zl)

. N
-y B e )]
N
_ % 2(2;'—2;)2+<Z’_2Zl) (59)

Vamos tomar a exponencial da equagdo (58) e escrever o resultado nas varidveis Z

exp {08 (A - Y)Y besp {-5F (A, - %))
:exp{—ﬁk‘ (Z;’_Z;)Q}exp{—% (Zl—22>2}. (60)
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5.1 Notacao das varidveis de integracao

Substituimos a equagao (60) na equacao (51) e obtemos

L
Zppe = / / Hd?’Zl*d?’Zld?’Zl* d3Zl, exp (—EV(Zl)) exp {—5k(z_'l+’ _ Zﬁ)2}
R3 JR3 =1 2
k - = >!
X exp {_%(Zl — Zl)2} exp (—gV(ZZ)) . (61)

As manipulagdes acima foram importantes, pois, conseguimos fatorar as varidveis de
. ~ / / . . / .
integracdo Z," e Z;, e podemos agora resolver facilmente a integral em Z," . Fazendo isso, a

equagao (61) fica

o

) v

A\

ER

(
L , o
Zpe = / / [[&zdz; exp{ — Bk(Z} — 27)2}
R3 JR3 =1
5 8 Bk B
X / / [[ 247, exp (——V(Zl)) exp{ - =27 - Zl’)2} exp (——V(Zl’)) :
Re JR3 2 4 2
resultando em

3L L
T 2 ’ 6 - Bk = —
Zpe = VE (@) /]RS /R3 EdSZld3Zl exp (_EV(Zl)) exp{ — Z(Zl — Zl)z}

X exp <—§V(Z)> . (62)

Nossa tarefa agora € resolver a integral

L
[, [ TLw e (<) eso{ = 5220 oo (v 0) - 09
=1

. ~ s . L, . ~ s ., . = =2 ,
O integrando da equacdo (63) € simétrico em rela¢do as varidveis Z; e Z,, porém, pode

ndo estd em L2, isto €, pode ndo ser quadrado integravel, o que resultaria em

//d3Z£d3Zl]]K(Z,,Z£)]]2%+w (64)
R3 JR3
com
= = — k — = =
K(Z.Z) = e |=5V(Z) | exw | - - 22| e |-5v(ZD] . 9
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

A conclusdo acima pode ser feita a partir do capitulo de estudo numérico, onde fica claro
a divergéncia da fun¢do particdo devido ao intervalo de integracdo e esse € um problema a
ser resolvido no modelo Peyrard-Bishop. O trabalho desenvolvido no formalismo Alvarez-

Estrada [34] € justamente uma proposta de solucdo para o problema da divergéncia.

5.2 Tratamento matematico da equacao integral

Vamos analisar, do ponto de vista matematico, um problema envolvendo equagdo integral

com um nucleo semelhante ao da equacgdo (65), tridimensional.

Definicao 2. A equacio integral (21) escrita para o caso tridimensional é dada por

K(Z,9) L) dPy = MA(D), (66)

R3
com {7;y} e R®e K(Z,7) : R* > Re f\: R* > R.

Suponhamos que o niicleo K (Z; i) tenha o seguinte formato

B\ 32
K@) = (1) e [-4 7 = o(d) - ()] (67)

A proposta € transformar a equacdo (66) em outra equivalente com um novo nucleo

K\(%;J) que seja de quadrado integravel. Substituindo (67) em (66) obtemos

(%)

O termo 2v(%) foi obtido acrescentando v(y) — v(¥) na equagdo (67).

Nl

exp [—v(Z)] /R3 exp [—b\f— 7 — 21}(17)} exp V()] Fr(F)d>y = Afr(F).  (68)

Definicao 3. Vamos definir a seguinte fungao

ga(17) = exp [v(i7)] A (7) (69)

com 7] = {Z, §}.

Usando a definicao acima, a equacdo (68) pode ser escrita como

(%)

Njw

exp [v(§)] /() d*y = Aexp [v(D)] f1(7),  (70)

(.

[ exp [-417 = 7 = 200 exp o157 :
R Vv Vv
9 (%) 9x (%)
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

ou seja,

N

(ﬁ) 7 /R exp [—b7 — g1 — 20()] g (H)d’y = Aga(3). a1

(e

Vamos definir a transformada de Fourier e a transformada inversa de Fourier 3D respecti-

vamente como

G (k) = / exp (i - 7) ga(@) ' 72)
]R3
€
1 . .
oA (7) = R /R exp (zkf) G (B)dk. (73)

Outro passo ttil serd definir a fun¢do F'(Z, §) como

N
F(#,7) = (;) exp (b7 = g°)- (74)

O objetivo de definir (74) é que no integrando da equagado (71) aparece um termo que €
idéntico a fungdo F'(#, ) e um passo futuro serd tomar a transformada de Fourier de (71),
entdo iremos substituir o resultado da transformada de Fourier de (74) em (71). Calculamos

a transformada de Fourier de (74) na variavel & e obtemos
N
F(k,5) = (—) / exp (—b|Z — 72) exp (—ilZ- f) P, (75)
R3

com k = (ki ko, k3), T = (z1,72,23) € ¥ = (Y1, %2, y3). Os termos |7 — 7] e k- 7 ddo
respectivamente

Z— 4 = (21— 11)* + (22 — y2)* + (23 — y3)° (76)

E ST = ]{?1.771 + k’gl‘Q + kg.ilfg. (77)

Levando (76) e (77) em (75) obtemos

3.3 oo
F(E, y) = (%) H/ exp [—b(mi — yl)z] exp (—ik;x;)dz;. (78)

i=1Y >

Faremos a seguinte mudanga de varidveis: x; = u; + y; (essa nova varidvel v ndo € a

varidvel v usada nas equagdes anteriores a essa se¢ao). Entdo a equacgao (78) fica
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

[ M[°Y)

. b\ 24 +00
F(k,y) = (;) Hexp (—ikyy;) / exp — (buf + zkzuz)duz (79)
i=1 -

o0

N2
A relacdo bu? + 1k;u; € equivalente a: <\/1_)u1 + ;%) + k—z

Levando o resultado anterior na equacao (79) obtemos
3 3
- b\ 2 k2
F(ky) = (- —ik;y; -
(k, ) (W> EeXp( i y)eXp< 4b)

+00 \/_ Zl{fz 2
X/_Oo exp —( bui—l—z—\/[_)) du;, (80)

J/

S8

0 que resulta em
2

#i = (2) () Tommanem (-5)

=1
(~ik-7) Lk 1)
= exp|—tk-y)exp| —— | .
p Y p b
Tomamos a transformada de Fourier na varidvel & da equagdo (71) e obtemos

F (k)

A\

L [/ (%) exp (~b17 = §°) exp (—iF - 7) d%] exp [~20() 92 () d*y
= /R exp =ik 7) (@) &)

Substituimos (72) e (81) em (82) para obter

- k|2 .
[ e (=iF ) exp (—%) exp -2 @y = M) @
R3

O proximo passo € calcular a transformada de Fourier inversa de g, (w) (& serd a varidvel

conjugada com ) que € dada por

i) = s [ esp i) s () 84
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

Substituindo a equacao (84) na equacao (83), obtemos

(271T>3 ( |k!2> /R?,/Wexp i@ — k) - :|exp[ 0(§)] g (@) Pwd®y

= Aj(k). (85)

Vamos impor A > 1 para que
L

A —exp (—%) >0, VkeRS (86)

A imposi¢do A > 1 € necessdria, pois, vamos realizar integracdes na varidvel £ em todo

R?
S Gy

assume todos os valores no intervalo |0, 1], portanto, se A € [0, 1], haverd singularidades na

R3, e 0 termo

fungao
1

A —exp (—li—f)

que ird aparecer nas proximas equagoes.

A equacdo (72) pode ser escrita na seguinte forma

i) = [ oo (<iF-7) @y (87)
R3

A substitui¢do da varidvel ¥ pela varidvel i/ ndo altera o cdlculo de f]A(E), visto que essas

sdo as variaveis de integracdo. Substituimos a equagao (84) em (87) e obtemos

. 1 .
- (2r)? /RS /RS exp [_Z(k — W) ﬁ] g (@) d*wd?y. (88)

Nosso proximo passo € multiplicar ambos os membros da equacao (88) por

K[
exp —E

43
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Feito isso, obtemos

e 1 )
exp <_%> (27T)3 /]R5 /]Rd exp [—i (k — u‘)’) . g‘] g)\ (w) d3wd3y
k2 . -
=exp | = | (k). (89)

Agora, subtraimos a equacgdo (85) da equacdo (89) para obter a seguinte expressao:

1 exp <—|/2|2/4b>
875 X — exp(—|K[2/4b)

/112{3 . {exp [-2v(7)] — 1} exp [—z’(E— ) - gj] (@) dPydPw

— a(k). (90)

Nosso proximo passo € calcular a transformada de Fourier inversa da equacao (90) para obter

novamente gy ().

exp (—|k|2/4b 5
#/R?)éke}gp(lgyzb) /R o (P21

X exp [—z(E — W) - y_'} () PydPwdk
1 -
— [ ak)dk. 1)

873 R3

Vamos inverter a ordem de integracao da equagdo (91) para obter
[ Aewl-2o(@) - 1)
R3

1 N exp[i(f_@ﬂ &k d®
<o e Dt | o [ ok

9 (9) Ki(Z—)

A equagdo (91) passa a ser escrita de forma equivalente como

. K1 (& — ) {exp [-20(7)] — 1} o)y = ga (D), (92)
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

com

e 1 exp [ZE (f—g)] S o3
T-9) =55 /R Noxp (R/Ab) — 1% ©3)

5.2.1 Propriedades do niicleo K (7 — )

Vamos mostrar algumas propriedades importantes a respeito de K (7 — ¢) que serdo usadas
mais adiante para andlise da convergéncia de um novo nucleo, que serd gerado a partir de

K, (Z — ). O nicleo K, (Z — ¥) satisfaz as seguintes propriedades:
(i) K1 é uma funcdo simétrica em relac@o as variaveis & e /.
(i) | K1 (7 — 9)| < K1(0) V 7,7 € R3.
(iii) Quando |¥ — y| — Oentdo K;(Z —¢) > OparaA > le A — 1.

Demonstragdo. Propriedade (i):

e 1 exp [ZE (f—gf)} .
i %/Rgxexp(|k|2/4b)—1

—

1 cos [k'(f—??)] . sin [E.(f_g)} )
T s /R Nexp (K2/46) — 17 “Z/Rg Nexp (P — 1% F (09

na ultima integral de (94), a parte imagindria € nula, pois o integrando € uma funcdo impar.
Por outro lado, a parte real possui o integrando par, portanto K (7 — 7) € R é simétrico nas
variaveis T e /.

Propriedade (ii):

1 exp [zl;(f—gj)] ,
R Aexp | 5 ) —

Vamos usar o sistema de coordenadas esféricas para resolver a integracdo na equacgao (95),
definindo @ = ¥ — ¢, # como sendo o angulo entre u e k (serd definido como o angulo
azimutal) e ¢ o angulo polar. Essas varidveis (6 , ¢ e k) ficam definidas com os seguintes
dominios

6el0,n], ¢€l0,2n], e ke0,+00)
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

A equacdo (95) escrita nas variaveis (u, k, 0 e ¢) é

too p2m pmeXp ]kHu|cos( )] .
Ky (i) = / / / |k|? sin(6)dfdodk. (96)
" 8r )\exp |k| -1

Vamos integrar sobre as coordenadas angulares e para isso definimos a varidvel
2z :R?* = R como

2 = i|k||@| cos(6),

entao

dz = —i|k||| sin(0)do

e os limites de integracao na varidvel z ficam da seguinte forma

2 =i|k||@| para 6=0
. o7
z = —i|k||[u] para O =7

com isto, a equagdo (96) fica da seguinte maneira:

+o0o —i|k||a| ( ) |E’2
K, (1) 3/ / / - —— | dzdodk (98)
8 B )\exp ’“‘ ) — 1\ —ilk||a]

4b

. 1 [t 1 k|2 R R
K0(7) = 27 ) 1[ u ][exp(—z\kuun—exp(z\kuur)] Ok

875 o Nexp (“Z—‘b —i|k||d] g
—2i sin(|k||])
99)
1 [t k 2 sin(|k||@
Ky (u) = —2/ | ﬁ|2 Sm(t Hudez (100)
A Jo Nexp (%) -1 [l
1 [t k in(|&||7 — 7
™ Jo )\exp <4—> —1 ’iC—y’
[

Observacio: No formalismo Alvarez-Estrada, a varidvel u é definida como u = |IZ |.
A equacdo (101) escrita nessa notacao resulta na equacdo (32) do artigo [34], que é dada

por
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

u sin(u|Z — y])

1 +oo
K7 —79) = — -
1( ¥) 27?2/0 /\eXp(Z—z)—l 7 — 7|

Vamos tomar o limite em que

F—§] =0

(102)

(103)

no integrando da equagdo (102) para obter K;(0) ( aqui justificamos o motivo da escolha

A > 1, pois sendo assim, podemos afirmar que o integrando de K (& — %) é continuo e nao

possui singularidades). Entdo, tomando o limite (103) na equacdo (102), ficamos com

1 U

—+o00 . 2 o
im K- = K(0) = —— [ % gy, [SnE=dD ]
Y
0 Aexp

M - 2 i
|Z—g]—0 272 (%) — 1 |F—ij|—0

Mas
mﬂlﬁﬁﬁgﬂqzu

|Z—7]—0 |7 — 7]

Levando o resultado de (105) na equacao (104), obtemos

1 +o00 ’LL2
Ki(0)=— ———du.
1(0) 2%2/0 X exp (Z_Z) 1

Para comparar K (Z — 4) com K;(0), recorremos ao seguinte resultado matematico

sin(a)

<1
«

Entao
sin(u|? — ) 1
TEET
sin(ul# — 1) _

|7 — 7]

Substituindo o resultado de (109) em (102) obtemos

[ in(ul — i
KF—7) = —= u2 sm(7j|x_‘y)du
2 Jo Aexp (%) -1 [T—9
1 +oo U2 5
< - Y u=K0) VZFER
- 27?2/0 A exp %)—1 1(0) Y

ZA equagdo 107 estd demonstrada na referéncia [35].
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

Ki(Z —y) < Ki(0) (111)
A propriedade (iii) também é imediata, pois quando |¥ — | — 0, entdo
Ki(Z — ) — K:1(0),
mas K7(0) > 0, ja que o integrando de K (0) é positivo sempre que A > 1.

5.2.2 Analise da convergéncia de K (7 — ¥)

A equagdo (111) nos permite concluir que para verificar a convergéncia de K;(Z — 7)), é
suficiente mostrar que K;(0) < +oo. Adotamos o seguinte procedimento: expandimos o
denominador do integrando da equacdo (106) em série de poténcias e definimos a varidvel e
da seguinte forma:

ex (—“—2)
PI™ %

e=— " (112)

Colocamos o termo

N

u

exp()
A

em evidéncia no numerador da equagdo (106) e substituimos a expressdo de € nessa mesma

equagdo. Feito isso, a expressdo para K (0) fica

1 T 42
Entretanto,
1 +§
= €. (114)
1—¢ —

Substituindo o resultado (114) em (113) obtemos

+o0 +oo
K1(0) = L/ u? Y e tldu, (115)
212 J, =

Para voltar com as varidveis originais, substituimos (112) em (115) e ficamos com

2 n+1
1 Xt exp(—%)
n=0
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1 X1 [t (n+ 1)u?
K(0) = — 2 | d 117
1(0) W;Anﬂfo uexp{ 0 ]u (117)
1
[(:331,;3]3
1 &1 [ e 72
K (0) = 11
1(0) 27r2nz%m+l [(n+1)3} (118)
(119)

3
PR |

b
Ki(0)={(— t
0=(2) L35
Observamos que € possivel obter a equacdo (113) com

=1,2,3...,.
a imposi¢do A\ # 0, pois isso permite expansdo em série de poténcias (114), contudo, se

comn—+1 =7
limitamos A > 1 (o caso que estamos trabalhando), a seguinte relacdo é verdadeira

)24 (3) < +o0. (120)

L <b
2

LR

S0
< | =

- (é)gz/\jjg — A\

K1(0) = -
j=1

Onde a fung@o ((z) é a fungdo zeta de Riemann e ¢ (%) = 2.612375. .. (veja areferéncia 36).

(e

j=17J

Da expressao (111), vimos que
(121)

entdo podemos concluir que
Ky (Z - 9)

5.2.3 Gerando um novo nidcleo
Nessa secdo, vamos transformar a equacgao integral (92) em outra equivalente com um novo

nucleo que possua melhores propriedades de convergéncia.
Teorema 5.1. Suponhamos que v # 0. Para autovalores A > 1, a equacdo (92) pode ser

(122)

escrita de forma equivalente como
K&, ) () dPy = ha(2)

R3
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Considerando as fungoes hy(Z), Kx(T,¥), o(7]) : R* — R dadas por

ha(@) = Vexp[-20(D)] — 1[gA(D) (123)
K\Z,9) = |o(@)|Ki(Z = §)o(y) (124)
o) = expl20(7)] — 1 (125)

VIHexp[=2v()] = 1]}

Demonstragdo. Se /| exp[—2v(Z)] — 1| > 0, entdo podemos usar a equagdo (123) e escrever

hA(ﬁ)

v 126
(@) = V| exp[—2v(7)] — 1| (126)
Substituimos a expressao (126) em (92) e obtemos
exp -2 ( )] g ha(Z)
K h d’y = . 127
R3 (& =) [\/| exp|— — 1|] ALy V| exp[—2v(7)] — 1] (127)

-~

o (y)

Vamos multiplicar ambos 0os membros da equagdo (127) por /| [exp[—2v(Z)] — 1] | e obter

| VI exp=20(@)] ~ UE(EF =~ Do @ha(@)d’y = ha (D). (128)

Mas

| [exp[=20(7)] — 1]|

VI fexp[—20(2)] — 1] | = NI e A (129)

entdo, substituindo a equagdo (129) na equacao (128), obtemos
@I = Do @)@ dy = hi(). (130)

Definimos um novo nicleo K, como

K\(@,9) = |o(Z)|K1(Z = §)o (7). (131)

Finalmente, a equacdo (130) pode ser escrita na seguinte forma

g EX\(&, 9)ha(9)dy = ha(Z)

[
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Nosso préximo passo serd mostrar que de fato K € L? (quadrado integravel) para A > 1
el — 1.
5.2.4 Analise da convergéncia de K, (7, 7).

Nessa subse¢do, vamos analisar a convergéncia do novo nicleo K, (Z,7). Essa andlise
¢ fundamental nesse trabalho, pois todo o estudo apresentado nesse capitulo tem como fi-
nalidade melhorar a convergéncia da equacdo integral (66) que serd usada para resolver a

equagdo (63).

Teorema 5.2. Considere uma funcdo genérica (%) : R?> — R que possa ser expandida em

harmonicos esféricos tal que

/ |9(2)*||o(Z)|d*z < +oo.

Entdo a seguinte igualdade é verdadeira:

/ / 9(@) (@ §)g (i) dPad®y
R3 JR3

Demonstragdo.

2
< K4(0 (/ |o(2)*[19 (7 ld3>. (132)

19(2)" Kx(@, ) 9()| < [9(2) || Kx(@, 9)[|9(¥)] (133)

O préximo passo serd integrar a equagao (133) nas varidveis x e y.

L [ s@pa@idedy< [ [ @ i@ nla@idedy. a3

Substituimos

K\(Z,9) = o ()| K1 (T = §)o(y)

no lado direito da equagao (134) para obter

/ 9(@)* Ka(Z. )9 d*xd’y
R3 JR3
| L @ e @1 = pllo@llo(@|dzds. 135)
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Usando o resultado da expressao (111), no lado direito da equacdo (135) obtemos
L [ @ lo@lik:( = pllo@lalaad’y
< K0) [ o lo@ids [ la@lio@idy (136)

As duas ultimas integrais da equacao (136) possuem o mesmo valor, portanto podemos escre-

ver

| @ i@ = pllo@llo@ldzdy

([ @ o) (137)

ou ainda

/R3 /]R?’ g(@*U(f)Kl(f—g)U(ﬁ)g(gj)d3xd3

< K4(0 (/ 19(2)"|lo (% \dS) . (138)

]

Nosso proximo passo € encontrar as restricdes que a fungio v () deve satisfazer para que

onicleo K, € L? (seja quadrado integravel). Vamos ao seguinte teorema:

Teorema 5.3. Seja v(Z) : R® — R, com limz|_, o v(Z) = 0 tal que

/ | exp(20(%)) — 1|d*z < +o0,
R3

entdo K(Z,v) € L%

Demonstragdo.

/ |K\ (& — §)|*d*zd’y =/ o (Z)| K1 (Z, 7)o (i) Pdzd®y
R3 ]R3
< //IUfIIKl NP o@)Pdzd®y  (139)
R3
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Usando o resultado da equagdo (111) na equagdo acima, podemos escrever

/ B (7 — )PP adby < Ky / / 10(2) 2|0 () [2d2d®y
R3 JR3
< K1<0>2( | exp(—2v()) — 1|d°x ) (140)

Rd

5.2.5 Relacdo entre a norma de K, (7 — 7)) e h)(¥)

Vamos analisar a rela¢@o entre a norma de K, (Z—/) e as autofungdes h, (%) da equagdo (122).

Essa relacao € dada pelo seguinte teorema:

Teorema 5.4.

/|h Al (141)
/Rs/Rg|eXp(_2“<f))_1”[(1(55—?7)\2\6@( 20(i)) — 1|d*xd®y / () 2Py

Para provar o teorema 5.4, vamos precisar da desigualdade de Holder, que embora conhe-
cida na literatura , vamos aqui demonstrar. A demostracdo da desigualdade de Holder carece

de algumas defini¢des, as quais enunciaremos.

Definicao 4. Sejam p e ¢ € R tais que satisfazem as seguintes propriedades:

pg > 1 (142)
1 1
S+- o= 1 (143)
P q

p e q assim definidos sdo chamados conjugados de Lesbegue [37].

Nosso préximo passo € definir o espago vetorial L,,.

Definicio 5. Seja D C R” com 1 < p < oo. Definimos o espago L,(D) como sendo o

espaco das fungdes p-integraveis no sentido de Lesbegue, isto é,
L,,(D):{f:D—HR:/du|f|p<+oo}, (144)
D
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dotado da norma

11y = </D dulflpy (145)

Nessa notacdo, o indice p que aparece em || f||,, indica o espaco ao qual a fungdo pertence,
por exemplo, se p = 2, entdo f pertence a classe das fungdes que sdo quadrado integraveis.

Agora, consideremos as fungdes f(z) € Lyeg(z) € Lycom f: D - R,g: D — R.

Definicio 6. Uma fungdo f(x) : D — R € L, se e somente se

(/D \f(x)|pdx)’l’ < 400

para p € [1,+00).

Lema 5.5. Desigualdade de Holder

[ iralae< | [ !f!”drvr I |g|‘1dxf. (146)

Entretanto, para a demostracdo do teorema 5.5 vamos precisar de uma outra desigualdade,

que também vamos demostrar, conhecida na literatura como desigualdade de Young.

Lema 5.6.

rop
ab< L 42 (147)
P q

Demonstragcdo. Sejam a,b > 0 e p, q definidos como em (142) satisfazendo a relagdo (147).

Considere a funcdo h(x) = exp(x), como
W (x) =exp(z) >0 VzeR,
entdo h(z) é convexa, ou seja, satisfaz

hltz + (1 —t)y] < th(z) + (1 — t)h(y).

1

Tomemos ¢t = 110, da equacdo (143) concluimos que 1 — t = . Definimos = = In(a?) e
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y = In(b?). Entdo

In(a? In(b¢
ab = explln(ab)] = exp { n(@?) + n( )}
p q
p q p q
0 que demonstra a desigualdade (147). [

Para demonstrar a desigualdade (146), vamos usar as seguintes definicoes:

Sejaxr € R" e a(x),b(x) : D — R, dados por

/@)

(Jp | (@)lrdz)?

o) — 9
(Jy lg() )

a(x) =

Q=

(149)

Substituindo a(z) e b(x) na desigualdade (147) obtemos

|/ ()| @)
(Jp lf@)lrdz)? ([} |g(x)|2dz) @

L@ 1 @
p ([, 1f(@)Pdz) g ([, lg(z)]ed)

<

(150)

3 =

Agora, integramos ambos os membros da desigualdade acima

Jp [f@)llg(x)ldx

1

(Jp 1 @)Pdz)? ([, lg(a) oda)
L a)ide 1 lg@ids 1 1
oI f@pde YT lg@ldr p g - (151)

[ irgiea < ([ |f(9:)|”dx); (/ |g<x>|qda:);, (152)

0 que completa a demonstragdo do lema 5.5 [37].

Finalmente,

De posse do resultado (152), vamos aplicd-lo na equacdo (130) definindo D = R? e as

funcdes f e g da seguinte forma

f@9) = |o(@)|EKi(7 = §)a(y)

9(y) = h(y).



5.2 Tratamento matematico da equagao integral

E importante ressaltar que apesar de f (Z, ) ser fungdo de duas varidveis, vamos realizar
integracdes andlogas as da equacdo (152) na variavel ¢/ da fungdo f(Z, 7). A equagdo (130)
nos diz que

(@) = | |o(@)|K(T — g)o(§)ha(G)d’y. (153)

R3
O préximo passo serd tomar o médulo da expressdo acima, elevar ambos os membros da

igualdade ao quadrado e integrar (153) com relacdo a varidvel &

)P = [
R3 R3

Vamos usar a desigualdade (152) no lado direito da expressao (153) para obter a seguinte

2
|0(2)| K1 (T — Yo (i) (i) dy| d’x. (154)

R3

expressao:

| e@I@ = D@ @y < [ @@ = Doy

([ ot o <>\pd3) ([ mres)

(155)

Levamos (155) na equacao (154) e obtemos

/R GRS
< /R [( [ llo@1@ = o V’d3> (/ yhkg|qd3) ] Pz (156)

Se tomarmos p = ¢ = 2, a equagdo (156) ficard com a seguinte forma:
ke < [ | [ le@is - po@l e [ m@Pa] e asy
R3 R3 LJ/R3 R3
Vamos usar a desigualdade de Cauchy-Schwartz para escrever
|l (@) K1 (7 = §)o ()] < |o(@)|IK1(Z = §)|o()] (158)
e substituir em (??) para obter
Pis < [ [ 0@ 0@ - P le@Pdods [ n@PE a59)
R3 R3 JR3 R3
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com
( exp(—2v(7) — )

wexp o(if) = 1)

definido em (125) e K (% — /) definido em (93). Isso demonstra o teorema 5.4.

Substituindo |0 (Z)|? e |o(%)|* na equagdo (159), obtemos a desigualdade (36) do forma-

lismo Alvarez-Estrada [34]

K (Z,9)]

[(ras < [ [ Teal2e@ =G — 9 [epl-20@) — 1o

g

(11K (Z,9)]]2)2

/R 3 \h(7)[d*y (160)

Se || KA(Z — ¥)||2 < 1, aequagdo (160) exige que ||~ (Z)||2 = 0, ou de maneira equivalente,

se | exp[—2v(¥)] — 1| for muito pequeno, podemos usar (111) e verificar a desigualdade

/R3/Rg]exp —20(Z)] — 1| [K1(Z — 7)) | exp[—20(7)] — 1|d>zd®y

<IKOF [ esol-20@)] = 1ld's [ Jexpl-20@] =’ (16D

R3

Escrevemos (161) de maneira mais compacta como

2
/ | K\ (Z,7)|dPxd®y < |K,(0) (/ | exp[—2v(Z —1|d3x> : (162)
R3 JR3

Levamos (162) em (160) e obtemos

/|h )*d*r < |K,(0) {/ | exp[—2v(¥ —1|d3] / \h()|2d®y (163)

isso mostra que uma condi¢@o necessdria para ter autofuncdes hy ndo nulas é ter uma fungao
potencial v tal que

- |exp[—2v(f)] - 1|d |K1< )‘

O resultado de (164) juntamente com (140) é extremamente importante. Juntos eles descre-

(164)

vem uma condi¢c@o necessdria para que o novo nucleo K, esteja no espaco de Hilbert, que
é

1 2
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A notag@o || K\ (Z — ¥/)||2 é definida como em (145) usando p = 2.
A equagdo (165) é o mais importante resultado obtido até aqui, pois, pela primeira vez,
temos uma maneira simples de verificar se determinado potencial pode ser candidato a simular

as ligacdes de hidrogéneo do DNA.

5.2.6 Equacao integral em coordenadas esféricas

Nesta secdo, estudaremos como ficam os resultados da sec¢do anterior usando o sistema de
coordenadas esféricas para potenciais que possuem simetria angular, ou seja, que dependem
somente do médulo dos vetores Z e . E importante que o potencial nio tenha dependéncia
angular para que possamos fatorar a varidvel radial das varidveis angulares, que aparecerao
na expansao do nucleo da transformada de Fourier exp(ilg - T). Assim, a integragdo da parte
angular podera ser feita analiticamente, visto que, ndo aparecerd dependéncia do potencial

nesse integrando.

Teorema 5.7. Seja v(¥) a fungdo que representa o potencial tal que v(Z) = v(|Z]) com
vy : [0;4+00) — R,

Entdo o problema de autovalor (130) pode ser escrito da seguinte maneira:

+o0
/ R(r1,m2)ho(r2)dry = ho(r1). (166)
0
Comrierys € RTe
R(ri,ma) = |ou(ri)|p(ry, r2)oi(r2) (167)
hoa(r) = 7|o(r)|goa(r) (168)
o) = exp[—2v(r)] — 1 (169)

V| exp[—2v(r)] — 1]
i /+OO exp [iu(ry — re)] — exp [tu(ry + 12)]
2T exp () =1

@) = 5T @) (171)

A equacdo (169) € idéntica a equacdo (125). A expressao (171) define as funcdes de Bessel

du (170)
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

esféricas ji(x) sendo J, +%)(x) as fungdes de Bessel semi-inteiras °.

Demonstracdo. Considere que a fungio g, (), definida como em (92), seja tal que ela possa

ser expandida em harmdnicos esféricos da seguinte forma:

+oo  +I J_f
=> ) gullF)Y, <\§> (172)

=0 v=—1

com

gix(|7]) = exp [v1(|7])] fir(]7]). (173)

—

Observagdo: Nessa nota¢do, o argumento de Y;” <%> indicam os angulos 6 e ¢ definidos
no sistema de coordenadas esféricas e vamos manter essa notacdo para nao distanciar da
notacdo usada no formalismo Alvarez-Estrada [34], embora ndo seja a mais adequada, visto

que a notagdo Y}” (6, ¢) seria mais intuitiva. Calculamos a transformada de Fourier de (173)

€ obtemos
B +oo  +I f
NCEDIDD / exp (—ik - Z)gu(| )Y} (H) dv, (174)
=0 v=-—I
{f, IZ} e R

Faremos a expansdo de exp(—ik - ) em harmonicos esféricos e fun¢des de Bessel esféricas,

pois fazendo isso, podemos fatorar as partes radial e angular da seguinte maneira *:

+oo  +I * g
k
exp(—ik - T) = 4n E E i5(k||1Z))Y, (|_,|) Y)Y ﬁ (175)

=0 v=—1

substituimos (175) em (174) e obtemos

too 41 4oo 4l

CIEI 3D 3D I LT

I'=0v=—1" 1=0 v=—1 |

//+Oo (kD7) (ﬁ) Y”(H)m d|z|dQ,.  (176)

), € a superficie da esfera unitdria x na qual os harmonicos esféricos definem uma base

R T

3Para maiores detalhes acerca das funcdes de Bessel esféricas e semi-inteiras, veja a referéncia 31, pagina
294, equagdo 8.161.

4A expansdo em harmonicos esféricos e funcdes de Bessel esféricas pode ser vista com mais detalhes na
referéncia 31, pagina 296, equagao 8.171.
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

ortonormal para a fungao g,

ESIE!

~ +o0 4+l oo+l 400 .
i = a3 Y sz( ) | Rl
U'=0v=-1" 1=0 v=—1
f * —
X /Y” (—) Y/ (T) ds? (177)
0 7] 7]

6/6/

LU v

4+oo  +I +oo =
(=33 % ( )4m | ERaElabgaianda.  ars)
0

=0 v=—1

g

Gix(12])

Finalmente obtemos

400 +I E
Z Z <|k|> (179)

=0 v=—1

com

+o00
Gin(|2]) = drd / (RN gua(|2]) . (180)

Usaremos a expansdo de explik - ( — §7)] semelhante a usada em (175) para reescrever a

equacgao (93) de forma fatorada nas varidveis angulares e radial. Lembrando que

—

explik - (# — )] = exp(ik - &) exp(—ik - ). (181)

Entdo a expansao fica:

400 +Il +oo +l

explif - (@ —7)] = (4m)2 Y >0 S S =) (k) (KNI

=0 v=—1y'=0 0 =1

Y (@) Yy (i) Y Flyer (2 (182)
|z |9/ k| 1A

X

A equagdo (93) nos diz que

Ky(T =) = — i [ig'(f_g)] &k 183
T =0 = 35 /R Nexp ([k[2/4b) — 1 (183)
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

substituindo o resultado de (182) na equacao (183), obtemos

/

1—>(l:l)
+o0o0 +Il +oo +l

Ki(F—§) = 87T3 (47) ZZZ Z [ ]/0 ]l(‘ka’{ (Ik Hy|>d|k|

1=0 v=—1p — )\exp(k >

X Yy (é)yy'(y) / vy v (£ aa,. (184)
|Z| |9/ k| ||

-~

6 410

L v

Q) € a superficie da esfera unitdria k£ na qual os harmdnicos esféricos definem uma base

ortonormal para exp(ik - 77), com 7] podendo assumer os valores de 7 ou .

fZ/ (W) Ji Ikllf\)lg(\k\lyl\)|k| i YV( )Y (%) .

1=0 v=—1 /\exp< ” > |7 |y

-~

Ki(|21,191)

J/

Definimos o nicleo K;(|Z|, |¢]) como

2 [y ENZD) 3 (EF]) =
0 Aexp( ) -1

Substituimos (186) em (185) e encontramos

+oo  +I RN
o= =32 3w v () () (157

1=0 v=—1

Substituimos as equagdes (172) no lado esquerdo e (187) no lado direito da equagdo (92),

obtemos a seguinte expressao:

S5 [ fespl-20)] - 117, a1 (L) (S)ve (L) e

=0 v=-I

+oo  +I
= 22 anl#y, <‘x|> (188)

=0 v=-I

Podemos cancelar o termo Y}” (%) em ambos os membros da equacdo anterior e ficamos
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

S5 [ teswl-zem - vy s vas iy () v () e
=33 g7 (189)

Finalmente, resultamos com uma equacao integral para cada [ dada por

+oo
/0 {exp [=2v(191)] — 1} Ku(|7], |9 g (191) |91

<[ Yl”(y)w (i) 09, = g1>(17), (190)
Jo 7 \i ) Y i)

-~

1

que resulta em
+o0 )
| e 2000 - 1 Kallal 1) (D140 = aa(0). (91
0
Vamos definir as variaveis r;, r9 € ¥ COMO
@ =r gl =72 |kl =u, (192)
com {7y, 72, u > 0}. novamente, nessas varidveis obtemos
+o00
/ {exp [—2v(ry)] — 1} K;(r1, T’Q)gl)\(’l"g)?“;d?"g = gia(r1). (193)
0

Um caso particularmente facil de prosseguir com os calculos analiticos é fazer | = 0 em (171).

Fazendo isso, obtemos

(ury) sin(ury) (194)

m\»—t

ﬁ

7Tu7’1

(urs) sin(urg)urs (195)
V TUT9

M\»—‘
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

entdo a fungdo de Bessel esférica para [ = 0 é dada por

) sin(ur

]o(w“l) = ( 1)
urq

. sin(ur

Jo(ury) = ( 2).
ury

Levamos as equagdes (196) e (197) na equacdo (186) e obtemos

Ko(Tlﬂ”Q)Z—

T Aexp (%) -1 T Aexp (Z—Z) -1

2 /1 o0 i i
Ko(r1.m) — 2 (_) / 81n(ur1)s21n(u7“2)du
0

r172 )\exp(Z—b)—l

1 2 [Tsi i
Ko(rir) = _/ sm(url)s:n(urz)du
7“17“2\7T 0 )\exp(%)—l .
p(rirs)
1
Ko(ri,r2) = ﬁp(ﬁﬂb).
172

A equacdo (193) para o caso [ = 0 fica da seguinte forma:

/0 " {exp [=20(r2)] — 1} Ko(r1, 72)gon(r2)r2drs = gon(r1).

Substituimos (201) em (202), cancelamos um termo 7, para obter

/0 N {exp [—2v(ry)] — 1} Tllp(’f’l, 72)go(12)T2drs = goA(r1).

Da equagao (168) obtemos

A equacdo (169) nos diz que
o1(r)|o1(r)| = exp [-2v(r)] — 1.

Levamos (204) e (205) em (203) e ficamos com

hoa(r1)

/+Oo o1(re)|o1(ra)|p(ry Tz)Mrzdrz =r .
0 ’ 7”1|0'1(7”1)|

7“2|01(7“2)|
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

Cancelando os termos comuns no numerador € no denominador em (206) obtemos

/+OOU (ro)p(r1,m9)ho A(12)dry = o (r1) (207)
172 1,72) o (T2)ars = .
0 |o1(r1)]
Podemos escrever p(rq,79) a partir de (167) da seguinte forma
R(Tl, 7“2)
r,Ty) = —————. (208)
o) |o1(r1)]o1(72)
Finalmente, substituindo (208) em (207) obtemos
1 too R(ry,7m3) hox(r1)
o1(ry)——2hg\(1r9)dre = — (209)
|01(T1)|/o 1(r2) o1(r2) oa(r2)dr2 o1 (r1)]

novamente cancelamos os termos comuns no denominador € no numerador no integrando

de (209) para obter
—+00
/ R(Tl,T'Q)hO,)\(TQ)dTQ = h07)\(7“1). (210)
0

O

O que demonstra o teorema 5.7.
A partir das equagdes (200) e (201), podemos escrever a expressao para p(ry, ;) da se-

guinte forma

/\exp(Z—z)—l T

9 /+oo sin(”ﬁ) sin(urz) du — 1 /+°° sin(uﬁ) Sin(lﬂ’g)du 211)
0 _

p("“l;TQ):; o Aexp (Z_Z)—].

Vamos aqui demonstrar uma identidade matemadtica util para escrever a equagao (211) na

forma da equacgao

du = p_(r1,72) + py(r1,72)
212)

o exp [i(ry — ro)ul — exp [i(1ry + r9)u
o = [ SRl s

o oo Aexp (Z—;) —1

que é a equacio (40) do formalismo Alvarez-Estrada [34].

Corolario 5.8. Seja f(u) : R — C. Entdo

+0o0 —+00 +oo
fwdot [ fuyde = / ) + f(w)] du

— — 00

+o0 +oo
:/ WRf(u)du=2% [ flw)du (213)

o0 —00
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5.2 Tratamento matematico da equagao integral

Usando uma relagdo trigonométrica simples, verificamos que

exp [i(r1 — ro)u] — exp [i(r1 + r2)u]

sin(ury) sin(ury) =

4
exp [—i(ry — ro)u] — exp [—i(r; + rg)u]_ 214)
4
Vamos definir a fungdes
f(U) — exXp [1(7"1 — TQ)U] — &Xp [Z(Tl + T2)u] (215)
g(u)
U2
= A — | =1
g(u) exp ( 46)
Substituimos (215) na equagdo (211) e obtemos
1 +o00
i) = o [ () £ @) du 216)
Usando a relag@o (213) na equagdo (216), obtemos
1 —+00 1 —+o0
p(ry,re) = EQ% - flu)du = %3? - f(u)du. (217)

Todavia, a parte imagindria de f(u) ¢ uma fungdo impar, pois corresponde a fungdes seno (a
parte imagindria de uma fungdo exponencial ¢ a fungdo seno) dividida por g(u) que é uma

fung¢do par, logo, a integral de f(u) no intervalo (—oo, +00) é nula e podemos concluir que

“+00 “+o0o

R f(u)du = f(u)du (218)
1 [t
p(ry,re) = oy f(u)du. (219)
Finalmente,
+OO . _ _ .
plrnvrs) = 5o [ SR SR gy (11 1) 4 )
T ) oo Aexp (E) —1

(220)
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5.3 Conclusao

que € a equacgdo (212), com

1 [+ i(ry —
ptrir) =5 [ S el (221)
21 |  Aexp (Z—b) -1

1 [t expli(ry +m)u
p+(ri,m2) = —/ - bliln P 2 ]du (222)
21 ) Aexp (%) -1

5.3 Conclusao

Ao estudar todo o desenvolvimento do formalismo Alvarez-Estrada [34] concluimos que,
essencialmente, o que € feito € a determinacdo de algumas condi¢des as quais o potencial

entre os pares de base deve satisfazer para que a funcdo de particao possa ser convergente.
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6 Conclusao

No capitulo 4, concluimos que a divergéncia na separacdo média das bases [29] ocorre
quando os autovalores sdo degenerados. Se introduzimos um termo [23], que levanta esta
degenerescéncia, a divergéncia nao € mais observada. Também verificamos que a transi¢ao
abrupta do potencial anarmonico € na verdade um artefato resultante desta divergéncia.

Nao fica claro, no entanto, se o termo de tor¢ao realmente eliminou a divergéncia comple-
tamente, embora a separacao das bases deixa de divergir com este termo. Também € verdade
que, para sequéncias com grandes nimeros de pares de base, ndo se observa a divergéncia.
Portanto, é necessario realizar uma andlise mais detalhada das condicdes de convergéncia.
Em funcdo disso, refizemos todos os passos do formalismo Alvares-Estrada [34], que de fato
obtém algumas condig¢des, descritas nas equagdes (164) e (140), as quais o potencial que si-
mula as ligacdes de hidrogénio deve satisfazer. Entretanto, a proposta de acrescentar o termo
de tor¢ao no potencial de empilhamento, ndo encaixa diretamente na propositura de [34],

visto que esse ultimo € todo estruturado com o potencial harmonico.

6.1 Perspectivas futuras

O proximo passo serd investigar se o potencial de Morse satisfaz a equacao (165) do forma-
lismo Alvares-Estrada [34]. Outra andlise interessante seria verificar se o termo de solvente,
que pode ser adicionado ao potencial de Morse [23], possui as condi¢des de convergéncia
mostradas nas equacdes (164) e (140).

Nesse sentido, também gostariamos de verificar outros potenciais que poderiam descrever

as ligacdes de hidrogénio, como por exemplo potenciais do tipo

V(r)zé—E

rn rm ?

que depende dos parametros A, B,m e n (n > m), frequentemente usados no estudo do
estado s6lido da matéria. Talvez assim, possamos melhorar os dados termodinamicos obtidos

apartir do modelo.
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A Apéndice: Condic¢oes funcionais do Hamiltoniano Peyrard-
Bishop

Embora conhecidas, vamos desenvolver algumas condi¢des funcionais que o Hamiltoniano
do modelo Peyrard-Bishop obdece.

Da mecanica hamiltoniana, temos

(i) Se a Lagrangeana nao depende explicitamente do tempo, a fungao H € conservada;

Demonstracao:
Seja L a Lagrangeana do sistema nas coordenadas generalizadas {¢;},comi =1,2,..., N (N
¢ o nimero de graus de liberdade do sistema), tal que L = L(g;,¢;,t) =T — V,onde T e V

sdo as expressoes para as energias cinética e potencial respectivamente.

N
H = H(gi,pi,t) = Z [—L(q;, Gi(pi), t) + piGi(ps)] (223)
i1
= dL(gs, di, 1) = o (PLag, + %L i) + OLay (224)
QquH - — aql Q’L aql QZ 875

usando gL
q

i

=p; € g—; = p; em (224) temos:

N
oL
= dL Qza Qw E pldQ’L + pzd% + Edt (225)
=1

agora, diferenciamos a equacao (223):

Mz

H(gi,pi,t) —dL(q;, Gi(p:), t) + dpidi(p:) + piddi(ps)) (226)

=1

Levando a equacdo (225) na equacdo (226) ficamos com

N
dH(Qi>pi7t) = Z (_pid%’ — pidg; — ot

oL . .
—dt + dp;g;(p;) + I%’%(Pz‘))
i=1

N

) ) oL
dH (g, pi,t) = (—pz’d% + Gi(pi)dp; — Edt>
i—1
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finalmente, fazendo a derivada total com rela¢do ao tempo, chegamos na seguinte relacao:

N
8L) ) 07

d
o (¢, pi t) ;:1( Pidi + ¢i(pi)p 5 5

(ii) Se a funcdo potencial V' ndo depende das velocidades e a funcdo energia cinética é
homogénea de segunda ordem (condi¢do suficiente), entdo /1 € a energia total do sistema, ou

seja, H =T+ V.
Demonstracio: SeT =) im;¢? eV = V(g;,t) entdo

> _pidi =2T (228)
e a equacdo (223) fica:

H(q,pit) =[-(T=V)+2T|=T+V (229)
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