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RESUMO

O presente trabalho trata do desenvolvimento de uma formulagdo numerica ndo linear para
descricdo do comportamento mecanico viscoelastico de estruturas de portico e vigas
submetidas a estado de tensdo constante (fendmeno conhecido como fluéncia) e discretizadas
em elementos finitos de portico plano. O desenvolvimento é baseado na formulacéo
posicional ndo linear do Método dos Elementos Finitos considerando a teoria classica de
vigas de Bernoulli-Euler. Essa abordagem é fundamentada em conceitos variacionais do
principio da energia potencial total estacionaria. Desenvolvida para analisar problemas com
nao linearidades fisicas e geométricas, a formulacdo adotada considera as posi¢des nodais, ao
invés dos deslocamentos nodais, em relacdo a um sistema de referéncia fixo no espaco para
descrever a cinematica dos elementos finitos. A ndo linearidade geométrica considerada
refere-se a analise do equilibrio da estrutura na posicdo deformada utilizando-se o método de
Newton-Raphson. Ja a ndo linearidade fisica considerada refere-se a descricdo do
comportamento viscoelastico através da adocdo de uma relacdo reologica deduzida do modelo
padrdo de solido com parametros do material dependentes da tensdo. A formulacdo é
implementada computacionalmente e, na sequéncia, exemplos qualitativos e analises da
influéncia dos parametros do material e dos pardmetros numéricos sao apresentados a fim de
verificar a coeréncia e 0 comportamento da implementacdo. Além disso, séo apresentados trés
exemplos de calibragdo com base em ajustes dos parametros do modelo padréo de sélido em
relacdo aos niveis de tensdo utilizando-se o método dos minimos quadrados. Dois desses
exemplos s@o baseados em resultados experimentais de ensaios de fluéncia a tracdo e um em
resultados experimentais de ensaios de fluéncia a flexdo. Para tanto, é adotada uma
abordagem de parametrizacdo da altura que proporciona uma idealizacdo do componente
estrutural andloga a um feixe de barras. Essa abordagem possibilita a consideracdo do
comportamento de fluéncia ndo s6 em relacdo a contribuicdo desta na linha centroidal, mas
em relacdo a contribuicdo da fluéncia em cada faixa ao longo da altura. A formulacgéo
calibrada é entdo utilizada para analisar numericamente o comportamento viscoelastico ndo
linear de corpos de prova e estruturas e comparar com 0s respectivos resultados experimentais
obtidos da literatura. Esse procedimento é realizado com intuito de comprovar a capacidade
de ajuste e de representacdo quantitativa do comportamento de fluéncia, com base na
abordagem proposta.

Palavras-chave: Viscoelasticidade, Fluéncia, Formulacdo Posicional, Método dos Elementos
Finitos, Modelo Reoldgico.



ABSTRACT

The present work aims to develop a nonlinear numerical formulation used to describe the
viscoelastic mechanical behavior of framed structures and beams under a constant stress state
(known as creep phenomenon) and discretized by plane framed finite elements. The
development is based on the nonlinear positional formulation of the Finite Element Method
and takes into consideration the beam kinematics of Bernoulli-Euler. This approach is based
on variational concepts as the principle of stationary total potential energy, developed to
analyze physical and geometrical nonlinearities. It considers the nodal positions of a structure,
rather than nodal displacements, regarding a system of reference fixed in the space in order to
describe the kinematics of the finite elements. The geometrical nonlinearity involved
considers the structural equilibrium at the deformed position obtained by the Newton-
Raphson method. The adopted physical nonlinearity refers to the description of viscoelastic
behavior through the adoption of a rheological relation derived from the standard solid model,
with stress dependent material parameters. The proposed formulation is computational
implemented. Qualitative examples and analyses of the influence of material parameters and
numerical parameters are presented to verify the consistency and the behavior of such
implementation. Moreover, through the least squares method, three examples of calibration
are presented based on the adjustment of the parameters of the standard solid model in
relation to the stress levels. Two of these examples are based on experimental results of creep
tests of traction and the other one is based on experimental results of creep tests of bending.
To achieve such results an approach of height parametrization that provides an idealization of
the structural component as bundled bars is adopted. This approach enables the consideration
of the creep behavior not only in relation to its contribution on the central line, but also in
relation to the contribution of creep on each part along the height. Then, the calibrated
formulation is used to analyze tests and real structures from the literature. The obtained
numerical results are compared to the experimental results to confirm the fitting capacity and
the quantitative representation of the creep behavior based on the proposed approach.

Keywords: Viscoelasticity, Creep, Positional Formulation, Finite Element Method,
Rheological Model.
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INTRODUCAO

Os crescentes desenvolvimentos do conhecimento cientifico em varios campos da engenharia,
assim como dos métodos numeéricos e recursos computacionais, auxiliam na constante busca
por projetos que apresentem bom desempenho estrutural (estrutura previsivel e segura) com
baixo custo econdmico. Com esse intuito muitas pesquisas se concentram na utilizacdo de
elementos estruturais com materiais alternativos (materiais poliméricos, materiais compostos,
materiais inteligentes, entre outros), menores tolerdncias de projeto, peso reduzido e,
consequentemente, maior flexibilidade. Esse tipo de concepcdo possibilita o maior
aproveitamento das propriedades e funcionalidades dos elementos estruturais e em muitos
casos proporciona um comportamento ndo linear preponderante a estrutura. Dessa forma,
muitas das aproximacdes da teoria linear ndo sdo mais validas, sendo necessario recorrer as
analises ndo lineares que representam com maior fidelidade o comportamento desses
elementos estruturais. No entanto, essas analises sdo complexas e apresentam solucbes
analiticas restritas, sendo necessario recorrer a métodos numéricos, como as formulagdes que

existem na literatura baseadas no Método dos Elementos Finitos.

Dentre os comportamentos ndo lineares que uma estrutura quase-estatica esta submetida
destacam-se as ndo linearidades geométricas relacionadas ao equilibrio na posicdo deformada
e as ndo linearidades fisicas representadas pelas relagfes constitutivas ou reoldgicas. Essas
relacBes descrevem basicamente 0s comportamentos mecanicos elastico, plastico e viscoso
através de equacOes tensdo-deformacdo que podem incluir a dependéncia de variaveis
especificas, como tempo, temperatura, umidade, pressao, entre outras. Em geral, 0s materiais
reais podem apresentar esses trés comportamentos separadamente, dependendo das
propriedades do material e das condi¢fes de servigo, ou de forma simultanea através de
comportamentos intermediarios entre dois ou trés desses, como viscoelastico, elastoplastico e

viscoelastoplastico (Meyers e Chawla, 2009; Findley et al., 1989).



Dentre os materiais alternativos utilizados em elementos estruturais abordados em recentes
estudos se destacam o0s materiais poliméricos e 0s materiais compostos com matriz
polimérica, principalmente por apresentarem boa relacao resisténcia/peso em comparagdo aos
materiais estruturais convencionais. Contudo, dependendo de suas propriedades e dos niveis
de tensdo aos quais estdo submetidos, esses materiais apresentam comportamento mecanico
viscoelastico ou viscoelastopléstico ndo linear, em que os parametros ndo sdo considerados
constantes e podem variar com tempo, temperatura, tensdo, deformacéo e/ou outros grandezas
de estado fisico. Esses comportamentos caracterizam-se principalmente pela dependéncia do
tempo nas respostas as solicitacbes externas e sdo descritos pela combinacdo do
comportamento viscoso, tipico de materiais fluidos, com o comportamento elastico ou
plastico, tipico dos materiais solidos. Assim, muitos trabalhos estdo relacionados ao estudo e
modelagem do comportamento desses materiais nas mais diversas areas como infraestrutura,
construgdo civil, indlstria mecénica, industria aeroespacial, entre outras. Como exemplos
podem ser citados os trabalhos de Godat et al. (2013), Késtner et al. (2012), Sa et al. (2011a)
e Mufioz-Rojas et al. (2011).

Segundo Findley et al. (1989), Meyers e Chawla (2009) e Finnie e Heller (1959) os estudos
sobre viscoelasticidade em materiais sélidos tém sido desenvolvidos ha mais de 180 anos,
sendo seus primeiros experimentos desenvolvidos e publicados em 1834 pelo engenheiro
francés Louis Joseph Vicat em Vicat (1834). Além disso, as pesquisas e desenvolvimentos
nessa area se intensificaram no ultimo século com o desenvolvimento e aprimoramento de
tecnologias e aplicacdes praticas nas quais 0s comportamentos viscoeldstico e
viscoelastoplastico sdo mais acentuados, como a prépria utilizacdo de materiais poliméricos e
materiais compostos em elementos estruturais e a exposi¢cdo de elementos estruturais a
condicdes de servigco mais severas, principalmente em relagcdo a temperaturas elevadas, como
nas turbinas a gas, reatores nucleares, processos de fabricacdo de molas e indudstrias quimicas

e petroquimicas.

No presente trabalho o interesse restringe-se ao comportamento mecéanico viscoelastico néo
linear em materiais solidos, o qual pode ser caracterizado de duas formas principais. A
primeira descreve a variagdo da deformacdo de um material solido ao longo do tempo quando
submetido a um estado de tenséo constante, conhecido como fendmeno de fluéncia. A
segunda descreve a variacdo da tensdo ao longo do tempo quando submetido a um estado de
deformacdo constante, conhecido como fenémeno de relaxacdo (Marques e Creus, 2012;

Christensen, 2003; Findley et al., 1989). O comportamento mecanico de fluéncia apresenta



consideravel relevancia em materiais vitreos ou amorfos, em geral materiais poliméricos e
materiais compostos, principalmente com matrizes poliméricas (Meyers e Chawla, 2009;
Argyris et al., 1991; Scott et al., 1995). Sendo esse comportamento mecanico, também, um
fendmeno relevante no estudo de estruturas de madeira. Em longos periodos de tempo sujeitos
a tensdo constante, esses materiais chegam a apresentar deformac6es adicionais superiores a
um quarto da deformacédo elastica, podendo causar falha estrutural ou até rompimento do
material sob acdo de campos de tensdes consideravelmente inferiores a tensdo limite do
material (Findley, 1987; Sa et al., 2011a; Youssef, 2010). No entanto, até os materiais com
estrutura quimica cristalina, como o0s metais principalmente, podem apresentar um
comportamento de fluéncia relevante sob temperaturas superiores a um terco de sua
temperatura de fusdo. Dessa forma, um grande nimero de falhas a altas temperaturas pode ser
atribuido a viscosidade do material, tornando também importante o estudo da fluéncia em
componentes mecanicos e estruturais metalicos submetidos a temperaturas elevadas (Meyers
e Chawla, 2009; Finnie e Heller, 1959; Yao et al., 2007; Kassner e Pérez-Prado, 2004). Para o
caso de materiais ceramicos a fluéncia pode se tornar relevante sob temperaturas superiores a
metade de sua temperatura de fusdo (Meyers e Chawla, 2009). Ja o fendmeno de relaxagéo é
particularmente importante no caso de problemas envolvendo estruturas constituidas por
membranas, cabos de ago, estais e cordas. Um caso particular e de fundamental importancia
em aplicacBes na Engenharia Civil é o de estruturas de concreto protendido. Nesse caso 0
cabo de aco, sob tracdo, esta submetido ao fenbmeno de relaxacdo e o concreto, sob

compressdo, esta submetido ao fenémeno de fluéncia.

Dentro deste contexto, o presente trabalho se dedica a apresentar o desenvolvimento de uma
formulagdo numeérica capaz de descrever o comportamento mecanico viscoelastico ndo linear,
mais especificamente o fendmeno de fluéncia, em vigas e estruturas de portico plano. Essa
descricdo do fenémeno de fluéncia consiste na representacdo da evolucdo dos deslocamentos
nos elementos estruturais ao longo do tempo, sob determinado estado de carregamento
estatico, e na obtencao da posicdo de equilibrio ap6s determinado intervalo de tempo.

Para tanto, a formulacdo numérica desenvolvida toma como base a formulagéo posicional ndo
linear do Método dos Elementos Finitos. Neste trabalho, essa formulacdo é particularizada
para descricdo do comportamento mecanico viscoelastico ndo linear de fluéncia em elementos
finitos de portico plano, na qual é considerada a teoria classica de vigas de Bernoulli-Euler e
adotada uma medida de deformacdo de engenharia. Nesse desenvolvimento a contribuicdo da

fluéncia é introduzida de forma original na formulacdo posicional ap6s a parametrizacdo da



altura do elemento estrutural. Essa abordagem propicia uma idealizacdo do elemento
estrutural como um feixe de barras e permite a adogdo do modelo reoldgico uniaxial padrdo
de sélido (modelo de Zener) na consideracdo da relacdo entre tensdes, deformacdes e tempo.
Essa abordagem permite ainda a utilizacdo de resultados de ensaios de fluéncia a tracdo em
barras, de uma forma simples, na calibracdo da formulacdo que seré utilizada para simulacdo
do comportamento de fluéncia a flexdo. Para tanto, é considerado que o material apresenta
comportamento simétrico em relacdo ao nivel de tensdo, apresentando as mesmas
propriedades mecéanicas tanto no comportamento de fluéncia a tracdo quanto a compressao.
Contudo, essa consideracdo ndo representa, de uma forma geral, o comportamento real dos
materiais, podendo ser fonte de erro em situa¢fes que o elemento estrutural esta submetido

tanto a tracdo quanto a compressao, como acontece na flexao.

O texto presente nesta dissertacdo sera composto por mais seis capitulos principais, além do
capitulo inicial (introducdo). No capitulo dois (revisdo bibliografica) serdo apresentados
conceitos importantes para o entendimento dos métodos e procedimentos adotados no
desenvolvimento da formulacdo, sendo destacados os artigos relevantes consultados e
utilizados como referéncias durante a pesquisa. No capitulo trés (desenvolvimento da
formulagéo) inicialmente a formulagdo posicional do Método dos Elementos Finitos seré
descrita de uma forma geral e, em seguida, serdo detalhados os procedimentos adotados na
particularizacdo desta para descricdo do comportamento mecéanico de interesse. No capitulo
quatro (implementacdo computacional) serdo descritos 0s passos e procedimentos
algébricos utilizados para permitir a avaliacdo de forma numeérica dos calculos presentes na
formulacdo e possibilitar sua implementacdo computacional. No capitulo cinco (exemplos e
analises qualitativas) serdo apresentados exemplos qualitativos a fim de verificar a coeréncia
do comportamento estrutural descrito pela formulacdo em relacdo a teoria da
viscoelasticidade. Além disso, serdo apresentadas analises de variacdo nos parametros do
material e nos parametros de discretizagdo com o intuito de verificar a influéncia destes nos
comportamentos de fluéncia a tracdo e de fluéncia a flexdo. J& no capitulo seis (calibracéao e
exemplos quantitativos) serdo apresentados trés exemplos de calibragdo da formulacdo assim
como exemplos quantitativos utilizando as respectivas calibragbes. Estes exemplos seréo
desenvolvidos a fim de demostrar a capacidade de representacdo quantitativa do
comportamento de fluéncia a partir de métodos simples de calibracdo da formulacdo
apresentada. Finalmente, no capitulo sete (consideracdes finais e sugestdes para trabalhos

futuros) serdo destacados os resultados e analises importantes e a pertinéncia destes dentro do



tema e do objetivo proposto. Além disso, serdo apresentadas algumas sugestdes para trabalhos
futuros e para prosseguimento de pesquisas na area com base nos desenvolvimentos e

resultados apresentado.
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REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sdo apresentadas algumas referéncias bibliograficas relevantes da area e que
foram consultadas no desenvolvimento da pesquisa. Sdo apresentados conceitos e teorias
abordados e que serdo importantes para o entendimento dos métodos e procedimentos
adotados ao longo do trabalho. No entanto, ndo se pretende com esta revisdo apresentar todas
as aplicagdes e pesquisas desenvolvidas na area. Dessa forma, sdo englobados apenas 0s
artigos mais recentes e considerados relevantes ao escopo do trabalho proposto, dentre os
artigos consultados, sendo abordados dois temas principais: comportamento viscoelastico de

fluéncia e formulagéo posicional do Método dos Elementos Finitos.

2.1 Comportamento viscoelastico

A obtencdo da resposta de um componente estrutural sob diferentes condi¢fes de tensédo ou
deformacdo e condi¢bes ambientais requer a definicdo de diferentes varidveis relacionadas
através de equac6es fundamentais de equilibrio, de compatibilidade cinematica e constitutivas
ou reoldgicas, além, de um conjunto de condicGes iniciais e de contorno. As equacbes
reoldgicas, especificamente, fornecem as relacfes entre tensdo, deformacédo e tempo através
de expressdes matematicas que incluem constantes como propriedades do material e
condi¢cdes ambientais (como temperatura, pressdo e umidade). Essas equacdes possibilitam a
descri¢do do comportamento mecanico dos elementos estruturais ao longo do tempo (Findley
etal., 1989).

Segundo Findley et al. (1989), os materiais sdlidos apresentam principalmente trés tipos de
comportamento mecanico, que sao: elastico, plastico e viscoelastico. No comportamento
elastico o material apresenta resposta elastica instantanea (independente do tempo) seguindo,
por exemplo, a lei de Hooke no caso linear. Nesse caso o elemento estrutural recupera sua
forma original quando descarregado. Se a tensdo atuante no material for suficientemente

grande, acima do limite elastico, este passa a apresentar comportamento plastico e parte da



deformac&o observada ndo é mais recuperada apos o descarregamento do elemento estrutural,
apresentando uma deformacdo permanente residual. JA& no caso do comportamento
viscoelastico o material apresenta, quando solicitado pela agdo de um conjunto de forcas, uma
resposta elastica instantanea e uma resposta elastica adicional dependente do tempo, lenta e
amortecida (com taxa decrescente de deformacédo). Nesse caso, no descarregamento, se for
dado um tempo suficientemente grande, o elemento estrutural recupera sua configuracdo
original de forma lenta e amortecida. Esse comportamento viscoelastico pode ser linear ou
ndo linear em relacdo ao carregamento. No comportamento linear, a resposta do material
depende somente do tempo. Para materiais cuja resposta a solicitacdo depende do tempo e da
tensdo o comportamento é denominado ndo linear. Esses trés comportamentos podem ser

ilustrados como na Figura 2-1.
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Figura 2-1: Comportamento de material sélido (adaptado de Findley et al., 1989)

Vale observar que, dependendo das propriedades do material e do nivel de tensdo, os
materiais solidos reais podem apresentar comportamento viscoelastoplastico ndo linear. Nesse
comportamento parte da deformacdo obtida na fase de evolucdo amortecida da deformacéao
pode ser atribuida a plastificacdo do material. Nesse caso, no descarregamento, se for dado
tempo suficientemente grande, o material recupera parte da deformacdo total mantendo uma
deformacéo permanente residual. No entanto, neste trabalho esses efeitos de plastificagdo na
deformacdo dos elementos estruturais ndo sdo considerados, sendo estes tratados como

constituidos de material viscoelastico ndo linear.

O comportamento viscoelastico pode ser estudado principalmente por meio da analise de dois
fendmenos basicos: fluéncia e relaxacdo. O primeiro se refere a deformacéo lenta e continua
do material sob um estado de tenséo constante, como ilustrado na Figura 2-2(a). O segundo se

refere & reducdo gradativa (alivio) do estado de tensdo que o material esta submetido devido a



um estado de deformacdo prescrito, como ilustrado na Figura 2-2(b) (Argyris et al., 1991;
Youssef, 2010; S4, 2007).
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Figura 2-2: (a) Representagdo do fendmeno de fluéncia; (b) Representacdo do fendmeno de relaxacgéo (S4, 2007)

No presente trabalho € abordado especificamente o fenémeno da fluéncia. Segundo Yao et al.
(2007), Youssef (2010) e Findley et al. (1989), esse fendmeno pode ser descrito através de um
diagrama de deformacdo por tempo dividido em trés estagios distintos, como ilustrado na
Figura 2-3. No primeiro estagio ha uma redugdo na taxa de deformacdo, chamado de fluéncia
primaria. No segundo estagio a deformacdo € mantida a uma taxa de deformacdo constante,
podendo inclusive ser nula, chamado de fluéncia secundaria. Ja no terceiro estagio, o qual
pode ndo ocorrer dependendo do tipo de material e do nivel de tensdo aplicado, a deformacéo
aumenta a uma taxa de deformacédo crescente, chamado de fluéncia terciaria. Esse diagrama

foi proposto originalmente em Thurston (1895).
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Figura 2-3: Estagios do fendmeno de fluéncia (adaptado de Youssef, 2010)
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Por apresentar procedimentos de ensaio e de medigdo dos resultados mais simples, grande
parte das pesquisas envolvendo comportamento viscoelastico se referem ao estudo do
fendmeno de fluéncia. Dessa forma, algumas equacdes analiticas e métodos de analise foram
propostos para descrever esse comportamento baseado em ensaios de fluéncia. Segundo Scott
et al. (1995), trés das principais abordagens adotadas na literatura para modelar esse
fendmeno, em materiais poliméricos reforgados com fibra, séo a Lei de Poténcia de Findley, o

Principio da Superposicdo de Boltzmann e a Equacdo Integral de Schapery.

A Lei de Poténcia de Findley foi obtida de forma empirica e pode ser dada por (Findley,
1987; Scott et al., 1995):

e(t) = g+ &ith (2-1)

em que &(t) representa a deformacdo total por fluéncia dependente do tempo, &', representa a
deformacéo elastica inicial dependente da tensdo e da temperatura, €', representa uma funcao
de fluéncia dependente da tensdo e da temperatura, n representa a constante do material

independente da tensdo e t representa o tempo apds o carregamento.

O Principio da Superposi¢do de Boltzmann estabelece que a soma das deformacdes obtidas
como respostas de fluéncia, dependentes do tempo, resultantes de cada contribui¢do de tenséo
aplicada é igual a resposta de deformacdo por fluéncia resultante da aplicacdo combinada de
todas as tensdes (Scott et al., 1995), o que pode ser representado pela seguinte equacao

integral:

do (1)
dt

t
e(t) =Jy0 +j J:(t —1) dr (2-2)
0

em que o representa a tensdo aplicada, t representa uma variavel auxiliar de tempo e t
representa um intervalo de tempo apds o carregamento. J& J, representa a funcdo de fluéncia
independente do tempo e J;(t) representa a funcdo de fluéncia dependente do tempo. Essas
fungdes sdo independentes da tensdo em um material viscoelastico linear e podem ser
determinadas a partir dos resultados do ciclo de fluéncia e recuperacdo sob tenséo constante.
Para um material viscoelastico ndo linear, o Principio da Superposicdo de Boltzmann néo é

aplicavel.
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Jd a Equacdo Integral de Schapery foi deduzida de conceitos de irreversibilidades
termodinamicas e pode ser descrita como na Equacdo (2-3), para o0 caso de carregamento

uniaxial em condicdes isotérmicas (Schapery, 1969; Scott et al., 1995).

t
(t) = agDyo + a1j; D.(¥ — lp’)dz_,z[ad'f (2-3)

Na Equacéo (2-3), D, ¢ a funcdo de fluéncia instanténea, D, é a funcdo de fluéncia transiente,

tdt d ~ A .
Y = fo ” ey = foTa_Z Sendo que, a,, a;, a, € a, Sd0 parametros do material dependentes

da tensdo, T representa uma variavel auxiliar de tempo e t representa um intervalo de tempo
apo6s o carregamento. D, e D, podem ser determinadas do teste de fluéncia sob pequenas
tensdes aplicadas, quando o material exibe comportamento viscoelastico linear. Ja as
propriedades ndo lineares do material dependentes da tensdo (a,, a;, a, € a,) podem ser
determinadas dos resultados do ciclo de fluéncia e recuperacdo sob tensdo constante em varios

niveis de tensdo.

A determinacdo do comportamento viscoeldstico por meio dessas equagdes analiticas
apresentadas requer a determinacdo de funcdes de fluéncia e de pardmetros do material que
aproximam o comportamento viscoelastico experimental. Nesses casos, geralmente sdo
utilizadas fun¢des exponenciais ou fungdes obtidas de modelos reoldgicos baseadas em series
de Prony.

A determinacdo das funcdes de fluéncia e dos parametros do comportamento viscoelastico
ndo linear em um material especifico, por meio de ensaios de longa duracdo em laboratério,
pode ser impedida pelo alto custo e extenso periodo de tempo necessario aos experimentos
para se obter resultados confidveis. Dessa forma, de acordo com Scott et al. (1995) e Luo et
al. (2001), para contornar essas limitacdes, sdo utilizadas técnicas de caracterizacdo acelerada.
Uma técnica muito difundida e aceita estd relacionada a utilizacdo da relacdo do
comportamento viscoelastico com elevadas temperaturas e/ou diferentes niveis de tens&o,
chamada de Principio de Superposicdo Tempo-Temperatura-Tensdo. Esse principio € baseado
na hipdtese que os efeitos de temperatura e/ou tensdo, no comportamento mecanico transiente
de um material, sdo equivalentes a um alongamento ou encurtamento do tempo real para
temperaturas e/ou tensdes, respectivamente, abaixo ou acima da temperatura e/ou tensao de
referéncia. Curvas de evolucdo da deformacdo com o tempo em diferentes niveis de

temperatura e/ou tensdo podem entdo ser reunidas para obtencdo de uma curva Unica, que
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descreve o comportamento do material, para determinada temperatura e tensdo de referéncia.
Curvas obtidas dessa maneira sdo comumente denominadas curvas mestras. Esse
procedimento possibilita 0 uso de dados de testes realizados em periodos curtos, com
temperaturas e/ou tensdes elevados, na previsdo do comportamento em longos periodos de

tempo sob determinada temperatura e tensdo de referéncia, atraves de interpolacdes.

Segundo Argyris et al. (1991), outra forma utilizada para descrever o comportamento
viscoelastico para campos de tensdo uniaxiais pode ser por meio de equacges diferenciais, que
ndo utilizam funcgdes de fluéncia (ou relaxacao), expressas como:

n

do "o de
O+ R oo+ Ry = Qoe+ Qag -+ + Qn

e

W (2'4)
em que os parametros R; e Q; séo definidos pelas propriedades do material dependentes do
tempo, da temperatura e do nivel de tensdo. Esses parametros podem ser determinados a partir
de modelos reoldgicos que representam o comportamento do material ao longo do tempo,
sendo as equacdes determinadas dessa forma denominadas como equagfes fenomenoldgicas.
Esse tipo de modelo é uma interpretacdo fisica do formalismo matematico descrito por
equacdes diferenciais como a Equacdo (2-4). As relacdes reoldgicas obtidas a partir desses

modelos diferem das rela¢6es constitutivas por considerarem a variavel tempo.

Os modelos reoldgicos sdo compostos por elementos eldsticos (molas), elementos viscosos
(amortecedores), elementos plasticos (atrito entre sélidos) ou associacdes de dois ou mais
desses elementos. Esses elementos podem ser lineares ou ndo e podem ser associados de tal
forma que o comportamento fisico descrito, para as deformacgdes em funcéo das tensdes e dos
parametros do material ou para as tensdes em funcdo das deformacdes e dos parametros do
material, reflita aproximadamente o comportamento viscoeléstico do material. Dessa forma, a
relacdo reoldgica do material pode ser representada por expressdes como a Equagdo (2-4).
(Findley et al., 1989; Argyris et al., 1991; Mesquita, 2002).

Os comportamentos mecanicos tipicos de materiais solidos (elastico, elastoplastico,
viscoelastico, entre outros) podem ser representados por modelos reoldgicos que aproximam
de forma satisfatoria a resposta do material as solicitagdes externas. Além disso, mais de um
modelo pode ser capaz de representar um mesmo comportamento dependendo dos parametros
adotados em seus elementos e da associacdo entre esses elementos. Em geral, o

comportamento viscoelastico é representado por modelos que associam elementos elasticos e
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viscosos. Esses elementos podem ser representados como na Figura 2-4 e respeitam as
Equacdes (2-5) e (2-6), respectivamente para o elemento elastico e para o elemento viscoso
(Findley et al., 1989; Argyris et al., 1991; Mesquita, 2002).

E n
%MM_W H_> o
(@) (b)

Figura 2-4: (a) Elemento elastico; (b) Elemento viscoso

o=Ee (2-5)
s

=nN— = > 2-6

o =N =T1¢ (2-6)

Nas Equacdes (2-5) e (2-6), os parametros E e 7 representam as propriedades do material e
sdo denominados, respectivamente, como mdédulo de elasticidade longitudinal e médulo de

viscosidade.

De uma forma geral, os modelos reolégicos aplicados para representacdo dos comportamentos
mecanicos dos materiais viscoelasticos podem ser derivados dos modelos generalizados de
Maxwell e de Kelvin-Voigt, ilustrados pelas Figura 2-5 e 2-6, dependendo da defini¢do dos

parametros envolvidos (Findley et al., 1989; Argyris et al., 1991).

1

E, E, E.

O

2

Figura 2-5: Modelo generalizado de Maxwell (Argyris et al., 1991)

1

v {j}

E, E,

e

Figura 2-6: Modelo generalizado de Kelvin-Voigt (Argyris et al., 1991)



14

Em Mesquita (2002) podem ser vistos alguns modelos reoldgicos que sdo utilizados para
descri¢do dos comportamentos mecanicos de materiais solidos, assim como suas respectivas
equacdes. Trés dos modelos mais utilizados na literatura, para representacdo do
comportamento de materiais solidos viscoelasticos, sdo os de Kelvin-Voigt e de Boltzmann,
apresentados em Mesquita (2002) e o modelo padrdo de sélido, ou modelo de Zener,
apresentado em Findley et al. (1989). Esses modelos estdo expostos na Figura 2-7.

E EZ E]
YWWA £ YWW YWW
1
1 o [ W n [ | E uw |
— — WW———
(a) (b) (c)

Figura 2-7: (a) Modelo de Kelvin-Voigt; (b) Modelo de Boltzmann; (c) Modelo padréo de sélido (Zener)

Apesar de muito utilizado na representacdo do comportamento viscoelastico dos materiais, 0
modelo de Kelvin-Voigt, apresentado na Figura 2-7(a), é capaz apenas de representar o
fenémeno de deformacdo eléstica amortecida. Nesse fenémeno, apés um intervalo de tempo
suficientemente grande, o material atinge de forma amortecida um valor de deformacéo
méaxima igual a deformacédo elastica instantanea que um material elastico atingiria, ndo sendo
capaz de representar o fenémeno de fluéncia, no qual se obtém uma deformacdo elastica
amortecida adicional a deformacéo elastica instantanea. J& os modelos de Boltzmann e padréo
de solido, apresentados respectivamente nas Figura 2-7(b) e 2-7(c), consideram tanto o
comportamento elastico instantdneo quanto o comportamento elastico amortecido dos
materiais e fornecem uma deformacéo adicional a deformacéo final obtida por um material
elastico. Além disso, no modelo de Boltzmann o comportamento eléstico instantaneo depende
apenas do parametro E;, que representa o modulo de elasticidade longitudinal do material.
Enquanto o parametro E, determina a deformacdo amortecida adicional, ap6s um intervalo de
tempo suficientemente grande, e representa 0 médulo de elasticidade longitudinal do material
no comportamento elastico amortecido. J& no modelo padrdo de sélido o comportamento
elastico instantaneo depende dos parametros E; e E,, sendo que a soma desses parametros
representa 0 mddulo de elasticidade longitudinal do material. Nesse modelo, o pardmetro E;
determina a deformacdo final (soma da deformacdo elastica instantanea e da deformacéo
elastica amortecida), ap6s um intervalo de tempo suficientemente grande, e representa o

modulo de elasticidade longitudinal do material no comportamento elastico amortecido. Nos
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trés modelos o pardmetro # representa 0 mddulo de viscosidade do material, o qual determina

a taxa de deformacéo com o tempo e proporciona um comportamento amortecido ao material.

A determinacdo da deformacdo quando a tensdo é conhecida ou vice-versa requer a integracdo
no tempo de equacdes diferenciais semelhantes a Equacdo (2-4), obtidas a partir de modelos
reologicos adequados, em que a ordem da equagdo geralmente corresponde ao numero de
elementos viscosos (amortecedores) do modelo (Argyris et al., 1991). Porém, normalmente a
integracdo da Equacdo (2-4) é complexa e, dessa forma, € necessario dividir o modelo em
modelos mais simples e proceder com a soma das deformacdes em cada modelo para
obtencdo da deformacdo total ou utilizar um método numérico adequado, como pode ser
observado nos trabalhos destacados a seguir.

Em Argyris et al. (1991) sdo apresentados dois procedimentos de integracdo a partir da
definicdo de incrementos de deformacdo inelastica. O procedimento de determinacdo do
incremento de deformacdo ineléstica a partir das tensdes € denominado Método da Fluéncia,
enquanto o procedimento de determinacdo dos incrementos de deformacdo inelastica a partir
das deformacGes totais € denominado Método da Relaxacdo. Ja em Argyris et al. (1992) os
autores tratam do modelamento reoldgico e da analise numérica de estruturas de membranas
viscoelasticas, feitas com malha de PVC, utilizando-se o modelo de Boltzmann para deduzir a
equacdo reoldgica e o método da fluéncia para obter a integracdo numérica. Os autores
concluem com esses dois trabalhos que os procedimentos apresentados em Argyris et al.
(1991) e aplicados para analise de membranas em Argyris et al. (1992) sdo capazes de
representar 0 comportamento viscoelastico do material constituinte da membrana. E
observado, nestes trabalhos, que os resultados numéricos obtidos apresentaram boa
concordancia com os resultados experimentais ao longo de toda a analise no tempo para
niveis mais baixos de tensdo. Ja para niveis de tensdo mais altos, 0s resultados numericos
também foram satisfatorios, porém, apresentaram melhores concordancias com os resultados

experimentais para anélises a longo prazo.

Jurkieweiz et al. (1999) apresentam um método incremental baseado no Método dos
Elementos Finitos utilizando uma série de Dirichlet para expressar a relagdo reoldgica dos
materiais e descrever o comportamento viscoelastico linear de estruturas compostas baseado
no Principio da Superposi¢do de Boltzmann. Esse método foi utilizado para simular uma viga
de concreto protendido, ensaiada previamente durante um periodo de fluéncia de cinco anos, e

uma torre de resfriamento formada por cascas de concreto reforgadas. Os autores concluem
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que o método e os procedimentos adotados sdo capazes de prever o comportamento de
elementos estruturais mistos ao longo do tempo em condi¢Bes de servico com aceitavel
precisdo. Ja as diferencas obtidas em relacdo aos resultados experimentais, na ordem de 15%,
sdo atribuidas a analise baseada na teoria viscoelastica linear. Jurkieweiz et al. (2005) utilizam
0 mesmo método para a descri¢do da deformacéo e da distribuigdo de tensdo axial ao longo do
tempo em uma viga composta de ago e concreto considerando o deslizamento na interface
aco-concreto e 0 comportamento viscoelastico linear do concreto. Pelos resultados obtidos séo
reforcadas as conclusdes apresentadas em Jurkieweiz et al. (1999) e acrescentado que 0S
efeitos do deslizamento na interface ago-concreto sdo relevantes na analise ao longo de
tempo. Dessa forma, os resultados numéricos obtidos apresentaram maiores concordancias em
relacdo aos resultados experimentais quando comparados aos resultados em que o

deslizamento é desprezado.

Mesquita e Coda (2003) apresentam uma formulacdo tridimensional do Método dos
Elementos de Contorno simplificado, sem utilizar células internas, para a analise de corpos
viscoelasticos baseado nas relagdes reologicas diferenciais obtidas por modelos reoldgicos. Os
autores comparam os resultados de deslocamento em fungdo do tempo obtidos utilizando-se
os modelos de Kelvin-Voigt e de Boltzmann. A partir dos resultados numéricos obtidos,
utilizando-se a formulacdo proposta, € possivel verificar as diferencas nas respostas
instantaneas caracteristicas de cada um dos dois modelos utilizados e que estes resultados
estdo de acordo com os resultados analiticos apresentados. Os autores concluem que a
principal vantagem da abordagem proposta esta relacionada a avaliacdo das integrais apenas

nos contornos do problema.

Semptikovski e Mufioz-Rojas (2013) propdem uma formulacdo tridimensional do Método dos
Elementos Finitos utilizando-se um elemento de viga simplificado. Este elemento possui
apenas graus de liberdade de translacdo, sendo a rigidez a flexdo introduzida através de molas
de rotacdo entre dois elementos de barra geometricamente ndo-lineares adjacentes. Nesse
trabalho o comportamento viscoelastico linear em elementos constituidos de Polietileno de
Alta Densidade (PEAD) é considerado a partir do modelo reoldgico generalizado de Maxwell,
com base no trabalho desenvolvido em Kaliske e Rothert (1997). No caso elastico e de
pequenos deslocamentos, para a simulacdo de uma viga biapoiada utilizando-se o elemento
simplificado proposto, sdo obtidos erros da ordem de 0,5% em relagdo a linha elastica
analitica, j& para a viga em balanco os erros ndo excedem 1,0%. Considerando-se grandes

deslocamentos, também se verifica uma concordancia satisfatéria dos resultados. No caso
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viscoelastico linear, os resultados foram obtidos através da andlise transiente de uma viga
biapoiada e de uma viga engastada, sendo esses resultados comparados com os resultados
apresentados pelo software comercial Msc Marc. Os erros relativos ao software Msc Marc
para a viga biapoiada sdo menores do que 0,3%. Ja para a viga em balanco os erros sdo da
ordem de 0,25%.

Panagiotopoulos et al. (2014) comparam os resultados de deformacé&o ao longo do tempo em
estruturas submetidas a carregamentos quase-estaticos. Os resultados séo obtidos utilizando-
se a formulacdo do Método dos Elementos de Contorno baseado na discretizacdo implicita no
tempo (chamado método de Rothe) utilizando diferentes modelos reolégicos para obtencdo
das equacdes reoldgicas. A formulacdo utilizada é semelhante a apresentada por Mesquita e
Coda (2003). Séo utilizados os modelos solidos de Hooke, Kelvin-Voigt e Boltzmann, que
representam respectivamente os comportamentos elastico instantaneo, elastico amortecido e
viscoelastico, além dos modelos para fluidos de Maxwell, Jeffreys e Burgers. Os autores
concluem que a abordagem proposta fornece resultados com satisfatoria concordancia com os
resultados analiticos esperados para 0 modelo de Kelvin-Voigt e, a partir da implementacéao
dos diferentes modelos reoldgicos, é possivel verificar a aplicabilidade da formulacdo para
descricdo de diferentes comportamentos tanto solidos quanto fluidos, considerando-se a

contribuigéo viscosa.

Os interesses de parte dos recentes estudos relacionados aos comportamentos viscoelastico e
viscoelastoplastico tém se concentrado principalmente no desenvolvimento de formulacgdes
numéricas que adotam equacdes fenomenoldgicas, baseadas em modelos reoldgicos, para
representacdo da relacdo entre tensdes, deformacdes e tempo, e em técnicas de ajuste dos
parametros desses modelos para descricdao do comportamento em materiais especificos, como

destacado nos trabalhos a seguir.

Chung e Buist (2012) descrevem a deducdo de um novo modelo reoldgico generalizado
através da simples adocdo de componentes ndo lineares, denominado modelo de sélido
viscoelastico ndo linear, que pode descrever fendmenos viscoelasticos ndo lineares em uma
forma diferencial compacta e que pode ser reduzido ao modelo padrdo de solido linear se
forem utilizados componentes lineares. Esse modelo é utilizado para simular o carregamento
ciclico no estomago de mamiferos e tecidos musculares cardiacos a partir da adocdo de
equacOes exponenciais de ajuste dos parametros do modelo. A partir dos resultados numéricos

obtidos é possivel observar uma satisfatoria concordancia em relacdo aos resultados
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experimentais, apresentados e obtidos na literatura, confirmando a adequacdo da abordagem
proposta a analise de estruturas biomecanicas, que apresentam acentuado comportamento

viscoelastico.

Liu et al. (2008) propdem uma formulacdo baseada em equacdes integrais para descricdo do
comportamento viscoelastico ndo linear do polietileno em aplicagdes estruturais. O
comportamento viscoelastico é considerado adotando-se o modelo generalizado de Kelvin-
Voigt e 0s respectivos parametros sdo obtidos por uma metodologia baseada em interpolacéo
linear. Os resultados numéricos obtidos para a solicitacdo axial de corpos de prova de
polietileno sdo comparados aos resultados experimentais, desenvolvidos pelos préprios
autores, comprovando a adequagdo da abordagem proposta para representacdo do
comportamento viscoelastico do respectivo material. Formulacdo semelhante é adotada em
Khl et al. (2013) para descricdo do comportamento viscoelastoplastico do Polietileno de Alta
Densidade (PEAD). Em que, para a parte viscoelastica da deformacéo, é adotado o modelo
reoldgico generalizado de Kelvin-Voigt e, para a parte viscoplastica, é adotada a equacdo de
Zapas-Crissman. Nesse caso 0s parametros viscoelasticos sdo obtidos por um ajuste de curva
baseado no método de otimizacdo por nuvem de particulas, enquanto os parametros
viscoplésticos sdo obtidos por uma regressdo linear do método dos minimos quadrados. Os
resultados numéricos obtidos para a solicitacdo axial de corpos de prova de polietileno de alta
densidade sdao comparados aos resultados experimentais, desenvolvidos pelos préprios
autores. A partir destes resultados obtidos é possivel verificar a capacidade de representacdo
do comportamento viscoelastoplastico através de uma eficiente proposta de obtencdo dos
parametros do material de forma otimizada, obtendo-se melhor concordéncia entre oS
resultados numéricos e os resultados experimentais em comparado com o0s resultados

apresentados em Liu et al. (2008).

Carniel et al. (2015) apresentam uma formulacdo do método dos elementos finitos para
andlise de trelicas espaciais com comportamento viscoelastoplastico incluindo degradacgéo
mecanica unidimensional. O modelo reoldgico generalizado de Kelvin-Voigt é adotado para
descricdo do comportamento viscoelastico, enquanto o comportamento viscoplastico é
considerado a partir da equacdo de Perzyna e a degradacdo do material é considerada a partir
do modelo de dano de Lemaitre. Os parametros do material sdo obtidos por um ajuste de
curva baseado no método de otimizacao por nuvem de particulas, assim como apresentado em
Kihl et al. (2013). A abordagem proposta € utilizada na descricdo do comportamento

viscoelastoplastico de trelicas que apresentam comportamento de “snap-through”, em que sao
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verificas ndo linearidades geométricas significantes, e constituidas de Polietileno de Alta
Densidade (PEAD). A abordagem proposta é capaz de representar 0 comportamento de
degradacdo do material de forma satisfatoria quando comparado aos resultados experimentais
apresentados. A partir dos resultados numéricos obtidos para as trelicas analisadas é possivel
verificar que o amortecimento estrutural, devido a degradagdo do material viscoelastoplastico,
é significativamente mais pronunciado em relacdo ao material viscoelastoplastico sem
degradacdo, assim como o0 amortecimento estrutural do material viscoelastoplastico é
significativamente mais pronunciado em relacdo ao material puramente viscoeldstico,

proporcionando resultados mais realistas.

Estudos recentes em viscoelasticidade apresentam ainda desenvolvimentos referentes a
utilizacdo de derivadas fracionarias na obtencdo de modelos reoldgicos mais simples e com
maior precisdo na representacdo do comportamento complexo de materiais reais, como
materiais compostos, materiais poliméricos, tecidos bioldgicos, entre outros (Bahraini et al.,
2013; Shen et al., 2013; Pérez Zerpa et al., 2015; Costa-Haveroth et al., 2015).

Alguns estudos, assim como o0s destacados a seguir, se concentram principalmente na analise
do comportamento mecéanico de fluéncia a partir de resultados experimentais em perfis
estruturais reais ou em corpos de prova, em diferentes estados de tensdo e carregamento.
Além disso, os resultados experimentais sdo normalmente comparados com resultados obtidos

a partir de modelos analiticos ou numéricos de fluéncia.

Em Bank e Mosallan (1992) é feita uma investigacdo experimental e analitica da fluéncia em
longa duracdo de uma estrutura de portico plano composta por uma viga e duas colunas. O
portico apresentado foi construido inteiramente de componentes pultrudados de plastico vinil
éster reforcado com fibra de vidro. O trabalho apresenta uma comparacao entre os resultados
experimentais e os resultados analiticos obtidos através da Lei de Poténcia de Findley. Além
disso, sdo comparados os resultados considerando-se tanto a teoria de vigas de Bernoulli-
Euler quanto a teoria de vigas de Timoshenko. A partir dos resultados obtidos é possivel
verificar que as mudancas nas magnitudes dos modulos dependentes do tempo ndo podem ser
negligenciadas no projeto de estruturas pultrudadas de plastico reforcado com fibra de vidro.
Além disso, na analise do pdrtico, as grandes diferengas entre as predi¢es da teoria de vigas
com deformaces por cisalhamento (teoria de Timoshenko) e as predicdes da teoria classica

de vigas (teoria de Bernoulli-Euler) indicam que os efeitos do cisalhamento também ndo
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podem ser negligenciados nas analises de estruturas pultrudadas de plastico reforcado com
fibra de vidro.

Dutta e Hui (2000) realizam um estudo em relacdo ao comportamento a tragdo e a compressao
de materiais compostos de poliéster reforcados com fibra de vidro em diferentes niveis de
solicitacdo e diferentes niveis de temperatura. Para tanto, é utilizada a Lei de Poténcia de
Findley para ajustar os dados experimentais, em que o Principio de Superposicdo Tempo-
Temperatura-Tensao permite prever o tempo até a falha. A partir dos resultados apresentados
é possivel verificar que o comportamento estrutural do poliéster reforcado com fibra de vidro
ndo é simétrico em relacdo ao nivel de tenséo, ou seja, 0 material ndo apresenta as mesmas
propriedades mecanicas tanto no comportamento de fluéncia a tracdo quanto a compressao.
Além disso, os autores concluem que a Lei de Poténcia de Findley pode ser utilizada com
precisdo satisfatoria na predi¢cdo do comportamento de fluéncia a tracdo ou a compressao em

longo prazo utilizando-se o Principio de Superposi¢do Tempo-Temperatura-Tens&o.

Séa et al. (2011a) realizam uma investigacdo experimental de fluéncia sob flexdo em vigas de
material pultrudado feito de poliéster reforcado com fibra de vidro. Nos ensaios sdo utilizadas
duas escalas diferentes de corpos de prova: uma viga de perfil | e pequenas amostras retiradas
desse perfil. A primeira parte do procedimento experimental tem como objetivo avaliar as
propriedades estaticas independentes do tempo do perfil pultrudado através de testes
mecanicos de tracdo, compressao e flexdo nos corpos de prova nas duas escalas. Na segunda
parte do procedimento experimental testes de fluéncia a flexdo séo realizados nos corpos de
prova nas duas escalas sendo os niveis de solicitacdo definidos com base nos valores de
tensdo Ultima determinados na primeira parte do experimento. Os resultados se baseiam na
medicdo dos valores de flecha (deslocamento vertical maximo da viga) no meio do véo e
deformacdo axial. Em relacdo a flecha elastica, tanto para viga de perfil | quanto para
pequenas amostras retiradas desse perfil, sdo obtidos aumentos da flecha de 4%, 8% e 12%,
respectivamente, no final do primeiro dia, da primeira semana e do primeiro més, sendo
obtido um aumento maximo de 15% ao final dos testes de fluéncia, depois de 1600 horas. Os
resultados obtidos por ambas as escalas de teste foram consistentes, sugerindo que é possivel
utilizar os resultados obtidos para materiais pultrudados feitos de poliéster reforcado com
fibra de vidro em escala reduzida na predicdo das deformacdes por fluéncia de perfis
estruturais constituidos por esse mesmo material. J& em S& et al. (2011b) esses resultados
experimentais sdo comparados aos resultados analiticos utilizando-se 0 modelo reoldgico de

Bruger-Kelvin, série de Prony-Dirichlet e a Lei de Poténcia de Findley. Além disso, esses
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resultados experimentais séo utilizados para descrever o comportamento em longa duragéo a
partir do Principio da Superposi¢cdo Tempo-Temperatura-Tensdo, acoplado com a Lei de
Poténcia de Findley, para uma tensdo de referéncia de 20% da tenséo Gltima do material. Os
autores concluem que os resultados experimentais obtidos para fluéncia de materiais
pultrudados feitos de poliéster reforcado com fibra de vidro podem ser representados com
satisfatoria precisdo, principalmente para niveis de tensdo inferiores a 40% da tensdo Gltima
do material, utilizando-se as trés formulacbes analiticas e adotando-se os parédmetros de
material obtidos experimentalmente. No entanto, essa convergéncia entre os resultados
analiticos é observada apenas dentro do periodo de tempo adotado experimentalmente. Sendo
que, na predicdo do comportamento de fluéncia além do tempo ensaiado sdo obtidas

divergéncias consideraveis entre os resultados analiticos.

Sao encontrados ainda trabalhos dedicados ao desenvolvimento de revisdes técnicas e
bibliograficas em fluéncia com foco em diferentes conceitos e materiais. A seguir sdo

apresentados dois trabalhos distintos que se dedicam a este escopo.

Em Scott et al. (1995) é apresentada uma revisdo da literatura técnica relacionada ao
comportamento de fluéncia em materiais compostos poliméricos reforcados com fibra. A
revisdo se dedica principalmente a exposicéo da utilizacdo da Lei de Poténcia de Findley, do
Principio da Superposicdo de Boltzmann e da Equacdo Integral de Schapery no modelamento
e previsdao de fluéncia a partir de resultados experimentais. O trabalho inclui ainda o
tratamento das relacBes das teorias da viscoelasticidade linear e ndo linear, a revisdo de
técnicas de caracterizacdo acelerada, o tratamento dos efeitos da umidade e da temperatura
sobre o comportamento de fluéncia em materiais compostos e a interacdo entre o

comportamento de fluéncia e 0 comportamento de fadiga.

Em Yao et al. (2007) € feita uma revisao das teorias relacionadas ao fendmeno de fluéncia
com énfase especial em materiais metalicos sob comportamento de fluéncia envolvendo
estados de tensdo multiaxiais. S&o apresentadas teorias baseadas em fendmenos
microscopicos como nucleacdo, crescimento e coalescéncia de vazios na interface entre os
grdos da estrutura. Sdo apresentadas também teorias baseadas na plasticidade classica e na
mecanica do dano continuo para descrever os mecanismos de falha por fluéncia multiaxial,

estabelecer os critérios de projeto e prever a vida Util desses em altas temperaturas.
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2.2 Formulacao posicional do Método dos Elementos Finitos

De acordo com Logan (2007), o Método dos Elementos Finitos consiste em modelar uma
estrutura ou dominio, em um caso mais geral, originalmente continuo, por meio da
discretizacdo em unidades basicas (elementos finitos) interligadas por pontos comuns (pontos
nodais ou apenas nds) entre duas ou mais dessas unidades. A representacdo de um dominio
por um conjunto de elementos finitos interligados por pontos nodais é chamada de malha.
Apos a discretizagdo de um dominio, atraves de determinada abordagem é possivel definir
equacdes de equilibrio para cada elemento. Essas equacdes sdo combinadas para formar um
sistema de equacdes linearmente dependentes (no caso de problemas estaticos). Visto que,
ap6s a aplicacdo das condicbes de contorno € possivel obter um sistema de equacOes
linearmente independentes para o problema estético, a resolucdo desse sistema, com o auxilio
de adequadas equacOes de compatibilidade, condicdes de contorno e condicBes iniciais,

fornece uma solucéo para todo o dominio de forma discreta, em seus nos.

Segundo Bathe (1996), basicamente podem ser utilizadas duas formulagOes distintas para
obtencdo das equacBes de equilibrio no Método dos Elementos Finitos, a formulacéo
diferencial, ou direta, e a formulacao variacional. Enquanto a formulacdo diferencial baseia-se
em principios de equilibrio de quantidades vetoriais como forcas e momentos, a formulacao
variacional baseia-se em principios de equilibrio de quantidades escalares como energia e
trabalho, o que torna essa segunda formulacéo relativamente facil de entender e aplicar na

obtencdo do sistema de equacbes que governam o sistema.

Apresentada originalmente em Coda (2003), a formulacdo posicional ndo linear do Método
dos Elementos Finitos, utilizada no presente trabalho, é uma metodologia baseada em
conceitos variacionais do principio da energia potencial total estacionaria. Desenvolvida
inicialmente para analisar estruturas reticuladas planas de natureza ndo linear geométrica com
carregamento estatico e conservativo, essa formulacdo é baseada nas posi¢fes nodais da
estrutura em relagdo a um sistema de coordenadas fixo no espaco para descrever a cinematica
dos elementos finitos (descricdo Lagrangiana Total). Assim, essa se difere da formulagéo
convencional do Método dos Elementos Finitos que considera uma formulacdo diferencial e
utiliza uma descricdo baseada em deslocamentos, tomando como referéncia inicialmente
sistemas de coordenadas locais e posteriormente um sistema de coordenadas global. O autor
destaca como principais vantagens a simplicidade da formulacdo, em relacdo as formulacoes

convencional e co-rotacional, e a capacidade de resolver de forma exata problemas elasticos
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que apresentam grandes deformacdes. Essa simplicidade se deve as derivadas e expressoes
mais simples, oriundas do conceito de equilibrio de energia, que sdo desenvolvidas durante a
formulacdo, como sera apresentado nos capitulos 3 e 4. O que resulta em menores
quantidades de operacOes necessarias e acarreta em maior rapidez nos calculos e no tempo de
processamento dos codigos implementados. No entanto, a formulacdo apresenta
desenvolvimentos especificos para cada modelo constitutivo implementado, em que as
contribuicdes linear e ndo linear sdo desenvolvidas simultaneamente, exigindo o recomeco de
todo o desenvolvimento para implementagdo de novos modelos e dificultando o
reaproveitamento dos cddigos implementados computacionalmente. Ao contrério, para as
formulacGes convencional e co-rotacional sdo observadas, respectivamente, uma separacao de
contribuicdes linear e ndo linear e uma separacdo de movimento de corpo rigido e de
deformacéo, sendo possivel implementar novos modelos reaproveitando parte consideravel do

cadigo referente ao contribuicdo linear ou a0 movimento de corpo rigido.

No trabalho inicial, desenvolvido em Coda (2003), sdo apresentados exemplos simples com
ndo linearidades geométricas e com solucbes analiticas disponiveis na literatura. As
comparagOes dos resultados numéricos e analiticos sdo utilizadas para comprovar a precisdo
da formulacgéo, obtendo-se conformidade entre esses resultados. Em Coda e Greco (2004), a
formulacdo posicional é consolidada e estendida para aplicacdo de controle de deslocamentos
(prescrigao de posi¢do). Assim, duas estruturas que apresentam comportamento de ‘“‘snap-
through” sdo analisadas pela formulacdo e os resultados obtidos para as posicGes de equilibrio
s30 comparados com os resultados do software ADINA® com o objetivo de comprovar a
aplicacdo. Nesses dois trabalhos citados a formulacdo desenvolvida é restrita a materiais com
comportamento elastico e é considerada a hipétese de vigas de Bernoulli-Euler. Os resultados
numéricos obtidos pela formulacdo apresentam satisfatoria convergéncia e precisdo em
relacdo aos resultados obtidos pelo software ADINA, comprovando a capacidade de
representacdo da acentuada ndo linearidade geométrica descrita pelo “snap-through”

utilizando-se o método de controle por prescri¢do de posicéo.

Greco (2004) e Greco e Coda (2006) desenvolvem a formulacdo posicional ndo linear para o
caso de problemas dinamicos utilizando-se um algoritmo da familia de integradores temporais
de Newmark. Essa formulacdo € aplicada inicialmente a analise de mecanismos flexiveis.
Greco (2004) estende ainda a formulacdo a analise de problemas de impacto bidirecional entre
duas estruturas reticuladas ou entre uma estrutura reticulada e um anteparo rigido utilizando-

se um algoritmo, desenvolvido em Greco et al. (2004), de identificagdo da ocorréncia do
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contato. As concordancias satisfatorias obtidas entre os resultados numéricos apresentados, 0s
resultados presentes na literatura e os resultados analiticos comprovam a capacidade da
formulacdo desenvolvida na representacdo de problemas dindmicos e de problemas de
impacto bidirecional. Além disso, Greco (2004) redefine a formulacao posicional ndo linear a
fim de considerar efeitos elastoplésticos em estruturas reticuladas planas. Ampliando dessa
forma o campo de aplicagdo da formulacdo para casos que abordam n&o linearidades
geomeétricas, fisicas e de contato/impacto. Em todos os casos sdo consideradas medidas de

deformacéo de engenharia.

Apesar de recente, essa formulagdo posicional tem sido objeto de estudo de Vvarios
pesquisadores, principalmente devido a sua capacidade de aplicagdo a analises ndo lineares.
Na secdo 3.1 do presente trabalho, serdo apresentados alguns procedimentos e um
equacionamento geral da formulacdo posicional nédo linear do Método dos Elementos Finitos.
J& nas secdes 3.2, 3.3 e 3.4 sera desenvolvida a particularizacdo da formulacdo para o caso do

comportamento de fluéncia em elementos finitos de pértico plano.

Em Greco et al. (2006) a formulacdo posicional ndo linear é desenvolvida para a analise de
trelicas espaciais com ndo linearidades geométricas e fisicas considerando-se uma medida de
deformacéo de engenharia. Nesse trabalho € considerado um comportamento elastopléstico
bilinear. Dois exemplos com solugdes analiticas obtidas na literatura, um apresentando severo
comportamento ndo linear geométrico e outro apresentando comportamento elastoplasticos,
sdo utilizados para validar a formulacdo. Os resultados obtidos apresentam satisfatoria
concordancia. Além disso, exemplos classicos, como uma clpula trelicada, sdo analisados e
seus resultados comparados aos do software ANSYS®, comprovando a precisdo da
formulacdo. J& em Greco e Ferreira (2009) a formulacdo é estendida de forma bem sucedida
para a andlise de trelicas espaciais e tensegrities com nédo linearidades fisicas e geométricas
considerando-se uma medida de deformacéo logaritmica, o que pode ser verificado através da
comparagédo dos resultados obtidos com os resultados presentes na literatura. Adicionalmente,
Greco e Da Costa (2012) fazem uma comparacdo entre as formulagdes desenvolvidas em
Greco et al. (2006) e Greco e Ferreira (2009) que utilizam, respectivamente, medida de
deformacdo de engenharia e medida de deformacdo logaritmica. Os autores chegam a
concluséo que a formulacgdo posicional ndo linear geométrica para analise de trelicas espaciais

é invariante em relacdo a medida de deformagéo considerada.
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Em Greco e Venturini (2006) a formulacdo desenvolvida para anélise de trelicas espaciais é
utilizada para estudar a estabilidade e 0 comportamento pds-critico de estruturas trelicadas,
considerando-se ndo linearidades geométricas e comportamento elastico. Nesse trabalho, a
identificacdo dos pontos criticos é realizada de uma forma indireta atraves da analise da
singularidade da matriz Hessiana. Os autores concluem que, de uma forma simples e com
menor esforgo computacional, a formulagdo fornece informagdes sobre os limites de
estabilidade de estruturas estaticas com satisfatdria precisdo quando comparado as solucdes

analiticas e numéricas presentes na literatura.

Em Marques (2006), a formulagéo posicional é estendida de forma bem sucedida ao estudo de
problemas ndo lineares geométricos de solidos bidimensionais realizando-se analises estaticas
e dindmicas, utilizando-se o algoritmo classico de Newmark, e considerando-se também o
problema de impacto entre sélidos, sendo que os resultados numéricos obtidos apresentam

satisfatoria concordancia com os resultados analiticos e os resultados obtidos na literatura.

Em Coda e Paccola (2007), a formulacdo posicional ndo linear geométrica é desenvolvida de
forma bem sucedida para andlise estatica de placas com espessura constante. Ja em Coda e
Paccola (2008) a formulacéo € estendida para considerar uma espessura linearmente variavel,
utilizando-se a relacdo constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff para cascas segundo a hip6tese
de Reissner com enriquecimento transversal. Em ambos 0s caso sdo considerados materiais

elasticos com carregamentos estaticos e conservativos.

Em Maciel (2008) a formulacdo posicional ndo linear geométrica é desenvolvida para analise
de problemas dinamicos de porticos planos com cinematica de Reissner e sdélidos
tridimensionais, utilizando-se o algoritmo classico de Newmark. Além disso, € feito um
estudo do problema de impacto entre solidos tridimensionais. O autor conclui que a
abordagem proposta deixa livre as rotacbes dos nds, dando-lhes tratamento e aproximacéo
iguais as posicGes nodais, sem que sejam necessarias modificagdes nas funcdes de forma,
como acontece na cinematica de Bernoulli-Euler, tornando a implementacdo mais simples e
de filosofia idéntica as outras hipdteses cinematicas tais como cascas e solidos, bem como a

facilidade de se aumentar o polindmio de aproximacao das varidveis do elemento.

Em Carrazedo (2009) a formulacéo posicional é utilizada para estudar problemas de impacto
bidimensional considerando-se transferéncia de calor e seus efeitos. Assim, sdo consideradas

estruturas em situacdes nédo-isotérmicas, incluindo a geracdo de calor decorrente da taxa de
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deformac&o da estrutura. S&o apresentados 0s conceitos necessarios para a completa descricéo
do comportamento de sélidos termo-elastoplasticos, baseados nas leis da termodindmica e nos
principios da elasticidade e da plasticidade. Estes conceitos sdo entdo utilizados para o
desenvolvimento de um cdédigo computacional para analisar estruturas com comportamento
termo-elastico e termo-plastico. Diversos exemplos sdo analisados e comparados com
resultados analiticos e resultados obtidos na literatura, comprovando a precisdo e validando a
formulacdo desenvolvida. Com os resultados obtidos o autor questiona a validade da teoria
atual da termo-elasticidade, visto que o termo de geracdo de calor elastico surge em

decorréncia da consideragédo de que a entropia pode decrescer.

Em Reis (2012) é desenvolvido, de forma bem sucedida, um codigo computacional adaptando
a formulacdo posicional ndo linear geométrica para analisar estruturas reticuladas
bidimensionais estaticas com ligacdes semirrigidas. Para tanto, as ligacGes sdo consideradas
como rotulas elasticas e elastoplasticas. Os resultados numéricos obtidos apresentam
satisfatoria concordancia com os resultados analiticos e os resultados obtidos na literatura.

Em Greco et al. (2013) a formulacdo posicional ndo linear é aplicada a analise dinamica de
estruturas tensegrity, utilizando o algoritmo implicito de integracdo o-HHT e o algoritmo
explicito de diferencas centrais. Os autores concluem com os resultados obtidos que a
abordagem proposta é adequada a analise dindmica de estruturas tensegrity, obtendo-se
respostas com caracteristicas mais estaveis, com amortecimentos numéricos pequenos em

maodulo, em relacdo as respostas obtidas utilizando-se o algoritmo classico de Newmark.

Em Greco et al. (2011) e Oliveira (2012) a formulacéo posicional aplicada a analise dinamica
é utilizada para estudar problemas de massas moveis em cabos. Pelos resultados obtidos os
autores concluem que a formulacdo proposta é adequada para descrever o comportamento de
qualquer ponto localizado em um cabo devido a influéncia de uma massa mdvel com
velocidade constante. Além disso, é verificado que o comportamento ndo linear geomeétrico
para velocidades mais baixas € preponderante em relacdo aos efeitos inerciais, sendo o
comportamento do cabo mais estdvel para problemas com velocidades mais altas de
deslocamento da massa mdvel. Oliveira (2012) verifica ainda as influéncias dos valores da
massa e sua velocidade, assim como a influéncia de duas massas moveis e da velocidade
variavel da massa movel, no comportamento do cabo. O autor conclui que ha uma tendéncia
de enrijecimento do cabo com o aumento da velocidade da massa mével. Além disso, o autor

conclui que o valor da massa é significativo no comportamento dinamico do cabo ou da viga
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principalmente para baixas velocidades. Adicionalmente, Oliveira (2012) aplica a formulagédo
posicional a andlise de uma viga com massa movel, verificando a influéncia da velocidade,
das condicGes de apoio e do comportamento elastoplastico. Ao contrario do que se observa
para o caso de cabos, 0 autor conclui que, para o0 caso de vigas, é observado um aumento nos
deslocamentos devido ao aumento da velocidade da massa movel. Alem disso, é observado
que a anélise elastopléastica realizada permite obter os resultados esperados pela literatura, em
gue o comportamento elastoplastico isotropico é descrito mesmo utilizando-se uma medida de
deformacéo de engenharia, usualmente considerada para problemas lineares. J4 em Oliveira e
Greco (2014) a formulagdo posicional é desenvolvida e aplicada a analise dinamica de vigas
laminadas elastoplasticas com massas moveis. Essa configuragcdo laminada permite analisar
casos praticos de vigas compostas por dois ou mais materiais diferentes, vigas de material
composto com camadas de fibras em direcdes diferentes e, também, vigas de secOes

homogéneas de geometria complexa, como uma se¢do de trilho de linha férrea.

Em Rabelo et al. (2014) a formulagdo posicional ndo linear desenvolvida para anélise de
trelicas espaciais com ndo linearidades geométricas e fisicas é particularizada para descri¢do
do comportamento viscoelastico de fluéncia, sendo a contribuicdo da fluéncia introduzida a
partir da relacdo reoldgica obtida do modelo de Kelvin-Voigt. O trabalho inclui ainda a
analise numérica da estrutura de uma misula trelicada de torre de linha de transmissao
constituida de Plastico Reforcado com Fibra de Vidro (PRFV). Os autores concluem que a
formulacdo é capaz de representar 0 comportamento esperado para 0 modelo reol6gico de
Kelvin-Voigt como um fenébmeno de fluéncia adicional ao comportamento elastico

instantaneo em estruturas de trelica sujeitas a esforco axial.

Em Becho et al. (2015) a formulacdo posicional ndo linear desenvolvida para andlise de
estruturas reticuladas planas discretizadas em elementos de portico € particularizada para
descricdo do comportamento viscoelastico de fluéncia em vigas e estruturas de pdrtico plano.
Nesse caso, a contribuicdo da fluéncia é introduzida a partir da relacdo reoldgica obtida do
modelo padrdo de solido (modelo de Zener). No entanto, diferentemente do presente trabalho,
essa contribuicdo é considerada apenas em relagdo as deformagdes da linha centroidal dos
elementos estruturais. Enquanto a formulacdo desenvolvida na presente dissertagdo considera
os efeitos da viscoelasticidade em uma malha de integragdo numérica bidimensional nos
elementos finitos. Os autores concluem que, diferentemente de Rabelo et al. (2014), a
formulacdo é capaz de representar o comportamento esperado para 0 modelo reoldgico padrdo

de solido como um fendmeno de fluéncia que inclui tanto o comportamento elastico
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instantdneo quanto o comportamento elastico amortecido dependente do tempo em vigas e
estruturas de portico plano sujeitas a esforgo axiais e de flexao.
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3

DESENVOLVIMENTO DA FORMULACAO

A formulacdo numérica desenvolvida tem como base a formulacdo posicional ndo linear do
Método dos Elementos Finitos (Coda e Greco, 2004), que foi originalmente desenvolvida para
analisar estruturas reticuladas planas com ndo linearidades fisicas e geométricas. No presente
trabalho, essa formulacdo € particularizada para descricdo do comportamento mecanico
viscoelastico ndo linear de fluéncia em elementos finitos de portico plano considerando-se a
teoria classica de vigas de Bernoulli-Euler e adotando-se uma medida de deformacdo de
engenharia. Para tanto, a contribuicdo da fluéncia é introduzida a partir da adocdo do modelo
reolégico padrdo de sélido (modelo de Zener) na consideracdo da relacdo entre tensoes,
deformacdes e tempo. O desenvolvimento dessa formulagdo pode ser apresentado em quatro
etapas principais, as quais englobam o equacionamento geral da formulacdo posicional e a
particularizacdo deste equacionamento ao comportamento mecanico de interesse. Neste
capitulo essas etapas sdo descritas de forma detalhada destacando-se os principios e

consideracGes adotadas.

3.1 Equacionamento geral da formulacéo posicional néao linear

De uma forma geral, essa formulacdo pode ser demostrada partindo-se da Equacéo (3-1) que
representa o funcional da energia potencial total estacionaria (/7) de uma estrutura solicitada

por forgas externas generalizadas.

N=U-P (3-1)

Na Equacdo (3-1), U é a energia de deformacdo total expressa pela Equacdo (3-2), definida
pela integral da energia de deformacdo especifica u em um volume de referéncia inicial V. Ja
P é a energia potencial das forgas externas generalizadas expressa pela Equacéo (3-3), na qual
os graus de liberdade, considerando-se um elemento de portico plano com dois nos e trés

graus de liberdade por no, podem ser representados por X; = (X, Y3, 61, X,, Y5, 6,) para
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i =(1, 2, 3, 4, 5, 6) e 0s respectivos carregamentos nodais para os dois graus de liberdade
representados por F; = (Fxq, Fy1, Mgy, Fx, Fy,, Mg,). Sendo que, X; e Y; sdo as
coordenadas no plano cartesiano XY do né i e 6; é o angulo de giro da secdo transversal
associada ao no i. J& Fy; e Fy; sdo as forgas nodais nas direcbes X e Y, respectivamente, e My;

€ 0 momento fletor associados ao no i.
U= f udV (3-2)

|4
P = FiXi (3'3)

De forma esquematica pode-se representar esse equilibrio de energia potencial total
estacionaria conforme Figura 3-1, em que séo representados os termos dessa energia potencial
para duas posicdes distintas de uma viga em balanco, sendo os parametros com sobrescrito

“0” referentes a configuracao indeformada.

YA

S S S 1///‘///
Figura 3-1: Energia potencial total para um corpo em duas posig¢des distintas (Greco, 2004)

Sabendo-se que a energia de deformacéo especifica pode ser definida pela area compreendida

no gréfico tensdo-deformacéo e descrita como:

u =f ode (3-4)

na qual o representa o campo das tensdes de acordo com a relagdo constitutiva ou reologica

do material em funcéo do campo das deformacdes «.
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Utilizando-se as EquacOes (3-2) e (3-4) a energia de deformacéo total pode ser redefinida

como na Equagéo (3-5).

U=fV fg odedV (3-5)

Aplicando-se o principio da minima energia potencial total estacionaria na Equagdo (3-1)
obtém-se a Equacdo (3-6). Esse principio determina que dentre todas as configuracdes
possiveis para um sistema constituido por um corpo deformavel com forcas atuantes, aquela
correspondente ao valor minimo (ou méximo) da energia potencial total (77) é a configuragéo
equilibrada (Crisfield, 1991; Biot, 1965). Assim, o equilibrio da estrutura ocorrera quando a
derivada dessa energia potencial total, em relacdo aos graus de liberdade, for nula. Ou seja,
guando a taxa de variacdo da energia potencial total for nula, como expresso pela Equacdo
(3-6). Sendo que, a garantia da aplicacdo desse principio fornecer o valor minimo da energia
potencial total pode ser baseada na avaliacdo da derivada segunda do funcional ou a partir da
prépria avaliacdo da natureza do equilibrio estavel dos problemas estruturais tratados, com
base em suas caracteristicas geométricas e nas condicGes de contorno (Utku et al., 1991;
Felton e Nelson, 1997).

il dU  dP
ax; dX; dX;

=0 (3-6)

Essa equacdo representa um sistema de seis equacgdes para cada elemento finito (trés graus de

liberdade para cada um dos dois n6s que definem um elemento de pértico).

Sabendo-se que, a relacdo entre a energia de deformacdo total, U, e os parametros nodais, X;,
é ndo linear, a Equacao (3-6) representa um sistema de equacdes nao linear. Nesse caso, este
precisa ser resolvido utilizando-se um método de resolucdo de sistemas de equacdes
adequado. Além disso, é necessario adotar na Equacdo (3-5) uma relacdo constitutiva ou
reoldgica que represente o comportamento do material de forma apropriada. Dessa forma, é
possivel determinar a posicdo de equilibrio de uma estrutura submetida a um estado de
carregamento especifico e, em seguida, definir as deformacbes e as tensGes as quais 0S

elementos finitos estardo submetidos.
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3.2 Definicado da relacédo reologica

Um dos pontos fundamentais em uma analise fisicamente ndo linear é a adocdo de uma
relacdo constitutiva ou reoldgica que represente de forma apropriada o comportamento do
material. Dessa forma, assim como em Mesquita e Coda (2003), Panagiotopoulos et al.
(2014) e Carniel et al. (2015), a relacdo que representa 0 comportamento de um material
viscoelastico é deduzida a partir de um modelo reoldgico. A escolha do modelo reoldgico
adequado se baseou no comportamento esperado para o fendmeno de fluéncia em materiais
solidos. Assim, para um material sélido viscoelastico submetido a um carregamento estatico,
espera-se que ele apresente uma deformacéo elastica instantanea e uma deformacéo elastica
amortecida adicional (deformacdo viscoelastica) ao longo do tempo, apresentando uma

deformac&o total superior a obtida pela teoria da elasticidade, como esbocado na Figura 3-2.

@ Viscoeldstico
N—

S
IS

S

S

S Elastico

S

Q

Tempo (1)

Figura 3-2: Curva de deformac&o ao longo do tempo

Pensando nisso, foi adotado um modelo reolégico baseado na particularizacdo do modelo
uniaxial de Maxwell generalizado. Esse modelo, segundo Argyris et al. (1991), pode ser
obtido pela associacdo em paralelo entre um modelo eléstico e varios ramos de Maxwell,
Figura 3-3. O modelo utilizado foi restrito a um ramo de Maxwell (um elemento elastico em
série com um elemento viscoso) em paralelo com um elemento elastico (modelo de Hooke),
resultando no modelo apresentado na Figura 3-4 (Findley et al., 1989). Esse modelo também

é conhecido como modelo padrdo de solido ou modelo de Zener.
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E,

Figura 3-3: Modelo de Maxwell generalizado

E;

Figura 3-4: Modelo padrao de s6lido ou modelo de Zener

A partir da Figura 3-4 pode-se definir a tensdo total e a deformacdo total do modelo
respectivamente como:

o =01+ 0, (3-7)
E=g =¢& =¢& +&) (3-8)

onde o e & representam, respectivamente, os campos de tensdes e deformacgdes normais. Nos
quais os subscritos “1” e “2” se referem aos ramos elastico e de Maxwell, respectivamente. Ja

0s sobrescritos “e” e “v” se referem, respectivamente, aos elementos elastico e viscoso.

Os campos de tensbes e deformacdes requeridos nas Equacbes (3-7) e (3-8) podem ser

definidos para os respectivos elementos do modelo como:

g1 = Elg (3'9)

o, =05 =0y (3-10)
e

e = %2 (3-10)
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& =2 (3-12)

onde ¢ representa a taxa de variacdo das deformacdes no tempo. J& os termos, E;, E; e 7 sdo
os parametros dos elementos descritos na Figura 3-4 e representam as propriedades do
material. O comportamento el&stico instantaneo depende dos parametros E; e E,, sendo que a
soma desses pardmetros representa 0 médulo de elasticidade longitudinal do material. Além
disso, o parametro E; determina a deformacéo final (soma da deformacdo elastica instantanea
e da deformacéo elastica amortecida), apds um intervalo de tempo suficientemente grande, e
representa 0 modulo de elasticidade longitudinal do material no comportamento elastico
amortecido. J& o parametro 7 representa 0 médulo de viscosidade do material, o qual
determina a taxa de deformacdo com o tempo e proporciona um comportamento amortecido

ao material.

Derivando-se a Equacdo (3-8) em relacdo ao tempo e utilizando-se as Equagfes (3-11) e
(3-12), considerando-se as propriedades do material invariantes com o tempo, resulta-se na

Equacao (3-13), que representa a taxa de deformacéo total do modelo.

., Oy Oy

&= 3-13
5t (3-13)

Substituindo-se a Equacdo (3-9) na Equacdo (3-7), rearranjando-se e substituindo-se na
Equacao (3-13), tem-se:
_ O- - Elg o — Elg

= + 3-14
L ” (3-14)

Rearranjando-se os termos e isolando-se a tensdo total (¢) da Equacdo (3-14), chega-se a

Equacéo (3-15), na qual ¢ representa a taxa de variacdo da tensdo normal ao longo do tempo.

n(Ey + E)é _ E

3-15
£ E) (3-15)

oc=E e+

Considerando-se o fendmeno da fluéncia, em que é obtida a deformacéo ao longo do tempo
mantendo-se a tensdo constante, a Equacéo (3-15) pode ser simplificada negligenciando-se o
termo da taxa de variacdo da tensdo com o tempo, obtendo-se:

n(Ey + Ep)é
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A Equacdo (3-16) representa a relacao reoldgica uniaxial do material viscoelastico para o caso
do fendmeno de fluéncia, a qual pode ser utilizada na Equacdo (3-5) para obtencao da energia
de deformacdo total. Para tanto, sabendo-se as propriedades do material, é necessario definir
uma medida de deformacéo adequada em relacdo ao elemento finito considerado.

3.3 Particularizacdo da medida de deformacéo

Partindo-se da formulacdo geral descrita na secdo 3.1 e da relagdo reoldgica obtida na secéo
3.2, é possivel descrever a formulacdo posicional ndo linear do Método dos Elementos
Finitos, aplicada a descrigdo do comportamento de fluéncia em elementos finitos de portico
plano, particularizando-se a medida de deformacdo de forma adequada ao elemento

considerado.

Para se particularizar a medida de deformacdo é necessario entender a geometria do elemento
a ser estudado e a relacdo desta com a medida de deformacgdo adotada. Assim, nesta
formulacéo cada elemento finito tem sua geometria mapeada pela parametrizacdo ao longo do
comprimento em funcdo da variavel adimensional & (variando de 0 a 1) conforme ilustrado na

Figura 3-5.

y.‘
N6 2 }~.0;
v, h
N6 1 L8, g
Yi - 0 1
X1 ){2 X

Figura 3-5: Parametrizacdo da geometria (Greco, 2004)

Na Figura 3-5, X;, V3, 6,, X,, Y, e 6, sdo os parametros nodais do elemento finito e
representam os graus de liberdade de cada n6. Dessa forma é possivel definir a posigédo de
cada ponto do elemento e, consequentemente, a geometria em fungdo dos parametros nodais

utilizando-se as Equagdes (3-17), (3-18), (3-19) e (3-20). Visto que, para o caso plano, é
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possivel escrever uma relagdo linear entre & e 0 eixo X, e uma relagdo cubica entre & e 0 eixo
Y.

L= (X, — X1) (3-17)
L =0-1) (3-18)
x =X, + L& (3-19)
y=c&+d&+ eé+f (3-20)

Nessa Ultima é necesséario definir os parametros c, d, e e f em fungdo dos parametros nodais.

Assim, considerando-se as condi¢des de contorno na Equacéo (3-20), tem-se:

Ye=oy=f =" (3-21)
dy dy dx

- = = —— = tan(el)l 3-22
dsl_, dx d¢l,_, x (3-22)
dy dy dx

= T 3c+2d+e= dE| - tan(6;) L, (3-23)

= €=1
Ye=) =ctd+tan(0) L, +Y, =Y, (3-24)

A partir das Equacdes (3-23) e (3-24) tem-se:
¢ = (tan8, + tan6,)l, — 21, (3-25)
d = 3l, — (tan 6, + 2 tan 0,)l, (3-26)

A medida de deformacdo de engenharia como definida em Ogden (1984) pode ser

representada por:

ds dsy,
ds—dsy, d& df
= = 3-27
€T Tds, s, (3-27)
d¢

em que ds representa o comprimento de uma fibra qualquer do corpo (paralela ao eixo
central) em uma configuragdo deformada e ds, representa o seu comprimento na

configuracdo ndo deformada.

E importante observar que, segundo Crisfield (1991), a utilizacdo dessa medida de

deformagédo ndo significa necessariamente trabalhar em regime de pequenas deformacdes.
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Pode-se considerar grandes deformacdes, desde que uma medida de deformacgdo objetiva
possa ser obtida para 0 modelo de geometria considerado para o elemento. A demonstracao

dessa objetividade para o0 modelo considerado pode ser conferida em Coda e Greco (2004).

Para uma fibra na Linha Centroidal (LC) que passa pelo centro geométrico do elemento,

podem-se definir as seguintes relagdes:

Cﬁl_? LC B \/((Z—?)Z * ((Z_};O)z - \/(lx")z + (lyo)2 =lo (3-28)
Z—;Lc - \/ (Z—’;)Z + (Z—?)Z = JUOE + (3cE2 + 2dE + e)? (3-29)

Assim, a deformacéo para a linha centroidal (e,.) pode ser definida utilizando-se as Equacdes
(3-27), (3-28) e (3-29) como:

. - \/(lx)z + (3cé&? ;-de +e)? — 1, _ ll\/(lx)z + (3¢é2 4+ 2dE +e)2 — 1 (3-30)
0 0

De acordo com a cinemaética de Bernoulli-Euler para vigas pode-se descrever a deformacédo de
uma fibra qualquer do elemento finito em funcdo da deformacéo e da curvatura da fibra que
passa pela linha centroidal, como expresso na Equacdo (3-31). Para isso, é necessario adotar
uma coordenada z, ortogonal a linha centroidal, que define a distancia de uma fibra qualquer

em relacéo a essa linha.

E = gLC — KZ (3-31)
Na Equacdo (3-31), x representa a curvatura do elemento, definida segundo Leithold (1994),

em funcdo da variavel adimensional &. Essa curvatura pode ser representada como:

dx d*y d?x dy

d§ d§* d* df _ L (6¢ + 2d)
de\? . (dy ) ’ (\/(lx)2 + (3¢cé% + 2d¢ + e)2)3 (3-32)
(@) + (&)

A partir das Equacdes (3-30), (3-31) e (3-32), pode-se definir a deformacgdo normal de uma

fibra qualquer, em funcéo de &, z e dos parametros nodais X;, Y;, 84, X,, Y, € 8, que definem os

parametros c, d, e e f.
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Na sequéncia, utilizando-se as Equagdes (3-5) e (3-16), a energia de deformacdo total pode

Ser expressa como:

u=fv f (Ee+$e) de v (3-33)

Considerando-se a formulagdo utilizada, baseada em posi¢des nodais, € mais simples obter a
taxa de variacdo das posicdes nodais com o tempo do que a taxa de variacao das deformacdes
com o tempo. Dessa forma, definindo-se a taxa de deformacéo (&) pela regra da cadeia,

utilizando-se a derivada em relacao aos graus de liberdade, tem-se:

de  de dX;

£ = yrlr T £ X; (3-34)

onde X; representa a velocidade de variacio de posicdo na direcdo de cada um dos seis graus
de liberdade (X;,Y1, 61, X,, Y, € 6,) e €,; representa a derivada da Equacdo (3-31) em relagéo

aos graus de liberdade.

Procedendo-se com uma troca de variaveis, pode-se representar a integral do segundo termo
da Equacéo (3-33) em relagdo aos graus de liberdade. Para tanto, é realizada a diferenciagao

da Equacéo (3-31) para obtencao da seguinte relacdo entre de e dX;:

de = & Xm = (SLC!i_ K,; Z)dXi (3'35)

Substituindo-se as Equacdes (3-31), (3-34) e (3-35) na Equacdo (3-33) e avaliando-se a
integral do primeiro termo em relacdo a deformacéo (¢), a energia de deformacéo total torna-

Se:

E
U= f [71 (eLc? — 2&,ckz + K%2%) +
v

+] n(Ey + E,)
X

EZ (ELC,iZ— ZELC’i K,; Z+K,i2Z2)XidXi]dV (3'36)

i
Utilizando-se a parametrizacdo do elemento finito nas variaveis adimensionais & e /4, Figura
3-6, a integral em relacdo ao volume na Equacdo (3-36) pode ser avaliada por meio de uma
malha de integracdo bidimensional em relacdo a altura e ao comprimento parametrizados
como representado na Equacdo (3-37), considerando-se a area da secdo transversal do

elemento constante ao longo do comprimento.
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Figura 3-6: Parametrizag8o do elemento finito com o auxilio de variaveis adimensionais na altura (1) e no
comprimento (&)

1 1
U= lo.f hf_ b(}) [% (erc? — 2e,ckz(A) + K22(D)?) +

+f n(E; + Ez)

E, (ercni®— 2€100i K 2(A) + 1,2 2(1)?) X dX;|dAdéE (3-37)

i
A parametrizacdo em relacdo a altura € introduzida com o objetivo de possibilitar a analise do
comportamento de fluéncia a flexdo a partir da calibracdo do modelo reolégico com base em
ensaios de fluéncia a tracdo e de relagGes reoldgicas uniaxiais. Dessa forma, um elemento
estrutural submetido a flex&o pode ser idealizado como uma sobreposicéo de barras (um feixe
de barras), sendo o nimero de barras igual ao numero de pontos de Gauss-Lobatto
distribuidos na altura. Cada uma dessas barras idealizadas, com centroide localizado em um
ponto de Gauss-Lobatto em A, fica submetida exclusivamente a tracdo ou a compressao,
dependendo da localizacdo em relacdo a linha centroidal. Em que lp e h representam,
respectivamente, o comprimento da barra e a altura da secdo transversal e b(1) representa a
base de cada barra definida pela localizacdo do respectivo ponto de Gauss-Lobatto e pela
geometria da secdo transversal do elemento estrutural. Adotando-se essa abordagem, o
comportamento de fluéncia a flexdo do elemento estrutural completo pode ser obtido pela
associacdo da contribuicdo do comportamento de fluéncia sob solicitacdo axial de cada barra

idealizada.

A Equacéo (3-37) define a energia de deformac&o total, em funcdo das propriedades fisicas do
material, das propriedades geométricas do elemento e dos parametros nodais, de forma
completa exceto pela velocidade de variacdo de posicdo na direcdo de cada grau de liberdade
X;, a qual sera definida na secio seguinte em funcdo dos pardmetros nodais e das variaveis

adimensionais e A.
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Utilizando-se as Equagdes (3-3) e (3-37) na Equacédo (3-6), que representa a aplicacdo do
principio da minima energia potencial total estacionaria, é possivel obter a resolugdo do
sistema que fornece a posicao de equilibrio de uma estrutura plana, discretizada em elementos
de portico e submetida a um estado de carregamento estatico especifico, considerando-se a

contribui¢do do comportamento viscoelastico de fluéncia do material.

3.4 Representacdo da velocidade de variacdo de posicdo na direcdo dos
graus de liberdade

Com o objetivo de definir a Equacdo (3-37) de forma completa em funcdo das propriedades
do material, dos pardmetros nodais e das varidveis adimensionais & e 4, € necessario descrever
a velocidade de variacdo de posicdo na direcdo de cada grau de liberdade em funcéo desses

mesmos parametros.

Considerando-se a cinematica de Bernoulli-Euler adotada no presente trabalho, a localizago
(x(&,4) , y(&,4)) de um ponto qualquer no meio continuo parametrizado, apresentado na
Figura 3-6, pode ser definida com base na posicdo do ponto pertencente a mesma secao
transversal (¢) e localizado na linha centroidal (1=0) a partir das Equacdes (3-38) e (3-39),

assim como apresentado em Greco (2004).

dyic
d

[y ey

dx;c

d$
() (i)

Nas Equacgdes (3-38) e (3-39), x;c e y,c representam as posi¢cdes cartesianas do ponto

x(§,A) = x¢(§) —z(A)

(3-38)

y(& A =yc(€) +2z(1)

(3-39)

pertencente a linha centroidal em determinada secéo transversal, &, definidas respectivamente
pelas Equacdes (3-19) e (3-20).

Ja para o caso do giro 6(&,4) em uma secdo transversal qualquer, definida por £

considerando-se a geometria parametrizada do elemento, Figura 3-5, tem-se:
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dy dx

dx d =3cé? +2d& +e = tan(0) L, (3-40)

2
0(¢,4) = arctan (3Cf +2d8 + e>

3 (3-41)

em que ¢, d e e podem ser definidos pelas Equacdes (3-22), (3-25) e (3-26). E possivel
perceber, a partir da Equacéo (3-41), que o giro é independe da localizacdo do ponto ao longo
da altura da secdo transversal. O que esta de acordo com a hipoOtese da cinematica de
Bernoulli-Euler em que, ap6s as deformacfes, as se¢Bes transversais permanecem planas e
ortogonais a linha centroidal do elemento estrutural.

Utilizando-se as Equacdes (3-38), (3-39) e (3-41) € possivel obter as diferengas de posi¢des
x(&, 1), y(&, 1) e (&, 1) entre um ponto de Gauss-Legendre (&y) e 0 ponto de Gauss-
Legendre anterior (&n-1), em determinada altura A da secéo transversal, definindo-se trechos do
elemento finito com dimensbes e orientacGes especificas. Finalmente, a velocidade de
variacdo de posicdo (X;) em cada ponto de Gauss na direcio de cada grau de liberdade,
eliminando-se 0os movimentos de corpo rigido do elemento, pode ser obtida pela variacdo

dessas diferencas de posicGes em relacdo as configuracGes inicial (indeformada) e atual
(deformada), Figura 3-7.

y (1,1)
¢ (1,-1)
£ 9 o S Deformada
Yed Lo P
2 g 3/\.\
y(é:nhl’l) é',,,.,%/.) I\.E\ 0\.\.
L ¥ .\. ‘\
X T
'} '. N 0( - -
0 4o & 0 ) * : ol M gm’/’)
0 (Gm-/V-) \. 0 (Sm’/‘) 0,0) ‘4: \\ \\\
AR - S “\ ...... an P 0 T R o W
\ e ik 7 = 7 S
Yenl b7 ® ° | o i Vens®)
AR e e %)) | 2
y (&%) , (s ) o
A e it
Y
X :
00" é \1 : ‘\’ o (1,-1)
t 3 . sl
- 1 Indeformada
(0,1) Lo -
— — :
0/, % ¢ 3
x (gm-l’;") xo(gnﬁl) x(Gm-l’l) x(g/u’)') x

Figura 3-7: LocalizagGes dos pontos (&y, 4) e (&na, 4) nas configuragdes indeformada e deformada



42

Ou seja, as velocidades de variacdo de posicdo em cada ponto de Gauss sdo definidas pelas
variagdes na dimensdo e orientacdo do trecho compreendido entre este ponto de Gauss e 0
ponto de Gauss anterior em um intervalo de tempo determinado. Na Figura 3-7 é possivel
verificar essas variaces de dimensdo e orientacdo. Assim, para determinado ponto de Gauss-
Legendre no comprimento, &n, e determinado ponto de Gauss-Lobatto na altura, 4, a
velocidade de variacdo de posi¢do na direcdo do grau de liberdade X; pode ser calculada com:

(x(fmJ /1) - x(fm—lﬂ/l)) - (xo(’fmi /1) - XO(Em_l,/l)) (3_42)

X0 (m D) = v

em que At representa o intervalo de tempo necessario para 0 elemento passar da posicao
inicial (indicado pelo parametro com sobrescrito “0”) para a posi¢do atual (indicado pelo
pardmetro sem sobrescrito). De forma analoga a Equacdo (3-42), é possivel definir as
velocidades de variacéo das posi¢cdes em cada ponto do elemento parametrizado na diregéo de

cada grau de liberdade, X;, para serem utilizadas na Equacéo (3-37).
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A

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Como descrito na secdo 3.1, para obtencdo da posicdo de equilibrio de uma estrutura
reticulada plana, utilizando-se a formulacdo apresentada, é necessario resolver numericamente
o0 sistema de equacdes representado pela Equacdo (3-6). Assim, algumas estratégias e passos
algébricos serdo descritos neste capitulo com o intuito de possibilitar a implementacao

computacional da formulagdo desenvolvida.

Reescrevendo-se a Equacéo (3-2):

U= jV udV (3-2)

Utilizando-se as variaveis adimensionais ¢ e 4, a integral em relacdo ao volume da Equacéo

(3-2) pode ser avaliada em relacdo a altura e ao comprimento parametrizados como:

1 1
U=l0f hf b(X) u dAdE (4-1)
0 -1

Comparando-se as Equaces (4-1) e (3-37), tem-se:

E
u= [?1 (ec® — 2e1ckz(A) + K22(A)?) +

+] n(E; + E3)
b'e

L (ercni®— 2e10,i ki z(A) + k2 z(A)?) X;dX; (4-2)

A derivada da energia de deformacéo total em relacdo aos graus de liberdade pode ser descrita
entdo por:

du

1 1
x =l L h j_ 1b(/'l) w,; dAdé (4-3)
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Jé& a derivada da energia potencial das forgas externas (P) em relagdo aos graus de liberdade,
para o caso de forgas conservativas, pode ser descrita por:

b _ dZFX—F (4-4)
dX;  dX; L Ut
Substituindo-se as Equacdes (4-3) e (4-4) na Equacdo (3-6), a aplicagdo do principio da

minima energia potencial total estacionaria pode ser reescrita como:

dn 1 1
- lof hf b(1) w,; dAdé —F, = 0 (4-5)
dX; 0 -1

O sistema de equacGes representado pela Equacdo (4-5) pode ser ainda expresso em notagdo
indicial como a Equagdo (4-6), na qual, para cada valor do indice i, o indice j varia de um a
seis.
dill
dX;
Sendo a fungdo g néo linear em relacdo aos parametros nodais, a solucdo do sistema expresso

pela Equacdo (4-6) pode ser obtida através do método de Newton-Raphson (Meclachlan e

Krishnan, 2007) desenvolvendo-se o processo iterativo descrito pela Equacao (4-7).

gX) =g(X® +rg(x9Ax =0 (4-7)

Na Equacdo (4-7), X é o vetor das posicOes atuais, X° é o vetor das posi¢des iniciais e AX
representa o vetor de correcdo das posicdes nodais. Ja o termo Vg(X°) representa a matriz
Hessiana e g(X°) representa o vetor dos residuos, que podem ser representados,

respectivamente, como:

7g(x®) = I, f h f b(A) wy dAdE (4-8)
0 -1

XO

—F (4-9)

XO

X =1 h b(A) u,; did
9(x) ojo j_1<)u 3

Finalmente, a solucdo da Equacdo (4-5) pode ser obtida pelo método de Newton-Raphson,
utilizando-se as Equacdes (4-7), (4-8) e (4-9), conforme os procedimentos descritos a seguir:

1) Definida a posicdo inicial X° da estrutura, determinar g(X®) pela Equacéo (4-9);
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2) Determinar a matriz Hessiana Vg (X°) pela Equagdo (4-8);

3) Determinar a variagdo posicional AX a partir da resolucdo do sistema expresso pela

Equacdo (4-7) (no caso do presente trabalho foi utilizada a eliminagdo Gaussiana);
4) Atualizar o vetor de posicdes X, sendo que: X° = X° + AX;

5) Retornar a etapa 1 até que a norma euclidiana do vetor AX seja suficientemente

pequena (menor ou igual a tolerancia de célculo adotada).

Para poder executar esse processo, € necessaria a determinacdo algebrica dos termos u,; e
u,;x, para posterior avaliacdo das integrais numéricas presentes nas Equacdes (4-8) e (4-9).
Assim, definindo-se as varidveis auxiliares B e G como:

B = ()% + (3c&? + 2d¢ + e)? (4-10)
G = (1,)2%(6¢¢ + 2d)> (4-11)

Utilizando-se as Equacbes (4-10) e (4-11), as Equacdes (3-30) e (3-32), que definem a

deformacdo da linha centroidal e a curvatura, respectivamente, podem ser reescritas como:

1

€Lc = E B(¢) -1 (4-12)
46)

“T B 9

Substituindo-se as Equacdes (4-12) e (4-13) na Equacéo (4-2) e derivando-se em relacdo aos

graus de liberdade, tem-se:

u,; =

B (1_ lo )B(f)u-_(B(E)G(f),i—ZB(f).iG@)_B(f)c(f),i—sB(f).iG@))Z(A)+

2 JB®/ 1’ loB(§)%/G(®) B(f)s/zx/G(f)
G(&),iB(E) = 3GEBE) ., n(E +Ey) ( B(&).; ) _( B(&),; )
i B©)* )2 ]+ Ez (210\/13(5) loy/B(E)

| (B(f)aca,i— 3B(E). G(f))zw N (B(f)@(f),i— 3B(E). G(€)>2 zw) Wl @

2B(§)°/2{G(§) 2B(§)°/2{G(§)

Derivando-se a Equagéo (4-2) novamente em relacdo aos graus de liberdade é possivel obter a

expressao para u, .
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Definidas as expressdes para u,; € u,;; € possivel avaliar as integraisde-lalemiedeOal
em ¢ de forma numérica utilizando-se 0s pontos de Gauss e seus respectivos pesos ao longo
da altura e do comprimento do elemento, respectivamente. Dessa forma, as Equacfes (4-8) e
(4-9) podem ser resolvidas e os procedimentos descritos para 0 método de Newton-Raphson
podem ser implementados computacionalmente para obtencdo da posi¢do de equilibrio da

estrutura.

No presente trabalho foi utilizada a linguagem e o ambiente de programacgéo do software
comercial MATLAB® (The MathWorks, Inc, Massachusetts, USA) para implementagdo de um
cédigo computacional desenvolvido a partir da formulacdo posicional apresentada e dos
procedimentos descritos neste capitulo do trabalho. Um fluxograma simplificado do cédigo
desenvolvido pode ser conferido na Figura 4-1, em que o fluxo indicado pelas setas vermelhas
descreve o processo iterativo de Newton-Raphson. Esse codigo computacional foi utilizado na

analise dos exemplos numéricos que serdo apresentados nos capitulos seguintes.

Arquivo de i
Inicio q Geometria
entrada inicial

Matriz Hessiana Vetor dos residuos Vetor de posi¢des nodais
7y(X) 9(x) X

0

Vetor de forcas externas;
Intervalo de tempo

\ 4

S

A
y

a

A\ 4

Sistema de equacdes Norma do vetor de corregéo
AX 14X ||

Condigdes de contorno

\ 4
\ 4

Sim

Tensédo normal Norma > Tolerancia

Passo atual =

Tensdo normal NUmero total de passos

Posic6es nodais
Deslocamentos

Figura 4-1: Fluxograma simplificado do c6digo implementado em MATLAB®

Pelo fluxograma, pode ser verificado que o codigo computacional implementado se divide em

trés etapas principais. A primeira etapa € referente a entrada de dados, céalculo da geometria
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inicial e montagem do vetor das forgas. Essa entrada de dados consiste em um arquivo de
texto, no qual se determinam os dados da geometria e discretizacdo da estrutura, as
propriedades fisicas e geométricas dos elementos, as condi¢cbes de contorno e de

carregamento, 0 numero de intervalos de tempo e a toleréncia de calculo.

A segunda etapa consiste no processo iterativo do método de Newton-Raphson (indicado
pelas setas vermelhas na Figura 4-1). Nesse processo, inicialmente é montado o vetor das
posicBes nodais, na sequéncia sdo calculados o vetor dos residuos das posi¢cdes nodais e a
matriz Hessiana e, em seguida, sdo aplicadas as condi¢cGes de contorno. Com esses
procedimentos é possivel montar um sistema de equacgdes linearmente independentes, o qual é
resolvido por eliminagdo Gaussiana. A resolucdo desse sistema fornece o vetor de corregéo
das posicdes nodais. O passo iterativo se encerra com o calculo da norma euclidiana do vetor
de correcdo das posicGes nodais e sua comparacdo com a tolerancia de calculo adotada.
Enquanto a norma for maior que a toleréncia de célculo, o fluxo do programa entra em um
novo passo iterativo em busca de um novo conjunto de posi¢des nodais que fornecam um
equilibrio da energia potencial total estacionaria, caso contrario, o processo iterativo €

interrompido, passando para a terceira etapa do codigo.

A terceira etapa consiste no calculo das tensdes atuantes ao longo da altura e do comprimento
de cada elemento e na geracdo das saidas de resultados. Essas saidas consistem em quatro
arquivos de texto, nomeados como “SAI”, “RESULT”, “TENSAO” e “PROCESSA”. O
primeiro arquivo possui os valores de todas as posi¢Ges nodais no final de cada intervalo de
tempo. O segundo possui os valores das posi¢des nodais, no final de cada intervalo de tempo,
de um né especifico da estrutura determinado no arquivo de entrada. O terceiro possui 0s
valores das tensdes atuantes ao longo da altura e do comprimento de cada elemento finito.
Finalmente, o quarto arquivo de saida possui os resultados de processamento (nimero de
iteracGes, evolucdo da norma do vetor de correcdo das posicBes nodais e tempo de
processamento). Além desses, o codigo gera ainda como saida de resultados trés gréaficos
contendo as evolucdes das posices x, y e 8 com o tempo e um diagrama contendo as
configuracBes de equilibrio da estrutura indeformada e das estruturas deformadas, para os

casos elastico e viscoelastico.

Essas trés etapas sdo repetidas a cada intervalo de tempo, a partir do procedimento de
montagem do vetor das forcas. Visto que, caso seja de interesse na analise € possivel, por

exemplo, descarregar a estrutura em determinado intervalo de tempo para verificar 0 processo
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de recuperacdo da deformacdo, ou realizar o carregamento por passos incrementais
atualizando o vetor de forgas. Ap6s a execucgdo de todos os intervalos de tempo o programa é

entdo encerrado.

Avaliando-se fisicamente o modelo reoldgico adotado, Figura 3-4, & possivel ilustrar o
comportamento dos elementos que o constituem atraves da representacdo da transferéncia de
tensdo entre estes com a evolucdo dos deslocamentos, sob determinado estado de
carregamento e dentro de determinado intervalo de tempo. Tal analise permite visualizar de
forma simplificada como a abordagem adotada pode ser representada matematicamente pela
formulacdo apresentada e computacionalmente pelo codigo implementado, a partir da
definicdo de um intervalo de tempo, dispensando a necessidade de um processo de marcha
incremental de tempo ou de uma integracdo temporal. Na Figura 4-2 é possivel verificar o
esquema representativo do comportamento do modelo e de seus elementos. Na qual o e ¢
representam, respectivamente, as tensdes e deformagbes normais em cada elemento. Nos
quais os subscritos “1” e “2” se referem aos ramos elastico e de Maxwell, respectivamente. Ja

os sobrescritos “e” e “v” se referem, respectivamente, aos elementos elastico e visC0SO.

Na Figura 4-2, sob determinado estado de carregamento (P), os elementos do modelo padréo
de solido estdo submetidos as respectivas tensdes (o;, o5 € g5). Dessa forma, a mola (E;) em
série com o amortecedor () estd submetida a tracdo e deformada (&5), consequentemente,
esta tende a deformar (“abrir’”) 0 amortecedor com o intuito de retornar a sua configuragdo
ndo deformada. No entanto, devido & viscosidade do amortecedor, este tende a frear esse
retorno da mola, permitindo que apenas parte dessa deformagéo (¢7) seja recuperada dentro
do intervalo de tempo (At) determinado no arquivo de entrada. Assim, com parte de sua
deformacdo recuperada, a mola em série com o amortecedor fica submetida a um nivel menor
de tensdo (o, — Aa). Visto que o nivel de tensdo total (o = g, + g,) no modelo é constante
(comportamento de fluéncia), essa reducdo de tensdo na mola em série com o amortecedor
passa como acréscimo de tensdo para a mola em paralelo (E;). Esta fica entdo submetida a um
nivel maior de tensdo (o, + Ao) e, consequentemente, 0 modelo apresenta um aumento na
deformacéo total (¢;). Todo esse processo de transferéncia de tensdo é repetido, dentro de
intervalos de tempo iguais, até que toda a tensdo seja transferida para mola em paralelo e,

consequentemente, a mola em série recupere sua configuracdo ndo deformada.



6=0,+0,

o, c,
— H
& &
At
&
0, +40

]
0=0,+0, ' EI '
<« (410 i
[ ]
' E2 n '
< : >
0, - 40 0, - AG
— —
& &

Figura 4-2: Esquema representativo da transferéncia de tensdo e evolucdo das deformac6es dentro de um
intervalo de tempo determinado
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S

EXEMPLOS E ANALISES QUALITATIVAS

Neste capitulo inicialmente sdo apresentados quatro exemplos qualitativos a fim de verificar a
coeréncia do comportamento estrutural em relacdo a teoria da viscoelasticidade, utilizando-se
a formulacdo apresentada e implementada em MATLAB®, conforme capitulo 4. Essa
verificagdo consiste na obtencdo das posicdes de equilibrio e evolugdo dos deslocamentos das
estruturas ao longo do tempo, sob carregamento constante, para 0s casos de comportamento
elastico e viscoelastico. Como neste capitulo a formulacdo ainda ndo foi calibrada para
descricdo do comportamento de um material real, sdo adotados pardmetros genéricos para as
propriedades mecanicas dos materiais e, dessa forma, os resultados obtidos nos exemplos néo
tém valor quantitativo. No entanto, o valor qualitativo desses exemplos € relevante visto que
os parametros adotados foram escolhidos a fim de explorar a capacidade representativa da

abordagem apresentada na formulacao.

Na sequéncia do capitulo sdo apresentadas analises de variagdes nos parametros do material e
nos parametros de discretizag@o (espacial e temporal) com o intuito de verificar a influéncia
destes nos comportamentos de fluéncia a tracdo e de fluéncia a flexdo descritos pela

formulacéo.

Nos exemplos apresentados, exceto quando afirmado o contrério, sdo adotados dez pontos de
Gauss-Legendre ao longo do comprimento e dez pontos de Gauss-Lobatto ao longo da altura
dos elementos, a tolerancia de calculo adotada para a norma do vetor de correcdo das posicdes

nodais é de 10® m e a tolerancia dimensional considerada é de 0,5x10° m (meio milimetro).

5.1 Barra tracionada

O primeiro exemplo qualitativo trata de uma barra tracionada, engastado em uma das
extremidades e livre na outra extremidade, como ilustrado na Figura 5-1. Essa barra apresenta

um comprimento (L) igual a 1 m e foi discretizada em um elemento finito. A secédo transversal
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da barra é retangular, com altura igual a 0,05 m e base igual a 0,025 m, sendo a area da se¢éo
transversal igual a 1,25x10° m? e a inércia da secfo igual a 2,6x10" m*. Os médulos de
elasticidade longitudinais e 0 médulo de viscosidade de acordo com o modelo reoldgico

padréo de sélido sdo, respectivamente, E; = 56 GPa, E, = 14 GPa e 5 = 20x10° GPa:s.

A forca (p) foi aplicada em um Unico passo na extremidade a direita da barra (n6 2) e tem
intensidade de 5000 kN. A analise foi realizada considerando-se cinco intervalos de tempo de

At = 1000 s, totalizando uma analise de 5000 segundos.

Figura 5-1: Barra tracionada

Os resultados de evolucao dos deslocamentos axiais ao longo do tempo para 0s casos elastico
e viscoelastico estdo expostos na Figura 5-2. J& na Figura 5-3 estdo expostas as posicdes de
equilibrio indeformada e deformadas elastica e viscoelastica da barra.

A partir das Figuras 5-2 e 5-3 € possivel observar que para o caso de um elemento submetido
a tracdo o cddigo consegue descrever o comportamento de fluéncia (aumento do
deslocamento ao longo do tempo sob tensdo constante) com taxa de deslocamento
decrescente, assim como esperado pela teoria da viscoelasticidade. Pode-se observar também
que a partir de um determinado tempo, entre 4000 e 5000 segundos, a taxa de evolucdo dos
deslocamentos praticamente se anula.
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Figura 5-2: Evolucdo dos deslocamentos axiais (né 2)
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Figura 5-3: Posi¢des de equilibrio indeformada e deformadas eléstica e viscoelastica, barra tracionada
5.2 Viga biapoiada com carregamento concentrado

O segundo exemplo qualitativo trata de uma viga biapoiada com forga concentrada aplicada
no centro do vao, como ilustrado na Figura 5-4. Essa viga apresenta um véo livre (L) igual a
5m e foi discretizada em dez elementos finitos de 0,5 m de comprimento cada. A secdo
transversal da viga é retangular, com altura igual a 0,10 m e base igual a 0,054 m, sendo a
4rea da seco transversal de cada elemento igual a 5,4x10° m? e a inércia da secdo igual
4,5x10° m*. Os médulos de elasticidade longitudinais e 0 médulo de viscosidade séo,

respectivamente, E; = 56 GPa, E, = 14 GPa e = 20x10° GPa-s.

A forca (p) foi aplicada em um Unico passo no centro do vao com intensidade de 10000 N e
direcdo vertical para baixo. A andlise foi realizada considerando-se cinco intervalos de tempo

de At = 1000 s, totalizando uma analise de 5000 segundos.

P

N6 1 N6 central N6 2

L

Figura 5-4: Viga biapoiada com carregamento concentrado

Os resultados de evolucdo da flecha no centro do vao ao longo do tempo para 0s casos
elastico e viscoelastico estdo expostos na Figura 5-5. Ja na Figura 5-6 estdo expostas as

posi¢des de equilibrio indeformada e deformadas elastica e viscoelastica da viga.
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A partir das Figuras 5-5 e 5-6 é possivel observar que para o caso de um elemento submetido
a flexdo o codigo consegue descrever o comportamento de fluéncia (aumento da flecha ao
longo do tempo sob tensdo constante) com taxa de deslocamento decrescente, assim como
esperado pela teoria da viscoelasticidade. Assim como no caso da fluéncia a tracdo do
exemplo anterior, pode-se observar também que a partir de um determinado tempo, entre

4000 e 5000 segundos, a taxa de evolugdo dos deslocamentos praticamente se anula.
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Figura 5-5: Evolugdo da flecha com o tempo na viga biapoiada
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Figura 5-6: Posicoes de equilibrio indeformada e deformadas elastica e viscoelastica, viga biapoiada
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5.3 Viga em balan¢o com carregamento concentrado

O terceiro exemplo qualitativo trata de uma viga em balango com forga concentrada aplicada
na extremidade a direita (n0 2), como ilustrado na Figura 5-7. Essa viga apresenta um
comprimento (L) igual a 5m e foi discretizada em dez elementos finitos de 0,5 m de
comprimento cada. A secao transversal da viga € retangular, com altura igual a 0,10 m e base
igual a 0,054 m, sendo a 4rea da secdo transversal de cada elemento igual a 5,4x10°m? e a
inércia da secdo igual 4,5x10° m* Os médulos de elasticidade longitudinais e o médulo de

viscosidade s&o, respectivamente, E; = 56 GPa, E, = 14 GPa e = 20x10° GPa:s.

A forca (p) foi aplicada em um Unico passo na extremidade da viga com intensidade de
1000 N e direcdo vertical para baixo. A andlise foi realizada considerando-se dez intervalos de

tempo de At = 1000 s, totalizando uma anélise de 10000 segundos.

Figura 5-7: Viga em balan¢o com carregamento concentrado

Os resultados de evolucdo da flecha na extremidade da viga ao longo do tempo para 0s casos
elastico e viscoelastico estdo expostos na Figura 5-8. Ja na Figura 5-9 estdo expostas as

posicOes de equilibrio indeformada e deformadas elastica e viscoelastica da viga.

A partir das Figuras 5-8 e 5-9 é possivel observar que para 0 caso de um elemento submetido
a flexdo o codigo consegue descrever o comportamento de fluéncia (aumento da flecha ao
longo do tempo sob tensdo constante) com taxa de deslocamento decrescente, assim como
esperado pela teoria da viscoelasticidade. Nesse caso o tempo para estabilizacdo da fluéncia
foi mais longo, apresentando taxa de evolucdo dos deslocamentos praticamente nula apenas

depois de decorridos 9000 segundos.
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Figura 5-8: Evolucéo da flecha com o tempo na viga em balango
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Figura 5-9: Posices de equilibrio indeformada e deformadas elastica e viscoelastica, viga em balango
5.4 Pértico engastado

O quarto exemplo qualitativo trata da analise de um pértico formado por uma viga e dois
pilares. As ligacGes entre esses membros sdo consideradas rigidas e as bases dos pilares séo
engastadas. O portico estd submetido a um carregamento uniformemente distribuido ao longo

de toda a viga, além, de um carregamento concentrado no né que une o pilar lateral esquerdo
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e a viga. A geometria do portico, a distribuicdo das forgas e as condi¢fes de contorno nos
apoios estéo ilustradas na Figura 5-10.

N6 central

L

Figura 5-10: Portico engastado

Tanto os pilares quanto a viga, expostos na Figura 5-10, apresentam comprimento (L) igual
6 m e foram discretizados em seis elementos finitos de 1,0 m de comprimento cada,
totalizando dezoito elementos na estrutura. A sec¢do transversal dos elementos € retangular,
com altura igual a 0,10 m e base igual a 0,054 m, sendo a area da secdo transversal de cada
elemento igual a 5,4x10°m? e a inércia da secdo igual a 4,5x10°m* Os médulos de
elasticidade longitudinais e 0 mddulo de viscosidade sdo, respectivamente, E; = 37,6 GPa,
E,=9,4 GPae 5 = 20x10° GPa:s.

As forcas foram aplicadas em um Unico passo, com forca distribuida (w) de intensidade
11666,7 N/m e forca concentrada (p) de intensidade 1000 N. A analise foi realizada
considerando-se vinte passos de tempo de At = 1000 s, totalizando uma analise de 20000

segundos.

Os resultados apresentados nas Figuras 5-11 e 5-12 se referem aos deslocamentos do né

central da viga, respectivamente, nas dire¢cdes horizontal e vertical. Ja na Figura 5-13 estdo
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expostas as posicGes de equilibrio indeformada e deformadas elastica e viscoelastica do

portico.

A partir das Figuras 5-11 e 5-12 é possivel observar que para o caso de um elemento
submetido tanto a carregamento axial quanto a flexao o cddigo consegue descrever a evolugédo
dos deslocamentos com taxa de deslocamento decrescente, assim como esperado pela teoria
da viscoelasticidade. Nesse caso o tempo para estabilizagdo da fluéncia foi superior a 20000
segundos. A partir da Figura 5-13 é possivel observar ainda que o comportamento
viscoelastico pode alterar significativamente a posicdo de equilibrio do portico ao longo do

tempo para um mesmo estado de carregamento.
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5.5 Andlise da influéncia dos parametros

Neste item sdo apresentadas analises de variagdes nos pardmetros do material e nos
parametros de discretizacdo (espacial e temporal) com o intuito de verificar a influéncia destes
nos comportamentos de fluéncia a tracdo e de fluéncia a flexdo descritos pela formulacéo.
Para tanto, na analise do comportamento de fluéncia a tragéo foi considerada a barra do item
5.1, assim como suas caracteristicas geometricas. Ja na anélise do comportamento de fluéncia
a flexdo foi considerada a viga do item 5.2, assim como suas caracteristicas geométricas.
Assim, para cada item seguinte sdo apresentados separadamente os resultados de
deslocamento axial da extremidade livre ao longo do tempo para a barra e deslocamento

vertical no centro do véo ao longo do tempo para a viga.

5.5.1 Influéncia do nimero de pontos de Gauss ao longo do comprimento do elemento

Nesta analise é adotada a Quadratura de Gauss-Legendre para determinacdo dos pontos de
Gauss e seus respectivos pesos. Os mesmos pardmetros do material e de geometria
apresentados nos itens 5.1 e 5.2 sdo mantidos, variando-se apenas o nimero de pontos de
Gauss distribuidos ao longo do comprimento de cada elemento finito. Para o caso da barra é
utilizada uma faixa de variacdo de quatro a dez pontos. Ja para o caso da viga a faixa utilizada
é de seis a doze pontos. A influéncia dessa variacdo nos deslocamentos da barra ao longo do
tempo pode ser conferida na Figura 5-14. A partir das Figuras 5-14 (b) e 5-14 (c) é possivel
verificar uma convergéncia dos resultados com o aumento do nimero de pontos de Gauss em
cada elemento e que a partir de seis pontos de Gauss a diferenca entre os resultados obtidos

estdo dentro da tolerancia dimensional adotada.

J& a influéncia dessa variacdo nos deslocamentos do né central da viga ao longo do tempo
pode ser conferida na Figura 5-15. A partir das Figuras 5-15 (b) e 5-15 (c) é possivel verificar
uma convergéncia dos resultados com o aumento do numero de pontos de Gauss em cada
elemento e que a partir de dez pontos de Gauss a diferenca entre os resultados obtidos estdo
dentro da tolerancia dimensional adotada.

A partir das Figuras 5-14 e 5-15 é possivel observar ainda que, tanto para barra quanto para
viga, as diferencas nos resultados de deslocamentos em relagdo a variacdo do nimero de
pontos de Gauss ao longo do comprimento dos elementos sdo mais pronunciadas a curto

prazo do que a longo prazo. Dessa forma, para uma andlise de fluéncia a curto prazo em uma
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estrutura discretizada por elementos de portico, 0s quais podem estar submetidos a solicitacdo
axial ou a flexdo, é necessario adotar um numero de pontos de Gauss ao longo do
comprimento igual ou superior a dez, nUmero este que atende aos dois tipos de solicitacdes. Ja
para uma analise de fluéncia a longo prazo os resultados se tornam menos sensiveis a variacao
do nimero de pontos de Gauss ao longo do comprimento podendo ser adotado um ndmero

menor de pontos.

0,0750
0.0725
0.0700 ) f% __________ I 3
0.0675 |- %
0,0650 |

0.0625 |-

Deslocamento axial (nd 2) [m)]

| | | | | |
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Tempo [s]
(a)
N 00715 -mmmmmmmmmmmmmmm oo
° E
0,0689 - ----n=nmnmmmmmmomonon oo =
Lo
2 =
N = g
R A TTTTTTTTTTRTT
_ B 00714 f-mmmmm
0.0685 f--eermeenoe s = .
E, 5
& 0,0683 F--mnnmemneee sommmeeeeeennen 3
g =
2 00681 [-----mnemmommmmneno oo a
" 00713 - -
= 4909 5000 3001
= bez=zzzzzzzzzzoohooIoIIIIICICIl
5 0,0679 Tempo [=]
B 00677 F-nnmmee e ©
ﬁ
T 00675 f-een e R RRCRET
* 4 pontos
00673 bmmmmr e & 5 pontos
---+-- { pontos
L = 7 pontos
® 8 pontos
0,0669 L '
000 1000 1001 2 O pontos
Tempo [s] 10 pontos
(b)

Figura 5-14: (a) Influéncia da variacdo do nimero de pontos de Gauss ao longo do comprimento do elemento
para o caso da barra (item 5.1); (b) Detalhe para 1000 s; (c) Detalhe para 5000 s
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Figura 5-15: (a) Influéncia da variacdo do nimero de pontos de Gauss ao longo do comprimento do elemento

para o caso da viga (item 5.2); (b) Detalhe para 1000 s; (c) Detalhe para 5000 s
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5.5.2 Influéncia do nimero de pontos de Gauss ao longo da altura do elemento

Nesta analise é adotada a Quadratura de Gauss-Lobatto para determinacdo dos pontos de
Gauss e seus respectivos pesos. Os mesmos parametros do material e de geometria
apresentados nos itens 5.1 e 5.2 sdo mantidos, variando-se apenas o nimero de pontos de
Gauss distribuidos ao longo da altura de cada elemento finito. Para o caso da barra é utilizada
uma faixa de variacdo de dois a dez pontos. Ja para o caso da viga a faixa utilizada € de quatro
a dez pontos, visto que para dois pontos de Gauss ao longo da altura de cada elemento para o
caso da viga ndo foi possivel obter estabilidade numérica na execucao do codigo. A influéncia
dessa variacdo nos deslocamentos da barra ao longo do tempo pode ser conferida na Figura
5-16. A partir das Figuras 5-16 (b) e 5-16 (c) é possivel verificar que ndo sdo obtidas
variacdes nos resultados em relacdo a variacdo no numero de pontos de Gauss ao longo da

altura do elemento para o caso da barra.
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Figura 5-16: (a) Influéncia da variagdo do nimero de pontos de Gauss ao longo da altura do elemento para o
caso da barra (item 5.1); (b) Detalhe para 1000 s; (c) Detalhe para 5000 s



64

J& a influéncia dessa variacdo nos deslocamentos da viga ao longo do tempo pode ser
conferida na Figura 5-17. A partir das Figuras 5-17 (b) e 5-17 (c) é possivel verificar que,
assim como no caso da barra, ndo sdo obtidas variagdes nos resultados em relacéo a variacao
no numero de pontos de Gauss ao longo da altura do elemento para o caso da viga, exceto

pela instabilidade numérica observada quando utilizados apenas dois pontos de Gauss.
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Figura 5-17: (a) Influéncia da variagdo do nimero de pontos de Gauss ao longo da altura do elemento para o
caso da viga (item 5.2); (b) Detalhe para 1000 s; (c) Detalhe para 5000 s
A partir das Figuras 5-16 e 5-17, tanto para barra quanto para viga, 0 mesmo comportamento
é observado, tanto a curto prazo quanto a longo prazo, em que ndo sdo obtidas variacbes nos
resultados de deslocamentos em relacdo a variagdo do nimero de pontos de Gauss ao longo da
altura dos elementos. Dessa forma, para uma analise de fluéncia linear em relagdo ao nivel de

tensdo em uma estrutura discretizada por elementos de pértico, os quais podem estar
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submetidos a solicitacdo axial ou a flexdo, pode ser adotado um nimero de pontos de Gauss
ao longo da altura igual ou superior a quatro, para curto ou longo prazo. No entanto, visto que
o comportamento de fluéncia em geral € ndo linear em relacéo ao nivel de tensdo aplicado, a
adocdo de um ndmero maior de pontos de Gauss ao longo da altura permite obter a
contribuicdo desse comportamento de forma mais detalhada considerando-se o perfil de
distribuicdo de tensdo ao longo da altura do elemento.

5.5.3 Influéncia do intervalo de tempo

Nesta andlise é avaliada a influéncia da variacdo do intervalo de tempo adotado, sendo 0s
demais parametros do material e de discretizacdo mantidos conforme exemplos dos itens 5.1 e
5.2. Tanto para barra quanto para viga sdo adotados quatro diferentes intervalos de tempo,
500 s, 1000 s, 2000 s e 4000 s. Nas Figuras 5-18 e 5-19 sdo apresentados os resultados de
deslocamento ao longo do tempo com os diferentes intervalos de tempo, respectivamente,
para a barra e para a viga. A partir dessas figuras é possivel observar que a variagdo no
intervalo de tempo ndo gerou variacdo nos resultados a longo prazo, demonstrando um
comportamento assintético e convergente para um mesmo valor de deslocamento
viscoelastico final. J& para os resultados de deslocamento viscoelastico a curto prazo, apesar
de verificada um tendéncia de divergéncia com a reducdo do intervalo de tempo, as diferencas

obtidas ficaram dentro da tolerancia dimensional adotada.
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Figura 5-18: Influéncia do intervalo de tempo nos deslocamentos da barra (item 5.1)
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Figura 5-19: Influéncia do intervalo de tempo nos deslocamentos da viga (item 5.2)

Dessa forma, para uma andlise de fluéncia a longo prazo em uma estrutura discretizada por
elementos de portico, os quais podem estar submetidos a solicitacdo axial ou a flexdo, pode
ser adotado um intervalo de tempo relativamente grande, por exemplo 4000 s, sem perda na
qualidade do resultado final de deslocamento por fluéncia. J& para uma analise de fluéncia a
curto prazo os resultados sdo mais sensiveis a variagdo do intervalo de tempo, sendo

necessaria uma andalise mais detalha dessa variacdo para a estrutura estudada.

5.5.4 Influéncia do niumero de elementos

Neste item é analisada a influéncia da variagdo do numero de elementos adotados na
discretizacdo da estrutura, sendo os demais parametros do material e de discretizacdo
mantidos conforme exemplos dos itens 5.1 e 5.2. Para barra sdo adotadas discretiza¢cbes com
1, 5, 10 e 20 elementos. Ja para viga sdo adotadas discretizagdes com 4, 8, 12, 16 e 20

elementos.

A influéncia dessa variacdo nos deslocamentos da barra ao longo do tempo pode ser conferida
na Figura 5-20. A partir das Figuras 5-20 (b) e 5-20 (c) é possivel verificar que ndo sdo
obtidas variagdes nos resultados em relacdo a variagdo do numero de elementos utilizados na

discretizacao.

Ja a influéncia dessa variacdo nos deslocamentos da viga ao longo do tempo pode ser
conferida na Figura 5-21. A partir das Figuras 5-21 (b) e 5-21 (c) é possivel verificar que os

resultados apresentam uma divergéncia superior a tolerancia dimensional em curto prazo. No
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entanto, a longo prazo ha uma tendéncia de convergéncia com o aumento do nimero de
elementos e, considerando-se a tolerdncia dimensional adotada, pode-se verificar que as

diferencas nos deslocamentos da viga s@o despreziveis acima de oito elementos.

Dessa forma, para uma andlise de fluéncia a curto prazo em uma estrutura discretizada por
elementos de portico, os quais podem estar submetidos a solicitacdo axial ou a flexdo, é
adequado adotar um numero menor de elementos, proximo de oito elementos, devido ao risco
de se obter uma divergéncia dos resultados com uma maior discretizacdo. Ja para uma analise
de fluéncia a longo prazo, devido a convergéncia dos resultados com o aumento da
discretizagdo, pode-se utilizar nimeros maiores de elementos com ganho na qualidade do

resultado final de deslocamento por fluéncia.
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Figura 5-20: (a) Influéncia do nimero de elementos nos deslocamentos da barra (item 5.1); (b) Detalhe para
1000 s; (c) Detalhe para 5000 s
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Figura 5-21: (a) Influéncia do nimero de elementos nos deslocamentos da viga (item 5.2); (b) Detalhe para
1000 s; (c) Detalhe para 5000 s

5.5.5 Influéncia do médulo de elasticidade longitudinal E;

Neste item é analisada a influéncia da variagdo do mddulo de elasticidade longitudinal E;,
conforme modelo reoldgico padrdo de solido, sendo os demais parametros do material e de
discretizacdo mantidos conforme exemplos dos itens 5.1 e 5.2. Nesses exemplos é possivel
observar que o modulo de elasticidade longitudinal adotado para fase elastica é igual a
70,0 GPa e que, a principio, é adotada uma proporcdo de 80% deste para ao modulo de
elasticidade longitudinal E; e de 20% para o0 mddulo de elasticidade longitudinal E,. Neste
item E, é mantido constante e é considerada apenas a variacdo na proporc¢do referente ao
modulo de elasticidade longitudinal E;, sendo adotado para esta 90%, 70%, 50% e 30% do

modulo de elasticidade adotado para fase elastica, tanto para barra quanto para viga.
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Nas Figuras 5-22 e 5-23 séo apresentados, respectivamente, os resultados de deslocamento ao
longo do tempo e de sensibilidade dos deslocamentos viscoelésticos para determinados
intervalos de tempo com a variacdo do modulo de elasticidade longitudinal E;, para o caso da
barra. Ja para o caso da viga, os resultados de deslocamento ao longo do tempo e de
sensibilidade dos deslocamentos viscoelasticos para determinados intervalos de tempo com a
variacdo do modulo de elasticidade longitudinal E; sdo apresentados, respectivamente, nas
Figuras 5-24 e 5-25.

A partir das Figuras 5-22 a 5-25 ¢ possivel observar uma tendéncia de aumento exponencial
dos deslocamentos viscoelasticos, em cada um dos cinco intervalos de tempo considerados,
com a reducdo no médulo de elasticidade longitudinal Ej, utilizando-se a formulacéo
apresentada e o codigo implementado. Com esses resultados € possivel verificar uma
sensibilidade consideravel do comportamento de fluéncia ao longo de todo o periodo de
tempo em relagdo a variagdo do moédulo de elasticidade E;, sendo observada uma redugdo
dessa sensibilidade ao longo do tempo. Além disso, assim como j& mencionado no item 3.2,
esses resultados estdo de acordo com a teoria da viscoelasticidade e com as caracteristicas
fisicas do modelo padrdo de solido, em que o deslocamento viscoelastico final (apds um
intervalo de tempo suficientemente grande) é determinado pelo moédulo de elasticidade

longitudinal E;.
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Figura 5-22: Influéncia do mddulo de elasticidade longitudinal E; nos deslocamentos da barra (item 5.1)
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Figura 5-25: Sensibilidade dos deslocamentos viscoelasticos da viga (item 5.2) para determinados intervalos de
tempo com a variagdo do modulo de elasticidade longitudinal E;
Adicionalmente, 0 modelo padrdo de sélido pode ser reduzido ao modelo de Maxwell (um

elemento elastico em série com um elemento viscoso) levando-se 0 médulo de elasticidade

longitudinal E; a zero, como pode ser conferido na Figura 5-26.

Figura 5-26: Modelo de Maxwell a partir da reducdo do modelo padrdo de sélido

Assim, com o intuito de demostrar tal aplicacdo, ¢ adotado um modulo de elasticidade
longitudinal E; igual a zero, um modulo de elasticidade longitudinal E; igual ao médulo de
elasticidade da fase elastica (E; = 100% de E) e um mddulo de viscosidade # igual a
5,0x10° GPa-s. Os resultados de deslocamento ao longo do tempo obtidos para barra,

utilizando-se esses parametros, estdo expostos na Figura 5-27.
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Figura 5-27: Deslocamento da barra (item 5.1) ao longo do tempo com E; =0

Da mesma forma, para viga, pode-se obter os resultados expostos na Figura 5-28. Neste caso,

diferentemente do item 5.2, devido a problemas de estabilidade numérica é adotada uma forca

de 1000 N.
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Figura 5-28: Deslocamento da viga (item 5.2) ao longo do tempo com E; =0

Os resultados apresentados nas Figuras 5-27 e 5-28 estdo de acordo com a teoria da

viscoelasticidade e demonstram a capacidade de representacdo do modelo de Maxwell, a

partir da formulagdo desenvolvida. Tal modelo, sob um estado de tensdo constante, apresenta

uma deformacéo elastica instantanea seguida de uma deformacéo viscoelastica continua com
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taxa de deformacdo constante, comportamento caracteristico de um material fluido (Marques
e Creus, 2012; Findley et al., 1989).

5.5.6 Influéncia do moédulo de elasticidade longitudinal E;

Neste item é analisada a influéncia da variacdo do médulo de elasticidade longitudinal E,
conforme o modelo reolégico padrdo de sélido, sendo os demais parametros do material e de
discretizacdo mantidos conforme os exemplos dos itens 5.1 e 5.2. Para tanto, E; € mantido
constante e é considerada apenas a variagdo na proporcao referente ao mddulo de elasticidade
longitudinal E;, sendo adotado para esta 10%, 30%, 50% e 70% do modulo de elasticidade
adotado para fase eléstica, tanto para barra quanto para viga. Nas Figuras 5-29 e 5-30 sdo
apresentados os resultados de deslocamento ao longo do tempo com as diferentes proporcdes

do modulo de elasticidade longitudinal E,, respectivamente, para a barra e para a viga.
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Figura 5-29: Influéncia do mddulo de elasticidade longitudinal E, nos deslocamentos da barra (item 5.1)

Assim como detalhado no final do capitulo 4 e ilustrado na Figura 4-2, fisicamente, a mola
em série com o amortecedor que foi deformada na fase elastica tende a recuperar a sua
configuragdo ndo deformada com o decorrer do tempo. Dessa forma, para uma mesma
deformacéo eléstica inicial, quanto maior o0 modulo de elasticidade longitudinal E; dessa mola
maior € a energia armazenada. Consequentemente, quanto maior o modulo de elasticidade
longitudinal E; maior é a forca exercida pela mola sobre o amortecedor e, para um mesmo

valor de modulo de viscosidade, mais rapida é dada essa recuperacdo da configuracdo néo
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deformada. No entanto, ap6s um intervalo de tempo suficientemente grande, a deformacéo
viscoelastica final se torna independente desse parametro. Os resultados apresentados nas
Figuras 5-29 e 5-30 estdo em concordancia com essa descricdo fisica do comportamento do
modelo e com o comportamento esperado pela teoria da viscoelasticidade, apresentando uma
convergéncia para um mesmo valor de deslocamento final de forma mais rapida conforme é

aumentado o médulo de elasticidade longitudinal E,.

0.1050 -

01025+ - IS @ oooemnees I S #

= 0.1000 - @'

= 00975} ,

20,0950 :

B 0,025}

5 . o E = 70%de E

= 0.,0000 :

= O E = 350%deE

¥ - 1

= DORTEE --+--E = 30%de E

= 00850 7 E = 10%deE

T 008238
0.0800 | | | | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Tempo [s]
Figura 5-30: Influéncia do médulo de elasticidade longitudinal E, nos deslocamentos da viga (item 5.2)

Adicionalmente, 0 modelo padrdo de solido pode ser reduzido ao modelo de Kelvin-Voigt
(um elemento elastico em paralelo com um elemento viscoso) tendendo-se 0 modulo de

elasticidade longitudinal E; ao infinito, como pode ser conferido na Figura 5-31.

E;
oy
& E2—>oo n d
1 1 I
T T LI
&

Figura 5-31: Modelo de Kelvin-Voigt a partir da reducdo do modelo padréo de sélido

Assim, com o intuito de demostrar tal aplicacdo, ¢ adotado um modulo de elasticidade
longitudinal E, igual a 1x10% Pa, um médulo de elasticidade longitudinal E; igual ao médulo

de elasticidade da fase elastica (E; = 100% de E) e um modulo de viscosidade # igual a
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5,0x10° GPa-s. Os resultados de deslocamento ao longo do tempo obtidos para a barra e para

a viga, utilizando-se esses parametros, estdo expostos respectivamente nas Figuras 5-32 e 5-

33.
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Figura 5-32: Deslocamento da barra (item 5.1) ao longo do tempo com E, tendendo ao infinito
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Figura 5-33: Deslocamento da viga (item 5.2) ao longo do tempo com E, tendendo ao infinito

Os resultados apresentados nas Figuras 5-32 e 5-33 estdo de acordo com a teoria da

viscoelasticidade e demonstram a capacidade de representacdo do modelo de Kelvin-Voigt, a

partir da formulacdo desenvolvida. Tal modelo, sob um estado de tensdo constante, ndo

apresenta deformacéo elastica instantdnea, mas, uma deformacédo elastica amortecida (com

taxa de deformacdo decrescente). Nesse caso, apds um intervalo de tempo suficientemente

grande, o elemento atinge de forma amortecida um valor de deslocamento maximo igual ao
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deslocamento que um elemento constituido de material elastico atingiria (Marques e Creus,
2012; Findley et al., 1989).

5.5.7 Influéncia do moédulo de viscosidade »

Neste item é analisada a influéncia da variagdo do modulo de viscosidade #, conforme o
modelo reoldgico padrdo de solido, sendo os demais pardmetros do material e de discretizagéo
mantidos conforme os exemplos dos itens 5.1 e 5.2. Para tanto, sdo adotados quatro valores
distintos para 0 médulo de viscosidade, 5,0x10° GPa-s; 10,0x10° GPa-s; 20,0x10° GPas e
40,0x10° GPa-s. Nas Figuras 5-34 e 5-35 séo apresentados os deslocamentos ao longo do

tempo, respectivamente, para a barra e para a viga.

Conforme esperado pela teoria da viscoelasticidade e pelo comportamento esperado e
ilustrado na Figura 4-2, a variagdo do modulo de viscosidade influencia na taxa de
deformacédo, tornando a deformacdo mais rapida ou mais lenta conforme valor adotado para
este parametro. Ou seja, quanto maior o modulo de viscosidade mais viscoso € o material
constituinte do elemento estrutural e, ilustrativamente, maior é o tempo necessario para gerar
uma mesma deformacdo no amortecedor presente no modelo padrao de sélido. Essa descri¢do
estd de acordo com os resultados de deslocamentos ao longo do tempo na barra e na viga
apresentados nas Figuras 5-34 e 5-35, respectivamente, e obtidos a partir da formulacéo

proposta e implementada computacionalmente.
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Figura 5-34: Influéncia do mddulo de viscosidade # nos deslocamentos da barra (item 5.1)
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Figura 5-35: Influéncia do médulo de viscosidade # nos deslocamentos da viga (item 5.2)
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6

CALIBRACOES E EXEMPLOS QUANTITATIVOS

Os exemplos e andlises apresentados no capitulo anterior tém valor exclusivamente
qualitativo, ou seja, os resultados apresentam uma tendéncia do comportamento de fluéncia
utilizando-se a formulacdo proposta e o codigo implementado. Dessa forma, os valores
numericos obtidos ndo descrevem necessariamente o comportamento viscoelastico real de um

elemento estrutural constituido por um material especifico.

Visto isso, o presente capitulo é dedicado a apresentar trés exemplos de calibracdo da
formulacdo, com base em resultados experimentais obtidos na literatura, assim como
exemplos quantitativos utilizando as respectivas calibragcdes. Estes exemplos serédo
desenvolvidos a fim de demostrar a capacidade de ajuste e representacdo quantitativa do
comportamento de fluéncia para materiais especificos a partir de um método simples de

calibracdo da formulacéo apresentada.

6.1 Calibracdo com base em ensaios de fluéncia a tracdo em PRFV

O primeiro exemplo de calibracdo é baseado nos resultados experimentais apresentados em
Youssef (2010). Esses resultados sdo obtidos de ensaios de fluéncia a tracdo em barras
pultrudadas de Plastico Reforcado com Fibra de Vidro (PRFV), constituidas de fibras de vidro
do tipo E-Glass de alta resisténcia (77,3% por volume) e resina vinil éster. As barras
ensaiadas possuem um metro de comprimento, area da secdo transversal circular de
70,88 x 10° m? e médulo de elasticidade da fase elastica igual a 46,9 GPa. Os ensaios se
baseiam na obtencdo das deformacdes por fluéncia das barras, ao longo de 10000 horas, sob
estado de tensdo uniaxial constante em quatro niveis diferentes de tenséo (15%, 30%, 45% e
60% em relacdo a tensdo ultima do material, que é de 854 MPa). Os resultados experimentais
do ensaio de fluéncia a tracdo uniaxial constante, nos quatro niveis de tensdo, estdo

representados por pontos discretos na Figura 6-1.
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Figura 6-1: Resultados de deslocamentos axiais por fluéncia a tragdo para o PRFV (adaptado de Youssef, 2010)

A metodologia de calibracdo adotada neste item consiste na simulagdo numérica do ensaio de
Youssef (2010) a partir da obtencdo de conjuntos de parametros (E;, E, € #) do modelo padrédo
de solido. Esses conjuntos de parametros sao definidos por tentativa e erro de forma a obter
uma melhor aproximag&o dos resultados numericos em relagdo aos resultados experimentais
para cada nivel de tensdo. Em seguida, a partir desses conjuntos de pardmetros e utilizando-se
0 método dos minimos quadrados, sdo obtidas equacdes de ajuste dos parametros do modelo
padrdo de sélido em funcédo do nivel de tensdo. Os procedimentos adotados nesta metodologia
sdo apresentados de forma mais detalhada no apéndice apresentado no final do trabalho.
Dessa forma, é adotada uma calibragdo em ambito local, ou seja, é considerado o nivel de
tensdo em cada ponto de Gauss distribuido no elemento.

No modelo numérico utilizado na simulacdo a barra € discretizada por um elemento de portico
engastado em uma das extremidades e livre na outra extremidade, como ilustrado na Figura
6-2. As forcas sdo aplicadas na extremidade livre e referem-se as forcas de tracdo que

fornecem os quatro niveis de tensdo ensaiados.

Utilizando-se 0 método dos minimos quadrados entre os parametros que fornecem o0s
melhores ajustes e o nivel de tensdo aplicado, assim como apresentado no apéndice, é possivel
obter as regressdes quadraticas apresentadas nas Equacdes (6-1) e (6-2), respectivamente, para
0 modulo de viscosidade # e para 0 modulo de elasticidade longitudinal E;, sendo o mddulo

de elasticidade longitudinal E; calculado pela Equacéo (6-3).
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Figura 6-2: Modelo da barra traciona

n =7,2500-10' — 1,9516 - 10*|0| — 1,5235 - 10~ *52 (6-1)
E; =(0,9934 — 5,7433-10711|g| — 1,0882-10719¢2) - E (6-2)
EZ == E - El (6'3)

Nas Equacdes (6-1) e (6-2), |o| representa o valor absoluto do nivel de tensdo, sendo o valor
do nivel de tenséo ¢ inserido em Pascal [Pa]. Assim, € considerado, por simplificacdo, que o
material apresenta as mesmas propriedades mecanicas tanto no comportamento de fluéncia a
tracdo quanto a compressdo. O que pode ser uma fonte de erro, visto que, em geral, o
comportamento mecanico de elementos estruturais de plastico reforcado com fibra de vidro
ndo é simétrico em relacdo a tensdo. As curvas que descrevem o comportamento dos
parametros # e E; com o nivel de tensdo o aplicado, descritas pelas Equacgdes (6-1) e (6-2),

podem ser conferidas pelas Figuras 6-3 e 6-4, respectivamente.
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Figura 6-3: Relagdo entre o médulo de viscosidade # e o nivel de tenséo ¢ para 0 PRFV
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Figura 6-4: Relacdo entre o médulo de elasticidade longitudinal E; e o nivel de tensdo o para o PRFV

Na sequéncia, 0 ensaio realizado por Youssef (2010) é novamente simulado numericamente
utilizando-se a formulagdo calibrada por meio da substituicdo das Equacgdes (6-1), (6-2) e
(6-3) na Equacdo (3-37) ou na Equacdo (4-2). Os resultados numéricos obtidos pela
formulacdo calibrada dessa forma estdo representados na Figura 6-5 pelas linhas tracejadas

nos quatro niveis de tensdo e demostram a capacidade de ajuste da formulacao.
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Figura 6-5: Deslocamentos axiais numéricos e experimentais para o PRFV
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Apesar da metodologia de calibracdo ser baseada em ensaios de fluéncia a tragdo em barras,
considerando a abordagem adotada na formulagdo, em que um elemento estrutural pode ser
idealizado como um feixe de barras, e considerando que a contribuicdo da fluéncia em um
material € diretamente relacionada ao nivel de tensdo a partir, por exemplo, das Equacbes
(6-1) e (6-2), a formulacédo calibrada pode ser utilizada para descrever o comportamento de
fluéncia a flex@o. Nesse caso, cada uma dessas barras do feixe idealizado estard submetida a
um nivel de tensdo definido pelo perfil de distribuicdo de tensdo ao longo da altura do
elemento estrutural e, dessa forma, estara submetida exclusivamente a tracdo ou a

compressdo, dependendo da localizagdo em relacdo a linha centroidal.

Trés exemplos numéricos sdo apresentados nos itens seguintes com o intuito de demonstrar a
capacidade de representacdo quantitativa da formulacdo calibrada no comportamento de
fluéncia a flexdo de elementos estruturais pultrudados de PRFV. Dessa forma, para os trés
exemplos seguintes, as propriedades mecénicas de modulo de viscosidade # e médulo de
elasticidade longitudinal E; seguem as relagfes obtidas nesta calibracdo e descritas pelas
Equacdes (6-1) e (6-2). J& o mddulo de elasticidade longitudinal E, é determinado pela
Equacdo (6-3), em que o modulo de elasticidade da fase elastica € igual a 46,9 MPa. Além
disso, nos trés exemplos sdo adotados dez pontos de Gauss-Legendre ao longo do
comprimento e dez pontos de Gauss-Lobatto ao longo da altura de cada elemento finito, a
tolerancia de célculo adotada é de 10® m e a tolerancia dimensional considerada é de

0,1x10° m (um décimo de milimetro).

6.1.1 Viga biapoiada com carregamento concentrado

O primeiro exemplo quantitativo trata de uma viga biapoiada com forca concentrada aplicada
no centro do vao, como ilustrado na Figura 6-6. Essa viga apresenta um véo livre (L) igual a
2 m e foi discretizada em dez elementos finitos de 0,2 m de comprimento cada. A secao
transversal da viga é retangular, com altura igual a 0,10 m e base igual a 0,054 m, sendo a
4rea da secéo transversal de cada elemento igual a 5,4x10° m® e a inércia da secéo igual a
4,5x10° m*. A forca (p) foi aplicada em um Unico passo no centro do v&o com intensidade de
100 kN e direcdo vertical para baixo. A andlise foi realizada considerando-se seis intervalos

de tempo de At = 1000 h, totalizando uma analise de 6000 horas.
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Figura 6-6: Viga de PRFV biapoiada com carregamento concentrado

Os resultados de evolucdo da flecha no centro do vdo ao longo do tempo para 0s casos
elastico e viscoelastico estdo expostos na Figura 6-7. Ja na Figura 6-8 estdo expostas as

posicdes de equilibrio indeformada e deformadas elastica e viscoelastica da viga.

Neste caso, a viga apresentou flecha viscoelastica numérica maxima de 0,0814 m, com um
periodo de aproximadamente 4000 h para a estabilizacdo da fluéncia, considerando-se a
tolerancia dimensional adotada. Apresentando, dessa forma, um aumento de
aproximadamente 3,8% em relacdo a flecha elastica que foi de 0,0784 m. J& a tensdo
numérica maxima na viga foi de aproximadamente 500 MPa, valor abaixo do limite maximo
do material (854 MPa) e dentro da faixa ensaiada e calibrada (128 MPa — 512 MPa).
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Figura 6-7: Evolucdo da flecha ao longo do tempo na viga de PRFV biapoiada
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Figura 6-8: PosicOes de equilibrio indeformada e deformadas elastica e viscoelastica, viga de PRFV biapoiada
6.1.2 Viga biengastada com carregamento concentrado

O segundo exemplo quantitativo trata de uma viga biengastada com forca concentrada
aplicada no centro do vao, como ilustrado na Figura 6-9, e com 0s mesmos dados de
carregamento, material, geometria e discretizacdo do exemplo anterior, bem como a estratégia

de analise adotada.
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Figura 6-9: Viga de PRFV biengastada com carregamento concentrado

Os resultados de evolucdo da flecha no centro do vado ao longo do tempo para 0s casos
elastico e viscoelastico estdo expostos na Figura 6-10. Ja na Figura 6-11 estdo expostas as

posicBes de equilibrio indeformada e deformadas elastica e viscoelastica da viga.

Neste caso, a viga apresentou flecha viscoelastica numérica maxima de 0,0196 m, com um
periodo de aproximadamente 2000 h para a estabilizacdo da fluéncia, considerando-se a
tolerancia dimensional adotada. Apresentando, dessa forma, um aumento de
aproximadamente 2,0% em relagdo a flecha elastica que foi de 0,0192 m. J& a tenséo
numérica maxima na viga foi de aproximadamente 235 MPa, valor abaixo do limite maximo
do material (854 MPa) e dentro da faixa ensaiada e calibrada (128 MPa — 512 MPa).
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Figura 6-11: Posi¢es de equilibrio indeformada e deformadas el&stica e viscoelastica, viga de PRFV
biengastada
A partir dos resultados apresentados, neste exemplo e no exemplo anterior, é possivel
observar que para a viga biengastada a contribuicdo da fluéncia foi menos pronunciada em
relacdo a viga biapoiada. Isso se deve principalmente a diferenca na distribuicdo e valores
méaximos das tensdes normais ao longo das vigas nos dois exemplos, consequéncia da
distribuicdo dos esforcos internos de flexdo, e ao fato do comportamento viscoelastico estar

relacionado aos niveis de tensdo que um determinado material esta submetido.

6.1.3 Portico engastado

O terceiro exemplo guantitativo trata da analise de um pértico formado por uma viga e dois

pilares. As ligagOes entre esses membros sdo consideradas rigidas e as bases dos pilares séo
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engastadas. O portico estd submetido a um carregamento uniformemente distribuido ao longo
de toda a viga, além, de um carregamento concentrado no n6 que une o pilar lateral esquerdo
e a viga. A geometria do pértico, a distribuicdo das forcas e as condi¢cdes de contorno nos

apoios estdo ilustradas na Figura 6-12.

Tanto os pilares quanto a viga, expostos na Figura 6-12, apresentam comprimento (L) igual
6 m e foram discretizados em seis elementos finitos de 1,0 m de comprimento cada,
totalizando dezoito elementos na estrutura. A secdo transversal dos elementos é retangular,
com altura igual a 0,10 m e base igual a 0,054 m, sendo a area da secdo transversal de cada
elemento igual a 5,4x10° m? e a inércia da secdo igual 4,5x10° m*. J4 as forcas foram
aplicadas em um unico passo, com forca distribuida (w) de intensidade 11666,7 N/m e forca
concentrada (p) de intensidade 1000 N. A andlise foi realizada considerando-se vinte passos

de tempo de At = 1000 h, totalizando uma anélise de 20000 horas.
w
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N 4/

N6 central

Figura 6-12: Pértico de PRFV engastado

Os resultados apresentados nas Figuras 6-13 e 6-14 se referem aos deslocamentos do né
central da viga, respectivamente, nas direcdes horizontal e vertical. Ja na Figura 6-15 estdo
expostas as posigdes de equilibrio indeformada e deformadas elastica e viscoeléstica do

portico.

Neste caso, em relagdo ao deslocamento vertical viscoelastico numérico maximo do né

central, o portico apresentou valor de 0,4503 m, com um periodo de aproximadamente 6000 h
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para a estabilizagdo da fluéncia, considerando-se a tolerancia dimensional adotada. J& em
relacdo ao deslocamento horizontal viscoel&stico numérico méximo do né central, o portico
apresentou valor de 0,3181 m, com um periodo de aproximadamente 16000 h para a
estabilizacdo da fluéncia. Apresentando, dessa forma, aumentos de aproximadamente 2,7% e
10% em relacdo, respectivamente, ao deslocamento vertical elastico, que foi de 0,4383 m, e
ao deslocamento horizontal eléstico, que foi de 0,2891 m. J& a tensdo numérica maxima na
viga foi de aproximadamente 330 MPa, valor abaixo do limite maximo do material (854 MPa)
e dentro da faixa ensaiada e calibrada (128 MPa — 512 MPa).
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Figura 6-13: Deslocamento horizontal do n6 central do pértico de PRFV ao longo do tempo
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Figura 6-14: Deslocamento vertical do n6 central do portico de PRFV ao longo do tempo
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Figura 6-15: PosicGes de equilibrio indeformada e deformadas elastica e viscoelastica, pértico de PRFV

Os trés exemplos apresentados demonstram a capacidade de representacdo quantitativa da
formulacdo proposta a partir de uma metodologia de calibracdo simples com base em ensaios
de fluéncia a tragdo, os quais sdo mais comumente encontrados na literatura. Os resultados
obtidos fornecem informagdes importantes em relacdo ao comportamento de fluéncia a flexdo
em elementos estruturais pultrudados de PRFV e a relagdo deste comportamento com nivel de
tensdo aplicado. Entretanto, para uma confirmacdo dos resultados quantitativos obtidos, se faz
necessaria a obtencdo de resultados experimentais de fluéncia a flexdo em vigas e porticos
constituidos do mesmo material das barras utilizadas na calibragcdo. Alem disso, um cuidado
especial deve ser tomado em relacdo aos resultados quantitativos obtidos, visto que, assim
como destacado em Bank e Mosallan (1992), os efeitos do cisalhamento no comportamento
de fluéncia em perfis estruturais pultrudados de PRFV podem ser relevantes. Dessa forma,
como na formulacdo apresentada foi adotada a teoria de vigas de Bernoulli-Euler, esses

efeitos ndo foram considerados, o que pode gerar diferencas nos resultados.
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6.2 Calibracdo com base em ensaios de fluéncia a tracdo em PEAD

O segundo exemplo de calibracdo é baseado nos resultados experimentais apresentados em
Kihl (2014). Os resultados desse trabalho sdo obtidos de ensaios de fluéncia-recuperacdo em
corpos de prova de Polietileno de Alta Densidade (PEAD), extraidos de tubos para transporte
de agua, submetidos a tracdo uniaxial. Sendo esses corpos de prova submetidos a sete
diferentes niveis de tensdo (1,8; 3,6; 5,5; 7,2; 9,1; 11,0 e 13,0 MPa) sob temperatura
controlada. Os resultados de Kihl (2014) se referem aos comportamentos viscoeléstico e
viscoplastico ndo lineares do material. Dessa forma, como no presente trabalho a formulagéo
proposta sO é capaz de reproduzir o comportamento viscoelastico ndo linear, a influéncia do
comportamento viscoplastico é desconsiderada dos resultados experimentais a partir de uma
simples subtracdo das contribuicdes deste comportamento. Sendo essas contribui¢des

calculadas pela equacéo de poténcia de Zapas-Crissma, como descrita em Kihl (2014).

Visto que os resultados de Kuhl (2014) sdo dados em termos de deformacdo e tensédo, estes
podem ser adaptados para representacdo da fluéncia em termos de deslocamentos axiais em
barras tracionadas com uma extremidade livre, um metro de comprimento e area da secéo
transversal circular igual a 70,88x10° m? Os resultados adaptados de Kuhl (2014),
subtraindo-se a contribuicdo do comportamento viscoplastico e desconsiderando-se a fase de
recuperacgdo, estdo representados por pontos discretos na Figura 6-16. Esses resultados se

referem aos ensaios de fluéncia a tracdo uniaxial constante em cada nivel de tensao.
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Figura 6-16: Resultados experimentais de deslocamentos axiais por fluéncia a tracdo para o PEAD
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A metodologia de calibracdo adotada consiste na simulacdo numérica dos resultados
adaptados do ensaio de Kihl (2014) a partir da obtengédo de conjuntos de parametros (Ei, E; e
n) do modelo padréo de sélido. Esses conjuntos de parametros sdo definidos por tentativa e
erro de forma a obter uma melhor aproximacdo dos resultados numéricos em relacdo aos
resultados experimentais para cada nivel de tensdo. Em seguida, a partir desses conjuntos de
parametros e utilizando-se 0 método dos minimos quadrados, s&o obtidas equagdes de ajuste
dos parametros do modelo padrdo de solido em funcdo do nivel de tensdo. Dessa forma, é
adotada uma calibragdo em ambito local, ou seja, é considerado o nivel de tensdo em cada

ponto de Gauss distribuido no elemento.

No modelo numérico utilizado na simulacéo a barra € discretizada por um elemento de portico
engastado em uma das extremidades e livre na outra, na qual sdo aplicadas as forcas de tracdo

referentes aos niveis de tensdo ensaiados, como ilustrado na Figura 6-17.

Figura 6-17: Modelos da barra tracionada

Para calibracdo sdo utilizadas forcas referentes a seis niveis de tensdo ensaiados (1,8; 3,6; 5,5;
9,1; 11,0 e 13,0 MPa), enquanto a forca referente ao outro nivel de tensdo (7,2 MPa) é

utilizada posteriormente para verificacdo da qualidade da calibracéo.

Utilizando-se 0 método dos minimos quadrados entre os parametros que fornecem os
melhores ajustes e o nivel de tensdo aplicado é possivel obter as regressdes cubicas
apresentadas nas Equacdes (6-4) e (6-5), respectivamente, para 0 modulo de viscosidade # e
para 0 modulo de elasticidade longitudinal E;, sendo 0 modulo de elasticidade longitudinal E;
calculado pela Equacéo (6-6).

n = 3,9356-10*% — 1,3125-107|o| + 1,5785 6® — 5,9758 - 10~ 8|0 |3 (6-4)
E; = 12415-10% + 9,6925 - 10'|g| — 1,5773 - 107562 + 6,5522 - 10~ 3|53 (6-5)
E,=FE—E, (6-6)

Nas Equacdes (6-4) e (6-5), |a| representa o valor absoluto do nivel de tenséo, sendo o valor

do nivel de tensdo o inserido em Pascal [Pa]. Assim, por simplificacdo, é considerado que o
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material apresenta as mesmas propriedades mecanicas tanto no comportamento de fluéncia a
tracdo quanto a compressdo. J& E representa o mddulo de elasticidade da fase elastica, o qual
deve ser definido para cada nivel de tensdo, devido ao comportamento fisicamente nao linear
preponderante apresentado pelo Polietileno de Alta Densidade (PEAD). Neste trabalho foram
utilizados os valores de mddulo de elasticidade E obtidos em Kihl (2014) e apresentados na
Tabela 6-1.

Tabela 6-1: Modulo de elasticidade do PEAD na fase elastica (adaptado de Kihl, 2014)

Tensdo [MPa] Madulo de elasticidade E [MPa]
1,8 638,66
3,6 1038,55
5,5 986,98
7,2 1086,73
9,1 459,19
11,0 420,09
13,0 370,96

As curvas que descrevem o comportamento dos parametros » e E; em relacdo ao nivel de
tensdo o aplicado, descritas pelas Equacbes (6-4) e (6-5), podem ser conferidas pelas Figuras

6-18 e 6-19, respectivamente.
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Figura 6-18: Relacdo entre 0 modulo de viscosidade 7 e o nivel de tensdo o para 0 PEAD



Figura 6-19: Relacdo entre o modulo de elasticidade longitudinal E; e o nivel de tensdo ¢ para o PEAD
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Na sequéncia, o ensaio realizado por Kuhl (2014) é novamente simulado numericamente

utilizando-se a formulacdo calibrada por meio da substituicdo das Equacbes (6-4), (6-5) e

(6-6) na Equacdo (3-37) ou na Equacdo (4-2). Os resultados numéricos obtidos pela

formulacéo calibrada dessa forma estdo representados na Figura 6-20 pelas linhas tracejadas

nos seis niveis de tensdo e demostram a capacidade de ajuste da formulacéo.
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Como forma de demostrar a qualidade da calibracdo desenvolvida, é simulada a fluéncia a
tracdo da barra de PEAD no nivel de tensdo de 7,2 MPa. Esse nivel de tensdo foi utilizado nos
ensaios de Kuhl (2014), porém néo foi utilizado na calibracdo e obtencdo das equacdes de
ajuste dos parametros do modelo padrdo de sélido. Os resultados de fluéncia a tracdo para
7,2 MPa utilizando-se a formulagéo calibrada estdo representados pela linha tracejada na
Figura 6-21, juntamente com os resultados experimentais obtidos por Kihl (2014) e

representados por pontos discretos.

0,050

0,045 ~  7.2MPa
0,040 ---+--- Modelo
0,035

0,030 s S s et R
0,025
0,020
0,015
0,010
0,005
0,000

T T T T T T T T

Deslocamento axial (n6 2) [m]

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000
Tempo [s]

Figura 6-21: Deslocamentos axiais numéricos e experimentais por fluéncia para 7,2 MPa

Resultados semelhantes aos apresentados na Figura 6-21 também podem ser obtidos
utilizando-se outros conjuntos de niveis de tensdo, adotando-se seis dos sete niveis de tensao
aplicados experimentalmente, para definicdo das equacdes de ajuste dos parametros do
modelo pelo método proposto e adotando-se um dos niveis de tensdo intermediarios para
verificacdo da qualidade do ajuste. O que pode ser obtido utilizando-se, por exemplo, o
conjunto de niveis de tensdo constituido pelas tensées de 1,8; 3,6; 7,2; 9,1; 11,0 e 13,0 MPa
para ajuste dos parametros e o nivel de tensdo de 5,5 MPa para verificacdo da qualidade do
ajuste. Porém, os melhores resultados obtidos sdo os apresentados na Figura 6-21. No entanto,
se forem utilizados conjuntos de niveis de tensdo, dentre as tensGes aplicadas
experimentalmente, em que é adotado ou o nivel de tensdo mais baixo (1,8 MPa) ou o nivel de
tensdo mais alto (13,0 MPa) para verificagdo da qualidade do ajuste, sdo observadas
diferencas consideraveis entre os resultados experimentais e numéricos. O que pode ser obtido

utilizando-se, por exemplo, 0 conjunto de niveis de tensdo constituido pelas tensbes de 1,8;
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3,6;5,5; 7,2; 9,1 e 11,0 MPa para ajuste dos parametros e o nivel de tenséo de 13,0 MPa para
verificacdo da qualidade do ajuste.

Adicionalmente, utilizando-se a formulacdo calibrada, € simulado o procedimento de
carregamento e recuperacdo considerando-se os efeitos da fluéncia. Essa simulacdo é
realizada com o intuito de demostrar a aplicabilidade da formulacdo e do codigo
implementado. Para tanto, a mesma barra de Polietileno de Alta Densidade (PEAD) utilizada
na simulacao do ensaio de Kuhl (2014) é submetida a um nivel de tensdo de 1,8 MPa, durante
85000 s. Em seguida a barra € descarregada e mantida dessa forma durante tempo suficiente
para 0 seu retorno a posicdo ndo deformada. O resultado da simulagcdo do processo de
carregamento e recupera¢do, assim como 0s resultados experimentais e numéricos obtidos por
Kihl (2014) estdo representados, respectivamente, pela linha tracejada em azul, por pontos

discretos e pela linha tracejada em vermelho na Figura 6-22.
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Figura 6-22: Resultados numéricos e experimentais de carregamento e recuperagdo em barra de PEAD

A partir da Figura 6-22 observa-se que, na simulacdo, ap6s o descarregamento a barra
precisou de 95000 s para retornar a posi¢do ndo deformada, apresentando um tempo total de
180000 s para o processo completo de carregamento e recuperacdo. Observa-se também que o
comportamento ficou proximo do obtido experimentalmente e em concordancia com o
esperado pela teoria da viscoelasticidade, apresentando um retorno com taxa de deformacéo

decrescente e ndo apresentando deformacdo residual apds um tempo suficientemente grande.
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Em relacdo aos resultados numéricos apresentados em Kihl (2014), a simulagdo numérica
utilizando-se a abordagem proposta no presente trabalho se mostrou mais adequada para
descricdo do comportamento de fluéncia no carregamento sob nivel de tensdo de 1,8 MPa. No
entanto, para a recuperacao, ap0s o descarregamento, os resultados numeéricos apresentados
em Kihl (2014) apresentaram maior concordancia com os resultados experimentais em
relacdo a abordagem proposta. E importante destacar que, na calibragdo da formulacio
proposta, ndo foi levado em consideracdo a etapa de recuperacgdo. Isto justifica a diferenca
entre as respostas obtidas na simulacéo e os resultados experimentais ap6s 0 descarregamento.
Apesar disso, 0s tempos necessarios para recuperacao total da posi¢do ndo deformada nos trés
casos, simulacdo numérica proposta, resultado numérico e resultado experimental
apresentados em Kuhl (2014), ficaram préximos. Além disso, deve-se destacar que a
metodologia proposta por Kihl (2014) é diferente da proposta neste trabalho. Nesse caso, o
modelo reoldgico adotado é o de Kelvin-Voigt generalizado, sendo a relagdo matematica para
descricdo do comportamento viscoelastico baseada em série de Prony, em que 0s parametros

associados ao material sdo determinados pelo método de otimizagdo por nuvem de particulas.

6.3 Calibracdo com base em ensaios de fluéncia a flexdo em PRFV

O terceiro exemplo de calibracdo é baseado nos resultados experimentais apresentados em Sa
(2007) e Sé& et al. (2011a). Os resultados desses trabalhos sdo obtidos a partir de ensaios de
fluéncia a flexdo em corpos de prova retirados de perfis estruturais pultrudados de Plastico
Reforcado com Fibra de Vidro (PRFV), constituidos de fibra de vidro do tipo E-Glass e resina
poliéster. Sdo utilizados corpos de prova com comprimento, altura e largura iguais a,
respectivamente, 0,16 m; 0,008 m e 0,015 m, e com moédulo de elasticidade na fase elastica

igual a 25,3 GPa (obtido experimentalmente nos referidos trabalhos).

Os experimentos apresentados em Sa (2007) e Sa et al. (2011a) consistem em ensaios de
flexd@o de trés pontos. Nos quais sdo aplicados cinco carregamentos distintos, proporcionando
cinco niveis distintos de tensdo maxima (20%, 30%, 40%, 50% e 60% em relacdo a tensdo
ultima de flexdo do material, que é de 550 MPa), sendo estes carregamentos mantidos
constates ao longo do tempo. O esquema representativo do corpo de prova submetido ao
ensaio de flexdo de trés pontos pode ser observado na Figura 6-23. Esse procedimento €
utilizado nos ensaios de fluéncia a flexdo dos corpos de prova para obtencdo da evolugdo do

deslocamento vertical no centro do vao (flecha maxima) ao longo do tempo. Os resultados
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obtidos dessa forma e apresentados em S& (2007) e S& et al. (2011a) estdo representados por

pontos discretos na Figura 6-24.
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Figura 6-23: Esquema representativo do corpo de prova submetido ao ensaio de flexdo de trés pontos

0,011
0,010 } o X 60%o0,
— I x 509
E 0,009 bk * e,
Py ) 40% o
E 0.008F = 30%o,
B 0007 [wr ¥ TP T 20% o,
- ]
£ 0,006}
& i
20,005 |
St
QS} L
g 0,004 '-... pap——— amg = - aEEE m Eg " g mmm
(]
2 0,003 f
CU L
2 0,002F
7 L
(]
A 0,001 F
0,000

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200
Tempo [h]
Figura 6-24: Resultados experimentais de deslocamento vertical nos corpos de prova de PRFV submetidos a
flexdo de trés pontos (adaptado de Sa et al. 2011a)
Na Figura 6-24, para 0 carregamento que proporciona um nivel de tensdo maximo igual a
20% da tensao Ultima do material, os dados do ensaio a partir de aproximadamente 300 h ndo
sdo apresentados por se manterem constantes ao longo do tempo. Ja para os carregamentos

que proporcionam niveis de tensdo de 50% e 60%, os ensaios foram interrompidos por

apresentarem falha do material, respectivamente, em 500 h e 150 h.

A metodologia de calibracdo adotada neste item consiste na simula¢do numérica dos ensaios
de flexdo de trés pontos de Sa (2007) e S& et al. (2011a) a partir da obtencéo de conjuntos de
parametros (Ei, E; e ) do modelo padrdo de solido. Esses conjuntos de pardmetros sdo
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definidos por tentativa e erro de forma a obter uma melhor aproximacgdo dos resultados
numéricos em relacdo aos resultados experimentais para cada nivel de tensdo. Em seguida, a
partir desses conjuntos de parametros e utilizando-se 0 método dos minimos quadrados, sao
obtidas equacdes de ajuste dos parametros do modelo padrao de sélido em funcao do nivel de
tensdo maximo no material. Assim, diferentemente da metodologia adotada nos itens 6.1 e
6.2, neste item ¢é adotada uma calibragcdo em ambito global, ou seja, ndo é considerado o nivel
de tensdo em cada ponto de Gauss do elemento finito, mas sim, o nivel de tensdo maximo no

elemento finito.

No modelo numérico utilizado na simulacdo é levado em consideracdo a simetria do
problema. Dessa forma, a simulacdo é realizada utilizando-se um elemento finito de portico,
apoiado em uma extremidade e com um engaste movel na outra extremidade, de acordo com a

Figura 6-25. Esse modelo representa metade do corpo de prova submetido a metade das forcas
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Figura 6-25: Modelo utilizado na simulagéo

Utilizando-se 0 método dos minimos quadrados entre os parametros que fornecem os
melhores ajustes e o nivel de tensdo maximo aplicado é possivel obter as regressbes
apresentadas nas Equacbes (6-7) e (6-8). Neste caso, sdo adotadas regressGes quadratica e
cubica para descrigdo, respectivamente, do modulo de viscosidade » e do modulo de
elasticidade longitudinal E;, por apresentarem resultados mais proximos do comportamento
experimental do material. J& o mddulo de elasticidade longitudinal E, é calculado pela

Equacéo (6-9).
n = 1,0408 - 102 — 2,5158 - 10?|o| — 2,2506 - 1076 52 (6-7)
E; = (1,0003 — 6,3734- 107 %|g| + 1,8976 - 1071852 — 3,9882 - 10?7 |¢|3) - E (6-8)

E,=E—E, (6-9)
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Nas Equacdes (6-7) e (6-8), |o| representa o valor absoluto do nivel de tenséo, sendo o valor
do nivel de tenséo ¢ inserido em Pascal [Pa]. Assim, € considerado, por simplificacdo, que o
material apresenta as mesmas propriedades mecanicas tanto no comportamento de fluéncia a
tracdo quanto a compressdao. O que pode ser uma fonte de erro, visto que, em geral, 0
comportamento mecanico de elementos estruturais de plastico reforcado com fibra de vidro
ndo é simétrico em relacdo a tensdo. As curvas que descrevem o comportamento dos
parametros # e E; com o nivel de tensdo o aplicado, descritas pelas Equacgdes (6-7) e (6-8),

podem ser conferidas pelas Figuras 6-25 e 6-26, respectivamente.
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Figura 6-26: Relacdo entre 0 modulo de viscosidade # e o nivel de tensdo maximo ¢ para 0 PRFV
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Na sequéncia os ensaios realizados por Sa (2007) e S& et al. (2011a) sdo novamente
simulados numericamente utilizando-se a formulacdo calibrada por meio da substituicdo das
Equacbes (6-7), (6-8) e (6-9) na Equacdo (3-37) ou na Equacdo (4-2). Os resultados
numéricos obtidos pela formulacdo calibrada dessa forma estdo representados na Figura 6-28
pelas linhas tracejadas nos cinco niveis de tensdo maximos e demostram a capacidade de

ajuste da formulacéo.
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Figura 6-28: Deslocamentos verticais numéricos e experimentais por fluéncia para o PRFV

Com o intuito de demonstrar a capacidade de representacdo quantitativa da formulacao
calibrada através de ensaios de fluéncia a flexdo de elementos pultrudados de PRFV, o cddigo
implementado e calibrado é utilizado na simulagdo numérica da fluéncia no ensaio de flex&o
de quatro pontos de um perfil estrutural constituido pelo mesmo material. Os resultados
numéricos obtidos sdo entdo comparados aos resultados experimentais fornecidos em Sa
(2007) e Sa et al. (2011a).

O perfil estrutural analisado consiste de uma viga biapoiada com comprimento (L) igual a
1,8 m e secdo transversal “I” (150x75x8 cm), sendo discretizada em seis elementos finitos de
0,3 m cada. Sendo que, segundo Sa (2007), o modulo de elasticidade na fase elastica obtido

experimentalmente para o perfil estrutural é de 33,9 GPa, diferentemente do obtido
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experimentalmente para os corpos de prova constituidos pelo mesmo material. Os
carregamentos séo aplicados a 0,6 m dos apoios, com intensidade de 11,4 kN cada, e mantidos
constantes durante 1600 h. As caracteristicas do ensaio e as dimens@es da secao transversal da
viga estdo expostas na Figura 6-29. Ja na Figura 6-30 é possivel verificar o perfil estrutural

real e algumas caracteristicas do ensaio realizado.

E importante observar que a abordagem de discretizagdo da altura do elemento finito
possibilita ainda a simulacdo de elementos estruturais com secdo transversal que apresenta
variacdo na dimensdo da base ao longo da altura (largura da secéo transversal). Assim, no
modelo utilizado nesta simulacéo, para os pontos de Gauss distribuidos ao longo da altura, os
dois pontos de Gauss da extremidade superior e 0s dois pontos de Gauss da extremidade
inferior apresentam base (b,) igual a 75 mm. Ja para os demais pontos de Gauss distribuidos

ao longo da altura a base considerada € igual a 8 mm.

75 mm
18 mm
1 P P !
N6 1 & N6 central || N6 2 150 mm 8 mm
d{g h 8 mm
L/3 L/3 L/3 }

Figura 6-29: Viga ensaiada e suas caracteristicas geométricas

Figura 6-30: Perfil estrutural real submetido a fluéncia no ensaio de flexdo de quatro pontos (Sa, 2007)
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Os resultados da simulacdo numérica da fluéncia no ensaio de flexdo de quatro pontos do
perfil estrutural de PRFV, assim como os resultados experimentais obtidos em S& (2007),
estdo representados, respectivamente, pela linha tracejada e por pontos discretos na Figura
6-31.
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Figura 6-31: Resultados numéricos e experimentais de fluéncia no ensaio de flexdo de quatro pontos do perfil
estrutural de PRFV
Os resultados apresentados na Figura 6-31 demonstram a capacidade de representacdo
quantitativa da formulacdo proposta a partir de uma metodologia de calibracdo simples com
base em ensaios de fluéncia a flexdo. A resposta numérica obtida pela formulacdo calibrada
apresenta perfil de evolucdo dos deslocamentos verticais no centro do vado de acordo com a
teoria da viscoelasticidade. Além disso, a flecha numérica maxima obtida por fluéncia foi de
11,5 mm apds 1600 h, apresentando um aumento de 20% em relagdo a flecha elastica
numérica, que foi de 9,6 mm. Ja a flecha experimental maxima por fluéncia foi de 12,5 mm
ap0s 1600 h, apresentando um aumento de 15% em relacdo a flecha elastica experimental, que
foi de 10,6 mm. Lembrando-se que, assim como destacado por Bank e Mosallan (1992) e pelo
proprio trabalho de S& (2007), os efeitos do cisalhamento no comportamento de fluéncia em
perfis estruturais pultrudados de PRFV podem ser relevantes. Dessa forma, é natural a
obtencdo de uma diferenga consideravel entre os resultados numéricos e experimentais, visto
que na formulagéo é considerada a teoria classica de vigas de Bernoulli-Euler, que apresentou
resposta mais rigida para o problema. Além disso, as aproximacoes utilizadas para estimar 0s
parametros viscoelasticos ndo lineares dos materiais contém erros, assim como 0s proprios

resultados experimentais também contém erros.
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E importante observar ainda que a calibragio desenvolvida neste item leva em consideracio o
nivel de tensdo maximo no elemento finito, diferentemente das calibracGes desenvolvidas nos
itens 6.1 e 6.2 que levam em consideracdo o nivel de tensdo em cada ponto de Gauss do
elemento. Essa diferenca de metodologia de calibragdo proporciona um menor detalhamento
na definicdo dos pardmetros do modelo padrdo de solido, sendo neste caso calculado um
conjunto de parametros que governa o comportamento de fluéncia de todo o elemento finito
em funcéo da tensdo maxima. J& na metodologia de calibracdo desenvolvida nos itens 6.1 e
6.2 sdo calculados varios conjuntos de pardmetros que governam o comportamento de

fluéncia de cada elemento finito em fungéo dos niveis de tensao locais.
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7

CONSIDERACOES FINAIS E SUGESTOES PARA TRABALHOS

FUTUROS

No presente trabalho foi desenvolvida uma formulacdo numérica capaz de descrever o
comportamento mecanico viscoel&stico ndo linear, mais especificamente o fenbmeno de
fluéncia, em vigas e estruturas de portico plano, baseado na formulacéo posicional ndo linear
do Método dos Elementos Finitos e no modelo reolégico padrdo de solido. A formulacéo foi
desenvolvida de uma forma relativamente simples baseada em conceitos fisicos de equilibrio
de energia potencial total, o que facilita o entendimento da mesma. A introducdo do
comportamento de fluéncia na formulagdo se deu de uma forma natural considerando a
relacdo reologica do modelo padrdo de solido na obtencéo da energia de deformacéo total,
visto que essa relacdo se baseia no comportamento fisico da associacdo de molas e

amortecedores que fornece equacgdes conhecidas como fenomenoldgicas.

O desenvolvimento da formulacdo posicional para descricdo do comportamento de fluéncia
com base em um modelo reoldgico foi possivel gracas a uma importante troca de variaveis
proposta. Empregando-se a regra da cadeia, a taxa de variacdo da deformacdo € substituida
pelo produto entre a derivada da deformacdo em relacdo aos parametros nodais da formulagéo
posicional e a velocidade de variagdo destes parametros. Esse procedimento foi necessario
visto que a formulacdo posicional considera as posi¢cGes nodais como varidveis do problema
enquanto a relacdo reoldgica é uma funcdo da taxa de deformacdo. Uma forma de
representacdo dessa velocidade de variacdo dos parametros nodais foi proposta, baseando-se
na variacdo das dimensdes e da orientacdo de trechos compreendidos entre dois pontos de
Gauss adjacentes de um elemento, com o intuito de desconsiderar 0s movimentos de corpo
rigido e permitir a introducdo dessa variavel nas integragdes numéricas. No entanto, um
estudo mais detalhado sobre o comportamento dessa variavel se faz necessario para verificar a

qualidade da representacao proposta.
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A formulagdo desenvolvida foi possivel de implementar computacionalmente e se mostrou
capaz de representar de forma qualitativa a evolucdo dos deslocamentos das estruturas com o
tempo sob carregamento estatico, apresentando perfis de deslocamento e posicGes de
equilibrio caracteristicos do comportamento de fluéncia e de acordo com o esperado pela
teoria da viscoelasticidade, assim como pode ser verificado nos itens 5.1 a 5.4. Podendo esse
comportamento de fluéncia alterar de forma significativa a posi¢do de equilibrio final de uma

estrutura dependendo das caracteristicas geométricas e das propriedades do material.

Além disso, foram apresentadas analises das influéncias dos parametros do material e dos
pardmetros numéricos. Os resultados obtidos nessas analises apresentaram coeréncia em
relagdo ao comportamento esperado pela teoria da viscoelasticidade e demostraram a
estabilidade da formulacdo e do codigo implementado, como pode ser verificado no item 5.5.
A formulacdo demostrou importante coeréncia e versatilidade em relacdo a variacdo dos
modulos de elasticidade longitudinais E; e E,, sendo esta capaz de representar 0s
comportamentos do modelo de Maxwell e do modelo de Kelvin-Voigt quando,
respectivamente, E; tende a zero e E; tende a infinito. Esses resultados demostram a coeréncia
da formulacdo desenvolvida e do codigo implementado em relacdo aos comportamentos
esperados para 0 modelo padrdo de solido, além, de expandir as possibilidades de suas

aplicacoes.

Com o intuito de considerar o comportamento da fluéncia ndo apenas a partir de sua
contribuicdo ao longo da linha centroidal, como também ao longo da altura da secdo
transversal, foi proposta uma parametrizacdo descrita em faixas longitudinais. Essa
abordagem possibilitou ainda a adogdo de uma metodologia de calibragdo simples da

formulagdo, com base em ensaios de fluéncia a tracdo em barras.

Dessa forma, trés exemplos de calibracdo foram apresentados, dois desses baseados em
resultados experimentais de fluéncia a tracdo e um em resultados experimentais de fluéncia a
flex&do, como pode ser verificado nos itens 6.1, 6.2 e 6.3. Os procedimentos de calibragdo
apresentados, com base em ajustes dos parametros do modelo padrdo de solido em relacéo aos
niveis de tensdo utilizando-se 0 método dos minimos quadrados, se mostraram simples e
eficientes. Os resultados numéricos obtidos utilizando-se a formulagéo e o codigo calibrado
ficaram proximos aos resultados experimentais obtidos na literatura. Esses resultados
demostram a capacidade de ajuste e de representacdo quantitativa do comportamento de

fluéncia em materiais com propriedades especificas, utilizando-se a abordagem e o0s
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procedimentos desenvolvidos. Entretanto, para uma confirmacdo dos resultados quantitativos
obtidos, se faz necessaria a obtencdo de resultados experimentais de fluéncia a flexdo em
vigas e porticos constituidos dos mesmos materiais utilizados nas calibra¢fes. Além disso, um
cuidado especial deve ser tomado em relagdo aos resultados quantitativos obtidos, visto que,
os efeitos do cisalhamento no comportamento de fluéncia em perfis estruturais podem ser
relevantes dependendo das caracteristicas geométricas e das propriedades do material. Dessa
forma, como na formulacdo apresentada foi adotada a teoria de vigas de Bernoulli-Euler,

esses efeitos ndo foram considerados, o que pode gerar diferencgas nos resultados.

Considerando-se as analises e exemplos apresentados, verificou-se que os efeitos da fluéncia
podem ocorrer de forma mais pronunciada dependendo das condigdes de contorno e da
geometria da estrutura, devido aos niveis e as distribuicGes de tensdes proporcionadas,
podendo alterar de forma significativa a posicdo de equilibrio final de uma estrutura
dependendo das propriedades do material. Ainda com base nos exemplos analisados, é
possivel perceber que os efeitos da fluéncia podem gerar deslocamentos adicionais
consideraveis em estruturas submetidas a carregamentos estaticos, conforme destacado por
pesquisas citadas ao longo do trabalho. Assim, dependendo da aplicacdo, das condicdes de
servigo e das tolerancias de projeto e de seguranca adotadas, esse fendmeno de fluéncia ndo
pode ser negligenciado, podendo gerar falhas em periodos longos sob tensdes

consideravelmente inferiores a tensdo limite do material.

Algumas sugestdes para trabalhos futuros e para prosseguimento de pesquisas na area, com

base nos desenvolvimentos e resultados obtidos, sdo apresentadas a seguir.

A fim de considerar os efeitos do cisalhamento na contribuicdo da fluéncia, sugere-se o
desenvolvimento da formulagéo posicional para descricdo do comportamento de fluéncia com
base na teoria de vigas de Timoshenko. Assim como o desenvolvimento e o estudo dos
parametros necessarios a descricdo do cisalhamento em materiais que apresentam

comportamento viscoelastico.

Para confirmacdo dos resultados obtidos neste trabalho, sugere-se a execugdo de ensaios de
fluéncia a flexdo em elementos estruturais constituidos dos mesmos materiais utilizados nas

calibrag0es.
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Com o intuito de verificar a qualidade da proposta de representacdo da velocidade de variagéo
das posicoes, sugere-se uma analise e um estudo mais detalhado sobre o comportamento dessa

variavel e de possiveis representacdes alternativas.

Com o objetivo de expandir a aplicacdo e a capacidade de representagdo do comportamento
viscoelastico, sugere-se a implementacdo de outros modelos reoldgicos como os modelos de
Boltzmann e de Burger, além da implementagcdo dos modelos generalizados de Maxwell e de

Kelvin-Voigt com varios ramos e blocos reoldgicos.

Sugere-se ainda o desenvolvimento da formulagdo posicional para descricdo do
comportamento de fluéncia em elementos finitos planos e espaciais. Além, da extensdo da
formulacdo proposta para descricdo do comportamento de relaxagéo a partir da prescricdo das

posicdes nodais.
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APENDICE — EXEMPLO DE OBTENCAO DAS EQUACOES DE

AJUSTE DOS PARAMETROS

Neste apéndice tem-se 0 objetivo de descrever de forma mais detalhada os procedimentos
(apresentados no capitulo 6) adotados para obtencao das equacdes de ajuste dos parametros do
modelo padrdo de sélido, a partir de resultados experimentais de fluéncia. Essas equacgdes séo
adotadas como forma de calibracdo da formulacdo numérica, visto que estas descrevem o
comportamento dos parametros do modelo padrdo de sélido em fun¢do do nivel de tensdo, os

quais representam as propriedades mecanicas do material constituinte do elemento estrutural.

O exemplo apresentado neste apéndice se refere a calibracdo desenvolvida no item 6.1
(Calibragdo com base em ensaios de fluéncia a tracdo em PRFV) e, dessa forma, os dados e
detalhes do material, assim como os dados e detalhes do ensaio e da simulacdo, ndo serdo

descritos novamente neste item.

Assim como ja destacado no item 6.1, a metodologia de calibracdo adotada consiste na
simulacdo numérica dos ensaios de fluéncia a tracdo de Youssef (2010) a partir da obtencédo
de conjuntos de pardmetros (Ei, E; e #) do modelo padrdo de sélido. Esses conjuntos de
parametros sao definidos por tentativa e erro de forma a obter uma melhor aproximacéo dos
resultados numéricos em relacdo aos resultados experimentais para cada nivel de tensdo. Em
seguida, a partir desses conjuntos de parametros e utilizando-se 0 método dos minimos
quadrados, sdo obtidas equacdes de ajuste dos parametros do modelo padrdo de s6lido em
funcdo do nivel de tensdo. Finalmente, a formulacdo é calibrada por meio da substituicdo
dessas equacdes de ajuste na Equacao (3-37). Essa metodologia sera descrita a seguir por dois
procedimentos principais.

1°) Definicdo dos parametros que fornecem os melhores ajustes (tentativa e erro):

Os conjuntos de parametros que fornecem os melhores ajustes sdo obtidos por tentativa e erro
de forma isolada para cada nivel de tensdo ensaiado. Dessa forma, para cada nivel de tenséo
sdo obtidos os parametros Ej, E; e # que melhor aproximam os resultados numericos dos
resultados experimentais. Esses conjuntos de parametros estdo expostos na Tabela A-1. J& 0s

resultados numéricos obtidos a partir da simulacdo dos ensaios de fluéncia a tracdo de



116

Youssef (2010), utilizando-se esses parametros, juntamente com os resultados experimentais
obtidos no referido trabalho para cada nivel de tenséo, estdo expostos na Figura A-1.

Tabela A-1: Parametros que fornecem os melhores ajustes

Tensdo aplicada | Mddulo de elasticidade | Moédulo de elasticidade | Madulo de viscosidade
o [Pa] E,emrelacdo a E [%] | E,em relagdo a E [%] 5 [x10" Pa-h]

0 1,000 0,000 -
128100000 0,965 0,035 7,1
256200000 0,990 0,010 5,0
384300000 0,950 0,050 49
512400000 0,935 0,065 6,8

Dados do material ensaiado: Plastico Refor¢ado com Fibra de Vidro (PRFV) - Fibra de vidro E-Glass e resina vinil éster;
Maddulo de elasticidade da fase elastica E = 46,9 GPa;
Tensdo Ultima a tragdo do material ¢, = 854 MPa.
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Figura A-1: Deslocamentos axiais numéricos (melhores ajustes) e experimentais para o PRFV

2°) Definicdo das equacdes de ajuste (Método dos Minimos Quadrados):

A partir dos conjuntos de parametros que fornecem os melhores ajustes, expostos na Tabela
A-1, sdo obtidas as equacOes de ajuste dos parametros do modelo padréo de solido em fungéo
do nivel de tensdo utilizando-se 0 Método dos Minimos Quadrados. Esse método busca

solucBes aproximadas baseado na minimizacdo da funcdo erro quadratico. Além disso, o
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método é muito utilizado no ajuste de curvas obtidas a partir de dados experimentais e na
resolucéo de sistemas de equagdes ndo convencionais. A aplicacdo do Método dos Minimos
Quadrados para ajuste de curvas a partir de dados discretos pode ser resumida pelo seguinte

sistema matricial:

n n n
oYX )X > xk >y

i=1 i=1 i=1 i=1

n n n n n
DX DxE Y xE e Y xk [Co] >,

i=1 i=1 i=1 i=1 Gy i=1 (A-1)

n n n n .|C2|= n
PRADR DT D NN B P

i=1 i=1 i=1 =1 leJ =1

n n : n . n: n -
PRADY AEDI AP < > xky,
im1 i=1 i=1 =1 i |

onde k representa o grau do polindmio que se obtém com a regressdo e n representa a
quantidade de dados discretos. J& X e Y representam os pares ordenados dos dados discretos.
A solucdo desse sistema fornece os valores das constantes Cy que constituem a equacdo de

regressao desejada, representada de forma genérica pela Equacao (A-2).

Y(X) = Cp + C.X + CoX2 + -+ + C, XK (A-2)

Assim, para o caso do parametro E;, utilizando-se os dados da Tabela A-1, tem-se:

5 5 . 5
5 or o? E
i i 1
i=1 i=1 i=1
5 5 5 Co 5
2 3 _
Z 0; o, a’ | [Cll = z Ey;0; (A-3)
i=1 i=1 i=1 C, i=1
5 5 5 5
2 3 4 2
o 0; o; Ei;o;
Li=1 i=1 i=1 Li=1

Resolvendo-se os somatoérios, tem-se:

5 1,281-10° 4,923-10'7| [C, 4,84
1,281-10° 4,923-10'7 2,102-10%° -[Q] = [1,221-109] (A-4)
4,923 -10'7 2,102-10%¢ 9,532-103*| LC; 4,666 - 107

Resolvendo-se o sistema, tem-se:
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Co 0,9934
61] = [—5,7433 - 10-11] (A-5)
G, —1,0882-1071°

Dessa forma, a equacdo de regressao para o parametro E; é definida como:

E; =(0,9934 — 5,7433 - 10" 1|g| — 1,0882-1071%¢2) - E (A-6)

em que |o| representa o valor absoluto do nivel de tensdo, sendo o valor do nivel de tenséo o
inserido em Pascal [Pa]. Ja o parametro E; € definido pela seguinte expressédo que relaciona o

pardmetro E; e 0 médulo de elasticidade E do material na fase elastica:

E,=E—E, (A-T)
Jé& para o caso do parametro #, utilizando-se os dados da Tabela A-1, tem-se:
5 5 k r 5 E
4 Z o; z af z N
i=1 i=1 i=1
5 5 5 Co 5

Z o af a’ |-G Z 1:0; (A-8)

i=1 i=1 i=1 ¢, i=1

5 5 5 5

of o} ai' nioi
~i=1 i=1 i=1 -i=1
Resolvendo-se os somatdrios, tem-se:
4 1,281-10° 4,923-10'7] [C, 1,90 - 104

1,281-10° 4,923-10'7 2,102-10%°]|- [61] = |[5,124 - 10?2 (A-9)

4,923-10'7 2,102-10% 9,532-103*]| LC; 1,707 - 1031
Resolvendo-se o sistema, tem-se:

Co 7,2500 - 1013

Cl] = [ —-1,9516-10* (A-10)

Ca —1,5235-107*
Dessa forma, a equacdo de regressao para o parametro # é definida como:
n = 7,2500-10'% — 1,9516 - 10*|a| — 1,5235 - 10~ %52 (A-11)

em que |o| representa o valor absoluto do nivel de tensdo, sendo o valor do nivel de tenséo o

inserido em Pascal [Pa].
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Finalmente, a formulagé&o pode ser calibrada a partir da substituicdo das Equac6es (A-6), (A-
7) e (A-11) na Equagdo (3-37), obtendo-se a seguinte expressao em funcdo do nivel de tenséo:

2
n(0)(E1(0) + E(0))
+L E5(0)

U =1, f h f b, [El(a) (102 — 2e,0k2(A) + K22(D)?) +
0 -1

(erci®— 2e1chi 16 2(A) + K2 z(AD)2)X;dX;|dAdE  (A-12)
Utilizando-se a Equacgdo (A-12) na Equacdo (3-6), que representa a aplica¢do do principio da
minima energia potencial total estacionaria, é possivel obter a resolugdo do sistema que
fornece a posicéo de equilibrio de uma estrutura plana, discretizada em elementos de pértico e
submetida a um estado de carregamento estatico especifico, considerando-se a contribuicédo

do comportamento viscoelastico de fluéncia do PRFV.

Os resultados numéricos obtidos na simulagdo do ensaio realizado por Youssef (2010),
utilizando-se a formulacdo calibrada da forma descrita, estdo representados na Figura A-2

pelas linhas tracejadas nos quatro niveis de tensdo e demonstram a capacidade de ajuste da

formulacéo.
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Figura A-2: Deslocamentos axiais numéricos (modelo calibrado) e experimentais para o PRFV



