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Epigrafe

“O cientista nao estuda a natureza por sua
utilidade prdtica; ele a estuda por prazer, que
advém do fato de ela ser bela. Se a natureza
nao fosse bela, nao valeria a pena conhecé-la, e
se nao valesse a pena conhecé-la, nao valeria a

pena viver.”

Henry Poincaré
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Resumo

Nesse trabalho apresentamos uma nova implementacao do algoritmo de amostragem
entropica tomografica (tomographic entropic sampling — TES) baseada no algoritmo 1/¢.
Nessa nova implementagao utilizamos ¢t~ (com a = 0,1/2,1 e 2) como fator de refina-
mento de (') (namero de configuragoes de uma determinada classe de configuragoes,
I'). Analisamos a taxa de convergéncia do calor especifico maximo, ¢p,q., a0 longo das
iteragoes para o modelo de Ising antiferromagnético (AF) com campo externo na rede
quadrada, com interagao de primeiros vizinhos, assim como para o problema de shop
scheduling (“agendamento de tarefas”) — area de estudo tipica de ciéncia da computagao
e engenharia de producao. Pudemos verificar em ambos sistemas estudados que a con-
vergéncia s6 ocorre de forma mais confidvel para o = 1; para a = 1/2 também hé um
indicio de convergéncia, porém mais lenta do que para o = 1. Ja para a = 0 e 2 nao
ha convergéncia. Realizamos, entao, simula¢oes do modelo de Ising AF para sistemas
de tamanhos L = 10 a 30, com AL = 2. A linha critica do modelo de Ising AF no
plano temperatura—campo externo e expoentes criticos sao calculados via analise de es-
cala de tamanho finito usando amostragem entropica para o = 0 e 1. Também realizamos
amostragens de Metropolis para tamanhos maiores (L < 320) tendo em vista refinar as
estimativas dos pontos e expoentes criticos, bem como do cumulante de Binder de quarta
ordem, ao longo da linha critica. Essas estimativas criticas estao em boa concordancia
com os respectivos valores conhecidos na literatura para a classe de universalidade do
modelo de Ising bidimensional. Verificamos também que o do calor especifico escala com

~ In L ao longo da linha critica, como esperado.
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Abstract

We propose and test a new implementation of the tomographic entropic sampling
(TES) algorithm based on the 1/t algorithm. We use ¢t~ (with a = 0,1/2,1 and 2)
as a refinement factor of Q(I") (number of configurations in configuration class T'). The
rate of convergence is evaluated for the maximum of the specific heat, ¢,,.., for the
antiferromagnetic (AF) Ising model with external field on the square lattice, as well for
the shop scheduling problem — a typical subject of computer science and production
engineering. We verify for both systems that convergence occurs for ao = 1; for a = 1/2
there is also convergence, slower than for & = 1 though. For o = 0 and 2, however, there
is no convergence. We simulated the AF Ising model for systems of sizes L = 10 to 30
with AL = 2; the critical line in the temperature—external field; critical exponents are
evaluated via finite size scaling using TES for a = 0 and 1. We also employed Metropolis
sampling for larger sizes (L < 320) in order to improve the estimates of critical points and
exponents, as well the reduced fourth order Binder cumulant, along the critical line. These
critical estimates are in good agreement with their respective known literature values of
the universality class of the two-dimensional Ising model. We also verify that the specific

heat scales as ~ In L along the critical line, as expected.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Breve histéria do magnetismo

A histéria do magnetismo confunde-se em muito com a histéria da ciéncia. Fenémenos
magnéticos provavelmente teriam sido um dos primeiros fenémenos naturais observados
pelo homem — evidéncias indicam que fendmenos magnéticos foram observados séculos
antes da era crista [1]. Minerais naturais como a magnetita (Fe3O4), por exemplo, insti-
gavam a curiosidade e a imaginagao das pessoas devido ao fato de atrairem remotamente
pecas de ferro, bem como o fato de agulhas magnetizadas apontarem na dire¢ao norte-sul
da Terra (levando ao advento da bussola, que teve importantes consequéncias historicas,
como nas expedi¢oes maritimas que culminaram nas descobertas de outros continentes).

Fenomenos como esses eram misteriosos, cujas explicagoes eram baseadas apenas em
argumentos ficticios e superticiosos até o inicio do século XVII, quando William Gilbert
conduziu um tratado que é conhecido como o primeiro estudo cientifico sobre o magne-
tismo, jogando por terra qualquer misticismo [2]. Gilbert descobriu que as bussulas eram
alinhadas pela Terra em si, e nao pelas estrelas (como se pensava até entao). Além disso,
ele inferiu que a propria Terra é um “fma”.

A relagao entre magnetismo e eletricidade foi descoberta em 1820 pelo fisico dina-
marqués Hans Christian Oersted. A partir dai foram desenvolvidos vérios experimentos
envolvendo efeitos magnéticos e campos elétricos por André-Marie Ampére e Michael Fa-
raday, de maneira independente, como a indugao eletromagnética, por exemplo. Tais
experimentos levaram James Clerk Maxwell a formular uma fascinante teoria unificando

eletricidade, magnetismo e luz em 1864, através das quatro famosas “equagoes de Maxwell”.



Diversos avangos tecnologicos ocorreram desde entao, como o advento de motores e gera-
dores elétricos, redes elétricas e sistemas de comunicacao, que tiveram grande impacto na
sociedade.

Importantes contribui¢oes foram dadas por Pierre Curie e Pierre Weiss no inicio do
século XX. Curie estudou o efeito da temperatura nas propriedades magnéticas de alguns
materiais, como ferro, por exemplo, e observou que a magnetizacao era extinta reversi-
velmente acima de uma temperatura critica. Em 1907 Weiss formulou uma teoria que
explicava esse fendmeno observado por Curie.

Apesar desses avancos cientificos e tecnologicos, o fato de alguns soélidos serem fer-
romagnéticos (ver Se¢ao 2.1.2) ainda era um mistério. O magnetismo continuou a ser
um desafio para a fisica classica por mais alguns anos, e o conhecimento atual sobre
magnetismo, com explicacoes satisfatorias, s6 comecaram apos o surgimento da mecéanica
quantica e de alguns modelos tedricos propostos pelos alemaes Wilhelm Lenz, Ernest Ising

e Werner Heisenberg.

1.2 Modelos matematicos e fisica estatistica

Frequentemente é desejavel estudar e descrever o comportamento de sistemas ou feno-
menos por meio de modelos matematicos, que sao tentativas de representacao de fend-
menos reais. A eficacia de um modelo pode ser avaliada de acordo com a comparacao
dos resultados fornecidos pelo mesmo e o fendmeno real em analise. Um bom modelo
pode possibilitar anélises qualitativas, quantitativas e/ou numéricas de um determinado
fenomeno, assim, fornecendo informagoes pertinentes & dindmica do sistema em estudo.

Como sao poucos os modelos que apresentam solugoes analiticas e também devido ao
advento e evolucao de poderosas ferramentas computacionais ao longo dos tltimos anos,
os métodos computacionais vém recebendo cada vez mais importancia nas ciéncias.

A fisica da matéria condensada é uma area de pesquisa em que as simula¢oes com-
putacionais desempenham um papel importante, uma vez que essa lida com sistemas
compostos por muitas particulas que interagem entre si. As dinamicas desses sistemas
sao regidas por determinadas fungoes hamiltonianas que, em geral, nao possuem solugoes
analiticas das respectivas equagoes de movimento. Entretanto, lancando-se mao de fer-

ramentas fornecidas pela mecéanica estatistica, esses problemas podem ser contornados,



tratando-os justamente através de um ponto de vista probabilistico: conhecendo-se a fun-
¢ao particao de um sistema, todas as quantidades termodinamicas de interesse podem ser
obtidas.

Os métodos de Monte Carlo [3, 4] tém se mostrado bastante titeis na andlise e estudo de
propriedades termodinamicas de equilibrio de modelos fisicos, os quais vao desde cadeias
de polimeros até sistemas magnéticos. Exemplos de modelos utilizados para simular
sistemas magnéticos, além do modelo de Ising que provavelmente é o mais conhecido, sao
o de Potts [5, 6], clock model [7], Heisenberg [8] e ice models [3]. Varios algoritmos de
Monte Carlo vém sendo desenvolvidos com o intuito de otimizar as simulacoes em si e,
consequentemente, os resultados obtidos. Dentre eles podemos citar como exemplos o de
Metropolis [9], Wolff [10], Swendsen-Wang [11]| e de Wang-Landau [12, 13].

Os estudos de transi¢oes de fase e fenomenos criticos de sistemas magnéticos iniciaram
entre o final do século XIX e o inicio do século XX, periodo em que Wilhelm Lenz propos,
ao seu entao aluno Ernst Ising, um modelo de interacao dos momentos magnéticos. Tal
modelo é conhecido como “modelo de Ising” ou “modelo de Lenz-Ising” e provavelmente é
um dos mais conhecidos e explorados desde que Lars Onsager [14] encontrou sua solugao
analitica na rede quadrada em 1944.

Uma vez que determinadas quantidades termodindmicas de sistemas que sofrem tran-
sicoes de fase divergem no ponto critico, os métodos aproximativos analiticos e numéricos
apresentam grande importancia ao entendimento das propriedades desses sistemas na
regiao critica. Dessa forma, a simulacao de Monte Carlo do modelo de Ising é de funda-
mental importancia a esses estudos, por exemplo, através da analise de escala de tamanho

finito [3].

1.3 Shop scheduling

Planejamento e organizagao sao elementos fundamentais em qualquer processo de pro-
ducao que demanda varias etapas de operagoes e tarefas, as quais em geral tém prazos
pré-estabelecidos para serem finalizadas. Esse gerenciamento tem o intuito de otimizar os
processos em todas suas etapas. As tarefas sao das mais variadas formas. Na industria,
por exemplo, o objetivo em geral ¢ produzir com o menor tempo de execucao e gastos

possiveis. Portanto o planejamento de uma linha de producao visa maximizar a eficiéncia



das operacoes, o que consequentemente aumenta a produtividade e o lucro.

Considere, por exemplo, uma rede de computadores com 10 CPUs na qual sao subme-
tidos 50 programas/processos distintos, seguindo uma certa ordem na fila. Em geral os
tempos exatos de processamento nao sao conhecidos a priori. Além disso cada processo
pode ter diferentes niveis de prioridade. Nesse caso o objetivo é minimizar o tempo total
de execucao de todos os processos.

O sistema em geral divide os processos, de modo a evitar uma situacao em que um
processo que demadasse relativamente pouco tempo de execucao ficasse muito tempo no
sistema aguardando processos mais longos e com maior prioridade terminarem. Ou seja,
o sistema operacional faz uma espécie de rodizio entre os processos. Assim, todos os
processos sao executados parcialmente por um certo tempo. Entao, teoricamente, se uma
tarefa exige pouco tempo de processamento, ela seré finalizada relativamente rapido.

Tendo essas situacoes em vista, podemos nos questionar: serd que existe um ordena-
mento “6timo” dos processos de modo a reduzir o tempo de execucao total? Serd que seria
atil investir numa procura por um ordenamento dos processos que otimizasse o tempo de
execu¢ao, mesmo que exista um enorme nimero de possibilidades (como 50! ~ 3 x 10%4,
no caso dos processos na rede de computadores do exemplo citado acima)? Na prética,
de fato, observa-se que o planejamento influencia de maneira significativa no tempo total
de execugao, e portanto faz sentido investir esfor¢os na busca de um planejamento 6timo.

Entretanto essa busca por uma solucao 6tima de planejamento pode ser muito dificil
dependendo do sistema envolvido. Sao diversos os tipos de dificuldades do ponto de vista
de implementacao, que dependem da precisao do modelo usado na anéalise do problema
real, bem como das consisténcias dos dados de entrada que sao necessarios. Esse tipo
de problema é conhecido por shop scheduling, consistindo de uma grande variedades de
modelos e vinculos diversos, e é abordado especialmente na ciéncia da computacao.

Nesse trabalho olhamos o problema do permutation flow shop de um outro ponto de

vista, isto é, de um ponto de vista entrépico, como explicado na préxima secao.

1.4 Justificativa

Como mencionado anteriormente, alguns fenémenos e propriedades relacionadas a sis-

temas magnéticos vém sendo estudados hé décadas. Entretanto, a grande maioria dos



trabalhos analiticos e teéricos do modelo de Ising, em particular, esta relacionada especi-
almente a sistemas ferromagnéticos. Consequentemente, o modelo de Ising ferromagnético
possui resultados bem estabelecidos, enquanto o modelo de Ising antiferromagnético (AF)
com campo magnético externo foi pouco estudado e explorado. Ou seja, o modelo de Ising
AF com campo externo, o qual estudamos, possui poucas propriedades e resultados co-
nhecidos na literatura. Embora existam algumas propostas teéricas para a linha critica
na literatura [15, 16, 17, 18, 19] os mesmos ainda nao foram confrontados com dados
numeéricos.

O modelo de Ising AF com campo magnético externo é, em geral, mais complexo que
o ferromagnético — esse, por sua vez, é conhecido como um modelo “bem comportado”, de
modo que muitas vezes é utilizado como referéncia de teste de qualidade e eficiéncia para
novos algoritmos e métodos simulacionais. Os sistemas AF podem apresentar um feno-
meno chamado “frustracao geométrica”, cujo aspecto fundamental ¢ a impossibilidade de
satisfazer todas as interagoes simultaneamente. Isso leva & alta degenerescéncia do estado
fundamental em determinadas redes, como a triangular, que nao admite a decomposic¢ao
em duas sub-redes [20] e faz com que tais sistemas possuam propriedades e comporta-
mento que dependem da estrutura de rede. O modelo de Ising AF, por exemplo, nao
apresenta frustracao na rede quadrada enquanto na rede triangular esse fendmeno ocorre.

Alguns trabalhos mostram que os resultados do modelo de Ising AF dependem forte-
mente do método aproximativo tedrico utilizado [21], ou seja, existem resultados discor-
dantes obtidos pelos diferentes métodos tedricos, além de discrepancias entre os métodos
simulacionais e os numeéricos no que diz respeito & analise de escala de tamanho finito
[22].

No que diz respeito ao flow shop scheduling, métodos heuristicos de busca por solugoes
de minimo custo vém sendo propostos desde a década de 1950 [23], porém, mesmo com
os avangos realizados nos ultimos anos [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32| muitos sistemas
ainda encontram-se sem solugoes.

Do ponto de vista da fisica estatistica, o tempo total de execucao pode ser tratado
como uma energia, H(P) (onde P é a permutagao entre os jobs), que queremos minimizar.
As “interacoes” sao aleatorias como no problema de spin glass, por exemplo, tal que
a busca do minimo é um problema computacionalmente dificil. No presente trabalho,

porém, estudamos a “entropia” do sistema, S(I') = InQ(I") (onde (') é o nimero de



permutagoes com custo I'), e analisamos a topografia dessa distribuigao.

1.5 Objetivos

Nossos objetivos nesse trabalho sao implementar uma melhora no algoritmo de amos-
tragem entropica tomografica (TES) [33], utilizando novas técnicas que possam contribuir
de maneira significativa & melhoria da convergéncia das simulagoes, e consequentemente
ira refletir na qualidade dos resultados obtidos.

Tal convergéncia diz respeito a Q(I') (nimero de configuragbes de uma determinada
classe de configuragoes, I') tender a um valor constante a medida que o tempo de simulagao
aumenta. Essa técnica de refinamento na estimativa na densidade de estados é baseada
nos otimos resultados obtidos com o algoritmo 1/t [34, 35, 36|, que mostra uma clara
convergéncia das estimativas aumentando o ntimero de iteragoes.

Essas modificagoes no TES serao aplicadas ao modelo de Ising AF com campo externo,
na rede quadrada. Com isso objetivamos conseguir bons resultados no que diz respeito
a analise do diagrama de fase do modelo de Ising AF, bem como nas estimativas dos
expoentes criticos.

Em relacao ao flow shop scheduling, nosso objetivo é fornecer & comunidade cientifica
que se dedica a essa classe de problemas, uma nova visao da distribuicao do ntmero de
permutacoes em relagao a fungao objetivo. Até o momento nao encontramos nenhum
trabalho que faca essa abordagem. Temos a perspectiva de que esse ponto de vista pode
contribuir na elaboragao de métodos heuristicos de busca de solugoes 6timas, bem como

na compreensao de peculiaridades de cada sistema.

1.6 Organizacao do Trabalho

Apresentamos uma revisao da literatura no Capitulo 2, contemplando sistemas mag-
néticos e o modelo de Ising bem como uma discussao sobre o flow shop scheduling. No
Capitulo 3 apresentamos uma revisao de termodinamica, transicoes de fases, e métodos
de Monte Carlo (algoritmos de Metropolis, Wang-Landau, 1/¢, e amostragem entrépica
tomogréfica),

No Capitulo 4 apresentamos a metodologia utilizada na modificacao do algoritmo

TES, e como foram implementadas as simulagoes para estudo do permutation flow shop



scheduling e do modelo de Ising AF.
Os resultados obtidos relativos ao modelo de Ising AF e permutation flow shop sao
apresentados nos Capitulos 5 e 6, respectivamente. As consideracoes finais estao no

Capitulo 7.



Capitulo 2

Revisao da Literatura

2.1 Sistemas Magnéticos

Os materiais magnéticos sao classificados de acordo com o estado fisico em que se
apresentam, dentre os quais os mais comuns sao os estados ferromagnético (FM), anti-
ferromagnético (AF), ferrimagnético, paramagnético e diamagnético. As fases ou estados
magnéticos dependem, dentre outras variaveis, da temperatura e do campo magnético
aplicado. O ordenamento magnético dos materiais tem origem quéantica e se deve prin-
cipalmente a interacao de troca entre os momentos magnéticos de spin dos elétrons do
sistema [7].

Os comportamentos dos materiais magnéticos sao bastante peculiares ao estado em
que se apresentam. Vejamos a seguir as principais caracteristicas de alguns desses estados

ou fases magnéticas. A discussao a seguir é baseada em [1, 7, 8, 37].

2.1.1 Paramagnetismo

Os materiais paramagnéticos se caracterizam pelo fato de suas magnetizacoes, M,
apresentarem resposta linear a um campo magnético, h, de baixa intensidade aplicado,
ou seja,

m = xh, (2.1)

onde x (x > 0) é a susceptibilidade magnética do material e h é o campo magnético apli-
cado. Os sistemas paramagnéticos mantém uma magnetizagao nao nula somente enquanto

houver um campo externo aplicado, o que faz com que parte dos momentos magnéticos



dos spins do sistema se alinhem paralelamente ao campo. Quando um sistema paramag-
nético nao esta sob influéncia de um campo externo, seus spins se orientam em direc¢oes
aleatorias, fazendo com que o sistema possua magnetizacao total nula.

Como altas temperaturas favorecem a orientacao aleatéria dos spins enquanto o campo
magnético aplicado tende a orienté-los em sua direcao, a susceptibilidade magnética é

funcao da temperatura, y = x(7"). Observa-se que para materiais paramagnéticos ideais

C

onde C é a constante de Curie, especifica para cada material; a equagao (2.2) é conhecida
como lei de Curie.

Os sistemas paramagnéticos ideais sao definidos como aqueles constituidos por mo-
mentos magnéticos sem interagao entre si. Ja materiais magnéticos que simplesmente
podem sofrer uma transicao para a fase paramagnética a lei de Curie, para temperaturas

suficientemente altas, toma a forma:

X=m—Ax (2:3)

onde A é uma constante tal que A > 0 para sistemas que sofrem transicdo do estado
paramagnético para o ferromagnético (Secao 2.1.2), e A < 0 para sistemas que sofrem

transi¢ao do estado paramagnético para o antiferromagnético (Segao 2.1.3).

2.1.2 Ferromagnetismo

Em materiais ferromagnéticos os atomos possuem elétrons desemparelhados e portanto
um spin total nao-nulo mesmo na auséncia de um campo magnético externo, h = 0, a
baixas temperaturas. Para h = 0, os materiais FM apresentam magnetizacao espontanea,
m # 0, a baixas temperaturas. Mas a uma determinada temperatura critica ou tem-
peratura de Curie, T, sofrem uma transicao para a fase paramagnética e passam a ter

magnetizagao por spin nula, ou seja,
m(T >T.,,h=0)=0

m(T < T, h = 0) # 0.



Em geral, a temperatura constante, T' > T., e campo magnético externo de baixa
intensidade, pode-se observar que m = yh, o que realmente caracteriza que o sistema
estd no estado paramagnético, como vimos na Secao 2.1.1. J& no caso em que T < T,
a magnetizacao por spin, m, é nao nula mesmo para campo externo nulo; e para campo

externo de baixa intensidade

m(T, h) = m.(T) + x(T)h, (2.4)

onde m,(T") é a magnetizagdo espontanea do sistema, que é fungdo somente da tempe-
ratura, h estd em unidades tais que h — h/J (onde J) é a constante de interagao entre
os spins. Pela equagao (2.4) e pelas propriedades dos sistemas FM discutidas acima,

podemos perceber que
f(T) seT <T.

0 se T'>1T,

Me =

onde f(7') é uma funcdo crescente de 5 = 1/(kgT) tal que f(T = T.) = 0. Uma vez
que a magnetizacao do sistema tem um valor finito no estado ferromagnético e é nula no
paramagnético, ela é comumente chamada de pardmetro de ordem do sistema.

Na presenca de um campo magnético, os materiais FM apresentam uma magnetizacao
induzida que aumenta de intensidade de acordo com a intensidade do campo aplicado.
Porém, os sistemas magnéticos tém uma propriedade intrinseca chamada magnetizagao de
saturacao. A magnetizacao de saturagao é o valor maximo da magnetizacao que pode ser
induzida no sistema; ela independe do tamanho do mesmo, ocorrendo a partir de um valor
especifico da intensidade do campo magnético externo, chamado de campo de saturacao,
o qual independe da temperatura. Exemplos de elementos ferromagnéticos a temperatura
ambiente (273K) sao ferro (Fe), cobalto (Co) e niquel (Ni), os quais sofrem transi¢ao para

a fase paramagnética a 1.044K, 1.390K e 630K, respectivamente.

2.1.3 Antiferromagnetismo

O estado antiferromagnético (AF) tem magnetizagao nula na auséncia de campo mag-
nético externo, h = 0. Mas diferentemente do estado paramagnético, os momentos magné-
ticos dos materiais AF nao se orientam em dire¢oes aleatorias no estado fundamental. Os

materiais AF possuem redes cristalinas bem ordenadas, que podem ser divididas em duas
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ou mais subredes interpenetrantes. Na Figura 2.1 mostramos um diagrama das subredes
interpenetrantes de uma rede quadrada. Os momentos magnéticos dos atomos em cada
uma dessas subredes apontam em dire¢oes opostas; por exemplo, se a rede cristalina de
um material é dividida em duas subredes A e B, entao, no estado fundamental, todos os
momentos magnéticos dos atomos da subrede A apontam em uma determinada direcao

que é oposta aos da subrede B — o que proporciona uma magnetizacao total nula.

_______________ S SR SN S S S S
-------------- X . X . X ) X ®
--------------- ° X ° X . X ° X s
______________ % ° % ° % ° % PO
--------------- ) X . X . X . X s
-------------- X . X ° X ° X [ Jm—
_______________ ° % ° % ° % ° N

Figura 2.1: Subredes interpenetrantes da rede quadrada. Os elementos “x” e “o” pertencem a diferentes
subredes.

Os sistemas AF perdem esse ordenamento das subredes a partir de uma determinada
temperatura critica, denominada temperatura de Néel, Ty. Para T" > Ty e h = 0 os
momentos magnéticos dos atomos apontam em direcoes aleatorias, caracterizando uma
transigao de fase para o estado paramagnético (m = 0). A campo externo nulo m = 0
tanto na fase AF quanto paramagnética, entao m nao é um parametro de ordem para
esses sistemas. A seguir vamos definir uma quantidade, associada a magnetizagao das
subredes, que serd o parametro de ordem dos sistemas AFs.

Seja um material AF com uma rede cristalina que se divide em duas subredes equiva-

lentes e interpenetrantes, denotadas por A e B, com magnetizagoes por sitio m e mp,
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respectivamente. Definimos a magnetizacao total por sitio de um sistema de Ising como
1
m= é(mA—i—mB), (2.5)

onde m; € [—-1,1] e j = A, B. De acordo com o que foi discutido acima, se h = 0 e
T < Ty, entao my = —mp e consequentemente m = 0. Mas se T" > Ty, entao my4 = mp
independentemente se o campo externo é nulo ou nao; se h # 0 entdo my = mp # 0 e
se h = 0 entao my = mp = 0. Portanto, é conveniente definirmos o parametro de ordem
por sitio (também conhecido por staggered magnetization ou magnetizagao alternada), ¢,

de um sistema AF como

¢ = %(mA —mp). (2.6)

Dai podemos ver que ¢ = 0 na fase paramagnética (desordenada) e ¢ # 0 na fase AF
(ordenada), a qual se define justamente pelo fato de as magnetizagoes de todas subredes do
material possuirem valores distintos. A Figura 2.2 mostra uma representacao dos estados
de um sistema abaixo, no ponto e acima do ponto critico em uma simulacao de Monte
Carlo para um sistema de tamanho 40 x 40; é importante destacar que os valores de
magnetizagao e parametro de ordem sofrem influéncia do tamanho finito da rede.

A rede cristalina de um determinado material AF tem importancia fundamental nas
caracteristicas e propriedades do sistema. Um fenémeno peculiar a algumas estruturas
cristalinas é a frustrag¢ao geométrica, que é a impossibilidade de minimizar simultanea-
mente todas as energias de interacao entre pares, o que leva a alta degenerescéncia do
estado fundamental do sistema. Vejamos a seguir um exemplo de rede na qual ocorre esse
fenémeno.

Seja uma rede triangular com interagao de primeiros vizinhos entre os spins em cada

vértice [20], tal que a energia de interagao, Ej,, seja dada por
Eipg = —=J Z 0; 05, (2.7)
<iyj>

onde J < 0 é uma constante associada & interacao de troca entre os spins do sistema AF;
0; = £1 e 0; = &1 sao os momentos magnéticos dos spins nos sitios i e j, respectivamente;
ey i j> representa a soma sobre os pares de primeiros vizinhos da rede.

Analisando somente um tridngulo dessa rede, podemos perceber que existem 2% = 8
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Figura 2.2: Representacao dos estados de um sistema de Ising com interagoes AF de
tamanho 40 x 40 com h = h. e temperatura (a) abaixo do ponto critico: estado antifer-
romagnético com m ~ 0 e ¢ ~ 1; (b) no ponto critico: transi¢ao de fase com m =~ 0.1 e
¢ =~ 0.5; (c) acima do ponto critico: estado paramagnético m ~ 0.2 e ¢ =~ 0. As diferentes
cores representam spins T e |.
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estados possiveis. Dois desses estados tém todos spins paralelos (111 ou JJJ); ja os outros
seis estados tém um arranjo do tipo 1J1 (os trés spins sao primeiros vizinhos), que sido
justamente as configuragoes com energia minima. Sendo dois spins antiparalelos (1] ou
171), o sistema estaré no estado fundamental independentemente da orientagao 1 ou | do
outro spin. Ou seja, o estado fundamental é degenerado pois o terceiro spin tem uma
configuraco “frustrada”, que nao altera o valor da energia. E justamente esse tipo de
fendbmeno que caracteriza a frustracao geométrica.

O cromo (Cr) ¢ o tnico elemento antiferromagnético a temperatura ambiente, e sofre
transigao para a fase paramagnética a 311 K; algumas ligas de Cr e de manganés (Mn) sao
antiferromagnéticas. A temperatura na ordem de 13K alguns elementos da familia dos
lantanideos, como cério (Ce) e saméario (Sm), apresentam-se no estado antiferromagnético,
enquanto passam para o paramagnético a maiores temperaturas. Alguns outros elementos
da familia dos lantanideos podem se apresentar nas fases ferromagnética, antiferromag-
nética e paramagnética, dependendo da temperatura em que se encontram; exemplos sao

holmio (Ho), érbio (Er) e tilio (Tm).

2.2 Interacao de troca e o modelo de Heisenberg

O ferromagnetismo exige que a energia de interacao entre spins seja maior que a
energia térmica para criar momentos magnéticos e estabilizar as orientagoes paralelas
de momentos vizinhos. Essa forca de momento e magnetizagao se deve a interacao de
troca. A competi¢ao entre a interagao de troca interatoémica e a desordem térmica, devido
ao aumento de temperatura, leva ao fim da magnetizacao espontanea quando o sistema
atinge uma temperatura bem definida, chamada temperatura de Curie, T¢.

Consideremos um sistema de dois elétrons. Pelo principio de Pauli, sabe-se que dois
férmions (particulas de spin nao-inteiro, como elétrons e protons) ndo podem ocupar
o mesmo estado quéntico. Sendo assim, um orbital pode ser ocupado por dois spins
antiparalelos (1)) mas nao por dois paralelos (11 ou ||). Como elétrons sao indis-
tinguiveis, entao a troca entre dois elétrons deve fornecer a mesma densidade de elé-
trons, |W(1,2)]* = |¥(2,1)]%. Logo, a tnica solugao para fun¢ao de onda total deve ser

anti-simétrica: W(1,2) = —W(2,1). Assim, as duas fun¢oes de ondas globalmente anti-
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simétricas associadas aos dois elétrons sao:

Uy = ¢s(71,72)xa(51,52) (2.8)

Uy = ¢pa(r,72)xs(s1, 52), (2.9)

onde ¢g = (1/v/2) (Y1 + 1) e ¢4 = (1/v/2)(p1 — 1) sdo as partes posicionais simétrica e
anti-simétrica, respectivamente, e xg, € Y sao as partes de spin simétrica e anti-simétrica,

respectivamente, tais que:

S=1,M=1 = )
Xs =1 1S=1M=0) = L(t)+}1) (2.10)

S=1LM=-1) = 1)

para o namero quantico de spin, S = s; + so = 1 e seus respectivos valores do ntimero

quantico magnético M, chamado de tripleto; e o singleto:

Ya=18=0,M =0) = — (1) - |41)). (2.11)

1
2

Sl

Pode-se mostrar que o hamiltoniano da forma
H=C8 -8+ D, (2.12)

onde C' e D sao constantes, é capaz de representar a separacao dos elétrons em dois niveis
distintos de energia [1, 7, 38, 39]. A constante C' = (xs| H |xs) — (xa| # |x4), a diferenca
dos niveis energéticos entre os estados de tripleto e singleto, estd associada a interacao
de troca entre os spins, de origem coulombiana. Assim, o hamiltoniano do modelo de

Heisenberg para a interacao spin—spin em uma rede com /N spins pode ser expresso como
N N

H=—> J;S S—h> 5 (2.13)
i<j=1 i=1

onde os operadores de spin sao adimensionais, de modo que os fatores i foram absorvidos
dentro da constante de interagao de troca .J;;, que possui unidades de energia, bem como h

que estéd associado ao campo externo na diregao z. Quando J;; > 0 ou J;; < 0 a interagao
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é ferromagnética ou antiferromagnética, respectivamente.

2.3 Modelo de Ising

Um dos modelos mais conhecidos e explorados na fisica estatistica é o modelo de Ising.
Esse modelo foi na realidade proposto por Wilhelm Lenz (por isso também é conhecido
como modelo de Lenz-Ising) ao seu entao aluno de doutorado Ernst Ising para que ele
estudasse transicoes de fase em sistemas magnéticos. O modelo de Ising foi resolvido
analiticamente em uma dimensao pelo proprio Ising em 1925. Em 1944 o fisico Lars
Onsager encontrou sua solugao analitica na rede quadrada com interacao de primeiros
vizinhos e na auséncia de campo externo [14]. Porém sua solugao analitica ainda nao foi
encontrada para dimensao d = 3.

Para a analise de um sistema magnético, o modelo de Ising assume que o sistema seja
formado por uma rede (quadrada, triangular, hexagonal, ctibica simples ou cubica de face
centrada, por exemplo). Cada um dos N sitios (vértices) da rede possui um momento

magnético ou spin, u;, ao longo do eixo z dado por

Hi =7 i, (2.14)
onde o indice ¢ representa um sitio da rede, v ¢ uma constante e

o, ==+1 (2.15)

¢ uma variavel associada a orientagao 1 ou | do spin na dire¢ao z (passaremos a nos referir
a 0; como momento magnético). Esse modelo assume que a interagao entre os spins se da
através da interagao de troca, de origem quéantica [7].

Um dos casos mais simples do modelo de Ising consiste em assumir que a interacao
entre os spins seja apenas entre primeiros vizinhos e com um campo magnético externo,

H, ao longo da direcao z, de modo que o hamiltoniano do sistema seja

N
H=—-J Z 0,05 — hZO'i, (216)
<1,j> =1

onde J é uma constante associada a interagao de troca entre os spins (J > (0 para sistemas
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ferromagnéticos e J < 0 para antiferromagnéticos); < 7, j > representa a soma sobre todos
os pares de primeiros vizinhos e h é proporcional ao campo externo H (de agora em diante
iremos nos referir a h simplesmente como campo magnético externo).

Destacamos que como o modelo de Ising contém componentes de spin apenas na
direcao do campo magnético, o comutador de spin com o hamiltoniano é nulo, e portanto,

podemos tratar os spins do modelo de Ising como se fossem classicos.

2.3.1 Modelo de Ising AF com campo externo na rede quadrada

Uma caracteristica peculiar do modelo de Ising AF com campo externo na rede qua-
drada é a existéncia de uma linha critica em seu diagrama de fase no plano h—T. Embora
nao haja solucao exata para esse modelo, varios métodos aproximativos foram desenvol-
vidos com o intuito de descrever essa linha critica |15, 19, 40].

Através de um método aproximativo de calculo de propriedades de interface, Miiller-

Hartmann & Zittartz [15] deduziram a seguinte expressao analitica para essa linha critica

h 2
cosh (i) = senh? (E)’ (2.17)

onde h e T estdo em unidades tais que h — h/J (onde J é a constante de interagao

para a rede quadrada:

entre primeiros vizinhos) e ' — kgT'/J (kg ¢ a constante de Boltzmann). Na Figura 2.3
mostramos essa linha critica para h > 0, uma vez que essa curva é simétrica em torno do
eixo T'. Abaixo dessa linha o sistema se encontra no estado antiferromagnético enquanto
acima se encontra no paramagnético.

A partir dessa equacao da linha critica obtiveram uma aproximagao para T.(h) com

h — 0:

T.(h) ~T°(1 — ah?), (2.18)

onde T° = T.(h = 0) = 2/In(1 + v/2), que é justamente o ponto critico do modelo de
Ising ferromagnético e a = In(1 ++/2)/(161/2); e também a aproximacio para h.(T) com
T —0:

he(T) ~ b — T1n?2, (2.19)
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Figura 2.3: Linha critica do modelo de Ising AF na rede quadrada com campo externo obtida por
Miiller-Hartmann e Zittartz [15]. Abaixo da curva o estado é AF e acima é paramagnético.

onde h? = h.(T = 0) = 4. Esse valor de h, a temperatura nula tem uma explicacao
baseada no estado fundamental do sistema, o que apresentamos a seguir.

Seja uma configuracao C, do sistema com energia total £, dada por
E,=F—hM, (2.20)

onde usamos unidades tais que J = —1 na equagao 2.16, definimos a energia de interacao

entre os spins, E, por

E= ZO’iO'j

<i,7>

e a magnetizacao total, M, por

A temperatura nula o sistema se encontra no estado fundamental. Nesse estado, para
pequenos valores de h, definimos uma configuragao C; em que todos os spins da subrede
A, por exemplo, estdao paralelos ao campo h (0! = +1) enquanto os da subrede B estdo

no sentido oposto (¢ = —1). A magnetizacao total dessa configuraciao é nula e entdo

7
a energia total ¢ F;, = —2L?, enquanto o parametro de ordem nesse estado, dado pela

equagao (2.6), é ¢ = 1. Consideremos outra configuragdo C; em que todos os spins
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estao paralelos ao campo magnético, cuja energia total é Fy, = 2L? — hlL? e ¢ = 0.
Podemos ver pela Figura 2.4 que as energias dessas duas configuragoes sao iguais para
h(T = 0) = h? = 4. Ou seja, nesse ponto de transigao de primeira ordem (7, = 0, h, = 4)

ha uma descontinuidade na primeira derivada da energia do estado fundamental.

E, /L2
KR

Figura 2.4: Energias das diferentes configuracoes C; e Co em funcao de h para T = 0.

2.4 'Trabalhos correlatos — Ising AF na rede quadrada

Nessa secao destacamos alguns trabalhos relacionados ao estudo do modelo de Ising
antiferromagnético na rede quadrada com interacao de primeiros vizinhos.

Em 1971 Rapaport & Domb [41] estudaram o modelo de Ising AF nas redes quadrada
e cubica simples, usando o método de expansao a altas temperaturas para investigar o
comportamento da susceptibilidade alternada e o calor especifico. Além disso deduzem a

relagao funcional de T.(H) para pequenos valores de campo, H:
T.(H) =T.(1—0.037(m/J)*H?) + O(H*), (2.21)

onde m e J sdo o momento magnético de spin e constante de interagao de troca, respec-
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tivamente e T, é a temperatura critica a campo nulo, dada por

2
7= — 2 J/kp~2,269.]/kp. 9.29
In(1+v?2) /ks /s (2:22)

Miller-Hartmann & Zittartz (MHZ) [15], em 1977, usaram o “método de interface”
para estimar a curva critica do modelo de Ising AF na rede quadrada com campo externo,
Eq. 5.1; essa equacao reproduz todos resultados conhecidos nos limites H — 0 e T" — 0.
Alguns trabalhos obtiveram resultados com boa concordéancia com as estimativas de MHZ,
como Sneddon [42], que utilizaram um método de escala fenomenologica, e Binder &
Laundau [43] (1980), que foram os tnicos autores a estudarem o modelo de Ising AF via
simulagoes.

Devido a importante concordancia com os resultados de MHZ ao descreveram a linha
critica, Binder & Landau [43] até levantaram a hipotese de que a expressao de MHZ
(Eq. 5.1) seria uma solugao exata do modelo de Ising AF na rede quadrada. Entretanto,
trabalhos como de Kinzel [44| e Kauffman [45], por exemplo, apresentam resultados dis-
crepantes em relacdo a MHZ; Baxter et al. [46] ¢ Wu & Wu [16] rechagam a hipotese de
que o resultado de MHZ ¢ a solugao exata do modelo.

Outros estudos aproximativos da linha critica foram realizados Bléte & Wu [17] (via
matriz de transferéncia), Wang & Kim [18] (os quais abordaram o modelo via zeros da
fungao parti¢ao) e Monroe [19] (cuja andlise envolve um parametro livre w através de

expansoes em séries).

2.5 Permutation flow shop scheduling

Shop scheduling consiste de uma classe de problemas que envolvem n tarefas a serem
realizadas em m etapas, as quais possuem tempos de execucao especificos conhecidos
previamente [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32|. Sendo Cj; o tempo de execugao do job
J na maquina ¢, entdao C; = >, C;; é o tempo total de execucao do job j no sistema. O
objetivo dessa classe de problemas é sempre minimizar uma funcao associada ao tempo

total de execucao.

Um exemplo de fungao objetivo é o makespan (Cqy ), ou custo, definido como max(C1, . . .

equivale ao tempo que o tltimo job leva para sair do sistema. Um minimo makespan im-

plica numa utilizacao eficiente das maquinas, por exemplo, numa rede de computadores
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que executa uma série de processos.
O permutation flow shop é um problema que envolve n jobs (j = 1,...,n) a serem
executados em m (i = 1,...,m) maquinas em série (denotado por n x m), obedecendo as

seguintes regras ou vinculos:

e Cada job consiste de m operacgoes. A k-ésima operacao de cada job tem que ser

processada na k-ésima maquina.

e Cada operagao k de um job j possui um tempo especifico de execugao/processamento
na maquina ¢, p;;; na literatura, em geral p;; ¢ um ntmero inteiro uniformemente

distribuido no conjunto {0,1,2,...,100}.

e Todos os jobs tém que ser processados em cada uma das maquinas seguindo sempre
a mesma ordem; ao terminar de ser executado em uma maquina, o job entra na fila
da maquina seguinte, ou seja, o primeiro processo que entra ¢ também o primeiro

processo que sai da maquina.

e Um job j s6 pode ser executado na maquina ¢ se sua operagao foi finalizada na

maquina ¢ — 1.

Consideremos um exemplo de um sistema contendo 5 jobs em 4 maquinas (5 x 4) com
os tempos de processamentos apresentados na Tabela 2.1. Como podemos ver, o job j;
possui tempos de execugao p; j, = 5 na maquina 1, py;, = 4 na maquina 2, p3;, = 4 na

maquina 3, e py j, = 3 na maquina 4; e assim por diante.

Tabela 2.1: Tempo de processamento de 5 jobs em 4 maquinas.

Jobs | jv | J2 | Js | Ja | Js
P14 5 5 3 6 3
P25, 4 4 2 4 4
P35 4 4 3 4 1
paj, | 316325

Se os jobs sao processados na ordem j, com k£ = 1,2,3,4,5, entao o tempo total de
execugao dos processos (makespan) é de 34, como podemos verificar pelo diagrama de
Gantt na Figura 2.5. E notavel que o valor de makespan muda ao trocar a ordem de
entrada dos jobs nas méquinas. Portanto seria conveniente procurar qual(is) das 5! = 120

permutagoes fornece(m) menor valor de makespan.
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Figura 2.5: Diagrama de Gantt para um flow shop de j = 5 jobs em m = 5 maquinas. Cada barra
horizontal representa um job e seu respectivo tempo de execucao nas maquinas, as quais sao ordenadas
nas colunas verticais de cima para baixo. A tltima linha horizontal escalada de 5 em 5 representa o
tempo de execugdo. Fonte: Pinedo [24].

Esse é um sistema relativamente pequeno, e nao seria dificil enumerar todas as per-
mutagoes e seus respectivos valores de makespan. Para sistemas grandes, porém, ¢ impra-
ticavel realizar essa busca através da enumeracao de todas as permutagoes. Um sistema
contendo 20 jobs, por exemplo, possui na ordem de 10'® permutacoes! Portanto é ne-
cessario um bom algoritmo de busca, que tenha condigoes de percorrer uma por¢ao do
espago de configuragdes/permutagoes.

Estudos sistematicos de shop scheduling comecaram a ser realizados a partir da década
de 1950, e desde entao varios métodos heuristicos de busca vém sendo propostos |24, 23,
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32| com o intuito de encontrar solugoes de permutagoes que
fornecam minimo makespan, comumente chamados de “solu¢oes minimas ou 6timas”.

Entretanto, uma das dificuldades para realizar esse tipo de busca de minimos é que
os métodos em geral se limitam a fazer buscas restritas em certas regioes, o que fornece
apenas minimos locais. Ao encontrar um minimo local, porém, nao é garantido que esse
seja 0 minimo global. E mesmo tentando manter buscas ap6s encontrar um minimo local,
pode ser que a busca nao saia desse “poco” de minimo local para verificar outros possiveis
minimos locais em regioes proximas. Além disso nao se sabe a principio quantos minimos
locais existem.

Taillard propoés, como exemplos para testar algoritmos de otimizacao, um grande con-
junto de instancias [47, 48] nas quais os tempos sao distribuidos de maneira uniforme e
aleatoria no conjunto [0, 100]. Essas instancias passaram a ser bastante utilizadas como

referéncias pela grande maioria da comunidade cientifica de otimizagao em testes de novos
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algoritmos e métodos de buscas.

Dois problemas comumente estudados na fisica estatistica, que sao semelhantes ao
problema de otimizacao do permutation flow shop scheduling, sao a busca do estado fun-
damental de um vidro de spin [49], no qual as interacoes de troca, J;; (ver Eq. 2.13),
entre os spins possuem sinais aleatorios; e o problema do caixeiro viajante [50], no qual o
objetivo é encontrar o menor caminho entre as cidades que o caixeiro tem que percorrer,

retornando a cidade de origem.
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Capitulo 3

Termodinamica, transicoes de fase e

métodos de Monte Carlo

3.1 Meédias Termodinamicas

Lancando-se mao da mecénica estatistica de equilibrio [8], & temperatura T, a fungao

particao candnica de um sistema é

Z =Y e M), (3.1)

{o}

onde {o} representa a soma sobre todos os estados possiveis do sistema, e usamos a

defini¢ao
1
= — 3.2
& kpT’ (3:2)
onde kp é a constante de Boltzmann. A probabilidade, P.(0), do sistema se encontrar no
estado o ¢
1
P.(o) = Ee*m‘("). (3.3)

Dai, a média canénica de um observavel A é dada por

(A) = % > Afg)e M), (3.4)
{o}
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Uma vez que a conexao entre o ensemble candnico e a termodinamica se d& por

F(T) = —kpTn(2), (3.5)

onde F' é a energia livre de Helmholtz, é possivel mostrar que o calor especifico por spin a

campo constante, ¢, esta associado a flutuacao térmica da energia, F, da seguinte forma:

o= 5 (57) = wp(E - @) (3.6)

Analogamente, a susceptibilidade magnética & temperatura constante, yr, esta associada

a flutuagao na magnetizagao por

= (5 ). = ) - ) 3.1)

3.2 'Transicoes de Fase e Criticalidade

Desde o final do século XIX as transi¢oes de fase e fendmenos criticos vém sendo objetos
de estudos de uma grande variedade de sistemas, os quais vao desde fluidos simples,
passando por sistemas magnéticos, até superfluidos. Varias grandezas termodindmicas
apresentam singularidades, tendo um comportamento peculiar nas proximidades do ponto
critico. Porém, foi somente a partir de aproximadamente da segunda metade do século XX
que foram desenvolvidos modelos e teorias que possibilitaram um melhor entendimento
do comportamento de sistemas durante as transicoes de fase, como a teoria de escala e o
grupo de renormalizagao [8].

Nas proximidades do ponto critico varias quantidades termodinamicas obedecem leis
de poténcia, cujos expoentes (criticos) dependem de poucos fatores associados ao sistema.
Tais fatores sao a dimensionalidade do sistema, o alcance das interagoes microscopicas

(curto ou longo alcance) e do grupo de simetria do parametro de ordem. Em sistemas
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magnéticos observa-se que nas proximidades da regiao critica [8, 37|

cu(T,0) ~ |T—T.|°, (3.8)
Xr(T,0) ~ |T—T[, (3.9)
im(T,0)] ~ (T.-T)", (3.10)
m(T.., H)| ~ [H|'?, (3.11)

onde «, v, 5 e 0 s@o os expoentes criticos.

Suponhamos que a energia livre de Gibbs molar de um sistema magnético seja

g=g9(T,H),

tal que
dg = —sdl'—mdH, (3.12)

onde s e m sao a entropia e magnetizagao por spin, respectivamente. Dai temos

S(T, H) = — (g—g)H, (3.13)
(T, H) = — (%)T. (3.14)
Como
CH(? H) _ (%)H, (3.15)
\r (T, H) = <§—Z)T (3.16)
entio CH(?‘—I_[) B (%)H7 -
d%g

Q
&

X(T,H)z—( : )T. (3.18)

Tendo em vista a teoria de escala de Widom ou hipotese de escala estética [37, 51] é
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conveniente reescalar as variaveis T e H em rela¢ao ao ponto critico (7.,H.), definindo

(3.19)

>
Il
=
|
=

(3.20)

onde t é a temperatura reduzida e h o campo magnético relativo a H.. Dessa maneira as

equagoes (3.14), (3.17) e (3.18) podem ser reescritas com as substituicoes ' — t ¢ H — h:

m(t,h) = — (%l’ (3.21)

en(t,h) = —t (%)h, (3.22)

D%g(t, h)
t,h)=——"—-+21|. 3.23

X( Y ) ( ahQ >t ( )
A teoria de escala de Widom assume que a parte singular de g(t, h), gs(t, h), proxima do

ponto critico é uma fungao homogénea generalizada, ou seja,
gs(t, h) = A"%gs(\t, \°h), (3.24)

onde A (A > 0), a e b s@o constantes.
Substituindo a equagao (3.24) nas equagoes (3.21), (3.22) e (3.23) e em seguida ava-
liando para (h = 0, A = |t|™') e também para (t = 0, A = |h|~1/*), obtemos as seguintes

relacoes entre os expoentes «, 3, v, 9, a e b:

a = —a+2 (3.25)
v = —a+2b (3.26)
B = a—0>b (3.27)
b

0 = . 3.28

p— (3.28)

Dai obtemos a relagao de Rushbrooke

a+260+v=2, (3.29)
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a relagao de Griffiths
a+p0+1)=2 (3.30)

e também a relacao de Widom

v =B(5 - 1). (3.31)

3.3 Meétodo de Monte Carlo

Ao longo dos tltimos anos varios artigos e livros envolvendo o método de Monte Carlo
vém sendo publicados em diversas areas do conhecimento. Especialmente na area da
fisica existem varias aplicagoes que vao desde cadeias de polimeros a sistemas magnéticos
[3, 4, 52, 53, 54]|. Do ponto de vista da fisica estatistica de equilibrio, o método de Monte
Carlo consiste em uma classe de algoritmos que geram, através de sorteios, uma grande
colecao de estados, que irao representar o sistema como um todo.

Tendo em vista um sistema termodinamico, por exemplo, o método de Monte Carlo
consiste em gerar um grande numero, n, de estados {0 = oy,...0,} para entao calcular

a média canoénica do observavel A (equagao (3.4))

Zan A e_BH({U})
o o=01
W) =S — ey (3:32)

onde a soma se estende somente sobre os n estados gerados. Entretanto, vé-se que é
necessario um bom método para gerar tal conjunto de n estados, uma vez que para alguns
estados o fator exponencial pode fornecer uma contribui¢ao sem importancia significativa

ao somatorio no calculo da média.

3.3.1 Algoritmo de Metropolis

Um dos algoritmos mais conhecidos e antigos, capaz de gerar estados que contribuam
de maneira significativa ao calculo da média, é o algoritmo de Metropolis [9]. Ele consiste
na realizacao de um processo estocastico no espaco de configuracoes, partindo de uma
configuracao inicial aleatoria ou nao, usando uma probabilidade de transicao de um estado
para outro que depende da diferenca de energia entre tais estados. Esse algoritmo pode

ser resumido como se segue:
1. A uma determinada temperatura fixa, T', escolha aleatoriamente um estado inicial
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o', com energia ' = FE(0');

2. Sorteie um estado ¢”, com energia E” = E(0”) |[de maneira apropriada ao modelo
em questao (para o modelo de Ising, por exemplo, podemos sortear um sitio da rede

e inverter o spin)];
3. Calcule 0F = E" — E';
4. Se 6E < 0, o novo estado ¢ aceito (o — ¢”): v& para o passo (6);

5. Se 0F > 0, sorteie um nimero aleatério r com distribui¢ao uniforme no intervalo

0,1] e verifique

- ser < w = e PF aceita-se a transicao (¢! — ¢”): va para o passo (6);

- se r > w rejeita-se a transigdo: va para o passo (2);
6. Repita os passos (2) a (5);

7. A cada N iteragoes do passo (2), independentemente do niimero de novas configura-

¢oes aceitas ou nao, calcule as médias termodinamicas das quantidades de interesse.

Podemos ver que o algoritmo de Metropolis se baseia no fato de que a probabilidade

de transicao do estado ¢’ para o ¢” é proporcional a
w(o’ = o") =T(0",0') = min(1, e #F), (3.33)

Esse processo estocéstico realizado no espaco de configuragoes possui a seguinte distribui-

¢ao estacionéria de probabilidades dos estados:

P(o) = —e PP, (3.34)

T(o",0"\P(c") =T (o', 0")P(c"), (3.35)

garante que a distribuigdo de probabilidades dada pela equagdo (3.34) corresponde a

distribuicao estacionéria. Para verificarmos que a probabilidade de transi¢cao, dada pela
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equagao (3.33), satisfaz o principio do BD consideremos os estados o’ e ¢ tais que E(o”) >

E(0"). Assim, pelas equagdes (3.33) e (3.34), temos que

T(o",0") = NB‘B[E("")‘E(”'”,
P(0") = e PE)
Z )
1
T(s 5" = —
(U , O ) N’

onde N é o nimero de sitios do sistema. Levando as duas primeiras equacoes no lado
esquerdo da equagao (3.35) e tendo em vista as duas ultimas, vemos que o principio do

BD é satisfeito.

3.3.2 Algoritmo de Wang-Landau

Claramente uma grande desvantagem na aplicacao do algoritmo de Metropolis na ana-
lise de transicoes de fase, por exemplo, é o fato de ser necessario realizar uma simulacao
para cada valor de temperatura. Assim, teriam que ser realizadas varias simulagoes com
pequenos incrementos em 7' para analisar o comportamento de algumas variaveis ter-
modinamicas de interesse nas proximidades de T, o que consumiria um grande tempo
computacional.

Seria, entao, conveniente a utilizagao de um algoritmo que determinasse o numero de

estados com energia E, Q)(F), uma vez que

Z=> Q(E)e " (3.36)

(A) = 7 S {A)p AUB)E, (3.37)

onde (A)p é a média microcanonica de A para cada valor de E e as somas sao realizadas
sobre todos os valores possiveis da energia.

Dentre os algoritmos que fazem o calculo de Q(E), o de Wang-Landau [12, 13] ¢ um
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dos mais explorados nos tultimos anos. O algoritmo de Wang-Landau consiste num passeio
aleatorio no espago de energia do sistema, o que proporciona o calculo de (E). Os valores
de Q(FE) sao desconhecidos inicialmente, de modo que define-se Q(E) = 1V E no inicio
da simulacao.

Como esse tipo de algoritmo visa realizar uma amostragem uniforme no espaco de
energias F, tal que o niimero esperado de visitas é o mesmo para cada energia F, entao

utiliza-se a seguinte distribuicao de probabilidades:
(3.38)

Assim a probabilidade de transi¢ao de um estado inicial o', com energia E’ e Q(E’), para

um o, escolhido aleatoriamente, com energia E” e Q(E") é
. Q(F

w(o’ — ¢”) = min (1, ﬁ) . (3.39)

Cada vez que um estado ¢ visitado o valor de Q(E) ¢ atualizado através de um fator

modificador f > 1, de modo que Q(E) — Q(F) f; o valor inicial usual ¢ f, = e'. Esse

passeio aleatorio é feito até que o histograma H (F) esteja “plano” (na préatica ¢ impossivel

que o histograma seja exatamente plano, entao, usualmente, o histograma ¢é dito plano

quando H(E)/(H(E)) > 80% ¥V FE). Assim que isso ocorre, o fator modificador, f, é

reescalado de modo que na t-ésima iteracao f = f,41 = +/f; e o histograma ¢ novamente

inicializado, H(E) = 0. A simulac@o s6 é encerrada quando f < frina (por exemplo,

ffinal =14 10_8>.

3.3.3 Algoritmo 1/t

Embora o algoritmo de Wang-Landau venha sendo amplamente usado, ele apresenta
um importante problema: saturacao do erro entre a densidade de estado estimada () e seu
valor exato para um grande ntimero de iteragoes. Essa falha foi primeiramente reportada
por Yan e de Pablo [56] em 2003.

Tendo isso em vista, Belardinelli e colaboradores [34, 35, 36| propuseram em 2007
uma modificacao simples e importante no algoritmo de Wang-Landau, de modo que o
fator de refinamento fosse reescalado como 1/t (onde t é o ntmero da itera¢ao). Com

isso evita-se o problema de saturagao para simulacoes com muitas iteragoes. Portanto o
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algoritmo 1/t segue os mesmos passos que o algoritmo de Wang-Landau, exceto pelo fator

de refinamento, f, que é reescalado como f = 1/t.

3.3.4 Amostragem entrépica tomografica

E importante ressaltar também que além do problema de convergéncia do algoritmo
de Wang-Landau, como mencionado acima, ele apresenta limitagoes no que diz respeito
ao uso em simulagoes de sistemas grandes, e usualmente se faz necessario uma subdivisao
do espaco de configuragoes através de “janelas”, o que gera algumas distor¢oes em (2
[57, 58, 33].

O algoritmo de amostragem entropica tomografica (TES — tomographic entropic sam-
pling) foi proposto e utilizado por Dickman & Cunha-Neto [33] em 2011 no estudo do
comportamento critico do modelo de Ising em duas e trés dimensoes, fornecendo bons
resultados para os expoentes criticos. Uma das grandes vantagens do TES ¢é a realizacao
da amostragem entropica fazendo passeios aleatorios por todo espacgo de configuracoes,
sem a necessidade de utilizar janelas, de modo a obter uma estimativa suave de ).

O modelo de Ising AF em uma rede quadrada na presenca de um campo externo foi
estudado por Lourengo & Dickman [59, 60| utilizando o TES, tendo em vista uma analise
do diagrama de fase no plano campo externo — temperatura, uma vez que esse problema
nao tem solugao exata.

O algoritmo TES ¢é descrito como se segue. Considere um sistema de tamanho L re-
presentado por um modelo estatistico, com espago de configuragoes discreto, cujo nimero
exato (desconhecido) de configuragoes pertencentes a uma classe de configuragoes, I'; é

Q(F) A distribuicao de probabilidades utilizada para gerar as configuragoes é dada por
P(C) o¢ =———, (3.40)

onde I'(C) é uma classe de configuracio (CC) que contém a configuracdo C. A probabili-

dade de aceite de uma nova configuragao, C’, é entao
Qr(c
p(C — C') = min M, 1]. (3.41)
QI
Uma simulacao que segue a distribuicao de probabilidades acima deve fornecer um
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histograma, H(I"), constante para todas as classes de configuragoes. Entao, se usamos
uma estimativa inicial Qy(I") para a distribui¢do de probabilidades, e simulamos por um

tempo longo suficiente, podemos atualizar nossa estimativa de tal modo que

0(0) = =22 (D), (3.42)

onde €2 (I') ¢ a nova estimativa obtida ao final dessa primeira simulagao; H;(I") é o niimero
de vezes em que I foi gerada durante a simulacio e H(T') é a média de H,(I") sobre todos
as CCs acessiveis ao sistema.

[teramos entao o procedimento acima N vezes de modo a obtermos um histograma
“plano” e consequentemente uma boa aproximacao de €2 em relagao ao valor exato. Cada
uma das N iteracoes possuem N;, simulagoes que iniciam com configuragoes iniciais em
distintas regioes do espago de configuragoes. Dessa forma aumenta-se a possibilidade de
a simulagao abrangir todo o espaco de configuracoes.

A seguir apresentamos um exemplo de pseudo-cdédigo da implementagao do algoritmo
TES para o modelo de Ising AF, onde definimos as classes de configuragoes como I' =

(n,m):
(1) Estime Qq(n,m);
(2) Faca H(n,m) = 0;
(3) Repita Ny, = 10 vezes:

— Escolha uma configuracao inicial;
— Repita Ny = 107 vezes:
* Repita L? vezes:

Inverta aleatoriamente um spin;

aceite a nova configuracao C’ com probabilidade:

p(C — C') = min (% 1) : (3.43)

H(n',m') = H(n',m')+ 1;

acumule ¢(n,m), |¢|, ¢ e ¢*;
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(4) Normalize o histograma e atualize Q;(n’, m’);
(5) Calcule as médias microcanonicas;

(6) Volte ao passo (2) por N = 15 vezes.
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Capitulo 4

Metodologia

Nesse capitulo vamos descrever como o algoritmo de amostragem entropica tomogréfica
(TES) foi modificado tendo em vista uma melhor convergéncia da estimativa de €2 com
base na idéia do algoritmo 1/t [34, 35, 36]; detalhamos as implementagoes aplicadas ao
modelo de Ising AF e ao flow shop scheduling. Apresentamos os parametros utilizados
nas simulac¢oes do modelo de Ising AF, bem como os métodos utilizados para obtencao

da linha critica e do comportamento critico.

4.1 Amostragem Entrépica Tomografica “¢=“”

Devido aos altissimos valores que {2 assume eles sao convenientemente representados
através de seu logaritmo natural durante as simulagoes. Nessa abordagem, em vez de atu-
alizarmos a estimativa de € através da abordagem tradicional [equagao (3.42)], usaremos

a seguinte equacao recursiva para atualizar {2 apds a t-ésima iteracao:
1
Inf€241(I)) = o In[Ho(T)] + [0 (1) (4.1)

onde I' designa as classes de configura¢oes do sistema, o é um parametro (nimero real)
fixo durante as simulagoes, ,(I") é a estimativa do numero de configuragoes pertencentes
a classe I' ao final da t-ésima iteragao, e Hy(I') é o histograma normalizado para cada '
ao final da t-ésima iteracao.

Nos estudos realizados a seguir usamos os seguintes valores: a = 0,1/2,1 e 2, com
o objetivo de verificar para qual valor de « a convergéncia ocorrerda mais rapidamente,

quando for o caso.
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4.1.1 Implementagao: modelo de Ising AF

Estudamos o modelo de Ising AF com interacdao de primeiros vizinhos, em uma rede
quadrada na presenca de um campo magnético externo. Definimos uma rede de dimensoes
L x L com condigoes periodicas de fronteira. As classes de configuragoes (CCs) desse
sistema sao definidas no espago bidimensional (n,m), onde n é o namero de pares de

primeiros vizinhos com spins tendo a mesma orientagao [n esta relacionado a energia de

interagao entre os spins por E = —2(L? — n)| e m é a magnetizagao do sistema. Na rede
quadrada os valores permitidos de n sdao n = 0,4,6, ..., Nmaz — 4, Nmaz, Onde Nyar = 2L
e os valores permitidos de m sao m = —L?, —L?> +2,...,L? — 2, L?. Na Figura 4.1 temos

o espago de CCs para L = 10.

200 _‘. T T T 1]
150 .
c 100 r N
50 .
0 1 1 T. 1 1
-100 -50 0 50 100

m

Figura 4.1: Espaco de classes de configuracoes de uma rede quadrada de tamanho L = 10. n e m sio o
ntmero de pares de primeiros vizinhos com spins paralelos e a magnetizagao do sistema, respectivamente.
Em azul estao as regioes em que selecionamos diferentes configuragoes iniciais para cada uma das Ng;p,
simulagoes de cada iteracao.

Chamamos atengao para as lacunas existente no espago de configura¢oes nas proximi-
dades de n = 1,4, € m = 0 (ver Figura 4.1). Tais lacunas sao, de fato, CCs inexistentes;
por exemplo, é impossivel que o sistema esteja em uma configuracao tal que n = 0 e
m # 0. Essas lacunas e a enumeracao exata das CCs do modelo de Ising na rede qua-
drada foram estudadas em detalhe na dissertacao de mestrado entitulada “Modelo de Ising
antiferromagnético em um campo externo: simula¢ao por amostragem entrépica” [59] e no

artigo “Systematic Enumaration of Configuration Classes for Entropic Sampling of Ising
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Models”[60]. Com base nesse estudo de enumeragao exata das CCs temos a garantia que
nossas simulagoes amostraram todo espaco de configuragoes.

A dinamica da simulagao é de inversao simples de spin, bem como inversao de cluster
com probabilidade de 5% 1!; tais clusters sao definidos como se segue: escolhemos alea-
toriamente um sitio que definird a posicao do vértice inferior esquerdo de um retangulo,
cujas dimensoes sao escolhidas aleatoriamente no intervalo [1, L]. Na inversao simples de
spin, as probabilidades de aceite de transigdo de uma configuracao I' = (n, m) para outra

I'=(n =n+ An,m' = m+ Am) na t-ésima iteragao, dada por

po(I' = T’) = min [&%((IF’))’ 1] : (4.2)

é armazenada em uma tabela; as possiveis variagoes de n sao An = 0,42, +4 e de m
sao Am = £2. Para cada configuracio gerada, seja uma nova ou a mesma (caso a
nova seja rejeitada), atualizamos a soma das quantidades de interesse que serao utilizadas
posteriormente para os calculos das médias canonicas. Destacamos que para cada tamanho
de sistema, utilizamos as estimativas de Qg(n, m) baseadas nas técnicas de interpolacao e
extrapolacao, em relagao as respectivas redes menores, descritas por Lourenc¢o & Dickman
[60]; por exemplo, a estimativa inicial de Q para L = 12, g, é obtida a partir da estimativa
final da N-ésima iteracao de ) para L = 10, Q.

Para esse sistema as quantidades de interesse estao associadas ao parametro de ordem,

o (|6, #* e ¢*), o qual é definido por
¢ =ma—mp, (4.3)

onde my e mp sdo as magnetizagoes das subredes A e B, respectivamente (em alguns
textos o parametro de ordem, ¢, é chamado de staggered magnetization ou magnetizagao
alternada); as médias microcanonicas dessas grandezas sao calculadas ao longo da simula-
gao. Ao término de cada iteragao t a estimativa de ;(n,m) é atualizada [de acordo com
a equagao (4.1)], o histograma H;(n,m) é zerado e a tabela das probabilidades de aceite
de transi¢ao também é atualizada utilizando essa nova estimativa de §2;(n, m).

Para estudar a convergéncia das simula¢oes do modelo de Ising AF com campo externo

IDiferentes valores de probabilidade foram testados. Valores maiores que 5%, entretanto, nio forne-
ceram melhorias notaveis embora consumissem grande tempo computacional.
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na rede quadrada usamos uma rede de tamanho L = 20, e para cada valor do parametro
a=0,1/2,1e 2, realizamos 30 ensaios independentes contendo 50 iterag¢oes, cada uma das
quais consistem de 10 configuragoes iniciais em regioes distintas no espago de configuracoes
e um total de 107 atualizacoes de rede.

Ao identificarmos os valores de o que otimizam a convergéncia da amostragem, apli-
camos 0 TES—1/t* em redes de tamanhho L = 10 a 30, com AL = 2, usando a técnica de
enumeragao de classes de configuragoes [60]. Para cada tamanho de sistema realizamos 30
simulagoes independentes, cada uma com 15 iteragoes, as quais incluem 10 configuragoes
iniciais (de valores de energia alto, baixo e intermediario, e ambos sinais de magnetizagao);
cada estudo consiste de 107 passos de Monte Carlo (um passo de Monte Carlo corresponde
a L? tentativas de mudanga de configuragoes).

Para mapear a fronteira entre as fases antiferromagnética e paramagnética no plano
campo externo — temperatura, determinamos um total de 31 pontos (7, h.) usando anélise

de escala de tamanho finito [61]

aq a9
Tc(cmax7 ha L) - Tc(cmama h) + f + ﬁ (44)
e
max max bl b2

onde T.(Cmaz, h, L) e Te(x3*", h, L) sdo os valores da temperatura onde ocorrem os méxi-
mos (picos) de ¢ e x,, respectivamente, a um determinado valor de h. para cada tamanho
L dos sistemas simulados, ao passo que T.(¢paz, h) € TC(XZL“"”, h) sdo as estimativas das
temperaturas criticas obtidas através dos maximos de c e x,, respectivamente, para um
valor de h. Essa analise esta ilustrada na Figura 4.2a para 7' = 0.5.

Cinco pontos ao longo da linha critica foram selecionados para um estudo detalhado
de transicao de fase, novamente usando anéalise de escala de tamanho finito através de um

ajuste linear (ver Figura 4.2b), como por exemplo para /v:
B
In{| ¢ |) = —In L + const. (4.6)
v

Destacamos que através de uma andlise de residuos [62]| verificamos nao ser necessario
realizar corre¢oes de maior ordem nas estimativas de /v e v/v.

Além disso, tendo em vista refinar as estimativas dos pontos e expoentes criticos,
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Figura 4.2: Analise de escala de tamanho finito dos dados obtidos via TES-1/t* com a = 1, para
T = 0.5. (a) Estimativa do campo externo critico, h.. Para cada tamanho de sistema, os pontos denotam
o valor de h que maximiza a susceptibilidade antiferromagnética (curva superior) e o calor especifico (curva
inferior). As linhas tracejadas s@o ajustes quadraticos aos dados, levando a estimativa h. = 3.6658(2)
para essa temperatura. (b) Parametro de ordem em func¢ao do tamanho do sistema no ponto critico. O
ajuste linear (linha tracejada) fornece 8/v = 0.124(1).

realizamos simulacoes de Metropolis em torno desses cinco pontos criticos para tamanhos
L = 20,40,80,160 e 320, usando 20 ensaios independentes (exceto para L = 160 e 320,
para os quais foram realizados 30 estudos independentes), de duragido 2 x 107 passos de
Monte Carlo. Destacamos que langamos mao de simula¢oes de Metropolis para melhorar

nossas estimativas dos pontos e expoentes criticos devido as limitacoes de tamanho que
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encontramos ao realizar a simulagao no espago (n,m) via TES: nao foi possivel simular
redes maiores que L = 30, devido ao fato que verificamos que em tais situagoes nem todo

espago de (n,m) era amostrado, conforme as anélises detalhadas em [59].

4.1.2 Implementacgao: flow shop scheduling

No estudo dos sistemas relacionados ao problema de flow shop scheduling n x m,
com n jobs em m maquinas, utilizamos as instancias de Taillard (disponiveis em [48])
como input para os tempos de processamento dos jobs nas maquinas, p;; (tempo de
processamento do job j na méquina i). Essas instancias de Taillard |26, 47, 48| sao
conjuntos de tempos de processamento de cada job em cada maquina para cada tamanho
de sistema; tais tempos de processamento foram obtidos por uma distribuicao aleatoéria
uniforme no intervalo [0, 100], e sdo amplamente utilizadas pela comunidade que se dedica
a esses problemas. Portanto, servem como uma das principais referéncias na comparacao
de resultados obtidos por diferentes métodos heuristicos.

Utilizamos uma estimativa inicial )y constante para todos os valores de makespan.
Cada estudo envolve N iteracgoes, que possuem 10 simulagoes iniciando em configuracoes
iniciais aleatorias na primeira iteragao; ao longo da primeira iteracao, armazenamos uma
configuragao, C, de cada classe de configuracao (makespan), T', visitada de modo que nas
seguintes iteragoes selecionamos 10 configuracoes iniciais dentre essas que foram armaze-
nadas, em vez de serem aleatorias. Todas as modifica¢oes entre as configuracoes, C — (',
se dao através de uma troca simples de posicao entre dois jobs. A probabilidade de aceite
de uma configuragao C com valor de makespan I' para outra C' com makespan I, na

t-ésima iteracao, é dada por

Q1 (1)
' - T)=min | ——%, 1. 4.7
pt( ) |:Qt1 (F/) ’ ( )
As estimativas de {2 para cada iteracao sao armazenadas para analises posteriores no que
diz respeito a convergéncia das simulagoes.
Realizamos uma analise de convergéncia das estimativas de () utilizando diferentes
valores de a: 0, 1/2, 1 e 2. Essa analise de convergéncia ¢ feita inicialmente para um

sistema pequeno (6 x 5), de modo que possamos realizar uma enumeragao exata de  a

fim de compara-la com nossas estimativas ao longo de 50 iteragoes. Especialmente para
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essas analises de convergéncia para sistemas pequenos, utilizamos apenas 5 x 10® passos
de Monte Carlo em cada iteragao, justamente para que a convergéncia seja “lenta” ao
longo das iteragoes.

Para sistemas maiores (20x5 e 20x 10), embora nao seja possivel fazer uma enumeragao
exata de (), também realizamos uma analise de convergéncia das simulacoes. Entretanto,

o parametro utilizado para convergéncia

Qry— Q)
A, = L b 4.8
! Z <Qr,t + Qr,t—1) (48)

r

é apenas uma condi¢ao necessaria, mas nao suficiente para implicar a convergéncia de 2.
Devido ao fato de esses sistemas serem grandes, utilizamos 10° passos de Monte Carlo em

cada uma das 50 iteracoes.
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Capitulo 5

Analise dos Resultados — Ising AF

Nesse capitulo apresentamos os resultados obtidos com a utilizacao do algoritmo de
amostragem entropica tomografica “1/t*”, analisando convergéncia dos resultados ao longo
das iteragoes para o = 0,1/2,1 e 2; ver Eq. 4.1. Discutimos os resultados simulacionais
obtidos via TES, o que possibilitou a obtengao e anélise das superficies do parametro de
ordem e do calor especifico no plano campo externo — temperatura e a obtencao da linha
critica. Comparamos nossos resultados dos pontos criticos com outros trabalhos tedricos,
e numéricos, bem como realizamos simulacoes de Metropolis em torno de alguns pontos
criticos tendo vista refinar nossas estimativas dos pontos e expoentes criticos, assim como
do cumulante de Binder de quarta ordem, e estudamos como o calor especifico nos pontos

criticos escala com o tamanho da rede.

5.1 Analise de convergéncia via TES—1/t*

Para a temperatura fixa T" = 0.2, mostramos os resultados comparativos entre o =
0,1/2,1 e 2 para as incertezas das estimativas do valor maximo do calor especifico, ¢,qq,
e do valor do campo externo que maximiza ¢, h(Cpq.), a0 longo das iteragoes nas Figu-
ras 5.1a e 5.1b, respectivamente.

Podemos observar que as incertezas de ¢paz € h(Cpae) saturam para a = 0 e 2. Uma
convergéncia mais rapida é observada para o = 1, em relagdo a o = 1/2. As retas
tracejadas com inclinagoes aproximadas de —0.63 foram obtidas através de uma regressoes
lineares para a = 1, e dao uma idéia do quao rapida é a taxa de reducao das respectivas

incertezas. Vale ressaltar que o uso do fator a = 1, em vez de a = 0, fez com que houvesse
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Figura 5.1: Incerteza de (a) ¢pmax € (b) h(Cmaz) para T = 0.2 ao longo de 50 iteragdes do modelo de

Ising AF para rede de tamanho L = 20.

uma reducao da incerteza de uma ordem de magnitude ao final da 50* iteragao. Também

realizamos analises similares em relagao a susceptibilidade antiferromagnética (associada

a magnetizagao alternada ¢), x4, porém as incertezas se mostraram independentes de a

até a 50a iteracao.
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Tendo em vista complementar essa analise de convergéncia ao longo das iteragoes,
apresentamos na Figura 5.2 os graficos do calor especifico, ¢, e susceptibilidade alternada,
X, em funcao do campo externo a uma temperatura fixa na 50a iteracao utilizando
diferentes valores de o para uma rede de tamanho L = 20. Chamamos atencao para os
respectivos gréaficos das incertezas de c e x4: na Figura 5.2a podemos observar que a menor
incerteza do calor especifico sempre ocorre para a = 1, seguida de @ = 1/2, 2 e 0; ja na
Figura 5.2b nao conseguimos observar um comportamento da incerteza da susceptibilidade
tao claro como no caso de ¢, tal que apenas notamos que a menor incerteza ocorre para
a = 1 seguida de 1/2 na regido do méaximo de x4, além de que as curvas de y, nao se
sobrepoem tao bem como as de ¢ para diferentes valores de «. Esses comportamentos
podem ser um indicativo de que os ruidos ao longo das simulagoes sao, de fato, eliminados
de maneira mais rapida para a = 1 e 1/2, mas que talvez sejam necessarias mais iteragoes
para observar um comportamento de convergéncia mais claro no que diz respeito a x.

Destacamos que essas analises de convergéncia para o modelo de Ising AF contri-
buiram para o trabalho publicado “Intrinsic convergence properties of entropic sampling
algorithms” [63]. Nesse artigo a convergéncia da densidade de estados, em fungao da ener-
gia, g(E), ¢ estudada sistematicamente para os algoritmos de Wang-Landau [12, 13|, 1/t
[34, 35] (t corresponde a passos de Monte Carlo) e TES [33]: a andlise da convergéncia
intrinsica desses métodos é realizada com base em um simples sistema de tamanho L,
para o qual g(F) = 1 para todo espectro de energia, £ = 1,..., L. Observa-se que o
desvio padrao de g,0,, satura para os algoritmos de Wang-Landau e TES para longos
tempos, enquanto para o algoritmo 1/t nota-se que o, < 1/ t1/2. Nas versoes modificadas
dos algoritmo TES e 1/t, com refinamento 1/t observa-se convergéncia para 0 < o < 1.
A elimininagao de erros iniciais em g(F) e corre¢ao do ruido acumulado durante a amos-
tragem sao fatores essenciais para a convergéncia nesses tipos de métodos de amostragem.
Além disso, para um simples exemplo, é demonstrado analiticamente, usando uma equa-
¢ao de Langevin, que ambos tipos de erros podem ser eliminados, assintoticamente, se
0 < a < 1: a convergéncia é 6tima para a = 1; para a < 0 o ruido nunca decai; enquanto
para o > 1 o erro inicial nunca ¢ elimitado completamente. Ressalta-se que a convergéncia
corresponde a g(E,t) — const. quando ¢ — oo, de modo que o, é uma medida do erro

global da amostragem.
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Figura 5.2: (a) Calor especifico, ¢, e (b) susceptibilidade alternada, x4, em fungéo do campo externo,
h, para T" = 0.2 na 50a iteragao utilizando diferentes valores de a para o modelo de Ising AF na rede
quadrada de tamanho L = 20.

5.2 Amostragem entropica tomografica — 1/t®

Uma das vantagens da amostragem entropica é a possibilidade de calcular médias de

qualquer quantidade para quaisquer valores de campo externo e temperatura, uma vez
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obtida boa estimativa de {2 e médias microcanonicas durante a simulacao. Usando a
estimativa de 2(n,m) obtida via TES calculamos a médica candénica do parametro de
ordem, ¢, e do calor especifico, ¢, para L = 30 sobre diversos valores de campo externo e

temperatura; ver Figura 5.3.

(b)

Figura 5.3: (a) Parametro de ordem, ¢, and (b) calor especifico, ¢, no plano h — T para L = 30 via
TES.
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Na Figura 5.4 mostramos a linha critica no plano campo externo — temperatura,
cujos pontos foram obtidos via TES—1/t* com o = 1. O sistema se encontra no estado
antiferromagnético ou paramagnético abaixo ou acima da linha critica, respectivamente.
Esses resultados sao comparados com as estimativas de Monroe [19], Wu & Wu [16], e

Miiller-Hartmann & Zittartz [15], cuja expressao analitica ¢

cosh (Tﬁ> = senh” (%) (5.1)

Destacamos a sobreposi¢ao entre os pontos simulacionais “x” e “©®” em torno de T' = 2.2 e
h = 0.9, usando analise de escala de tamanho finito com 7" fixo e h fixo, respectivamente:
a diferenca relativa entre essas estimativas sdo menores que 0.3%. Chamamos atencao,
também, que a linha critica é similar aquela apresentada pela superficie de ¢ no plano

h — T, como esperado, apesar de efeitos de tamanho finito (ver Figura 5.3a).

aofe. T MHZ ]
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Figura 5.4: Diagrama de fase no plano campo externo — temperatura obtido via TES com « = 1. Os
simbolos “%” e “®” representam nossos resultados simulacionais usando escala de tamanho finito com
temperatura fixa e campo externo fixo, respectivamente. Incertezas sdo menores que os simbolos. “[1” e
“o” representam as estimativas de Monroe e Wu & Wu, respectivamente; a linha tracejada é a previsao
teorica obtida por Miiller-Hartmann & Zittartz.

Uma vez que pela Figura 5.4 ¢ dificil distinguir as diferencas entre resultados simula-

cionais e tedricos, apresentamos uma comparacao detalhada na Tabela 5.1. Essa tabela
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inclui resultados obtidos via modelo de dezesseis vértices por Wu & Wu [16] (denotado
por WW), Monroe [19] (cuja andlise via expansoes em série envolve um parametro livre
w), Miiller-Hartmann & Zittartz (MHZ) [15] os quais aplicaram um método de energia
livre de interface para obter uma expressao fechada da linha critica, Eq. 5.1, Blote &
Wu [17] (BW) os quais usaram célculos de matriz de transferéncia e anélise de escala de
tamanho finito do comprimento de correla¢ao, e Wang & Kim [18] (WK), que realizaram
uma aproximagcao via zeros da func¢ao particao. Os valores dos pontos criticos obtidos via
TES com a =1 e 0 sao apresentados na na Tabela 5.2.

A concordancia entre os pontos criticos obtidos via TES com o = 1 e as estimativas
de WW ¢ excelente, com diferenca relativa média de ordem 0.06%. Nossas estimativas
também possuem boa conformidade com as previsdoes de Monroe e BW, com diferencas
relativas médias menores que 0.14% e 0.076%, respectivamente. As diferengas entre nossos
resultados simulacionais e estimativas de MHZ ¢ WK sao em torno de 85 — 90% maiores
comparadas com WW. Os pontos criticos obtidos via TES com a = 0 possuem ainda
melhor concordancia com WW, Monroe (w = 0.92484) e BW, enquanto também apresen-
tam discrepancias em relacao a MHZ e WK. Esses resultados confirmam a afirmacao de

Baxter et al. |46] de que a expressao analitica de MHZ, Eq. 5.1, ndo é uma solucao exata.

Tabela 5.1: Comparacao entre resultados simulacionais e previsoes tedricas para h.(T'). &
¢ a diferenca relativa média entre teoria e simulagao via TES-1/t* com o = 1 e 0, e via
simulagao de Metropolis.

T Monroe Monroe MHZ WW BW WK
(w=10.92484) (w = 0.93895)
0.1 3.93307 3.93318 3.93069 3.93329 3.93330 3.93372
0.5 3.66506 3.66561 3.65309 3.66611 3.66614 3.67589
1.0 3.29303 3.29391 3.26843 3.29200 3.29261 3.31764
1.5 2.73243 2.73396 2.70401 2.73094 2.73176 2.75099
2.0 1.71629 1.71872 1.69490 1.71492 1.71499 1.71512
a1 (%) 0.1 0.14 0.6 0.065  0.076 0.42
Ea—o (%) 0.04 0.086 0.65 0.013  0.022 0.37
Entet (Y0) 0.03 0.07 0.68 0.01 0.002 0.35

MHZ: Miiller-Hartmann and Zittartz [15]
WW: Wu & Wu [16]

BW: Blste & Wu [17]

WK: Wang & Kim [1§]

Monroe: [19]

Ainda comparando as estimativas simulacionais e teoricas dos pontos criticos no dia-

grama de fase, pode-se observar na Figura 5.4 que nossas estimativas ficam cada vez mais
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Tabela 5.2: Estimativas via TES para h.(T'), v/v e f/v: comparagao dos resultados entre
a=lea=0.

T 1hc(T) - lv/v Blv g
0.1 | 3.93324(5) | 3.9332(2) | 1.781(4) | 1.75(4) | 0.124(1) | 0.117(11)
0.5 | 3.6658(2) | 3.6655(6) | 1.78(1) | 1.77(1) | 0.124(1) | 0.118(6)
1.0 | 3.2920(25) | 3.2915(8) | 1.78(1) | 1.77(1) | 0.124(6) | 0.122(2)
1.5 | 2.7301(13) | 2.7302(8) | 1.77(1) | 1.76(1) | 0.123(6) | 0.122(1)
20| 1.710(6) | 1.715(2) | 1.76(2) | 1.77(1) | 0.121(5) | 0.124(2)

discrepantes dos resultados de MHZ na regiao central do digrama de fase. Tendo isso
em vista, apresentamos na Figura 5.5 as diferencas entre nossas estimativas simulacionais
via TES (para o = 1) com as estimativas teéricas de MHZ, Monroe, WW, BW e WK.
Podemos observar que, de fato, nossas estimativas de h. sao bastante discrepantes dos
resultados de MHZ e WK, especialmente na regiao de temperatuas intermediéarias. Por
outro lado, nossas estimativas possuem 6tima concordancia com os resultados de Monroe,
BW e WW, o que corrobora com as discussoes acima. Vale destacar que o mesmo com-

portamento é observado quando comparamos os resultados teéricos com os nossos para

a=0.
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Figura 9.5: Comparacao da entre as estimativas simulacionais e teéricas dos pontos criticos para a = 1.
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Na Tabela 5.2 apresentamos também nossas estimativas dos expoentes criticos para
a = 0 e 1. Pode-se observar que, para o = 1 nossas estimativas de v/v sdo entre 0.6%
e 1.8% maiores que o valor exato, 7/4. Ja as estimativas de /v concordam, dentro das
incertezas, com o valor da literatura, 1/8. Nossas melhores estimativas de §/v sao para
T < 1.0, enquanto de /v sao para T = 2.0. As simulagoes usando o = 0 nao forneceram
resultados significativamente melhores: as estimativas para /v sdo 1.1% maiores que o
valor exato, enquanto para (/v sdo piores que as estimativas usando o = 1, exceto para
T =2.0.

Em geral, as estimativas de TES para /v sao sistematicamente maiores que o valor
exato, ao passo que (/v sdo menores. Isso sugere problemas sistematicos em (1) na
amostragem das configuragoes; (2) nas estimativas das médias microcanonicas de ¢ e sua
incerteza; ou (3) por efeitos de tamanho finito. Assim, tendo em vista uma melhoria nas
estimativas dos pontos e expoentes criticos, realizamos simulagoes de Metropolis em torno

dos cinco pontos criticos destacados na Tabela 5.1, como descrito na se¢ao a seguir.

5.3 Simulacoes de Metropolis

Com o intuito de melhorar as estimativas dos pontos e expoentes criticos, realiza-
mos simulacoes via algoritmo de Metropolis em torno dos pontos criticos apresentados
na Tabela 5.1. Os tamanhos de rede estudados sao L = 20,40,80,160 e 320. Salien-
tamos novamente que os estudos via Metropolis foram realizados devido ao fato de que
as simulacoes via TES se limitavam a tamanhos até L = 30; para L > 30 as simula-
¢Oes nao conseguiam amostrar todo o espago de configuragoes (n,m), como discutido
detalhadamente em [59]. Acreditamos que essa restrigao de amostragem via TES apenas
para pequenas redes tenha sido um dos fatores primordiais as limitacoes nas melhorias
das estimativas dos expoentes criticos (ver Tabela 5.2) via analise de escala de tamanho
finito.

Para localizar o h.(T) usando amostragem de Metropolis, procuramos uma lei de
poténcia de ¢ e x em relacao a L. Como esperado por andlise de escala de tamanho
finito, devemos ter In¢ ~ (5/v)In L, por exemplo. Dessa forma, realizamos um ajuste
quadratico nos dados de In¢ = ax? + bx + ¢, onde = In L, para cada valor de h; o

coeficiente a do termo quadratico deve, portanto, ser nulo para h = h,..
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As Figuras 5.6 e 5.7 mostram essa andlise para T = 1.0. Pode-se observar que a

curvatura, a, muda de sinal entre h = 3.2920 e 3.2932 — ou seja, h. deve estar entre

esses valores. Assim, a estimativa de h. é obtida ao encontrar o valor de h para o qual

a = 0, via interpolagao. A incerteza de h. inclui a incerteza da interpolacao bem como a

incerteza propagada de cada valor de a. Uma segunda estimativa de h. é obtida via anélise

similar para y,. A estimativa final de h., bem como os expoentes criticos associados, sao

apresentados na Tabela 5.3.

Ino

a,=0.0095(11); h=3.2895 ——
a,=0.0023(3); h=3.2920
a3=-0.0016(9); h=3.2932 +-F}--4

a4:—0.pO76(20); t|1:3,2945 @

3.0

3.5

4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

InL

Figura 5.6: Analise de curvatura para T'= 1.0. a, (n = 1,...,4) sdo as curvaturas (coeficiente do
termo quadratico de um ajuste polinomial) de cada conjunto de dados. Incertezas sdo menores que os

simbolos em alguns casos.

Tabela 5.3: Estimativa via simulagao de Metropolis dos pontos criticos, expoentes criticos,
e cumulante de Binder de quarta ordem.

T he(T) v/v B/ U,

0.1 | 3.03331(1) | 1.748(4) | 0.126(2) | 0.610(1)
0.5 | 3.6661(1) | 1.75(3) | 0.125(8) | 0.610(1)
1.0 | 3.2027(1) | 1.749(3) | 0.126(9) | 0.610(1)
15 | 2.7317(1) | 1.751(2) | 0.125(1) | 0.611(1)
2.0 | 1.7149(1) | 1.751(1) | 0.125(1) | 0.611(1)

Os expoentes criticos, 5/v e /v mostrados na Tabela 5.3 foram estimados como se se-

gue: calculamos os expoentes criticos para cada valor de h (em torno de h,) e interpolamos
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Figura 5.7: Curvatura, a (coeficiente do termo quadrético de um ajuste polinomial de segunda ordem,
In ¢ = az? + bz + ¢, onde z = In L) para cada valor de campo externo h para T = 1.0.

os respectivos valores em h,, previamente estimado. E notéavel que ambas estimativas dos
expoentes criticos via Metropolis sao mais préximas dos valores esperados para a classe
de Ising bidimensional do que as estimativas via TES (ver Tabela 5.2).

Outra quantidade importante no estudo de propriedades criticas e caracterizacao da
classe de universalidade de um modelo é o cumulante de Binder de quarta ordem |64, 65],

definido por
(¢)
3(¢%)*

Calculamos U, ao longo da linha critica, nos pontos criticos apresentados na Tabela 5.3,

Up=1-

(5.2)

tendo em vista que pela escala de tamanho finito Uy(¢, L) oc L= [64], onde d é a dimensao
da rede. Nossos resultados possuem boa concordancia com o valor da literatura, U, =
0.610690(1) [65], para o modelo de Ising isotropico na rede quadrada, com interagao de
primeiros vizinhos, e condi¢oes periédicas de contorno. Enfatizamos que o valor de U nao
depende apenas da classe de universalidade mas também das condicoes de contorno, da
forma da rede, e da isotropia (ou anisotropia) das interagdes |65, 66, 67, 68].

Finalmente, analisamos a dependéncia do calor especifico, ¢, em relacao ao tamanho
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do sistema ao longo da linha critica. O comportamento esperado®, ¢(T,, h.) ~ coln L
(onde ¢y ¢ uma constante [61]), é observado, como mostrado na Figura 5.8; destacamos

que o resultado para T = 0.1 nao foi apresentado no grafico devido a proximidade desses

dados com os de T" = 0.5.

2.5 T T T T T T T T T T T T T T T T - T T T T r . T
L 7.=0.5,h.=3.6661(1) —— °
T=1.0, h;=3.2927(1) sewxers e
[ T =15, h=2.7317(1) w-ems o _
20[  T=20,h=L7149(1) »-@-¢ oo ]
T o _
[ Co=0.394(2) .-~ g |
st P cp=0.224(1) 1]
Oo F e\*" * i
10 | e R ]
e »
- Co= 0.L15(L) e o X
05 F o e e — g
. W P——
I & co = 0.07220(5)
00 b o
2.5 3.0 3.5 4.0 45 5.0 5.5 6.0
InL

Figura 5.8: Calor especifico ¢(T,, h.) versus In L. As inclinagdes das regressoes linear estao indicadas.

Destacamos que esses resultados estao registrados no artigo “ Phase diagram of the

antiferromagnetic Ising model in an external field” publicado nesse ano [69].

'Pois esse modelo possui as mesmas simetrias, na vizinhanca da linha critica, que o modelo de Ising
(parametro de ordem escalar).
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Capitulo 6

Analise dos Resultados — Flow shop
scheduling

Apresentamos nesse capitulo nossos resultados referente ao problema permutation flow
shop scheduling. Estudamos a distribuicao de ntimero de configuracoes, €2, em funcao
do makespan (custo) para as 10 instancias de Taillard [26, 47, 48] para j = 20 jobs
em m = 5 e 10 méaquinas. Tendo em vista comparar os resultados simulacionais com
exatos, realizamos estudos detalhados de dois sistemas pequenos, que nos possibilitam
uma enumeragcao exata das distribuicao de 2 em func¢ao do custo. Uma vez que o ntimero
total de configuragoes de um sistema com j jobs é j!, estudamos dois sistemas com j =5
e 6 jobs com m = 5 méquinas. Realizamos uma anélise de convergéncia da amostragem
simulacional em relagao aos resultados exatos para esses sistemas pequenos, bem como
para as instancias de Taillard. Finalmente investigamos uma possivel transicao de fase

nesse problema.

6.1 Estimativa de ¢

Usando 10 instancias de Taillard estimamos o nimero de configuragoes, {2, como uma
fungao do makespan, para j = 20 jobs em m = 5 méaquinas (20 x 5). Os resultados
sao mostrados na Figura 6.1. Como podemos ver, existem menos configuracoes com
custo minimo para algumas instancias, enquanto observa-se para outras instancias menos
configuragoes com custo maximo. Entretanto, para j = 20 jobs em m = 10 méquinas

observamos que todas as 10 instancias de Taillard possuem menos configuracoes com
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minimo custo, como podemos ver na Figura 6.2. Os respectivos valores de custos minimos

e maximos para j = 20 com m = 5 e 10 estao registrados na Tabela 6.1.
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Figura 6.1: Estimativa de €, para j = 20 jobs em m = 5 méaquinas, como fungao do makespan
menos makespan,.x (valor de makespan, para aquela instancia, que maximiza 2). Resultados para as
10 instancias de Taillard. Foram realizadas 15 iteracoes, cada uma com 107 atualizacoes de rede.
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Figura 6.2: Estimativa de Q, para j = 20 jobs em m = 10 maquinas, como func¢io do makespan
menos makespany,., (valor de makespan, para aquela instancia, que maximiza ). Resultados para as
10 instancias de Taillard. Foram realizadas 15 iteracoes, cada uma com 107 atualizacdes de rede.
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Tabela 6.1: Custos minimos e maximos para cada instancia de Taillard para 7 = 20 jobs,
com m = 5 e 10 maquinas.

m=>5 \ m = 10
Instancias makespan
minimo | maximo | minimo | maximo
1 1278 1916 1582 2579
2 1359 1988 1659 2618
3 1081 2003 1496 2481
4 1293 2125 1377 2379
5 1235 1955 1419 2499
6 1195 1962 1397 2357
7 1234 1950 1484 2467
8 1206 2084 1538 2525
9 1230 2081 1593 2509
10 1108 1927 1591 2570

Tendo em vista o fato mencionado acima, é importante destacar que ambos os sistemas
20 x 5 e 20 x 10 possuem o mesmo nimero total de configuragoes (20!), uma vez que o
ntumero de configuracoes depende apenas do nimero de jobs. Entretanto, os sistemas
com mais maquinas (20 x 10) tém em média ~ 3 vezes menos configura¢oes com minimo
custo em relagao aos sistemas 20 x 5, como pode ser notado ao comparar os graficos
das Figuras 6.1 e 6.2. Isso pode ser um indicativo de que aumenta-se a dificuldade em
encontrar configuragoes com custo minimo em sistemas que possuem mais méquinas.
Outros fatos notaveis sao que, com 10 maquinas, as fungoes €2 sao mais parecidas entre
as instancias, e os saltos em energias baixas evidentes para 5 maquinas desaparecem no

caso de 10.

6.2 Analise de convergéncia: resultados simulacionais
e exatos

Com o intuito de verificar a eficicia e convergéncia da amostragem estudamos uma
instancia de dois sistemas pequenos, 7 = 5 e j = 6 jobs com m = 5 maquinas. Esses
sistemas nos possibilitam enumerar todas as possiveis permutagoes, bem como calcular os
valores exatos de (I') (onde I representa os valores de makespan). A Figura 6.3 mostra
o grafico do namero de configuragoes, €2, exato para 7 = 5 jobs e m = 5 maquinas em

funcao do makespan.
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Figura 6.3:  exato para j = 5 jobs em m = 5 maquinas em fungao do makespan.

Primeiramente calculamos o erro relativo absoluto &, entre resultados simulacionais

e exatos através da equagao:

Erel = : - ) (61)

onde Qg (T) e Qe (T') sdo nimeros de configuragoes com makespan I' para resultados
simulacionais e exatos, respectivamente, como indicado nas Figuras 6.4 ¢ 6.5. Podemos
notar que os erros, para cada valor de makespan, sao inferiores a 0.07% e 3% para os
sistemas b X 5 e 6 X 95, respectivamente.

Para verificar a convergéncia para diferentes valores de o, comparamos o erro relativo

entre resultados simulacionais e exatos de () para cada t-ésima iteracao via

) 0,(T) — Qo (T)\ 2
i- |3 (M08 62

r

Para cada valor de o realizamos 5 estudos independentes, cada um com 5 x 10 atualiza-
¢oes de rede (esse pequeno valor foi utilizado justamente para garantir uma melhoria na

amostragem entre cada itera¢do, uma vez que o sistema é pequeno), e 50 iteragoes.
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Figura 6.4: Erro relativo de Q entre resultados simulacionais e exatos para j = 5 jobs em m = 5
maquinas ap6s 10 iteracdes, cada uma com 107 atualizacdes de rede.
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Figura 6.5: Erro relativo de € entre resultados simulacionais e exatos para j = 6 jobs em m = 5
maquinas apos 10 iteracdes, cada uma com 107 atualizacdes de rede.

Como podemos ver na Figura 6.6, ndo ha convergéncia para « = 0 e 2. Para o = 1/2
podemos ver uma suave convergéncia comecando na 4* iteracao. Entretanto, para a =1
existe um notoério indicio de convergéncia, desde o inicio da simulagao.

Ainda para j = 6 jobs em m = 5 méquinas, calculamos o erro relativo médio (sobre
makespan) na 50% iteragao para cada a, como mostrado na Tabela 6.2. Com isso podemos
verificar que além de o = 1 apresentar melhor taxa de convergéncia, como visto pela

Figura 6.6, esse valor também forneceu menor erro relativo médio sobre makespan.
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Figura 6.6: Erro relativo de Q entre resultados simulacionais e exatos para j = 6 jobs e m = 5
maquinas, ao longo de 50 iteragoes, para diferentes valores de «.

Tabela 6.2: Comparacao do erro relativo médio sobre makespan para a 50* iteracao da
simulagao e os resultados exatos para 6 x 5.

« gr‘el

0 | 0.21(18)
1/2 | 0.056(49)

1 |0.037(33)

2 | 0.084(74)

6.3 Analise de convergéncia: instancias de Taillard

Pudemos ver pela Figura 6.6 que para o sistema 6 x 5 a simulacao converge de maneira
mais notéria para o = 1; esse ¢ um sistema pequeno, para o qual podemos encontrar
resultados exatos e comparéa-los com os simulacionais através do erro relativo absoluto,
£rel- Emtretanto, para sistemas maiores nao é possivel obtermos solucoes exatas para
que possamos comparar com os resultados simulacionais. Sendo assim, investigamos a

convergéncia das simulacoes através da seguinte quantidade:

Uy — e\
A, = e L——— i 6.3
! Z (Qr,t + Qr,t—1> (6:3)

r
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Vale ressaltar, porém, que a convergéncia de A é apenas uma condigdo necessaria, mas
nao suficiente para implicar a convergéncia de (). Para o sistema 20 x 5 observamos que
h& um indicio de convergéncia tanto para o = 1 quanto para o = 2, como é mostrado na

Figura 6.7.

6 -
1 15 2 2.5 3 3.5 4

In(it)

Figura 6.7: Analise de convergéncia para j = 20 jobs em m = 5 maquinas para diferentes valores de
a.

Com o intuito de verificar se de fato a quantidade A apresenta uma tendéncia de
convergéncia para & = 1 e 2 (como é o caso do sistema 20 X 5), estudamos também
um sistema mais complexo, com 7 = 20 jobs em m = 10 maquinas. Usando 15 estudos
independentes, cada um com 107 atualizacoes de rede e 50 iteracoes, podemos ver uma
convergéncia de A para o« = 1 com o passar das iteragoes (ver Figura 6.8). Para a = 2,
porém, as simulacoes nao foram capazes de explorar todo o espaco de makespan, o que

indica nenhuma convergéncia.
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Figura 6.8: Analise de convergéncia para j = 20 jobs em m = 10 mAquinas para o = 1.
6.4 Uma possivel transicao de fase no problema flow
shop

Do ponto de vista da termodinamica, a média candnica de uma variavel A é dada por
1
- = —BE
) = 7 0B, (64)

onde

Z =Y QE)e"”, (6.5)

¢ a fungdo particao, Q(F) é o namero de estados com energia E, 8 = 1/kgT (kg é a
constante de Boltzmann), e (A)p é a média microcanénica de A para cada energia F.
Também, o calor especifico é dado por

0E 1 . ,
c= 57 = (B — (B, (6.6

Portanto, identificando o makespan como uma “energia”’ F, calculamos a média dessa
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“energia’ e seu analogo “calor especifico” como fungao da temperatura (Figuras 6.9 e 6.10);
as respectivas incertezas relativas de ¢ e E estao representadas nas Figuras 6.11 e 6.12.
Podemos notar que a incerteza relativa do calor especifico ¢ menor que 6% para todas
as instancias de Taillard, exceto para a 8*. Enquanto que para a energia, as incertezas

relativas sao em geral da ordem de no maximo 0.03%.
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15 ; =7 - ]
r . =8 -
N =9 e
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Figura 6.9: Média do calor especifico em fungao da temperatura para j = 20 jobs em m = 10 maquinas
para as instancias de Taillard.

Uma vez que a divergéncia do calor especifico ¢ um indicio de uma transigao de fase,
ao observar a Figura 6.9, somos levados a nos questionar o significado dos picos de ¢, que
em geral ocorrem a temperaturas relativamente baixas, entre T'=1 e 8.

Em nossos proximos estudos iremos investigar a possibilidade de haver uma transicao
de fase no problema de flow shop. Para isso iremos estudar a curvatura de In) (ver

Figuras 6.1 e 6.2), tendo isso em vista que

L_05
T OF’

onde S =1n (.
Iremos procurar uma relagao entre a temperatura obtida pela equagao acima com os

valores de T" para os quais ¢ tem valor(es) méaximo(s), T'(¢paz). Outro aspecto intrigante
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Figura 6.10: Média da energia (makespan) em funcao da temperatura para j = 20 jobs em m = 10
maquinas para as instancias de Taillard.
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Figura 6.11: Incerteza relativa do calor especifico em fungao da temperatura para j = 20 jobs em
m = 10 maquinas para as instancias de Taillard.
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Figura 6.12: Incerteza relativa da energia em funcao da temperatura para j = 20 jobs em m = 10
maquinas para as instancias de Taillard.

é que, para algumas instancias de Taillard, o calor especifico apresenta dois picos. Tais
analises serao realizadas tanto para os sistemas 20 x 5 e 20 x 10, quanto para sistemas

maiores que serao simulados futuramente.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Nesse trabalho foram apresentados os resultados desse projeto de doutorado, onde
revisamos e realizamos modificagoes no algoritmo de amostragem entrépica tomogréfica
(TES) [33], de modo a obtermos melhor convergéncia das estimativas de 2. Tais modifica-
¢oes, baseadas no algoritmo 1/t [34, 35, 36, contribuiram de forma significativa no estudo
do modelo de Ising AF, em relagao as anéalises anteriores |59, 60|, no que diz respeito a
convergencia.

Estimamos varios pontos ao longo da linha critica para o modelo de Ising AF com
spin-1/2 na rede quadrada na presenga de campo externo, usando os algoritmos TES—¢~
e Metropolis. Nossos resultados se mostraram em 6tima concordancia com as estimativas
teoricas de Wu & Wu [16], Blote & Wu [17] e Monroe [19]. As estimativas de Miiller-
Hartmann & Zittartz, por outro lado, mostram desvios significativos de nossos resultados
simulacionais; diferentemente de nossos resultados anteriores |59, 60].

Ressaltamos que embora as andlises de convergéncia tenham mostrado uma rapida
eliminagdo dos ruidos nas simulagoes via TES com o = 1 e 1/2, noés nao conseguimos
obter boas estimativas dos expoentes criticos. Provavelmente isso se deve as limitacoes
de tamanho que encontramos ao realizar a simulagdo no espago (n,m) via TES: nao foi
possivel simular redes maiores que L = 30, devido ao fato que verificamos que em tais
situagoes nem todo espago de (n,m) era amostrado, conforme as analises detalhadas em
[59]. Por isso lancamos mao de simulagoes de Metropolis em torno dos pontos criticos
tendo em vista refinar as estimativas dos pontos e expoentes criticos.

Dessa forma, conseguimos obter estimativas dos expoentes criticos, /v e v/v, assim

como do cumulante de Binder de quarta-ordem ao longo da linha critica, em boa con-
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cordancia com os valores para o modelo de Ising bidimensional na rede quadrada. Esses
resultados, juntamente com o crescimento logaritmico do calor especifico em relagao ao
tamanho dos sistemas ao longo da linha critica, nos leva a concluir que o comportamento
do modelo de Ising AF estudado é do tipo Ising.

Aplicando o TES modificado com o fator de refinamento t~%, pudemos verificar tam-
bém excelente convergéncia no estudo do permutation flow shop para 20 x 5 (20 jobs em
5 maquinas) e 20 x 10 (20 jobs em 10 maquinas); verificamos que embora ambos sistemas
possuam mesmo numero de permutagoes (20!), existem menos configuragoes de minimo
makespan para o sistema com maior nimero de maquinas, o que pode ser um indica-
tivo que a dificuldade na busca de solugoes 6timas aumenta com o nimero de maquinas.
Constatamos que tanto para o modelo de Ising AF, quanto para o permutation flow shop,
a convergéncia é mais acentuada para o = 1.

Destacamos que nossos estudos de anéalises de convergéncia para o modelo de Ising
AF contribuiram para o trabalho “Intrinsic convergence properties of entropic sampling
algorithms” |63] publicado em 2014. Ademais, nosso estudo detalhado do diagrama de
fase e analises criticas do modelo de Ising AF na rede quadrada com campo externo foram
publicados em 2016 no artigo entitulado “Phase diagram of the antiferromagnetic Ising
model in an external field” [69], bem como foram apresentados oralmente na conferéncia
“The 9th International Conference on Computational Physics” realizada em Cingapura
entre os dias 07 e 11 de janeiro de 2015 na National University of Singapore.

Ressaltamos que antes de implementarmos a alteracao do refinamento da estimativa
de € através do fator t~%, o que nos forneceu bons resultados, investimos muito tempo
em outras tentativas de melhoria no algoritmo TES. Procuramos verificar melhorias nos
resultados através da variacao do nimero de configuragoes iniciais, variagoes no numero
de atualizacoes de rede, e no ntimero de iteragoes. Também implementamos na dinamica
da simulagao, juntamente com a inversao simples de spins, uma inversao de cluster (que
seria executada com probabilidades de 5% ou 10% a cada atualizagao de rede); acredi-
tavamos que isso poderia ajudar na amostragem, facilitando a transicao entre classes de
configuragoes distantes no espago (n,m). Porém, nenhuma dessas tentativas forneceram
resultados conclusivos no que diz respeito a relagao de convergéncia; e a implementacao
da inversao de cluster nao se mostrou vantajosa, especialmente pelo fato de aumentar

consideravelmente o tempo computacional sem influéncia relevante na qualidade dos re-
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sultados.

Perspectivas

Em relagao ao modelo de Ising AF, pretendemos expandir nossos estudos simulacionais
para contemplar interacoes entre segundos vizinhos, a luz do trabalho realizado por Binder
& Landau [43] na década de 1980, investigando os respectivos diagramas de fase para
diferentes valores da razao entre as constantes de interagao de troca entre primeiros e
segundos vizinhos; o que seria um desafio ainda maior do que o problema investigado
nesse projeto de doutorado. Com o intuito de refinar as estimativas dos pontos e expoentes
criticos, pesquisaremos novas técnicas para melhorar o algoritmo TES, bem como lancar
mao de algoritmos como de Swendsen—Wang [11] ou Wolff [10], por exemplo.

No que diz respeito ao permutation flow shop, nossos proximos passos serao estudos
de sistemas maiores, como 50 x 20 e 100 x 5, por exemplo, que recebem grande atencao
da comunidade. Como verificamos que, aparentemente, a dificuldade em encontrar con-
figuragoes com makespan minimo de um sistema aumenta com o nimero de maquinas,
vale a pena investigar e procurar peculiaridades entre tais sistemas, e tentar descobrir o
que pode influenciar de maneira mais significativa no nivel de dificuldade em encontrar
uma solucao de um sistema.

Além disso, vamos investigar mais a fundo para tentarmos obter maiores informagoes
a respeito da anélise “termodinamica” do permutation flow shop, como o significado dos
picos do “calor especifico” anédlogo em funcao da “temperatura” (Figura 6.9). Sera que
seriam indicativos de uma “transicao de fase”™ Como interpretar tal fendémeno, se for o
caso? E como as propriedades criticas poderiam influenciar na complexidade do sistema?
Essas sao questoes que vamos tentar responder, lembrando que nao hé na literatura até
o momento nenhum trabalho que aborde esse problema através desse ponto de vista.
Acreditamos que possamos conseguir resultados plausivieis e que possam contribuir a

comunidade que se dedica aos problemas de shop scheduling.
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