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Resumo

Nessa tese de doutorado sera feito o estudo analitico do fluxo de calor em
uma cadeia de osciladores anarmonicos. Inicialmente é introduzido um mo-
delo microscépico com osciladores com potenciais on-site anarmonicos e re-
servatérios estocasticos externos e internos para modelar as fontes de calor
e anarmonicidade. E desenvolvida uma representacao integral para o fluxo
que é dado em termos de funcoes de correlacao das variaveis estocasticas
sobre medidas nao gaussianas. Devido a grande dificuldade de se tratar as
expressoes, sao introduzidas diferentes aproximacoes a fim de se obter resul-
tados analiticos relacionados ao transporte de calor. Em uma primeira abor-
dagem, ¢ feita a discretizacao do tempo, o que permite um calculo explicito
do fluxo por andlise perturbativa com uma single spin distribution nao gaus-
siana. Tal andlise perturbativa é entao justificada rigorosamente por uma
expansao em polimeros para o modelo, cuja convergéncia ¢ demonstrada.
Se espera entao, que os resultados obtidos representem significativamente o
modelo original com apenas pequenas correcoes. Outro problema é tratado
com uma segunda abordagem: a anarmonicidade ¢ substituida por um valor
médio do campo de modo a obter-se uma dinamica linear. A partir dessa
aproximacao, o fluxo de calor é calculado em funcao das temperaturas e é
observada a presenga de NDTR (negative differential thermal resistence) ana-
liticamente em determinado regime, mostrando que o fenémeno nao necessita

de condicoes diversas presentes na literatura.
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Abstract

In this thesis we will study analytically the heat flow in a chain of anharmo-
nic oscillators. Initially, we introduce a microscopic model with oscillators
submitted to on-site anharmonic potentials and external and internal sto-
chastic baths modeling sources of heat and anharmonicity. We develop an
integral representation of the flow in terms of the correlation functions of
stochastic variables over non-gaussian measures. Due to the great difficulty
of treating the expressions, we make different approaches to obtain analytical
results related to the heat transport. In a first approach, it is made a time
discretization, which allows an explicit calculation of the flow by perturba-
tive analysis with a non-gaussian single spin distribution. Such perturbative
analysis is then justified rigorously by a polymer expansion for the model,
whose convergence is proven. It is expected that the results significantly re-
present the original model with only minor corrections. Another problem is
treated with a second approach: the anharmonicity is replaced by an average
value of the field in order to obtain a linear dynamic. From this approach,
the heat flow is calculated as a function of the temperatures and is observed
the presence of NDTR (negative differential thermal resistence) analytically
under a specific regime, showing that the phenomenon does not need different

conditions that appear in the literature.
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Capitulo 1
Introducao

A origem da Mecanica Estatistica na segunda metade do século XIX se
deu fundamentalmente a partir dos trabalhos de Boltzmann, Maxwell e
Gibbs. Possivelmente, a primeira lei estatistica da fisica foi a da distribuicao
de velocidades moleculares de Maxwell, cujo trabalho acabou por inspirar
Boltzmann a desenvolver o assunto pelo resto de sua vida. Basicamente,
a Mecanica Estatistica visa oferecer explicagoes macroscépicas da matéria
a partir da descricao microscopica da mesma. O sucesso dessa teoria para
descrever fenomenos, de sistemas em equilibrio termodinamico é enorme, e
tem como um exemplo nao trivial o estudo de transicoes de fase. A hipdtese
ergddica, que postula que as médias temporais das grandezas do sistema
sao iguais as médias em certos ensembles, apesar de nao ser demonstravel
ou valida para uma grande variedade de sistemas, fundamenta a teoria de

sistemas em equilibrio.

Entretanto, a fundamentacao teérica da Mecanica Estatistica de Nao-
Equilibrio estd bem distante da anteriormente citada [42]. Enquanto que
para a sistemas em equilibrio a medida de Boltzmann-Gibbs permite des-
crever completamente o sistema de modo que nao é necessario conhecimento
da evolugao temporal, no caso de nao-equilibrio, nao héa em geral um resul-

tado que permita fazer o mesmo para uma determinada medida e a evolucao
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temporal do sistema passa a ser relevante para o problema, mesmo no caso
de interesse em valores assintoticos. Até mesmo a existéncia e unicidade de
um estado estacionario para determinados sistemas é ainda um problema em
aberto. Mesmo assim, hé alguns resultados muito importantes descrevem
propriedades de sistemas fora do equilibrio, como por exemplo o teorema de

Gallavotti-Cohen [15] e relagoes de Green-Kubo.

A compreensao de fenomenos de transporte é uma das bases do en-
tendimento da mecanica estatistica de nao-equilibrio, visto que a existéncia
desses fenomenos é natural nesse tipo de sistemas. Especificamente para o
caso de transporte de energia em sélidos (além de alguns liquidos e gases), a
Lei de Fourier fornece uma relacao entre o fluxo de calor F e o gradiente de

temperatura 1" através da equagao
F(x,t) = —r(z, T)VT(x,t), (1.1)

onde a constante de proporcionalidade x é a condutividade térmica do meio,

que em geral, depende da temperatura.

Podemos separar a aplicabilidade da lei de Fourier em dois casos dis-
tintos: primeiro, um sistema macroscopico isolado com certo perfil inicial de
temperatura T'(z,0) = Ty(x) que relaxa para o equilibrio através da trans-
feréncia de calor entre partes do préprio sistema; segundo, um sistema em
contato com reservatorios térmicos nas extremidades, para o qual, no regime
estacionario, ha fluxo de calor entre as extremidades passando pelo material.
As duas aplicacoes possuem cardter e abordagens distintas e, a principio,

devem ser considerados como problemas separados.

Apesar de ter sido enunciada hé quase duzentos anos em 1822 por
Jean Baptiste Fourier em seu tratado Théorie analytique de la chaleur e
descrever com sucesso o transporte de calor em uma grande diversidade de
materiais, a lei de Fourier ainda é uma lei fenomenoldgica, i.e., ainda (e
aparentemente estamos longe de melhorar esse status [5]) nao ha resultados
que levam a validade da lei para sistemas em geral e nem mesmo condigoes

que sejam suficientes ou necessarias para tal.
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Para o caso especifico de uma rede cristalina de sélidos unidimensional
submetida a pequenas diferencas de temperatura AT nas extremidades, a lei

de Fourier para o regime estacionario é equivalente a equacao

f: —lim, (12)

onde N é o numero de sitios da rede.

A partir de Debye [13], grande parte da formula¢ao de modelos des-
crevendo os cristais se d& através de osciladores que podem ser harmonicos
ou anarmonicos. O caso envolvendo apenas osciladores harmonicos foi estu-
dado com rigor por Rieder, Lebotwitz e Lieb em [41] e levou a um fluxo de
calor para o qual a condutividade térmica x era proporcional ao tamanho da
cadeia N e, portanto, divergia quando N — oo, nao obedecendo portanto
a lei de Fourier. Dessa maneira, percebe-se a razoabilidade de modelos que
envolvam anarmonicidade em sua descricao. Entretanto, tal fato dificulta
extremamente o estudo analitico desse fenomeno de transporte, o que leva
a uma tendéncia de modelos efetivos ou que envolvem algum tipo de apro-

ximagao, muitas vezes dréasticas, para obter-se algum resultado concreto.

Mesmo modelos que apresentam dinamica nao linear, segundo resul-
tados numéricos e tedricos podem levar a transportes super-difusivos com
condutividades divergentes k o« N%, com a > 0, como é o caso do modelo
Fermi-Pasta-Ulam (FPU) [22, 24, 27, 48]. Isso sugere que tal comportamento
pode ser valido em geral para problemas com invariancias translacional, que
implica em conservacao de momento. Apesar de que esse fato é tido pelos

autores como demonstrado em [39], hé contestagao do resultado em [5, 27].

Para sistemas com potenciais locais (on-site), que nao possuem in-
variancia translacional, Bosterli, Rich e Visscher [6] introduziram um modelo
com reservatorios em todos os sitios e nao apenas nas extremidades. A ideia
inicial do modelo era de mimetizar as interagoes anarmonicas com os reser-
vatorios, de modo a simular um “espalhamento de fonons”. Os reservatoérios

sao colocados de maneira “auto-consistente”, i.e., no estado estacionario, o
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fluxo de calor médio entre os reservatorios e os sitios interiores é zero, s
havendo transporte de calor liquido entre sitios vizinhos e as extremidades.
Bonetto, Lebowitz e Lukkarinen demonstraram rigorosamente em [3] que
a lei de Fourier é valida para esse sistema, no caso de potenciais on-site
harmonicos. Uma modificagao desse modelo consiste em considerar além dos
reservatorios em cada sitio, interagoes anarmonicas locais explicitas. Para
esse sistema, considerando o potencial anarmonico U(g) = Ag* obteve-se em
[35] através de uma andlise perturbativa uma condutividade térmica depen-
dente da temperatura com & o< 1/T%3. Um dos resultados desse trabalho ¢
a demonstracao rigorosa da validade dessa analise. Para esse mesmo poten-
cial, porém sem reservatérios em todos os sitios, Bricmont e Kupiainen [7, §]
através de uma aproximagao obtiveram também uma condutividade finita

dependente da temperatura com s oc 1/72.

Apesar de questoes tedricas fundamentais ainda em aberto, tais como
as condicoes necessdarias e suficientes para a ocorréncia da lei de Fourier,
o enorme estudo na area relacionado ao fato de a condutividade depen-
der das propriedades do meio e da temperatura poder levar a fenomenos
nao triviais do fluxo de calor, levou a outras questoes diversas, inclusive
com interesse pratico, ligadas a manipulacao e controle do fluxo de calor.
O incrivel desenvolvimento da eletronica moderna inspirou o estudo e in-
vestigacao de fenomenos andlogos no transporte de calor, que viabilizam a
construcao (pelo menos tedrica) de dispositivos como retificadores, diodos,
transistores e memoarias térmicas. Com a grande diversidade de possibilida-
des e aplicacgoes levou até mesmo ao recebimento de um nome para area, a

chamada Fononica.

Um desses fendmenos ¢é a retificacao térmica: uma diferenga entre o
fluxo de calor que passa por um material ao se inverter as temperaturas apli-
cadas nas extremidades, devido a assimetria do sistema. Apesar da imensa
maioria de trabalhos na area serem de resultados numéricos, condicoes sufi-
cientes para a existéncia do fenémeno foram encontrados analiticamente [31].

Além disso, um problema de grande interesse é encontrar mecanismos que
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aumentam o fator de retificagao. Uma proposta do grupo é o uso de sistemas
graded com interacoes de longo alcance. Nessa tese sao provados resultados
de extrema importancia para o estudo de sistemas com esse tipo de interagao:
a convergéncia de uma expansao em polimeros que valida analises perturba-

tivas para sistemas com interacoes de decaimento polinomial integravel.

Outro fenomeno nao trivial é o da resisténcia térmica diferencial ne-
gativa (NDTR - negative differential thermal resistence) que é o andlogo
térmico da resisténcia diferencial (elétrica) negativa (NDR). A presenga de
NDTR é o efeito contra-intuitivo da diminuicao do fluxo de calor em um ma-
terial, com o aumento da diferenga de temperatura entre as extremidades.
Tal efeito permite a idealizacao de dispositivos como o transistor térmico
[23] que podem vir a ter diversas aplicagoes praticas. Assim como no caso
de retificagao, a maior parte dos estudos é realizado através de simulacoes
numéricas. Entretanto, ha conflitos entre alguns resultados [11, 17, 19, 43] e
a derivacao analitica de modelos que levam ao fenomeno é crucial para a elu-
cidagao dessas questoes, além de permitir um entendimento maior das origens
e condicoes necessarias e suficientes para a existéncia do fenomeno. Nesse ca-
minho, um dos trabalhos realizados permite uma derivacao analitica a partir

de aproximacoes de um sistema anarmonico com a presenca de NDTR.

A organizagao do restante da tese é a seguinte: no Capitulo 2 é in-
troduzida a construcao basica do modelo de estudo do fluxo de calor em
cristais através de cadeias com interagoes harmonicas e anarmonicas e de-
senvolvido o formalismo integral que sera usado como base para o restante.
No Capitulo 3 é feito o estudo perturbativo do formalismo integral para uma
cadeia harmonica com tempo continuo, além do desenvolvimento da justifi-
cativa rigorosa de tal andlise. No Capitulo 4 ¢ feita a discretizacao do tempo
tanto para o caso harmonico como o anarmonico. Em seguida apresentamos a
teoria geral de expansao em polimeros, bem como a aplicacao especifica dessa
teoria para a funcao particao e fungao de dois pontos de cadeias anarmonicas.
A sua convergéncia é entao demonstrada, o que valida rigorosamente anélises

perturbativas para abordagens do problema de potencial anarmonico e de in-
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teragoes de longo alcance. Esse resultado foi publicado em [36]. O Capitulo 5
explica com detalhes o resultado obtido para a presenca de NDTR em uma
cadeia anarmonica de osciladores através de aproximagoes especificas, que foi

publicado em [26].



Capitulo 2
Modelo microscopico

Nesse capitulo sao descritos os modelos microscopicos para cristais utili-
zados nos trabalhos realizados e também a sua dinamica: redes de oscila-
dores harmonicos e anarmoénicos com interacoes entre sitios e reservatorios
térmicos. A partir do trabalho de Debye [13] a modelagem de sélidos através
de osciladores, sejam classicos ou quanticos, é a mais usada para se abor-
dar o problema. Nela considera-se que cada dtomo ou molécula esta sub-
metido a um certo potencial on-site (que pode ser nulo) e interage com
os outros atomos através de outro potencial. Os casos inicialmente consi-
derados de osciladores harmonicos, apesar de descreverem qualitativamente
alguns fenomenos nao sao suficientes para descrever completamente o com-
portamento do material. Dessa maneira podem ser introduzidos também in-
teragoes anarmonicas, tanto localmente quanto entre particulas para envolver
uma gama maior de fendomenos e caracteristicas descritos pelo modelo. Além
disso, o contato entre o material e fontes de calor podem ser modelados de
diversas maneiras, como interagoes hamiltonianas, reservatérios de particulas

e ruldos estocasticos.

Nesse sentido, para descrever o sélido no nosso modelo foram conside-
radas redes unidimensionais e os reservatorios térmicos foram modelados por

ruidos estocasticos, o que faz com que a dinamica seja regida por equagoes
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diferenciais estocasticas. A partir da dinamica, calcula-se o fluxo de calor
para o regime estacionario em termos de fungoes de correlacao das varidveis

envolvidas.

2.1 Descricao do modelo

Consideramos um sistema de N particulas numa rede unidimensional com
posigoes ¢; a partir do equilibrio e momentos p;, onde o sitio de cada particula
é indexado por j € {1,2,..., N}. Cada particula também estd acoplada a
um potencial local on-site e a reservatorios do tipo Ornstein-Uhlenbeck. Pre-
cisamente, consideramos um sistema de variaveis de spin ilimitadas com N
osciladores ligados tanto a reservatorios internos e externos com Hamiltoni-

ano dado por

N 2
1 ({ p;
H(q,p) =) [5 (m—J + M;q; + quJz;‘CIj) +AP(g) |,  (21)
=1 ! 1#]
onde ¢ = (q1,42,...,qn) € p = (p1,D2, - .., Pn) sdo vetores em RN, m; > 0 é a

massa da particula j, M; > 0 é o acoplamento entre a particula e o potencial
on-site harmonico, J; = Ji; = f(|l — j|) é a interac@o entre as particulas [
e 7, A > 0 o acoplamento de cada particula ao potencial anarmonico on-site
P, que sera considerado na maior parte dos casos como P(g;) = q;‘/ll. A

dinamica ¢é dada pelas equagoes diferenciais estocésticas

dg; = L dt,

" 2.2
OH 1/2 ’
onde B; sao processos de Wiener (movimentos Brownianos) independentes
com média nula e difusao igual a 1, ou seja, dB; = n;dt, onde 7; sao ruidos

brancos gaussianos independentes
(Bj(t)) =0, (Bj(t)Bi(s)) = d;umin (£, s),

(2.3)
(1)) =0, (nj(t)m(s)) = 0;6(t — s),
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¢; ¢ a constante de acomplamento entre o sitio j e seu reservatoério e v; €

dado pela relacao de Einstein
Yi = 2§jijj, (24)

onde T é a temperatura do j-ésimo reservatorio. A introducao de reser-
vatérios térmicos nao s nas extremidades como reservatorios reais de troca
de calor com o meio externo, mas também nos sitios internos foi primei-
ramente proposta em [6] para modelar interagoes anarmonicas. Entretanto,
introduzimos além dessa modelagem, potenciais anarmonicos explicitos P(g;)
de modo que esse artificio representa além de possiveis efeitos anarmonicos
fora do potencial explicito, uma simplificacao técnica que nos permite obter
resultados explicitos, visto que a solucao analitica do problema sem esses

reservatorios internos é extremamente complexa.

Para estudar o fluxo de calor, devemos analisar como é a evolucao
temporal da energia H, de cada sitio. Primeiramente definimos a energia de

um unico oscilador

1 p; 1
Hj(qj,p5) = 5#*'[](%)4‘52‘/((11—%); (2.5)
J I#j
onde U(g;) é o potencial on-site e H(q,p) = Z]‘ H;(qj,p;). A expressao para

V' é obtida escrevendo-se
1 1 9
3 Z V(g —a) =5 Z Jie(g; — @)
I#j I#j

(com ajustes na constante de acomplamento M;, o coeficiente do termo
quadratico q?) A dinamica estocastica de H; é obtida através da férmula de

1t6. Temos

1 0%H 0*H 0*H.;
+ = ( L dqpdq + L dgrdp + . dpkdpl> ,
qroqi Di Pk
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além de
dt* = dB;dt =0, dB;dBy, = 6dt. (2.7)
As derivadas parciais, produtos dos diferenciais e suas somatorias sao entao
dados por
0H;
it/ A
(975 ’
0H; ,
8qk Yok + = Z V'(q (06 — k),
l#]
aHj Dj 2
—= == dqrdg, = O(dt”) =0
apk m; ik qraq; ( ) )

dprdp; = V0 dt, kozdpl = O(dt*, dBydt) = 0,

St I _pJU’ )dt Vg —aq) (22 - L) a
Zaq o ()it Z Z)<mj my)

k 205
0H; , ,
> o U( ;)dl — Qij[V (¢ —a) = V(@ — g;)] dt—
k I
20 ~L/2
PiS gy 4 P
m; m;
2
H.-:
3 i =
k,l PrODL j

Substituindo as expressoes acima em (2.6), obtemos

1 D D
dH:—§ Vg — q:) 2 —V'(qg; — q)) = | dt
iT 3 l#j{ (@ qj)mj (¢ qz)ml +

1/2
pj’Yj/

J

+ L <ﬁ - p?@) dt + n;dt

m; 2
Considerando ainda um potencial de interagao par V(q) = V(—¢q), temos
que V(¢ — ¢;) = —V'(¢; — ¢). Com isso e a relagao de Einstein (2.4),
simplificamos a expressao acima de modo a obter
1/2

2
-:——Zv’ —ql< )dt—l—@( b )dt+pﬂ] nydt.
m; - my m; m

I#£j J J
(2.8)
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Podemos entao analisar qual ¢ a variacao temporal da energia de cada
sitio dH;/dt tomando a média no ruido de cada reservatério. Lembrando que

(n;) = 0, obtemos

(SO) = Ry} + 7y - ), (2.9

onde definimos

pj ydi
Fjs = Z V;iVig —a) (ﬁ + 2_7711)

I>j

(2.10)
Dj Y2
= Zle(Qj —q) (ﬁ + %) ;
I>j J !
Dj Y2
o Vi —a) [ 2 o £
'F‘)J ; v.] (ql q.]) (Zm] + le )
2.11
Pj D ( )
:Zle(Qj—ql) o T om0
1<j J !
2
R = (1 - i 2.12
=6 (n-2). (212)
J

Fi— pode ser interpretado como o fluxo de calor do sitio j para os sitios
posteriores [ > j, F_,; como o fluxo de calor dos sitios anteriores [ < j
para o sitio j e R; denota o fluxo de energia entre o j-ésimo sitio e o j-ésimo
reservatorio. Quando ha apenas reservatérios nas extremidades, temos (; = 0
se j # 1, N, levando a (R;) = 0 para todos os sitios internos da cadeia e no

estado estacionario, i.e., no limite de t — oo,
(F. —>j> = <‘7:j—>>:

ou seja, nao ha variacao da energia de cada sitio e o calor que chega a
determinado sitio é igual ao que passa para os sitios seguintes, havendo entao

um fluxo constante de calor através da cadeia.

Para o modelo de reservadores em todos os sitios que sera usado nessa
tese, ndo temos diretamente que (R;) = 0 para os sitios internos, sendo entao

usada a condicao de auto-consisténcia, que significa que as temperaturas dos
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reservatérios internos sao escolhidas posteriormente de modo a nao haver
fluxo liquido de energia entre os sitios e os reservatérios internos no estado
estaciondrio, i.e., lim; ,o(R;(t)) = 0. Em outras palavras, no estado esta-
cionario com a condicao auto-consistente, as temperaturas sao escolhidas de
7 _ o)

m

] .
J

e ha um fluxo de calor através do sistema fornecido apenas pelos reservatérios

modo a satisfazer

das extremidades com diferentes temperaturas. A existéncia do estado esta-
clonério para o sistema com condigao auto-consistente (i.e., a existéncia de
uma escolha adequada de temperaturas internas) é demonstrada em [45] e
[4], para os casos harmoénico e anarmonico respectivamente. Esse modelo é

recorrente e estudado em diversos trabalhos, como por exemplo [3, 4, 6, 33].

2.2 Solucao da Dinamica

Para proceder e encontrar a solucao da dinamica, introduzimos o vetor no
espago de fase o = (¢, p) € R?M e escrevemos as equacoes da dinamica (2.2)

Ccomo

dp = —Apdt — NP'(p)dt + cdB, (2.13)
onde A = A° + 7 e o sdao matrizes 2N x 2N dadas por

o (0 ™\ (00 (o0 (214
M T ) “\s o) 77 \o varT)’ '

J é amatriz N x N para as interacoes J;; entre as particulas, M, m, I' and T
sao matrizes diagonais N x N, com elementos: M, = M;d;i, my; = m;djp,
Uik = (0jk, Tjx = Tj0jx, B; sao movimentos Brownianos independentes,
P’'(p) é o vetor com componentes P'(p); =0 para j=1,...,Ne

_ dP(pi-n)

P'(¢)i dorn

for i=N+1,...,2N. (2.15)

Acima foi usada a seguinte convencao de notacao que sera fixada: 17

para indices de momento, ou seja, no conjunto {N + 1, N +2,--- 2N}, j
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para indices de posigao, ou seja, no conjunto {1,2,--- , N} e k para indices
quaisquer no conjunto {1,2,--- ,2N}. Serao omitidas somas implicitas de

indices repetidos ao longo desse texto.

Como descrito acima por (2.10) e (2.11), o fluxo de calor é dado em
termos de fungoes de dois pontos do campo ¢ que relacionam momento e
posicao. Portanto, para obter mecanismos de estudo da conducgao de calor,
desenvolvemos uma representacao integral para as fungoes de correlagao e
estudamos andlises perturbativas. O controle rigoroso dessas perturbacoes
através de expansoes em polimeros é um dos resultados obtidos e serd discu-

tido no Capitulo 4.

Comecamos a construcao do formalismo integral com a solugao do
sistema dindmico linear (sem anarmonicidade: A = 0) e desacoplado (sem
interagao: J = 0). Consideramos entao o processo ¢(t) simplificado que é

solucao de (2.13) com A =0, J = 0, i.e., obedecendo a equacao
dop = —A%pdt + odB. (2.16)

A solugao pode ser encontrada através da férmula de 1to, usando o fato de
que
d (eAOtng) — Mg+ A At = AtodB, (2.17)

cuja integracao resulta no processo Gaussiano de Ornstein-Uhlenbeck dado

por
t
¢(t) — e—A0t¢O +/ 6_,40(1t—1t/)0_dB(t/)7 (2.18)
0

onde ¢y = ¢(0) é a condigao inicial. O cdlculo da média de ¢(t) pode ser

feito diretamente a partir de (2.18) e resulta em

(6(t)) = e (o), (2.19)

visto que <f;01 de(s)> = 0 para 0 < 59 < s1 e f satisfazendo condicoes
gerais de mensurabilidade e <st1 f2ds> < 0o (ver e.g. Segao 3.1 de [28]), que

claramente sao validas para o caso em questao.



Capitulo 2. Modelo microscopico 14

Para o cdlculo da covariancia (¢(t)¢(s)"), usamos
t s teo
o(s) = phe " + / dB(s')fofe A" (=), (2.20)
0

que nos leva a

t t s , + ,
6(t)o(s)1 = e oo + / / e g dB(¢)dB(s') ote A" (=)
0 JO
¢ ’ T s t ,
+ [ e Naap@)gle e ey [ dB()iale AT
0 0

Ao tomarmos a média, os dois tltimos termos se anulam, mais uma vez
devido a < f:ol de(s)> = 0. A contribuicao do segundo termo pode ser
obtida, fazendo dB = ndt e usando (2.3). Definindo C(t,s) = (¢(t)d(s)"),

para t > s, temos

. t S , ¥ ,
C(t, S) _ e_AOt <¢O¢$> e_AoTS i / / e_AO(t—t )026_A0 (s—s )5(t/ . S/)dt/dsl
o Jo
:eAOtcoeAOTs+/ efAO(tfs’)0_2efA0T(sfs’)dsl
0
:e—AOtCOQ—AoTs+6—A0(t—s)/ e—AO(s—S’)O_Qe—AoT(s—s’)dsl
0

—_ A0 _ O]L _ AO(4_ s A0 _ OT/
:eAtCOeA s+€A(t s)/eAsO_2€A st/’
0

(2.22)

onde Cy = <¢0¢$> e na ultima igualdade foi feita a substituicao da variavel
de integragdo s’ — s — s’. Com um célculo anédlogo para o caso t < s,

concluimos que
e A=9C(s,5), t>s,
C(t,s) = o , (2.23)
Clt,t)e 8t <5

onde

t t , t,
C(t,t) = e Coe™ "t + / e A o2 A (2.24)
0

Para o calculo explicito da covariancia acima, assumiremos por sim-

o . .~ . e . ~ . _ A0
plicidade a condicao inicial ¢y = 0 e usaremos a expressao abaixo para e™4¢
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e uma andloga para e~

exp (—A%) = e 5! cosh(pt) [(é ?_) + w (Ei\i 1/;)] , (2.25)

;
*'t cuja demonstracéo pode ser encontrada em [3]

¢G\° M, /
onde p é uma matriz 2N x 2N diagonal com p; = p;in = [(EJ) — —]] .

2
Quando Zj > #, p; ¢ imaginario, mas fazendo a substituicao p; — ip;,
as fungoes hiperbodlicas acima se transformam em funcoes trigonométricas
correspondentes e a expressdo continua vélida. Substituindo (2.25) no inte-
grando de (2.24), podemos efetuar as integrais com um procedimento direto,

porém longo, cujo resultado fornece

C(t’t)_<7'/\/l—1+h1(t) ha(t) ) 2.36)

hs(t) T + ho(t)
onde
hq(t) = Zlm—.Z\—/lprt (4M — m¢® cosh(2pt) — 2m(psinh(2pt)) (2.27)
ha(t) = 4—;5@ (4M — m¢® cosh(2pt) + 2mCpsinh(2pt)) (2.28)
hs(t) = %ect sinh?(pt) (2.29)

Nas expressoes acima, p foi considerado como apenas um bloco N x N.

No estudo do fluxo de calor, estamos principalmente interessados no
estado estacionadrio, i.e., o comportamento do sistema no limite t — oco. As

solugoes acima, podem ser vistas como trajetorias continuas e além disso,

temos que
o Mt 0
lim C(t,t) =C = / oA g2 g — T : (2.30)
t—o00 0 0 mT

e, para todo « tal que 0 < a < min {%, Cj\fi }, h& constantes ¢y, ¢y < oo tal
7 J 0

que, para todo t > 0 e todo NV
[Ct, )] < er(1—e7),

(2.31)
le™ )| < e



Capitulo 2. Modelo microscopico 16

A demonstracao do limite de (2.30) pode ser encontrada em [45] ou entdo
analisando o limite de t — oo diretamente de (2.26), visto que e~ “'e?" — 0.
As cotas (2.31) acima demonstradas em [3], que mostram a convergéncia
exponencial para o estado estacionario, sao um resultado técnico que serd

usado para a demonstragao rigorosa da andlise perturbativa.

E importante ressaltar que para o sistema harmonico desacoplado
(A =J =0), cada sitio j da rede estd isolado dos outros e acoplado apenas ao
reservatorio térmico com temperatura 7j. Portanto, a distribuicao esperada
para o estado estaciondrio (t — 00) é a medida de Boltzmann-Gibbs, dada
por uma medida Gaussiana pc, com covariancia C' descrita por (2.30), na

qual cada sitio tem a temperatura T} do reservatério no qual estd acoplado.

2.3 Formalismo Integral

O procedimento seguinte é usar o teorema de Girsanov para poder descrever
uma representagao das correlagao do processo ¢(t), que é a solu¢ao completa
de (2.13). Construiremos uma representagao integral para o sistema com
N sitios e com tempo indo de 0 até T. O teorema, que é uma ferramenta
muito utilizada no estudo de equagoes diferenciais estocasticas de maneira
geral, nos permitird obter uma nova medida pu, para o processo completo
©(t) em termos da medida pe associada ao processo de Ornstein-Uhlenbeck
®(t) que representa o sistema harmonico desacoplado para o qual ja temos

uma solucao e expressoes explicitas para a covariancia.

Precisamente, temos em uma das formulagoes apresentada no teorema

8.6.8 de [28] o seguinte

Teorema 2.1 (Teorema de Girsanov). Sejam X (t) € R™ e Y (t) € R™ uma
difusao de Ito e wm processo de Ito, respectivamente, da forma
dX(t) =0b(X(t))dt +o(X(t))dB(t), t<%, X(0)==z (2.32)
dY (t) = [a(t,w) + b(Y ()] dt + o(Y(t))dB(t), t<%T, Y(0)==z (2.33)
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onde as funcoes b : R* — R"™ e 0 : R® — R™™ sao funcgoes Lipschitz

continuas em [0, %] satisfazendo
b(t, )| + |o(t,z)] < C(1+|z]); =€ R te0,F] (2.34)

para alguma constante C' e a(t,w) € Wy,. Suponha que exista um processo

u(t,w) € Wy, tal que
oY (t))u(t,w) = —a(t,w) (2.35)

e assuma que u(t,w) satisfaca a condi¢ao de Novikov

E {exp (% /;uz(s,w)ds>] < 0. (2.36)

Z(t) = exp </0tu(s,w)dB(s) - %/Ot uz(s,w)ds) L t<T (237

Seja

dQ(w) = Z(T,w)dP(w). (2.38)

Assumindo que Z(t) € uma martingale com respeito a o-dlgebra gerada por
B(t) e a lei de probabilidade P de B(t). entao,

B(t):/otu(s,w)ds+B(t), t<% (2.39)

€ um movimento Browniano com respeito a Q) e

dY (t) = b(Y (t))dt + o(Y (t))dB(t). (2.40)
Portanto, a Q-lei de probabilidade de Y (t) é a mesma que a P-lei de proba-
bildiade de X (t).

No teorema acima, Wy, (definicao 3.3.2 de [28]) é um conjunto de
fungdes para os quais podemos definir a integral de Itd e E|-| é a esperanca
probabilistica (média). Em termos praticos, ele nos possibilita obter uma

solugao (fraca) para uma equagao diferencial estocastica obtida a partir de
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uma outra equacao mais simples cuja solucao é conhecida com uma variacao
no coeficiente de drift. Para ilustracdo, se conhecemos a solugao Y'(t) da
equacao

dY (t) = a(Y(t))dt + o(Y(t))dB(t)

e queremos encontrar a solucao da equacao
dX(t) =b(X(t))dt + o(X(t))dB(t),

onde o coeficiente de drift foi alterado de a para b, se conseguirmos encontrar
u satisfazendo

cu=>b—a

com u(Y(t)) satisfazendo a condigdo de Novikov (2.36), teremos com @ e

B(t) definidos como no teorema,
dY (t) = a(Y (t))dt + o (Y (t))dB(t).
Portanto, Y'(t) serd uma solugao (fraca) da equagao acima com @ sendo a
nova lei de probabilidade.
Para o nosso caso, temos ¥ = ¢, X = ¢, a(¢) = —A%, b(¢) =
—A% — T — A\P'(¢) e u é tal que
u=-J¢p—AP'(¢). (2.41)

Segundo a convengao de indices fixada anteriormente e usando (2.14), pode-

mos explicitar (2.41) de modo a obter
=0,

7
J

Para o calculo de Z em (2.37), usando (2.16) temos no primeiro termo

u-dB:ZuidB Z% 1%1/2
= Z 72 d‘bz + Azk¢kdt) (2_43)

= Z (=7 Fiyy = 4 NP (9):) (dbi + At

i’j7k
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e no segundo termo
2
= 3ot = 1 (e =P )

—Z(@ T T P+ 2P (8)iFi65) -

0.5,5"

(2.44)

Para aplicar o teorema, precisamos mostrar que Z é uma martingale.

Definiremos o processo de Ito dado por
dX(t) = —%u%zt +u-dB,  X(0)=0. (2.45)
Entao, Z(t) = exp[X(t)] é também um processo de Ito6 e
dZ(t) = Z(t)u-dB(t) = Z(t) =1+ /t Z(s)u(s) - dB(s). (2.46)
0

como ¢ admite realiza¢ao continua, segue que Z(t) é limitado e uZ é quadrado

integravel, i.e.,
t
Ey </ uz(s)Z2(s)dS> < 00. (2.47)
0
Segue que Z(t) é uma martingale pelo corolario 3.2.6 de [28].

Podemos entao enunciar

Teorema 2.2 (Representacao integral das fungoes de correlagao). Para as
funcaoes de correlagao da cadeia do cristal, possuimos a representacao integral

dada por

(o (t1) -+ Pny (1)) = / Gy (1) - Ony (L) exp[=W (D) dpe,  (2.48)
comty,...,tp, <%e
/ Z 05(5) T d0u(s) + M7 P (6)i(s)dss(s)+

+ cb]( ) d A (s)ds + Mz-_lpl(ﬁb)i(s)A?Mk(S)dSﬂL
+ 5%"(3) LA Ty (s)ds + = >\2 v (P (9):)?(s)ds+
PO T o] @
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onde ¢(t) € a solugao dada por (2.18) do processo (2.16) com J =0 e X =0,
©(t) € a solugdo do processo completo (2.13) e a covariincia C € dada por

(2.23).

O estudo detalhado da representacao integral acima, dada a compli-
cada perturbagao anarmonica da medida Gaussiana parece ser extremamente
complicado. Portanto, para poder fazer investigagoes rigorosas e obter re-
sultados acerca de fendmenos relacionados ao fluxo de calor que derivam
da covariancia descrita acima serao feitas diferentes abordagens com apro-

ximagoes especificas em cada caso.



Capitulo 3
Cristal Harmonico

Considerando o formalismo integral desenvolvido no capitulo anterior, fare-
mos agora o estudo de andlises perturbativas para o caso harmonico, no qual
o potencial on-site se simplifica ao tomarmos A = 0. Nesse caso, dentro
do regime de interagoes fracas (J pequeno), podemos realizar uma expansao
da perturbacao introduzida pela interacao na medida original através do
Teorema de Girsanov e obter resultados nas primeiras ordens de J. Esses
resultados podem ser comparados com os resultados exatados obtidos em [3]
e mostram concordancia no regime considerado. Tal expansao sera rigorosa-

mente justificada na Sec@o 3.2, como feito em [14].

3.1 Analise perturbativa

A dinamica da cadeia harmonica é dada a partir de (2.13) tomando A =0
dp = —Apdt + 0dB, (3.1)

Onde A = A°+7 e o sdo dados por (2.14). A partir do Teorema 2.2, podemos

escrever as fungoes de correcao através de uma representacao integral como

21
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m (2.48), onde a expressao de W (¢) dada por (2.49) se simplifica para

/ Z {% Jﬂ@ 1d¢l< )+ (s)T,; ]’YZ 1A?k¢k( )ds+

4,5,3" .k

30T Tyi(s)ds| (3.2

E conveniente reescrever a expressao acima de modo que o primeiro
termo seja uma soma de um diferencial exato e outro termo que depende de

ds. Para isso, definimos

= 61 Tii05- (3.3)

Segue da férmula de Ito, que

dF;; = m 955 g o Z Fij dcm Z ;5’2 ];’;5 dorda, (3.4)

Evidentemente 0F;;/0t = 0, e além disso 0?F};/0¢x0¢; s6 possui termos nao
nulos se k # [, mas nesse caso, dordg; = 0, visto que o é diagonal e apenas

termos dBydB; com k = [ teriam contribuicao nao nula. Obtemos, portanto,

(3.5)
- ’yz 1\7z]¢]d¢1 + % 1¢Z\71] ( Jk(bkdt) y

onde na segunda igualdade, foi usada (3.1) para os indices j. Portanto,

podemos escrever

/ Z [dFZJ +7; ' i(5) Ty ]k%( s)ds+

1,5,7" .k

5T A bn()ds + 30 (5) T Tud(s)ds| . (3.
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Para prosseguir com o cdlculo, separamos cada termo de W (¢)

4
W=> W (3.7)
k=1 .
W= 3 [ dFy(s) = SR ~ i) (3.5)
2,7 ‘Z 2,7
Wa= Y [ 9 00T Aln()ds (3.9)
ik V0
T
Wa=3" [ 6i(0)Tj0 Ao (s)ds (3.10)
ik V0
*1
W= 3 [ Son7) o o) (3.11)
i,5,5"

De acordo com as expressoes (2.10-2.11) para o fluxo de calor, preci-

samos determinar as fungoes de dois pontos

(3.12)

onde (- ), é a média com relagao a medida ic. E importante notar que mesmo
normalizado, o denominador foi explicitado devido aos calculos perturbativos

a seguir.

A partir desse ponto, deixamos entao de ter expressoes exatas e pas-
samos a uma analise perturbativa de modo a obter resultados explicitos apro-
ximados. No nosso caso, como dito anteriormente, consideraremos o regime
de interagoes fracas onde J é pequeno de forma a manter apenas termos em

primeira ordem em .J, i.e., usarmos a expansao

Z(t) = exp (=W(¢)) =1 = W(e) + O (I/]°), (3.13)
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onde || J|| = max;;{J;} ¢ uma norma nas matrizes em R*¥. Explicitamente,
(pultyontty = LEEIT

= (Gu(t)u(t)(1 = W (1)) x (1= (W(t)),) "

=~ (Du(t)Pu(t)(1 = W(2)))g < (14 (W (t)),)

= (u(t)u(1))g = (Pu(t) Do (YW (1)) + (Du(t)du(L))o (W (1))

= (Du(t)Pu(t))g — (Pu(t)Du(t); W(t))4

(3.14)

onde (-;-), é a funcao de correlacao truncada, i.e., (4;B), = (AB), —
{A)o (B)o:

Podemos perceber a partir de (2.23) e (2.26) que
C(t,s) =e 250 + 0O (e-ctt=)/2) | (3.15)

onde o segundo termo se anula no limite ¢ — oo. Dessa maneira, podemos
fazer a substituicao C(s,s) — C em (2.23) como uma aproximagao que nao

altera o fluxo estaciondrio [33]. Assim, fazendo 7 =t — s com ¢ > s, temos

D(t,s) E(t, s))

G(t,s) H(t,s) (3.16)

C(t,s) ~ e AT0 = (

onde

(a()ai(s)) = Dy(t,s) = 2257 [coshu)jr) 4ot sinh(pm] S (3.7)

J J

(0p(s) = Byt.s) = 27 sinh(p7)6 (3.18)
(i) = Gt 5) = =25 Psinh(p;7)5y (3.19)
(pj(t)pi(s)) ~ Hj(t,s) = ’_]’jn@je_cﬂ/2 [cosh(pjT) — % sinh(pjT)} d;

(3.20)

Para o fluxo de calor no estado estacionatio, queremos

(puge) = Jimn (pu(t)gu (1)) (3:21)

t
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Calculamos ent@o cada termo a partir de (3.14). Para o primeiro termo

<pu%>0 = lglo <pu(t)Qv(t)>0 =0, (3'22)

t

visto que C nao tem correlacoes de momento e posicao. Para os outros

termos, analisamos cada Wy de (3.7). O primeiro deles é

(Pu(t)qu(t); Wh)o = <Pu(t)qv(t); > (Fy(t) — Fz'j(U))>

0,

= <pu(t)qy<t); Z %1¢,»(t)jij¢j(t)> (3.23)

0

= % Ty (pu(®)a(1); pi(1)a5(1))

i?j
onde foi usada a condigao inicial ¢(0) = 0, que leva a F'(0) = 0. O teorema
de Wick pode ser usado para obter uma relacao da fungao de quatro pontos

em termos de somas de funcoes de dois pontos para medidas gaussianas, de

modo que temos a relagao

<¢u¢v; ¢k¢l>0 = <¢u¢k>0 <¢v¢l>0 + <¢u¢l>0 <¢v¢k>0 . (324)

Temos, portanto

(Du(t)gu (£); Wi)g = > 77 Tij [Hui-n (£, ) Duj (£, 1) + Guj(t, 1) Evin (L, 1))

i,J

T,
= 2/7;1\71] [muTuémﬁéw +0

1,7
T,
1 v
= Juv uTu_
P)/u m M,U
. Ju'uT'u
C20,M,°

(3.25)
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Para o préximo termo, seguindo de forma analoga, temos

<pu(t>CIv<t)7W2> <pu QU Z/ t-7l] jk¢k( ) >

>.])

<pu a(t Z/ Vi pien(8)Tigm; pj(s )d>

- Zv{l%m? 1 /0 (Pu(t)gu(8); pien ()04 (5)) 0 ds

—Z i

i

0

/t [Hui(t,s)Eyj(t,s) + Hy;(t, s)Eyi(t, s)] ds
(3.26)

Para simplificar a expressao acima, usamos (3.18) e (3.20) e somamos em ¢

e j, obtendo
1 Juvau JU’U,TU
u U W
(Pu(t)qu(t); 2>0 vapu( Cu + Co )X
t
/ e~ (GutC)T/2 (cosh(puT) — QC—U Sinh(puT)) sinh(p,7)dT
0 u

(3.27)

Apesar de longo, o calculo da integral é direto e olhando no limite ¢ — oo,
resulta em

]- JuvTv JvuTu Mu Mv
u ”U; - 3 2

onde definimos

2
Du= (5= T0) w ot el (G e ) (a9)

mu m’l} u v
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No termo de W3, seguindo como anteriormente

<pu(t)qU<t)7W3> <pu QH Z/ 1¢1 -7ZJ zk¢k( ) >

1,7,k

- <pu<t>qv<t>; > [ A w0 M) + )] ds>

— Z%ljij/o (Pu(t)qu(t); Miq;(s)qi(s) + Gig;(s)pi(s)), ds

(3.30)

0

Separamos entdo o calculo em dois termos, um envolvendo (p.q.;q;q:), ©
outro envolvendo (p.qy; q;pi),- Seguindo procedimentos andlogos ao calculo
de W5, as expressoes podem ser simplificadas e encontramos no limite de
t — o0
1 JouTu — JuwToM, M, M,
u t v t 7W = - + v
(Pu(£)40 (8);: Wal l%v<2@nn 2@nmﬁﬂ) (mu m,y C)

+ (JuvTv - JvuTu) (Cu + Cv)
2vauv ’

(3.31)

onde o termo de cada linha vem de cada uma das funcoes de correlacao
truncadas, respectivamente. Finalmente, substituindo cada termo em (3.14),

encontramos
Cu + Cv JuvTu - JvuTv

D uv m’U

(Puqo) = (3.32)

Podemos entao determinar o fluxo de calor na cadeia no estado esta-

cionario, usando (2.10) junto a (3.32), obtendo

<Z Ta(a (% )> > Fa, (3.33)

>7 >j
onde Fj; pode ser interpretado de alguma maneira como o fluxo de calor que

vai do sitio 7 até o sitio [ e é dado por

B TG+ Q)
2
mjmy [(% — %) + (G + Q) (Q% + Cj%)

(T; =T1), (3.34)
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onde foi usada a simetria Jj; = Jj;.

Como exemplo, determinaremos o fluxo de calor e o perfil de tempe-

ratura para a cadeia homogénea (m; = m, M; = M, (; = () com interagao

apenas entre primeiros vizinhos (J;; = J(SU,M). Inicialmente, temos nesse
caso
J2
(Fio) = Fij = Cmil (T; = Tj4a) - (3.35)

Utilizando o fato de que no estado estacionario na condigao de auto-
consisténcia (dH;/dt) =0 e (R;) = 0, visto que na média a energia de cada
sitio nao varia e nao ha fluxo liquido entre o reservatoério e o sitio, o fluxo de
calor que entra em cada sitio é igual ao que sai e além disso ¢ o mesmo para
cada sitio

f1,2:F2,3:"':fN—1,N- (336)

Concluimos entao que a diferenga de temparatura é a mesma entre vizinhos

e fazendo uma soma simples, obtemos

In —Th
T, —Thy = ——. 3.37
b~ T = 81 (3.37)
Da mesma maneira, somando as diferencas de kK = 2 até k = j, concluimos

que

7—1

T, =T+ N1 (Ty —Th), (3.38)

ou seja, ha um perfil linear de temperatura e para o fluxo de calor

J? Ty —-T, Ty — Ty
P = e N—1 © " NC1 (3:39)
vale a lei de Fourier com condutividade térmica
J2

= ) 3.40
" 2(mM ( )

De modo a compararmos com o resultado exato de [3], precisamos
apenas relacionar as notagoes. Na referéncia as massas sdo unitarias (m = 1)

e a matriz de interacoes usada ¢é definida por

P = w?(—A+1?), (3.41)
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onde A é o Laplaciano discreto com condicoes de fronteira de Dirichilet
Ajy=—=20u+0d;-1,+0j,-1. (3.42)

Relacionamos entao que

M = w?(2 + 1), (3.43)
J = w?, (3.44)
o que leva a condutividade
2
w
R — 4
" T2 (3:45)

A condi¢ao usada foi de interacao fraca entre as particulas, ou seja J pequeno,
que no caso em questao, equivale a manter w pequeno, mas v grande, visto
que M > J. A condutividade térmica encontrada em [3] é

w? 1

K= —
C 2412+ /v2(4+ v?2)

. (3.46)

Para v > 1, podemos fazer a aproximacgao

4 2
\/1/2(4+V2):l/2“1+ﬁ2V2(1+;)=V2-|-2 (3.47)

e obtemos o mesmo resultado do caso perturbativo.

3.2 Tratamento rigoroso

Nessa secao, mostraremos que a analise perturbativa desenvolvida na secao
anterior é justificada rigorosamente. Seguiremos como exposto em [14] e
consideraremos as simplificacoes de m = 1 e homogeneidade da cadeia. O
objetivo é de determinar a funcao de dois pontos para os campos reais ¢
em termos de fungoes de correlacao dos campos associados a dinamica mais
simples sem interacao ¢, que como dado pelo Teorema 2.2, pode ser escrita
como

iy 4 0u)u() Z(t)dpc

Wu) = i T ke

(3.48)
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onde o fator de normalizagio [ Zduc = 1 s6 é necessdrio para a andlise
perturbativa. Para essa andlise, fazemos a expansao da exponencial Z = e~V

em série de poténcias de W

W) _ i =Wie)" (3.49)

n!
n=0

e, visto que pe é uma medida quadratica, podemos aplicar o teorema de Wick
para escrever as médias como produtos de fungoes de dois pontos dos campos
¢. Podemos perceber que a medida que consideramos poténcias superiores

de W e contragoes da forma

t t t
/ C(t, 81>C(Sl,t)d81 -+ / / C(t,81)6(81,82)C(Sg,t>d81d82 + -+
0 0 70 (3.50)

t t
+// C(t,s1) - Clsn,t)dsy - dsp + - .
0 0

Devemos considerar apenas os grafos de Feynman conexos, ja que os grafos
desconexos sao cancelados devido ao fator de normalizacao. Como temos
apenas termos quadréticos em ¢ na expressao de W(¢) em (3.6), para a
poténcia de grau n em W teremos termos da forma ¢*" de maneira que

devemos analisar o comportamento de termos do tipo

(2n—1)!!
O ] = |1 (2n)! -
‘/Fd“c e ; (CC.-C)| < ~—cc--c| =2"|cC --Cl.

(3.51)
A primeira igualdade vem do fato que podemos organizar 2n campos ¢ de
(2n—1)!! maneiras dois a dois formando contragoes. Para a expansao ser con-
trolada, é necessario encontrar uma cota para o produto das n covariancias
C da forma ¢"J", para alguma constante c. Dessa maneira, com J pequeno
o suficiente, a convergéncia da série perturbativa estd garantida. Determina-

remos entao uma cota para

t—o00

t t
lim/---/ Clt, 51) - Clsm, t)dsy -+~ dsr. (3.52)
0 0
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Relembramos as cotas mencionadas em (2.31)

et Ol < er(l —e™9),

(3.53)
HeftAOH < Cngta

)

onde nesse caso o« = min{(/2, M/(}. Aplicando essas cotas em (3.52), temos

C(t,s1)---C(sp,t)dsy - ds,| < esly, (3.54)

t t
0 0

Apesar da integral I; poder ser calculada exatamente no limite de t — oo,

onde

como precisamos apenas de uma cota, usaremos o seguinte lema

Lema 3.1. Para o > 0,
lim I; < ¢ (3.56)

t—o00

onde ¢, nao depende de n.

Demonstracao: Inicialmente, notemos que a convolucao

f1*f2 /fl fziﬁ—) (3'57)

tem estrutura de um produto com associatividade e comutatividade. Mos-

traremos que podemos escrever a convolucao de n vezes uma fungao f como

(s D—v)= [ flu=s)f(s =) f(sn1 = v)dsy - ds, .
—— Rn—1

(3.58)

Primeiramente, verificamos que para n = 2,

(f % )(u—v) fW)f(u—v—y)dy
-/ 559
:/ fu—s1)f(sy —v)dsy,



Capitulo 3. Cristal Harmonico 32

onde foi usada a substituicao s; = u — y, a expressao é valida. Assumindo

que ela é vélida para n convolugoes, temos que

(fxx lu—v)=(f*(f x5 f))(u—0)
—— ——

n+1 vezes n vezes

—/Oof(y)(f*-~~*f)(u—v—y)dy
—o0 S————

n vezes

f( Vf(u—y—s9)- f(s, —v)dydss - - ds,
= flu—s1)f(s1—s2) - f(sp, —v)dsy---dsy,
Rn

(3.60)

onde foi usada a substituicao s; = u — y e a expressao é valida para n + 1.

Logo, a expressao é valida por indugao para todo n € N tal que n > 2. Isso

oo
/ / —a|t s1| | —a\sn—t|d81 d
0
oo oo
/ / 6—o¢\t s1] | —a\sn—t|d8 dSn
00 00

permite obter

= [T = s (s — sy - ds, (3.61)
(f>|< *f) (t—1)
n+1 vezes
= (f - * 1)(0),
S
n+1 vezes

onde f(z) = el

Usaremos agora a transformada de Fourier f = F{f} de f para

encontrar o ultimo termo. Temos que

N 1 > 1 2x
_ —ipro—alzlg, % 3.62
/() Vo /_OO cc . V2 a? + p? (3.62)
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Além disso, pelo teorema da convolucao de transformadas de Fourier,

(f > * lx) = FHEn)E [ )
——

n+1 vezes
n—1 > . ~
— 0% [ ()
o 3.63
== —_— ezpac e e— dp
27 o a? 4 p?

1 2 n 0o 1 n+1
e ipx d
T (a> /_Ooe <1—|—p2> P

Como estamos interessados em x = 0, devemos calcular

/_Z(g(p))”“dp = /_Z <1 j]ﬂ)nﬂ dp, (3.64)

A integral pode ser determinada através do teorema dos

com = .
9(p) = 7 )
residuos. Como p = i é um polo simples de g e portanto um polo de ordem

n+1 de g™, temos que

1 dr 1\
Res(g"*',i) = — lim — [(p — i)t (—2) ]

n! p—i dpm 1+p
1 .. d° 1
= —lm-—-——-—
1. (~)"(n+1)--2n
= —lim ,
n! p—i (p+ Z)2n+1

B 1 2n
T 92nt1 n/l

Portanto, sendo p = i o inico polo de g na regiao superior do plano complexo,

o [t =omimestgrt = £(77). e

n
oo 47\ n

2
Além disso a desigualdade ( n> < 4" é facilmente demonstrada por inducao.
n
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2
Paran =1, (1) =2 < 4 = 4!, Assumindo que ela seja vélida para n, temos

(2(n + 1)) _ (Qn) (2n+2)(2n+1)

n+1 n (n+1)2

N (2:) (4 - nil) (3.67)
<i(%)

<4-4" =47

e o resultado segue.

Finalmente, com essas relacoes temos que

Iy < (f -+ x [)(0)

n+1 vezes

_ <3> i(Q”) (3.68)
a) 4\ n
(2)n
<\= )
a
e o lema estd demonstrado com ¢, = 2/a. ]

Com o lema acima, podemos ver que as contracoes de funcoes de
correlagao podem ser cotadas por termos da forma ¢, de maneira que se J
é suficientemente pequeno, a série perturbativa da funcao de dois pontos em
potencias de J tem sua convergéencia assegurada. Junto com os resultados

da secao anterior, demonstramos

Teorema 3.2. Para a cadeia de osciladores harmonicos com reservatorios
em todos os sitios com dinamica dada por (3.1), no caso de interagdo entre
primeiros vizinhos Jj = J (0 j+1 + 01j-1), com J suficientemente pequeno, a
ler de Fourier
. K
F:tlg?oujj >:_N—l
¢ vdlida na condi¢ao de auto-consisténcia lim; o, (R;) = 0 para os reser-

(Ty — Th) (3.69)

vatorios internos e a condutividade térmica k € dada por
J2

= 50il + O(J?). (3.70)

K




Capitulo 4

Discretizacao do tempo e

expansao em polimeros

Considerando a apresentacao do modelo e o desenvolvimento para o caso
harmonico dados no capitulo anterior, para obtermos resultados concretos
para cadeias anarmonicas, sejam qualitativos ou quantitativos, se faz ne-
cessario o uso de aproximagoes para facilitar o tratamento da funcao de dois
pontos que permite obter o fluxo de calor no sistema. Uma das aborda-
gens consideradas é a discretizagao do tempo, ferramenta recorrentemente

utilizada em teoria de campos além de necessaria para simulagoes numéricas.

Ao serem introduzidas perturbagoes na medida Gaussiana, deve-se
ressaltar que teorias de perturbacao em torno da medida original podem
ser incorretas e destituidas de significado. Tomemos como exemplo o caso
simples, porém relacionado ao modelo, da medida Gaussiana duc = e dx

Azt

perturbada por uma funcao da forma e~**, com parametro A pequeno. E

evidente que a integral
I = / e_’\lAd,uc < +o0o
R

converge. Entretanto, se consideramos a expansao em séries de poténcias da

35
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perturbagao

n=0
e substituirmos tal expressao na série, poderiamos considerar, em uma analise
perturbativa, apenas os primeiros termos da expansao devido ao fato de A ser
pequeno. Mas o n-ésimo termo da série pode ser integrado usando o teorema
de Wick:

n .4n n
I, = / #duc = &(471 — e,
R n! n!
onde C = (z?) é o valor da fungao de dois pontos. Nao ¢ dificil verificar que
a série ) I, é divergente (de fato, temos até mesmo que lim,,_, I, = 00).
Tal fato ocorre, pois a série nao converge uniformemente em R, de modo que
nao podemos trocar a ordem do somatorio e da integral. Dessa maneira, fica
claro que os termos dessa série nao podem ser usados para se justificar uma
andlise perturbativa rigorosa, mesmo considerando o regime de A pequeno.

Esse exemplo simples ilustra a necessidade de se fazer perturbagoes sobre as

medidas corretas, o que em geral pode ser dificil de se justificar com rigor.

No nosso caso, estamos interessados em estudar o formalismo inte-
gral desenvolvido no Capitulo 2, em especial o Teorema 2.2 para o caso
anarmonico. Entretanto, devido a um argumento andlogo ao usado acima,
nao é possivel estabelecer uma teoria de pertubagao ingénua nesse caso que €
justificada rigorosamente da mesma maneira que foi feita no Capitulo 3, pois
a perturbacao anarmonica passa a ser dominante. Para que pudesse ser feita
uma analise rigorosa, foi introduzida a discretizacao do tempo e considerada
certa single spin distribution (ssd) ndo trivial para a andlise. Uma expansao
em polimeros serd entao desenvolvida para mostrar a convergéncia uniforme
de uma representagao em série para o formalismo integral e as fungoes de
dois pontos necessérias para o calculo do fluxo de calor. O resultado obtido

foi publicado em [36].
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4.1 Discretizacao do tempo para o caso

harmonico

Primeiramente, como motivagao e verificagao da razoabilidade dos resultados
obtidos, analisaremos a discretizacao do tempo para o caso harmonico, i.e.
A = 0, pois nesse caso, além do resultado aproximado da andlise perturbativa
desenvolvida no capitulo anterior, o resultado exato para o problema foi feito

em [3] para o caso de interagao entre primeiros vizinhos e a cadeia homogénea.
Consideramos entao a dinamica dada por
dp = —Apdt + 0dB, (4.1)

com a simplificagao de massas unitdrias m; = 1 e de homogeneidade da cadeia
M; = M,(; = ¢ e desenvolvemos a solu¢ao da dinamica como no capitulo
anterior. Considerando um espagamento temporal discreto € e o tempo as-
sumindo valores t = ne, com n =0,1,2, ..., temos uma nova expressao para
a covariancia C(t,t) anteriormente dada por (2.24). Passamos a ter entao

L1

< i
C(t,t) = Z ge oA g2e AT (4.2)

n=0

Para o calculo, usamos a expressao simplificada de (2.25)

sin s
exp (—A%) = e ts [cosh(tp) (é ?) + % (—.2/\/1 _2)] . (4.3)

onde p = [(¢/2)* — M]'2.

A partir da expressao acima, temos que

. 00 0 —$
A2 A% 2 [( ) + b, ( 7 ) 4B ( Ay )] . (4.4)
0 v v —Cy 37 1Y

onde 7;; = 7v;0;; €

as = exp(—(s/2) cosh(ps), (4.5)

_ tanh(ps)
bs = — (4.6)
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O célculo dos somatérios de (4.2) com limite superior finito é muito
longo e nao apresenta expressoes simples. Como entretanto podemos usar o
limite em que t — oo para o estudo do fluxo de calor no regime estacionario,
podemos obter expressoes mais simplificadas com séries em vez de somatérios
finitos. As séries a serem calculadas sao

0 +2 2e(+2 +4 2 4
o2 £ (1 — 2esCt2ep +C 4e2e¢ 5: — 3¢ 5”4— 3e%¢ 4 2e%P 4 ¢ 5")

§ : s _ _ 2 +2ep _ )

— 4 (e¢ — 1) (e5¢ — e%r) (es¢H2er — 1)

(4.7)

0 eC (4ep 1
DI RN AL Coxitet N (48)
4p (65C _ 625p) (6EC+25,0 _ 1)

o0 £ £ 154 2
3 = e (e +1) (e’ — 1)
s7s 4/)2 (€€C _ 1) <€6§ _ e25p) (66C+25p _ 1) ’

(4.9)

Mesmo para o limite de ¢ — o0, as expressoes ainda sao grandes e com-
plicadas. Portanto, faremos uma expansao no parametro ¢ de espacamento
temporal, que pode ser naturalmente considerado pequeno. Expandindo até

primeira ordem em ¢ e simplificando as expressoes, obtemos

(4.10)

TM™! 0
0 (14+e0)T)°

C Etlir?oC(t,t) = <

que tende para a covariancia esperada da medida de Gibbs quando ¢ — 0,
como esperado. Podemos entao calcular a aproximagao para a covariancia
(2.23) fazendo a substituigao C(s, s) — C', que nao altera o fluxo do estado es-
taciondrio como mostrado anteriormente. Usando as equagoes (4.3) e (4.10),

obtemos parat>serT=1t—3s

(4.11)

C(t, s) ~ AT — (D(t,s) E(t, 3)>
G(ta 3) H(t, S)
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onde

(g;()q(s)) ~ Dj(t,s) = %6_47/2 {cosh(pr) + %sinh(m')} 3t (4.12)

(@ (Opu(s)) = Ey(t, ) = %60/2(1 4 £¢) sinh(pr)d, (4.13)
(pi(Dai(s)) = Galt, s) = —%GCT/Q sinh(pr)d; (4.14)

(p;(t)pi(s)) >~ Hj(t,s) = Tje_CT/Q(l + () [cosh(pT) — %sinh(pﬂ} J;

(4.15)

Tendo a covariancia da medida pe sem interacao, pelo teorema de
Girsanov podemos obter a nova medida u para o processo (4.1). Procedemos
como descrito no capitulo anterior, mas no lugar de (3.2), ao discretizarmos

o tempo, devemos fazer as substituicoes

S > ne, (4.16)

/ . Z (4.17)
ds e, (4.18)
do(s) = o(s+¢) — o(s). (4.19)

Fazendo as substituicoes e explicitando ¢ e p, obtemos

4

wW=> W, (4.20)
k=1

Wi=D My yai(s)ai(s), (4.21)
ERN

Wa = (¢ = 1)y Jigpi(s)a; (s), (4.22)
8,4,

Wa =D i Jigpils +€)a(s). (4.23)
ERN

|-
Wi= ) 5% Jigr Jigdy (5)4;(s). (4.24)

-,
S7Z7J7J
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Temos para o calculo da funcao de dois pontos

_ S ou()9u(s)Z(8)dpic
[ Z(t)duc '

Fazemos entao uma analise perturbativa e expandindo até primeira ordem

(Pult)pu(s)) (4.25)

em .J, i.e., no regime de interagoes fracas, obtemos

(Pu(t)pu(s)) = (Su(t)du(s)(1 = W))g x (1 = W)g ", (4.26)

onde (-), ¢ a média com relacdo a medida pc. Expandindo o denominador

e mantendo apenas termos de primeira ordem, encontramos

(Lu(t)pu(s)) = (Dult)Pu(s))g — (Dult)Pu(s); W), (4.27)

onde (-;-), é a funcao de correlacdo truncada, ie., (4;B), = (AB), —

(A), (B),. Para o fluxo de calor no estado estaciondrio, queremos

(uto) = lim (p(£)a,(1)). (4.28)

Calculamos entdo cada termo. O termo (p,q,), é nulo. Para o préximo termo

8727‘7

I = (pu(t)qu(t); W), = <pU(t)Qv(t);25M7;1JijQi(5)QJ<S)> . (429

Usando o teorema de Wick e simplificando a expressao, obtemos

I= Z eM~; 1 Jij[Byi(t, s)Guj(t, 8) + Eyj(t, s)Gui(t, )] (4.30)
5,1,
1

= Z EM J o B (t,18) G (t, ) (v, + 7571, (4.31)
n=0

Quando n varia entre 0 e g —1, 7 =t—ne, varia de t até €. Fazendo 7 = me,
com m € N, no limite ¢t — oo, podemos substituir o somatério por uma série

em m
oo

= eMJuwEyw(r)Guu(T) (7" + 7). (4.32)

m=1
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Substituindo as expressées de E(7) e G(7), calculamos a série. O resultado
até primeira ordem em ¢ é

J’U/U

[=—
ACM

(T, +T,). (4.33)

Fazemos procedimentos andlogos para o cédlculo dos outros termos.
Para Ws:

II = <pu<t)QU(t)> W2>0

Pu(t)au(t); Y (¢ — 1)71‘1Jijpi(5)%'(5)>

5,07

I
/\

(¢ — 1) 1 is[Fuilt, )Guj(t, s) 4+ Eui(t, s) Hyi(t, )]

M

- O

)

nls ®

(eC — 1) Ty, "o (t, 1) Guu(t, ne) + v, LBy (t, ne) Hyy (t, ne)).

n=0
(4.34)
No limite de t — oo,
IT = (pugu; Wa),
= (gg - 1)Juv[7;1Fvv(T)Guu(T) + f}/JlEvv(T)Huu(T)] (435)
m=1
uv 1 Juy (]uq) 5 ]_
=" (T, —T,)= T+ — =T — =T | &
TR TG VR (24 1 )5
Para W5

IT1 = {p,(t)q,(t); W3),

= <pu(t)qv(t); D i pils + €)qj(8)>

8,8,J

= Z ’y,L_lJU [Fm(t, s + E)Guj(t, S) + Evj<t, S)Hm(t, S + 5)]

= Ty ' Foolt, (n+ 1)€)Guu(t, ne) + v, ' Euy (t,n) Huas (¢, (n + 1)e))].

n=0

(4.36)
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No limite de t — o0,

I = <pu%); W3>

= Jwln = &)Gua(T) + 75 B (T) Hyu(T — €))]

m (4.37)
Juw 1 Jw

4C2M(T T.)- 4CM(2T T,)+

+ Juw {ﬁTﬁ 822 (T. =T, )}

Como o termo associado com W, é de segunda ordem em J, tempos

<quU> =—-I—-11-1I1

Jw
M

(4.38)
T, — 2T,)| e.

(T, —T.) +

1 1
Tu - Tv Juv S0 R
(L= T0) 4 o | |

8(2

Usando (2.11), podemos calcular o fluxo de calor no estado esta-

cionario a partir de (4.38):

(Fjms) = <Z %(Qj —q)(p; +pz)>

—Z[w 1)+ (37 - 5 ) €@ - 1)

Se considerarmos apenas uma interacao entre primeiros vizinhos J;; =

(4.39)

Jd);—j|=1, obtemos

J2

3 1
— )T -1) (@10

T = g T =)+ (7 -

Seguindo o mesmo procedimento do capitulo anterior, podemos veri-

ficar que a lei de Fourier continua valida, de modo que

F = <-F]—>> = - (TN - Tl)? (4'41)

N -1

com a condutividade térmica

2 (3 1
— o). 4.42
T Vi (4M 8(2> c (442)




Capitulo 4. Discretizacao do tempo e expansao em polimeros 43

O resultado obtido, reduz-se para o caso do tempo continuo, analisado
anteriormente ao fazermos o limite € — 0, como era esperado. Esse estudo
por sua vez, no regime considerado de interagoes fracas (J pequeno), coincide
com o resultado exato do modelo feito em [3], como também foi mostrado.
Pode se notar também que a correcao no fluxo em primeira ordem em &, nao
apresenta resultados inesperados, mas apenas uma mudanca na condutivi-
dade em termos dos parametros do sistema. Portanto, tal analise fornece uma
justificativa da razoabilidade das aproximacoes consideradas para o estudo
de outros casos, além de ser necessaria para o aprimoramento do tratamento

rigoroso descrito nas proximas segoes.

4.2 Discretizacao do tempo para o caso

anarmonico

A partir do que foi exposto na se¢ao anterior, considera-se entao a discre-
tizacao para o caso de sistemas com potenciais on-site anarmonicos. Esse
caso foi considerado em [35], para o qual foi encontrada o fluxo de calor no es-
tado estacionario e a condutividade térmica, no caso de alta anarmonicidade
(A grande) e pequena diferenga de temperatura (7; = T + a; com a; < T).

Apresentamos aqui o procedimento.

Estamos interessados em estudar as correlacoes cujas expressoes sao
dadas pelo Teorema 2.2. Apos a discretizacao, seguindo as mesmas substi-

tuicoes da secao anterior, obtemos uma nova expressao para as fungoes de
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dois pontos dada por
<QOU1 (t1>907~L2 (t2>> =

[ outionten {— S - [%asj(sm@(sww

ER N

+ 2P G n(9)ils +2) + 0,5 T) (o)

A 1
7A¢j'(8)~7}¢\7ij¢j(8)+

+ %P'(gﬁi_N(S))Mi—Nﬁsi—N(S) T3

P (Gin(s))] + iP’<¢@-N<s>>mj¢j<s>} } M (113

+
271 Vi

onde, como anteriormente estabelecido, s,s',t,... € {¢,2¢,...,%}; 4,5 €
{1,2,...,N}; i,/ €e {N,N+1,...,2N}; k, k' € {1,2,...,2N}; o denomina-
dor NV 6 igual ao numerador com ¢,, = ¢,, = 1 e foi introduzido para manter
normalizada a medida quadrética discreta perturbada exp{...}duc,,  : a me-

dida original dada por Z(%)duc, que aparece anteriormente é normalizada.

Considerando o potencial anarmonico P(¢) = ¢*, para cdlculos explicitos
¢ implementada uma analise perturbativa, similar a descrita anteriormente
para o caso harmonico, porém nao mais sobre a medida quadratica, pois,
como motivado anteriormente, a perturbacao anarmonica na medida quadratica
impossibilita uma expansao que pode ser rigorosamente justificada sobre
a ultima, ja que passa a ser dominante. Em resumo, nds reescrevemos
exp[—W (¢)]dpe como exp[—W (¢)]dv, onde dv é uma single spin distribution
(ssd) construida de maneira especifica. Em vez de considerarmos os campos
¢; e ¢; separadamente, como seria usual, juntaremos em uma mesma célula
pares da forma ¢;(s) e ¢;(s +¢) com ¢ = j + N (obviamente ¢;(T) e ¢;(0)

nao possuem pares). Precisamente, nossa ssd é dada pela expressao

05(5) rmyenls €)= exp { & | <N 08(s) -

_ 2; O3 (s+e) =7 A (s) (s +e) + .. } } d;(s)ddi(s + &) /N, (4.44)

onde as reticéncias indicam termos subdominantes, A/ é a normalizacao e



Capitulo 4. Discretizacao do tempo e expansao em polimeros 45

®?(s + ¢) foi extraido de (¢,C7'¢), que vem do potencial harménico rela-
cionado & medida Gaussiana. Além disso, W(¢) é dado pelos termos sub-
dominantes que ndo entram na ssd, tanto de exp[—W (¢)] quanto de dpuc,

1.e.

W) =— Y - [qu(s)ztvm(sm n

A(5) T T 65(5) + 3P’<¢i_N<s>>Jij¢j<s>+

i) M;fN bion(s) +
F50u(9)Cih (5, )0 (4.45)

onde C, ,i/ ¢ a parte quadratica de C,_ ,i/ sem os termos ja considerados na ssd.

Percebemos que, essencialmente, ¢? e (b? dominam o comporamente
da ssd acima e nas contas a seguir. Portanto, no formalismo aqui descrito,
a representacao integral para as fungoes de dois pontos é dado pelo produto
dessa ssd e da exponencial envolvendo termos das interagoes fracas .J, que
acoplam diferentes células e os termos finais de (¢,C71¢), que também sao
pequenos no regime de anarmonicidade alta. Por exemplo, a parte envol-
vendo ¢;, ao reescalarmos o termo dominante )\ng? como (5? na ssd, tera gzNSj

e poténcias de 1/\.

Agora executaremos uma andlise perturbativa considerando apenas
termos de primeira ordem em exp{—W (¢)}, i.e., tomaremos exp[—W (¢)] ~

1 — W(¢). Temos entdo, como primeiro termo de contribuicao importante

/ (G (Dsr(T) - Db (T = )eia (T,

[ z+1¢1+1 ( _1>t7i+1,i7N¢ifN(g_5)]'

2/3
elpi-n(T—2)Ci s w(T—2, D)oin(T)]dir(¢) ~ ¢(2) X}/?,T;, (4.46)

onde [-], vem do “termo cruzado”’da ssd, dv é a parte principal da ssd, que

envolve ¢? e qﬁ? e ¢ é uma constante. Uma segunda contribuicao importante
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vem de termos similares a

/(@N(‘I)@'H(T)) - €[pi-N(T — E)ZtN,iH’Y;i@H(z)]'

1 1
“[6n(T — 0 i (T — £ DO (DN6) ~ ¢ 35—

(2

(4.47)

Portanto, somando todos os termos dominantes e tomando o limite de
T — oo teremos contribuicdes da forma 7-/3. Para um célculo explicito do
fluxo de calor e da condutividade, consideramos a diferenca de temperatura

pequena entre sitios vizinhos, de modo que

T, T =~ T Ty — T5), (4.48)

7 K3

e obtemos para o fluxo de calor dado por (2.10)

J? 1
Fijr1 ~ —CWW(TJ‘H = T5). (4.49)

J

A partir do fluxo local F; ;1 podemos seguir como anteriormente para
o calculo da condutividade. Pela condigao de auto-consisténcia, nao hé fluxo

liquido de calor entre os sitios e os reservatorios internos e temos
fl’Qz‘FQ’g:...:fol’NE.F. (450)
Essas equagoes junto com (4.49), nos dao

IXT{X:Tl—TQ

.FXT; = T2 — T3
(4.51)

‘FXT]?ffl = TN,1 — TN,

com x = cAY3/J? e a = 4/3. Somando todas as expressdes acima, obtemos

(Ty = Ty)

F=
"TNZ1

(4.52)

onde
k=x (T4 +Tg_) (N =1). (4.53)
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Para uma pequena diferenca de temperatura entre as extremidades, podemos
considerar 7; ~ T na soma acima e vemos que vale a lei de Fourier com

condutividade dada por
cJ?

K

O resultado encontrado, condiz com resultados obtidos através de
simulagbes numéricas encontrados em [1], com reservatérios apenas nas ex-
tremidades, o que indica que pelo menos no regime de alta anarmonicidade,
sistemas com reservatérios térmicos internos na condi¢ao de auto-consisténcia

se comportam como sistemas com reservatorios apenas nas extremidades.

4.3 Expansao em polimeros

A representacao em séries de poténcias de grandezas observadas é uma fer-
ramenta muito 1til em mecanica estatistica. A convergéncia uniforme no
volume dessas expansoes, dentro de certas condi¢oes para os parametros,
permite definigbes matematicas rigorosas das grandezas no limite termo-
dindmico. Elas sao conhecidas em geral como expansdes em clusters [16,
44]. Tais expansoes originaram-se nos trabalhos de Mayer e Montroll [25]
e Kirkwood e Salsburg [20] e foram generalizadas para diversas aplicagoes

como, por exemplo, em teoria de campos.

A ideia basica pode ser ilustrada, considerando a seguinte expansao
da medida de Gibbs

dp = He’ﬁv(”i’xﬂ')dw = H [1 + (eiﬁv(zi*‘”ﬂ') - 1)] dzx

i<j 1<j
_ Z H (G—BV(M—%‘) _ 1) dr,
I (ij)er

onde I' é o conjunto de pares nao-ordenados (i,j), i.e. grafos de Mayer,
e a soma ¢ feita em todos os grafos. Essa féormula expressa a interagao

entre particulas i e j distintas, e #V(@ %) como uma soma entre o termo
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de interacdo nula, 1, e uma perturbacao e ?V(®~%j) — 1 que é pequena para

pequenas temperaturas 1.

Apesar de serem usadas em diversas aplicacoes distintas e emprega-
rem fundamentalmente as mesmas ideias, em geral ha a presenca de especi-
ficacoes especiais e ad hoc, de modo que a teoria tem que ser desenvolvida
separadamente em cada caso. A ideia da nocao de polimeros unifica essas
varias expansoes. Isso é feito através de uma certa definicao e axiomatizacao
separada da teoria em geral, de modo que para casos especificos, basta ser
feita a verificacao dos axiomas. Além do mais, tal ferramenta faz uma se-
paracao clara da teoria em duas componentes distintas: combinatéria para a
contagem do ntimero de grafos e andlise para estimar a contribuicao de cada

grafo.

Faremos a seguir, de modo a manter o texto auto-contido, uma apre-
sentacao basica das definigoes, férmulas e resultados da teoria geral de poli-
meros, que serao depois utilizados especificamente para o nosso caso. Omiti-
remos as demonstracoes, citando apenas referéncias. A exposicao é baseada
em [37] e [46].

Seja A um conjunto finito. Denotaremos por |A| o nimero de elemen-

tos de A.

Definigao 4.1 (Grafo). Um grafo g em A é uma cole¢dao {71,...,7,} de
pares distintos de elementos de A, isto é, v; = {x;,y;} C A com x; # y;. Os
elementos de A sao chamados de vértices de g e os elementos ; sao chamados

de ligacoes (ou arestas) de g.

Definicao 4.2 (Grafo conexo). Um grafo ¢ = {v1,...,7.} em A é dito
conexo se para quaisquer B,C' C A, tais que BUC = Ae BNC = (), existe
uma ligacao v; de g tal que v, N B # 0 e~ N C # (.

Definigdo 4.3 (Arvore). Uma arvore 7 em A é um grafo conexo tal que
7| =14l - 1.

Definicao 4.4 (Numero de incidéncia). O nimero de incidéncia (ou grau)

d, do vértice x do grafo g é o nimero de ligagoes v € g, tais que x € ~.
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Definicao 4.5 (Polimero). Um polimero é um elemento R de um conjunto
P cujos elementos tém a propriedade de se interceptarem ou nao, i.e., se
R;, Rj € P entao R; N R; # ( (eles se interceptam) ou R; N R; = () (eles nao

se interceptam).

Denotaremos por I'4 o conjunto de todos os grafos em A, por G4 o
conjunto de todos os grafos conexos em A e por T4 o conjunto de todas as

arvores em A. Portanto Ty C G4 C I'4.

Denotaremos ainda por I';, o conjunto de todos os grafos padroes em
I, ={1,2,...,n}, por G, o conjunto de todos os grafos padrdes conexos em

I,, e por T,, o conjunto de todas as arvores em n. Portanto T,, C G,, C T',,.

Comecamos com um lema relacionado a contagem de arvores.

Lema 4.6 (Férmula de Cayley). O nimero de drvores T € T,, que possuem

numeros de incidéncia fixos e igquais a dy,ds,...,d, € dado por

T(n;dy,...,d,) = Z 1= M (4.55)

n

m{TdeE].V.fdn} H(di -1

=1

Além disso, a quantidade de arvores de n vértices é

T, => 1=n""? (4.56)

T€Ty

Demonstracao: Lema 3.1 da Segao 3.1 de [37]. O

Estudaremos agora como o desenvolvimento da expansao em polime-
ros pode ser aplicada a uma grande classe de sistemas de spin na rede Z?
de dimensdo d. Seja A C Z¢. Em cada sitio + € A definimos uma varidvel
aleatéria ¢,, denominada spin ou variavel de spin do sitio z, que assume
valores em algum espaco de probabilidades (€2, du(¢,)). Vamos assumir que
(Qy, dp(é,)) nao depende do sitio x, ou seja, é invariante por translacao.
Uma configuracao do sistema ¢ é dada quando sao especificados os valores
¢z € ), para todo x € A, i.e., ¢ = {ds}ren-
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A energia de interacao do sistema é dada pelo Hamiltoniano

H = Z (I)({Zvj}>¢)’ (457)

{igrca
onde ®({7,j}, ¢) é uma interagao de dois corpos, ou seja, é uma funcao real

que depende dos sitios ¢ e j e da configuracao ¢ do sistema.

Definimos entao o ensemble canonico para o sistema. A medida de
probabilidade de encontrarmos o sistema em uma dada configuracao ¢ com
energia H e na temperatura ! é dada por
e PMdu(¢)

(4.58)

onde du(¢) é a medida produto

=[] du(¢.) (4.59)

zEA

e Zx(B) é a fungao partigao do sistema

Z0(8) = / dyu(g)e "

~ [du@rexp |5 S (i ih0)

{i,j}CA

(4.60)

A fungao particio Z,(f) é a principal func¢ao no estudo das propriedades
termodinamicas do sistema, pois a partir dela podemos obter outras propri-

edades do mesmo.

Se P é o conjunto das partes de A, i.e., P={R: R C A}, através da
nocao usual de interse¢ao de conjuntos de dois elementos R;, R; € P, P ¢ um
conjunto de polimeros. Através de uma expansao em série de Mayer, podemos

reescrever a fungao particao Z,(f) como um expansao em polimeros.

Para isso, faremos o uso de duas identidades algébricas. A primeira é
uma expansao em grafos de Mayer. Seja fy; ;3 uma fungao real que depende
do par nao ordenado {i,j} C A. Observamos que

H (L4 fg) =1+ Z H T (4.61)

{i,j}CA 9€l'A {i,j}eg
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A segunda identidade separa o somatorio E em suas componentes conexas,

gel's
ie.,
n
> 1= > I X (4.62)
gela {R1,....,Rn}: k=1 QEGRk
RicA,RiﬂRJ’:@,‘RZ’|22
onde a primeira soma ¢é feita sobre cole¢oes { Ry, ..., R, } nao ordenadas com

n subconjuntos R; C A, que nao se interceptam e com |R;| > 2 e Gp, ¢

conjunto de todos os grafos conexos em Ry.

Podemos entao obter o seguinte

Lema 4.7 (Expansao em polimeros de Zx(f)). A fung¢do parti¢ao canonica
Zx(B) definida em (4.60) pode ser escrita como

ZE =1+ 5 Y pR)pR), (463)

n>1 {R1,...Rp}:
RiCA,RiﬂRj:@,|Ri|22

onde p(R) € denominada atividade do polimero R e é dada por

p8) =T [ante) 3o [ (@09 1), aoy

ZER 9€GR {i,j}€g

onde deGR é a soma sobre todos os grafos generalizados conexos em R.

Demonstragdo: A ideia basica da demonstracio é escrever e #® = 1+ (e 7 —
1) e em seguida aplicar essa expressao em Z, () juntamente com as identi-
dades (4.61) e (4.62) com f(; ;3 = e #®Ui3) — 1. Detalhes podem ser vistos
na segao 4.2 de [37]. O

Podemos perceber que toda a informagao do sistema original estd
contida na atividade p(R). Além disso p(R) — 0 quando  — 0, de modo
que é razoavel se esperar a convergéencia dessa expansao quando o parametro

[ é suficientemente pequeno.

O préximo passo é considerar a expansao anterior como a funcao

grand-canonica de um gas de polimeros abstratos R € A cuja interacao entre
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os polimeros ¢ apenas uma interagao do tipo “carogo duro repulsivo”, ou seja,

a interagao entre um par de polimeros R;, R; € P ¢ dada por

0, se RNR; =10

U(R;, R;) = .
o0, se RiNR; #0

(4.65)

Através desse potencial podemos escrever a funcao partigdo anterior Z,(/3)

como uma fung¢ao grand-canonica =, dada por

1 R,
Sam 14> ST (R p(Ry)e Paseesn VAR (4.66)
n>1 " {Ry,..,Rn}:
RiCA[Ri[>2

visto que quando os polimeros R; e R; se interceptam eles dao contribuigao

nula para a exponencial, devido ao potencial U(R;, R;) ser infinito.

Com essa expansao obtemos claramente a separacao entre a teoria
geral da expansao de polimeros e as caracteristicas especificas de cada modelo
ao qual sera aplicada a teoria. Tais caracteristicas entram na definicao do
polimero e da atividade e na verificacao das condigoes necessarias para a

convergeéncia da expansao.
Enunciaremos agora um lema para a expansao do logaritmo da funcao

particao em polimeros.

Lema 4.8. O logaritmo da func¢ao particao grand-canonica =, dada por
(4.66) € dado pela série

_ 1
log Zp = ZE > O"(By,....R)p(R1)-- p(Ry), (4.67)
n>1 " {Ry,..,Rn}:
R;CA,|R;|>2

onde

1 sen=1

¢T(R17 e ,Rn) == Z H (e—U(Ri,R]') _ 1) sen > 2 9 (468)

onde G,, € o conjunto dos grafos conexos em {1,2,... n}.
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Demonstragao: Segao 4.4 de [37]. O

Os valores da fungao ¢*(Ry,..., R,) dados por (4.68) sao chamados
de coeficientes de Ursell. Eles podem ser escritos de uma maneira diferente
mais util para aplicacoes:

(

1, sen=1

_1)\Ifl
6T(Ry, ..., Ry) = 2 (O sen>2eg(R, . Ru) € G
feGy:
fCg(R1,...,Rn)
L0, sen>2eg(Ry,...,R,) ¢ G,
(4.69)
A demonstragao dessa forma de representacao pode ser encontrada na Secao

4.4 de [37).

Listaremos agora algumas desigualdades envolvendo grafos arvores

importantes para determinacgoes de cotas.

Lema 4.9. Seja Vi; > 0,Vi,j € {1,...,n}. Entdo, a sequinte desigualdade

vale
SOOI (e =ni<> I le -1 (4.70)
9€Gn {i,j}€g 7€y {i,j}eT

Demonstragao: Corolario 3.3 da Segao 3.6 de [37]. O

Lema 4.10 (Brydges-Battle-Federbush). Seja R um conjunto de cardina-
lidade finita |R| = n, {Vyy, : {z,y} C R} um conjunto com n(n — 1)/2

numeros reais e V, com x € R um conjunto de n niumeros reais. Se para

S+ Y V>0, (4.71)

z€S {z,y}CS

qualquer S C R,

entao vale a desigualdade

R IECEE SR |

9€Gn {i,j}eg T€TR {i,j}eT

, (4.72)

onde Tr € o conjunto das drvores em R.
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Demonstragao: Corolario 3.1 da Segao 3.6 de [37]. O

Lema 4.11 (Desigualdade de Rota). Seja g € G,, um grafo conexo. Entao

Z (=)

feGn:fCyg

< ) 1=Nly), (4.73)

T7€T,:TCg

onde N(g) é o numero de drvores T € T, contidas no grafo conexo g € G,,.
Demonstragao: Proposicao 20.3.5 de [16]. O

Enunciaremos agora o teorema que garante que a série formal dada

pelo Lema 4.8 seja absolutamente convergente uniformemente no volume |A].

Teorema 4.12 (Kotecky-Preiss). Seja a > 0. Se

sup Z Ip(R)|e?® < a, (4.74)

z€A RCA:z€R

entao

_ 1
log=al <3020 0 167 (Ruy o Rp(Ra) - p(R,)| < EulA

n>1 """ {Ry,..,Rn}:
RiCA,‘RﬂzQ

(4.75)

onde E, € uma constante independente de A.

Demonstragao: O resultado foi mostrado originalmente em [21] de uma ma-
neira abstrata usando a formula de inversao de Mobius. Para uma demons-

tracao direta, ver Teorema 4.1 da Segdo 4.5 de [37]. O

O teorema ja havia sido demonstrado anteriormente com condicoes
de decaimento da atividade mais fortes que (4.74) por Cammarota em [10]

assumindo
sup Y [p(R)| < 67" (4.76)
€N pCAzeR

e por Brydges em [9] assumindo

> (R <1 (4.77)

RCA:R>0
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e invariancia translacional. E importante notar que no caso da condicao de
Kotecky-Preiss a atividade p(R) pode ter decaimento exponencial arbitrari-
amente lento com |R| suficientemente pequeno, enquanto que as condigoes

de Cammarota e Brydges exigem decaimento de p(R) com pelo menos e fil,

Com o Teorema 4.12, para garantir a convergéncia da expansao em
polimeros do Lema 4.8, basta verificar que as condigoes do teorema sao satis-
feitas. Essa serd a estratégia usada para a demonstracao no modelo especifico

considerado.

4.4 Expansao em polimeros no modelo

Analisemos entao a expansao em polimeros discutida na se¢ao anterior para
o caso descrito na Secao 4.2 de potencial anarmonico quartico, o que justifica

rigorosamente a andlise perturbativa feita.

Precisamente, consideraremos o modelo descrito no Capitulo 2 do
cristal homogéneo com massa unitaria (m; = 1, M; = M,(; = () e faremos
as seguintes aproximacoes. Inicialmente, introduziremos a discretizagao no
tempo da representacao integral do Teorema 2.2, com t = ¢,2¢,...%. Além
disso, para evitar dificuldades técnicas nao relevantes e expressoes grandes
para termos subdominantes que serao facilmente controlados, simplificaremos
a expressao para a covariancia C da medida gaussiana associado ao processo
¢ dada por (2.23). Como discutido anteriormente, a substituicao de C(t,t)
por C' = C(00,00) nao altera o comportamento do sistema no limite ¢ — oc.

Analisando a transformada de Fourier C, (py), onde

C.(t,5) e #00, iz, (4.78)
«\1, §) = ) .
CeA" =D t<s

podemos obter uma expressao para a transformada de Fourier inversa de
C'(py). Entretanto a expressao é grande e ndo muito clara. Consideramos
*

entdo o regime de acoplamento forte M > (?/4 de modo que as fungoes
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hiperbdlicas de (2.25) se tornam trigonométricas com cosh(pr) = cos(pr) e
sinh(p7)/p = sin(pr)/p, com p= (M — a?)"/? e a = (/2. Temos entdo
~ M + po A~
Fexp(—alr|) cos(pr)} = 20 { (M + )% — 4(M — a2)p3} = D(po),
(4.79)

onde usamos tempos continuos acima para simplificagoes de calculos. Tem-

pos discretos levam a uma expressao similar com 1 — cos(pg) no lugar de
p3. A segunda parte de exp(—A°|7|), com sin(p7)/p, envolve uma matriz
cujos termos diagonais serao muito pequenos para p grande. Devido a M,
os termos fora da diagonal, ndao sao pequenos a principio, mas estao rela-
cionados a parte “cruzada’gp. Esses termos serao despreziveis no modelo
interagente controlado pela expansao em polimeros com A grande. Por sim-
plicidade, ignoraremos esses termos. Escolhendo, por exemplo M = 30?2,
temos ﬁ_l(po) = % + ip%, onde ¢ é fator numérico. Em resumo, podemos

considerar entao a aproximacao que descreve a parte principal da covariancia

C

duc — exp (—— Z Pp()eDHt — ) (¢ )quﬁk /./\/ (4.80)

k,k

Dil = Cil <%6t,t’ + C1[-A<t,t/)]> , 4 81)

onde N é a normalizagao, —A(t, s) = 20, — 0j—s,1 ¢ 0 Laplaciano discreto
e ¢; = O(a™!) é um parametro pequeno, assumindo ¢ grande. Como tltima

simplifica¢ao técnica, tomaremos ¢ = 1/(. Obtemos entao para as a fungoes
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de dois pontos

(e, (t1) e, (t2)) = /¢el(t1)¢ez(t2)exp {— Z 3 [%(S)jﬁfl@(s + &)+

8717]

+ 2P (6w ()il + ) + 65(5)T)

)

MzN

i ()

Pl ¢1 2

o I
+ EP (Pi-n(8))Mi-Ngi-n(s) + 2—%% ()T} Trjbi (s

A 1
P (G ($) Tb5(5)  50u(5)Dici (5, ) (s Hd@f / N,

(2

(4.82)

onde o denominador N é igual ao numerador com ¢y, = ¢p, = 1 e foi in-
troduzido apenas para manter a medida exp{...} [[ dox(s) normalizada (a

medida original Z(7)duc j& era normalizada).

Consideramos o caso especifico do potencial anarmoénico P(¢) = ¢*. E
utilizada como single spin distribution (ssd) uma medida envolvendo as maio-
res poténcias na exponencial de ¢; e ¢;, mas em vez de células separadas para
cada ¢y, sdo usadas células de 1., onde ¥, = (¢, ps), com g, = A\ /3¢z(x) e
Pe = dzin(Tote), (20, 7) € A= {e,2¢,...,T}x{1,2,...,N} C Z? = ZxZ.
Ou seja, a ssd envolve posicao e momento com coordenadas espaciais do
mesmo sitio (#), mas coordenadas temporais de “primeiros vizinhos” ().

Precisamente, a medida local para a ssd é entao

eVt
) 1
Uy) =7, (5613 + @3ps + [M + 2(ci]p2 + A‘l/SMq;*) : (4.84)

Para ser preciso e detalhar os sitios das “extremidades”temporais, para zy =
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€ e xp =%, definimos

dv(g(zo =€) = eXP{ Ur(o =€) — €7, [M + 2¢eilp (930 = 5)}
X dip,(zg = €)dpz(zo = €)/norm.

(4.85)
dv(y (1o = T)) = exp {—e7, ' [¢2(zo = T) + A~ 3 Mah(x )]} %
X dqz(zo = T)/norm..
(4.86)

A partir de (4.82) e (4.83), podemos introduzir a func¢ao partigao Z
dada por

Zy=Cc[] / dv(y,) [ e ], (4.87)
zeA {z,y}CA

onde, C* = [Lica Cas e

Z%»

G) A(l Vaupy = €7y Jag(1 — 6a) A 3000 40 @Dy,

Gf AL quq, = 7, Trg(1 — Sap) A M6,y 40424y,

Ggg,) yQIQy _ . Z Y AT 1)\ 2/3 WA 510 i (4.88)
B2

G A(?qiqy = ey ' Jz (1 — bz) A~ 1/35930 yoqiqy,

G8) = AP quqy = 267, AP Mbz5(000.40 — c1(A(w0, Y0))1g2ty,

G =AY I paDy = —€75  CC101z0—yo| O7PaDy,

Sao as “interacoes”entre células da SSD.

Como descrito na sec¢ao anterior, reescrevemos entao a funcao particao

CcOo1mo

Zy=C"[] /dy vo) [ () —141) = CAEy, (4.89)

xEA {z,y}CA
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com
— 1
Ea=1+ Z ] Z p(R1) ... p(Ry), (4.90)
n>1 Ry,....,R,CA
RiﬂRj:@, |R;|>2
onde Ry,... R, C A é uma colecao de subconjuntos de A com cardinalidade

maior que 1 e atividades associadas p(R) dadas por

o(R) =] / () Y T (S — 1), (4.91)

TER 9ge€GR {z,y}CA

onde ) ¢ a soma sobre todos os grafos conexos do conjunto R.
9€GRr

Pelo Lema 4.8, podemos expandir log =, como

_ 1
logZx = ) — > ¢"(Ri,.. Ra)p(Ra) ... p(Ry), (4.92)
n>1 - Ri,..RnCA
|R;|>2

com ¢! dado por (4.69).

A conexao entre a expansao em polimeros e a série perturbativa é
clara pelas expressoes (4.89), (4.90) e (4.92) acima. Para deixar explicito e
transparente, note que ao escrevermos G, como G, entdo p = O(f) (que
envolve exp[G,, — 1]), e a expansao em polimeros acima nos dé a série de

poténcias em [.

Com relagao a funcao de dois pontos (4.82), podemos reescrevé-la

como
0? ~
log = , 4.93
8@18042 o8 A(Oél,OZQ) a=0 ( )

52(551;5132) =

com

Ealay, ) = H /du(@bgg)eG”w”’%)(l + ozlwg(fl))(l + QQ@ZJ:(C‘;)), (4.94)
TEA

—_

onde 1\ = qz(z0) ou pz(wo). Perceba que Zp(a; = 0,00 = 0) = .
Novamente, expandimos EA(al, ag) em termos de polimeros. Para qualquer
R C A, denotamos I o subconjunto (possivelmente vazio) de {1,2} tal que
1 € Ir se e somente se x; € R, onde i = 1,2. Temos

- 1 . .

‘:A(abaQ) = 1+Zﬁ Z p(Rba)"‘p(Rnaa)? (495)

n>1 " Ry,.R,CA
RiﬂRj:Q) |R1|21
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onde
11 / dv(v,) [T+ i) x
et ZGIR , se|R|>2
3 IT e oy

p(R, o) = 9€GR {zy}eg (4.96)

11 / dv(ye) | [ e, se In # 0, |R| = 1,
z€R iclp
0, se Ip =0, |R| = L.

Se tomarmos o log de (4.95) e percebermos que apenas os termos
proporcionais a ajap contribuem para a funcao de dois pontos truncada,

obtemos

o(1; o) Z Z > ¢"(Ri, ... Ry)p(R1) ... p(Rn),

n>1 '11,12 1 R1,...RaCA, |Rj|>2
R, 571 R, D2

onde

=TT [ avten) [@9)" + 8] )™ + 521 x
. (4.98)

X Z H GZy Yo, Py) _ 1)7

9g€GR {z,y}€yg

ComﬁgZOSei%ij,ou1se¢:ijelk:fdy(w) 9(6‘]?

4.5 Convergeéncia da expansao em polimeros

Descreveremos em detalhe o caso em que a interacao entre sitios Jzy tem
um decaimento polinomial integravel (casos com decaimento exponencial ou
finito podem ser tratados de maneira similar, porém mais simples). Precisa-
mente, assumiremos que para T # i

J' J
— — —_— Jf,zj S — — b
|z — g |z — P

(4.99)
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onde J, J' sao constantes reais p > 1+ 9 com § > 0.

No que se segue, assumiremos regime de dissipagao alta, ou seja, ¢
grande (e portanto, a grande) e acoplamento harmoénico M grande. Além
disso e mais importante, assumiremos o regime de alta anarmonicidade, i.e.,
tomaremos A tao grande quanto necessario. Nossa estratégia é provar que
a condicao de Kotecky-Preiss do Teorema 4.12 é satisfeita para a nossa ex-
pansao em polimeros especifica. Para isso, encontraremos uma cota para o

fator

en(z,2) = Y |p(R)], (4.100)

RCA:|R|=n
z,2'€R

e mostrar que €,(z,2") < [f(J,A71,¢1)]", onde f(J,Ac;) — 0 quando A1, J,

cp — 0.

Notemos as seguintes desigualdades, para o, € R, x € A e a,b > 0:

2|l [9] < ©? +? (4.101)
ol []” < lep| ™" + [p[*+* (4.102)
> Sloo—yole0z7 < D Saoyole < 21 (4.103)
yeA YoEZ
Z Jf§6107y0 < SPPZ ‘J:E'y“‘ < Jum, (4.104)
yeA TEL geyg,
J J J20(1)
Jde. < S < (1 — g 4.105
2 iy S D S0 (1105)
keZ kezZ
k#Z,§ k#3,§

Usando a cota 7, ! <71 = (2¢Thuin) !, onde Ty = ming {7, }, obtemos

2 Gyl > 1ay)

{z,y}CR {z,y}CR
< D0 ARl " < D TAR Il T+ [y 1)
{zy}CR {z,y}CR
< (a0 [ ") > 14D,
TER yeER

(4.106)
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Portanto

> Gy

z,yEN

>

z,yEA

> G

z,yeN

> Gy

z,yEA

> o

z,yeA

> Gy

z,yeA

Entao,

2, .2
<Y ey taya Tl ;p’”,
TER

< Z eMy Ty A3,

z€ER

<D e M ATPO()e,

zER

<Y 2ey AT

TER

2
< ST eMy AR+ 401)%,

z€ER

< 20y Ceupl

TER

D Gay| <D Pgepa),

{zy}CR zeR

62

(4.107)

(4.108)

onde P(qz, p,) é um polinémio de grau 4 em ¢, e 2 em p, e limitando inferior-

mente. Portanto, existem constantes C, Cy e C'3 dependendo de €, A, J, M, 7,

tais que

Pges pe) < C1q + (Cy + 267, 'Cer)p? + Cs.

Usando o Lema 4.10, obtemos

ST € = <[ " > ] Gl

9€GRr {z,y}€g

TER T7€TR {z,y}eT

(4.109)

(4.110)



Capitulo 4. Discretizacao do tempo e expansao em polimeros 63

Consequentemente,
Do @)= > |p(R)|
RCA:|R|>2 n>2 RCA:|R\:n
z,2’€R z,2'€R
n>2 T1,...,nEA:

x1=2,22=2" 1, #x;

Tty L [Hwte)res

n>2 anA
z1=2,22=2" 2, #x;

x> I 1Gaul

7€, {i,j}eT

(4.111)

Lembremos agora que, para uma arvore de n vértices, |7| = n — 1. Portanto,

fixando 7 € T,,, temos

6 .
I 1Gonsl < TT 149 1as 115 112 1%
{i,j}ET {i,j}ET s=1
6 (4.112)
Z ZH|qwk‘nk(s)‘pxk|mk(s) H ]Agig]),
(ijyer siy=1 k=1 {i.gjyer

onde {s;;}{ij1e- ¢ uma sequéncia de possiveis escolhas de valores de s (de 1
a 6), para cada linha {i,j} € 7. Os expoentes ni(s) e my(s) dependem de
tal sequéncia e dependem também dos expoentes a; e by de ¢, € p,, em cada
G%). Em qualquer caso, temos as cotas 0 < ng(s) < dy - max{as} < 3dy e

0 < my(s) < dy - max{bs} < dy, onde {di}}_; sdo os nimeros de incidéncia
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Te€T,,coml<d,<n-—1e) ;_ d,=2n—2. Entao,

S (R ne_" 5 X / de P (@)

RCA:|R|>2 n>2 T,y T EA
z,2'€R z1=2,22=2",1;7%;
nk(s mp '5) 's’Lj
X |Q1‘k| |p | :lej
T€Tn {ijier sij=1 k=1 {Z J}GT
en
<D Z > Z 11
- (n—2)!
n>2 > 7 X1, anA: T€ET, {i,j}eT 8i;=1 k=1

1= zzg =2/ AT

(/du(ka)ep(q P )qu|nk(5)|pxk|mk(s)) H ]Agjggj)

{i,j}eT
(4.113)
Podemos enunciar agora o
Lema 4.13. Vo, >0, o, 8 € R, (] < —1 e Cy < &—, temos
Sk k(1 et (14a 1+ 2
a 7 €
PN S W
3K,° K,*
(4.114)
onde K, ..., K5, sao constantes tais que, Vq,p € R,
1 1
s | SN BMG Y < K8+ K 4.115
e
Ulg,p) — Plg,p) > Ksq® + Kup® + K. (4.116)
Demonstracao: Temos que
1
Ulg,p) =ev™ (5616 +@’p+ (M + 2Cer)p* + A‘l/3Mq4)
q’ ’
— eyt M +2 2,1
gy {{2(M+2C61)1/2+( +2Cc1) " p
6 (4.117)
q 1/3
—_ —1—)\ Mg
4(M—|—2CC1) }
q’ ’
<ey! M + 2¢ey)'? Ki¢® + K.
s ey |:2(M—|—2€61)1/2+( +2¢e1) 7 p| + Kiq” + Ko
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Também segue que
1
U(g,p) =ev! <§q6 +¢°p+ (M +2(cy)p* + Al/qu“)

1
> ey (—q6 +¢’p+ (1+ 2Ce)p” + )\1/3Mq4>
2 4.118
—= +\/—_p +—+2(clp ( !
\/_
p2

+ 2<Clp :| .

2
,lq_
6

q_ P
6 4
Portanto,

-1

5 gyl
U(g,p) — Plg,p) = < 76 _Cl> q6+€)\1/3Mq4+( 74 —C2> p® —Cs

> K3¢® + K'p* + K,

(4.119)
com K3, Ky > 0, ja que podemos tomar C; < “— e Cy < = — Da definicao
da ssd, noés temos

o 1 o _
/ dv(¥)|q|*|p|*eP @) = & / dip|q|®|p|PeP @) ~Ulap), (4.120)

E, portanto,

C]Z/ / e_U(q’p)dpdq

oo o0 3 )
—ey ! q 1/2 _
= /oo /oo P { = {Q(M 4 2C01)1/2 + (M + 2C01) p]

— K1q6 — KQ} dpdq
/ —K1q6—K2d
M + 2C01

oK e 1/6 7
(M+2§c1) K F(G)

’y —KQK—l/G
e(M + 2¢cy) Lo

(4.121)
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onde, Gamma(x) é a fungdo gamma de Euler a iltima desigualdade vem de
2y/nT (%) =~ 3.3 > 1. Ainda temos

/dw]q‘a’p‘ﬁep(q,p)U(q,p) S/ / 6K3q6+K4p2+K5dpdq
—o0 J—oc0
1 +

_ S E N a+1 6+1
=3¢ KK, ¢ K, r( 5 >F(T>

(4.122)

e o lema segue dessas duas cotas. O]

Usando o fato que para x,y grande, existe uma constate ¢, tal que
['(2)'(y) < cl'(x+y — 1), segue que

G A G R G s S

S Kﬁr(dk)v

para uma constante positiva Kg, escolhida de modo a lidar com os possiveis

valores pequenos de z,y em I'(x )F(y). SeJa K3 = min{l, K. /2} e Ky =
(k)

min{1, K,/ ’}. Entdo, K,° > K e K, xE > K&, Usando isso, junto com
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o lema, obtemos

SIIFIEES G SED D 9D SN ||

RCA:|R|>2 n>2 T1,...,kn EA: TE€T, {i,j}eT sij=1 k=1
z2,2'€R T1=z,00=2" ,x;#x;

1
[55v‘§eK5_K2K16(M+ 2e)’
11
3KJK}

< T 148

{i,j}er

f?gdkf%;dkf(ﬁr(dk)]

<

1 n
e e2y 2B K2 S (M + 2Cey )2 Kg
5 (n—2)! 3KSK;

6 n
% K§2n+2}'}'472n+2 Z Z Z Hr<dk)

T€Ty {i,j}eT si5=1 k=1

DS |

T1,...,EnEA: {i,j}er
z1=2z,x2=2"x;F#x;

)

(4.124)

onde usamos [[p_, ¢% = ghitdettdn = y2n=2

Notamos que para qualquer 7 € T}, h4 um tunico caminho 7 em
T que liga o vértice 1 ao vértice 2, ja que 7 é uma arvore e nao possui
ciclos. Fixando 7 € T, seja 7 = {{1,41}, {i1,92}, ..., {ik—1,x}, {7k, 2} } esse
caminho e I, = {1,4,19,...,1x,2} o subconjunto de I,, com os vértices de 7.

Temos |7|=n—1,|T|=k+1le|r\T|=n—k—2.

Pelas defini¢oes (4.88) de Aéi), com s = 1,...,6, segue que todos os
termos somem se |rg — yo| > €. Portanto, fixando 7 € T,,, se 3{i,j} € 7,
tal que |(x;)o — (z;)0] > €, temos que |A§f)x]| =0,Vs=1,...,6, e entdo a
arvore T nao constribui para a soma (4.124). Assim, dado |(z1)o — (22)ol,
como |T| = k+ 1, se |(z1)o — (x2)o] > (k + 1)e, entao 3{i,j} € 7, tal que
|(z:)o — ()0 > € e 7 nao contribui. Como 7 C 7, n —1 > k + 1. Portanto,
qualquer arvore 7 € T, tal que |(z1)o — (%2)o| > (n — 1)e > (k + 1) nao
contribui para (4.124), ou seja, p(R) se anula se |(z1)o — (2)o] > (|R| — 1)e,
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ie., se |R| < M + 1. Definindo N’ = max{@ + 1,2}, temos

Yo leR)e™ = " |p(R)le™. (4.125)

RCA:|R|>2 RCA:|R|>N'
2,2 €ER z,2’€R

Notando que

lzg—yol

0z 70lao—yole < Ozge = TV,

o, (4.126)
b

Ozo0 < €
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temos

|AS)] = ey (1 — Sag) A6 46

etz (1)

|7 = gl?

T — yp

|AD)| = ey (1 — 0zg) AP Mgy

< oo (1)

|7 —gl?

lzo—yol 1 — 0z
= Age” S (%) )

|7 — P
—1y-2/3
YA
D L
kAZ,J

~1y-2/3 - —
ey 1A ool gy (1= day
<L 2 JIyO()e ”
< 1 mO(1)e (|f_g|p

= A3€_|20;y0‘+1 < 1- 55#) )

7 — P
|AD] = ey (1 — Sag) A6 46
S 87_1JA_1/36_|20;L/0‘+1 ( 1 - 55;'")

17—yl
Age— o ( 1 — 0zy
= 4 € el I
|7 —ylP
|A§35y)| = 267_1)\_2/3M6527|610,y0 - ClA(Im y0)|

lz0—yol

<2y INTEBEM(1+3cy)e” = oy

_ lzo—wol

_ +1
= A5€ € 5335,

|AD)] = ey 116 109—yo 1037

lzo—vol
1, —lzo—vel iy
<ey Cae = oy

_ lzo—wol
= A66 € +1(5§g

69

(4.127)
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Portanto, para s =1,...,6,
AQ)] < Ao T L= Oay 5fg + 0y
Y |7 - ylp
< eKF sup Z ]A (4.128)
yEA
<eO(1)K

onde definimos K = max{A;, Ay, ... Ag} e para w > 0,
zo-vol [ (1 —0z4
wleozal [u + 557@7] . (4.129)

Fggw) =e —
Y |7 — gp

s“ —
TiTj
tigrer\t {i.j}er

Z H xzx]
T1,...,EnEA:

T1,Tn€Ar {ij}ET
z1=2,22=2" 0, #x;

!
r1=2,02=2",2; #T;

Entao, fixando 7 € T}, e a sequéncia {s;;}, temos
I A8 T 1aG2)

(511

[cO(1) K] 2 > [T 145
Tiyowi €A {i}er
xiﬁéxqur,qzl,...,k

IN

< [eO(1) K] =2 x
> eKF), eKFD, - eKF),
1102 3
af)il,...,l‘ikEA:
xiT;éxqur,q:l,...,k
(4.130)
A desigualdade
> FUWIEM) < O(1)FwY, (4.131)
z; €EA:
T FETY
para wy < wq segue de
1 1 O(1
> < 2 (4152)
ol ] L el ] L o]
xiGZ
e
lzg—20] o2 \zo;yo\ S O(l)e_wl \xogyo\ . (4133)

E et

20€R:20#T0,Y0



Capitulo 4. Discretizacao do tempo e expansao em polimeros 71

Tomando por exemplo w; = 2/3 e wy = 1, podemos aplicar iterativamente
(4.131) em (4.130), obtendo

3 [T 1452 < [eO(1) K]V FE. (4.134)

Tl p €A {i,j}er
z1=2,22=2"x; #x;

Notemos que podemos escrever

d 1= > Yoo (4.135)

T€TY di++d,=2n—2 TETY:
di>1 rR(dl,....dn)
onde a notagdo 7 & (di,...,d,) significa que a soma é realizada sobre as
arvores 7 € T, que tem numeros de incidéncia (dy,...,d,). Da férmula de

Cayley no Lema 4.6, temos

Y= % (4.136)

TET:
T(d1,...,dn)

e, fixando 7 € T,,,
6
YD) 1=6"" (4.137)
{i,j}er sij=1

Definindo

1 o1 1+K5— Ko % 1
c= 20 %€ K; (11‘4”@1)”{6 (4.138)
3KSK}
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e usando (4.124) e (4.125), temos

2 Ip(R)le

RCA:|R\>2 >N,
2,2/€R

2n+2K—2n+2

n

I I A Tk

TET, {i,j}eT sij=1 k=1

A n— 2/3) an—
< Z — ‘K32 T2 +2[€O(1)K]( 1)FZ(Z/ )gn—1
nle (n )

(n—2)!
< v Me-ngtg2y
1+-4dn=2n—2 k=1

di>

S Z CnK3—2n+2K4—2n+2[60(1) ](n 1)F(2/3)6n 14n

zz!
n>N'

(4.139)

onde usamos a desigualdade

2n —3
1= 1= < 23 oy 4.140
> > =) sroen am)
di+-+dn=2n—2 Y1+ +yn=n—2
di>1 yi>0
com y; = d; — 1. Portanto,

S @) < eFYP ST (k)"

RCA:|R|>2 n>N*

23/ €R (4.141)
= F(Q/3 Z e(K
n=0

onde N* =N'"—1e

Be! /2y 12 I KO (M 26e1)' K O(1)

e(K) = T 1. -
K{ K} KK}

K (4.142)

Em resumo, provamos o seguinte resultado.

Lema 4.14. Se K = max{A;, Ay, ..., Ag} € suficientemente pequeno, entio
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e(K) acima definido € uma fungao positiva e Vz,z' € A, com z # 2/

[EN) |
R)|e!® < c[e(K N*F(z/g):ch max{ = }F(Q/d)
p A ZZ
RCA:|R|>2
z,2'€R
(4.143)

Esse lema permite obter como coroléario a condicao de Kotecky- Preiss
(4.74)

Corolario 4.15. Se ¢(K) ¢ pequeno o suficiente tal que cO(1)e(K) < 1,

entao

sup Z Ip(R)|e!fl < 1. (4.144)

©€2% pocR

Demonstragao: Com efeito, como p(R) = 0 se |R| = 1, temos

sup > |p(R)|e™ = sup Y |p(R)[e™

T€Z? pocR ©€Z? pocR
|R|>2

< sup Z Z |R‘

= Gt (1.145

Ssup D cle(Rp I 2
z€Z? 2€72:2#x

< cO(1)e(K)

ja que, para w > 0,

R R AT

—Zp
2€72%:24x |£L’ Z‘
portanto,

> FE <o), (4.147)
2€72%:2%#x

e o resultado segue. O

Os resultados acima estabelecem a convergéncia da expansao em po-
limeros para £(K) pequeno o suficiente, i.e., para (, M e, principalmente, A

grandes.
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4.6 Decaimento da funcao de dois pontos

A convergéncia da expansao em polimeros garante o decaimento das funcoes
de correlacao e permite estimativas diretas. Apresentaremos nessa secao os
detalhes técnicos relacionados ao comportamento da funcao de dois pontos

truncada.

Estaremos interessados principalmente em funcoes de dois pontos do
tipo (g;pi), j& que elas estao relacionadas com o fluxo de calor no estado

estaciondrio. Para isso, consideraremos esse caso em (4.98):

) =11 / dv(6:)(d + Bl W5 +82,) 3 T (eCoreen) — 1),

z€ER; 9€GR {z,y}€g

(4.148)
que define p(R;), com Bf =0sei #ij,oulsei=i;,l, = [qdv(y)
e l, = [pdv(¢). Percebemos que o indice ¢ do termo 55 ¢ o mesmo do
polimero R;, entao i € {1,2,3,...,n}, enquanto j € {1,2}. Considerando
a expressao (4.97) para Sy(x1;x2) e lembrando que 41,4y € {1,2,3,...,n},
temos dois casos distintos: i; = is ou iy # is. Se iy = iy, entdao {x1, 12} C Ry,
{1, 22} N R =0, Vi # iy e B =B =52 =07 =1. Se iy # iy, entdo
T € Ri17 T ¢ Ri2> Ta € R’iga T2 ¢ Ri17 {x17$2} mR’L = ®7 Vi ¢ {7;172.2}7

1 _ Q2 __ 2 _ 0l __
i1 iz_le i1 iz_o‘

Assim, como 1 = (1 —6;, 4,) + i, .4, podemos reescrever

SQ(:,Ul; x2> = Dl(lll,ﬂfg) + Dz(l’l,ﬂfg), (4149)
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onde

mlaxQ E E - 21,12

n>1 ' 11,02=1

>, "(Bu R A(R)

R17"'7RTLCA7 ‘R,7|Z2

Ril Sxq RiQ dxo
n>2

> " (Ry, ..., R)p(Ry) ... p(Ry),

Rl, LRnCA, |R;|>2

Ri13x1Ro>x2
1
T ~ ~
o(11,72) = ) o 5 Oir i > ¢ (Ry,..., Ry)p(Ry) ... p(Ry)
n>1 11,12=1 Ri,...,RnCA, |Rj|22
R»;lelRiQBmQ

> " (Ry,. .., R)p(Ry) ... p(Ry),

Ri,...RnCA, |R;|>2
RiD{x1,z2}

>

(4.150)

1
ja que, em D;(xy,22) quando n =1 temos >, (1 —d;,4,) =0 ¢ paran > 2

i1,i2=1

n
asoma », (1—20;.,4,) leva a n(n — 1) termos iguais. E, em Dy(z1,22) a
i15iz=1

soma Y. 04, nos dd n termos iguais. Temos ainda,

11,52=1

|SQ(.’L'1;ZEQ)’ < |D1(;1:1,:1:2)] + ’D2($1,$2)‘. (4151)

Comparando (4.148) com (4.91), notamos que se R; N {1, 22} = 0,
entdao p(R;) = p(R;). Se R; N {x1,x9} # 0, podemos obter o resultado
(4.143) do Lema 4.14 para p(R;) trocando ng(s) e my(s) por ng(s) + 1 e
my(s) + 1. Com esse resultado, trocamos I'(dy) por T'(dy + 1) em (4.124)e

2(n—1)

obtemos um [] dj extra, que é cotado por e . Podemos usar o Lema 4.13

k=1
com a = § = 1 para cotar os termos [, e [, em (4.98). Assim, podemos aplicar

o Lema 4.14 e o Coroldrio 4.15 para estimar p(R;) (alterando apenas algumas

constantes multiplicativas).

Agora, vamos encontrar uma cota superior para o termo |D;(z1, z3)|.
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Temos .
| Dy (21, 22)| < ; mBn(xl,xg), (4.152)
onde
B, (x1,23) = > 0" (Ry,...,Ry)|p(Ry) -+ p(Ry)| . (4.153)

Ri,...,RnCA
|R;|>2, z1 €Ry,z2€ Ry

Note que em (4.68), paran > 2, ¢*(Ry,..., R,) > 0 apenas se g(Ry, ..., R,)
€ G,,. Assim,

Rq,..., RnCA
[R;|>2, 1 €Ry,w2€ R

2

geGn

> (—1)f" > []. (4.154)

fEGH:fCyg Ry,..., RnCA: |R;[>2
9(Ry,....,Rn)=g, 21 ER1,22E€ERY

Observamos ainda que
1
§ .:E E —1, 4.155
gEGn[ ] T7€T, g: TCg N(g) [ ] ( )

j& que na soma dupla > > cada g sera repetido exatamente N(g) vezes.
T gOT

Aplicando a férmula de Rota (4.73) nas relagoes acima, obtemos

B(x1,29) < Z Wy (T, 21, T3), (4.156)
T€T,
onde

wn (7, 1, 22) = > p(Ry) -~ p(Bn)|. (4.157)

Ry,...,RnCA: |R;|>2
g(R1,Ro,..., Rn)DT,z1€R,29€Ry

Usando agora a relacao direta

>l IR sup Y|, (4.158)

!
R: RNR'£0 €l p oeR
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e chamando novamente 7 o caminho em 7 que ¢é o Unico que liga o vértice 1

ao 2 e denotando como I, = {1,141, .., 1,2} o conjunto ordenado de vértices
de 7T, é possivel verificar que

Wy (T, 1, T9) <H[sup Z |R

p(R;)|
¢1, ™% R zer;

2 11

Ry, Rll ,,,,, Rik,RQ:mleRl,xQERg i€l
er‘lRil#@,...R NRo#0

X

o(R;)|
ik

< f[ lsup > (di = 1)p( -)\elRﬂ] (dy — 1)!(dy — 1)Ix

i¢l, L") Ry zeRr;

Z |5(R) ™| 5(Ry) el x

Ry,Ryy Ry Ro: a:leRl x9€Ry

leR'Ll #0,.. ﬁR2#@

1T (@ —2)Na(R:)|e™,

icly
i#1,2

(4.159)

j4 que |R|™ < nlel®l. Além disso,

> s

Ry, Ry - Ry Ro: zleRl z9€Ry

leR“#(Z) mRZ;HZJ

S SESD DD SIED DENTID SIS DERARCE

Ty €A zi; EA Ty (SN Ry

T2 R oy TlleR xlkeR Ty w2€R2

Fig_1
Portanto, retomando (4.143) e aplicando iterativamente a desigual-

dade (4.131)) com wy = 1/2 e wy = 2/3,
2 (R ™o)™ T 7Rl

Ry,R;...Riy \Ro:w1 €Ry,22€Ry icl,

RiNRy, #0,.. RZk NRo#D

max{ I(z1)0—(=ig)ol 1}
E E § < ’ (2/3)
< e C[E(K)] lexio A
Z‘iOEA Cl,’iléA Ty, eA
I(z4, Jo—(=2)ol

U e

Ti), T2

< [O(l)]k+lck+2[6<K)]max{7l(”)0 2ol 12} 1(1/2) (4.161)

r1ax ?
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jdque e(K) < 1e|(z1)o— (22)o] < [(w1)o — (Tig)o| + [(ig)o — (w4, )o| + -+ +
|($z‘k)0 — (22)o]-
Assim, usando o Corolario 4.15 e notando que [{1,...,n}\I;| = n —

k — 2, temos

Wy (7,21, 22) < (dy — 1)!(dy — 1)! H sup Z x(d; — ) p(R;)|e!!

i¢I, “ R, zeR;
[T (@ — 2| (== 2oy g2
i€l
i#1,2
max [(z1)o—(z2)0 n
< (O e(r) e g TT (4, - 1),
=1

(4.162)

Finalmente, fazendo a soma sobre 7 (e usando mais uma vez a férmula de

Cayley do Lema 4.6), obtemos

{leo—tezlol | F1/2) (4.163)

T1T2

Bp(x1,25) < (n — 2)![40(1)]"[e(K)]™™

Tomando K pequeno o suficiente para que 40(1)e(K) < 1, para a

contribuicao de D, para as correlacoes, obtemos a cota

1Dy, 2)] < S MO (iU ) g )

r1T2

n>2 (4.164)
S O(l)[g(K)] \(11)0;(12)0| F(1/2)

122

De uma maneira similar e bem mais facil, podemos provar também

uma cota completamente andloga para |Dsy(x1, z3)|

Dy, 2)| < O()[(K)] 5 2. (4.165)
Assim,
[Sa(a;y)| < OQ)[e(K)] = Y2

< 0(1)[5(K)]‘10%0‘6_% <|1£.__5;|Z + 55,;7) (4.166)

< O(1)emm (Fimmw (—15 % 6) ,

17— ylP
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onde, como ¢(K) < 1, reescrevemos

—logle(K)] +1/2 -

m'(K) = 0. (4.167)

E importante ressaltar que a existéncia de uma expansao em polimeros
convergente como a apresentada acima, nos permite obter também uma cota
inferior para as correlagoes. Grosso modo, se escrever a série em polimeros
como um termo principal mais corregoes, obtemos uma cota superior e a cota

inferior é dada pelo termo principal menos corregoes. Ver [38].

Em resumo, demonstramos o seguinte teorema

Teorema 4.16. A funcdio de dois pontos Sa(x;y) (4.43) da cadeia de os-
ciladores anarmonicos com tempo discreto, escrita como uma erpansao em
polimeros dada por (4.97), converge absolutamente e uniformemente no vo-
lume |A| (nimero de sitios N e tempo T ), para ¢, M, \ grandes o suficiente.
Além disso, So(x;y) tem como cota superior

‘32(337 y), < Clefm/\xO*yM (1_—55’?; + 0z ﬂ) . (4168)

- [Z—gl

Uma cota inferior similar seque, com outros parametros C" e m” devidamente

escolhidos.

Ressaltamos entao, que o resultado acima justifica os calculos pertur-
bativos para o caso anarmonico com tempo discreto como feito em [35], o
que é de grande importancia, dada a extrema dificuldade de se obter resulta-
dos analiticos e rigorosos acerca do fluxo de calor em cadeias de osciladores

anarmonicos.



Capitulo 5

NDTR

Abordaremos neste capitulo os resultados obtidos com relacao a derivacao
analitica do fenomeno de NDTR (negative differential thermal resistence) em

cadeias de osciladores anarmonicos com reservatorios em todos os sitios.

Como apresentado na introducgao, a presenca de NDTR em um sis-
tema ¢é a existéncia do fenomeno contra-intuitivo da diminuicao do fluxo de
calor ao longo de um material, ao aumentarmos a diferenca de temperatura
entre as extremidades. A NDTR é de grande importancia e interesse para
o desenvolvimento de dispostivos térmicos usados no controle e manipulacao
do fluxo de calor, justificando os varios trabalhos realizados sobre o estudo
de tal fenomeno. Entretanto, a maior parte desses trabalhos é obtida a partir
de simulagoes numéricas e sao encontrados resultados conflitantes ou incon-

clusivos em muitos casos.

Em particular, ¢ comum encontrar condi¢oes necessérias exageradas
ou condigoes suficientes inadequadas para a existéncia de NDTR. Por exem-
plo, a existéncia de transporte balistico como suficiente para a ocorréncia
do fendmeno é sugerida em [50], mas foi mostrada como insuficiente em [43],
onde os autores apresentaram algumas condigoes partindo de expressoes efeti-
vas para o fluxo de calor. Em [19], os autores afirmam que a NDTR nao pode

ocorrer em sistemas unidimensionais obedecendo a lei de Fourier quando a

80
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temperatura de uma extremidade esta fixada, o que é negado por outros au-
tores (ver e.g., [11]). Em [17], é sugerido que a existéncia de NDTR em uma
cadeia esta condicionada a restricao de pequenos tamanhos, devido efeitos de
fronteira, mas os mesmos autores afirmam que tal restricao nao é necessaria
no trabalho posterior [11]. Em resumo, resultados analiticos descrevendo o
fenomeno em modelos concretos sao de grande importancia e relevancia para

elucidacao de incertezas como as descritas acima.

Aqui é proposta uma abordagem efetiva que permite o estudo anali-
tico do fluxo de calor em uma cadeia onde é observado NDTR. Partimos de
uma cadeia de osciladores anarmonicos, com reservatorios térmicos internos
e nas extremidades, aproximamos a evolucao temporal por uma taxa média
e obtemos entao uma representacao integral para o fluxo de calor que ¢ ana-
liticamente tratavel e estd além da aproximacao linear usual, i.e., além da
cadeia de osciladores harmonicos com reservatérios internos, pois a condu-
tividade térmica obtida depende da temperatura, o que nao ocorre no caso
harmonico. Em outras palavras, o formalismo utilizado vai além do proposto
inicialmente por Borterli et al. em [6]. Com essa representagao, é calculado
em detalhe o fluxo de calor para uma cadeia com potenciais on-site quarticos
e é estabelecido um regime para o qual ha NDTR. O resultado foi publicado
em [26].

5.1 Descricao do modelo e o fluxo de calor

O modelo proposto segue o introduzido no Capitulo 2. Partimos do Hamilto-
niano dado por (2.1), que leva a dinamica descrita por (2.13). O fluxo de calor
é calculado através de fungoes de dois pontos pelas equagoes (2.10) e (2.11).
Alguns formalismos similares ja foram usados pelo grupo em trabalhos anteri-
ores com diferentes abordagens ou aproximagoes [14, 29, 30, 33, 34, 35]. Todas
essas abordagens, compartilham um mesmo procedimento comum: partem

de um sistema mais simples e chegam ao sistema completo com a adicao das
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interagoes anteriormente desconsideradas por meio do teorema de Girsanov.
Entretanto, como dito anteriormente e pode ser visto pelas equagoes (2.48) e
(2.49), a representagao integral do sistema anarmoénico é complicada e dificil
de ser explorada para obter resultados concretos. Consideramos entao nesse

caso aproximagoes que permitem a analise como descrito a seguir.

Como primeiro passo, consideramos as equagoes da dinamica (2.13)
e desligamos a interacao entre particulas J, i.e., analisamos o sistema dado
por N osciladores anarmonicos sem interagao, diferentemente do que foi feito
anteriormente, pois a anarmonicidade é mantida. Uma solucao explicita para
essas equacoes diferenciais estocasticas nao é conhecida, mas é possivel obter
a distribuigdo estaciondria usando a equagao de Fokker-Planck. (Ou intuiti-
vamente, como temos osciladores nao interagentes, cada um conectado a um
resertvatorio térmico, podemos seguir Boltzman para obter a distribuicao

estaciondria.) Temos

N
dp(q,p) —exp{ Z (J= 0)/T}qujdp]/n0rm

j (5.1)

De modo a obter conhecimento da evolugao temporal estocastica de
um unico oscilador anarmoénico, relembramos alguns resultados basicos de
calculo estocéstico. A partir da férmula de It6, podemos obter uma expressao

para a média de fungoes de ¢: (f(¢)). Com efeito, temos para f(t, ®)

% s o f
900 %t 390,00

Onde ¢ é um processo de Ito, i.e., evolui de acordo com (2.13) com J = 0.

df = Spdt + = qg,.de, (5.2)

Portanto,

o) = o) + [ a4

# [T - oo s s 653
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Finalmente, considerando uma média sobre a distribui¢ao do ruido

t
0

Quf) = (F(6(1)) = F(6(0)) — / (QuHF) (&(s))ds,
M= 3V 4 [+ AP(9)] -,

onde V denota deriva¢do com respeito a ¢ (lembrando que o indice ¢ assume

valores em {N +1,...,2N}). Portanto.
(f(@(1)) = e f(6(0)). (5.4)

Em comparagao com a dinamica linear (A = 0), percebemos que o
gerador da evolucao temporal H para o caso nao linear envolve um termo
extra multiplicando o operador gradiente: precisamente, em vez de A% que

segue para a dinamica linear, temos (A%p + AP'(¢)), i.e.,

M T ¢ é substituido por M0+>\7’;(¢) r 03 (5.5)

onde A\P'(¢)/¢ é a matriz diagonal N x N com elementos AP'(¢;)/¢; e ¢

multiplicando as matrizes acima é um vetor com 2N entradas.

Para proceder, baseado em formulas anteriores, propomos um tipo
de aproximacao linear para o problema com osciladores anarmonicos, ten-
tando manter algumas caracteristicas da evolucao nao-linear. Precisamente,
consideramos as equacoes lineares, mas substituimos A° por A, dado por A°
com M substituido por M = M° + X (P'(¢)/¢),, onde (-), é a média com
respeito a distribui¢ao estaciondria (5.1). Portanto, mudamos a dinamica de
modo a manter a evolucao exponencial, mas mudamos a sua taxa por um
valor médio. E importante ressaltar que a convergéncia exponencial para o

estado estaciondrio para esses modelos ¢ um resultado rigoroso [40].

Determinaremos agora (P(¢)/¢),. Como dito, a média é tomada com

respeito a medida (para um unico sitio)

1 /1 2
dp = exp [_T (éMQQ + A\P(q) + g—m)} dqdp/N, (5.6)



Capitulo 5. NDTR 84

onde
N=| L (L oapig) + 22 )] dga (5.7)
= . CXp 7\ 9 q q om qap. .
Para um potencial polinomial P(q) = ¢*", n € N, com a substitui¢io

u = \/;q” e mantendo apenas termos de ordem mais baixa em A\7! (i.e.,

assumindo \ grande), nés temos

o0 1
/ ¢’ exp [——( M¢? +Aq2")1dq
_Jo T
_/Ooe 1! M + )\2" d
e | q q

(P(9)/9).

<1 [T\ M (T ]
L) (0]
RN e M (T :
(L (1-n)/n ML 2
/0 n(A) U exp T()\) —u”| du
T 1/n
:(X> co+ OA").
(5.8)

A partir dessa aproximagao, o problema passa a ser de uma cadeia
harmonica, porém com constante de acoplamento on-site M dependendo de
parametros anarmonicos e da temperatura. Podemos entao proceder como
descrito na Secao 3.1 de modo a obter as funcoes de dois pontos que darao a

descrigao do calor.

Considerando inicialmente o sistema homogéneo, i.e. m; =m, M; =
M, ¢; = (, etc., apos célculos mantendo termos O(.J), obtemos para a funcao

de dois pontos estaciondria de acordo com (3.32)

2J¢(T, — T,)
m=t (M, — M,)? +2¢2 (M, + M,)
2J¢m(T, — Ty,)
(cT — ¢, T + 2¢2m (2M + ¢, T 4 ¢,T%)’

(Pudy) =
(5.9)

onde M; = M + ¢;T5*, com a = 1/n de acordo com (5.8) para potenciais

polinomiais da forma P(q) = ¢*").
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A partir da expressao acima, considerando apenas interacoes entre

primeiros vizinhos, obtemos para o fluxo de calor entre os sitios j e 7 + 1

J

~—{(vj — @jt1) (PjrN + Qjr14n)) - (5.10)

]:j,j+1 - <]:J—>> = om

Um comentario importante deve ser feito sobre essa equagao. Para o
caso de sistemas nao homogéneos e assimétricos, e.g., uma cadeia com com
massas de particulas distribuidas de maneira crescente (graded), a expressao
para o fluxo de calor é similar, mas com parametros diferentes multiplicando
as temperaturas Tj e T}y dos sitios. Como discutido em trabalhos anteriores
[2, 31, 47], isso é suficiente para garantir a existéncia de retificacao térmica
nessas cadeias assimétricas. Em outras palavras, comparando com o modelo
mais simples de osciladores harmonicos auto-consistentes, as caracteristicas

do nosso formalismo atual estdo mais préximas da cadeia anarmonica real.

Para o regime de pequenas diferengas de temperatura entre primeiros
vizinhos muito pequenas, i.e., para T; = T + aje com € pequeno, temos

Ty =T+ aa;T* e e, para o fluxo de calor,

2J2¢
C2

2C*m

c2

Fiit1 = { QT Ve (a) — aji )+

—1
[2M + 2¢T* + caT*(a; + ajs1)e ]} (a; —aj41)e. (5.11)

Se mantivermos a parte dominante O(¢), vemos que ao aumentar a dife-
rencga de temperatura (a; —a;41)e, o fluxo de calor aumenta e, portanto, nao
ha NDTR. Para observar entao esse fenomeno, devemos ter gradientes de

temperatura nao tao pequenos. De fato, para

) 2

(Te — 1%

At (Te +T2) (5.12)

e ainda ¢ grande (c esta diretamente relacionado a anarmonicidade),

4MmC2

(T5 = T2,)" > —5— (5.13)

c
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temos
27%C [ e e 2, AMMC  2Cm o]
Fign == (= T) + —5—+=— (' + T}4) | (15— Tin)
2J%C T: —T;
_ 2C 0]( ]a-i-l 5 +O(C_3)'
¢ (TJ _Tj+1>

(5.14)

Para o caso especifico do potencial anarmonico P(q) = ¢*/4, por (5.8), temos
para anarmonicidade alta (A > M) a = 1/2 e ¢ ~ A\/2¢cy, onde ¢y é uma

constante. Portanto, para tal caso,
2% Ty~ Ty
/ 27
Ac <T-1/2 B T;/Q)

Fijt1 = (5.15)

J Jj+1
onde ¢ = ¢2. Da expressiao acima, considerando apenas o fluxo entre primei-
ros vizinhos, a existéncia de uma NDTR local é clara. Estendemos os calculos
para descrever o fluxo de calor na cadeia em termos das temperaturas das

extremidades T} e Ty, de modo a deixar mais transparente a existéncia de
NDTR global.

Para descrever a expressao final do fluxo de calor, determinaremos
o perfil de temperatura na cadeia. Como um primeiro passo, tomaremos o
caso mais simples possivel: uma cadeia com N = 3. A condicao de auto-

consisténcia no estado estacionario nos da
FLQ = fz,g (516)

e portanto,
T — Ty B Ty — Ty
T —2T*T)? + Ty Ty — 20T + Ty

Resolvendo a equagao acima para T, resulta em Ty = /1173, i.e. a tempe-

(5.17)

ratura do sitio intermediario é a média geométrica dos seus vizinhos. Para
estender o resultado para o caso geral de N sitios, usamos (mais uma vez,

devido & condigao de auto-consisténcia)

f-jfl,j — ./T"j"]qu. (518)
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Como a equacao é exatamente a mesma do caso anterior para j = 1, temos
que,

Ty = VTja T, (5.19)
para j = 2,3,...,N — 1. A partir dessas equagoes, podemos encontrar o

perfil geométrico de temperatura
i1

Ty \ N-1
T, =T | — 5.20
(7)) (5.20)
e o fluxo de calor
2J%C T — Ty
F=Fa= bV, 1/21/2
1 1

5.21
- 272 T12(N—1) n T]\z,(N_l) ( )

- ! 1 1 :

T12(N—1) B TJ\Z{(N—I)
Portanto, a presenca de NDTR ¢é clara para o regime considerado.

E importante também ressaltar que a presenga de inomogeneidade
pode contribuir para o efeito de NDTR. Percebemos através de (5.9) que
o termo responsavel pela presenca do fenomeno ¢é a diferenca ¢, 7> — ¢, T
Como ¢; ~ 1/ /\]1./ 2 depende do acoplamento do potencial anarmonico on-site
A; de acordo com (5.8), ao considerarmos uma cadeia com \; variando (uma
espécie de graded), podemos obter uma intensificacdo do comportamento

desejado.

A validade dos resultados encontrados é esperada para outros po-
tenciais on-site anarmonicos. E como foram assumidos modelos bésicos e
recorrentemente usados para o estudo de solidos, esperamos que os resulta-
dos levem, pelo menos qualitativamente, a informacoes validas para mate-
riais reais. E importante ressaltar que a existéncia de NDTR para cadeias
de osciladores com potenciais quarticos nao é uma surpresa, pois ja foram
encontrados resultados numéricos a respeito [18, 49]. Porém, para o pro-
blema de NDTR, o principal interesse do nosso resultado é a informagao a
cerca de ingredientes que sejam necessarios ou suficientes para a existéncia

do fenémeno, como discutido anteriormente.
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Apresentamos nessa tese um formalismo que permite investigar detalhada-
mente o fluxo de calor em uma cadeia de osciladores anarmonicos e que pode
ser usado para o calculo de uma expressao para a condutividade térmica nesse
sistema. Consideramos um sistema com osciladores acoplados a potenciais
anarmonicos on-site e em banhos térmicos em cada sitio com a condicao de
auto-consisténcia. Para o cédlculo do fluxo de calor no regime estacionario é
necessaria a determinacgao das fungoes de dois pontos dos campos envolvidos.
Através do Teorema de Girsanov foi construida uma representacao integral
a la Feynman-Kac para essas correlagoes, a partir da solugao da dinamica

linear sem anarmonicidade e interacao.

No Capitulo 3 foi feito o estudo do formalismo integral do caso de um
cristal harmonico com interagoes fracas. A andlise através de uma série per-
turbativa, que foi rigorosamente justificada, permite a comparacao dos resul-
tados aproximados com resultados exatos presentes na literatura [3]. Devido
a concordancia dos resultados dentro do regime considerado, ha uma mo-
tivagao clara para a tentativa da extensao da analise para o caso anarmonico,
que, entretanto, nao encontra solucoes exatas da dinamica e do fluxo de calor

presentes na literatura.

No Capitulo 4, com o objetivo de abordar diretamente sistemas anar-
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monicos, foi introduzida a aproximacao de tempo discreto, que é recorrente-
mente utilizada em Teoria de Campos e é uma ferramenta muito frequente
em simulagoes numéricas. A partir dessa discretizacao analisamos novamente
0 caso harmonico e encontramos resultados que condizem com o que foi de-
senvolvido no tempo continuo. Novamente, essa validacao é uma motivacao
para crer que a aproximacao de tempo continuo também nao altera drasti-
camente o comportamento do sistema para o caso anarmonico. Dado isso,
com uma escolha especifica de uma single spin distribution nao trivial, uma
analise perturbativa para interacoes fracas para o potencial quartico A\¢* per-
mite o calculo do fluxo de calor e a lei de Fourier é verificada, além de ser
também determinada a sua dependéncia da temperatura: especificamente,
k~1/ T%/3. Tal resultado se aproxima de outro obtido através de simulacoes
numéricas em [1] que obteve k ~ 1/T3% o que é mais um indicio de que a

aproximacao usada permite obter resultados relevantes.

O principal trabalho da tese é exposto no restante do capitulo com a
demonstracao da convergéncia uniforme de uma expansao em polimeros para
o modelo. Apds uma apresentacao breve da teoria de polimeros, fazemos sua
aplicagao no modelo e através do uso de resultados da teoria de contagem
de grafos arvore como a férmula de Cayley, desigualdade de Battle-Brydges-
Fedderbush e desigualdade de Rota, pudemos mostrar que a expansao em
polimeros especifica para a funcao particao e a funcao de dois pontos no nosso
modelo satisfaz a condicao de Kotecky-Preiss e portanto tem convergéncia
assegurada. E importante frisar a relevancia desse resultado técnico: além
de justificar rigorosamente a andlise perturbativa do calculo da condutivi-
dade térmica anterior, como a expansao foi demonstrada para interagoes de
longo alcance com decaimentos polinomiais integraveis, ela também justifica
trabalhos do grupo [32] que indicam que tais interagoes tem contribuigao
expressiva para o aumento do fator de retificacao térmica em cadeias gra-
ded e também podem evitar a diminuicao da retificacao com o aumento do
sistema. Esses efeitos tem nao sé uma motivacao tedérica, mas até aplicada,

pois permitem compreender qualitativamente caracteristicas necessarias para
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a construcao de diodos térmicos. Efeitos de interagoes de longo alcance au-
mentando a retificacao também foram encontrados em simulagoes no caso de

cristais anarmonicos, mesmo sem banhos térmicos internos [12].

Introduzimos outra abordagem efetiva no Capitulo 5. Considera-
mos uma linearizacao da dinamica através de uma certa “aproximacao de
campo médio”. Com essa aproximagao, a dinamica, apesar de linear, se di-
fere do caso harmonico anteriormente estudado, visto que a condutividade
passa a depender também da temperatura. Tal dependéncia nao trivial per-
mite encontrarmos analiticamente regimes no qual é verificada a presenca
do fenomeno de NDTR. Nosso resultado mostra que a existéncia de NDTR
em uma cadeia de potencial anarmonico on-site quartico é possivel dentro de
regimes no qual a temperatura entre sitios vizinhos nao ¢é tao pequena se com-
parada a outros parametros do sistema. Novamente ressaltamos a relevancia
do resultado: apesar de ser recorrentemente estudada devido a possibilidade
de uso em dispositivos térmicos como o transistor térmico, condicoes ne-
cessarias e suficientes para a existéncia do fenomeno ainda nao sao claras,
principalmente devido a auséncia de resultados analiticos e a existéncia de

contradicoes em simulacoes.
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