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Resumo

O estudo das redes formadas por interacdes entre componentes de um sistema
tem despertado bastante interesse nas ciéncias naturais, particularmente no estudo de
sistemas bioldgicos, incluindo o cérebro. Sistemas nervosos reais sdo altamente néo
homogéneos. A estrutura modular hierarquica do cérebro pode afetar a organizacao da
dindmica neuronal, provendo uma faixa finita do parametro de controle para o
comportamento critico via mistura regional de comportamentos sub e sobrecriticos, um
fendmeno conhecido como fases de Griffiths, nas quais a dindmica critica de leis de
poténcia aparece em uma regido estendida ao redor do ponto critico. Neste trabalho, é
feita uma revisdo de conceitos em neurociéncia, fendmenos criticos e redes complexas;
simulamos o processo de contato na rede quadrada; e por fim, € feito um estudo do
comportamento critico de um modelo de rede cerebral com estrutura modular
hierarquica através de simulacdes computacionais. Calculamos alguns dos expoentes
criticos do modelo por meio da teoria de escala de tamanho finito, bem como

verificamos evidéncias de uma fase de Griffiths.



Abstract

The study of networks formed by interaction between components of a system
has aroused great interest in natural science, particularly in the study of biological
systems, including the brain. Real nervous systems are highly inhomogeneous. The
hierarchical modular structure of the brain can affect the organization of the neural
dynamics, providing an extended parameter range for power-law behavior via a regional
mix of sub and supercritical behavior, a phenomenon known as Griffiths phases, in
which the critical dynamics of power laws appear on a extended region around the
critical point. In this work, we review concepts in neuroscience, critical phenomena and
complex networks; we simulate the contact process on a square lattice; and finally, we
perform a study of the critical behavior of a brain network with hierarchical modular
structure by computer simulations. We calculate some critical exponents of the model

by means of finite size scaling theory; we verify evidences of a Griffiths phase.
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Capitulo 1
Introducao

Geralmente, o interesse por sistemas com muitos componentes interagentes, tais
como, redes complexas, fragmentacdo de sélidos, polimeros, epidemias,
comportamentos sociais, trénsito e redes de neurdnios, estd no comportamento do
sistema como um todo, isto é, nas suas propriedades globais [1, 2, 3]. Os muitos
componentes desses sistemas ndo interagem diretamente todos com todos. Ao contrario,
cada um interage apenas com seus Vvizinhos mais proximos. No entanto, uma mudanca
no estado atual de um componente pode modificar o de seu vizinho, que por sua vez
modifica o de seu proprio vizinho, e assim por diante. Dois componentes mesmo
distantes entre si, sem interacdo direta, poderdo estar correlacionados dessa maneira, de

forma que mudancas no estado de um deles afetam o estado do outro.

O estudo das redes formadas por interacdes entre componentes de um sistema
tem despertado bastante interesse nas ciéncias naturais, particularmente no estudo de
sistemas bioldgicos, incluindo o cérebro [4, 5]. Acredita-se que as redes do cortex
cerebral sdo organizadas hierarquicamente em redes modulares em vérias escalas,
comecando dos circuitos celulares em colunas corticais e progredindo em complexidade
até unidades em larga escala, tais como, o sistema visual inteiro ou o cArtex sensorio
motor. Entender a organizacdo em larga escala da estrutura e dindmica no cérebro pelo

ponto de vista das redes complexas se tornou um novo ramo da neurociéncia [6].

Ha varios modelos para descrever a atividade neuronal. Talvez 0 mais famoso
entre estes seja 0 sistema baseado em conduténcia de equacg6es diferenciais ordinarias
acopladas formulado por Hodgkin e Huxley [7]. O modelo de Hodgkin-Huxley
descreve a geracdo de potenciais de ativacdo como funcdo de corrente fluindo por

canais idnicos de sddio, potassio e cloro. Por ser muito custoso computacionalmente,
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para sistemas com muitos neur6nios opta-se por simplificagbes do modelo, como por
exemplo, o modelo de Fitzhugh-Nagumo [8, 9] ou modelos estocéasticos baseados em
um limiar de ativagéo [10, 11].

Em neurociéncia, a hipotese da criticalidade [12] afirma que o cérebro estd num
estado critico, na fronteira entre atividade sustentada e um regime inativo e as
propriedades de invariancia de escala em sistemas neurais surgem do comportamento de
auto-organizacdo critica. Pontos criticos sdo relacionados com alta adaptabilidade,
porque pequenas mudangas num parametro externo de controle podem disparar grandes
rearranjos no estado interno do sistema. Leis de poténcia tém sido observadas
experimentalmente na atividade neural [13,14], e entdo tem sido proposto que a
criticalidade auto-organizada subjaz a organizacdo do cérebro. No entanto, um estudo
realizado por Moretti e Mufioz [15], que relaciona a topologia modular hierarquica
assumida das redes neurais com a criticalidade da dindmica de redes, sugere que a
estrutura modular hierarquica do cérebro pode afetar a organizacdo da dindmica neural,
por prover uma faixa estendida do parametro de controle para 0 comportamento critico,
via mistura regional de comportamentos sub e sobrecriticos. Um fenémeno conhecido
como fases de Griffiths [16], nas quais a dinamica critica de leis de poténcia aparece em
uma regido estendida ao redor do ponto critico, servindo como alternativa ao

comportamento de criticalidade auto-organizada.

Neste trabalho, é feito um estudo do comportamento critico de um modelo de
rede cerebral com estrutura modular hierarquica, fundamentando nossos resultados de
simulacGes com ferramentas utilizadas em fisica estatistica de ndo-equilibrio. O trabalho
estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 2, apresentamos uma revisdo sobre a
atividade neuronal, potenciais sinapticos e modelos de circuitos equivalentes. Nos
capitulo 3 e 4 revisamos 0s principais conceitos e resultados sobre o estudo das
transicdes de fase e fendmenos criticos em sistemas fora do equilibrio, com énfase no
processo de contato. No capitulo 5 é feita uma revisdo sobre fendmenos criticos no
cérebro. No capitulo 6 apresentamos conceitos em redes complexas, teoria dos grafos e
redes do cérebro. No capitulo 7, apresentamos o modelo principal de que trata esta
dissertacdo, além dos resultados obtidos por meio de simula¢bes. O capitulo 8 fica
reservado para as conclusdes acerca deste trabalho, bem como uma perspectiva para

trabalhos futuros.



Capitulo 2

O Neurodnio

2.1 Neurdnios e sinapses

Neur6nios, ou células nervosas, sdo as principais unidades do sistema nervoso.
Eles sdo células eletricamente excitaveis que processam e transmitem informacgdes
atraveés de sinais elétricos e quimicos, sendo especializados na recepcdo de estimulos e
de conducdo nervosa entre si ou com outros tipos de células, por exemplo, fibras

musculares da placa terminal [17].

Heinrich Wilhelm Gottfried von Waldeyer Hartz, um anatomista alemao,
cunhou o termo "neurdnio™ para descrever a célula nervosa. Em 1891, Waldeyer Hartx
foi homenageado em neurociéncias como o fundador da assim chamada “teoria dos
neurdnios” para descrever a unidade estrutural basica do sistema nervoso. Os neurdénios
foram visualizados pela primeira vez pelo cientista italiano Camillo Golgi, que
desenvolveu uma técnica de coloracdo que foi melhor explorada posteriormente pelo
anatomista espanhol Santiago Ramon y Cajal [18]. Em 1906, Ramon y Cajal e Camillo
Golgi ganharam o Prémio Nobel em conjunto, em reconhecimento de seus trabalhos

sobre a estrutura do sistema nervoso.

O neurdnio [figura 2.1] consiste de um corpo celular chamado soma, que contém
0 nucleo para sustentar a vida da célula, dendritos que servem para receber informacéo
de outros neurdnios (via sinapses) e 0 axdnio que carrega a informacgdo da soma para 0s

terminagdes onde a informacdo serd transmitida para outros neurdnios. Ao final dos
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terminais estdo fendas conhecidas como sinapses. O corpo celular de um neurénio tipico

varia entre cerca de 10 a 50 pum de diametro [17, 18].
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Figura 2.1: Figura mostrando neurdnios, dendritos, soma, axénios e sinapses. Retirada de
<https://github.com/psu-psychology/psych-260/blob/master/lectures/260-2016-02-
04.Rmd>.

Sinapses permitem neurbnios se comunicarem uns com 0S outros atraves dos
axonios e dendritos. H& basicamente duas formas de sinapses, nomeadas, elétrica e
quimica. Sinapses elétricas proveem a transmissdo rapida de informacdo enquanto a
corrente elétrica passa de um neurdnio para o0 proximo. Em contraste, sinapses quimicas
envolvem a transmissdo de sinais elétricos chegando ao terminal do ax6nio de um
neurdnio através da liberacdo de um mensageiro quimico como um neurotransmissor ou

neuromodulador.

Neurotransmissores sdo substancias quimicas liberadas a partir de um neurdnio
em uma sinapse, e sdo usados para retransmitir, amplificar e modular sinais elétricos
entre um neurbnio e outros neur6nios. Um neurotransmissor transmite informacoes
entre dois neurdnios, enquanto neuromoduladores transmitem informacdes para um
grupo de neurdnios. Existem muitos tipos diferentes de neurotransmissores e
neuromoduladores, correspondentes aos diferentes tipos de receptores. Um receptor é

uma proteina na membrana celular que se liga a uma molécula especifica, tal como um

4
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neurotransmissor, horménio, ou outra substadncia e inicia a resposta celular dessa
molécula. Os neurotransmissores sdo armazenados em vesiculas [figura 2.2]. As
vesiculas sdo produzidas no corpo da célula, e quando transportadas até as sinapses,
devido ao fluxo idnico, liberam seu conteldo de neurotransmissores para 0s neurdnios

pos-sinapticos.

vesicula

neuronio
pré-sinaptico

Terminal do
neurotransmissor Axonio

bomba de
recaptacgao do
neurotransmissor

canais ionicos

receptores de fnds
membrana - neurotransmissores} N
. Sinaptica

Coluna

neurdnio pos-sinpatico Dendritica

Figura 2.2: A interacdo entre 0 neur6nio pré-sinaptico e o neurdnio pds-sinaptico.
Fonte [17].

Os potenciais de acdo, ou spikes, sdo sinais elétricos que viajam pelo axénio
carregando informacdo do corpo celular do neurénio para o terminal do axénio. O
potencial de acdo é gerado por ions. Os ions mais comuns na célula sdo potassio (K%),
sddio (Na™), calcio (Ca®*) e cloro (CI7). Os ions cruzam a membrana de um neurdnio
através dos canais idnicos. Entretanto, os canais idnicos somente se abrirdo para o fluxo
de ions quando um neurotransmissor especifico se liga com o receptor. Uma vez que o
neurotransmissor se liga com o receptor, o fluxo de ions através dos canais idnicos
abertos produzem pequenas cargas elétricas na membrana do neurbnio pds-sinaptico.
Esses pequenos sinais elétricos sdo chamados de potenciais sindpticos. O neurénio pos-
sinaptico ira disparar um potencial de acdo (efeito excitatorio) somente quando a soma
de todos 0s seus potenciais sinapticos iguala ou excede seu limiar de ativacdo. Por outro
lado, um neurénio pré-sinaptico pode liberar um neurotransmissor que inibe ou reduz o

potencial sinaptico no neurdnio pos-sindptico, ou seja, diminuindo sua excitabilidade e
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consequentemente diminuindo a probabilidade de um spike ser disparado. Efeitos
excitatorios (promover um potencial de acdo) e inibitorios (reduzir a probabilidade de
um potencial de acdo) séo devidos a efeitos do tipo de neurotransmissor liberado, bem
como do receptor no neurdnio poés-sinaptico [19].

Em resumo, o fluxo de informagdo chega ao terminal do axbénio como um
potencial de acdo. Este potencial de acdo desencadeia a liberagdo de um
neurotransmissor a partir de uma vesicula, apds isso o neurotransmissor se liga a um
receptor em canais idnicos, e 0s ions atravessam a membrana pelos canais abertos. Este
fluxo de ions produz um potencial sinaptico no neurdnio pds-sindptico. Quando a soma
integrada ou total dos potenciais sindpticos excede seu limiar de ativacdo, o0 neurdnio
poés-sinaptico vai disparar um spike, ou seja, o neurbnio responde ou transmite
informacGes para seus neur6nios de conex@o e 0 processo continua. Este processo e a
soma dos potenciais sinapticos tambeém sdo conhecidos como comportamento de

integracédo sinaptica [20].

2.2 O potencial de repouso

Todas as células vivas possuem uma voltagem elétrica, ou diferenca de potencial,
entre seu interior e seu exterior. Como a membrana celular é o que separa o interior do
exterior, esta diferenca de potencial é referida como potencial de membrana [21]. O

potencial de membrana V,, € definido como
VM = Vdentra - Vfora (21)
em que Vgener, € 0 potencial dentro da célula e Vz,,, € o potencial no exterior da célula.

O potencial de repouso refere ao potencial sobre a membrana quando a célula
estad em repouso, ou seja, ndo experimentando um potencial de acdo. Um neurénio tipico
tem o potencial de repouso em torno de -70mV. Uma corrente elétrica para dentro da
célula corresponde a uma carga idnica positivamente carregada, como o cétion Na™,
entrando na célula. Isto aumenta o potencial de membrana, ou seja, leva o potencial de

membrana proximo de zero. Neste caso, a célula é dita estar despolarizada. Uma
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corrente elétrica vindo de fora corresponde a um ion positivamente carregado, como o
cation K*, deixando a célula ou um ifon negativamente carregado, como o anion CI~,

entrando na célula. Neste caso, a célula se torna hiperpolarizada.

A bicamada lipidica da membrana celular € um condutor pobre da corrente
ibnica porque ela ndo é permedvel a ions. No entanto, a membrana contém canais
formados por proteinas que permitem os ions se moverem atraves deles. H& dois tipos
de canais ibnicos na membrana: canais com comportas e canais sem comportas. Canais
sem comportas estdo sempre abertos, enquanto que canais com comportas podem se
abrir e fechar e a probabilidade de abertura depende frequentemente do potencial de
membrana. Estes sdo chamados de canais dependentes de voltagem. Canais com
comportas sao tipicamente seletivos para apenas um tipo de ion. A permeabilidade da
membrana para um ion particular depende do numero de canais seletivos abertos para
aquele ion. Muitos canais com comportas sdo fechados em repouso, consequentemente,
0s canais idbnicos sem comportas sdo primariamente responsaveis pelo estabelecimento
do potencial de repouso. Um potencial de acéo € gerado quando canais com comportas

se abrem permitindo o fluxo de ions através da membrana celular.

Por causa das diferencas de concentracdo, quando os canais apropriados estéo
abertos, fons Nate Cl~ tendem se difundir para dentro da célula, enquanto que fons K*
tendem se difundir para fora. Note que os ions ndo simplesmente se difundem dentro ou
fora de um canal aberto até que a concentracdo desse ion em cada lado da célula seja
zero. Isto por causa do campo elétrico criado pela separacdo de cargas positivas e

negativas através da membrana.

Suponha, por exemplo, que a célula seja permeavel apenas para K*. O gradiente
de concentracdo de K* move os ions para fora da célula. Entretanto, o fluxo continuado
de K* faz acumular um excesso de carga positiva no lado externo da célula e deixa para
trds um excesso de carga negativa no interior. A carga negativa consiste em sua maioria
de anions organicos impermeaveis, que denominamos de A~. Esse acumulo de cargas
atua para impedir a continuacdo do fluxo de K*, entdo eventualmente um equilibrio é
alcancado. Neste equilibrio, as forcas motrizes elétricas e quimicas sao iguais e opostas
[figura 2.3]. O potencial de membrana no qual ions K* estdo em equilibrio através da

membrana é chamado de equilibrio de Nernst ou potencial de inversao.
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Figura 2.3: O fluxo de K™ é determinado pelo gradiente de concentracdo de K* e pelo potencial

elétrico ao longo da membrana. (a) Para a célula que é permeavel somente a K™, o gradiente de
concentracdo de K* move os ions K para for a da célula. (b) O fluxo continuado de K™ faz
acumular um excesso de cargas postiivas no lado de fora e um excesso de cargas negativas do
lado de dentro. No equilibrio, as forgas motrizes elétricas e quimicas sao iguais e opostas. Fonte
[21].

2.3 Equacéo de Nernst

Uma formula importante em eletrofisiologia e na neurociéncia € a equacdo de
Nernst [21]. Suponha dois reservatorios do mesmo tipo de ions S com uma carga
positiva Z por ion e separados por uma membrana. Suponha que cada reservatorio é
constantemente mantido eletricamente neutro pela presenca de outros ions T .
Denotaremos por [S;] a concentracdo de S no lado esquerdo ou no lado interno da
membrana e [S,] a concentracdo de S no lado direito ou no lado exterior da membrana.
Se a concentracdo [S;] é inicialmente maior do que a concentragdo [S,], entdo ions S
irdo fluir do lado de dentro da membrana para o lado de fora, acumulando uma carga
positiva que ird cada vez mais oferecer resisténcia ao movimento dos ions positivos do
interior para o exterior da membrana. Quando o equilibrio é alcangado, [S;] serd maior
do que [S.] e mesmo que cada lado da membrana seja eletricamente neutro haverd uma

diferenca de potencial Vs ao longo da membrana. Vs é dado pela equacdo de Nernst
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_RT [S.]
Vs = 75N G5 (2.2)

em que R é a constante universal dos gases, F € a constante de Faraday e T € a

temperatura absoluta. Para Z = 1, numa temperatura de 37° C,

[Se]
[Si]

Vs = 621log . (2.3)

Os tipos de fons separados pela membrana celular sdo primariamente K*, Na*,
Cl~ e Ca®*. Para cada um deles ha um potencial de Nernst correspondente. O potencial
elétrico no qual a corrente elétrica liquida é zero é chamado de potencial de repouso de
membrana. Para a célula tipica de um mamifero a temperatura de 37°C, temos [tabela
2.1]

S [Sa] [Sr] Vs
K* 140 5 -89.7 mV
Na* 5_15 145 +90.7 — (+6L.1) mV
cl~ 4 110 -89 mv
CaZt 1-2 25-5 +136 — (+145) mV

Tabela 2.1: Potenciais e concentracdes ibnicas para uma célula tipica de mamifero. A
concentracdo é dada em milimolar (mM) e o potencial em milivolt (mV). Fonte [21].

Neurdnios em repouso sdo permeaveis a Na*, Cl~ e K*. Por causa de suas
diferencas de concentracdo, ions Na* e CI~ se movem para dentro da célula e os ions
K* se movem para fora. O fluxo de Na* tende a despolarizar a célula, enquanto que o
fluxo de K* e o fluxo de Cl~ tém o efeito oposto. O potencial de repouso da célula é o
potencial em que hd um balanceamento entre esses fluxos. Ele depende das
concentracbes de ions dentro e fora da célula, bem como da permeabilidade da
membrana celular para cada tipo de ion. Nota-se que no repouso, sdo abertos muito mais
canais de K* do que de Na*, por conseguinte, o potencial de repouso da célula é

determinado primariamente pelos potenciais de Nernst para K* e Cl~.

Uma generalizacdo da equacdo de Nernst é a equacdo de Goldman—-Hodgkin-
Katz (GHK) [21],
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RT <Z111 PML.+ [Mi-l—]fora + Z]m PAJ-_ [Aj_]dentro > (2 4)

V. =—1In —
’ F 2111 PML.+ [Mi-l_]dentro + Z]m PAJ-_ [Aj ]fora

que da uma expressdo explicita de como o potencial depende das concentracdes de ions
positivos [M] e negativos [A] dentro e fora da célula e das permeabilidades P,,, das

membranas relacionadas aos fons. Para os ions Na™, Cl~ e K™, a equacdo GHK fica

V. = ﬂ n( PK[K+]fora + PNa [Na+]fora + PCI[Cl_]dentro >
* F PI( [K+]dentra + PNa [Na+]dentro + PCl[Cl_]fora

(2.5)

2.4 Circuitos elétricos equivalentes

Um método muito atil para descrever o comportamento do potencial de
membrana é em termos de circuitos elétricos; isto é comumente chamado de modelo de
circuito equivalente. O circuito € composto por trés componentes: (1) condutores ou
resistores, representando os canais idnicos; (2) baterias, representando os gradientes de
concentracdo dos ions; e (3) capacitores, que representam a capacidade da membrana de
armazenar carga. O modelo de circuito equivalente leva a um entendimento intuitivo e
quantitativo da forma como a movimentagdo de ions gera sinais elétricos na célula

Nervosa.

A propagacdo do potencial de acdo ao longo da membrana do ax6nio pode ser
modelada em um circuito elétrico. Consideremos primeiramente uma célula passiva e
isopotencial para representar a membrana celular de um axénio, introduzindo um pulso
de corrente e medindo a diferenca de potencial dentro e fora, verifica-se um

comportamento analogo a um circuito RC [figura 2.4].
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Figura 2.4: Um pulso de corrente elétrica como input.

Do lado esquerdo A introduzimos um pulso de corrente i, como input, € no lado
direito B medimos a voltagem de output V. O capacitor C representa a capacitancia da
membrana do axdnio e o resistor R representa a resistividade total de canais idnicos no
axonio. Assim, a linha superior, com a corrente de inputi — pode ser vista como a

superficie interna da membrana celular, ao passo que a linha inferior representa a

superficie exterior da membrana.

Pelas leis de Kirchoff e lei de Ohm,

14 av
_7 — L 2.6
€
av
iR = (g +Ic)R =V +RC—- (2.7)
Entéo,
V = iR(1— e t/RC), (2.8)

Por conseguinte, a tensdo ndo se torna instantaneamente igual a iR (como seria pela lei
de Ohm se ndo houvesse o0 capacitor no circuito). V € inicialmente igual a zero e

aumenta para iR quando t — .

11
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A figura (2.5) descreve um modelo de circuito elétrico mais refinado para a
membrana do axénio. O modelo inclui correntes através de canais de sddio e potassio
bem como uma corrente de fuga, que pode incluir CI~ e outros fluxos i6nicos. Por
simplicidade aglomeramos todos os canais de um unico tipo como um Unico canal e

representamos a camada lipidica como um Unico capacitor.

Como K* possui uma concentracdo maior dentro da célula do que fora,
presumimos que ions positivos de potassio irdo fluir para fora. Representamos a forga

eletromotriz correspondente Ey por

Exk ou Ek

A situagdo reversa vale para Na*. A condutividade dos canais K*, Na* e o canal de

fuga L séo denotadas por gk, gna€ 91, respectivamente.

fora

T T na i lo
2 S 2 S

TR =:- RO = L= 4

N DI D

In ——=

dentro

Figura 2.5 - Um circuito elétrico representando a membrana do axénio.

Pelas leis de Kirchoff obtemos

dv
b = G+ I+ Ina + 11, (2.9)

em que V é o potencial de acdo e I,,, é a corrente injetada no ax6nio. Assumimos que 0

canal de fuga é 6hmico, entdo

I,=g,(V—-Ep), (2.10)

12
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em que g, é constante, E; é a voltagem de equilibrio de Nernst para este canal. Em
contrapartida, as condutividades gx e gy, S8 geralmente fungdes de Ve t, como

mencionado anteriormente, entdo
Iy = g (V,t)(V — Ex), (2.11)

Iyg = gng(V, )(V — Epg), (2.12)

E, e Ey,s80 as voltagens de equilibrio de Nernst para K* e Na™. Por conseguinte,

podemos escrever

dv
by = Cn o+ gV, OW —E) + gna V, OV —Ey,) + g,(V —E).  (213)

2.5 Modelo de Hodgkin-Huxley

Ha varios sistemas de equacgdes diferenciais para descrever a atividade de
neurdnios individuais ou populacGes de neurbnios. Talvez o mais famoso entre estes
seja o sistema baseado em condutancia de equacGes diferenciais ordinarias acopladas
formulado por Hodgkin e Huxley [7]. O modelo de Hodgkin-Huxley descreve a geracéao
de potenciais de ativacdo como funcédo de corrente fluindo por canais idnicos de sodio e
potassio. As equacdes de Hodgkin-Huxley foram introduzidas em 1952 como um
modelo para a geracdo de potenciais de acdo no axonio de uma lula gigante e formam a

base para inimeros outros modelos de atividade elétrica em neurdnios.

Hodgkin e Huxley fizeram experimentos no axénio de uma lula gigante, que
consistiu em agrupar a tensdo em diferentes niveis e medir as correntes correspondentes.
Fazendo algumas suposicdes sobre a estrutura e formacdo dos canais de sédio e potassio,

eles propuseram as seguintes relagdes:
gx(V,t) = ngp, (2.14)
Ina(V,t) =m3hgy,, (2.15)

em que, n, m e h sdo as variaveis de gating (variaveis relacionadas as comportas dos

canais idnicos), gk € gy, Sa0 0s valores maximos de gy e gy, respectivamente.

Substituindo (2.14) e (2.15) em (2.13) obtemos

13
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dv
Ly = Cp— + g (V — Ex) + m3hgy,(V — Ey,) + g, (V — E}).

™ dt

As variaveis n, m e h satisfazem equagdes cinéticas lineares

dn
i a,(1—n)— B,n,
dm
i a,(1—m)—B,m,
dh
E = ah(l - h) —,th

Ajustando os coeficientes eles obtiveram as formulas empiricas

-V +10
[eCVF10)/10 _ 17’

a,(V) =0.01

B, (V) =0.125e7"/80,

-V + 25

(V) = 0.1 [e(-V+25)/10 — 1]’

B (V) = 4e7"/18,
a,(V) =0.07e7"/20,

1
Br(V) = —pm—
e 10 +1

em que V esta em milivolts (mV).

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

O sistema (2.16)-(2.19) é conhecido como as equacgdes de Hodgkin-Huxley. Elas

formam um sistema de quatro equacdes diferenciais ordinarias nao lineares nas

variaveis V, n, m e h. A equacao (2.16) descreve a evolucdo do potencial de membrana.

As outras trés estdo relacionadas com as propriedades dos canais idnicos.

De modo a chegar a solu¢cdo completa para um potencial de acdo propagado,

deve-se escrever o termo da corrente I,,, da primeira equacao diferencial [equacédo 2.16]
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em termos de V, para que a equacdo se torne uma equacdo da voltagem apenas. A

relacdo entre I, e V pode ser derivada da teoria dos cabos [22] e é dada por

a 9%V

_aodv 2.26
Im =R dx*’ (2.26)

em que a é o raio do axdnio, R é a resisténcia especifica do axonio, e x é a posi¢do ao
longo da fibra nervosa. Substituir essa expresséo para I,,, transforma o conjunto original
de equagbes em um conjunto de equagdes diferenciais parciais, porque a voltagem se
torna uma funcdo de ambos x e t.

oV a 9%V

=R a ntgr(V — Ex) —m3hgy, (V —Ey) — g,V —E).  (2.27)

As equacOes de Hodgkin-Huxley modelam o ax6nio da lula gigante. H& também
modelos para outros tipos de axoénios, alguns envolvendo um ndmero menor de

variaveis de gating, que os deixam mais facil de analisar.

2.6 Modelos Reduzidos

A dindmica de mesmo um Unico neur6nio pode ser bastante complicada. Neste
trabalho, estamos interessados principalmente no estudo de redes consistindo de um
grande nimero de neurdnios acoplados. E evidente que a analise de redes pode ser
extremamente desafiadora, se cada elemento Unico exibe uma dinamica complicada. Por
esta razdo, muitas vezes consideramos modelos mais simples e reduzidos de neurénios
individuais. Os insights que ganhamos com a analise dos modelos reduzidos sdo muitas
vezes extremamente Uteis no estudo do comportamento dos modelos biofisicos mais

complicados.

Diferentes modelos descrevem processos neurais em niveis diferentes de escala.
Ha sistemas para modelagem da dindmica neural na microescala de neurbnios
individuais (como o caso das equa¢des de Hodgkin-Huxley), numa escala intermediaria
de populacbes de neurbnicos como colunas corticais, ou na escala macroscopica de

regides inteiras do cérebro [23].
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H& varias formas para abordar a modelagem de neurdnios. Pode-se partir das
equacOes de Hodgkin-Huxley, reduzindo-a a modelos simples. Neste caso, o0 modelo
resulta de uma engenharia reversa, em que sao identificadas as caracteristicas estruturais
e funcionais mais importantes e o resto é descartado. Exemplos desse tipo de modelo
reduzido s&o as equacdes de Morris-Lecar [24], o modelo de Fitzhugh-Nagumo [8, 9]
ou o0 modelo de Pakdaman [25] que € um modelo hibrido de comportamento
deterministico e estocastico. Ou, em outra abordagem, pode-se construir o0 modelo a
partir de equacdes matematicas simples em que sdo adicionados termos para reproduzir
as caracteristicas funcionais desejadas, isto é, a fun¢do do neur6nio que se quer modelar,
como a propagacado do potencial de agdo no espago, a forma do potencial de agdo no
tempo etc. [26].

Em nosso trabalho, optamos por um modelo estocastico baseado em taxas de
transicdo que reflete o comportamento funcional dos modelos de equagdes diferenciais
como o Hodgkin-Huxley, mas que ao mesmo tempo é simples o bastante para nos
permitir simular e analisar o comportamento em larga escala de uma rede com um
nimero muito grande de neurdnios. Processos estocasticos sdo abordados no proximo

capitulo.
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Capitulo 3

Processos estocasticos

3.1 A equacao mestra

Para descrever um processo estocastico definido numa rede, associamos a cada sitio
(ound) i, uma variavel estocastica que assume valores discretos g;, representando o estado do
sitio [27], por exemplo, podemos representar um sitio com dois estados, ativo e inativo, como

o; = 0ouag; = 1. A configuracdo total do sistema é denotada por
o = (01,09, ..., 0, 0y), (3.1)
em que N € o nimero total de sitios da rede.

A dinamica do processo se da através de transicdes instantaneas o — o', que ocorrem
espontaneamente a uma taxa w,_,, = 0. O conjunto de todas as configuragdes, o estado

inicial e as taxas de transicdo descrevem por completo o processo estocastico a ser estudado.

Seja P(o,t) a probabilidade de se encontrar o sistema no estado o no tempo t,
Considere que w,_,,” € a probabilidade por unidade de tempo, com que ocorre a transicdo de
um estado ¢ para um estado o . Se a evolugdo temporal de P(o,t) pode ser determinada
completamente pela distribuicdo de probabilidade no tempo t, sem depender do histérico da
evolucdo do sistema, diz-se que 0 processo estocastico € um processo markoviano [28]. A
evolugdo temporal da probabilidade P(o,t) do estado o, de um processo markoviano, é
descrito na forma de uma equacdo mestra, formulada em termos das taxas de transicdo w,_,,’
de cada estado, que é uma equacdo diferencial linear que descreve a evolucdo da

probabilidade de uma certa configuragéo o
17
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d /
EP(O—'t) = Xwar—nrp(o-) - Z(UJ_W' P(O-) (32)

g o

Os termos da direita se balanceiam de modo que a condicdo de normalizacdo deve ser
obedecida

ZP(O’, t) = 1. (3.3)

Em principio, de posse da solu¢do da equacdo mestra podemos calcular os valores
esperados de muitas das grandezas de interesse do sistema. Dada qualquer funcdo de estado

A(o), obtém-se prontamente seu valor medio no tempo t como

A©) =) A@)P(,0). (342

Esta grandeza pode ser pensada como uma média sobre diferentes realizacfes estocasticas da
evolucdo de um mesmo sistema comecando com a mesma distribuicdo inicial de
probabilidade. Ha também um interesse especial por sistemas no estado estacionario que
possuam limite assintético bem definido, em que a média sobre a distribuicdo estacionaria

vale como representacao do sistema apds um tempo de relaxamento,

tlgg P(o,t) = P, (0). (3.5)

Em geral, para a maioria dos sistemas, ndo € possivel obter uma solucdo analitica da
equacdo mestra. Assim, € comum empregar métodos de aproximacado para a obtencdo de uma
solucdo. A aproximacdo de campo medio é uma das abordagens mais comuns e consiste em
substituir as variaveis microscopicas pelos seus valores médios, sejam estes temporais ou
espaciais. Estes modelos de campo médio levam a equacgdes cinéticas que apesar de serem,
em geral, acopladas e ndo lineares, podem ser analisadas numericamente de maneira mais
simples. Uma outra possibilidade, € o estudo dos modelos estocasticos por meio de

simulagbes computacionais de Monte Carlo [29], nas quais taxas e probabilidades sdo
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representadas no computador com o uso de geradores de nimeros aleatérios. Gera-se uma
amostra de realiza¢des do processo através da escolha aleatdria dentre as possiveis transicdes
para um estado, associando uma certa probabilidade a cada uma destas transi¢cdes. Ao fim de
cada transigéo, tipicamente incrementa-se o tempo em unidades de passos de Monte Carlo
[30]. Espera-se que o sistema atinja o estado estacionario (se houver) apds um certo nidmero
de passos e que a distribuicdo dos estados convirja para a distribuicdo que é solucdo
estacionaria da equacdo mestra que descreve tal processo.

3.2 Transicoes de fase

O estudo das transicOes de fase é uma das areas de pesquisa mais ativas na fisica
estatistica. A principal questdo é entender como as propriedades macroscépicas de um sistema
de muitas particulas mudam sob a variacdo de um parametro externo de controle, como
temperatura, pressao ou campo magnético. O exemplo mais comum, porém n&o trivial, de
uma transicdo de fase € a transformacdo da agua entre as fases liquida, sélida e gasosa,
quando se varia a sua temperatura: na pressao atmosférica, a dgua torna-se gelo sélido

precisamente a 0° C e sofre ebuli¢do a 100° C [figura 3.1].

L e i e

liquido

0,006
atm

vapor

-] - ————————— - - ————

0,01°C

100 °C
0°C Temperatura

——

Figura 3.1: Diagrama de fase da agua.
Retirada de < http://www.colegioweb.com.br/propriedades-coligativas/ponto-triplo.html>.
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Em um sistema em equilibrio termodindmico, as transi¢fes de fase ocorrem quando o
sistema alcanca um ponto de ndo-analiticidade na energia livre. Baseado na continuidade ou
descontinuidade das derivadas da energia livre, a transicdo de fase pode ser classificada como
uma transicdo de primeira ou de segunda ordem. Transi¢Oes de fase de primeira ordem, nas
quais as primeiras derivadas sdo descontinuas, sdo distinguidas por um calor latente e
coexisténcia de fases na fronteira entre as fases. Um exemplo desse tipo de transicdo € a
solidificacdo da agua [figura 3.1]. Neste caso, a entropia, que € a derivada primeira na energia
livre de Gibbs, é descontinua, caracterizando uma transicdo de fase de primeira ordem.
Transi¢des de fase de segunda ordem sdo também chamadas de transi¢cdes de fase continuas,
porque as primeiras derivadas da energia livre, como entropia e magnetizacdo, sdo continuas
nos pontos de transicdo. Enquanto as segundas derivadas, tais como, susceptibilidade
magneética e calor especifico, mostram uma descontinuidade no grafico do parametro de
controle. Como exemplo, temos a transi¢do de fase em um sistema ferromagnético mostrado

na figura (3.2).

(M|

TC T

Figura 3.2: Grafico da magnetizacdo em funcdo da temperatura, a campo
nulo, ilustrando uma transicdo de fase de segunda ordem. Fonte [31].

As propriedades ndo analiticas de um sistema préximo a uma transicdo de fase de
segunda ordem sdo conhecidas como fendmenos criticos, e o ponto de transicdo no diagrama

de fases é chamado de ponto critico.
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3.3 Transicdes de fase fora do equilibrio

Podemos distinguir duas classes de sistemas fora do equilibrio. Numa classe estdo 0s
sistemas cujo estado estacionario sdo estados em equilibrio, mas sdo preparados em estados
iniciais longe do equilibrio. A outra classe, sistemas estacionarios fora do equilibrio, envolve
correntes macroscopicas [32, 33]. Do ponto de vista microscépico, isto pode ser entendido
olhando as probabilidades de transicdo entre estados microscopicos. O sistema fora de
equilibrio, em estado estacionario ou ndo, é caracterizado por correntes (de massa, energia,

momento etc.), enquanto que um sistema em equilibrio nunca apresenta correntes.

Considere a equacdo mestra (3.2). Em equilibrio, ela obedece a chamada condicdo do
balango detalhado [32]

wO',—)O'P(O-,) = wa—)glp(o—)l (36)

e a probabilidade P(o,t) é dada pela distribuicdo de Boltzmann. Em contraste, estados
estacionarios de sistemas fora do equilibrio ndo satisfazem o balanco detalhado [34]. Como
resultado, uma diferenca entre fendmenos em equilibrio e fora do equilibrio é que a
distribuicdo de probabilidade estacionaria e as taxas de transicdo sdo conhecidas para o
equilibrio, mas para o caso fora do equilibrio, precisamos encontrar as solucbes dependentes

do tempo da equacgdo mestra.

Alguns modelos fora do equilibrio, como o processo de contato [35] (ver capitulo 4), a
nocao de energia ndo se aplica [36]. Por conseguinte, os méetodos tradicionais de analisar as
transicdes que consideram a energia livre na analise ndo irdo funcionar. No entanto, apesar
das transicoes de fase de ndo equilibrio surgirem de uma classe de estados fundamentalmente
diferente, elas ainda compartilham muitas das caracteristicas das transi¢es de fase continuas
de equilibrio [34]. Ambos os tipos de transi¢do de fase sdo associados com um parametro de
controle A que alcanca um valor critico 4., e, além disso, 0 comportamento perto do ponto

critico pode ser descrito por leis de escala na forma de leis de poténcia do tipo

X, = |4 =2, (3.7)

em que X,, é um observavel especifico do sistema (capacidade térmica para transi¢des de fase

termodinamicas, magnetizacdo para modelos magnéticos etc), e n € um expoente critico
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universal associado com esse observavel. Muitas quantidades possuem expressdes dessa
forma, com diferenga apenas no valor de n. Estes sdo expoentes universais, na medida em que
ndo variam com base nos detalhes microscopicos do sistema, mas apenas nas qualidades
macroscopicas, como a dimensionalidade do sistema e quaisquer simetrias que possa ter.
Esses detalhes definem classes de universalidade, que s&o grupos de sistemas que
compartilham dos mesmos expoentes criticos [37].
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Capitulo 4

Processo de Contato

O processo de contato (PC) é definido como um modelo estocastico governado por
uma equacdo mestra e possui um estado absorvente. Este parece ser o modelo mais simples
que exibe uma transicdo de fase. Foi primeiramente introduzido por Harris [35], como um
modelo de brinquedo para o estudo de epidemias. O PC é definido em uma rede regular em
que cada sitio possui um individuo que pode estar saudavel (sitio vazio) ou infectado (sitio
infectado). Os individuos se tornam infectados se pelo menos um dos seus primeiros vizinhos
estdo infectados [27, 38].

O PC apresenta um tipo especial de transicdo de fase fora do equilibrio. Ela ¢é a
que ocorre em sistemas com estados absorventes que admitem um ou mais estados
estacionarios ativos além do estado estacionario absorvente. Denotamos estas transicdes por
transicdes de fase para estados absorventes [28]. Um estado absorvente € aquele em que a
transicdo dele para qualquer outro € proibida, embora a transicdo de outros estados para ele
possa ocorrer. Uma vez em tal estado, o sistema ndo pode mais escapar dele. Por exemplo, a
extingdo de um virus num processo epidémico. Processos com estados absorventes aparecem
com frequéncia na modelagem de muitos fenémenos de diversas areas do conhecimento, tais
como reagbes quimicas [39], epidemiologia [35] e dinamica populacional [40]. A classe de
universalidade genérica para sistemas com transicdo de fase para estados absorventes é a

classe da percolacéo direcionada [41].
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4.1 Modelo

Consideraremos um sistema de particulas interagentes, isto €, particulas residindo em
sitios de uma rede e evoluindo no tempo de acordo com regras locais estocéasticas; cada sitio é

associado com uma variavel estocéstica que assume valores discretos [27].

Para 0 PC numa rede regular [28], cada individuo da populacéo é associado a um sitio
i da rede. Cada sitio pode ser representado num dado instante por uma de duas situagdes:
infectado ou sdo. A cada um deles associamos uma variavel estocéastica o; indicando que cada

sitio pode ou ndo estar ativo (g; = 1 ativo, g; = 0 inativo).

A infeccdo de um sitio pode ocorrer se pelo menos um dos seus primeiros vizinhos
esta infectado. Esta infeccdo ocorre com uma taxa de transi¢cdo igual a nAz, em que n
representa 0 nimero de primeiros vizinhos infectados, A € um parametro positivo (a taxa de
infecciosidade da epidemia) e z, o nimero de coordenacdo da rede (numero de primeiros
vizinhos). Existe também a chance de um sitio infectado tornar-se saudavel. Essa transigdo
ocorre a uma taxa unitaria que independe do estado em que seus vizinhos se encontram. Uma

vez que o individuo tenha sido curado, estara sujeito a uma nova infeccéo.

A equacdo para a taxa de transicao do sitio i, que identifica uma variavel aleatdria no

vetor de configuracdo o = (a4, 03, 03, ..., 0;, ..., dy) pode ser escrita da seguinte forma [28]:

A
w; (o) :E(l_o'i)zo}' + 0, (4.1)
j

em que a soma em j envolve os primeiros vizinhos do sitio i. Se acaso o sitio i for igual a zero

(saudéavel), entéo,

A
w;(0) = ;Z gj (4.2)

)

0 que representa um termo de criacdo de particulas. Ja se o sitio i for igual a um (infectado),

CUL‘(O') = 1: (43)
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que por sua vez, representa um termo de aniquilacdo de particulas.

Pode-se interpretar o PC como um processo no qual uma excitacdo se espalha através
de uma influéncia de curto alcance [38]. Se este espalhamento ndo for suficientemente rapido,
a excitacdo desaparece. A fronteira entre a persisténcia e a extincdo da atividade é marcada
por um ponto critico A.. No Processo de Contato, o pardmetro de ordem é a densidade de

sitios ativos (ou particulas) no estado estacionario p(t), que é nula no estado absorvente,

1
p(t) = lim NZ T (4.4)
4
em que N — oo representa o limite termodinamico.

Na medida em que A aumenta além de 4., ocorre uma transicdo de fase do estado

absorvente para um estado ativo estacionario [Figura 4.1].

s M

C

Figura 4.1. Transicdo de fase continua do estado
absorvente para um estado estacionario ativo.

A variancia escalada estacionaria da densidade, que desempenha um papel andlogo a

susceptibilidade, é definida como

x = L4(pZ-p?), (4.5)

em que L é o tamanho linear do sistema e d é a dimensionalidade do sistema .

Algumas quantidades que fornecem informacGes importantes acerca do

comportamento dependente do tempo do PC sdo o namero médio de particulas,
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n() = () a®), (4.6)

a propagacao de particulas médio de uma particula a partir da origem, que é definido como
R0 = () ra,) 47
n(t) L ( ) )

e a probabilidade de sobrevivéncia

= 1-] [1-a®)), “8)

que representa a probabilidade de que o sistema ainda ndo tenha caido no estado absorvente.

4.2 Classe de universalidade e expoentes criticos

O processo de contato ndo possui solucéo exata, mas varias propriedades importantes
dele estéo rigorosamente estabelecidas e seus parametros criticos sao conhecidos com elevada
precisdo por meio de estudos numéricos [34], servindo muito bem como ponto de partida para
0 estudo de problemas de ndo equilibrio. O processo de contato € um membro da classe de
universalidade da percolacao direcionada [34, 42]. Por conseguinte, 0 modelo tem 0s mesmos
expoentes criticos pertencentes a essa classe. A tabela (4.1) lista os valores dos expoentes

criticos para a classe de universalidade da percolacéo direcionada.

Expoente Critico d=1 d=2 d=3

B 0.276486 0.584 0.81
% 2.27773 1.59 1.24
N 1.096854 0.734 0.581
Yy 1.733847 1.295 1.105

1.580745 1.76 1.90
5 0.159464 0.451 0.73
) 0.313686 0.230 0.12

Tabela 4.1: Expoentes criticos e quantidades associadas para a percolacdo direcionada em d-
dimensdes. Os erros nos valores numéricos com ponto decimal sdo menores ou iguais a 107",
em que n indica a posi¢do decimal do ultimo digito. Fonte [34]
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B € 0 expoente critico associado com a densidade de sitios ativos p, que é o limite para
tempos longos da proporcao de sitios ocupados p = p(). No estado estacionario, quando o
sistema se encontra proximo ao ponto critico, observa-se que a densidade de sitios ativos

segue uma lei de poténcia

,5 ~ (’1_/16)[;! (49)

para A > A..

y esta associado a variancia escalada, que fornece uma medida das flutuacGes do parametro de

ordem, e na vizinhang¢a do ponto critico, se comporta como
x~I11—=2.]7. (4.10)
v, ey sdo os expoentes do comprimento de correlagéo especial e temporal respectivamente,

e sdo associados com o tamanho tipico de um cluster de sitios ativos em sua respectiva

dimenséo. Suas respectivas equacdes séo

§i~lA =A™, (4.11)

§i~1A =A™, (4.12)

z € arazdo entre v, e vy, que leva a equagéo

§ = $I. (4.13)

& descreve a probabilidade de sobrevivéncia no ponto critico A = A, de um cluster que
comega com um Unico sitio ativo, bem como a e evolucdo temporal da densidade comegando
por uma rede com todos os sitios ativos. 6 esta associado com o namero de sitios em um
cluster que comegou com um Unico sitio ativo. As respectivas equacdes dependentes do

tempo séo

P(t) ~t°, (4.14)
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R?(t) ~ t?/7, (4.15)

N(t)~ tf. (4.16)

No limite t — oo, fora do ponto critico, a probabilidade de sobrevivéncia P;* é finita e se
comporta ao redor do ponto critico de acordo com

P~ 1A= 2, 4.17)
para A > A..

Para o PC, a probabilidade de sobrevivéncia se identifica com a densidade de particulas e,

portanto, 8 = .

Além dos expoentes mencionados, héd varios outros que sdo utilizados no estudo do
comportamento critico do PC. No entanto, a classe de universalidade da percolacéo
direcionada pode ser caracterizada por apenas trés expoentes criticos, 5,v, € vy, pois 0s

outros expoentes ndo sao independentes e podem ser obtidos através de relagdes entre esses.

4.3 Teoria de escala

O objetivo da teoria de escala é fornecer uma descri¢do simplificada do sistema na
vizinhanca do ponto critico, permitindo encontrar relacbes entre expoentes criticos. Para o
estudo de sistemas fora do equilibrio, geralmente utiliza-se a abordagem fenomenoldgica da
teoria de escala formulada por Grassberger e de la Torre [41], que descreve a evolucdo do

sistema a partir da condi¢do inicial de uma Unica particula.

A ideia por tras da teoria de escala ¢é a hipoOtese de que as propriedades assintoticas do

sistema préximo ao ponto critico sdo invariantes sob transformacdes do tipo

A— al,

r-alir,
em que r é uma distancia, (4.18)

t - a Vit
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p—alp,

P> a” P,

emque a > 0 é um fator deescalae A= |2 — 1.] .

Por exemplo, para a probabilidade de sobrevivéncia P,, impondo a invariancia de

escala temos

P,(At) = a P(a™It). (4.19)

Escolhendo um valor de a tal que a™¥it = 1, tem-se a =t'/VI, dai obtemos que

R(t) = a f R(1).
As equacoes (4.14) e (4.19) implicam na relacédo de escala

B /v =86. (4.20)
Para 0 caso em que ndo estamos exatamente no ponto critico, mas proximo a ele, temos P, =
P.(A,t) como

P.(At) = t=F /mip(t/va, 1), (4.21)

Podemos reescrever a equacdo acima como

P(t) = t S d(t1/M14), (4.22)

em que @ é uma funcéo de escala que depende unicamente do argumento At/

No regime de escala, isto é, suficientemente perto do ponto critico, em tempos longos,
e em sistemas grandes, a probabilidade condicional de encontrar uma particula em r, dado
gue no tempo zero havia uma particula na origem, e todos 0s outros sitios estavam vazios,

obedece
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p(r,t;0,0) = t¥=42/2F (r2 /t%, At1/V1). (4.23)

em que d é a dimensdo do sistema e F é uma funcgdo de escala. O fator t9~9%/2 se justifica,
pois no ponto critico podemos recuperar as relacdes (4.15) e (4.16) integrando (4.23) e 0 seu

segundo momento respectivamente, sobre todo o espaco para A = 0 [38].

No PC, P, = lim,_,, P,(t) = p, além disso, no estado estacionario, valem as relacdes

p(r,t;0,0) ~pP, e p~AP, 0 que implica

p(r,£;0,0) = ABAP = 2A%. (4.24)

A lei de escala (4.23) fornece p~Av14/2 =1/ Comparando com (4.24), obtemos uma relagéo
de hiperescala,
d B 2 B

-’

~ m 26. (4.25)

que relaciona os expoentes criticos e a dimensdo do sistema.

4.4 Teoria de escala de tamanho finito

Em geral, as singularidades de uma transicdo de fase s6 podem emergir para sistemas
infinitos (limite termodindmico) em que o comprimento de correlagdo é a Unica escala de
comprimento relevante. Os efeitos de um sistema de tamanho finito no comportamento critico
sdo0 muito importantes para aplicacfes computacionais e também para muitos experimentos,
por exemplo, em nanomateriais [43]. Efeitos de tamanho finito sdo quantitativamente

descritos pela teoria de escala de tamanho finito [44, 45]. Para sistemas suficientemente
grandes, porém finitos, os efeitos de tamanho finito sdo governados apenas pela razdo L/ £,

ou equivalentemente, AL/Y1 . Quando L > &, o sistema consiste de muitas regides

descorrelacionadas e suas propriedades devem ser independentes de tamanho.

Em modelos com estados absorventes, devemos levar em conta que o Unico estado
estacionario em redes finitas é o proprio estado absorvente. Por isso, para obtermos

informacdes sobre o estado ativo através de simulacGes devemos estudar um estado meta-
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estavel, o chamado estado quase-estacionario (QE) [46]. Para A > 4., a distribuicdo QE
converge para a distribuicdo estacionéria no limite L — oo, pois o tempo de vida tambem

cresce proporcionalmente a exp(cL?) nesse limite.

Préximo ao ponto critico, e para valores grandes de L, a densidade de sitios ativos no

estado QE, p(A, L), emque A = A — A, pode ser escrita na forma

p(A, L) oc LTB/vLf(ALMVL), (4.26)

A funcio de escala f(x) deve ser proporcional a x? para valores grandes de x (L > &), pois
p ~AP . A teoria de escala de tamanho finito também permite determinar o valor do ponto

critico pela dependéncia de L de p(A, L). No ponto critico a equacéo (4.26) fornece

(4.27)
p(L) o L7B/vs,

Analogamente, aplicando a técnica para a variancia escalada da densidade quase-estacionéria,

obtemos

x(A, L) oc LY/P1 g(ALYVL), (4.28)

de modo que agora temos a funcdo de escala g(x) ~ L¥/V+para valores grandes de x. No

ponto critico,

x(L) ~ L¥/vs, (4.29)

A teoria de escala de tamanho finito é amplamente utilizada em analises de dados de
transicdes de fases em simulacdes computacionais. Ajustando os dados da simulacdo para a
forma da escala de tamanho finito podemos obter valores dos expoentes criticos requeridos

para descrever o comportamento critico do modelo.
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4.5 Simulacgéo no estado quase-estacionario

Como um exemplo ilustrativo de simulacdo de um processo com uma transi¢do para
um estado absorvente, implementamos o PC na rede quadrada. Realizamos simulagdes
computacionais do PC com o objetivo de estudar o seu comportamento critico, obter o ponto
critico 4., 0s expoentes criticos —f/v, e y/v, e comparar nossos resultados com os da

literatura para validar os métodos simulacionais que serdo utilizados nesta dissertagéo.

A cada passo de tempo, escolhemos aleatoriamente um sitio infectado e também
escolhemos entre dois eventos: criacdo, em que tenta-se infectar (criagdo de uma particula)

em um sitio vizinho com probabilidade

pe = A/(1+2), (4.30)

ou aniquilacéo, em que ocorre cura (aniquilagédo de uma particula) com probabilidade

Pa = 1- Pc- (431)

No processo de criacdo, escolhemos aleatoriamente um dos primeiros vizinhos do sitio
escolhido e este se torna infectado, caso ele ja ndo esteja. No processo de aniquilagéo, o sitio
escolhido se torna saudavel. O incremento de tempo At associado com cada passo é 1/N,, em
que N, € o numero de sitios infectados. Embora o processo de contato original seja um
processo no tempo continuo, a fim de implementar a simulacdo de Monte Carlo, é necessario

discretizar o processo. Este método foi inicialmente proposto por Dickman [37].
Na figura (4.2) temos o comportamento de p em funcdo dos passos de Monte Carlo

para o tamanho de rede L = 100 em um gréafico log-log. Devemos esperar 0 surgimento de um

comportamento do tipo lei de poténcia quando A esta proximo do valor critico.
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Inp

Int (em passos de Monte-Carlo)

Figura 4.2: Processo de contato na rede quadrada L = 100: p(t)
em funcéo de t para valores de A na vizinhanga de A.. Para cada
valor de A foi feita uma média entre 100 realizacGes.

Na figura (4.3) temos o grafico da densidade de sitios ativos no estado gquase-estacionario p
(parametro de ordem) em funcdo da taxa de infecciosidade A (parametro de controle) para
quatro tamanhos de rede (L = 20, 50, 100, 200). E mostrado como p se anula com a

diminuicéo de A, caracterizando o estado absorvente.

0.8 T T T T T T T

0.7
0.6 i
0.5 - " A

0.4

0.3 8 -
L 20 ——

0.2 |- = L 50 23— |
0.1 - s L 100 _

*?mmﬁfii l I l l l L 200 l

0
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 3

A

Figura 4.3: PC na rede quadrada: densidade media de
sitios ativos p em fungdo de A para os tamanhos de rede L
=20, 50, 100, 200.
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Utilizando a teoria de escala de tamanho finito, podemos estimar o ponto critico. Isto
pode ser feito por simulagcBes computacionais com dados de sistemas de varios tamanhos.
Para estimar o ponto critico, procuramos os valores de A que maximizam a variancia, y/L¢,
do parametro de ordem de para os tamanhos de rede estudados, ajustamos uma reta a esses
pontos e extrapolamos para 1/L — 0. Analisando os resultados de nossas simulagdes,
obtemos A, = 1.641(14) [figuras 4.4, 4.5]. O valor tabelado na literatura [41, 47] é A. =

1.64872(1). Nosso valor esté dentro do esperado.

. I I I I I I I
|20 i
0.003 .l' |II -
0.0025 | A .
| B
Q 0.002 + | | _
| |
S 0.0015 II _
|
s JEX M++"'"'"""+-H—++...+++...+++++:
g.o00as - lll- _
frssesd ﬁ“ﬁﬁ*%*ﬁ%u o
-0.0005 L I | | I I I
1 15 2 25 3 35 4 45 5
A
Figura 4.4: variancia de p em funcéo de 4 (L = 20, 40, 100 e 200)
[T I I I I I I | | ]
1.8 ajuste linear
! _
| i % |
L.65 #{ _
1.6_ I | I | | | | | | 1 -

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
1/L

Figura 4.5: A, em funcdo de 1/L (L = 20, 50, 100 e 200).
paral/L — oo, temos A, = 1.641(14).
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Esperamos que no ponto critico, considerando apenas amostras sobreviventes, a
relagdo entre a densidade de sitios ocupados e o sistema de tamanho finito assuma a forma da
equacao (4.27). Em um gréfico log-log representamos o comportamento de lei de poténcia da
relagdo p o< L=#/VL por uma reta (A = A.) com inclinagdo —B/v,. A figura (4.6) ilustra o
comportamento de lei de poténcia quando A = A,.. Estimamos —f /v, = —0.791(17). O valor

tabelado na literatura é —f /v, = 0.796(1). Nosso valor encontra-se dentro do esperado.

I I
ajuste linear

1sF R 1

In B,
/ :

-2.5 .

2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
InL

Figura 4.6: Grafico log-log mostrando a dependéncia de p no ponto
critico com o tamanho do sistema L, para L = 20, 50, 100 e 200.

Analogamente, para a variancia escalada, equacao (4.29), temos também uma lei de poténcia
como mostrado na figura (4.7). Estimamos y /v, = 2.16(2). Na literatura, y /v, = 2.16(1).
Nosso valor esta dentro do esperado.

I I
ajuste linear —E—
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1 - —
l:l B - 1
T
1 1 L L L L
2.3 3 3.3 4 4.5 3 3.3
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Figura 4.7: Grafico log-log mostrando a dependéncia de y no ponto
critico com o tamanho do sistema L, para L = 20, 50, 100 e 200.
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Capitulo 5

Fendmenos criticos no cerebro

5.1 Criticalidade auto-organizada

Avalanches, terremotos, e incéndios florestais sdo exemplos de atividades em cascata
em sistemas que de outro modo estariam inativos. Na maior parte do tempo, o tamanho dessas
cascatas, ou avalanches, é pequeno, mas as vezes, avalanches sdo grandes o bastante para

alcancarem o sistema todo [2].

Em modelos discretos de sistemas exibindo avalanches, o tamanho s de uma
avalanche é usualmente definida como o nimero de unidades ativas durante a cascata. Um
fato interessante é que a distribuicdo f(s) do tamanho das avalanches nos sistemas

mencionados segue uma lei de poténcia [48]:
f)~s (5.1)

em que T € um expoente critico. Expoentes criticos determinam o comportamento

macroscopico do sistema e indicam sua classe de universalidade.

Distribuicdes de leis de poténcia sdo caracteristicas das transicdes de fase de segunda
ordem, em que o sistema esta em um estado critico. Se o sistema evolui para alcangar um
estado critico sem ajuste fino dos parametros de controle, o sistema é chamado de auto-

organizado criticamente [2]. Este comportamento é entendido como o resultado de um
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mecanismo de controle que forgca o sistema para uma transicdo de fase para um estado

absorvente [49].

Sistemas auto-organizados criticamente mostram avalanches ou cascatas de atividades
através de suas unidades, que podem surgir de interacdes locais simples. Estas avalanches
podem incluir todas as unidades do sistema. Entretanto, a maioria das avalanches s&o
pequenas ou de tamanho intermediario. Em geral, avalanches ndo séo caracterizadas por um
tamanho médio, isto é, a distribuicdo é invariante de escala, e apenas o verdadeiro tamanho do
sistema restringe o tamanho maximo da avalanche. Um exemplo desse tipo de sistema € a
pilha de areia estocastica [50]. Nela, a areia é adicionada lentamente, formando um monte. Ha
deslizes de areia esporadicamente (avalanches) sempre que a inclinagdo do monte for maior
que um dado limiar. A pilha se auto-organiza, portanto, com inclinagcdo sempre em torno do
limiar critico. As avalanches na pilha de areia, nesse regime, tém seus tamanhos e duracgdes

distribuidos de acordo com uma lei de poténcia.

5.2 Hipotese do cérebro critico

Leis de poténcia tém sido também observadas na atividade neural [13, 14], e entdo tem
sido proposto que a criticalidade auto-organizada subjaz a organizacdo do cérebro também.
Em neurociéncia, a hipotese da criticalidade afirma que o cérebro esta num estado critico, na
fronteira entre atividade sustentada e um regime inativo e as propriedades de invariancia de
escala em sistemas neurais surgem do comportamento de auto-organizacdo critica [51].
Estudos tedricos e experimentais mostram que o sistema critico exibe propriedades
computacionais Otimas, sugerindo porque a criticalidade pode ter sido selecionada na

evolucao do sistema nervoso [52, 53, 54, 55, 56].

Pontos criticos sao relacionados com alta adaptabilidade, porque pequenas mudangas
num parametro externo de controle podem disparar grandes rearranjos no estado interno do
sistema. Ha evidéncia experimental para este fenbmeno no cérebro [13, 14]. Beggs e Plenz
[13] tentaram analisar a arquitetura do cérebro estimulando o crescimento de pequenas
unidades de tecido cerebral em placas de Petri. Eles prenderam 64 eletrodos ao tecido para
examinar o acionamento espontaneo de novos neurénios. Os eletrodos detectaram uma rapida
manifestacdo de atividade conhecida como avalanches neurais. Avalanches pequenas eram

muito frequentes; as grandes, mais raras; e as muito grandes, mais incomuns ainda. Num
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grafico, as probabilidades de ocorréncia de diferentes tamanhos mostravam uma curva de lei
de poténcia numa faixa limitada. Além de culturas celulares, a criticalidade também foi
observada em fatias de cérebro e animais anestesiados [57, 58].

A hipétese predominante é que propriedades de invariancia de escala na atividade
neural surgem do comportamento de criticalidade auto-organizada. No entanto, ha também
estudos reportando desvios da atividade livre de escala: A atividade neural mostrou-se exibir
comportamento sub e sobre critico durante o desenvolvimento in vitro [59, 60, 61] e ha
também estudos em que atividade neural in vivo aparece como subcritica [62, 63]. Assim,
cérebros em atividade parecem ser capazes de se organizarem de uma maneira que nao é

necessariamente da criticalidade auto-organizada.

5.3 Fases de Griffiths

Sistemas nervosos reais sdo altamente ndo homogéneos, entdo devemos levar em conta
os efeitos das heterogeneidades. E conhecido em fisica estatistica que desordem pode afetar
radicalmente o comportamento usual das transicdes de fase [64]. Em sistemas com desordem
fixa ha regides locais caracterizadas por valores de parametros que diferem significativamente
de suas médias correspondentes sobre todo o sistema. Tais regides raras podem, por exemplo,
induzir que o sistema fique localmente ordenado, mesmo que globalmente ele esteja em uma
fase desordenada. Desta maneira, em modelos de propagacdo dindmica, a atividade pode
demorar por longos periodos de tempo dentro das regides raras, mesmo que o resto do sistema
esteja em sua fase absorvente. Estes efeitos de regido-rara podem tornar uma transicdo de fase
descontinua em continua, ou gerar as chamadas fases de Griffiths [16], nas quais o
comportamento critico do tipo lei de poténcia aparece sobre uma regido estendida ao redor do
ponto critico. As heterogeneidades ampliam a regido critica e podem contribuir para o

surgimento de leis de poténcia [Figura 5.1].

Através de simulacdes com modelos com dindmica simples, Moretti e Mufioz [15]
encontram estruturas de fases de Griffiths em redes modulares hierarquicas sintéticas, bem
como dois exemplos de redes neurais, o connectome celular do Caenorhabditis elegans e o
macroconnectome do cérebro humano inferido por imagem de difusdo (Um connectome é um
mapa abrangente das conexdes neurais dentro do sistema nervoso de um organismo). Esses

achados provém evidéncia para uma regido critica ao invés de um ponto critico. A geracao de
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fases de Griffiths devido a heterogeneidades na estrutura das redes do cérebro € uma
alternativa para alcancar o comportamento critico sem que seja necessario um ajuste fino do
parametro de controle, servindo de alternativa para explicar distribuic6es de avalanche de tipo
lei de poténcia.

a g . c A
s —
fase fase fase Fase de fase
inativa ativa inativa Griffiths ativa
1 [
p) A A 2

d HMN=1 Madel A e HMN-1 Madel B

10t 10 10* 107 10t 10t 10 107
r t t

Figura 5.1: Em contraste com pontos criticos convencionais, sistemas com efeitos de
regido rara possuem uma ampla fase intermediaria separando ordem e desordem,
uma fase de Griffiths. (a) e (b) ponto critico convencional, uma Unica lei de poténcia
separa a fase absorvente (com decaimento exponencial) de uma fase ativa (com um
estado estacionario nao trivial). (c), (d) e (e) Fase de Griffiths: Surgimento de uma
ampla regido de leis de poténcia entre as fases ativa e inativa. Fonte [15].
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Capitulo 6

Redes do cérebro

6.1 O cérebro e as redes complexas

Para 0 entendimento de sistemas complexos é requerido ndo s6 o conhecimento dos
componentes elementares do sistema, mas também conhecimento das maneiras em que esses
componentes interagem e as propriedades emergentes dessas interacGes. Esses tipos de
sistemas exibem diversas caracteristicas e padrdes organizados. Esses padroes sdo o resultado
de acoplamento altamente estruturado entre elementos, alcangados por uma rede intrincada de
conexdes. O estudo desses padrbes requer analises matematicas e estatisticas sofisticadas. O
impacto da topologia da rede no comportamento dindmico de sistemas em rede € um topico de
central importancia para o entendimento de sistemas complexos e tem atraido muita atencéo

no campo das redes complexas [65, 66, 67].

Redes do cortex cerebral possuem notaveis caracteristicas de estrutura e dinamica.
Primeiro, estas redes tém uma intricada organizacdo nao aleatoria. Em particular, elas séo
estruturadas de uma maneira hierarquica e modular, de regibes de larga escala do cérebro
inteiro passando por areas corticais e subcompartimentos organizados como mapas estruturais
e funcionais até colunas corticais, e finalmente circuitos feitos de neurdnios individuais [17,
18]. Segundo, as redes exibem atividade auto-organizada sustentada, que persiste mesmo na
auséncia de estimulo externo [11]. As abordagens modernas em redes complexas estdo

comecando a revelar principios fundamentais da arquitetura e funcdo do cérebro [6].
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6.2 Teoria dos grafos: Definicoes e notacoes

Formalmente uma rede pode ser representada como um grafo. A teoria dos grafos [68,
69, 70, 71, 72] € o paradigma natural para o tratamento matematico de redes complexas. Um
grafo G = (IV, L) consiste de dos conjuntos V' e £, tal que V' # @ e L € um conjunto de
pares de elementos de V', que sdo ordenados se o grafo for direcionado e ndo ordenados se 0
grafo for ndo direcionado. Os elementos de V' = {nq, n,, ..., ny} sd0 0s nds (ou vértices) do
grafo G, enquanto os elementos de £ = {l,[,, ..., g} sdo o0s suas ligacdes (ou arestas). O
nimero de elementos em V" e £ sdo denotados por N e K respectivamente. Grafos com pesos
G = (IV,L,W) possuem também um conjunto de valores reais W = {wy,wy, ..., wg}

relacionados as ligacdes entre 0s nos.

Um no é usualmente referido por sua ordem i no conjunto . Em um grafo nédo
direcionado, cada ligacdo € definida por um par de nos i e j denotado por (i,j) oul;;. A
ligacdo € dita incidente nos nosi e j. Dois nos unidos por uma ligacdo sdo chamados de
adjacentes ou vizinhos. Em um grafo direcionado, a ordem dos nés € importante: [;
representa uma ligagdo de i para j e l; # ;. A maneira usual de ilustrar um grafo &
desenhando um ponto para cada no e unindo esses dois pontos por uma linha se os dois nos
correspondentes estdo conectados por uma ligacdo. Exemplos de grafos direcionados, ndo

direcionados e com pesos com N = 5 e K = 8, sdo mostrados na figura (6.1).

Figura 6.1: Representacdo grafica de um grafo ndo direcionado (a), direcionado (b) e com pesos
(c) com N =5n06s e K = 8 ligagdes. No grafo direcionado, 0s nds adjacentes sdo representados
por setas, indicando a dire¢do de cada ligagdo. No grafo com pesos, os valores indicam o peso de
cada ligacéo.
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Um grafo G = (V, £) pode ser completamente descrito pela matriz de adjacéncia (ou
conectividade) A4, uma matriz quadrada N X N cujas entradas a; = (i,j = 1,..,N) sédo
iguais a 1 quando a ligagdo [;; existe e 0 nos outros casos. A diagonal da matriz adjacéncia

contém zeros, fazendo com que a matriz seja simétrica para grafos nao direcionados.

Para um grafo G de tamanho N, o nimero de vértices K € no minimo 0 e ho maximo
N(N — 1)/2 (quando todos os nds sdo adjacentes a todos 0s outros). G é dito ser esparso se
K « N2e denso se K = O(N?%). Um grafo Gy x é chamado de grafo N completo se K =
(’;’) = N(N — 1)/2 e € denotado por K. Outro conceito importante na teoria dos grafos € a
acessibilidade dos Vvértices, isto é, a possibilidade de ir de um vértice a outro seguindo as
conexdes dadas pelas arestas da rede. Um grafo € chamado de conectado quando todo vértice
da rede € alcancavel partindo-se de qualquer outro vertice.

O conceito de caminho é a base da definicdo da distancia entre nos. A distancia natural
entre dois Vvértices i e j é definida como o nimero de arestas atravessadas pelo menor
caminho conectando os veértices. Esta distancia é chamada de distancia quimica e usualmente
considerada na teoria de percolacdo [74], € chamada de comprimento do menor caminho e
denotada por d;; . Quando dois nés pertencem a componentes desconectados do grafo,
definimos d;; = . Fazendo uso do comprimento de menor caminho como medida de
distancia entre vértices, € possivel definir o diametro ou tamanho tipico do grafo. O didmetro

¢ definido como

Outra definicdo efetiva para o tamanho linear de um grafo € 0 menor caminho médio,

definido como o valor médio de d;; sobre todos os pares de vértices da rede

1
(d) = mlz]: di;. (6.2)

Por definicdo (d) < d;.

Exemplos simples de distancias em grafos incluem o grafo completo, em que (d) = 1
e a rede hiperctbica em D dimensbes com N vértices: {d) ~ N'/P. Na maior parte dos grafos
aleatdrios, 0 menor caminho cresce com o logaritmo do nimero de nés: (d) ~ logN, que é um

crescimento bem mais lento do que o observado para redes hipercubicas. O fato de que
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quaisquer dois nos estdo conectados por um caminho que possui um valor relativamente baixo

constitui o chamado efeito de mundo pequeno.

O grau (ou conectividade) k; de um n6 i € o nimero de arestas incidentes neste no e é

definido em termos da matriz adjacéncia A como

ki = Z Q. (6.3)

JEN

Se o grafo é direcionado, o grau do né tem dois componentes: 0 nimero de liga¢des saindo
fsaindo = 2 a;; € 0 ndmero de ligagOes entrando fentrando  — 2 ;. O grau totdo € entdo

definido como k; = kfamdo 4 fentrando

A caracterizacdo topologica mais béasica de um grafo G pode ser obtida em termos da
distribuicdo de grau P(k) , definida como a probabilidade que um né escolhido
aleatoriamente tem grau k, ou equivalentemente, como a fracdo de nds no grafo que tém grau
k. No caso de redes direcionadas precisamos considerar duas distribuicbes P (k%m0 ) e
P(kertrando y - A informacdo de como o grau € distribuido entre os nds de um grafo ndo
direcionado pode ser obtida tanto por P(k), como pelos momentos da distribuicdo. O

momento n de P (k) é definido como
(k") = Z kP (k). (6.4)
k

O primeiro momento (k) é o grau médio de G. O segundo momento mede as flutuacdes da

distribuicdo de conectividade.

De acordo com P(k), é comum classificar as redes em duas classes: homogéneas e
heterogéneas. Nas redes homogéneas, P (k) tem decaimento rapido como nas distribuices
Gaussiana ou de Poisson. O segundo tipo corresponde a redes que possuem uma
heterogeneidade estatistica intrinseca. Em geral a distribuicdo de conexdes para esse tipo de

rede apresenta decaimentos de leis de poténcia.

Outro conceito importante na teoria dos grafos é o de agrupamento. O agrupamento
refere-se a tendéncia observada em muitas redes naturais de formarem grupos fechados na
vizinhanca de um dado nd. Assim, implica a seguinte propriedade: se um Vértice i esta

conectado a um vértice j e a0 mesmo tempo j estd conectado a [, entdo existe uma alta
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probabilidade de i também estar conectado com [. Para um grafo ndo direcionado, o
agrupamento pode ser medido quantitativamente por meio do coeficiente de agrupamento,
que mede o qudo coeso é um grupo local. O agrupamento C(i) de um n6 é definido como
sendo a razdo do numero de ligacBes entre 0s vizinhos i com 0 nimero maximo dessas

ligacGes. Se o grau do Vértice i é k; e 0s vizinhos de i possuem e; conexdes entre si, temos

Zei

‘O -1y

(6.5)

para k; > 1. Para k; < 1, define-se C(i) = 0. O coeficiente de agrupamento médio de um

grafo é dado por

() = %Z 0 (6.6)

Podemos obter informag&o sobre a estrutura da rede através da dimenséo topoldgica D,
que mede como o numero de vizinhos de um dado no cresce quando se desloca r passos dele.
Para grandes valores de r, temos a relagdo N, ~r”, em que N, é o nimero de nés com
distancia quimica r ou menor do no escolhido. Em redes com a propriedade de mundo
pequeno, N, cresce exponencialmente com r [66], 0 que corresponde a D —» . Em
contrapartida, redes de mundo grande possuem uma dimensao topoldgica finita, enquanto que
D = 0 descreve redes fragmentadas. Dimensdo topoldgica finita € um requisito importante

para o surgimento de fases de Griffiths [15, 75].

6.2.1Grafos com elementos aleatérios

O estudo sistematico de grafos aleatdrios foi iniciado por Erdds e Rényi em 1959 com
0 proposito de estudar, por meios probabilisticos, as propriedades de grafos em funcéo do seu
crescente niUmero de conexdes aleatorias [76, 77, 78]. O termo grafo aleatorio refere-se a
natureza desordenada do arranjo de ligacdes entre diferentes nds. Em seu primeiro artigo,
Erdds e Rényi propuseram um modelo para gerar grafos aleatdrios com N nos e K ligagdes,
que chamaremos de grafos aleatérios Erdds e Rényi (ER) e denotaremos por Ggf .
Comecando com N nos desconectados, grafos aleatérios ER sdo gerados conectando pares de
nos selecionados aleatoriamente, proibindo maltiplas conexdes, até que o numero de arestas

do grafo seja igual a K [76]. Uma variacdo desse modelo consiste em conectar cada par de nos
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com uma probabilidade 0 < p < 1 [79]. Este procedimento define um conjunto denotado por
Gﬁf; e contendo grafos com nUmeros diferentes de ligacBes: grafos com K ligacbes vao

aparecer no conjunto com a probabilidade
P(Gyy) = p¥(1 = p)N D2k, (6.7)

Como cada ligacéo pode estar tanto presente quanto ausente, o conjunto de grafos Gﬁf;

contém 2 2z elementos. Para calcular o grau médio, observamos que o numero medio de

arestas geradas na construcdo do grafo é (K) = %N (N —1)p. Como cada Vértice contribui

para o grau de dois Vvértices, obtemos

G0 =2~ v~ p = ©9)

em que a ultima igualdade é valida somente para valores grandes de N. Os dois conjuntos

Gy'x e Gy sdo estatisticamente equivalentes quando N vai para o infinito com
pN(N —1)/2 =K. (6.9)

Da equacdo (6.8) observamos que, para qualquer valor finito de p, o grau médio
diverge com o numero de vértices no grafo. Como grafos realistas sdo mais frequentemente
caracterizados por um grau médio finito, em muitos casos é uma escolha natural considerar o
comportamento do modelo para uma probabilidade de conexdo que decresce com N, ou seja,
p(N) = (k)/N. O grau médio de um grafo aleat6rio também é um parametro determinante em
estabelecer a estrutura de conectividade da rede resultante. Se (k) < 1 a rede é composta de
muitos subgrafos que ndo estdo interconectados. Para (k) = 1, observamos uma transicédo de
fase equivalente a da percolacdo em dimensdo infinita [69, 70]. Para (k) > 1 um componente

gigante emerge com tamanho proporcional ao nimero de Vértices da rede.

Com o propésito de obter a distribuicdo de grau P(k), notamos que em um grafo com
probabilidade de conexdo p, a probabilidade de criar um vértice com grau k é igual a
probabilidade de que ele é conectado em k outros vértices e ndo conectado comos N — 1 —
k restantes. Como o estabelecimento de cada vértice € um evento independente, esta

probabilidade é simplesmente dada pela distribuicdo binomial
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P(k)=< k

)pkt - p it (6.10)

No limite de N grande e para pN = (k) constante, a distribuicdo binomial pode ser
aproximada pela distribuicdo de Poisson [69, 80].
(k)"

P(k) = e~k - (6.11)

O coeficiente de agrupamento (C) do modelo ER segue-se a partir da independéncia
das conexdes. Para qualquer vértice, a probabilidade de que quaisquer dois de seus vizinhos
sdo também conectados um com o outro é dada pela probabilidade de conexdo p. Portanto, o
coeficiente de agrupamento médio ¢ igual a

(C)=p= (]l\‘,—) (6.12)

Para uma rede conectada de grau médio (k), o nimero médio de primeiros vizinhos
de qualquer n6 é dado por (k). Se a posicdo das conexdes é completamente aleatéria e
considerarmos uma rede sem ciclos, podemos aproximar o ndmero de vizinhos a uma
distancia d por (k)?. Agora, seja r; tal que (k)"¢ = N. Temos que a grande maioria dos
vértices estd a uma distancia r; de um dado né i, ja que a grandeza (k)¢ cresce
exponencialmente com d. Portanto, podemos aproximar o menor caminho médio por r; para

obter

_ logN
~ log(k)

(d) (6.13)

O fato de (d) escalar com o logaritmo do tamanho do sistema mostra que este modelo

apresenta a propriedade de mundo pequeno, observada frequentemente em redes complexas.

6.3 Redes modulares hierarquicas

Muitas redes podem ser repartidas em uma colecdo de modulos. Um médulo é
topologicamente definido como um subconjunto de nos altamente interconectados que sdo
relativamente pouco conectados com no6s em outros modulos. Cada médulo é esperado efetuar

uma tarefa identificavel, separada da funcdo dos outros. As redes do cérebro e muitos outros
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sistemas complexos demonstram possuir a propriedade de modulos em hierarquia, ou
modularidade em diversas escalas topolégicas: dentro de cada modulo, haverd um conjunto de
submddulos e dentro de cada submddulo, um conjunto de sub submdédulos etc.

E conhecido da anatomia do cérebro que a arquitetura do cortex é organizada
hierarquicamente em redes modulares em vérias escalas, partindo de circuitos celulares em
colunas corticais no nivel mais baixo, passando por areas corticais nos niveis intermediarios,
até conjuntos de regides cerebrais altamente conectadas em larga escala, tais como, o sistema
visual inteiro ou o cértex sensorio motor [81, 82]. Isso significa que neurdnios dentro de uma
coluna, uma area ou um conjunto de areas sdo mais densamente conectados entre si do que
com o resto da rede [6, 10], resultando na organizagdo multi-escala de uma rede modular
hierarquica (RMH). Embora dados empiricos confirmem essa organizagdo modular em
algumas escalas [82], a organizacdo detalhada das redes cerebrais em todas as escalas ainda

ndo esta experimentalmente acessivel.

Ha diversas vantagens gerais para a hierarquia modular na organizacdo de redes,
incluindo grande robustez, adaptabilidade e capacidade evolutiva das funcdes da rede [6]. A
topologia modular esta associada com um rico comportamento dindmico nao linear, por
exemplo, a presenca de mddulos permite que alguma atividade neuronal permaneca
localmente encapsulada, mantendo a atividade dinamica sustentada entre os extremos de
desaparecer rapidamente e invadir toda a rede [10, 11]. Essa propriedade é chamada de
atividade sustentada limitada (ASL).

Kaiser e Hilgetag [11] realizaram estudos numéricos em diversas RMHSs, variando o
namero de niveis, numero de submodulos em cada nivel e densidade de conexdo ao longo dos
niveis, para investigar os efeitos topolégicos na atividade sustentada limitada. Todas as redes
estudadas foram do tipo mundo pequeno, ou seja, com dimensdo topoldgica infinita. Os
autores descobriram que a ASL pode ser encontrada em uma ampla escala de parametros,
quando comparados com redes aleatorias ou outras redes de mundo pequeno nao hierarquicas.
A escala 6tima de parametros para ASL foi encontrada em redes em que a densidade das
conexdes aumentam do nivel mais alto para o nivel mais baixo. Odor, et al. [75] fizeram um
estudo em redes semelhantes as utilizadas por Kaiser e Hilgetag, porém com dimenséo
topoldgica finita, e mostraram que em RMHs uma dimensdo topoldgica finita é necessaria

para o surgimento de fases de Griffiths com dinamica de leis de poténcia.
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Uma maneira de gerar uma rede modular hierarquica com dimenséo topoldgica finita é
dada por [75]. Define-se 1,,,,, niveis no mesmo conjunto de N = 4'max ngs, no nivel I define-
se 4! modulos. Isto é alcangado dividindo-se cada mddulo em quatro mddulos de tamanhos
iguais no proximo nivel, como se eles estivessem embebidos em uma rede regular
bidimensional, o que é préximo da topologia real das redes do cortex. A probabilidade p; que
dois nds sejam conectados por uma ligacao € dada por

py = ()26, (6.14)

em que s é um fator de escala. Finalmente, conectam-se os modulos do nivel mais baixo com
uma ligacdo escolhida aleatoriamente entre os nds de [, . Conexfes unidirecionais séo

permitidas. Os autores estimaram para este tipo de rede D = 1.4 no limiar de percolagéo.

Em RMHs, o coeficiente de agrupamento (C) exibe um comportamento de escala
diferente em comparacdo com redes ndo estruturadas. Enquanto que em redes livres de escala
ele decai como (C) ~ N=3/* [73, 83] e em redes aleatorias como (C) ~ N~', em redes
modulares hierarquicas ele é constante. Além disso, enquanto em redes livre de escala o
agrupamento ¢ independente do valor do grau k, em RMH ele decai como C(k) ~ k=#, com
B no intervalo 0.75 — 1 [75]. Isto significa que quanto mais alto o grau do no, menor é o
coeficiente de agrupamento, possivelmente reduzindo sua infecciosidade em um processo

epidémico.

A descricdo do tipo de rede cerebral com hierarquia modular hierarquica que

utilizamos em nossas simulacdes é dada no proximo capitulo.
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Capitulo 7

Simulacdo em uma rede modular hierarquica

7.1 Arvores modulares hierarquicas aleatérias

Para este trabalho, realizamos as simula¢es em redes modulares hierarquicas que tém
como base de construcdo as arvores modulares hierarquicas (AMHSs) definidas em [75].
Modificamos o algoritmo para permitir conexdes unidirecionais e aumentar a densidade de

conexdes por médulo. O algoritmo para construcao das AMHSs é descrito no apéndice A.

Nas AMHSs, em um nivel [, uma ligagio conecta nds dentro de um mddulo contendo 4!
n6s. O nimero de ligagdes possiveis neste nivel é 4!(3.4!~1)/2. Entdo, a probabilidade p, de

que uma aresta escolhida aleatoriamente ligando blocos ao nivel [ esteja presente € dada por
p = 1/2%73, (7.1)

e em geral, p;/p;—1 = 1/16. Como uma arvore representa uma estrutura minimamente
conectada, p; ndo pode decair mais rapido do que essa taxa, em qualquer rede hierarquica
conectada baseada em modulos de quatro nos. As estruturas de arvores aleatdrias preservam a

integridade de RMHs com dimensdo topologica finita, com D = 0.72 [75].

Para que a rede se torne mais realista permitimos conexdes unidirecionais simulando
as conexdes de axonio para dendrito entre médulos. Para que ndo haja modulos que fiqguem
isolados na atividade por causa das conexdes unidirecionais, utilizamos o algoritmo descrito
para construcdo de AMHSs duas vezes na mesma rede. Numa vez geramos ligacGes com
orientacdes arbitrarias e na outra vez, repetimos o mesmo procedimento gerando ligacdes com
orientacdo oposta, respeitando o mesmo conjunto de ligacGes para cada nivel gerado na vez

anterior, porém, escolhendo nos diferentes para as ligaces entre modulos. Podemos repetir
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este procedimento N vezes para aumentar o valor de (k). Com essas modificacGes a estrutura

deixa de ser uma arvore.

Na figura (7.1) temos um exemplo de uma estrutura de RMH com conexdes
unidirecionais, geradas por duas AMH sobrepostas e embebidas em uma base bidimensional
que possui trés niveis (64 nos).

Figura 7.1: Exemplo de rede modular hierarquica com 3 niveis e 64
nés formada por duas AMH sobrepostas, sendo as arestas em
vermelho geradas com orientagdes opostas as pretas.

Consideramos também que os mdédulos no modelo representam colunas corticais ao
invés de neurdnios individuais. As conexdes entre mddulos sdo todas tomadas como
excitatorias, uma vez que ndo parece haver conexdes inibitorias de longa distancia dentro do

cortex cerebral [84].
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7.2 Dinamica de ativacéo de médulos

Para modelar a propagacdo da atividade neuronal, implementamos um modelo com
dindmica simplificada na rede. Modelos mais realistas de dindmica neuronal com camadas
adicionais de detalhes poderiam ser considerados, no entanto ndo esperamos que um
detalhamento da dindmica afete significativamente o comportamento critico que nos
propomos a estudar. Nossa abordagem consiste em modelar a atividade neuronal de uma
maneira minimalista. Os n6s da rede simbolizam colunas corticais ao invés de neurdnios
individuais, para os quais modelos efetivos de propagacdo sdo esperados proverem uma boa
descricdo do comportamento das propriedades de larga escala. A eficacia de regras

minimalistas da dindmica de ativacdo em neurociéncia ja foi bem testada na literatura [85, 15].

Cada no (ou conjunto de neur6nios) e designado por uma variavel binaria de estado o,
representando tanto o estado ativo do né ¢ = 1, como o estado de repouso ¢ = 0. Para a
dindmica de ativacdo de mddulos implementaremos o processo de contato com um limiar de
ativacdo, em que sO podemos testar a condicdo de ativagdo se um determinado numero de
vizinhos estiverem previamente ativos, depois disso a probabilidade de ativacdo de um no
varia de acordo com o numero de nos vizinho ativos. Com isso temos uma Vversdo

simplificada do comportamento de integracdo sinaptica.

Considere que ¢ seja o limiar de ativacdo. Se o nd escolhido estiver inativo e se o
namero de vizinhos ativos for maior ou igual a ¢, entdo 0 nd se torna ativo com uma taxa

dada por
A
Wo-1 = Z i (7.2)
vizin hos

em que a soma ¢ feita sobre todos 0s vizinhos do no e k representa o nimero de vizinhos. Se

0 nod escolhido esté ativo, entdo ele se torna inativo com uma taxa unitaria

W10 = 1. (73)

Para representar a variacdo da forca de conexdo entre as sinapses, fazemos a média

sobre diversas realizacGes de um processo em redes geradas a partir de sementes diferentes.
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Assumimos que as multiplas realizacOes aleatdrias das redes podem ocorrer no cérebro ao
longo do tempo, devido a reconfiguracdo de sinapses ou como consequéncia de submddulos
fracamente acoplados e mudancas na intensidade global das conexdes entre diferentes regites
do cérebro devido a neuromodulagéo.

Um exemplo de cddigo fonte em C++ que construimos, contendo a classe para gerar a

RMH e com a dindmica de ativacdo de modulos, encontra-se no apéndice B.

7.2 Resultados e discussao

Simulamos o0 processo de contato com ¢ = 1 e ¢ = 2, em redes com orientacbes do
tipo mencionado na secdo 7.1 com (k) = 2.25 e (k) = 3 respectivamente. Variamos o valor
de (k) para garantir a atividade sustentada na rede. Fizemos a média da dinamica sobre 1000
redes hierarquicas aleatorias independentes, com 10 realizac6es para cada rede.

Caso 1: ¢ = 1e (k) = 2.25.

Como condicéo inicial, consideramos que todos 0s nos estdo ativos no tempo t = 0.
Na figura (7.2a) € mostrado o grafico da densidade de nos ativos versus o tempo em passos de
Monte Carlo para uma rede com 16384 nds, correspondendo a 7 niveis hierarquicos. Nota-se
que o sistema passa por um periodo de relaxacdo antes que um comportamento de lei de

poténcia apareca [figura 7.2b].
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Figura 7.2: a) Densidade de sitios ativos em func¢do do nimero de passos de Monte Carlo
para uma rede de tamanho N = 16384 para diversos valores de A. b) Comportamento do
tipo lei de poténcia no ponto critico ap6s o tempo de relaxagdo, neste caso particular,
estimamos a = 3.16 (2) para 1 = 2.314.
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Através de simulacdes quase-estaciondrias, analisando o méximo da variancia para 0s
tamanhos de rede N = 256, 1024, 4096 e 16384, encontramos A, = 2.579(2). Pela teoria de
escala de tamanho finito discutida no capitulo 4, no ponto critico, esperamos que a densidade
media de nds ativos e a variancia se comportem como

pN) ~ L‘v%, (7.4)

(7.5)

I
X (N) ~Lvi,

emque y* = (p% — p?). Estimamos V’% =1.003(18) e ;”—l = —1.89(15), conforme a figura

(7.3). Os resultados para este caso encontram-se resumidos na tabela (7.1)
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Figura 7.3: Gréaficos log-log mostrando a dependéncia de p e y* no ponto critico com o tamanho do
sistema N, para N = 256, 1024, 4096 e 16384.

N ] v
v, v
¢ =1e(k) =225 2.579(2) 1.003(18) -1.89(15)

Tabela 7.1: Valores obtidos por teoria de escala de tamanho finito para o ponto critico e alguns
expoentes criticos para 0 PC com ¢ = 1, em uma RMH com (k) = 2.25.
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Abaixo do ponto critico, podemos notar comportamentos de lei de poténcia em uma
determinada faixa de t para diversos valores de 4, 0 que é uma evidéncia de fase de Griffiths,
como mostrado na figura (7.4).

0 T T T T
_2 f— -
-4 - 2.2 2.33 —
2.21 2.34
6222 2.35 —— = ]
2.23 2.36 ——
= g l2.24 237 —— S
— 2.25 —— 2.38 15T —] e =
g l226 —— 239 25t ] 1
22? - 24 3.5 ]
_4 = -
4, 228 2.41 el . |
2.29 2.42 S | | s
-5.5
14 _22?23 ;jﬁ 2.2 2.25 2.3 2.35 2.4 2.45 ]
2.32
-16 1 ] ] ]
0 1 2 3 4 3

Int

Figura 7.4: PC com ¢ =1, em RMHs com (k) = 2.25: atividade versus
tempo para A entre 2.2 e 2.44. Tamanho do sistema N = 16384. Cada curva
representa a média sobre 10 a 100 realizacBes para 1000 redes independentes.
Grafico interno: Inclinacdo —a versus A.

Esperamos que apds o tempo de relaxacdo, a densidade de nds ativos se comporte

como

p(O)~t7, (7.6)

sendo t em passos de Monte Carlo e a 0 expoente de decaimento. Na figura (7.5) é mostrado
0 expoente de decaimento efetivo de a para valores subcriticos de A. a extrapola para zero em

A = 2.573(12), que é proximo do valor A, = 2.579(2) obtido pelo maximo da variancia.
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Figura 7.5: Expoente de decaimento efetivo a. Versus A para o PC com ¢ =1,
em RMHSs com (k) = 2.25. a extrapola para zeroem A = A..

Caso2: ¢ = 2 e (k)= 3.

Para 0 caso ¢ = 2 e (k) = 3, estimamos o ponto critico A, = 2.48(1). Por meio de

procedimento analogo ao caso anterior, estimamos 0s expoentes Vﬂ e Vi [figuras (7.5) e (7.6)].
1 1

Os valores encontram-se na tabela (7.2).
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Figura 7.6: PC com ¢ = 2. Gréfico log-log mostrando a dependéncia de p e y* no ponto critico com o
tamanho do sistema N, para N = 256, 1024, 4096 e 16384.

N F [
V) V.

d=2ek)=3 2.48(1) 1.06(3) -1.72(6)

Tabela 7.2: Valores obtidos por teoria de escala de tamanho finito para o ponto critico e alguns
expoentes criticos para 0 PC com ¢ = 2, em uma RMH com (k) = 3.
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Para este caso, também podemos notar comportamentos de lei de poténcia em uma
determinada faixa de t para diversos valores de 4, 0 que é evidéncia de uma fase de Griffiths,
como mostrado na figura (7.7). O expoente de decaimento « extrapola para zero em A =

2.479(6), que é proximo do valor A, = 2.48(1) obtido pelo méaximo da variancia.

0 0.5 1 1.5 2 2.9 3 3.5 4
Int

Figura 7.7: PC com ¢ = 2, em RMHs com (k) = 3: atividade versus tempo
para A entre 1.8 e 2.4. Tamanho do sistema N = 65536. Cada curva representa
a média sobre 10 a 100 realiza¢es para 1000 redes independentes.

Como estamos simulando em redes baseadas em estruturas minimamente conectadas,
quando se utiliza o PC com ¢ > 1, é necessario ajustar o valor de (k) para que se tenha
atividade sustentada na rede. Vimos que diferentemente do PC na rede quadrada, o PC na
RMH com dimensédo topoldgica finita é capaz de gerar fases de Griffiths. Apesar da desordem

da rede, a teoria de escala de tamanho finito se mostrou capaz de estimar 0s expoentes criticos.

O expoente vﬁ ¢ aproximadamente igual a 1 nos dois casos, talvez sugerindo um
1

comportamento do tipo campo médio.
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Capitulo 8

Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho, tivemos o intuito de obter uma visdo geral da area de criticalidade no
cerebro, que é um campo relativamente recente de pesquisa, e estudar um modelo de rede do
cerebro através de simulacdo computacional. Foi feita uma revisdo geral de conceitos em
biofisica, neurofisiologia, neurociéncia computacional, processos estocasticos, redes
complexas, fenémenos criticos e transi¢oes de fase. Para testar nossos métodos de simulacéo
computacional, fez-se um estudo do processo de contato na rede quadrada, um modelo bem
conhecido na literatura. Fazendo uso extensivo de simulacdes quase-estacionarias e teoria de
escala de tamanho finito, obtivemos o valor do ponto critico e estimamos alguns dos
expoentes criticos do modelo com uma boa precisdo, 0 que aumenta a confiabilidade do

método para investigar o comportamento critico de redes do cérebro.

No modelo principal deste trabalho, trabalhamos com variacbes de redes modulares
hierarquicas, construidas em cima de uma estrutura minimamente conectada, embebidas em
duas dimensdes, conhecidas como arvores hierarquicas aleatdrias. Nessas arvores incluimos
orientacdes entre as ligacbes e aumentamos a densidade de conexdes para aumentar o
realismo da rede. Para a dindmica de ativacdo de mddulos, implementamos o processo de
contato e o processo de contato com criacdo com limiar de ativacdo. Por meio de simulacGes
no estado quase-estacionario e teoria de escala de tamanho finito, estimamos o ponto critico e
alguns expoentes criticos do modelo. Por fim, verificamos que essa estrutura possui uma de
fase de Griffiths, exibindo comportamentos de lei de poténcia numa faixa estendida do

parametro de controle.

Apesar das intrigantes e gerais implicacOes desse campo de estudo que utiliza

ferramentas da fisica de sistemas complexos para tratar redes de cérebro, diversos problemas
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e detalhes permanecem em aberto para serem resolvidos. Por exemplo, ha questbes que
surgem por muitos tipos diferentes de redes hierarquicas serem possiveis. Ainda esta incerto
quao bem estas variantes suportam a criticalidade e qual seria a melhor caracterizacdo de
hierarquia em redes cerebrais, também é preciso entender melhor o mecanismo de como a
atividade cerebral explora as redes hierarquicas e resulta na dindmica das fases de Griffiths.
Como perspectivas futuras para este trabalho, podem-se testar outras variages de redes
modulares hierérquicas, incluindo mapas de conexdes de redes neuronais reais. Investigar
como que o tipo de desordem afeta o surgimento das fases de Griffiths. Por exemplo, qual
seria a implicacdo de uma desordem relacionada a redes com pesos ou uma desordem

temporal no parametro de controle devido a estimulos externos.
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Apéndice A

Algoritmo para a construcdo de arvores

hierarqguicas aleatorias

Algoritmo para a geragéo de arvores hierarquicas aleatorias, retirado de [75].

Dado um conjunto de N = 4* noés, desejamos construir uma rede hierarquica
conectada. Utilizaremos o menor namero possivel de ligacGes, isto ¢, N —1. O grafo
resultante € chamado de arvore e nao possui caminhos fechados ou loops. Por rede
hierarquica entendemos uma estrutura dividida recursivamente em modulos, submédulos, sub
submodulos e assim sucessivamente, com uma alta densidade de conexdes nos médulos base
e com a densidade de conexdes decrescendo de maneira regular enquanto se ascende na

hierarquia.

Ao nivel L, o conjunto completo de 4% nés é dividido em quatro quadrantes rotulados
0, 1, 2 e 3, prosseguindo no sentido anti-horario do canto inferior esquerdo. No nivel L —1,
cada quadrante é igualmente dividido em quatro subquadrantes, rotulados da mesma maneira.
A divisdo em subquadrantes continua até o nivel 1, no qual os elementos sdo nés individuais
[Figura A.1]. Um dado sitio pode ser especificado pelos rétulos do quadrante ou subguadrante
ao qual pertence. Denotando os rétulos nos niveis 1, 2, ..., L, por g, ..., g1, 0 endereco de um

sitio € dado por

g4

S
Il
M-
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12 13 8 9
3 2 7 6
0 1 4 5

Figura A.1 — Definigao dos rétulos para cada né em uma
redecom L = 2.

Considere um conjunto de quatro nos, 0, 1, 2 e 3. Ha seis ligacdes possiveis entre eles:
(0,1), (0,2), (0,3), (1,2), (1,3) e (2,3). Uma arvore com 4 nds tem exatamente trés ligacoes.
Dos (g) = 20 subconjuntos de trés ligacdes, dezesseis levam a uma arvore conectada (por
exemplo: {(0,1), (1,2), (2,3)}), enquanto que quatro correspondem a um ciclo de trés nos
deixando o quarto né isolado (por exemplo: {(1,2), (1,3), (2,3)}). Para construir uma arvore

de quatro nos, escolnemos um dos dezesseis conjuntos de ligacdes B; aleatoriamente.

Uma arvore hierarquica é construida ligando primeiro os quatro quadrantes por trés
arestas. O conjunto de ligacbes B; é escolhido aleatoriamente. Entdo, para cada ligacéo,
escolhemos sitios de forma aleatoria em cada um dos dois quadrantes conectados por esta
ligacdo e conectamos 0s nos. Esse processo € repetido para os subquadrantes subsequentes e
assim sucessivamente até alcancarmos os médulos base de quatro sitios. Os sitios base sdo
também conectados por conjuntos de trés ligacGes, escolhidos independentemente da colecao
basica de dezesseis conjuntos de ligacdes. Ao final, cada modulo base é conectado
internamente e a um modulo no proximo nivel etc. Por conseguinte, temos um grafo

conectado de N nés e N — 1 arestas [Figuras A.2-A.4]

60



15 14 11 10

12 13 8 9
| I
| |

3 1 2 7 | 6
I 1

0 1 4 5

Figura A.2: Primeiro passo na construgao de uma rede com
L = 2: definir o conjunto de ligages no nivel 2.

15 14 11 10
12 13 8 9
3 \2 7/ 6
0 1 4 5

Figura A.3: Segundo passo: escolher nds consistentes com o
conjunto de ligagdes no nivel 2. No préximo passo (ndo
exibido) escolhemos conjuntos de ligacGes para cada um
dos médulos de quatro sitios.

15 —14 11 10
12 —\—13 8—|—9
\
3 2 ?/ 6
y
N\
0 1 4 5

Figura A.4: Passo final: escolher nds no nivel 1 consistentes
com o conjunto de liga¢cOes correspondente.
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Ao nivel 1, o nimero de ligagdes por n6 é 3/4, ao nivel j, ha 4L~/ blocos conectados por
4=1-1 ligacBes. O nimero de ligagdes por no neste nivel é portanto, (4°~ — 1)/4* = 1/4/.
Consideremos p; a probabilidade de que uma aresta escolhida aleatoriamente ligando blocos
ao nivel j esteja presente. No nivel 1, ligagdes conectam nods dentro dos médulos de quatro
sitios. Como héa seis possiveis ligacdes e hd apenas trés presentes em cada mddulo, temos
p1 = 1/2.No nivel 2, uma ligacdo conecta ndés dentro de um mddulo de 16 nés, neste nivel
um no € ligado a um dos 12 nés fora do seu mddulo de 4 n6s, hé entdo (16.12)/2 = 96 ligacbes
possiveis e como apenas 3 estdo presentes, p, = 1/32. No nivel j, uma ligacdo conecta nds
dentro de um mddulo contendo 4/ nés. O nimero de ligacBes possiveis neste nivel é
4/ (3.471)/2, entdo p; =1/2¥73, e em geral, p;/pj_; = 1/16. Como uma &rvore
representa uma estrutura minimamente conectada, p; ndo pode decair mais rapido do que essa

taxa, em qualquer rede hierarquica conectada baseada em modulos de quatro nos.
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Apéndice B

Codigo fonte em C++ da classe utilizada nas
simulacoes

//Network.h

//Header contendo classe com métodos para gerar as redes quadrada e modular hieradrquica, bem
como o método de monte-carlo. Autor: Dangeles Lima

#include <iostream>

#include <fstream>

#include <cmath>

#include <cstdlib>

using namespace std;

inline double gerador(int& iseed){ // gerador de numeros aleatorios
register const intia = 843314861,
register const int ib = 453816693;
register const int m = 1073741824;
double ix;
register const double r231 =1./2147483648.;
iseed = ib + ia*iseed;
if (iseed < 0) {
iseed = (iseed + m) + m;
}
ix = (double)iseed*r231;
return ix;

}

class Network{ //Classe Network
public:
int N;
intL;
intn;
int limiar;
//bool **rede; // matriz adjacéncia
int *ativo;
int *listaativos; //lista de nds ativos
int *listaindex;
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short int *numviz; // numero de vizinhos de cada né

short int *numvizat; // numero de vizinhos ativos de cada nd
int **listaviz; // lista de vizinhos da rede

int listamax;

double avro; // valor medio da densidade

double varro; // variancia da densidade

double tau;

double dt;

double numTot;

double t;

double numPassos; // numero total de passos de monte carlo
double tRelax; // tempo de relaxacao

double tmax;

Network(int tamanho, int tamanho2, int llimiar, int nnumpassos){ //Constructor
limiar = llimiar; // limiar = 1 cp padréo, limiar = 2 criagdo por pares
L = tamanho; //quantidade de niveis hierarquicos
N = tamanho2; //nimero de nés

n=0;
listamax = 20;
dt =0.01;
numTot = 0;
t=0;

numPassos = nnumpassos + 1; // numero total de passos de monte carlo
tRelax = nnumpassos/3; // tempo de relaxa¢do arbitrario

//rede = new bool*[N];
listaviz = new int*[N];
for(inti=0;i< N;i++){
//rede[i] = new bool[N];
listaviz[i] = new int[listamax];
}
ativo = new int[N];
numviz = new short int[N];
numvizat = new short int[N];
listaativos = new int[N];
}
void HMN(int orientacao, int& iseed, int iseed2);
void Squarelattice();
void init();
int montecarlo(double& lambda, int& iseed);
int montecarlodiscreto(double& lambda, int& iseed);
void printarray(int** listaviz);

~Network() {
for (inti=0;i<N;i++)
//delete[] redeli];
delete[] listaviz[i];
//delete[] rede;
delete[] listaviz;
delete[] ativo;
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delete[] numviz;
delete[] numvizat;
delete[] listaativos;

}
2
// orientacao 0 grafo sem orientagdo, 1 orientacao entrando, 2 orientacao saindo
void Network::HMN(int orientacao, int& iseed, int iseed2){ //rede modular hierarquica

srand(iseed2);

int tree[16][4] ={{0, 1, 2, 3},
{0,1,3,2},
{0,2,1, 3},
{0,2,3,1},
{0,3,1, 2},
{0,3,2,1},
{1,0,2,3},
{1,0,3, 2},
{1,2,0,3},
{1,3,0,2},
{3,1,0,2},
{3,0,1, 2},
{0,1,2,3},
{1,0,2,3},
{2,0,1, 3},
{3,0,1, 2}, }; //arvore das 16 possibilidades

double alfa =0;

double beta = 0;

int gama =0;

int A[4];

intT=0;

int N2 = (int)(N/4. - 1.);

//inicializa a matriz de nds com 0

//a lista de vizinhos deve ser inicializada com -1 em main

/*
for (intx = 0; x < N; x++){
for (inty =0; y < N; y++){
rede[x][y] = 0;
}
}

*/
// gera as conexoes no primeiro nivel
for (int k = 0; k <= N2; k++){
T = (int) (gerador(iseed)*16);
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if (T>11){
for(inti=1;i<=3;i++){
if (orientacao == 1){
intx=0;
while(true){

if (listaviz[tree[T][0] + 4*k][x] == tree[T][i] + 4*k) break;
if (listaviz[tree[T][0] + 4*k][x] == -1) {
listaviz[tree[T][0] + 4*Kk][x] = tree[T][i] + 4*k;

break;

}

else x++;

}

//rede[tree[T][0] + 4*k ][tree[T][i] + 4*k] = 1;

else if (orientacao == 2){
intx=0;

}

else if (orientacao == 0){

while(true){
if (listaviz[tree[T][i] + 4*k][x] == tree[T][0] + 4*k)
break;
if (listaviz[tree[T][i] + 4*k][x] == -1){
listaviz[tree[T][i] + 4*k][x] = tree[T][0] + 4*k;
break;
}

else x++;

}
//rede[tree[T][i] + 4*K][tree[T][0] + 4*k] = 1;

intx=0;

while(true){
if (listaviz[tree[T][0] + 4*k][x] == tree[T][i] + 4*k)
break;
if (listaviz[tree[T][0] + 4*k][x] == -1){
listaviz[tree[T][0] + 4*Kk][x] = tree[T][i] + 4*k;
break;
}

else x++;

x=0;
while(true){
if (listaviz[tree[T][0] + 4*k][x] == tree[T][0] + 4*k)
break;
if (listaviz[tree[T][i] + 4*Kk][x] == -1){
listaviz[tree[T][i] + 4*k][x] = tree[T][0] + 4*k;
break;
}

else x++;

}

//rede[tree[T][0] + 4*k ][tree[T][i] + 4*k] = 1;
//rede[tree[T][i] + 4*k][tree[T][0] + 4*k] = 1;

}
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}
}
else if (T <= 11){
for(inti=0;i< 3;i++){
if (orientacao == 1){
intx=0;
while(true){
if (listaviz[tree[T][i]l+4*k][x] == tree[T][i+1] +4*k)
break;
if (listaviz[tree[T][i]+4*k][x] == -1){
listaviz[tree[T][i]+4*k][x] = tree[T][i+1] +4*k;

break;
}
else x++;
}
//rede[tree[T][i]+4*Kk][tree[T][i+1] +4*k] = 1;
}
else if (orientacao == 2){
intx=0;

while(true){
if (listaviz[tree[T][i+1] +4*k][x] == tree[T][i] +4*k)
break;
if (listaviz[tree[T][i+1] +4*k][x] == -1){
listaviz[tree[T][i+1] +4*k][x] = tree[T][i] +4*k;
break;
}
else x++;
}
}
/] rede[tree[T][i+1] +4*K][tree[T][i] +4*k] = 1;
else if (orientacao == 0){
intx=0;
while(true){
if (listaviz[tree[T][i]+4*k][x] == tree[T][i+1] +4*k)
break;
if (listaviz[tree[T][i]+4*k][x] == -1)}{
listaviz[tree[T][i]+4*K][x] = tree[T][i+1] +4*k;
break;
}

else x++;
}
x=0;
while(true){
if (listaviz[tree[T][i+1] +4*k][x] == tree[T][i] +4*k)
break;
if (listaviz[tree[T][i+1] +4*k][x] == -1){
listaviz[tree[T][i+1] +4*k][x] = tree[T][i] +4*k;
break;
}

else x++;
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// rede[tree[T][i]+4*K][tree[T][i+1] +4*k] = 1;
// rede[tree[T][i+1] +4*k][tree[T][i] +4*k] = 1;
}
}
}
}

//gera as conexoes de ordem superior
for (int | = 2; | <= L; |1++){ // para todas hierarquias

/] if(l<L){
for (int k = 0; k <= 3; k++){

T = (int) (gerador(iseed)*16); // escolher uma tree das 16 poss € veis
//cout << T; system("pause");

// conexao dos nOs
if (T> 11)
for(inti=1;i<=3;i++){

alfa = (tree[T][0])*pow(4, I-1);
beta = (tree[T][0] + 1)*pow(4, I-1) - 1;
gama = (int) (beta + 1 - alfa);
A[0] = rand()%gama + (int)alfa;
//A[0] = (int)( gerador(iseed)*(beta + 1 - alfa) + alfa );

alfa = (tree[T][i])*pow(4, |-1);

beta = (tree[T][i] + 1)*pow(4, I-1) - 1;
gama = (int) (beta + 1 - alfa);

//Ali] = (int)( gerador(iseed)*(beta + 1 - alfa) + alfa );
Ali] = rand()%gama + (int)alfa;

if (orientacao == 1){
intx=0;
while(true){

if (listaviz[A[O] + k*(int)pow(4, I)][x] == A[i] +

k*(int)pow(4, 1)) break;

if (listaviz[A[O] + k*(int)pow(4, I)][x] == -1){
listaviz[A[0] + k*(int)pow(4, )][x] = A[i] +

k*(int)pow(4, 1);
break;

}

else x++;

}
// rede[A[0] + k*(int)pow(4, 1) ][A[i] + k*(int)pow(4, 1)] = 1;
else if (orientacao == 2){
intx=0;
while(true){
if (listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, 1)][x] == A[0] +
k*(int)pow(4, 1)) break;
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if (listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, 1)][x] == -1){
listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, 1)][x] = A[0] +
k*(int)pow(4, I);
break;

}

else x++;

}
// rede[A[i]+ k*(int)pow(4, 1)][A[0]+ k*(int)pow(4, I)] = 1;
else if (orientacao == 0){
intx=0;
while(true){
if (listaviz[A[O] + k*(int)pow(4, I)][x] == A[i] +
k*(int)pow(4, 1)) break;
if (listaviz[A[O] + k*(int)pow(4, I)][x] == -1){
listaviz[A[O] + k*(int)pow(4, I)][x] = A[i] +
k*(int)pow(4, I);
break;
}

else x++;
}
x=0;
while(true){
if (listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, 1)][x] == A[0] +
k*(int)pow(4, 1)) break;
if (listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, 1)][x] == -1){
listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, 1)][x] = A[0] +
k*(int)pow(4, 1);
break;
}

else x++;
}
//rede[A[0] + k*(int)pow(4, ) J[A[i] + k*(int)pow(4, )] =
//rede[A[i]+ k*(int)pow(4, 1)][A[0]+ k*(int)pow(4, )] = 1;
}
}
}
else if (T <= 11){
for(inti=0; i< 3; i++){

1

alfa = (tree[T][i])*pow(4, |-1);

beta = (tree[T][i] + 1)*pow(4, I-1) - 1;
gama = (int)(beta + 1 - alfa);

//Ai] = (int)( gerador(iseed)*(beta + 1 - alfa) + alfa );
Ali] = rand()%gama + (int)alfa;

alfa = (tree[T][i+1])*pow(4, I-1);
beta = (tree[T][i+1] + 1)*pow(4, I-1) - 1;
gama = (int)(beta + 1 - alfa);
//A[i+1] = (int)( gerador(iseed)*(beta + 1 - alfa) + alfa );
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A[i+1] = rand()%gama + (int)alfa;

if (orientacao == 1){
intx=0;

while(true){
if (listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, )][x] == A[i+1] +
k*(int)pow(4, 1)) break;
if (listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, I)][x] == -1){
listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, 1)][x] = A[i+1] +
k*(int)pow(4, I);
break;
}
else x++;
}
}
//rede[A[i]+ k*(int)pow(4, I)][A[i+1]+ k*(int)pow(4, 1)] = 1;
else if (orientacao == 2){
intx=0;
while(true){
if (listaviz[A[i+1] + k*(int)pow(4, I)][x] == A[i] +
k*(int)pow(4, 1)) break;
if (listaviz[A[i+1] + k*(int)pow(4, I)][x] == -1){
listaviz[A[i+1] + k*(int)pow(4, 1)][x] = A[i] +
k*(int)pow(4, 1);
break;
}
else x++;
}
!
// rede[Afi+1]+ k*(int)pow(4, N[A[i]+ k*(int)pow(4, )] = 1;
else if (orientacao == 0){
intx=0;
while(true){
if (listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, )][x] == A[i+1] +
k*(int)pow(4, 1)) break;
if (listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, I)][x] == -1){
listaviz[A[i] + k*(int)pow(4, 1)][x] = A[i+1] +
k*(int)pow(4, 1);
break;
1

else x++;

x=0;
while(true){
if (listaviz[A[i+1] + k*(int)pow(4, I)][x] == A[i] +
k*(int)pow(4, 1)) break;
if (listaviz[A[i+1] + k*(int)pow(4, I)][x] == -1){
listaviz[A[i+1] + k*(int)pow(4, 1)][x] = A[i] +
k*(int)pow(4, 1);
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break;

}
else x++;
}
// rede[A[il+ k*(int)pow(4, I)][A[i+1]+ k*(int)pow(4, I)] = 1;
// rede[Afi+1]+ k*(int)pow(4, )][A[i]+ k*(int)pow(4, )] = 1
}
}//[for
}/elseif
if (I == L) break;
}/[for
}[for
}
void Network::Squarelattice(){ //Rede quadrada
//[0] right
//[1] left
//12] up
//[3] down
for (int x = 0; x < N; ++x){
for (inty = 0; y < listamax; ++y){
listaviz[x][y] = -1;
}
}
for(inti=0;i<L; ++i){
for (intj=0;j<L; ++j){
intx =i+j*L;
// 4 vizinhos
listaviz[x][0] = x + 1;
listaviz[x][1] =x - 1;
listaviz[x][2] = x - L;
listaviz[x][3] = x + L;
// periodic boundary conditions
if (i==0) listaviz[x][1] =x-1+L;
if (j == 0) listaviz[x][2] = x + L*L - L;
if (i == (L-1)) listaviz[x][0] =x- L+ 1;
if (j == (L-1)) listaviz[x][3] = x - L¥L + L;
}
}
}

void Network::init(){ // condicdo inicial
n=0;
for (inti=0; i< N;++i){
numvizat[i] = 0;
numviz[i] = 0;
ativo[i] = 1; n++; // inicia todos ativos
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//for (intj=0; j < listamax; j++){
// listaviz[i][j] = -1;
/1

}

for (inti=0;i<N;++i){

intx=0;
while(true){
if (listaviz[i][x] == -1)}{

break;
}
else {
if (ativo[listaviz[i][x]] == 1){
numvizat[i]++;
)}(++;
}

}
numviz[i] = x;
listaativos[i] = i;

}
}

int Network::montecarlodiscreto(double& lambda, int& iseed){ //Monte Carlo com tempo discreto

int zeta = (int)(gerador(iseed)*N); //rand() % N ; //
//double csi = (rand() % RAND_MAX) / (double)RAND_MAX;
double csi = gerador(iseed);

if (ativo[zeta] == 1) {
if (csi<=dt) {
ativo[zeta] = 0;
n--;
for (inti=0;i < listamax; i++){
if (listaviz[zeta][i] == -1) break;
numvizat[listaviz[zeta][il]--;
}
}
}

else if (ativo[zeta] == 0){
if (numvizat[zeta] >= limiar){

double funcao = (numvizat[zeta] * lambda) / (double)numviz[zeta];
double prob = dt*funcao;

if (csi <= prob){
ativo[zeta] = 1;
n++;

for (inti=0; i < listamax; i++){
if (listaviz[zeta][i] == -1) break;
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numvizat[listaviz[zeta][i]]++;

}

return n;

}

int Network::montecarlo(double& lambda, int& iseed){ // Monte Carlo convencional para o PC
// considerando lista de sitios infectados
intx,y;

double prob = (lambda)/(1+lambda); // probabilidade de criacao
//double csi = (rand() % RAND_MAX) / (double)RAND_MAX;
double csi = gerador(iseed);

if ((csi < prob) && (n>0)) {// criacao

x = (int)(gerador(iseed)*n); // escolhe um no ativo aleatoriamente
y = listaativos[x];

int zeta = (int)(gerador(iseed)*numviz[y]); // escolher um dos vizinhos para infectar
// escolher aleatoriamente um vizinho de y
// infectar

if (ativo[listaviz[y][zeta]] == 0) { //se nao esta ativo
ativo[listaviz[y][zeta]] = 1; //ativar

listaativos[n] = listaviz[y][zeta]; // coloca o novo sitio infecatdo no ultimo lugar da lista
n++; // numero de infectados +=1

}
}

else if (n > 0) {// aniquilacao

x = (int) (gerador(iseed)*n); // escolhe um no ativo aleatoriamente
y = listaativos[x];
ativo[y] = 0; // desativa

listaativos[x] = listaativos[n-1]; // coloca o ultimo da lista no lugar do que foi desativado
listaativos[n-1] = -1; // inativa o ultimo espago da lista
n--; // numero de infectados -=1

return n;

}

void Network::printarray(int** listaviz){ // salva lista de vizinhos em arquivo
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ofstream arquivo;
arquivo.open("tela.txt");

for (inti=0; i< N;i++){
for (intj = 0;j < listamax; j++){

if (listaviz[i][j] < 10) {

// if (listaviz][i][j] == 0)

// arquivo<<" ";

// else
//arquivo << "88";
arquivo << " " << listaviz[i][j] <<

}

else arquivo << listaviz[i][j] <<

}

arquivo << endl;

}

arquivo.close();

non,
’

noun,
7
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